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Introduccion

Gracias a los avances tecnologicos, la negociacién de activos en los mercados financieros ha
sufrido un cambio importante, tendiendo a mercados electrénicos en los cuales las dindmicas
de compra/venta se hacen mds sofisticadas, permitiendo que sean algoritmos los que ejecuten
las 6rdenes que se envian al mercado, dandose el caso incluso en mercados en donde los merca-
dos financieros electrénicos no son tan sofisticados [9]. A estos algoritmos se les conoce como
algoritmos de transaccién [7].

Estos algoritmos permiten a los inversionistas realizar transacciones de manera rapida, por
lo que el inversionista se enfrenta al problema de qué estrategia seguir al vender o comprar
activos financieros con el objetivo de maximizar sus ganancias o minimizar sus costos de im-
plementacion, en los cuales se pueden incluir: comisiones, diferencia entre el precio de compra
y el precio de venta (bid/ask price), costos de oportunidad por esperar [5], asi como el impacto
en el precio debido a la transaccion realizada.

Por lo tanto, si se considera a un inversionista con una gran cantidad de acciones por
comerciar dentro de un intervalo de tiempo, el objetivo de este inversionista serd optimizar
algin criterio de desempeno. En algunos articulos, se han considerado como criterios de de-
sempeno un criterio de media-varianza, utilidad esperada o la variacién cuadratica media [11],
por mencionar algunos. La eleccién de los ingresos esperados es razonable donde las condiciones
regulares del mercado son independientes de las preferencias del inversionista.

Cada inversionista en cualquier mercado financiero brinda liquidez a éste, debido a las de-
cisiones de compra y venta que cada uno de ellos realiza [10]. Algunas de las decisiones que
puede tomar el inversionista son por ejemplo el hecho de deshacerse rapidamente de sus activos
lo que generaria un decremento acelerado en el precio de los activos, o en el caso de que quiera
hacerse con cierta cantidad de activos y lo hiciera rdpidamente, esto generaria un incremento,
también acelerado en el precio de los activos, lo que, en ambos casos, incrementaria sus costos
de ejecucién, o disminuiria su probable ganancia. Por lo tanto, una opcién viable que el inver-
sionista tiene es repartir la compra/venta de sus activos en bloques, sin embargo si los divide
en bloques muy pequenos para ser ejecutados de manera secuencial a través del tiempo podria
tomar mucho tiempo hacerlo. Por lo que el inversionista se enfrenta al problema de ejecucién
optima el cual tiene como objetivo decidir como dividir sus activos, cuando ejecutar sus 6rdenes
y a qué precio [4].




Algunos autores han estudiado el problema de ejecucién éptima revisando el tiempo que
transcurre después de las transacciones, en lugar de revisar el impacto en el precio debido a
estas transacciones [3]. Por otro lado, problemas en los que se buscaba una forma de elegir una
estrategia de transaccién se empezaron a estudiar antes, por ejemplo, por Kyle [1].

Uno de los hechos que debe reconocer el inversionista es que cada transaccién afecta, no solo
a los precios actuales, sino que también afectara los costos de transaccion futuros, es decir, el
impacto que tienen sus transacciones en el precio de los activos. Tanto el problema de ejecucién
6ptima como el modelo de impacto en el precio, han sido estudiados por Bertsimas y Lo [4]
asi como por Almgren y Chriss [12], quienes propusieron un modelo aditivo de impacto en el
precio. Empero, modelar el precio de un activo por un movimiento Browniano o caminata
aleatoria con un impacto aditivo en el precio lleva a estrategias éptimas que son predecibles, lo
que genera que sea posible manipular el mercado. Por lo tanto, se han implementado modelos
con un impacto multiplicativo en el precio, los cuales se dice son mas naturales que los modelos
con impacto aditivo en el precio ya que por ejemplo no permiten que los precios sean negativos
con probabilidad distinta de cero.

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se presenta una revision
del modelo aditivo que propusieron Almgren y Chriss [12], el cual ha sentado las bases para
el estudio del problema de ejecucién éptima, asi como una revisién numérica de los resulta-
dos obtenidos al resolver el problema, con el fin de ver los pros y contras que este modelo plantea.

Para el Capitulo 2, se revisara el modelo multiplicativo de manera continua propuesto por
Guo y Zervos [15], revisando las bases que se plantean para la solucién de este problema asf
como su solucién, asumiendo que se tienen transacciones de manera continua. En la solucién
a este problema se podra observar que la estrategia optima, bajo los supuestos y dindmicas
de precios y del mercado, es de venta pura, lo que justifica un poco el hecho de que se decida
resolver el problema discreto solo para venta de unidades del activo.

En el Capitulo 3, se propone un modelo multiplicativo discreto, con una propuesta en el
impacto en el precio, asumiendo que este impacto no es fijo, mas bien es un impacto aleatorio,
lo que permite dar mayor dinamismo al modelo del precio. Este modelo se resuelve utilizando
programacion dindmica, que ademés de dar una solucién al problema de manera mas sencilla
permite entender las razones de las decisiones, esta metodologia de solucion esta basada en la
propuesta por Bertsimas y Lo [4]. Ademads, se realiza una revisién a valores numéricos a los
resultados obtenidos, revisando principalmente valores distintos para situaciones dadas por el
mercado, para ver de qué manera se afectan las decisiones del inversionista.




Capitulo 1

Problema de ejecucion 6ptima

En la actualidad, la negociacién de activos financieros en los mercados se encuentra en un pro-
ceso de evolucién, cambiando de transacciones hechas en los pisos de remate a transacciones
hechas por computadoras. Esto genera que la velocidad con la que se realizan las transacciones
sea mayor y por lo tanto sean necesarios algoritmos que realicen operaciones en los mercados
financieros tomando como insumos los pardmetros de cotizacién [9]. A esto se le conoce como
transacciones algoritmicas (algorithmic trading).

Estos algoritmos han generado que los inversionistas se preocupen por la manera en la que
actuaran frente a los diferentes cambios en que se encuentra el mercado, asi como preguntarse
cémo es que afectan a este con sus decisiones, sin perder de vista el objetivo principal, el cual es
generar una ganancia a partir de sus transacciones. En otras palabras, quieren ver una manera
optima de negociar sus activos financieros en el mercado.

Considérese entonces a un inversionista el cual tiene una gran cantidad de unidades de un
activo, y éste quiere deshacerse de estas unidades en un horizonte de tiempo finito. Es claro que,
gracias a las leyes de oferta y demanda, si el inversionista vende una gran cantidad de unidades
del activo el precio de éste disminuira, provocando que el inversionista obtenga menores in-
gresos que los que tendria si vendiera una pequena cantidad de unidades del activo, con el
objetivo de que el impacto que genera con sus ventas sea significativamente pequeno. Esto
permitiria al inversionista aprovechar mejores niveles de precio; un fenémeno analogo ocurre si
el inversionista quisiera comprar unidades del activo. Si éste comprara una gran cantidad de
unidades del activo el precio empezard a aumentar, lo que generard que los costos del inver-
sionista se incrementen, por lo que puede ser conveniente dividir la cantidad de unidades que el
inversionista quiere adquirir y comprar en diferentes tiempos. Por lo tanto, se puede observar
que el precio del activo depende de dos factores, un factor inherente al mercado, es decir que
el inversionista no controla y otro factor que depende de las decisiones que el inversionista toma.

Asi, el inversionista se enfrenta al problema de cuénto vender y/o comprar y en qué mo-
mento, con el objetivo de maximizar su ganancia. A través de los anos se han tratado de
estudiar y modelar el problema anterior, dando pie al llamado problema de ejecucion éptima.




Este problema se podria describir como encontrar una estrategia de transaccién dinamica que
dé solucion a una funcién objetivo apropiada sobre un periodo de tiempo fijo. Al modelar la
dindmica de los precios, es importante considerar dos factores. El primero relacionado con el
mercado y el segundo relacionado con las decisiones del inversionista, es decir el impacto en
el precio por la venta de unidades, lo cual hace que el problema de ejecucion 6ptima sea mas
completo.

Almgren y Chriss [12] son de los primeros investigadores en estudiar el problema de eje-
cucién 6ptima e incorporar un modelo de impacto en el precio. En este trabajo fundamental
se propuso un modelo aditivo para el impacto en el precio, el cual se presenta en este capitulo.
Este modelo sentd las bases para el estudio de modelos de impacto en el precio y si bien esta
tesis estudiara un modelo multiplicativo en el impacto en el precio, este capitulo pone en per-
spectiva uno de los modelos que se han utilizado antes, asi como a sus soluciones.

Este modelo aditivo propuesto y resuelto por Almgren y Chriss [12], se basa a su vez, en un
modelo propuesto por Bertsimas y Lo [4], quienes resuelven el problema de ejecucién 6ptima
incorporando un modelo aditivo en el precio utilizando un modelo sencillo y ademas introducen
el concepto de mejor ejecucion como una estrategia de ejecucién éptima. Sin embargo, Berti-
mas y Lo en su trabajo, no consideran la volatilidad de los ingresos para diferentes estrategias,
lo cual rescatan Almgren y Chriss. Ademas, éstos ultimos incorporan dos tipos de impacto en
el precio, un impacto temporal y otro permanente, lo que permite tener un acercamiento a la
realidad asi como una solucién menos predecible.

Los resultados de este capitulo se presentan para un modelo que describe una estrategia de
venta de un activo, sin embargo se pueden establecer resultados andlogos para estrategias de
compra.

1.1 Descripcién del modelo

Sea un inversionista el cual cuenta con Y unidades de un activo financiero, y de las cuales
se quiere deshacer al tiempo 7. Este tiempo se dividira en N intervalos de igual tamano, es
decir intervalos de tamano 7 = T'/N, teniendo por lo tanto que la ejecucién de las unidades
se realiza en los instantes k, para k = 1,--- , N. Ahora, sea y; el nimero de unidades que el
inversionista planea mantener al tiempo k, es decir, la estrategia de transaccion. Asi, yg =Y
con la restriccién de yy = 0, lo cual establece que al final del periodo el inversionista ha vendido
todas las unidades del activo.

Sea entonces la variable

Gk:yk_l—yk, parakzzl,...,N,
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la cual indica el nimero de unidades que se negociaron del tiempo k£ — 1 al tiempo k. Es
importante tener en cuenta que la restriccion siguiente debe ser impuesta

0.
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1.1.1 Dinamica del precio

Para la dinamica del precio supéngase primero que el activo tiene un precio inicial dado por
So. El precio evoluciona debido a dos razones, la primera tiene que ver con las transacciones
que realizan los demés inversionistas en el mercado y que no depende de las decisiones del
inversionista y la segunda debido a las transacciones que realiza el inversionista, es decir, la
forma en la que impacta el inversionista en el mercado. Con respecto a esta ultima podemos
distinguir dos tipos de impacto en el mercado: el impacto permanente y el impacto temporal.

Impacto permanente en el precio

El impacto permanente en el precio se refiere a cambios en el precio debido a transacciones
realizadas por el inversionista, y que permanecen durante el periodo completo en el que se
estan realizando las transacciones. Este impacto puede ser modelado de la siguiente manera:

0
Sk:Sk_1+UTl/2§k—Tg <?k) N (1.1)

para k = 1,...,N. Aqui o representa la volatilidad en el precio del activo, §; son variables
aleatorias independientes con media 0 y varianza 1, y la funcién g(x) representa el impacto
permanente en el precio, la cual es una funcién de la tasa promedio de transaccién 6y /7 del
intervalo £k — 1 a k. Esta es una caminata aleatoria la cual describe la evolucion del precio a
través del tiempo.

Impacto temporal en el precio

Este impacto considera los movimientos en la oferta y demanda del activo debidos a la transaccién
hecha por el inversionista, los cuales solo impactan de manera temporal el precio, volviendo a
la dindmica descrita por (1.1).

Para entender la idea expuesta antes, supongamos que el inversionista quiere vender cierto
numero de unidades de un periodo a otro, por lo que debera partir este lote en bloques, de tal
manera que logre vender todos los activos de manera éptima. Si se enviara un gran numero
de unidades a la venta el precio de ejecucion disminuiria de forma continua debido a que la
demanda de liquidez en cada nivel de precio se estaria consumiendo, regresando a su nivel




inicial, al precio de equilibrio.

Para modelar este efecto en el precio, se introducird una funciéon de impacto en el precio
dada por h(x), la cual también estd dada por la tasa promedio /7, pero ésta se mantendra
en un intervalo de tiempo. Este tipo de impacto en el precio se modela de la siguiente manera:

Si = Sk_1—h <@) . (1.2)

T

Es importante notar que la funcién h no aparece en (1.1), es decir, este impacto solo afecta de
manera temporal durante el periodo en el que se estan realizando las transacciones.

1.1.2 Costos de transaccion

Primero veamos como son los ingresos por las transacciones los cuales estan descritos en la
siguiente expresion

_ ol 0 al 0
k=1

k=1

Se puede ver que el primer término de (1.3) corresponde al valor inicial de mercado de la
posicién del inversionista, y los términos siguientes explican las ganancias 6 pérdidas obtenidas
a través cada periodo de venta, dados cada uno de los factores que describen al mercado. De
aqui se puede ver que se tiene un efecto por la volatilidad del precio del activo, debido al
término > o7'/2£;, una pérdida de valor de la posicién total debida al efecto permanente en el
precio dada por el término — > 7g (97"), y por ultimo la pérdida de valor de la posicion debido
al impacto temporal en el precio que se tuvo en cada una de las transacciones, observada en el
ultimo término de la expresion.

Dada (1.3), se puede definir al costo total de transaccién como la variable aleatoria

N
X=YS > 05,

k=1

la cual serd entendida como el costo de implementacion.
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Por lo tanto, el inversionista estd interesado en el costo de implementacién esperado (de
aqui en adelante denotado por costo esperado) de esta variable, tomando en cuenta su varianza.
Calculando el costo esperado se tiene

N
EX =F YSO—ZGkgk]
k=1
N 0 N 0
:YSO—[E YSO—l—Z(071/2§k—79(—k))yk—zekh(—k>]
k=1 T k=1 T
N 0 N )
k k
— i 0.h [ = 1.4
;mkg<7)+; K (7) (1.4)

mientras que la varianza del costo es

N
Var (X)=Var (YSO — Z 9k§k>
k=1
N
= Var (Z UT1/2§kyk>

k=1
N

= O'QZTy]%. (1.5)
k=1

Utilizando el hecho de que las &;’s son independientes y las y;’s son las variables de de-
cision, y seran determinadas al momento de minimizar la funcién, podemos ver que los costos
esperados estan en funcion del valor de las unidades del activo en cada tiempo, por lo que se
escribird a los costos esperados como EX (y). Los mismo sucede con la varianza de los costos,
la cual se escribird como V (y).

1.2 Solucién al problema de ejecuciéon 6ptima

A partir de aqui se supondra que el impacto en el precio, ya sea el permanente o el temporal es
lineal, esto es que a medida que se van vendiendo las acciones, el precio decaera de manera lineal.

Primero supéngase que el impacto permanente en el precio es de la siguiente manera

g(z) =z

En este caso, la dindmica del precio tiene la siguiente forma




S = Sp_1+ 07'1/2& —T7g (%>
-
k
=So+ 072 6=y (Y —y). (1.6)
j=1

Se puede ver que el precio del activo al tiempo k con un impacto permanente lineal en el
precio queda dado por el precio inicial menos la suma del impacto que tuvo el precio por cada
una de las transacciones, mas el cambio en el precio por la parte aleatoria inherente al mercado.

Por otro lado, suponga que el impacto temporal en el precio esta dado de la siguiente manera

h(x) = sgn(tz)e + nx, (1.7)

donde sgn representa a la funcion signo, es decir,

1, si x>0,
sgn(x) = 0, si 2=0,,
—1, =i z < 0.

Se puede interpretar a € como los costos fijos por la transaccién y a 7 como un parametro
inherente a la microestructura del mercado.

Por lo tanto, si se toma en cuenta la ecuacion (1.6), para el primer término en (1.4) tenemos
lo siguiente

N 9 N
k JR—
> Tikg (7) =7 ) ykbr
k=1 k=1
N
1 1
N S N}
21 T2 ; b

Por lo que, usando (1.7) y el resultado anterior, el costo esperado tiene la siguiente expresion

1 1 & > 0
EX(y) = 5 Y?— 3 Z 07 + Z O, (sgn(@k)e + n?k)
k=1

k=1

L Lo = n— 1/277 a 2
= §’yY —+ GZ ‘ Hk ’ + f Z&k (18)
k=1 k=1
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1.2.1 Frontera eficiente de la ejecucion optima

Para resolver el problema de ejecucién 6ptima, es necesario revisar el concepto de frontera efi-
ciente. Este concepto consiste en identificar que el objetivo que tenemos en mente es minimizar
el costo esperado de nuestras transacciones, en base de un nivel de varianza méximo de este
costo. Por lo tanto, podemos decir que una estrategia es dptima si no existe otra estrategia que
tenga menor costo esperado para el mismo nivel de varianza. Asi, se pretende elegir las vari-
ables de decision y; para un nivel de varianza menor o igual a un nivel maximo V' de varianza,
es decir

min £X (y)
y
sa. V(y)<V
donde y = (y17 s 7yN>

Como este es un problema de optimizacién con restricciones, puede ser resuelto mediante
multiplicadores de Lagrange, por lo que el problema de optimizacion quedaria de la siguiente
manera

miny U(y), para A >0,

donde

Uly) = EX(y) + \V(y).

Se puede ver que la funcién U(y) es una funcién estrictamente convexa, por lo que tiene una
solucién unica y*(A), la cual depende del valor de \. Esta solucién traza una frontera eficiente.
El pardametro A tiene una interpretacién financiera, el cual indica la aversion al riesgo que tiene
el inversionista, por lo que valores de A cercanos o iguales a 0 indican que el inversionista prefiere
una mayor ganancia sin darle importancia al riesgo que corre la estrategia y por otro lado, si el
valor de A es grande, el inversionista estaria frente a una estrategia mas conservadora, dandole
una gran importancia al riesgo en que incurre por la estrategia elegida.

1.2.2 Estrategia 6ptima

Cuando las funciones de impacto en el precio son lineales, se tienen las ecuaciones (1.8) y (1.5),
y observando que los 05 para k = 1,..., N no cambian de signo debido a que se esta estudiando
el caso de venta, la funcién U(y) tiene una forma cuadrética en funcién de los pardmetros de
control yq,...,yn_1. Por lo tanto, la funciéon objetivo tiene un minimo global tnico, por lo
que los puntos criticos se van al calcular utilizando las derivadas parciales para las variables de
control, es decir
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ou —1/2
8y<y) B (77 T/ 77) (=2 (g1 = ) + 2 (45 — 4311)) + 20’7y,
J

—1/2~v7
=27 ((u) (=yj—1 +2y; — Yjp1) + )\02%) :

T2

Igualando a 0, se tiene que

0= (77 — gQW) (—yj—1 + 2y5 — Yj+1) + Aoy,
Noty; = (77 — ;/277) (Wj—1 = 295 + Yj1)
oy, = (77 — ;/277) (Yj—1 — 25 + Y1)
» _Ala/zwyj = (%) (Y51 — 2y + i) -

Llamaremos a la fraccién del lado izquierdo

9 Ao
R* = ——————,
n—1/2yr
y definimos
n=mn-—1/2yr.

Por lo tanto, la solucién de las variables de control y;, con las condiciones yp =Y y yn =0
es:

sinh (k (T — 7))
YT T ik (kT ’

j=0,...,N,

y la transaccién asociada tiene la siguiente expresion

ZSinh(lm')
g, — ) h< (T—t. ))Y i~ 1.....N
I sinh (kT) oSt i3 ’ J Y

donde
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(-3

Entonces, el costo esperado y la varianza del costo estdan dados por la siguientes expresiones

tj—

NI

tanh ($£7) (7 sinh (2kT) + 27 sinh (k7))
272 sinh (kT) ’

1
EX(y) = §7Y2 + €Y +7Y?

1 2Y27‘Sinh (kT') cosh (k (T — 7)) — T'sinh (k7)
o .

Viy) =3 sinh? (k7) sinh (£7)

Como se puede observar, k depende del valor de A, por lo que es necesario considerar valores
de A\ que no sean tan grandes.

1.3 Resultados numéricos

En esta seccién se revisaran algunos calculos numéricos con el fin de analizar diferentes valores
para los parametros, asi como las propiedades que tiene el modelo y sus posibles oportunidades
de mejora. Ademds permitird hacer una comparacion entre el modelo estudiado en este capitulo
asi como el que se presentarda mas adelante en el Capitulo 3.

Entonces, considérese que el precio inicial del activo es 50 unidades monetarias y que el
inversionista tiene 1,000 unidades al principio del periodo las cuales quiere vender en 10 peri-
odos. Ademsés, sean los pardmetros para el impacto permanente y temporal de v = 2.5 x 1077
y n = 2.5 x 1075, respectivamente. La siguiente tabla muestra en resumen los pardmetros
utilizados

= 50
1,000

10

10

2.5 x 1077
= 25x107°

=2 =N~y
[

Tabla 1.1: Pardmetros

Primero se hara una revisién de como se ve la ejecucién 6ptima en base al perfil de riesgo
del inversionista, es decir, los cambios en la ejecucion para diferentes valores en el parametro
de aversion al riesgo.

Considérese a un inversionista el cual prefiere arriesgar un poco mas con el fin de obtener
mayores ganancias, dejando un poco de lado el riesgo en que incurre, esto se puede ver en el
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modelo tomando un valor de X igual a 107%. Las unidades mantenidas asi como las unidades
vendidas con estos parametros quedan de la siguiente manera:

y1 = 684.18 0, = 31581
y2 = 467.80 0, = 216.38
Ys = 319.40 05 = 148.39
Yy = 217.42 0, = 101.98
ys = 147.03 s = 70.38
Ys = 98.01 Os = 49.01
yr = 63.24 0, = 34.77
ys = 37.66 fs = 2558
Y9 = 17.55 O = 20.10
yio = 0 0o = 17.55
Tabla 1.2: Unidades mantenidas Tabla 1.3: Unidades vendidas
NlUmero de unidades mantenidas Namero de unidades vendidas
0 I I I I I I I I I I
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
f t
Figura 1.1: A =107% ¢ = 0.95 Figura 1.2: A =107% o = 0.95

En la Tabla 1.2, se observa que el inversionista no vende de manera precipitada durante los
periodos, lo que refleja el perfil del inversionista ya que éste al preocuparse mas por obtener
ganancias mantiene por mas tiempo las unidades del activo, arriesgdndose a cambios desfavor-
ables en el precio.

Si se considera ahora a un inversionista al cual le preocupan més los cambios en el precio
debidos a la volatilidad, se podria considerar un valor de A = 2.5x 1079, y se tienen los siguientes
resultados asi como las siguientes gréficas:
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y1 = 387.76 6, = 612.23
¥y = 150.35 6, = 237.40
y3 = 58.30 f; = 92.05
ys = 22.60 0, = 3569
ys = 38.76 0 = 13.84
Y = 3.39 0 = 5.36
yr = 1.31 6 = 208
ys = 0.49 s = 0.81
Yo = 0.16 6 = 0.33
Yo = 0 910 = 0.16
Tabla 1.4: Unidades mantenidas Tabla 1.5: Unidades vendidas
Numero de unidades mantenidas Numero de unidades vendidas
£ o § %
. I I I I I . I | I I I
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
t t
Figura 1.3: A =2.5x107% 0 =0.95 Figura 1.4: A =2.5x 1075 0 =0.95

Se puede ver que para un valor de A més pequeno (las primeras graficas), la trayectoria es
mas lineal que para un valor de A mas alto, es decir, que si el inversionista quiere tomar mas
riesgo éste vendera poco a poco, esperando mejores oportunidades en el precio, mientras que
para inversionistas estan dispuestos a arriesgar menos su capital, éstos preferiran vender lo mas
rapido posible sus unidades, arriesgandose menos a cambios desfavorables en el precio.

Ahora, se hard una revision de la volatilidad, lo cual no controla el inversionista, esta com-
pletamente dada por el mercado. Para la revision de este parametro se considerara el parametro
de aversién al riesgo fijo, dado por A = 1076,

Entonces, considérese una volatilidad por periodo dado por o = 0.95, por lo que la estrate-
gia optima esta dada por las Tablas 1.2 y 1.3.

Si ahora se considera una volatilidad del precio mayor por periodo de ¢ = 1.6, las unidades
mantenidas asi como las unidades vendidas estan dadas de la siguiente manera
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T = 349.01 0, = 650.98
X9 = 121.81 6, = 227.20
r3 = 42.51 0; = 179.29
ry = 14.83 0, = 27.67
re = 1.80 0s = 3.37
zr = 0.62 0, = 1.17
zg = 0.21 s = 0.41
r9 = 0.06 0y = 0.14
T = 0 010 = 0.06
Tabla 1.6: Unidades mantenidas Tabla 1.7: Unidades vendidas
NlUmero de unidades mantenidas Namero de unidades vendidas
o I I I I CI) . I I I I CI)
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
t t
Figura 1.5: A\=10"% 0 =1.6 Figura 1.6: A\=10"% 0 =1.6

Se puede observar que ain cuando el inversionista esta dispuesto a aceptar un mayor riesgo,
debido a la alta volatilidad que muestra el mercado, el inversionista no esperara a vender las
unidades que tiene del activo, por lo que vendera grandes volimenes de unidades para asi no
verse expuesto a un cambio brusco en el precio conforme el tiempo transcurre.

El modelo aditivo en el impacto en el precio tiene una falla, como se puede observar en la
Tabla 1.1 que el valor del precio puede ser negativo con probabilidad positiva, ya que no hay
restricciones en los valores que éste puede tomar, por lo que este modelo no es tan cercano
a la realidad. Este problema se puede arreglar considerando un modelo multiplicativo en el
precio, el cual evitaria que el precio pueda tomar valores negativos. Este modelo en el precio
se repasara en los siguientes capitulos, en donde se abordara una solucién al modelo de manera
continua para después discretizar este modelo con el fin de dar ejemplos numéricos con los
cuales contrastar con el modelo aditivo.
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Sin embargo, el modelo aditivo en el precio ayuda a dar una visién general de como se re-
suelve el problema de ejecucion, ademés de dar una facil interpretacion tanto de los parametros
como de las diferentes trayectorias que sigue el inversionista.

Ademas, se puede observar que este modelo muestra las preferencias del inversionista, ya
que refleja que para un inversionista que admite mayor riesgo la venta de unidades es menor,
ya que espera un cambio positivo en el precio. Por el contrario, para un inversionista que no
admite mucho riesgo la estrategia éptima muestra que el inversionista no esperard mucho para
vender y se deshara rapidamente de las unidades que tiene, para no exponerse al riesgo que
tiene el mercado.

Es importante notar lo anterior ya que algo que no se mencion6 al inicio de este capitulo es
que se pueden considerar diferentes funciones objetivo, las cuales daran diferentes interpreta-
ciones. Por ejemplo, esta funcion objetivo permitié introducir un parametro de aversion al
riesgo del inversionista.

Por otro lado, el modelo también refleja los cambios en el mercado, mostrando que la
estrategia optima que el inversionista debe seguir se modifica cuando la volatilidad incrementa,
lo que genera que el inversionista venda mas rapido para asi evitar que esté expuesto a cambios
desfavorables en el precio y que pueda afectar su ingreso promedio.
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Capitulo 2

Modelo continuo con impacto
multiplicativo en el precio

En el capitulo anterior se reviso el problema de ejecucién 6ptima utilizando un modelo de im-
pacto aditivo en el precio, en donde la ejecucién se hacia de manera discreta, es decir, se partio
el intervalo de tiempo en el que se ejecutarian las unidades del activo en intervalos de tiempo
iguales y la idea fue encontrar la ejecucién éptima de las unidades en estos intervalos. Resolver
el modelo de manera discreta permite tener resultados numéricos, lo que brinda la oportunidad
de analizar diferentes escenarios para diferentes valores en los pardmetros.

En este capitulo se revisara el problema de ejecucién 6ptima con un modelo continuo con-
siderando un impacto multiplicativo en el precio, basando el estudio en el realizado por Guo
y Zervos [15]. En el articulo de estos autores, se explora de manera continua el problema de
ejecucién 6ptima utilizando un impacto multiplicativo en el precio. Ademas, se basan en el re-
sultado presentado en el Capitulo 1, dado por Almgren y Chriss [12]. El problema de ejecucién
6ptima ha sido estudiado a tiempo continuo por Gatheral y Schied [8], quienes incorporaron el
modelo aditivo de impacto en el precio estudiado por Almgren y Chriss [12]. En el articulo de
Guo y Zervos [15], se realiza un estudio de las propiedades analiticas del modelo con impacto
multiplicativo, lo cual no se ha realizado para un modelo a tiempo continuo.

La principal razén por la cual es mejor considerar un impacto multiplicativo es que se evita
que el precio del activo tome valores negativos con probabilidad distinta de cero. Esto genera
que el modelo esté mas cercano a la realidad. Otro punto es que un impacto multiplicativo en
el precio implica una descomposicion natural de los costos de ejecucion, en donde se puede ver
que el ingreso se puede descomponer en la parte inherente al mercado y los ingresos obtenidos
al vender. lo cual esta relacionado directamente con los llamados costos de implementacién, los
cuales menciona Pérold [2].

En este capitulo se resolvera el problema de ejecucién optima para el caso de compra y
venta, ya que bajo este enfoque es resuelto por Guo y Zervos [15]. Es importante notarlo ya
que es una diferencia entre el planteamiento de modelo en este capitulo en relacién al presen-
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tado en el capitulo anterior. Sin embargo, el resultado como se verda més adelante indica que
la mejor estrategia de ejecucion es la venta pura de unidades. Ademas, las variables de control
estan dadas por el nimero de unidades que el inversionista ha vendido o comprado hasta el
tiempo t, lo cual difiere de las variables de control que se resuelven en el Capitulo 1, que son
las unidades mantenidas a cada tiempo ¢.

Este modelo permitira revisar un modelo discreto del mismo en el Capitulo 3, con el obje-
tivo de poder analizar los resultados presentados para los valores de los parametros, ademas de
comparar los resultados obtenidos a partir del modelo aditivo en el impacto en el precio.

2.1 Descripcion del modelo

Para este modelo considérese un espacio de probabilidad (2, F, F;, P), el cual satisface las
condiciones usuales. En el modelo se tiene a un inversionista que al tiempo ¢ cuenta con y; > 0
unidades de cierto activo y puede comprarlas o venderlas en el mercado, sin embargo considere
que no puede hacerlo al mismo tiempo.

Sean & y £ el nimero total de unidades que al tiempo ¢ el inversionista ha vendido o
comprado, respectivamente. Como el inversionista no puede disminuir el nimero de unidades
que ha venido o comprado, los procesos mencionados anteriormente son procesos crecientes,
(F:) - adaptados, continuos por la izquierda con limites por la derecha, y ademds, como el
inversionista empieza con cierto nimero de unidades del activo, estos procesos empiezan en
cero (&5 = &) =0). El ntimero de unidades que el inversionista tiene al tiempo ¢ estd dado por
Yy =Y =& +€ endonde Y > 0 es el niimero de unidades que el inversionista tiene al tiempo 0.

Como en el capitulo anterior, se considerarda un tiempo finito 7" para terminar de ejecutar
las unidades de la accion, por lo que las estrategias de ejecucién cumplen la condicion

Yr+ = 0. (21)

Esta condicién coincide con al restriccién dada en el Capitulo I de yy = 0, la cual esta dada ya
que el objetivo del inversionista e deshacerse de todas las unidades del activo en un tiempo 7.
Para el modelo del precio se asumira que si el inversionista no realiza transacciones, el precio
seguird un movimiento Browniano geométrico, el cual se denotars por S y estd dado por

dS’t = Mgtdt + Ugtth, S() =T > 0, (22)

donde x es el precio inicial de la accién y py o # 0 son constantes. El modelo que se esta
describiendo considera que cuando el inversionista realiza una transaccién, ésta transaccién
impacta el precio, pero a diferencia del impacto descrito en el capitulo anterior, la transaccién
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impacta en una proporcion del precio en el que se empieza a ejecutar la transaccién y a la
cantidad de unidades que el inversionista ejecuta. Considere que el inversionista realiza una
transaccion pequena de las unidades que tiene y sea € > 0 la cantidad de unidades de la accién
vendidas 6 compradas al tiempo t. Entonces el cambio en el precio es el siguiente

ASt = StJr - St = —>\€St 0 ASt = StJr - St = )\ESt,

para A > 0 una constante. Se asumird que S es un proceso continuo por la izquierda con limites
por la derecha.

Por lo tanto, el precio del activo una vez ejecutada la transaccion, tiene la siguiente expresion

Sy =(1—=Xe) e S, 6 Sy = (14 Xe) = XSy,
para venta 6 compra, respectivamente.

Si se considera entonces una transaccién grande hecha por el inversionista, el precio sigue el
mismo comportamiento, ya que se puede dividir la transaccion en transacciones mas pequenas,
por lo que si éste realiza una venta de A&} unidades, ésta se puede ver como N ventas individ-
uales mas pequenas de € = A& /N unidades cada una, entonces el precio de la accién tiene la
siguiente dinamica

SH- = e_)‘NGSt = B_AAg'?St, (23)

cuando N es suficientemente grande. En la expresién anterior, se puede observar el impacto
multiplicativo en el precio debido a una venta hecha por el inversionista. Lo mismo ocurre para
el caso en el que el inversionista realiza una compra, donde el nuevo precio esta dado por

St+ == BANESt = eAAg'Z;St. (24)

Una vez que se ha descrito la manera en que se impacta el precio a través de las transacciones,
se puede observar que la dindmica que sigue el precio es

dS; = pS,dt — \S; o, d&f + AS; oy d€¥ + 0, dW, (2.5)

en donde

Ag;
Sy 0, &S = S,d (£°)° + S, / e dy (2.6)
0
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Agh
Syopd&) = Sid (), + S, / eMdu, (2.7)
0

donde los procesos (£%)° y ({b)c son la parte continua de £° y £°, respectivamente.

Una vez que se tiene el modelo multiplicativo en el precio, se puede hacer uso de la féormula
de It6, obteniendo que el precio S; al tiempo t esta dado por

Sp = Spexp (—AE + AE), (2.8)

donde S; es la solucién a (2.2) y esta dada por

()

Esta dinamica del precio expresa que al tiempo £, los cambios en éste son debidos a las
dindmicas del mercado, es decir a las decisiones de los demaés participantes del mercado, y
también estd dado por el impacto que ha provocado el inversionista al hacer transacciones.

Ya definido el modelo de impacto en el precio, el inversionista puede utilizar diferentes
criterios a optimizar para elegir la mejor estrategia para hacer transacciones, como se menciono
en el capitulo anterior. En este modelo se considera maximizar el siguiente criterio de desempeno
sobre todas las estrategias (58, §b) posibles

Ir,y (€°,€") =E {/ e % [Sy 0g d&7 — Sy oy d&y — Cod€; — Cod€y] | (2.9)
(0,7]

para (T, z,Y) € Ry x R% x Ry, donde Ry = [0,00) y R = (0, 00).

Este criterio es equivalente a pensar en los ingresos que el inversionista obtendria por la
ejecucién de las unidades que tiene del activo, descontadas por cierto factor 6 > 0, el cual
representa un parametro de impaciencia del inversionista, y puede ser igual a 0 si se consideran
horizontes de tiempo pequenos. Por otro lado, se puede considerar 6 > 0 para problemas de
ejecucion que duran varios dias.

En la expresion (2.9) Cy, C, > 0 representan la diferencia entre el precio de compra y el
precio de venta o costos proporcionales de transaccion, como las comisiones. En términos con-
cretos, la expresion de la ecuacion anterior muestra las ganancias adquiridas por la venta de
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unidades menos los costos por la compra de unidades, y los costos en los que incurre el inver-
sionista al vender o comprar en el mercado.

Entonces, se puede definir la funcion de valor del inversionista como

() (T, X, Y) = sup IT,x,Y (587 éb)
(¢2.6%)eAr s

donde A7y es la familia de todas las estrategias de liquidacién posibles, para la cual se tiene
la siguiente definicion.

Definicion 1.1. Dado un horizonte de tiempo T € (0,00) y una posicién inicial de Y > 0
unidades, la familia A7y consiste de todas las estrategias de liquidacién admisibles (§S,§b)
compuesta por los procesos crecientes, continuos por la izquierda con limites por la derecha,
(Fi) - adaptados €% y £ tales que & = & = 0. Si & = & — &, entonces la variacién finita de
& es & = £ 4 £ para toda t > 0 y ademds se cumple (2.1) con

Y=Y — &+ >0. (2.10)

Se asume que

E [e“fh] < oo paratodo te[0,T]NRy. (2.11)
Ademds, se denotard como A7y a la familia de todos los procesos £° tales que (£°,0) € Ary-.

Una vez que se ha construido el modelo de impacto en el precio y la funcién de valor para
el inversionista, se procedera a estudiar algunas caracteristicas del mercado, las cuales daran
restricciones al modelo con el fin de evitar las oportunidades de arbitraje.

2.2 Estudio del mercado

En esta seccién se revisaran las caracteristicas del mercado en el que se estda negociando, re-
visando qué debe cumplir el modelo para evitar oportunidades de arbitraje y manipulacion en
los precios. Los resultados que se presentan fueron obtenidos por Guo y Zervos|[15].

Primero se daran tres definiciones que explican ciertas caracteristicas del mercado. Para las
siguientes definiciones se tomara o = 0 ya que la eleccién de la tasa de descuento es inherente
al inversionista y las definiciones que se enunciaran se refieren al mercado. Se empezara con la
definicion de transacciones de ida y vuelta, que son transacciones en las cuales se vende lo que
se va comprando durante el horizonte de tiempo 7.
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Definicion 2.1. Una transaccién de ida y vuelta (round-trip) aceptable con horizonte de
tiempo T' € R es cualquier par ((S,Cb) de procesos crecientes caglad (F;) - adaptados tales

que ¢§ = (5 =0,

Gy = C%-s— Y SUD¢efo,1] (C%—&- - Cil}-&-) <T, (2.12)

para alguna constante I' > 0 que depende de la estrategia de transaccion.

La desigualdad en (2.12) hace referencia a una condicién de admisibilidad que requiere que el
maximo nimero de unidades en una transaccion de ida y vuelta esté acotado por una constante.
Las transacciones de ida y vuelta dan pie a oportunidades de arbitraje, ya que intuitivamente,
el hecho de poder comprar y vender después las unidades compradas mas las iniciales hacen
pensar que el inversionista puede comprar a un precio conveniente y esperar a que el precio de
la accién aumente, lo que le permitira generar ganancias a partir de esto, lo anterior se puede
ver en la siguiente definicion.

Definicion 2.2. El mercado permite oportunidades de arbitraje si existe una transaccion
de ida y vuelta con ingresos positivos e ingresos estrictamente positivos con probabilidad es-
trictamente positiva, es decir, si existe una transaccién de ida y vuelta (¢, ¢?) tal que

R(C*, ¢y = / (5,02 dc; — S, of dC? — CudC} — Cydc?] > 0 (2.13)
(0,17

P [R(¢%,¢%) > 0] > 0.

Otra definicién que es importante tomar en cuenta es la de manipulacion de precios, la cual
se da enseguida

Definicién 2.3. Una manipulacién de precios es una transaccién ida y vuela (¢%,¢%) que
resulta en un ingreso esperado estrictamente positivo, es decir, E [R(CS, Cb)] > (0, donde R es
definido como en (2.13). Una manipulacién de precios no acotada es una sucesién de transaccion
ida y vuelta (¢*™, ¢%") tal que

lim E[R(¢*",¢"™)] = oo.
n—o0
Esta definicion establece que el mercado permite que el inversionista pueda impactar el
mercado a su conveniencia, haciendo que sus decisiones se muevan de manera favorable para
futuras transacciones. El primer resultado que se puede obtener a partir de las definiciones
anteriores se presenta en la siguiente proposiciéon

Proposicion 2.4. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
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(i) Sila dindmica del proceso de precios esta dada por

dS, = pSidt — \S; o d&f + kS, of d&l + o X, dW,, (2.14)

para algunas k > A > 0, entonces el mercado presenta oportunidades de arbitraje. Por lo
tanto, ganancias grandes libres de riesgo pueden ser realizadas arbitrariamente mediante
transacciones de ida y vuelta.

(ii) Si la dindmica del proceso de precios estd dada por (2.14), para algunas A > k > 0,
entonces el mercado puede presentar oportunidades de arbitraje.

(iii) Suponga que la dindmica del proceso de precios esta dada por (2.5). Si p < 0, entonces
puede existir manipulacién de precios, mientras que si g > 0 entonces existe manipulacién
de precios no acotada.

(iv) Considere el problema de ejecucién éptima formulado en la seccién anterior, en el cual la
dindmica del proceso de precios esta dado por (2.5). Si 0 < § < pu, entonces transacciones
de ida y vuelta con ventas en corto pueden generar grandes ganancias esperadas y

v(T,z,Y) =00 paratodo (T,z,Y)e€ Ry xR xRy, (2.15)

De esta proposiciéon podemos concluir en primer lugar que el mercado presenta oportu-
nidades de arbitraje, si se tienen diferentes parametros para el impacto en el precio por venta 6
compra respectivamente, ya que se pueden obtener ganancias grandes libres de riesgo mediante
transacciones de ida y vuelta. Por otro lado, el inciso (iii) de la Proposicién 2.4 concluimos
que si el precio sigue cierta tendencia (creciente o decreciente), entonces se puede tener ma-
nipulacion en el precio, es decir, no existe manipulaciéon de precios si y solo si la dinamica del
proceso de precios es una martingala en ausencia de transacciones de un inversionista grande.

Por tultimo, se puede ver que si la tasa de descuento del inversionista es estrictamente menor
que la tendencia del precio de activo, el problema de optimizacién del inversionista se vuelve
trivial, es decir, cualquier estrategia genera grandes ganancias esperadas. Por lo tanto, a partir
de aqui se asumird que 6 > max{0, 1}

Proposicion 2.5. Considere el problema de ejecucién optima formulado en la seccion
anterior. Dado un horizonte de tiempo 7' € (0,00) y cualquier par (z,Y) € R} x Ry, las
siguientes afirmaciones son ciertas:
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(i) La estrategia de liquidacién éptima implica que la compra de unidades no es necesaria,
es decir

v(T,z,Y)= sup Ir,y(£°,0). (2.16)
§eAT y

En particular, el mercado no permite manipulacién de precios.
(ii) La funcién de valor satisface

%x [1—e™]=CY <v(T,2,Y) < %x [1—e ], (2.17)

para toda 7" € (0,00) y (z,Y) € RY x R,

(iii) Si Cs = 0, entonces es éptimo vender todas las unidades de la accién al tiempo 0 y

la funcién de valor estd dada por v (T,z,Y) = +x [1 — e‘AY} , para toda T" € (0,00) y

Y
(,Y) € R x Ry

(iv) Suponga que § = p > 0. Si T' € R%, entonces es éptimo vender todas las unidades
disponibles al tiempo T'. En este caso, la funcién de valor esta dada por

1
v(T,z,Y) = 0 [1—eM] —e "0y, (2.18)

para todo (z,Y) € R x R,
Es importante rescatar varios aspectos de los resultados anteriores. Uno de ellos es que el
resultado del inciso (iv) de la Proposicién 2.5 es vélido aun cuando se permitieran ventas en

corto. Por otro lado, es importante ver que si las condiciones de los incisos (ii7) y (iv) de la
Proposicién 2.5 entonces toda estrategia admisible es 6ptima.

Proposicion 2.6. Considere el modelo de mercado desarrollado en la secciéon anterior y
las definiciones 2.2 y 2.3. Las siguientes afirmaciones son ciertas

(i) El mercado no permite oportunidades de arbitraje.

(ii) Si g = 0, entonces no existe manipulaciéon de precios.
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2.3 Solucién al problema de ejecucion 6ptima

Después de revisar los supuestos del modelo y las condiciones que se deben cumplir para evitar
que haya arbitraje o manipulacién en el precio, se procedera a resolver el problema de ejecucién
optima.

Si se tiene que el inversionista se encuentra en algin momento antes del tiempo 7', y que
cuenta con Y unidades del activo en ese momento. Ademads, supéngase que el precio del activo
en ese momento es de x y que el tiempo restante para deshacerse de las Y unidades del activo
que tiene es t. Entonces, si el inversionista observa que el precio del activo es desfavorable,
el inversionista puede esperar un tiempo a que el precio recupere valor y después continuar
ejecutando de manera éptima. Por otro lado, si el precio del activo es favorable, el inversion-
ista podria decidir realizar una transaccién distinta a la éptima con la finalidad de obtener un
beneficio y después continuar de manera optima.

Para el primer caso, sea At el periodo de tiempo que el inversionista espera a que el precio
sea favorable, el principio de optimalidad de Bellman implica que esperar cierto tiempo a que
el precio mejore no es necesariamente 6ptimo, por lo que se tiene la siguiente desigualdad

v(t,2,Y) > E[e v (t — At, Xar, Y)]

Aplicando la férmula de Ito, dividiendo entre At y haciendo At tender a 0, se tiene que

1
—v (t,z,Y) + 50%2@” (t,xz,Y) + pxv, (t,x2,Y) — v (t,z,Y) <0. (2.19)

Para el segundo caso, supéngase que se vende un monto ¢ > 0 de unidades, y después se
continia de manera 6ptima. Por el principio de optimalidad de Bellman, de nuevo considerando
que este no sea necesariamente el camino éptimo, se tiene la siguiente desigualdad

v(t,x,Y)>v(t,x — Axe, Y —€) + (z — Cy)e,

despejando y haciendo tender € a 0 se tiene que

Mg (6, 2,Y) —wy (t,2,Y)+ 2 —Cs <0. (2.20)

Resumiendo, una de estas dos opciones con las que cuenta el inversionista (2.19) 6 (2.20)
tiene que ser 6ptima. Ademads, considerando el resultado de la Proposicién 2.5 inciso (i), se
espera que la funcién de valor definida en la Seccién 1 tenga una solucion w : Ry x R% x Ry — R
a la ecuaciéon de HJB, dada por

mazx {—w(t,z,Y) + Lw(t,z,Y), —Azw,(t,z,Y) —w,(t,2,Y) + 2 — Cs} =0, (2.21)
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con condicién de frontera

1
w(0,7,Y) = G [1—e™M] - CY. (2.22)
Aqui
1
Lw(t,z,Y) = 502x2wm (t,x,Y) 4+ prw, (t,z,Y) — ow (t,2,Y) <O0. (2.23)
Sean

W={(t,z,Y) €[0,T] x R x Ry| —w(t,z,Y) + Lw(t,z,Y) =0}
S={(t,z,Y) € [0,T] x R} x Ry| — Avw,(t,z,Y) +w,(t,z,Y) —2x+Cy =0},

donde W serd la region de espera y S la region de venta.

Se enunciara un teorema de verificacion que asocia una solucién a la ecuacién de HJB (2.21)-
(2.22) con la funcién de valor del problema de control, y dicha solucién ser la estrategia éptima.

Proposicion 3.1. Considere el problema de ejecucion 6ptima de la Seccion 1. Dado un
horizonte de tiempo T' € (0,00), suponga que una funcién w : [0,7] x R% x Ry — R es CT>!
solucién a la ecuacién de HJB (2.21)-(2.22) tal que

—CY <w(t,z,Y) <tz paratodo (t,z,Y)€[0,T] x R x Ry, (2.24)

Si para todas las condiciones iniciales (z,Y) € R* x Ry, existe £ € A%Y tal que

(X5, Y)eW paratodo t>0 P—cs. (2.25)
5= f[o,t] Li(x+vesyds™ paratodo t>0 P—cs. (2.26)

donde X™* y Y* son el precio y las unidades de la accién respectivamente asociados a la estrategia
de liquidacién (£°*,0), entonces w es igual a la funcién de valor v definida en la seccién 1. En
particular

v(T,z,Y) = SUPescas ATy (£%,0) =w (T,2,Y) paratodo (z,Y)e€R. xRy, (227)

y (£°%,0) es una estrategia de liquidacién ptima.

Se puede observar que la estrategia de liquidacién éptima estd dada por una estrategia de
venta pura, esto es, no comprar ninguna unidad, lo que es conveniente para el siguiente capitulo
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de este trabajo, ya que se planteara un modelo discreto de este modelo, y se trabajara con un
modelo en el cual solo se venden unidades.

Como se puede ver en la solucién a este modelo, la ejecucion optima se divide en dos
regiones, una en la que el inversionista espera a que el precio sea favorable no realizando
ninguna transaccién hasta que el precio llegue a un nivel en el que la ejecucién es 6ptima. La
otra region es en la que el precio es muy favorable para el inversionista, y por lo tanto éste decide
vender una cantidad apropiada de unidades, lo que genera un impacto en el precio moderado
con el fin de continuar después de manera 6ptima.
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Capitulo 3

Modelo discreto con impacto
multiplicativo del impacto en el precio

En este capitulo se presenta la solucién al problema de ejecucién éptima para un modelo multi-
plicativo de impacto en el precio de manera discreta, tomando como base el modelo de impacto
en el precio presentado en el capitulo anterior con algunas diferencias, con la finalidad de tener
resultados numéricos, que permitan comparar estos resultados con los obtenidos en el Capitulo
1.

Como se ha hecho en los capitulos anteriores, lo que interesa es la solucion al problema
de ejecucién 6ptima, encontrando la ejecucion 6ptima de las unidades con las que cuenta un
inversionista con el objetivo de obtener los mejores beneficios. Se esta estudiando un mod-
elo multiplicativo en el impacto en el precio, ya que parece representar de mejor manera las
dindmicas de los precios, como se menciona en Guo y Zervos [15]. Este modelo tiene algunas
ventajas sobre un modelo aditivo. En primer lugar, como se ha mencionado anteriormente,
este modelo garantiza que el precio sea no negativo con probabilidad positiva, lo que explica
de manera mas veridica la dindmica del precio.

Por otro lado, para el modelo del impacto en el precio que se utilizara en este capitulo,
se considerardn dos componentes, como en Bertsimas y Lo [4], y que ademés rescatan Guo y
Zervos [15] que se vio en el capitulo anterior. El primer componente depende completamente
del inversionista, en el que se modela el impacto en el precio debido a las decisiones del inver-
sionista, el cual serd considerado como un impacto temporal. El segundo componente es un
impacto que no depende de las decisiones del inversionista, que es inherente al mercado.

En los modelos que se han revisado hasta ahora, el impacto en el precio se ha considerado
fijo, es decir, cuando el inversionista hace una transaccién el precio es afectado, sin considerar
una probabilidad de que este impacto pueda verse realmente reflejado en el precio. Por lo
tanto, en este modelo se considerara que el impacto en el precio al realizarse una transaccion es
aleatorio, dando mayor veracidad a las dinamicas en el precio. Impactos de este estilo se han
considerado en trabajos como el de Bielecki, Herndndez y Pliska [14].
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Para la solucién de este modelo, se utilizard una técnica de optimizacién llamada progra-
macién dindmica estocastica, la cual permitird encontrar una soluciéon cerrada al problema.
Esta metodologia permite descomponer el problema de optimizacién inicial en subproblemas,
los cuales son mas sencillos de resolver. Ademas de que la solucién a estos problemas da la
solucion al problema original, estas soluciones se hacen de manera secuencial.

Por tultimo, con la solucién obtenida en este capitulo para el problema multiplicativo se hara
una revision numeérica, para poder comprarla con la solucién al problema aditivo.

3.1 Descripcion del modelo

Considere un inversionista con una cantidad Y > 0 de unidades de un activo, las cuales desea
vender dentro de un periodo de tiempo finito 7. Ademas, sea y; el nimero de unidades que el
inversionista tiene al tiempo ¢ antes de realizar una venta, y sea 6; la cantidad de unidades que
el inversionista vende en el periodo de tiempo de t al ¢t + 1. Las variables 0, representan en este
modelo a las variables de control. Entonces, se tiene que

Y = Ye—1 — 015—17 t= ]-7 e 7T7 (31)

con la condiciéon yry; = 0. Esta condicién corresponde al hecho de que el inversionista quiere
deshacerse de las unidades que tiene al final del periodo, la cual se ha considerado en los
capitulos anteriores.

3.2 Dinamica del precio

Como en el Capitulo II, considere que cuando el inversionista no realiza ninguna transaccion, el
precio solo se ve afectado por las decisiones tomadas por los demas actores del mercado, cuya
dindmica es

Svt = 5thle(ﬂ/Vta para = Oa T >T + 17 (32)

donde W, es una variable aleatoria con media igual a 0 y varianza igual a 1, y ¢ > 0 es una
constante la cual indica la volatilidad del precio del activo.

Suponga que el inversionista realiza una transaccion y para este modelo se consideraran
dos escenarios. El primer escenario en el cual el precio se ve afectado por la transaccién del
inversionista en una proporcién del precio en el que se empieza a ejecutar la transaccion y de
las unidades que se ejecutan, es decir si se considera que la transaccion se hizo en el tiempo ¢
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se tiene un impacto de 1 — A\0;, donde A es una constante que indica el tamano del impacto de
las unidades negociadas y es tal que

1
D< A< — 3.3
<A< o (3.3)

para asegurar que el precio no toma valores negativos para todat=1,--- 7.

El segundo escenario consiste en que el precio no se ve afectado a partir de la transacciéon
hecha por el inversionista, por lo que el impacto seria de 1. Como se podria esperar en un
escenario real, el escenario mas probable es que haya un impacto en el precio. Entonces el
impacto en el precio debido a la decision tomada por el inversionista estd dado por la variable
aleatoria Z;, cuya distribucion esta dada por

I]D(thl)zl_pa

donde se tomard a p como un valor muy cercano a 1, y A estd dado como en (3.3). El valor
esperado condicional de Z; esta dado por

E(Z0,) =p(1—X,)+1—p

Entonces, sea S; el precio del activo al tiempo ¢, para t = 0,--- ,T donde Sy = z. La
dindmica que sigue el precio del activo esta dada por

St = StZt. (35)

Se puede observar que esta expresién es parecida a (2.8), en donde se puede ver que el impacto
multiplicativo en el precio.

3.3 Problema de optimizacién

El problema que el inversionista quiere resolver consiste en maximizar el valor esperado de sus
ganancias, en funcion de las decisiones de venta que va a tomar, es decir

T

t=1

con la restriccion
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Esta ultima restriccién refleja la condicién de que el inversionista debe vender todas las
unidades del activo que posee. Ademds, S; sigue la dindmica dada por (3.5).

Para resolver este problema de optimizacién se utilizard programacién dinamica, la cual
establece que la solucién al problema original dada por {6;,--- , 64} sigue siendo 6ptima para
valores intermedios. Es decir, que para 0 < t < T, la solucion {9:, HRPERE ,92}} es Optima para

max E
{0x}F

ET: Ské’k] .

k=t
Las ecuaciones recursivas de Bellman hacia atréas, estan dadas por
Vi (gtflayt) = I?ea]?([E |:St‘9t + Vi (gt, yt+1>] ; (3.7)
t

con condicién final

Vi <§T7?JT+1> =0.

3.4 Solucién al problema de ejecucion

Ahora que ya se tiene establecido el problema de optimizacién, se puede dar una solucién al
problema de ejecucion 6ptima. Se supondrd que W; sigue una distribucién normal estandar,
por lo que

c:i=E[eM] =72 (3.8)

Entonces, considerando que al tiempo 7'+ 1 el inversionista ya se deshizo de todas las
unidades que tenia, y tomando en cuenta la condicién inicial, se tiene que

Ve <§T,Z/T+1) = 0.

Para el siguiente periodo, y por (3.7) se tiene
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Vr (ST—h yT> = I{%%C E [STHT + Vry <§T, yT+1>]

= max L [S707]. 3.9
nax [ST0r] (3.9)

Es claro que para el dltimo periodo de venta, el valor que maximiza su ganancia es vender
todas las unidades que le quedan, es decir que el valor que maximiza la ecuacién (3.9) es
07 = yr, por lo que se tiene que

Vr (gT—la yT) =L [STZ/T]
=L [STZT?JT]
=L [ST—leJWTZT?/T]
= CST_l[E [ZT] yr
= cSr_1 (1= pAyr) yr.

Ahora, para T — 1, por la ecuacién (3.7) se tiene que

Vr_a (ST—%Z/T—l) = {IGI;%E(} E _ST—19T—1 + Vr <ST—17 yTﬂ
= {r@nax} E|Sr—10r—1 + CSYTfl (1= pAyr) ?JT]
T-1 L
= {renax} E | Sr—1Zr—107—1 + cSr—1 (1 — pA(yr—1 — 07-1)) (yr—1 — 9T—1)}
71 L
= {Ienax} E|Sr (Zp-107—1 + c(1 = pAyr—1 — 0r-1)) (Yyr—1 — ‘9T71>)}
71 L
= mnax eSt_o [(1 = pAp_1)0r_1 + ¢ (1 — pAyr_1 — 07_1)) (yr—1 — 07_1)] .
T—1
(3.10)
Por lo que derivando e igualando a cero, se puede ver que
07_1 = a1yr—1 + b, (3.11)
donde
c
= 3.12
ai c+ 17 ( )
-1
by = —— (3.13)

T 2pA(c+1)
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Entonces, sustituyendo el valor 6ptimo en la ecuacién (3.10), se tiene que
Vr_1 <5’T727 nyl) = cSr_s [d1 +e1yr—1 + f1y%71] . (3.14)
donde
e1 = a1(1 — 2pAby) + (1 — ay)(1 4 2pAby) (3.16)
fi = —pras. (3.17)

Para T'— 2, la ecuacion de Bellman queda de la siguiente manera

Vo (ST%S; nyz) = phax cSt—3 [(1 = pAr_2)0r_s + ¢ (di + e1(yr—2 — Or—2) + fi(yr—2 — 0r-2)%)] .

T2}
(3.18)
Por lo que, derivando la funcién e igualando a 0 se tiene que
07—y = asyr—2 + by, (3.19)
donde
chi
= 3.20
e 320
Cf1 —1
by = ——. 3.21
* T 2eh - ) 320
Ahora, sustituyendo (3.19) en la ecuacién (3.18), se tiene
Vr_o <§T—37 yT—2> = CST—3 [dQ + eyr—2 + f2y72“—2] ) (3.22)
donde
d2 = bg(l — p)\bg) - Cb2(61 — flbg) + Cd1 (323)
€y = CL2(1 — 2p>\b2) + C(l - az)(el — 2f1b2) (324)
f2 = —p)\CLQ. (325)
Por lo tanto, utilizando induccion se puede ver que para k = 2,--- ,T — 1, se cumple que el

valor 6ptimo para la venta estda dado por
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071, = akyr—i + b, (3.26)
donde
cfi-1
ay = ————, 3.27
g cfr—1 — pA ( )
cfi-1—1
by = ——————. 3.28
" 2(cfi —pN) (3.28)

Y la funcién de valor para cada tiempo k, tiene la siguiente forma

Vi (gT—(k+1)7 yT—k) = cSr_(h1) [di + eryr—i + fry7_s] » (3.29)
donde
dk = bk(l — p)\bk) — cbk(ek_l — fk—lbk) + th—l (330)
€ = ak(l — 2p)\bk) + C(l — ak)(ek_l — ka_lbk) (331)
f = —pAay. (3.32)

Se puede observar que los valores de las variables de control estan dadas de manera recur-
siva, ya que dependen de valores obtenidos en pasos anteriores.

3.5 Resultados numéricos

En esta seccién se evaluaran los resultados obtenidos en la secciéon anterior. Se estudiara la
solucion para tres valores de la volatilidad con el fin de estudiar los diferentes escenarios y las
decisiones del inversionista. Después, para evaluar la similitud con el resultado obtenido en el
capitulo anterior, se revisaran los resultados para diferentes valores del precio.

Sea el precio inicial del activo de 50 unidades monetarias, y considere que el inversionista
tiene 1,000 unidades del activo al inicio y quiere deshacerse de éstas en 10 periodos. Ademas
la probabilidad de que se refleje el impacto en el precio al realizar una transaccion estda dada
por p = 0.9. Considerando el valor inicial de unidades del inversionista sea A = 1/1001. La
siguiente tabla muestra el resumen de los parametros que se consideraran en estos primeros
resultados

SO - 50
Y = 1,000
7 = 10
A = 1/1001

Tabla 3.1: Pardmetros
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Primero supdéngase que la volatilidad del precio del activo tiene un valor de ¢ = 0.3. A
continuacion se muestran las unidades mantenidas en cada periodo, asi como las unidades que
el inversionista deberia vender para maximizar sus ganancias

o o= 997.74 6, = 225

ys = 848.98 0, = 17220

ys = 755.48 0 = 93.49

Y = 641.63 fg = 113.85
yr = 508.32 0, = 133.31
ys = 356.41 fs = 151.92
Yo = 186.70 0y = 169.70
yio = 0 0o = 186.70

Tabla 3.2: Unidades mantenidas Tabla 3.3: Unidades vendidas

Se puede observar que en este caso, la venta al principio es pequena, y a medida que avanza
el tiempo se tiene una mayor venta de unidades, esto se debe a que en un principio el inversion-
ista espera disminuir poco el precio mediante la decisién de vender una pequena cantidad de
unidades, lo que generara que en periodos mas adelante el precio se mantenga o incluso suba un
poco el precio, debido a la alta volatilidad que presenta el mercado, generando que se tengan
mayores ganancias mas adelante ya que el inversionista estaria vendiendo a un precio mas alto
que al inicio del periodo.

A continuacion se presenta una tabla con el valor del precio esperado para cada periodo, asi
como dos graficas en las que se reflejan las trayectorias de la ejecucion éptima y las unidades
mantenidas en cada periodo.

So S Sy Sy Sy Ss Se S7 Ss Sy
50 52.18 53.13 52.80 51.25 48.60 45.05 40.85 36.25 31.49

Tabla 3.4: Precio esperado por periodo
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Numero de unidades mantenidas Numero de unidades vendidas
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Figura 3.1: ¢ =0.3 Figura 3.2: 0 =0.3

Ahora considérese que la volatilidad del precio del activo es mas chica dada por un valor de
o = 0.2, entonces la ejecucion éptima esta dada por

1 = 942.13 0, = 5786
yo = 874.39 0, = 67.73
ys = 796.99 0 = 7740
yg = 710.10 0, = 86.88
ys = 613.93 0 = 96.17
yr = 394.44 6 = 114.20
yg = 271.48 s = 12295
Yo = 139.94 0y = 131.53
Yo = 0 910 139.94
Tabla 3.5: Unidades mantenidas Tabla 3.6: Unidades vendidas

Como se puede observar, para un valor de la volatilidad mas pequeno, el inversionista
preferird vender un poco mas de unidades al principio debido a que el precio del activo no
presenta una volatilidad tan alta como en el primer caso, lo que hace que no sea tan atractivo
para el inversionista esperar a que el precio se mueva, vendiendo un niimero mayor de unidades
al principio.

So S Sy Sy Sy Ss Se S7 Ss Sy
50 48.06 45.71 43.03 40.09 36.97 33.75 30.50 27.29 24.18

Tabla 3.7: Precio esperado por periodo
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Numero de unidades mantenidas Numero de unidades vendidas
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Figura 3.3: ¢ =0.1 Figura 3.4: ¢ =0.1

Por 1ltimo, considerando una volatilidad dada por o = 0.005, es decir una volatilidad muy
pequena en el precio del activo, se tiene que la ejecucién 6ptima estéd dada por

1 = 900.03 #, = 99.97
¥ = 800.05 fy, = 99.98
ys = 700.06 035 = 99.99
ys = 600.07 0, = 99.99
ys = 500.07 0 = 99.99
ye = 400.07 0 = 100.00
y; = 300.06 #; = 100.01
ys = 200.04 fs = 100.01
Yo = 100.03 0y = 100.02
Yo = 0 010 = 100.02
Tabla 3.8: Unidades mantenidas Tabla 3.9: Unidades vendidas

En este caso en el que la volatilidad es muy pequena, la decision del inversionista es vender
de manera equilibrada sus unidades, ya que como el mercado no presenta un gran cambio en el
precio, para el inversionista es indiferente si vende al principio o vende después, y dado que el
impacto en el precio serd muy parecido en cada periodo el impacto va a disminuir de manera
constante.

So S1 5 Ss Sa S5 Se S7 Ss So
50 45 40.51 36.46 32.82 29.54 26.59 23.93 21.54 19.39

Tabla 3.10: Precio esperado por periodo
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Numero de unidades mantenidas Numero de unidades vendidas
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Figura 3.5: 0 = 0.005 Figura 3.6: 0 = 0.005

Se puede observar que a diferencia del modelo presentado en el Capitulo 1, en este caso
la ejecucion optima empieza con una venta menor en los primeros periodos, permitiendo que
el precio sea impactado de menor manera, esperando que el precio no baje demasiado o se
mantenga constante.

Por otro lado, si bien la solucién a este modelo no es tan sencilla como la presentada en el
Capitulo 1, es posible incorporar al modelo un impacto aleatorio hecho por las decisiones del
inversionista, permitiendo que el modelo sea menos predecible ya que no se tiene certeza de que
el impacto sea determinista.

Se puede observar que el modelo reconoce los distintos valores en la volatilidad del mercado,
lo que permite al inversionista tomar mejores decisiones, en funcién de como observa el mercado.

Es claro que la funcién objetivo resuelta en este capitulo no es igual a la resuelta en el
Capitulo 1. Esto se debe a la complejidad que presenta la soluciéon del modelo al incorporar
la varianza de los costos de implementacién, ya que en este caso se consideran dos factores
aleatorios. Por lo que la comparacién directa de los resultados no es posible. Sin embargo, una
ventaja de contar con una solucién al modelo multiplicativo es que no parece tan complicada
la generalizacién a dos activos.

A continuacién se anexa el cddigo con el que se generaron los resultados numéricos.

# Programa de solucion al problema de ejecucion optima de venta
# Parametros del programa

s <- .3

¢ <- exp(((s)~2)/2)

yi <- 1000

p <- .9

¥ <- 1/(yi + 1)
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T <- 10

9

10

# Aqui se llenan los vectores con los valores de las constantes para
# cada periodo

a <- rep(0,T)

b <- rep(0,T)

d <- rep(0,T)

e <- rep(0,T)

f <- rep(0,T)

all] <- c/(c + 1)

b[1] <= -(c - 1)/ (2*xpx1lx(c + 1))

;1[1] <- b[1]I*(1 - p*1*b[1]) - c*b[1]1*(1 + px1xb[1])

e[1] <- a[1]l*x(1 - 2xpx1xb[1]) + c*x(1 - al[1])=*(1 + 2xpx1*xb[1])
£i[1] <- -p*1lx*xa[1]

gor(i in 2:T){

v ali]l <= (cxf[i-1])/(cxf[i-1] - px1)

25 b[i] <= (cxel[i-1] - 1)/(2x(cxf[i-1] - px*1))

so d[i] <- b[il*(1 - px1*b[i]l) - c*b[il*x(e[i-1] - f[i-1]*b[i]) + cx*d[i
-1]
51 e[i] <- alil*(1 - 2*xp*x1*b[i]) + c*(1 - alil)*(el[i-1] - 2xf[i-1]*b[i
D

32 £L1] <- —p*l*a[i]

¥

34

# Ahora se calculan los valores de las thetas y de las y

theta <- rep(0,T)

¥ <- c(yi,rep(0,T-1))

39

for(k in 1:(T-1)){

i1 thetalk] <- alT-k]l*y[k] + b[T-kl]

12 y[k+1] <- y[k] - thetalk]

b

theta[T] <- yI[T]

15

j <- seq(1,T,1)

plot(j,y,type=’0’,xlab="t",ylab="unidades" ,main="N\’umero de unidades
mantenidas")

plot (j,theta,type=’0’,xlab="t",ylab="unidades" ,main="N\’umero de
unidades vendidas")
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41

# Por ultimo se calcula el precio esperado del activo
51

S0 <- 50

8 <- c(S0,rep(0,T-1))

for(i in 2:T){

55 S[1] <- S[i-1]*c*(1 - 1*thetal[i-1])

2
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Conclusiones

El modelo multiplicativo muestra una mejora, en cuanto a la dinamica de los precios, princi-
palmente debido a que no permite que el precio tome valores negativos. Ademads, el modelo
multiplicativo muestra una ventaja al poder incorporar efectos temporales en el impacto debido
a las decisiones del inversionista.

Como se vio en el Capitulo 1, el modelo aditivo permite dar una vision amplia de la solucion
del problema de ejecucion 6ptima, ademas es sencillo definir la dinamica de precios y sus difer-
entes componentes, ya que es facil interpretar las funciones de impacto temporal y permanente
asi como los parametros asociados a estas funciones. Ademads de dar una forma en la cual se
puede resolver el problema.

Ademas, se pueden observar en el Capitulo 1 las preferencias del inversionista, ya que re-
fleja que para un inversionista que admite mayor riesgo la venta de unidades es menor, ya que
espera un cambio positivo en el precio. Por el contrario, para un inversionista que no admite
mucho riesgo la estrategia éptima muestra que el inversionista no esperara mucho para vender
y se deshard rapidamente de las unidades que tiene, para no exponerse al riesgo que tiene el
mercado. Por otro lado, el modelo también refleja los cambios en el mercado, mostrando que la
estrategia optima que el inversionista debe seguir se modifica cuando la volatilidad incrementa,
lo que genera que el inversionista venda mas rapido para asi evitar que esté expuesto a cambios
desfavorables en el precio y que pueda afectar su ingreso promedio.

Al considerar una funcién objetivo como la utilizada en el Capitulo 1 compuesta por la
esperanza de los costos de implementacion y poner como restriccion a la varianza, se puede dar
una interpretacién al multiplicador de Lagrange, la cual estd directamente relacionada con el
perfil de inversién del inversionista, lo que permite dar una mejor explicacién de los resultados,
asi como plantear diferentes escenarios.

De lo anterior, se puede dar una conclusion mas amplia al considerar la funcién objetivo
utilizada en el Capitulo 3, ya que en este caso, la funciéon objetivo fue maximizar los ingresos es-
perados, en donde el modelo no incorpora el perfil de inversion del inversionista, lo que reduce la
posibilidad de plantear diferentes escenarios. Resolver una funcion objetivo como al planteada
en el Capitulo 1 utilizando un modelo multiplicativo en el precio, resulta complicado al intro-
ducir un impacto aleatorio, ya que calcular la varianza de los costos supone un trabajo complejo.
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Del Capitulo 2 se puede observar que el modelo multiplicativo se puede construir de una
manera muy intuitiva, explicando de manera verosimil el comportamiento del precio a raiz de
las transacciones que realiza el inversionista las cuales impactan el precio de la accion.

Por otro lado, bajo ciertas caracteristicas en el mercado, sobretodo en los parametros de
impacto en el precio, este modelo no presenta oportunidades de arbitraje, asi como manipu-
lacién en los precios.

Para el Capitulo 3, se puede observar que incorporar aleatoriedad en el impacto en el pre-
cio, permitiendo tener una solucién al problema de ejecucién 6ptima, no generando grandes
problemas. Observando un mayor dinamismo en la solucién del problema.

La solucién dada en el Capitulo 3 para el modelo multiplicativo es una solucién suficiente
para dar una respuesta razonable al problema de ejecucién éptima, en donde se puede observar
que el modelo es sensible al mercado, permitiendo expresar diferentes posturas del inversionista
ante valores del mercado. Ademas brinda dinamismo a las decisiones del inversionista debido
a la aleatoriedad considerada en el impacto en el precio, lo que reduce la posibilidad de ma-
nipulacién en el precio. Ademds, debido a la dinamica del precio, se puede observar que el
comportamiento racional del inversionista sera no vender una gran cantidad de unidades en los
primeros periodos debido a que esperara no impactar de gran manera el precio, esperando a
aprovechar mejores niveles en el precio.

Se queda como trabajo posterior la revision de un modelo general para mas de un activo,
tomando en cuenta la correlacion entre los activos. También se podria considerar un modelo
en el cual no solo de venta pura, es decir que considere compra de unidades, aprovechado el
impacto en el precio. Y poder generalizar un modelo para un portafolio de activos.
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