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Resumen

En este trabajo se dan dos justificaciones de por qué funciona la propuesta de distri-
bucidn de direcciones dada en el articulo “Optimal Direction Gibbs Sampler for Trunca-
ted Multivariate Normal Distributions”, por Christen et al. (2015). La primera justifica-
cién consiste en minimizar la traza de la matriz de covarianzas de dos pasos consecutivos
de la cadena, de este modo, la direccion 6ptima estaria reduciendo la dependencia, en-
trada a entrada, del estado actual X y el nuevo vector generado Y . Para la segunda
justificacion, obtenemos la informacién mutua de la i-ésima entrada de Y con el estado
actual X, y después se minimiza la suma de funciones crecientes de estas informacio-
nes. Con esto, la direccion Optima estaria reduciendo la dependencia de cada entrada de

Y con la de todo el vector X.

Ademads, aqui se propone una distribucién de direcciones, distinta a la que aparece
en el articulo, con el que se crea un algoritmo para generar muestras de la distribucién
Normal Truncada Multivariada. La propuesta estd basada en minimizar las informacio-
nes mutuas de cada entrada del vector Y con el estado actual X . Esta distribucién de
direcciones tiene como soporte a las columnas normalizadas de la matriz de varianzas y
covarianzas de la distribucidn objetivo; la probabilidad de seleccidn de cada direccién es
mads grande para aquellas que hacen que las entradas del vector generado Y sean lo me-
nos dependientes del estado actual X. El desempefio del algoritmo propuesto se evalda
con experimentos de simulacién y se comparan con los resultados obtenidos en Christen
et al. (2015).
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CAPITULO 1

Introduccion

Los métodos de simulaciéon de Cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC, por su si-
glas en inglés) son algoritmos empleados para producir muestras de una distribucién 7,
sin necesidad de simular directamente de dicha distribucién. Estos métodos estdn basa-
dos en la construccion de una cadena de Markov Ergddica, cuya distribucion estacionaria
sea precisamente 7. Los métodos MCMC han resultado ser de gran utilidad en diversas
areas, particularmente en Estadistica Bayesiana, ya que permiten producir muestras, ain

cuando la distribucién de 7 es compleja.

El muestreador de Gibbs es un algoritmo MCMC que simula de manera sistematica o
aleatoria de las distribuciones condicionales sobre un conjunto de direcciones. Un caso
general del muestreador de Gibbs es el Gibbs Direccional Optimo, el cual elige una
direccién arbitraria sobre el espacio que se simula, y posteriormente se muestrea de la

distribucién condicional total de la direccion elegida. Esto puede ser escrito como,
X = 2O 4 re,

donde e € R" indica la direcciéon y » € R representa la longitud de la transicidn.

Notemos que, si tomamos al conjunto de direcciones e como las direcciones candnicas
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y estas se eligen de manera sistematica, se obtiene como resultado el muestreador de
Gibbs estdndar. Mientras que si las direcciones candnicas se toman de forma aleatoria,

se obtiene el Random Scan Gibbs Sampler.

La necesidad de muestrear de la distribuciéon Normal Truncada Multivariada (NTM)

es frecuente en la inferencia Bayesiana y en problemas inversos.

Una forma muy simple para muestrear de la distribucion NTM seria generar valores
de la Normal Multivariada y solamente aceptar aquellas muestras que estén dentro de
la region de interés. Este método, el cual se conoce como Rejection Samplig, trabaja
bien cuando la tasa de aceptacion es razonablemente alta. Sin embargo, resulta ser muy
ineficiente cuando la tasa de aceptacion es baja, como en el caso de alta dimension y/o

cuando el soporte esta estrechamente acotado.

La mayoria de los métodos disponibles para muestrear de la distribucion NTM estidn
basados en el muestreador de Gibbs, el cual es simple de usar y tiene la ventaja de aceptar
todas las propuestas generadas y, por lo tanto, no se ve afectada por tasas de aceptacion
pobres. El inconveniente que se tiene con las muestras producidas por el muestreador de
Gibbs es que no son independientes, el grado de correlacién depende tanto de la matriz

de covarianzas como de la dimensionalidad.

En Christen et al. (2015) exploran un criterio de optimalidad para el algoritmo MCMC
Gibbs direccional. Dicho criterio consiste en minimizar la informacion mutua entre dos
pasos consecutivos de la cadena de Markov. También proponen, de forma heuristica, una
distribucién de direcciones para el caso en que la distribucion objetivo es la distribuciéon
NTM.

En éste trabajo se dan razones tedricas de por qué funciona, en los experimentos, las
distribucién de direcciones dada en Christen et al. (2015). Ademas, se propone una dis-
tribucion de direcciones Optima, distinta a la que aparece en dicho articulo. Para evaluar
el desempeio del algoritmo con la distribucién de direcciones propuesta, se comparan

con los resultados obtenidos en el mismo articulo.
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Para exponer lo anterior, la tesis se divide en cinco capitulos. En el Capitulo 2 se
dardn dos justificaciones de por qué el criterio de minimizar e’ Ae, para la distribucién
de direcciones propuesto en Christen et al. (2015), en efecto tiene sentido. La primera
consiste en minimizar la traza de la matriz de covarianzas de dos pasos consecutivos de
la cadena, de este modo, la direccion Optima e, estaria reduciendo la dependencia en-
trada a entrada del estado actual de la cadena X y el nuevo vector generado Y . Para la
segunda justificacion, obtenemos la informacion mutua de la :—ésima entrada de Y con
el estado actual X y después se minimiza la suma de funciones crecientes de estas in-
formaciones mutuas. Con esto, la direccion Optima e, estaria reduciendo la dependencia

de cada entrada de Y con la de todo el vector X .

A lo largo del Capitulo 3 se desarrolla el algoritmo MCMC Gibbs direccinal, que se
utilizara para simular de una distribucién NTM. En el Capitulo 4 se evalua el desem-
pefio del algoritmo propuesto con experimentos de simulacion y se comparan con los

resultados obtenidos en Christen et al. (2015).

Por ultimo, en el Capitulo 5 se presentan una discusion de los resultados obtenidos,

mencionando las ventajas y dificultades del algoritmo propuesto.




CAPITULO 2

Gibbs Direccional, Informacion Mutua y

Covarianza

En este Capitulo se brindan dos justificaciones de por qué el criterio de minimizar
e’ Ae, para la distribucién de direcciones propuesto en Christen et al. (2015), en efecto
tiene sentido. La primera consiste en minimizar la traza de la matriz de covarianzas de
dos pasos consecutivos, de este modo estariamos reduciendo la dependencia, entrada a
entrada, del estado actual de la cadena, X, y el nuevo vector generado, Y . En la segunda
obtenemos la informacién mutua de la :—ésima entrada de Y con el estado actual X y
después se minimiza la suma de funciones crecientes de estas informaciones mutuas.
Con esto, estariamos reduciendo la dependencia de cada entrada de Y con la de todo el

vector X.

2.1. Gibbs Direccional

Los métodos de simulacién MCMC son algoritmos empleados para producir mues-

tras de una distribucién 7, que suele ser compleja, sin necesidad de simular directamente
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de dicha distribucion. Estos métodos estan basados en la construccion de una cadena de

Markov Ergédica X®) cuya distribucién estacionaria sea precisamente 7.

Dada la definicion de los métodos MCMC, uno puede proponer una infinidad de im-
plementaciones, pero querriamos que dichas implementaciones fueran 6ptimas en algin
sentido, tales como: rdpida convergencia, o que el nimero de muestras necesarias para

obtener una muestra pseudo-independiente sea lo mds pequefio posible.

El muestreador de Gibbs es un algoritmo MCMC que simula de manera sistematica
o aleatoria de las distribuciones condicionales sobre un conjunto de direcciones. Un
caso general del muestreador de Gibbs es el Gibbs Direccional Optimo, el cual elige
una direccién arbitraria e € R™ tal que |le|]| = 1, donde ||-|| es la norma euclidiana, y
posteriormente se muestrea de la distribucién condicional total de la direccion elegida.
Esto puede ser escrito como
XD = 2O 4 re,

donde e indica la direccion y r € R representa la longitud de la transicion, la cual,
condicionado a e y a z*), tiene distribucién proporcional a 7 (¥ 4 re) (Liu, 2008).

El algoritmo funciona de la siguiente manera:

Algoritmo 1 Gibbs Direccional Optimo

Dado X = ,
1. Se generae ~ h(e).
2. Se generar ~ g(r|e,x).

3. Hacemos XY = z + re.

Se puede ver que el Kernel de transicion que surge del Algoritmo anterior esta en
balance detallado con 7 y, suponiendo m — irreducible, la cadena de Markov generada

tiene a 7w como distribucion ergdédica. De forma simple, ™ — irreducible implica que hay
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una probabilidad positiva de moverse de  a y en un nimero finito de pasos, para cada
x y y en el soporte de 7, consultar Robert y Casella (2013) para mds detalles. De hecho,
una vez supuesto la irreducibilidad, cualquier cadena tendrd como distribucién ergdédica

a 7, por lo que el desempefio dependerd de que tan dependientes sean X © y x4,

La pregunta natural que surge es si nosotros podemos tomar cualquier direccion en
el Gibbs sampler, y si es asi, como elegir cudl direcciéon tomar. De hecho se pueden
seleccionar direcciones arbitrarias, tomando un nuevo punto en la cadena de Markov
simulado de la distribucidn condicional sobre esa direccion (Liu, 2008). Sin embargo,

no es claro como elegir tal direccion y qué criterio usar para optimizar la cadena.

Para responder a la pregunta: ;como escoger la distribucién de las direcciones e de
forma que se optimice (en algtn sentido) el desempeiio del algoritmo Gibbs Direccio-
nal?, se debe definir primero un criterio de optimalidad. Una vez hecho esto, entonces
se debe seleccionar una distribucién de probabilidad h, para e, que satisfaga dicho cri-
terio. Aqui es importante recalcar que el algoritmo serd dptimo s6lo en el sentido de ese

criterio en particular.

Por lo dicho anteriormente sobre el desempefio del algoritmo, una forma de atacar el
problema de optimizacion seria encontrar una medida de dependencia entre dos varia-
bles aleatorias y después minimizarla. Con esto, estaremos reduciendo la dependencia
en la cadena, y asi tendriamos mds observaciones pseudo-independientes con pocas ite-

raciones.

En Christen et al. (2015) proponen como medida de dependencia la informacién
mutua entre dos variables aleatorias X e Y, la cual mide la divergencia de Kullback-
Leibler entre el modelo conjunto fy x y el alternativo independiente fy (y) fx (x), esto

es,

_ frx (y,z)

De las propiedades heredadas de la divergencia de Kullback-Leibler se tiene que
I > 0y, a partir de la desigualdad de Jensen, se puede probar que / = 0 si y sélo si
frx = fy (y) fx (), i.e., siy sélosi X e Y son independientes .
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A partir de (2.1), Christen et al. (2015) exploran un criterio de optimalidad para el
algoritmo Gibbs Direccional. Dicho criterio consiste en minimizar la informacién mutua
entre dos pasos consecutivos (X y X+ de la cadena de Markov generada por el

algoritmo.

2.2. Informacion Mutua para el Caso Normal

Supongamos que la distribucién objetivo 7 es una Normal n — variada con vector
de medias g y matriz de precision A, la cual es la inversa de la matriz de covarianzas.

Si Z ~ 7, entonces su funcién de densidad esta dada por

™ (2) = (%)mexp{—%u—m%u—u)}.

Haciendo X = X® yY = X®7 y suponiendo que X ~ =, es decir, su-
ponemos que ya estamos en la distribucién estacionaria, vemos que fy (y) = 7 (y) y
frx (y,x) = fyix (y|z) fx () = K (x,y) 7 (x). Christen et al. (2015) encontraron

que,

Ie (fxv, fxfy) = //K x,y)m logK((y))da:dy

=C+ 5 log (eTAe) , (2.2)

dondeC—n———|—

, €s una constante que no depende de e.

De acuerdo a la ecuacién (2.2), la mejor direccion es aquella que minimiza C' +
1log (e” Ae), o de forma equivalente, es aquella direccion que minimice e’ Ae, que
para este caso es el eigenvector e,, que corresponde al eigenvalor mds pequeio )\, de la

matriz de precisién A.

Sin embargo, no podemos tomar unicamente la mejor direccion, porque la cadena re-
sultante no seré irreducible y claramente no estaremos muestreando de 7, ya que la cade-

na solo recorreria una linea en el espacio de estados. La cadena debe ser m — irreducible
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para que tenga a m como distribucion ergédica. De hecho, si la distribucion de direccio-
nes h tiene soporte en la esfera S”, entonces la cadena de Markov resultante es irreduci-

ble con kernel de transicién dado por,

K (x,y) = /Ke (x,y)h(e) de.

Por lo tanto, necesitamos una distribucién completa para e. Christen et al. (2015)
tomaron el resto de los eigenvectores para garantizar que la cadena sea m—irreducible.
Para ello hicieron que las direcciones e fueran los eigenvectores de la matriz de pre-
cisién A, asi e € {ey,e,...,e,}. La i—ésima direccién la tomaron con probabilidad
proporcional a \; b donde ); es el eigenvalor correspondiente al i—ésimo eigenvector,

i=1,2,...,n,y bes una variable aleatoria con distribucién Beta («, ). Luego

hy () =k (\)7",
donde £ = (Z?:l A b) _1, y observaron que la direccion e,, correspondiente al eigenva-
lor mas pequefio A\, de A es 6ptima. Note que al minimizar la ecuacion (2.2),

min [e (fxy, foy) = min (C + 1lOg (eTAe)>

ecR":|le||=1 lef=1 2

=C+ %log (Hanilll {eTAe}>

1
:C—|—§log)\n.

y el minimo se alcanza cuando e = e,,, es el eigenvector asociado a \,,, es decir, dan més

peso a la direccion donde se encuentra la maxima variabilidad (ver Johnson y Wichern
(2014)).

Dado que todos los eigenvectores tienen probabilidad positiva de ser elegidos, y ade-
mads forman una base de R"”, el Gibbs direccional resultante serd ergddico. El algoritmo
que ellos proponen, para simular de la distribucion Normal Multivariada, trabaja de la

siguiente manera:
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Algoritmo 2 Gibbs Direccional Optimo: Normal Multivariada

Dado X = «,
1. Proponer una direccién e de la distribucién h;.
2. Proponer una logitud » ~ N (—M, eTAe>.

el Ae

3. Hacer XY = 2 + re.

El problema que se encontré en el criterio propuesto por Christen et al. (2015) fue
que, por definicion, la informacién mutua debe ser ser positiva o cero para cualquier
direccion e. Sin embargo (2.2) puede resultar negativa. Este problema viene de la de-

t+1) y r. Notemos que, ya que fijamos z*) y e, entonces, XD —

pendencia entre X (
x® + re esta completamente determinada por -, de modo que la densidad de Y vive en
lalinea =) +re, es decir, la densidad condicional f(y|x) que se empleo para el cdlculo

de la informacion mutua no fue la correcta.

Lo que motivo esta tesis fue responder a la pregunta, ;por qué funcionaron, en los
experimentos, las distribuciones de direcciones dadas en Christen et al. (2015)? En las
siguientes dos secciones se dan argumentos del por qué el criterio de minimizar e’ Ae,

si tiene sentido.

2.3. Matriz de covarianzas

El siguiente resultado serd la base de esta seccion.

Si X ~ NM (p1,%1)yY ~ NM (ps,Y5), entonces X y Y son indepen-

dientes si y solo si Cov (X,Y) = 0.
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Definamos a V' := Cov (X (t), X (t“)) , la matriz de covarianzas de dos pasos con-
secutivos de la cadena. Por el resultado descrito anteriormente, un criterio de optimiza-
cion seria encontrar la direccién e que haga que las entradas de la matriz de covarianzas
V sean, en valor absoluto, lo mds cercanamente posibles a cero. Trabajar con este criterio
resulta bastante complicado. Pero si nos fijamos en las entradas de la diagonal principal
de V y probamos que todas son mayores o iguales a cero, entonces, al minimizar la
traza de V/, estariamos haciendo minima la dependencia, entrada a entrada, entre X () y

X+ 'y abriamos encontrado un criterio de optimalidad.

Siguiendo esta idea, lo que prosigue es: primero encontrar la matriz de covarianzas
V', después probar que los elementos de la diagonal principal (v;;, Vi=1,...,n)de

V' son mayores que cero, y por ultimo minimizaremos la traza de V.
Suponiendo que X ~ 7, tenemos
V = Cov (X(t), X(t“))
= Cov (X(t), X® 4 re)
= Cov (X(t), X(t)) + Cov (X(t), re)

— Al 4 Cov <X<t>, 7“) e 2.3)

Para simplificar el lado derecho de (2.3) haremos uso del siguiente resultado.

Covarianza condicional. Si X, Y y Z son variables aleatorias, entonces se

cumple lo siguiente,

Cov(X,Y)=E(Cov(X,Y|Z))+Cov(E(X|Z),E(Y|Z)). (24

Abhora, sea g la densidad de la longitud r, ya que g(r) es proporcional a 7 (x + re)
(Liu, 2008), es decir,

g (rle, ) o exp {—% (v +re)’ A (v —i—?“e)} |
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conv = & — U, entonces

el Av

rlex~N|———
2 ( el Ae’

eTAe) , (2.5)
donde e’ Ae es la precision. Para ver lo anterior, notemos que

g (rle, ) o exp {_% (v +re) A v+ re)}

= P {_% (r’e” Ae + 2re" Av + vTAU)}

o< exp {—% <T2€TA6 + QTZijZeTAe 1 e Ae (%) 2) }
= exp {—%eTAe (7“2 + 2r Ziiz + (Z?i";)j }
it 55)

Usando el resultado dado en (2.4) y por el de (2.5) se sigue,

Cov <X(t),7"> =E (Cov (X(t),r|X(t)>> + Cov (IE (X(t)|X(t)> JE <r|X(t)>>
e’A (X(t) - ,u>

el Ae

T (t) T
= Cov (X(t),—ﬂ) + Cov <X(t) © AM)

=0+ Cov | XV, —

el Ae "eT Ae
Ae

0
el Ae +

= —Cov (X(t),X(t)>

_ 1 -1
= eTAeA Ae
1

Sustituimos (2.6) en (2.3) para obtener,

_ 1
V=A1_ eTAeeeT' (2.7)
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Ahora, para ver como son los elementos de la diagonal principal de V', definamos
oy = (A_l)ij y sea d = (0,...,0,1,0,...0) un vector con un 1 en la i—ésima
posicion y ceros fuera de esta, también notemos lo siguiente,

€1 6% €1y - €€ -+ e1€en
e €261 €2 .- ege; - eaey,
ee = [61 €9 €; en] = 9
€; €;e1 €y - €; R S
. 2
en ] [en€1 €ney o ene ccr €

De (2.7) y con la notacién anterior podemos ver que los elementos de la diagonal

principal de V' estdan dados por,

_ 1
Vij = (A 1)n’ - eTAee?
— (eri)Q 28
=0T T A 2:8)

A continuacién enunciamos dos resultados que serdn de utilidad a lo largo de la tesis
(ver Johnson y Wichern (2014)).

Lema de Maximizacion. Sea A una matriz definida positiva y d un vector

dado. Entonces, para un vector no nulo arbitrario e,

eTd)’
sup (eT—A)e =d'A7ld, (2.9)

y el méximo se obtiene cuando e = cA~'d para cualquier constante ¢ # 0.
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Maximizacion de formas cuadraticas para un punto en la esfera unitaria.

Sea A(,,,) una matriz definida positiva con eigenvalores \; > Ay > --- >
A, > 0ysean ey, e,,..., e, los eigenvectores normalizados asociados. Enton-
ces,
T
' Ax
min < T > =\ (se alcanza cuando x = e,,) (2.10)
xrER? r T
o (xT Ax
max - =\ (se alcanza cuando « = e;) . (2.11)
xeR" r T
Ademas,

) T Ax
max = Ait1,
N

xzTx

donde el simbolo _L se lee «es perpendicular a». Y el méximo se alcanza cuando

r=ep1,k=12....p—1.

Del lema (2.9) tenemos que,

(eri)2 T A—1
U~ ige ~ AT
- (Ail)u‘
Ciis Vi=1,...,n,
entonces,
(ed)” _
m SO’Z‘Z‘, Vi = ]_,...77’L, (212)
de donde se sigue que,
U.._02_(6T—di)2>0- Vi=1 n
i — Uy eTAe = U, =1,...,Nn.

Esto es, las entradas de la diagonal principal de la matriz de covarianzas de dos pasos

consecutivos, son mayores o iguales a cero. De este modo, minimizar su traza tiene

buena interpretacion.
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Por otro lado, de (2.7) y por ser la traza un operador lineal, podemos obtener una

expresion para la traza de V' de la siguiente manera,

tr(V)=tr (A‘1 _ ! eeT>

el Ae
1
€T Ae
1
"~ eT Ae
ele

1 _— —
) el Ae’

tr (A 1) tr (eeT)

tr (eTe)

tr (A

= ( -
=tr (A_l)
- ( - (2.13)

A partir de (2.13) podemos notar que,

y , 3 ele
arg min tr(V)=arg min tr (A7) —

ecR™:|e]|=1 ecR™:|e|=1 el Ae

) ele
=arg max
eckn|le|=1 \ el Ae

) e’ Ae
=arg min .
eck|le|=1 \ eTe

) el Ae
min = = A\,
eck:|le|=1 \ ele

y se alcanza cuando e = e,, es el eigenvector correspondiente al eigenvalor mas peque-

filo \,, de A. Es decir, el minimo de la traza de Cov (X ® X (t"'l)) se alcanza con el

Pero, por (2.10)

eigenvector que corresponde al aigenvalor mds pequefio de la matriz de precision A.

el Ae
ele

Lo anterior nos dice que al minimizar estariamos minimizando la dependencia,
entrada a entrada, de dos pasos consecutivos de la cadena. De este modo, estariamos ddn-

dole una interpretacién al criterio de minimizacién propuesto por Christen et al. (2015).

2.4. Informacion Mutua marginal

Sean X = X® y Y = X®+1 dos pasos consecutivos de la cadena, y denotemos

por X;,Y;, i=1,...,n,aloselementos de X y Y, respectivamente. En esta seccion
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propondremos como medida de dependencia a la Informacién Mutua, pero ahora ya no
de los vectores completos X e Y, en lugar de eso, la obtendremos con la :—ésima entra-
dade Y y el vector completo X, a la cual le llamaremos Informacién Mutua Marginal
y escribiremos como I, (Txy;, Tx7y;). Después, se hard la minimizacién de la suma
de una funcidn creciente de estas cantidades. De este modo, estariamos reduciendo la

dependencia de cada entrada del nuevo punto generado Y con la del estado actual X.

Notemos que,

w(@ule) o
I (7Txy,7Tx7Ty // Ing(m]e)w(yi\e) dyld
= 7 (xz|e) w (y;le, ) lo 7T(:1:|e)7r(yi|e,az) dx
(yzle fE)
// 7 (yile, w)log—ﬁ(me) dy; dx

// 7 (yile, ) log 7 (yile, ) dy; dx
// 7 (yile, x)log (y;|e) dy; dx

= /W(:B) (/W(yi|e,az) log 7 (y;|e, x) dyi) dx
- /logw(yﬂe) (/W(m,yi|e) da:) dy;. (2.14)

Para resolver (2.14) necesitamos conocer tanto la distribucion de Y;|e, x como la de

Y;|e. Para esto, tenemos que Y = x + re, entonces, Y; = x; + re;, y como rle,x ~
TA _ .

N (—w, eTAe), se sigue que,

el Ae

e’A(x—pn) elAe
}/'i ) ~ N i (2] ) 2.15
le,x (x T Ae © 2 ) (2.15)
donde 82‘246 es la precision. Y su funcién generadora de momentos esta dada por,
el A(x —p) el t*
My, oo (t) = i ¢ | 1 L — b 2.16
pen o (n ALY B

A partir de (2.16), podemos obtener la funcién generadora de momentos de la varia-

ble Y;|e, y de este modo, conocer su distribucion.
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Haciendo uso de la ley de esperanzas iteradas y por (2.16) tenemos que,

My,e (t) = Ey,je [¢™]
~ Ex [Eyjex (¢)]

:EX MY|eX( )]

o (- A )
e &)
:exp{ﬁezt-l-e;ieﬂ}lax { (- >] (2.17)

Con la funcién generadora de momentos, Mx (-), de la distribucién normal con me-
dia p y matriz de precision A, y haciendo dl-T =(0,...,0,1,0,...,0), podemos encon-

trar la esperanza de lado derecho de (2.17) de la siguiente forma,

eT X T
EX |:et(Xi_ eTie ei):| = EX |:€‘Xp {t (d;TX — eie TAX) }:|
elAe
e’ A
=Ex {exp {t (dT €; TAe) XH
Ae
- (4 -etie) ]

e - plAe .
=exp | mi—eip
20 el Ae
+5 (diA - leTAe> (di i )} (2.18)

Pero, haciendo ¢;; = (A’l)ii, vemos que,
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el Ae € TAe ’ el Ae
e'd, , elAe
€; el Ae i (eTAe)2
dle e? e?
T gu T eTAe eTAe eTAe
€ 2.19
71T T Ae (.19)

Sustituimos (2.19) en (2.18),

_eTax . T Ae 2 6?
Ex |:et<XZ elae Z>:| = €xp { <,U/z - ezh) t+ 5 (Uii - BTAG) } . (220)

Por dltimo, sustituyendo (2.20) en (2.17) se sigue,

el Ap e? t2
My () = exp § Lot + ———
vile (1) = exp { eTAe * elAe 2 }

n’Ae 1 e )

PN T g )T\ T T T a6 ) !
e Ap N p’Ae . e? N ez \ t?
= €eX i i T G Oii — 5
P\ eT Ae a el Ae el Ae e’Ae) 2

t2
= exp (Mz‘t + Uu‘g) :

La cual corresponde a la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria

normal univariada, con media y; y varianza o;;. Por lo tanto,

A continuacién enunciamos una definicién que servird para resolver (2.14).
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Entropia. Si X es una variable aleatoria con funcién de densidad f, la entropia

de una variable aleatoria X esta definida como,

H(X):= —/Oof(x)logf(x)dx.

La entropia es un tipo especial de la informacién mutua. Si dos variables alea-

torias son iguales entonces la informacién mutua es igual a la entropia.

Para el caso normal se tiene una forma explicita para la entropia.

Entropia caso Normal. Si X ~ N (u, 0?), entonces la entropia de X esta dada
por,

H(X) = % (log (2mea?)) , (2.22)

aqui e representa el nimero de Euler, no hay confusién con las direcciones,

la cuales se denotan en negritas, ni con los elementos de tales direcciones, las

cuales tienen un subindice.

Regresando a la ecuacion (2.14), ya que sabemos que tanto la distribucién de Y;|e

como la de Y;|e, « son normales, podemos usar la expresion (2.22) para obtener: por un
lado,

[7@] [ 7tute.a)tog (wle, | ao
e s (el Y
_ _% {log (m efieﬂ / 7 () dz

1 1 2
=5 log (2me) — 3 log ( i ) , (2.23)

el Ae
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y por otro lado,

- [osntute) | [ 7 (@lerde| dn =~ [ ule)og (e d

[log (2meoy;)]

| = Do -

1
log (2me) + B log (04) - (2.24)

Finalmente, sustituimos (2.23) y (2.24) en (2.14),

1 1 e 1 1
I (txy,, TxTy,) = —3 log (2me) — = log +3 log (27e) + ~ log (04i)

2 el Ae 2
1 e?
=5 [log () — log (eTAe>}
1 TA
= —log (Uii—e 5 e) : (2.25)
2 €;

De la expresion (2.12) se puede ver que,

612 (eri)Q ‘
o (eTAe) s ( TAe | =108 (07);  Vi=1l...n,

lo que garantiza que I, (7xy,, mx7my;) > 0, Vi = 1,...,n, es decir, la informacién

mutua esta bien definida.

Ahora, tomaremos funciones crecientes g;’s de las Informaciones Mutuas margina-

les, con g; (z) := _engéz)v Vi =1,...,n,y minimizaremos la suma de estas funcio-

nes, ya que el argumento que las minimice sera el mismo. Asi,
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el Ae
[ ) 7 1 w9
ZQ (Txy,, TXTY;) Zg ( og <U o2 ))

7

1=

=~ (2.26)

De (2.26) se sigue que,

T
, e'e
min E gi (le (mxy,, Txmy,)) = arg min —

eeR” llell=1 ecR™:|e|=1 el Ae

) ele
=arg max
eckn|le|=1 \ el Ae

) el Ae
=arg min )
ecR:|le|=1 \ eTe

, estarfamos minimizando la dependencia

eAe

Lo anterior nos dice que, al minimizar
de cada entrada del nuevo punto generado Y con el estado actual de la cadena X. Es
decir, hemos encontrado otra interpretacion al criterio de minimizacién propuesto por
Christen et al. (2015).




CAPITULO 3

Propuesta de distribucion de direcciones

En este capitulo se propone dos algoritmos MCMC, que son una generalizacion del
muestreador de Gibbs estdndar, el primero se usard para simular de la distribuciéon Nor-
mal Multivariada y el segundo, bajo pequeias modificaciones del primero, se utilizara
para simular de una distribucion NTM. La distribucion de direcciones que proponemos,
se basa en minimizar las informaciones mutuas marginales descritas en la Seccién 2.4,
de este modo, estariamos reduciendo la dependencia de cada entrada del nuevo punto

generado con la del estado actual.

3.1. Caso Normal

Supongamos que la distribucién objetivo 7 es una Normal n — variada con vector
de medias @ y matriz de precision A, la cual es la inversa de la matriz de covarianzas,

es decir, que el vector aleatorio del que queremos simular es Z ~ N, (u, A).

Sean X = X® yY = X#+1 dos pasos consecutivos de la cadena, y denotemos
por X;,Y;, i=1,...,n,aloselementos de X y Y, respectivamente. El soporte de la

distribucién de direcciones que proponemos son aquellas direcciones que minimicen las

21
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Informaciones Mutuas Marginales que definimos en Seccién 2.4.

Podemos reescribir a la Informacién Mutua marginal dada en (2.25) como,

1 1 er,L' 2
1. (7TXyi,7rX7ryi) = 5 log (Un') - élog <—(eTAZ ) )

donde dI = (0,...,0,1,0,...0). Anteriormente probamos que I, (7xy,, Txmy,) > 0,
Vi=1,...,n, entonces,

1 1 Td,)?
I (mxy,, *xTy,) = arg min [— log (0;;) — = log (_(e ) )]
ecR:|le[|=1 2

ag 2 el Ae

2
arg ma (eri)

= X —_— .
eck:|le|=1 el Ae

min
ecR:|le]|=1
(3.1)

Si hacemos o;; = (A_l)ij, i,5=1,...,n,del Lema 2.9 tenemos que,

y el maximo se obtiene cuando e = cA ™~ 'd;, para cualquier constante ¢ # 0. Si tomamos
_ -1 Y A .
c= HA 1di” , entonces, podemos ver que la direccidén e que optimiza (3.1), seria la

i — esima columna normalizada de la matriz de varianzas y covarianzas A ™',

Ahora, si denotamos a e; = cA’ld,-, como la direccién optima que se obtiene al

minimizar /. (7xy,, TxTy,) con respecto a e, entonces Vj = 1,...,n, los valores de la
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Informacién Mutua marginal con ésta direccion son,

1 esz 2
les (o, mxmy;) = 5 10g (03;) — 3 log %)
1 1 (cdfA7'd,)?
= 5 log (0j5) — 5 log T A ACA ',
2
1 1 (df A~'d))
R e

7]

1 1 o
= 5 log (0j5) — S log (—”)

= ——log (P?j) ) 3.2)
donde p;; representa la correlacion entre las variables Z; y Z;, con Z ~ .

De (3.2) podemos ver que si ¢ = j entonces I, (7TXYj,7Tx7Tyj) = 0, es decir, que si
nos movemos en la direccién e; = cA~'d;, estaremos haciendo que la z—ésima entrada
del nuevo vector generado Y sea independiente del estado actual X . Mas aun, si p?j =1,
es decir, que si la variable Z; tiene correlacion perfecta con Z;, entonces al movernos
en la direccién e; = cA~'d;, haremos que tanto la t—ésima como la j—ésima entrada
de Y sean independientes de X. Por otro lado, conforme la correlacion p;; se valla
acercando a cero, la informacién mutua /o, (7T XY;, TX 7Tyj) se ira a infinito. Es importante
mencionar que esto tltimo no nos indica que la j — esima entrada de Y se haga “maés
dependiente” de X, pero si nos dice que, al menos, no serdn independientes. De modo
que podemos tomar las columnas normalizadas del la matriz de varianzas y covarianzas
como el soporte de la distribucién de direcciones, las cuales son una base de R". La
pregunta que surge es, ;cémo asignamos las probabilidades (pesos) de seleccién de cada

direccion?
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3.1.1. Seleccionando un conjunto de direcciones

De manera natural, abria que darle mayor peso a las direcciones e; que hagan que

las /e, (7r XY;, T Xﬂ'yj), para i # j, sean pequefias. Asi, una forma de dar prioridad a las

direcciones Optimas individuales e;, © = 1, ..., n, es en base a,
I = Zl Le, (mxv;, mx7y,) = =3 Zl log (o) - (3.3)
J= J=

La distribuciéon de direccion alternativa que proponemos, hace que la cadena se
mueva en un numero finito de direcciones. Para ello, haremos que las direcciones e
sean las columnas normalizadas de la matriz de varianzas y covarianzas A~!, asi e =
{e1,e,, ..., e,}. Lai—ésima direccidn se seleccionard con probabilidad proporcional a
Ii_l. Luego,

h(e) = kI ! (3.4)

)

1y -1 . . . o
donde k = (2?21 I; 1) . De este modo, estariamos ddndole mds pesos a las direcciones
e; ‘s que hagan que las I, (7erj, 7Tx’/TYj) ‘s sean pequeiias, es decir, darle mas peso a

las direcciones que hacen "més independientes" al resto de las entradas.

Pero habrd un problema al utilizar las expresion (3.3) cuando al menos dos variables,
Z; y Z;, sean independientes, es decir, cuando p?j = 0 para alguna ¢ y para alguna 7, ya
que, I, (7TXy]. , 7Tx7Tyj) seria infinito, y en consecuencia se le daria pesos igual a cero,

tanto a la direccion e; como a la e;, y la cadena resultante no seria irreducible.

Para corregir este problema se pensaron en tres posibilidades. La primera, que surge
de manera natural, consiste en simular de forma independiente a los bloques de variables
con correlacion cero. El segundo enfoque, trata de hacer solamente una modificacién a

la expresion dada en (3.3), de la siguente manera,

1
Iiz= ) Lo, (mxy,, mxmy,) = =5 D log (o) (3.5)

JEA; JEA;

donde A; = {k: p? #0, k=1,...,n}. Esto se pensd, ya que, si una variable (Z;)

es independiente de otra (Z;), entonces la variable Z; no tendria por que atribuir al peso




3.1. CASO NORMAL 25

que se le de a la direccion e;, la cual hace independiente a la entrada :—ésima del nuevo

vector.

La dltima opcién que consideramos, y que es por la que optamos por simplicidad,
consiste en sumar una cantidad considerablemente pequefa (¢) dentro del logaritmo de
la definicién dada en (3.3), para que, en caso de haber al menos dos pares de variables
independientes, no resulten informaciones mutuas marginales infinito. De esta manera,
eliminariamos el problema de dar pesos cero a ciertas direcciones. Asi, en lugar de usar

(3.3) en las probabilidades de seleccion de cada direccidon dadas en (3.4), usaremos
I = —lilog (5 +¢). (3.6)
2 = K

El algoritmo propuesto, considerando (3.6) en la distribucién A dada en (3.4), es el

siguiente:

Algoritmo 3 Gibbs Direccional Optimo: Normal Multivariada

Dado X = x,
1. Se generae ~ h(e).
2. Se genera una longitud r|e, x ~ N <—M, eTAe> :

el Ae

3. Hacemos XY = z + re.

Ya hemos visto que si nos movemos en la direccion e; = cA~td;, entonces la infor-
macion I, (Txy;, Tx7y,) = 0, mds aun, si p?j ~ 1 (s1 Z; esta fuertemente correlacionada
con Z;), entonces I, (7TXYj , 7Tx7Tyj) ~ 0. Por lo anterior, esperariamos que el Algorit-
mo 3 funcionard mejor cuando las variables del vector Z tengan alta correlacion. Ya que
con esto, con cualquier direccion elegida e;, se tendrd que I, (7'('ij, 7Tx7Tyj> ~ 0, esto
es, que en cualquier direccién que nos movamos, las entradas del vector generado Y

serdn casi independientes del vector actual X.
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3.2. Normal Truncada

Supongamos que tenemos una distribuciéon Normal n — variada con matriz de pre-
cision A y vector de medias g, pero con soporte truncado en z; € (a;,b;), —00 < a; <
b; <o0,7=1,...,n.Lafuncién de densidad de la distribucién NTM se puede expresar
como:

exp (L@ - A}
f:exp{% (x—p) Az - u)}dac

7 (x;p, A,a,b) =

Y

paraa < x < by 0 de otro modo.

Una forma muy simple para muestrear de la NTM seria generar valores de la Normal
Multivariada, por ejemplo con el Algoritmo 3, y solamente aceptar aquellas muestras que
estén dentro del soporte, es decir, aquellas que satisfacen x; € (a;,b;), Vi = 1,...,n.
Este método, el cual se conoce como Rejection Samplig, trabaja bien cuando la tasa de
aceptacion es razonablemente alta, sin embargo, resulta ser muy ineficiente cuando la
tasa de aceptacion es baja, como en el caso de alta dimension y/o cuando el soporte esta

estrechamente acotado.

La mayoria de los métodos disponibles para muestrear de la distribucion NTM estian
basados en el muestreador de Gibbs, el cual es simple de usar y tiene la ventaja de aceptar
todas las propuestas generadas y, por lo tanto, no se ve afectada por tasas de aceptacion
pobres. El inconveniente que se tiene con las muestras producidas por el muestreador de
Gibbs es que no son independientes, el grado de correlacién depende tanto de la matriz

de varianzas y covarianzas como de la dimensionalidad.

El muestreador de Gibbs estandar, muestrea de las distribuciones condicionales uni-
variadas 7 (z;|x_;) = 7 (x;|z1, ..., %i—1, Tiy1,- .., Ty), las cuales son Normales Trun-
cadas univariadas (Horrace, 2005; Kotecha y Djuric, 1999). Por lo tanto, el muestreador
de Gibbs requiere simular de una distribucién Normal Truncada univariada (NT) lo cual
se puede hacer de una forma simple y eficiente (Kotecha y Djuric, 1999). En Damien y
Walker (2001) presentan un esquema interesante al utilizar un slice sampler. Este algo-

ritmo, introduce una variable latente, en el esquema de un muestreador de Gibbs en un
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espacio aumentado por una variable, que convierte la distribucidén condicional completa

en una distribucion uniforme.

En esta seccion mostraremos que el Algoritmo 3 se puede utilizar, bajo pequefias

modificaciones, para muestrear de la distribucion Normal Truncada Multivariada.

Como se menciond anteriormente, podemos muestrear de una Normal Multivarada
seleccionando una direccién e y una longitud r, los cuales producen X D) — 2 1 re.

Notemos que, para la NTM, requerimos que a < x +re < b; entonces a; < x;4+re; <

b;, Vi€ {l,...,n}. Estolleva a tener restricciones sobre r de la forma,
Gt < < BB e > 0,
e; e;
b < < Gt e, < 0,

€q €

No debemos preocuparnos para el caso e; = () ya que no pone restricciones sobre r, esto

debido a que la i—ésima coordenada no cambiaria. Tomando r € (¢, d), con

i — Ti b; — ;
c= méx <{a x:ei>0}u{ T :ei<0}>, (3.7)
ie{l,...,n} €; €;
i — Ti by — ;
d= min <{a z :€i<O}U{ < :ei>0}>, (3.8)
ie{l,...,n} €; €;

garantizamos que @ < X Y1) < b. Ya que sabemos que r|e, (") sigue una distribucién

Normal, entonces la restriccién r € (¢, d) implica que r|e, x® ¢ d sigue una distribu-
cién NT.

Para simularde 7 ~ NT (1,02, a, b), usaremos el método de la transformada inversa,
como se describe en Chib (2001). Esto es,

o (o (5] e (o (59) (59))

donde ® es la funcién de distribucién de la normal estdndar y ®~! es su inversa, U es

una variable aleatoria uniforme en (0, 1).

Considerando la distribucion de direcciones h dada en (3.4), el algoritmo que propo-

nemos para simular de la distribucién NTM procede de la siguiente manera:
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Algoritmo 4 Gibbs Direccional Optimo: Normal Truncada Multivariada

Dado X = «,

1. Proponemos una direccién e de la distribucién h.

2. Proponemos una logitud r de una NT (u,., 7., ¢, d) con media p, = —%,

precisién 7, = el Ae, cy d como en (3.7) y (3.8).

3. Hacemos XY = 2 + re.

En el Capitulo 4 se realizan experimentos con el Algoritmo 4, al que le llamaremos

Algoritmo ODG, para ver su comportamiento.




CAPITULO 4

Experimentos numéricos

4.1. Caso Normal

Los experimentos a realizar, se hardn considerando una Normal n—variada con vec-
tor de medias p = (« /1/n, ..., \/1/ n) y matriz de precision A, para diferentes dimen-
siones n = 2, 3, 10, 20, 50, 100.

La matriz de precisién la obtenemos como A = PTAP. Aqui, P es una matriz alea-
toria ortonormal, generada a partir de la descomposiciéon QR de una matriz con entradas
aleatorias uniformes; P representa una base ortonormal de eigenvectores de A. Mientras
que A es una matriz diagonal con los eigenvalores \; = o; 2. La desviacién estandar en
cada direccion principal (eigen) es A\, V2 = o; = i~/ Estas representan desviaciones
estandar decrecientes e incrementan inversamente conforme « incrementa; o = 0 resulta
en una distribucién no correlacionada. Desviaciones estdndar més contrastantes resulta

en distribuciones més correlacionadas, ver Figura 4.1.

29
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Correlaciones para dimensién n =20
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Figura 4.1: Desviaciones estdndar progresivamente mas contrastantes.

Para cada combinacion de n y o calculamos el Integrated Autocorrelation Time (IAT)
de la cadena resultante. El IAT da un indice de la eficiencia de una cadena o de un método
de simulacion MCMC (Roberts y Rosenthal, 2001); se usa para estimar el numero de
simulaciones (7) que debemos descartar de la cadena para obtener una muestra pseudo-
independiente, ver Geyer (1992) para su estimacion. Por lo que quisiéramos obtener
valores bajos del IAT.

En la Tabla 4.1 se muestra el IAT dividido entre la dimensién (/AT /n) de las mues-
tras obtenidas de la distribucién Normal Multivariada para diferentes niveles de correla-

cién « y diferentes dimensiones n.

En la Figura 4.2 se muestra el /AT /n contra la dimensién (lado izquierdo) y el
I AT /n contra el nivel a (lado derecho), sacados de la Tabla 4.1. De la Figura 4.2a
vemos que cuando hay poca correlacion (« chico), el I AT /n se mantiene casi constante
con respecto a la dimensién. Mientras que conforme aumenta la dimensién también

crece el I AT /n, pero parece estabilizarse. De la Figura 4.2b podemos ver que conforme
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Dimension (n)

o) 2 3 10 20 50 100

0 1.511 1.643 1.811 1.744 1.632 1.437
I 1514 1.665 1.822 1.787 1.615 1.457
10 0.518 0.418 1.196 1.374 1.494 1.399
20 0.513 0.349 0.533 0.692 1.128 1.288
30 0.515 0337 0.197 0370 0.736 1.066

Tabla 4.1: /AT /n para muestras de la Normal Multivariada. Cada cantidad es el promedio de
30 cadenas de longitud 10000.

aumenta la correlacion (aumenta «), el AT /n va disminuyendo, y la velocidad con

que disminuye depende de la dimension. Como se habia previsto, el algoritmo funciona

mejor entre mds correlacionada este la distribucidn objetivo.

2.0 2 2.0 2

15 -

1.0 4

IAT/n

05 —F

0.0 T T T T

(a) (b)

Figura 4.2: Comportamiento del I AT'/n: (a) contra la dimension, para cada nivel v y (b) contra

o, para diferentes dimensiones. Caso Normal Multivarada.
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Podemos ver al Gibbs Direccional Optimo como una caminata aleatoria. Los IAT
resultantes para todas las combinaciones de n y o son menores al IAT 6ptimo tedrico
(IAT /n =~ 3) para una caminata aleatoria escalda 6ptima, como lo explican en Roberts
y Rosenthal (2001). Més atin, se tiene que [ AT /n < 2 para todas las combinaciones

realizadas, lo cudl nos da un indice de la eficiencia del algoritmo propuesto.

4.2. Normal Truncada

Los experimentos que haremos en esta seccidon se haran considerando una Normal
Truncada Multivariada n—dimensional, con vector de medias p y matriz de precisién A,
obtenidos como en la Seccién 4.1. El soporte estara restringido a z; > 0, es decir, todas
las entradas serdn positivas. Es importante notar que el soporte truncado permanece no
acotado. Nosotros no discutiremos como muestrear cuando el soporte esta estrechamente
acotado, por ejemplo, un soporte de la forma a; < z; < b; con —oo < a; < b; < 00,
para toda ¢ = 1,...,n. En el caso bidimensional, este soporte serd un rectangulo, y
podria representar basicamente un muestreo uniforme sobre el rectangulo, el cual es, en

esencia, un problema de simulacion diferente.

Comenzaremos analizando el caso n = 2 para poder comparar con los resultados
obtenidos en Christen et al. (2015). Ellos comparan su algoritmo, al que le llamaremos
ODG?2, con los muestreadores de Gibbs presentados en Kotecha y Djuric (1999) y en
Damien y Walker (2001), usando muchos ejemplos de la distribucion NTM. Nosotros
nos referiremos a estos dos ultimos algoritmos como KD y DW, respectivamente. Hare-
mos 5000 iteraciones con el Algoritmo ODG propuesto, comenzando en j, asi no serd

necesario el proceso de calentamiento (burn-in).

En la Figura 4.3 tenemos muestras de la distribucién objetivo para o = 0, 5, 10, 20.
Puntos en negro corresponden a muestras de la distribucién Normal bivaridad completa,
mientras que los puntos en azul corresponden a las muestras de la distribucién Normal
Truncada bivarada, resultado de usar el Algoritmo ODG. Como se menciona anterior-

mente, con forme « incrementa, la correlaciéon aumenta, y hace que las regiones sean
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mads dificiles de simular. Podemos ver que el Algoritmo ODG funciona bien en todos los
casos, explora todo el soporte. Mientras que para o = 10, tanto DW como KD tienen
dificultades para explorar toda la region de interés. Para o = 20, las muestras generadas

por KD y DW se concentran en una region pequeiia, ver Figura 4.4.

0.8
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0.0
0.0
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Figura 4.3: Muestras de la Normal bivariada completa (puntos negros) y de la NT bivariada
(puntos azules), con 5000 iteraciones, para (a) « = 0, (b) @« = 5, (¢) « = 10y (d)
a = 20.
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Figura 4.4: Muestras de la Normal bivariada completa (puntos negros) y de la NT bivariada
con el Algoritmo ODG1 (azul), ODG?2 (rojo), KD (verde), DW (naranja), con 5000
iteraciones para (a) « = 0, (b) a = 5, (¢) a = 10y (d) o = 20. Fuente: Christen
et al. (2015).
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Como se menciono anteriormente, el IAT es un indicador de la eficiencia del Al-
goritmo ODG. Sin embargo, el IAT no estd completamente estudiado para cadenas no
reversibles, como es el caso de los algoritmos KD y DW, ya que estos son muestreadores
de Gibbs sistemdticos. En lugar del IAT, en Christen et al. (2015), calculan el Tamafio
de Muestra Efectiva (TME) (Liu, 2008) y estiman 7 como m /7'M E, donde m es la lon-
gitud de la cadena. En la Tabla 4.2 se reportan los resultados obtenidos en Christen et al.
(2015) y los que se obtuvieron con el Algoritmo ODG, propuesto en este trabajo, para el

caso bidimensional.

Correlacion («)

T 0 5 10 20

ODG 3.0 25 1.1 1.0
KD 1.0 35 90.1 5388
DW 1.4 3.8 100.5 467.7

Tabla 4.2: Nimero de simulaciones (7) requeridas para obtener una muestra pseudoindepen-
diente. Cada cantidad es el promedio de 30 cadenas de longitud 5000. Normal Trun-
cada bivariada. Los datos de los algoritmos KD y DW, fueron tomados de Christen
et al. (2015).

En la Tabla 4.2 podemos ver que, para el caso independiente (« = 0), los algoritmo
KD y DW son més eficientes que ODG, ya que 7 es menor. Si embargo, conforme incre-
menta la correlacion, el algoritmo ODG tiene un mejor desempefio que los muestreado-
res de Gibbs sistematicos, se observa una diferencia muy grande cuando la correlacién
es alta, siendo mucho mejor ODG. Cabe destacar, que atin para bajas correlaciones, el

rendimiento del algoritmo ODG es comparable con los de KD y DW.

En la Tabla 4.3 se muestra el IAT dividido entre la dimensién (/ AT'/n) de la distribu-
ciéon NTM para diferentes niveles de correlacion « y diferentes dimensiones 7, obtenidos

con el algoritmo ODG.




4.2. NORMAL TRUNCADA 36

Dimension (n)

o) 2 3 10 20 50 100

0 1.504 1.692 1.795 1.749 1.606 1.450
I 1.810 1.992 2.179 2.005 1.739 1.503
10 0.517 0.487 3.119 4.550 3.458 2.421
20 0.516 0.337 1.010 3.130 4.407 3.230
30 0.502 0.348 0.596 1.201 2974 3.248

Tabla 4.3: ] AT /n para muestras de la distribucion NTM. Cada cantidad es el promedio de 30
cadenas de longitud 10000.

Para dar una mejor interpretacion de la Tabla 4.3, en la Figura 4.5 se muestra el
I AT /n contra la dimensi6n (lado izquierdo) y el AT /n contra el nivel o (lado dere-
cho). De la Figura 4.5a podemos ver que cuando la correlacién es muy baja, el /AT /n
no se ve afectado por la dimensién. También se observa que el comportamiento del al-
goritmo mejora si la distribucidn esta fuertemente correlacionada. Cabe mencionar, que
para un mismo nivel a no se obtendrd el mismo orden de correlacion para diferentes
tamafios de muestras. Para un « fijo, la correlacién disminuye conforme crece la di-
mension. Por ejemplo, para n = 2 con un o = 10, la distribucién estara fuertemente
correlacionada, mientras que para n = 100, con ese mismo nivel «, tendremos una dis-
tribucion casi independiente, y para n = 10 tendremos una correlacion “intermedia”.
Es por eso que se observa ese comportamiento en la Figura 4.5b: vemos que cuando la
correlacion es muy baja, el algoritmo funciona muy bien; conforme aumenta «, vemos
al principio que el /AT /n es menor para dimensién pequefa y dimension alta, esto se
debe a que cuando la dimension es pequefia, la distribucion se vuelve altamente correla-
cionada para un o pequeiio, mientras que para dimension alta (n = 100) la distribucién
es casi independiente (necesitamos un valor de o muy grande para que la distribucién se
vuelva altamente correlacionada). Por esta razén el I AT /n es pequeiio al inicio (caso in-
dependiente) y comienza a subir (correlacién media), hasta cierto punto, donde empieza

a hacerse pequefio nuevamente (correlacion alta).
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Figura 4.5: Comportamiento del [ AT'/n: (a) contra la dimensidn, para cada nivel « y (b) contra

«, para diferentes dimensiones. Caso NTM.

En la Figura 4.6 se presentan simulaciones de la distribuciéon NTM, obtenidas con el
Algoritmo ODG, para el caso de dimensién n = 20, con diferentes niveles de correla-
cion a = 0, 15, 30, 50. Se hicieron 10000 iteraciones, comenzando en y, de este modo
no fue necesario el burn-in. Puntos en negro, corresponden a muestras de la Normal
multivariada completa, mientras que los puntos en azul, corresponden a las muestras de
la distribuciéon NTM, resultado de usar el Algoritmo ODG. Para cada nivel « se selec-
cionaron, de forma aleatoria, parejas de indices, y con la funcién marginal?2 () del
paquete tmvtnorm, implementado en R, se obtiene la funcién de densidad bivariada de
la distribucion Normal Truncada Multivariada, y con esta se sacan los contornos (curvas
en verdes). De la Figura 4.6 podemos ver que el Algoritmo ODG funciona bien en todos
los casos, explora toda la regidn de interés. Se realizaron muchos experimentos para ver
que en efecto el algoritmo propuesto estuviera simulando de la distribucién objetivo, y

todos los resultados fueron satisfactorios.
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(© @

Figura 4.6: Muestras de la distribucion NM completa (puntos negros) y de la NT de dimensién
n = 20 (puntos azules), para (a) o = 0, (b) « = 15, (¢) @ = 30y (d) a = 50; las

curvas en verdes representan los contornos de la densidad truncada bivariada.




CAPITULO 5

Discusion

En este trabajo de tesis, se dieron dos justificaciones de porque funciona la propuesta
de distribucién de direcciones dada en Christen et al. (2015). Con la primera, vemos que
las direcciones propuestas son aquellas que reducen la dependencia, entrada a entrada,
de dos pasos consecutivos de la cadena. Mientras que con la segunda justificacion, se
observa que se reduce la dependencia de cada entrada del nuevo vector generado, Y,

con todo el vector actual de la cadena, X.

En la tesis, también se propuso una nueva distribucion de direcciones, para generar
muestras de una Normal Truncada Multivariada; esta basada en minimizar las infor-
maciones mutuas de cada entrada de Y con el del estado actual X, de este modo se
esta reduciendo la dependencia de cada entrada de Y con la de X. La distribucion de
direccion propuesta, tiene como soporte a las columnas normalizadas de la matriz de
varianzas y covarianzas A~'; damos mds pesos a aquellas direcciones que hacen que

las entradas de Y sean lo menos dependientes del estado actual X.

El algoritmo propuesto nos permite trabajar con distribuciones objetivos en altas di-
mensiones. La principal ventaja es que la distribucién de direcciones utilizada es discreta

y simular de ella es sumamente sencillo.
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Vimos que el algoritmo se vuelve mds eficiente cuando la densidad objetivo esta
fuertemente correlacionada, y estos casos suelen ser los mds complicados y es donde los
muestreadores de Gibbs estdndar resultan muy ineficientes, ademds, con frecuencia son

de interés en muchas casos de estudio.

La dificultad que le vemos al algoritmo propuesto es que requiere tanto de la matriz
de precisién A como de la matriz de varianzas y covarianzas A ~'. Por un lado tenemos
que las direcciones {ej, ey, ..., e,} son las columnas normalizadas de Al y, por otro

lado, la media y precisioén de la distribuciéon de la longitud r estdn dadas por pu, =

_eTA(@—p)

Aty 7, = e’ Ae, respectivamente.
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