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Director de tesis : Dra. Ekaterina Todorova Kolkovska

Agosto de 2006



Agradecimientos

A Dios por permitirme vivir este momento en la vida. A Verónica por su apoyo incondicional,
amor y paciencia durante todo este tiempo. A mis padres por su orientación y consejos. A
mis hermanos por su confianza y cariño.

Al CONACYT por otorgarme la beca número 184138. Al CIMAT por permitirme el uso de
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Introducción

El estudio de las distribuciones de vectores aleatorios es de gran interés en Probabilidad
y Estad́ıstica. En ocasiones, el conocimiento de las distribuciones marginales y la matriz
de correlación del vector aleatorio no es suficiente para determinar completamente la es-
tructura de dependencia que éste guarda. Una herramienta que ha sido desarrollada en los
últimos años para tratar este problema son las cópulas. Las cópulas, de manera informal, son

distribuciones multivariadas con marginales uniformes en el intervalo (0, 1). Los primeros es-

tudios de este tipo de distribuciones fueron realizados por Abe Sklar en 1959. En su trabajo,
Sklar utilizó por primera vez la palabra cópula para designar a las distribuciones multivaria-
das que cumple lo antes mencionado. Mediante el teorema que Sklar demostró, el cual lleva
su nombre, se puede obtener la distribución conjunta de un vector aleatorio con marginales
fijas, con el conocimiento de la cópula asociada a este vector. Un tipo especial de cópulas,
son las cópulas Arquimedianas, que por su sencilla definición poseen propiedades faciles de
usar y generalizar en dimensiones mayores que dos. En la actualidad, esta herramienta sigue

siendo tema de estudio y aplicaciones en modelos actuariales y financieros (ver [14],[15] y

referencias que ah́ı se hacen). En el tema de estimación de cópulas, varias aproximaciones

han sido usadas: métodos paramétricos (estimación via máxima verosimilitud y método

de momentos), métodos no paramétricos (cópulas emṕıricas) y métodos semiparamétricos.

También técnicas de simulación han tenido un papel importante, especialmente para in-

vestigar propiedades asintóticas de los estimadores. Para detalles véase Genest et al. [8],

Deheuvels [3], y Fermanian & Scaillet [7].

Los procesos estocásticos conocidos como caminatas aleatorias son importantes en mode-
lación estocástica. Dada una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, se define una caminata aleatoria como las sumas parciales. Uno de los resultados
más importantes en este tema es la celebre factorización de Wiener-Hopf, la cual permite
factorizar la función caracteŕıstica de una variable aleatoria en términos de transformadas
de Fourier de variables aleatorias asociadas a la caminata aleatoria. Entre las variables antes
mencionadas se encuentran el tiempo de entrada de la caminata aleatoria al eje positivo y el

valor con que ésto sucede. Otras variables de interés son: el máximo (en tiempo finito) y el

supremo de la caminata aleatoria. Los primeros resultados importantes sobre las variables

mencionadas fueron desarrollados por Frank Spitzer a finales de los años 50’s. En [20], [21]

se obtiene una expresión asintótica para la velocidad de convergencia de la distribución del
máximo de una caminata aleatoria a la distribución del supremo de la misma, esta relación

es útil (bajo ciertas condiciones) para hallar expresiones asintóticas para la probabilidad de

ruina en el área de teoŕıa de Riesgo.

Algunos temas de interés en la matemática actuarial de seguros son: evento ruina, tiempo
en que ocurre la ruina, y la probabilidad de que esto suceda. En general, determinar estas
cantidades no es una tarea sencilla. Es usual suponer independencia entre los tamaños de
las reclamaciones y los tiempos en que éstas suceden. En la literatura existe un gran número
de resultados bajo esta suposición que, aunque en ocasiones no es posible dar expresiones

expĺıcitas, se pueden obtener aproximaciones asintóticas [2], [16]. Mediante el uso de cópulas

se puede introducir cierta estructura de dependencia en las variables antes mencionadas, y
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de esta manera obtener resultados más generales, bajo el supuesto que las transformadas de
Laplace de ambas variables existen en una vecindad a la izquierda del cero. La factorización
de Wiener-Hopf en este caso juega un papel muy importante, debido a que ésta permite
expresar la probabilidad de ruina en términos de probabilidades de variables asociadas a la
caminata aleatoria, y de esta manera, obtener aproximaciones mediante el uso de la teoŕıa
existente para este tipo de proceso. Como casos particulares se pueden obtener expresiones
asintóticas para la probabilidad de ruina en tiempo finito e infinito.

La compra o venta de derivados en el mercado financiero se lleva a cabo mediante con-

tratos conocidos como opciones. Estos contratos le dan el derecho (más no la obligación)

al que los posee, de vender o comprar una porción de derivados a un precio previamente
fijado. Debido a diversos factores sociales, poĺıticos e inclusive ambientales, los precios en el
mercado vaŕıan con el tiempo, por esta razón es adecuado modelar estos precios mediante
un proceso estocástico. De esta forma, es necesario prefijar un precio a la opción, un precio
que sea “justo” para ambos, el que la vende y el que la compra. Al procedimiento anterior
se le conoce como valuación de opciones, y es uno de los temas de estudio en Finanzas.
Existen varios tipos de opciones, por mencionar algunas las opciones Europeas, Americanas,
Exóticas, etc. En 1973, Fischer Black and Myron Scholes propusieron un modelo para el pre-

cio de los derivados, el cual supone (bajo ciertas condiciones) que el precio sigue la dinámica

de un movimiento Browniano geométrico. Para este modelo existen expresiones cerradas
para los precios de las opciones Europeas. No obstante, bajo este mismo modelo, no se
conocen expresiones cerradas para el precio de opciones asiáticas. Debido a que las opciones

asiáticas involucran sumas finitas de variables aleatorias (no necesariamente independientes

entre ellas), la teoŕıa de comonotonicidad (máxima dependencia positiva posible) nos permite

encontrar cotas para el precio de estas opciones, bajo el mismo modelo de Black-Scholes.

La presente tesis tiene por principal objetivo presentar en forma autocontenida resultados
en ambos tópicos: teoŕıa de Riesgo y Finanzas. En teoŕıa de Riesgo se ilustrará el uso
de cópulas y la factorización de Wiener-Hopf, las cópulas como un medio para introducir
dependencia y la factorización de Wiener-Hopf como herramienta para obtener resultados
asintóticos de las probabilidades de ruina, todo lo anterior bajo el supuesto que se tienen
distribuciones de colas ligeras. Como aplicación de los resultados expuestos se desarrolló
estimaciones concretas de la probabilidad de ruina para el caso en el cual la dependencia
está descrita por medio de la cópula Gamma bivariada de Cheriyan y Ramabhadran. En
la segunda parte de la tesis, dedicada a aplicaciones en Finanzas, se ilustrará la aplicación
de resultados de comonotonicidad para la valuación de opciones asiáticas. En este tópico se
realizó un programa en S-PLUS para obtener resultados numéricos.

Esta tesis esta fundamentada en los art́ıculos de Albrecher & Teugels [1], Dhaene et al.

[4], [5] y la estructura de la misma se detalla a continuación. En el caṕıtulo 1 se da la

definición de cópula, cópula Arquimediana y sus propiedades más importantes, se introduce
el concepto de medidas de concordancia, aśı como también se introducen las caminatas
aleatorias, propiedades, relaciones más importantes y la factorización de Wiener-Hopf. En
el caṕıtulo 2 se presenta el modelo de riesgo que junto con los resultados del caṕıtulo 1 sobre
caminatas aleatorias, permiten hallar expresiones asintóticas para la probabilidad de ruina.
En el caṕıtulo 3, se introducen el concepto de comonotonicidad, aśı como también el de
orden convexo y primas stop-loss; se obtienen las cotas correspondientes para el valor de una
opción asiática y para este caso algunos resultados numéricos. El caṕıtulo 4 es a manera de
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apéndice, donde se hace un breve resumen de algunos resultados de procesos de renovación
de gran utilidad para el desarrollo del caṕıtulo 2.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Cópulas

1.1.1 Definición y propiedades

En esta sección se dará la definición de cópula bidimensional, aśı como también las pro-
piedades más importantes que surgen. Cópulas n-dimensionales se pueden definir en forma
similar, pero éstas quedan fuera del propósito de esta tesis. A lo largo de la tesis, f función

no decreciente significará que si x1 < x2, entonces f(x1) ≤ f(x2); f función creciente será

que si x1 < x2, entonces f(x1) < f(x2). En forma similar, se tendrá para funciones no

crecientes, decrecientes. Denotaremos con R la recta extendida y con I el intervalo cerrado

[0, 1].

Definición 1.1.1 Sean S1, S2 subconjuntos no vacios de R y H una función con dominio

DomH = S1×S2. Sea B = [x1, x2]× [y1, y2] rectángulo cuyos vértices pertenecen al dominio

de H. Entonces, el H-volumen de B está dado por

VH(B) := H(x2, y2)−H(x2, y1)−H(x1, y2) +H(x1, y1).

La función H se dice 2-creciente si VH(B) ≥ 0, para todo rectángulo B cuyos vértices

pertenecen al dominio de H.

Nótese que si H es 2-creciente no necesariamente es no decreciente en cada argumento,

ni viceversa. Lo anterior se verifica considerando las funciones H1(x, y) = (2x− 1)(2y − 1),

H2(x, y) = max(x, y) definidas en I2. Se tiene que H1 es 2-creciente, pero no cumple ser

no decreciente en cada argumento; H2 es no decreciente en cada argumento, pero no es

2-creciente porque VH2(I
2) = −1. No obstante, podemos obtener la propiedad de ser no

decreciente para cierta función. Esto se puede ver en el siguiente lema.

Lema 1.1.2 Sea H una función 2-creciente con dominio S1×S2. Sean x1, x2 ∈ S1, y1, y2 ∈
S2, que cumplen x1 ≤ x2, y1 ≤ y2. Entonces las funciones,

t 7−→ H(t, y2)−H(t, y1), t 7−→ H(x2, t)−H(x1, t)

son no decrecientes en S1 y S2 respectivamente.
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La demostración del lema anterior se sigue de la definición para funciones 2-crecientes.
Ahora veremos que tipo de funciones 2-crecientes son no decrecientes en cada argumento.
Para ello se da la siguiente definición.

Definición 1.1.3 Sea H definida como antes y supongamos que S1 tiene elemento mı́nimo

a1, S2 elemento mı́nimo a2. Decimos que H es con base si para todo (x, y) ∈ S1 × S2 se

cumple H(x, a2) = H(a1, y) = 0.

Lema 1.1.4 Sea H una función con base, 2-creciente. Entonces H es no decreciente en
cada argumento.

Demostración. Se sigue del lema anterior tomando x1 = a1 y y1 = a2.

Ahora supóngase que S1 y S2 tienen elementos máximos b1 y b2, respectivamente. En-
tonces la función H : S1 × S2 → R tiene marginales F y G dadas por

DomF = S1, F (x) := H(x, b2), x ∈ S1, DomG = S2, G(y) := H(b1, y), y ∈ S2.

Ejemplo 1.1.5 La función H : [−1, 1]× [0,∞] → R dada por

H(x, y) =
(x+ 1)(ey − 1)

x+ 2ey − 1
,

es con base (a1 = −1, a2 = 0) y tiene marginales

F (x) =
x+ 1

2
, G(y) = 1− e−y.

El lema siguiente muestra la relación entre la función H y sus marginales cuando H es
con base.

Lema 1.1.6 Sea H una función con base, 2-creciente. Sean (x1, y1), (x2, y2) ∈ S1 × S2.

Entonces
|H(x2, y2)−H(x1, y1)| ≤ |F (x2)− F (x1)|+ |G(y2)−G(y1)|.

Demostración. De la desigualdad del triángulo,

|H(x2, y2)−H(x1, y1)| ≤ |H(x2, y2)−H(x1, y2)|+ |H(x1, y2)−H(x1, y1)|.

Supongamos x1 ≤ x2. Los lemas anteriores implican

0 ≤ H(x2, y2)−H(x1, y2) ≤ F (x2)− F (x1).

Una desigualdad similar se puede obtener cuando x2 ≤ x1. Por lo tanto

|H(x2, y2)−H(x1, y2)| ≤ |F (x2)− F (x1)|.

En forma análoga

|H(x1, y2)−H(x1, y1)| ≤ |G(y2)−G(y1)|,

lo cual termina la prueba.
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Definición 1.1.7 Una cópula C 2-dimensional es una función con base, 2-creciente, con

dominio el cuadrado unitario I2, que satisface,

C(1, v) = v, C(u, 1) = u, ∀u, v ∈ I.

De la definición y del Lema 1.1.4 se sigue

0 = C(0, v) ≤ C(u, v) ≤ C(u, 1) ≤ C(1, 1) = 1,

lo cual muestra que el rango de C está contenido en I (RanC ⊆ I). Además, cualquier

cópula está acotada como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.8 Sea C una cópula. Entonces para todo (u, v) ∈ I2 se cumple

max(u+ v − 1, 0) ≤ C(u, v) ≤ min(u, v) (1.1)

Demostración. Tenemos

C(u, v) ≤ C(u, 1) = u, C(u, v) ≤ C(1, v) = v.

De aqúı se sigue la desigualdad derecha de (1.1).

Por otro lado,

VC([u, 1]× [v, 1]) ≥ 0, C(u, v) ≥ 0,

y debido a que VC([u, 1]× [v, 1]) = C(u, v)− u− v+ 1, resulta el lado izquierdo de (1.1).

Definición 1.1.9 Las funciones M(u, v) = min(u, v), W (u, v) = max(u + v − 1, 0) que

aparecen en (1.1), son llamadas cotas superior e inferior de Fréchet-Hoeffding, respectiva-
mente.

De esta manera, las desigualdades del Teorema 1.1.8 se escriben en la forma

W (u, v) ≤ C(u, v) ≤M(u, v).

Se puede mostrar que W y M son cópulas. Otra cópula de interés que se verá más adelante es

Π(u, v) = uv, la cual se relaciona con la independencia de dos variables aleatorias continuas.

El Lema 1.1.6 da como consecuencia el siguiente teorema.

Teorema 1.1.10 Sea C una cópula. Entonces para todo u1, u2, v1, v2 ∈ I se cumple

|C(u2, v2)− C(u1, v1)| ≤ |u2 − u1|+ |v2 − v1|. (1.2)

De aqúı, C es uniformemente continua sobre su dominio.

Otras funciones de interés relacionadas con una cópula son la sección horizontal, vertical
y diagonal de una cópula, las cuales definimos a continuación
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Definición 1.1.11 Sea C una cópula, a ∈ I. Las funciones

t 7−→ C(t, a),

t 7−→ C(a, t),

t 7−→ C(t, t) := δC(t),

son llamadas sección horizontal, vertical y diagonal de la cópula C, respectivamente.

Del Lema 1.1.4 y del Teorema 1.1.10 se sigue el corolario siguiente.

Corolario 1.1.12 Las secciones horizontal, vertical y diagonal de la cópula C son no de-
crecientes y uniformemente continuas sobre I.

Una cópula tiene primeras derivadas parciales (en casi todas partes con respecto a la

medida de Lebesque en I), como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.13 Sea C una cópula. Entonces para cada v ∈ I, la derivada parcial ∂C/∂u

existe para casi toda u, y se tiene

0 ≤ ∂C(u, v)

∂u
≤ 1. (1.3)

Similarmente, para cada u ∈ I, la derivada parcial ∂C/∂v existe para casi toda v, y se tiene

0 ≤ ∂C(u, v)

∂v
≤ 1. (1.4)

Además, las funciones u 7−→ ∂C(u, v)/∂v, v 7−→ ∂C(u, v)/∂u están definidas y son no

decrecientes en casi todas partes en I.

Demostración. La existencia de ∂C/∂u, ∂C/∂v se sigue de la monotonicidad de las sec-

ciones horizontal y vertical, respectivamente. Las desigualdades (1.3) y (1.4) se siguen de

(1.2) haciendo v1 = v2, u1 = u2, respectivamente. Ahora mostraremos la segunda afirmación

del teorema. Si v1 ≤ v2, entonces u 7−→ C(u, v2) − C(u, v1) es no decreciente. De aqúı,

∂(C(u, v2) − C(u, v1))/∂u está definida y es no negativa en casi todas partes en I. Por lo

tanto, v 7−→ ∂C(u, v)/∂u está definida y es no decreciente en casi todas partes en I. En

forma similar se prueba para u 7−→ ∂C(u, v)/∂v.

El siguiente teorema enfatiza la manera en la cual una cópula “acopla” una función de
distribución a sus marginales univariadas. No se demostrará porque queda fuera del propósito

de esta tesis, su demostración puede verse en [14].
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Teorema 1.1.14 (Teorema de Sklar). Sean X e Y variables aleatorias con funciones de dis-

tribución F y G, respectivamente, que tienen función de distribución conjunta H. Entonces
existe una cópula C tal que

H(x, y) = C(F (x), G(y)), ∀x, y ∈ R. (1.5)

Si F y G son continuas, entonces C es única. En el caso general, C está unicamente
determinada en RanF × RanG. Rećıprocamente, si C es cópula, F y G son funciones

de distribución, entonces la función H definida por (1.5) es una función de distribución

conjunta con marginales F y G.

En lo que sigue denotaremos por CX,Y la cópula que resulta del teorema de Sklar. El

teorema de Sklar implica que para X e Y variables aleatorias continuas, X e Y son inde-
pendientes si y solo si CX,Y = Π. Otra consecuencia del teorema de Sklar es la siguiente

desigualdad,

max(F (x) +G(y)− 1, 0) ≤ H(x, y) ≤ min(F (x), G(y)). (1.6)

Definición 1.1.15 Las cotas max(F (x)+G(y)−1, 0) y min(F (x), G(y)) son llamadas cotas

de Fréchet-Hoeffding para funciones de distribución conjunta H con marginales F y G.

Un interesante problema para estudiar es bajo que condiciones la función H es igual a
una de sus cotas, el cual estudiaremos más adelante.

Una importante propiedad de la cópula CX,Y es que permanece invariante bajo transfor-

maciones crecientes de X e Y como se verá en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.16 Sean X e Y variables aleatorias continuas con cópula CX,Y . Si α y

β son funciones crecientes sobre RanX y RanY , respectivamente. Entonces se cumple
Cα(X),β(Y ) = CX,Y .

Demostración. Sean F1, G1, F2, G2 las funciones de distribución de X, Y , α(X), β(Y ),

respectivamente. Tenemos que α es creciente, por lo tanto,

F2(x) = P (α(X) ≤ x)

= P (X ≤ α−1(x))

= F1(α
−1(x)).

En forma similar,

G2(y) = G1(β
−1(y)).

De esta manera, por el teorema de Sklar, para cualesquiera x, y ∈ R,

Cα(X),β(Y )(F2(x), G2(y)) = P (α(X) ≤ x, β(Y ) ≤ y)

= P (X ≤ α−1(x), Y ≤ β−1(y))

= CX,Y (F1(α
−1(x)), G1(β

−1(y)))

= CX,Y (F2(x), G2(y)).
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Debido a que X, Y son continuas se sigue que RanF2 = RanG2 = I. Por lo tanto
Cα(X),β(Y ) = CX,Y .

Cuando al menos una de las funciones α o β es decreciente, obtenemos resultados en los

cuales la cópula de las variables aleatorias α(X), β(Y ) es una transformación de CX,Y .

Teorema 1.1.17 Sean X, Y variables aleatorias continuas con cópula CX,Y . Sean α y β

funciones monótonas sobre RanX y RanY , respectivamente.

1. Si α es creciente y β es decreciente, entonces

Cα(X),β(Y )(u, v) = u− CX,Y (u, 1− v).

2. Si α es decreciente y β es creciente, entonces

Cα(X),β(Y )(u, v) = v − CX,Y (1− u, v).

3. Si α y β son decrecientes, entonces

Cα(X),β(Y )(u, v) = u+ v − 1 + CX,Y (1− u, 1− v).

Demostración. Mostraremos 1, los demás incisos se demuestran de forma análoga. Usando
el mismo procedimiento del Teorema 1.1.16, tenemos

F2(x) = F1(α
−1(x)), G2(y) = 1−G1(β

−1(y)).

Entonces

Cα(X),β(Y )(F2(x), G2(y)) = P (α(X) ≤ x, β(Y ) ≤ y)

= P (X ≤ α−1(x), Y ≥ β−1(y))

= P (X ≤ α−1(x))− P (X ≤ α−1(x), Y ≤ β−1(y))

= F1(α
−1(x))− CX,Y (F1(α

−1(x)), G1(β
−1(y)))

= F2(x)− CX,Y (F2(x), 1−G2(y)).

Usando el mismo razonamiento que en el Teorema 1.1.16 se sigue el resultado.

Cada cópula C induce una medida de probabilidad sobre I2, a través de la relación

C(u, v) = VC([0, u]× [0, v]),

es decir, la C-medida de un conjunto es su C-volumen, VC . De esta manera, consideramos
la descomposición

C(u, v) = AC(u, v) + SC(u, v),

donde

AC(u, v) =

∫ u

0

∫ v

0

∂2

∂s∂t
C(s, t)dtds, SC(u, v) = C(u, v)− AC(u, v).

La existencia de ∂2C(s, t)/∂s∂t se sigue del Teorema 1.1.13.
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Definición 1.1.18 Si C = AC, se dice que C es absolutamente continua. Si C = SC,
entonces C se llama singular. En el caso general, C tiene componente continuo y componente
singular.

Recordemos que el soporte de una función de distribución conjunta H es el complemento

de la unión de todos los subconjuntos abiertos de R2 con H-medida cero, luego el soporte

de un cópula es el complemento de la unión de todos los subconjuntos abiertos de I2 con C-

medida cero. Cuando el soporte de C es I2, decimos que C tiene soporte completo. Cuando
C es singular, su soporte tiene medida de Lebesgue cero y rećıprocamente.

Se puede demostrar que las cópulas M y W son singulares con soporte los conjuntos

{(u, v) ∈ I2 : u = v}, {(u, v) ∈ I2 : u = 1− v},

respectivamente. En cambio, la cópula Π es absolutamente continua porque

AΠ(u, v) =

∫ u

0

∫ v

0

∂2

∂s∂t
Π(s, t)dtds

=

∫ u

0

∫ v

0

1dtds

= Π(u, v)

Ahora regresaremos a la ecuación (1.6) y veremos en que casos H es igual a alguna de

sus cotas. Para ello tenemos la siguiente definición,

Definición 1.1.19 Para S ⊂ R2
, se dice que S es no decreciente si para cada (x, y), (u, v) ∈

S, x < u implica y ≤ v. Y decimos que S es no creciente, si para cada (x, y), (u, v) ∈ S, x < u

implica y ≥ v.

Ejemplo 1.1.20 Sean A1, A2, A3 definidos por

A1 = {(x, x2) : 0 ≤ x ≤ 1},
A2 = {(x, x+ 1) : 1 ≤ x ≤ 2},
A2 = {(x, 4) : 2 ≤ x ≤ 3}.

Entonces el conjunto S = A1

⋃
A2

⋃
A3 es un conjunto no decreciente en R2

.

Un conjunto S no decreciente, también es llamado comonotónico. Conjuntos comonotónicos
en dimensiones mayores a dos serán considerados en el caṕıtulo 3.

Lema 1.1.21 Sea S ⊂ R2
. Entonces S es no decreciente si y sólo si para cada (x, y) ∈ R2

,

se cumple alguna de las dos condiciones siguientes, para cada (u, v) ∈ S

u ≤ x implica v ≤ y (1.7)

o bien
v ≤ y implica u ≤ x (1.8)

12



Demostración. Supongamos que S es no decreciente, y que no se cumplen (1.7) y (1.8).

Entonces, existen (a, b), (c, d) ∈ S tales que a ≤ x, b > y, d ≤ y y c > x, lo que implica c > a

y b > d, lo cual es una contradicción porque S es no decreciente. Por lo tanto, se cumplen

(1.7) y (1.8).

Ahora supongamos que S no es no decreciente. Entonces existen (a, b), (c, d) ∈ S con

a < c y b > d. Sea (x, y) = ((a+ c)/2, (b+ d)/2); entonces (x, y) no cumple (1.7) y (1.8).

Lema 1.1.22 Sean X, Y variables aleatorias con función de distribución conjunta H. En-

tonces H es igual a su cota superior de Fréchet-Hoeffding si y sólo si para cada (x, y) ∈ R2
,

se tiene P (X > x, Y ≤ y) = 0 ó P (X ≤ x, Y > y) = 0.

Demostración. Sean F y G marginales de H. Entonces

F (x) = H(x, y) + P (X ≤ x, Y > y), G(y) = H(x, y) + P (X > x, Y ≤ y).

De esta forma, tenemos H(x, y) = M(F (x), G(y)) si y sólo si P (X > x, Y ≤ y) = 0 ó

P (X ≤ x, Y > y) = 0.

Teorema 1.1.23 Sean X, Y variables aleatorias con función de distribución conjunta H.
Entonces H es igual a su cota superior de Fréchet-Hoeffding si y sólo si el soporte de H es

un subconjunto no decreciente de R2
.

Demostración. Sea S el soporte de H y (x, y) ∈ R2
. Entonces, (1.7) se cumple si y sólo

si {(u, v) : u ≤ x, v > y} ∩ S = φ, y esto ocurre si y sólo si P (X ≤ x, Y > y) = 0.

Analogamente, (1.8) se cumple si y sólo si {(u, v) : v ≤ y, u > x} ∩ S = φ, y esto ocurre si y

sólo si P (X > x, Y ≤ y) = 0. El resultado se sigue de los Lemas 1.1.21 y 1.1.22.

Ahora veremos un tipo especial de cópulas, que son las cópulas de sobrevivencia. Recorde-

mos que la función de sobrevivencia se define por F (x) = P (X > x) = 1− F (x).

Definición 1.1.24 Sea (X, Y ) un vector aleatorio, la función conjunta de sobrevivencia está

dada por H(x, y) = P (X > x, Y > y), con marginales:

H(x,−∞) = F (x), H(−∞, y) = G(y).

De esta manera, tenemos la siguiente definición,

Definición 1.1.25 La cópula de sobrevivencia Ĉ relacionada con la cópula C, se define por
la ecuación,

Ĉ(u, v) = u+ v − 1 + C(1− u, 1− v), u, v ∈ I.

Veamos que en efecto Ĉ es cópula. Es claro que Ĉ cumple con las condiciones de frontera.
Ahora, para u1 ≤ u2, v1 ≤ v2 ∈ I, tenemos

VĈ([u1, u2]× [v1, v2]) = VC([1− u2, 1− u1]× [1− v2, 1− v1]) ≥ 0.
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De lo anterior se sigue que Ĉ es 2-creciente, por lo tanto Ĉ es cópula.

Si (X, Y ) es un vector aleatorio continuo con función de distribución conjunta de sobre-

vivencia H y marginales de sobrevivencia F (x) y G(y), usando el teorema de Sklar,

H(x, y) = 1− F (x)−G(y) + CX,Y (F (x), G(y))

= F (x) +G(y)− 1 + CX,Y (1− F (x), 1−G(y))

= Ĉ(F (x), G(y)),

es decir, tenemos una ecuación involucrando las funciones de sobrevivencia similar a la
obtenida en el teorema de Sklar.

En el conjunto de las cópulas es posible definir un orden, el cual es útil para comparar
elementos en familias paramétricas de cópulas. Este orden es un orden parcial, y se define a
continuación.

Definición 1.1.26 Sean C1 y C2 cópulas. Se dice que C1 es más pequeña que C2 (o que C2

es más grande que C1), denotado por C1 ≺ C2 (o C2 � C1), si C1(u, v) ≤ C2(u, v)∀u, v ∈ I.

Como se mencionó, el orden definido anteriormente es un orden parcial (las cópulas

(1/2)(W +M) y Π no son comparables). No obstante, existen familias de cópulas que son

totalmente ordenadas. Una familia de cópulas {Cθ} será positivamente ordenada si Cα ≺ Cβ

siempre que α ≤ β y negativamente ordenada si Cα � Cβ siempre que α ≤ β.

Ejemplo 1.1.27 La familia de cópulas Ali-Mikhail-Haq {Cθ}, dada por

Cθ(u, v) =
uv

1− θ(1− u)(1− v)
, θ ∈ [−1, 1],

es positivamente ordenada porque para u, v ∈ (0, 1) se cumple

Cα(u, v)

Cβ(u, v)
=

1− β(1− u)(1− v)

1− α(1− u)(1− v)
≤ 1,

siempre que α ≤ β.

A continuación estudiaremos una clase especial de cópulas, a saber, las cópulas Arqui-

medianas. Éstas son importantes por la forma general de su construcción, la gran variedad
de familias que pertenecen a esta clase y las propiedades que poseen.

Definición 1.1.28 Sea ϕ : I 7−→ [0,∞] continua, decreciente tal que ϕ(1) = 0. La pseudo-

inversa de ϕ se define de la siguiente manera:

ϕ[−1] =


ϕ−1(t), 0 ≤ t ≤ ϕ(0),

0, ϕ(0) ≤ t ≤ ∞.
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En lo que sigue, Φ denota el conjunto de las funciones continuas de I en [0,∞], decre-

cientes con ϕ(1) = 0. De la definición se siguen las siguientes observaciones.

Observaciones

1. Domϕ[−1] = [0,∞], Ranϕ[−1] = I. Además, ϕ[−1] es continua, no creciente en [0,∞]

y decreciente en [0, ϕ(0)].

2. Para cada u ∈ I, ϕ[−1](ϕ(u)) = u y

ϕ(ϕ[−1](u)) =


u, 0 ≤ u ≤ ϕ(0),

ϕ(0), ϕ(0) ≤ u ≤ ∞,

= min{u, ϕ(0)}.

3. Si ϕ(0) = ∞, entonces ϕ[−1] = ϕ−1.

Lema 1.1.29 Sea ϕ ∈ Φ con pseudo-inversa ϕ[−1], y sea C : I2 7−→ I definida por

C(u, v) = ϕ[−1][ϕ(u) + ϕ(v)]. (1.9)

Entonces C satisface las condiciones de frontera de una cópula.

Demostración. Debido a que ϕ(u) + ϕ(0) ≥ ϕ(0),

C(u, 0) = ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(0)) = 0.

Y por la Observación 2,

C(u, 1) = ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(1)) = ϕ[−1](ϕ(u)) = u.

Por simetŕıa, C(0, v) = 0, C(1, v) = v.

El siguiente lema nos proporciona una condición necesaria y suficiente para que la función

definida por (1.9) sea 2-creciente.

Lema 1.1.30 Bajo las condiciones del Lema 1.1.29, C es 2-creciente si y sólo si para todo
v ∈ I,

C(u2, v)− C(u1, v) ≤ u2 − u1, (1.10)

cuando u1 ≤ u2.

Demostración. Supongamos que C es 2-creciente. Debido a que C es 2-creciente, VC([u1, u2]×
[v, 1]) ≥ 0, y el resultado se sigue por el Lema 1.1.29.

Reciprocamente, sean u1 ≤ u2, v1 ≤ v2 ∈ I. Nótese que C(0, v2) = 0 ≤ v1 ≤ v2 =

C(1, v2). Debido a que C es continua (ϕ y ϕ[−1] lo son) existe t ∈ I tal que C(t, v2) = v1 (o

ϕ(t) + ϕ(v2) = ϕ(v1), si v1 6= 0). Demostraremos

C(u2, v1)− C(u1, v1) ≤ C(u2, v2)− C(u1, v2). (1.11)
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Nótese que si v1 = 0 entonces (1.11) claramente se satisface. Supongamos v1 6= 0 y

consideremos los casos:

1. ϕ(u2) + ϕ(v2) > ϕ(0) ó ϕ(u1) + ϕ(v2) > ϕ(0),

2. ϕ(u2) + ϕ(v2) ≤ ϕ(0) y ϕ(u1) + ϕ(v2) ≤ ϕ(0).

Para el caso 1, tenemos que para u fijo C(u, v1) ≤ C(u, v2), porque ϕ y ϕ[−1] son no crecientes.

En forma análoga para v fijo, C(u1, v) ≤ C(u2, v). De esta manera, si ϕ(u2) + ϕ(v2) > ϕ(0)

entonces C(u2, v2) = 0, lo que implica que C(u1, v2) = 0 = C(u2, v1), y (1.11) resulta. En

forma análoga se sigue el caso ϕ(u1) + ϕ(v2) > ϕ(0).

Ahora veamos el caso 2. Por la observación hecha al inicio de la prueba, tenemos

C(u2, v1)− C(u1, v1) = ϕ[−1](ϕ(u2) + ϕ(v1))− ϕ[−1](ϕ(u1) + ϕ(v1))

= ϕ[−1](ϕ(u2) + ϕ(v2) + ϕ(t))− ϕ[−1](ϕ(u1) + ϕ(v2) + ϕ(t))

= C(C(u2, v2), t)− C(C(u1, v2), t)

≤ C(u2, v2)− C(u1, v2).

Los Lemas 1.1.29 y 1.1.30 implican que las funciones que satisfacen (1.11) son cópulas.

En el Teorema 1.1.32 veremos que tipos de funciones ϕ hacen de C, definida por la fórmula

(1.9), una cópula. Primero demostraremos el siguiente lema.

Lema 1.1.31 Sea ϕ ∈ Φ con pseudoinversa ϕ[−1]. Si ϕ es midconvexa, es decir,

ϕ

(
s+ t

2

)
≤ ϕ(s) + ϕ(t)

2
, ∀ s, t,

entonces ϕ es convexa. Además, ϕ es convexa si y sólo si ϕ[−1] es convexa.

Demostración. Supongamos que ϕ no es convexa, entonces existen s < t tal que para

algún λ ∈ (0, 1)

ϕ(λt+ (1− λ)s) > λϕ(t) + (1− λ)ϕ(s).

Sean

A− = {η < λ : ϕ(ηt+ (1− η)s) = ηϕ(t) + (1− η)ϕ(s)},
A+ = {η > λ : ϕ(ηt+ (1− η)s) = ηϕ(t) + (1− η)ϕ(s)},

y α = supA−, β = inf A+. De la continuidad de ϕ se sigue que α < β,

ϕ(αt+ (1− α)s) = αϕ(t) + (1− α)ϕ(s), ϕ(βt+ (1− β)s) = βϕ(t) + (1− β)ϕ(s).

De esta manera, tomando s∗ = αt+ (1− α)s, t∗ = βt+ (1− β)s, obtenemos

ϕ

(
s∗ + t∗

2

)
>
ϕ(s∗) + ϕ(t∗)

2
,
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lo que contradice la midconvexidad de ϕ. Por lo tanto, ϕ es convexa.

Ahora demostraremos que ϕ convexa implica ϕ[−1] convexa; el rećıproco es análogo. Sean

s, t ∈ [0,∞]; sin pérdida de generalidad podemos suponer s < t < ϕ(0). Para s y t dados

tenemos que existen u > v ∈ I tal que s = ϕ(u), t = ϕ(v). Debido a que ϕ es convexa,

ϕ(λu+ (1− λ)v) ≤ λϕ(u) + (1− λ)ϕ(v). (1.12)

Como ϕ es decreciente, ϕ−1 también lo es. De esta manera de (1.12) se sigue

λu+ (1− λ)v ≥ ϕ−1(λϕ(u) + (1− λ)ϕ(v)),

es decir,

λϕ[−1](s) + (1− λ)ϕ[−1](t) ≥ ϕ[−1](λs+ (1− λ)t),

Por lo tanto, ϕ[−1] es convexa.

Teorema 1.1.32 Sea ϕ ∈ Φ con pseudoinversa ϕ[−1]. La función definida por (1.9) es una

cópula si y sólo si ϕ es convexa.

Demostración. Ya hemos probado que C satisface las condiciones de frontera para una

cópula. Como consecuencia del Lema 1.1.30 solo necesitamos mostrar que (1.10) se cumple

si y sólo si ϕ es convexa. Nótese que (1.10) es equivalente a

u1 + ϕ[−1](ϕ(u2) + ϕ(v)) ≤ u2 + ϕ[−1](ϕ(u1) + ϕ(v)),

para u1 ≤ u2, aśı que si hacemos a = ϕ(u1), b = ϕ(u2), c = ϕ(v), entonces (1.10) es

equivalente a

ϕ[−1](a) + ϕ[−1](b+ c) ≤ ϕ[−1](b) + ϕ[−1](a+ c), (1.13)

donde a ≥ b, c ≥ 0.

Supongamos que ϕ[−1] satisface (1.13), y s, t ∈ [0,∞] son tales que 0 ≤ s < t. Si

sustituimos a = (s+ t)/2, b = s, c = (t− s)/2 en (1.13), obtenemos

ϕ[−1]

(
s+ t

2

)
≤ ϕ[−1](s) + ϕ[−1](t)

2
.

De esta manera, ϕ[−1] es midconvexa, y por el Lema 1.1.31 ϕ[−1] es convexa, de donde ϕ
también lo es.

Rećıprocamente, por el Lema 1.1.31 podemos suponer ϕ[−1] es convexa. Sean a, b, c ∈
[0,∞] fijos, tales que, a ≥ b, c ≥ 0; sea γ = (a−b)/(a−b+c). Entonces a = (1−γ)b+γ(a+c),

b+ c = γb+ (1− γ)(a+ c), y

ϕ[−1](a) ≤ (1− γ)ϕ[−1](b) + γϕ[−1](a+ c),

ϕ[−1](b+ c) ≤ γϕ[−1](b) + (1− γ)ϕ[−1](a+ c),

de donde se sigue (1.13).

En lo que sigue Φ∗ denota el conjunto de las funciones ϕ ∈ Φ convexas. De esta forma,
tenemos la siguiente definición.
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Definición 1.1.33 Sea ϕ ∈ Φ∗. Las cópulas C de la forma (1.9) son llamadas cópulas

Arquimedianas. La función ϕ es llamada un generador de la cópula. Si ϕ(0) = ∞, decimos

que ϕ es un generador estricto. En este caso, ϕ[−1] = ϕ−1 y C(u, v) = ϕ−1(ϕ(u) + ϕ(v)) se

llama cópula Arquimediana estricta.

De la definición se siguen las siguientes propiedades para las cópulas Arquimedianas:

1. C es simétrica; i.e., C(u, v) = C(v, u) ∀u, v ∈ I.

2. C es asociativa; i.e., C(C(u, v), w) = C(u,C(v, w)) ∀u, v, w ∈ I.

3. Si c > 0; entonces cϕ también es un generador de C, lo cual implica que el generador
de una cópula Arquimediana no es único.

4. La sección diagonal δC(u) satisface δC(u) < u, para todo u ∈ (0, 1).

Ejemplo 1.1.34 Tenemos que Π y W son Arquimedianas con generadores ϕΠ(t) = − ln t

y ϕW (t) = 1 − t, respectivamente. La cópula M no es Arquimediana, porque no cumple

δC(u) < u, para todo u ∈ (0, 1).

Definición 1.1.35 Los conjuntos de nivel t de una cópula C se definen como

{(u, v) ∈ I2 | C(u, v) = t}.

Para una cópula Arquimediana y para t > 0, el conjunto de nivel t consiste de los puntos

sobre la curva de nivel ϕ(u) + ϕ(v) = ϕ(t) en I2, la cual conecta los puntos (1, t) y (t, 1).

Debido a que ϕ(t)− ϕ(u) ∈ [0, ϕ(0)), podemos escribir v como función de u, esto es,

v = ϕ[−1](ϕ(t)− ϕ(u)) = ϕ−1(ϕ(t)− ϕ(u)) := Lt(u) (1.14)

Definición 1.1.36 Para t = 0, denotaremos por Z(C) = {(u, v) ∈ I2 | C(u, v) = 0}, el

conjunto cero de C, y v = L0(u) la curva cero.

Las curvas de nivel de cualquier cópula Arquimediana cumplen el siguiente teorema.

Teorema 1.1.37 Las curvas de nivel de una cópula Arquimediana son convexas.

Demostración. Sea C una cópula Arquimediana con generador ϕ. Para t ∈ (0, 1), las

curvas de nivel estan dadas por (1.14), por lo tanto, sólo necesitamos probar que Lt(u) es

midconvexa, debido a que es continua. Debido a que ϕ es convexa, se tiene,

ϕ(t)− ϕ

(
u1 + u2

2

)
≥ ϕ(t)− ϕ(u1) + ϕ(u2)

2
=

[ϕ(t)− ϕ(u2)] + [ϕ(t)− ϕ(u2)]

2
,
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y como ϕ−1 es decreciente y convexa, resulta

Lt

(
u1 + u2

2

)
= ϕ−1

(
ϕ(t)− ϕ

(
u1 + u2

2

))
≤ ϕ−1

[
[ϕ(t)− ϕ(u1) + [ϕ(t)− ϕ(u2)]

2

]
≤ 1

2
[ϕ−1(ϕ(t)− ϕ(u1)) + ϕ−1(ϕ(t)− ϕ(u2))]

=
Lt(u1) + Lt(u2)

2
.

La C-medida de cada curva de nivel de una cópula Arquimediana C está dada en el
siguiente teorema

Teorema 1.1.38 Sea C una cópula Arquimediana generada por ϕ ∈ Φ∗. Entonces

1. Para t ∈ (0, 1), la C-medida de la curva de nivel ϕ(u) + ϕ(v) = ϕ(t) está dada por

ϕ(t)

[
1

ϕ′(t−)
− 1

ϕ′(t+)

]
, (1.15)

donde ϕ′(t−) y ϕ′(t+) denotan las derivadas izquierda y derecha de ϕ en t, respectiva-

mente. En particular, si ϕ′(t) existe, el cual es el caso excepto a lo más en un número

contable de puntos, entonces la C-medida es 0.

2. Si C no es estricta, entonces la C-medida de su curva de nivel ϕ(u) + ϕ(v) = ϕ(0) es

igual a

− ϕ(0)

ϕ′(0+)
, (1.16)

y de esta manera es igual a 0 siempre que ϕ′(0+) = −∞.

Demostración. Ya que ϕ es convexa, ϕ′(t−) y ϕ′(t+) existen en (0, 1] y [0, 1) respectiva-

mente, y son iguales salvo en un número contable de puntos (ver [18]). Sea t ∈ (0, 1) y

w = ϕ(t). Sea n entero positivo fijo, y

πn = {t0 = t, . . . , tn = 1},

una partición del intervalo [t, 1] dada por tn−k = ϕ[−1](kw/n). Debido a que w < ϕ(0) se

tiene

C(tj, tk) = ϕ[−1](ϕ(tj) + ϕ(tk))

= ϕ[−1]

(
n− j

n
w +

n− k

n
w

)
= ϕ[−1]

(
w +

n− j − k

n
w

)
.
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En particular, C(tj, tn−j) = ϕ[−1](w) = t. Sean Rk = [tk−1, tk]× [tn−k, tn−k+1], Sn =
⋃n

k=1Rk.

De la convexidad de ϕ[−1] se sigue

0 ≤ t1 − t0 ≤ t2 − t1 ≤ . . . ≤ tn − tn−1 = 1− tn−1.

Además, limn→∞(1 − tn−1) = 1 − ϕ[−1](0) = 0. Por lo tanto la C-medida de la curva

ϕ(u) + ϕ(v) = ϕ(t) está dada por limn→∞ VC(Sn). Para cada k tenemos

VC(Rk) = C(tk−1, tn−k)− t− t+ C(tk, tn−k+1)

= [ϕ[−1](w + w/n)− ϕ[−1](w)]− [ϕ[−1](w)− ϕ[−1](w − w/n)].

De esta forma,

lim
n→∞

VC(Sn) = lim
n→∞

w

[
ϕ[−1](w + w/n)− ϕ[−1](w)

w/n
− ϕ[−1](w)− ϕ[−1](w − w/n)

w/n

]
= ϕ(t)

[
1

ϕ′(t−)
− 1

ϕ′(t+)

]
,

y obtenemos (1.15).

Si C no es estricta, entonces ϕ(0) es finito y C(u, v) = 0 sobre y debajo de la curva de

nivel ϕ(u) + ϕ(v) = ϕ(0). Entonces para cada k, VC(Rk) = C(tk, tn−k+1), usando el mismo

argumento de la primera parte se obtiene (1.16).

Teorema 1.1.39 Sea C una cópula Arquimediana generada por ϕ ∈ Φ∗. Sea KC(t) la C-

medida del conjunto {(u, v) ∈ I2 | C(u, v) ≤ t} (equivalentemente {(u, v) ∈ I2 | ϕ(u)+ϕ(v) ≥
ϕ(t)}). Entonces para todo t ∈ I,

KC(t) = t− ϕ(t)

ϕ′(t+)
. (1.17)

Demostración. Sea t ∈ (0, 1) y w = ϕ(t). Para n entero positivo consideramos las mismas

particiones de [t, 1] y [0, w] del Teorema 1.1.38. Denotamos por R∗
k = [tk−1, tk]× [0, tn−k+1],

S∗n =
⋃n

k=1R
∗
k. Procediendo como en el Teorema 1.1.38 obtenemos

KC(t) = VC([0, t]× [0, 1]) + lim
n→∞

VC(S∗n)

= t+ lim
n→∞

n∑
k=1

(C(tk, tn−k+1)− t)

= t− lim
n→∞

w

[
ϕ[−1](w)− ϕ[−1](w − w/n)

w/n

]
= t− ϕ(t)

ϕ′(t+)
.
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El siguiente corolario es una generalización del teorema anterior.

Corolario 1.1.40 Sea C una cópula Arquimediana generada por ϕ ∈ Φ∗. Sea K ′
C(s, t) la

C-medida del conjunto {(u, v) ∈ I2 | u ≤ s, C(u, v) ≤ t}. Entonces para cualquier s, t ∈ I,

se tiene

K ′
C(s, t) =


s, s ≤ t

t− ϕ(t)− ϕ(s)

ϕ′(t+)
, s > t.

(1.18)

Demostración. Si s ≤ t entonces

{(u, v) ∈ I2 | u ≤ s, C(u, v) ≤ t} = {(u, v) ∈ I2 | u ≤ s},

de donde, K ′
C(s, t) = s. Ahora supongamos s > t. Procediendo como en el Teorema 1.1.38 y

Teorema 1.1.39, denotamos z = ϕ(s) y consideramos la partición del intervalo [t, s] inducida

por el intervalo [z, w], es decir,

tn−k = ϕ[−1](z + [k(w − z)/n]), k = 0, 1, . . . n,

y

C(tj, tk) = ϕ[−1](w + [(n− j − k)(w − z)/n]).

El resto de la demostración es como en el teorema anterior.

El siguiente corolario presenta una interpretación probabiĺıstica del Teorema 1.1.39 y
Corolario 1.1.40.

Corolario 1.1.41 Sean U , V dos variables aleatorias uniformemente distribuidas en (0, 1),

cuya función de distribución conjunta es la cópula Arquimediana C generada por ϕ ∈ Φ∗.

Entonces la función KC dada por (1.17) es la función de distribución de la variable aleatoria

C(U, V ). Además, la función K ′
C dada por (1.18) es la función de distribución conjunta de

U y C(U, V ).

Ahora veremos cuando se pueden comparar dos cópulas Arquimedianas en el sentido del
orden parcial ≺, previamente definido. Para este fin, definimos la noción de subaditivad de
una función.

Definición 1.1.42 Una función f definida en [0,∞) es subaditiva si para todo x, y ∈ [0,∞),

f(x+ y) ≤ f(x) + f(y). (1.19)

El conocimiento del comportamiento de los generadores te permite obtener condiciones
suficientes, en ocasiones necesarias también, para comparar dos cópulas. Esto lo veremos en
los siguientes teoremas.
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Teorema 1.1.43 Sean C1, C2 cópulas Arquimedianas generadas por ϕ1, ϕ2 ∈ Φ∗, respecti-

vamente. Entonces C1 ≺ C2 si y sólo si ϕ1 ◦ ϕ[−1]
2 es subaditiva.

Demostración. Sea f = ϕ1 ◦ϕ[−1]
2 . Nótese que f es continua, no decreciente, f(0) = 0. De

la definición de C1 y C2 se sigue que C1 ≺ C2 si y sólo si para todo u, v ∈ I,

ϕ
[−1]
1 (ϕ1(u) + ϕ1(v)) ≤ ϕ

[−1]
2 (ϕ2(u) + ϕ2(v)). (1.20)

Si hacemos x = ϕ2(u), y = ϕ2(v), entonces (1.20) se puede escribir en la forma

ϕ
[−1]
1 (f(x) + f(y)) ≤ ϕ

[−1]
2 (x+ y), (1.21)

para todo x, y ∈ [0, ϕ2(0)]. Por otro lado, para x, y que cumplan x > ϕ2(0) o y > ϕ2(0), la

igualdad se obtiene en (1.21). De esta forma, (1.21) se cumple para todo x, y ≥ 0.

Supongamos C1 ≺ C2. Entonces aplicando ϕ1 en ambos lados de (1.21) resulta

f(x+ y) ≤ ϕ1[ϕ
[−1]
1 (f(x) + f(y))]

≤ f(x) + f(y),

porque ϕ1(ϕ
[−1]
1 (w)) ≤ w, para todo w ≥ 0. Por lo tanto, f es subaditiva.

Ahora supongamos que f satisface (1.19). Entonces aplicando ϕ
[−1]
1 en ambos lados de

(1.19) resulta

ϕ
[−1]
1 (f(x) + f(y)) ≤ ϕ

[−1]
1 (f(x+ y))

= ϕ
[−1]
1 [ϕ1(ϕ

[−1]
2 (x+ y))]

= ϕ
[−1]
2 (x+ y),

el cual es (1.21). Por lo tanto, C1 ≺ C2.

No obstante, verificar la subaditividad de ϕ1◦ϕ[−1]
2 no es sencillo. Por esta razón, daremos

condiciones suficientes para obtener orden en cópulas Arquimedianas. Antes tenemos el
siguiente lema.

Lema 1.1.44 Sea f definida en [0,∞). Si f es concava y f(0) = 0, entonces f es subaditiva.

Demostración. Sean x, y ∈ [0,∞). Sin pérdida de generalidad podemos suponer x+y > 0,
entonces

x =
x

x+ y
(x+ y) +

y

x+ y
(0), y =

x

x+ y
(0) +

y

x+ y
(x+ y).

Si f es concava y f(0) = 0, entonces

f(x) ≥ x

x+ y
f(x+ y) +

y

x+ y
f(0) =

x

x+ y
f(x+ y),

f(y) ≥ x

x+ y
f(0) +

y

x+ y
f(x+ y) =

y

x+ y
f(x+ y).

Sumando las dos desigualdades anteriores obtenemos (1.19).

Usando el lema anterior se tiene el siguiente corolario.
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Corolario 1.1.45 Bajo las hipótesis del Teorema 1.1.43, si ϕ1 ◦ ϕ[−1]
2 es concava, entonces

C1 ≺ C2.

El siguiente Corolario nos proporciona condiciones sobre el cociente de los generadores
de las cópulas Arquimedianas para obtener orden.

Corolario 1.1.46 Bajo las hipótesis del Teorema 1.1.43, si ϕ1/ϕ2 es no decreciente, en-

tonces C1 ≺ C2.

Demostración. Sea f = ϕ1◦ϕ[−1]
2 . Sea g en (0,∞) definida por g(t) = f(t)/t. Mostraremos

que f es subaditiva o equivalentemente que para todo x, y ≥ 0,

(x+ y)g(x+ y) ≤ xg(x) + yg(y).

Nótese que para t ≥ ϕ2(0), g(t) = ϕ1(0)/t, lo cual muestra que g es no creciente en [ϕ2(0),∞).

También para t < ϕ2(0) se tiene g(ϕ2(t)) = ϕ1(t)/ϕ2(t), y debido a que ϕ1/ϕ2 es no de-

creciente, se sigue que g es no creciente en (0, ϕ2(0)). Por lo tanto, g es no creciente en su

dominio. De esta manera, para x, y ≥ 0,

x[g(x+ y)− g(x)] + y[g(x+ y)− g(y)] ≤ 0,

lo cual implica

(x+ y)g(x+ y) ≤ xg(x) + yg(y).

Por último tenemos el siguiente corolario, el cual da condiciones sobre el cociente de las
derivadas de los generadores para obtener orden en cópulas Arquimedianas.

Corolario 1.1.47 Bajo las hipótesis del Teorema 1.1.43, si ϕ1 y ϕ2 son continuamente

diferenciables y ϕ′1/ϕ
′
2 es no decreciente en (0, 1), entonces C1 ≺ C2.

Demostración. Sea g = ϕ1/ϕ2. Mostraremos que g es no decreciente. Sea f = ϕ′1/ϕ
′
2, y

supongamos que f es no decreciente. Nótese que f es positiva y continua en (0, 1). De esta

manera, limt→1− f(t) existe (finito o infinito).

Ahora bien, debido a que

lim
t→1−

ϕ1(t) = 0 = lim
t→1−

ϕ2(t),

entonces la regla de l’Hopital aplica y

lim
t→1−

f(t) = lim
t→1−

g(t).

Por otro lado,

g′ =
ϕ2ϕ

′
1 − ϕ1ϕ

′
2

ϕ2
2

=

(
ϕ′1
ϕ′2
− ϕ1

ϕ2

)
ϕ′2
ϕ2

= (f − g)
ϕ′2
ϕ2

. (1.22)
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De esta manera, debido a que ϕ′2/ϕ2 es negativa, solo tenemos que probar que f(t) ≤ g(t)

para todo t ∈ (0, 1). Supongamos que existe t0 ∈ (0, 1) tal que f(t0) > g(t0). Entonces

g(t0) < f(t0) ≤ lim
t→1−

f(t) = lim
t→1−

g(t).

Por (1.22), g′(t0) < 0, entonces existe t1 ∈ (0, 1) tal que g(t1) < g(t0) y g′(t1) = 0. Pero

también,

g(t1) < g(t0) < f(t0) ≤ f(t1),

y por (1.22) g′(t1) < 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, f(t) ≤ g(t), para todo

t ∈ (0, 1).

Ejemplo 1.1.48 Sea {Cθ, θ ∈ [−1, 1)} la familia de cópulas dada por

Cθ(u, v) =
uv

1− θ(1− u)(1− v)
, u, v ∈ I.

La cópula Cθ tiene generador

ϕθ(t) = ln
1− θ(1− t)

t
, t ∈ (0, 1].

Sea θ1 ≤ θ2. Tenemos que

ϕ′θ1
(t)

ϕ′θ2
(t)

=

(
1− θ1

1− θ2

)(
1− θ2(1− t)

1− θ1(1− t)

)
, t ∈ (0, 1).

Ahora bien, para t1 < t2

(1− θ2(1− t2))(1− θ1(1− t1))− (1− θ2(1− t1))(1− θ1(1− t2)) = (t2 − t1)(θ2 − θ1) ≥ 0,

lo cual muestra que ϕ′θ1
/ϕ′θ2

es no decreciente, por lo tanto Cθ1 ≺ Cθ2 . De esta manera,

tenemos que la familia {Cθ, θ ∈ [−1, 1)} es positivamente ordenada.

1.1.2 Medidas de Concordancia

En esta sección se dará el concepto de concordancia y de medida de concordancia. Se
definirán dos medidas de concordancia muy usadas. Además daremos algunas formas de
calcularlas usando las propiedades de cópulas.

Definición 1.1.49 Sean (xi, yi), (xj, yj) dos observaciones de un vector (X, Y ) de variables

aleatorias continuas. Se dice que (xi, yi) y (xj, yj) son concordantes si (xi−xj)(yi−yj) > 0.

Similarmente, se dice que (xi, yi) y (xj, yj) son discordantes si (xi − xj)(yi − yj) < 0.

En forma equivalente, (xi, yi) y (xj, yj) son concordantes si xi > xj e yi > yj o si xi < xj

e yi < yj, discordantes si xi > xj e yi < yj o si xi < xj e yi > yj.
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Definición 1.1.50 Una medida numérica de asociación κ entre dos variables aleatorias
continuas X e Y cuya cópula es C, es una medida de concordancia si satisface las siguientes
propiedades

1. κ está definida para cada pareja X, Y de variables aleatorias continuas.

2. −1 ≤ κX,Y ≤ 1, κX,X = 1, κX,−X = −1.

3. κX,Y = κY,X

4. Si X, Y son independientes, entonces κX,Y = κΠ = 0.

5. κ−X,Y = κX,−Y = −κX,Y .

6. Si C1 y C2 son cópulas tales que C1 ≺ C2, entonces κC1 ≤ κC2.

7. Si {(Xn, Yn)} es una sucesión de vectores aleatorios continuos con cópulas Cn, y si

{Cn} converge puntualmente a C, entonces limn→∞ κCn = κC.

Teorema 1.1.51 Sea κ medida de concordancia para las variables aleatorias continuas X e
Y .

1. Si Y es casi seguramente función creciente de X, entonces κX,Y = κM = 1.

2. Si Y es casi seguramente función decreciente de X, entonces κX,Y = κW = −1.

3. Si α, β son funciones casi seguramente crecientes sobre RanX y RanY respectiva-
mente, entonces κα(X),β(Y ) = κX,Y .

Demostración. Demostraremos 1, la prueba de 2 es similar. Sea α una función creciente

sobre RanX tal que Y = α(X). Por el Teorema 1.1.16, CX,α(X) = CX,X = M . Por lo tanto,

por los axiomas 2 y 6, κX,Y = κX,X = 1.

Ahora demostremos 3. Sean α y β funciones crecientes sobre RanX y RanY res-
pectivamente. Por Teorema 1.1.16 Cα(X),β(Y ) = CX,Y . Por lo tanto, por el Axioma 6
κα(X),β(Y ) = κX,Y .

Nótese que la parte 3 del teorema anterior implica que las medidas de concordancia son
invariantes bajo transformaciones crecientes. Ahora vamos a definir la primera medida de
concordancia.

Definición 1.1.52 Sean (X1, Y1), (X2, Y2) vectores aleatorios independientes e idénticamente

distribuidos con distribución conjunta H. La medida τ de Kendall está definida por la si-
guiente ecuación:

τ = τX,Y = P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0],

es decir, la τ de Kendall es la diferencia entre la probabilidad de concordancia y la probabi-
lidad de discordancia.
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Más adelante se demostrará que la τ de Kendall es en efecto una medida de concordancia.

La τ de Kendall puede determinarse a partir de la cópula asociada al vector (X, Y ), el cual

tiene distribución conjunta dada H. Para ver esto, primero definimos una “función de
concordancia”, la cual denotaremos por Q.

Definición 1.1.53 Sean (X1, Y1), (X2, Y2) vectores aleatorios continuos e independientes

con funciones de distribución conjunta H1 y H2, respectivamente, y con marginales comunes

F (de X1 y X2) y G (de Y1 e Y2). Sea Q dada por:

Q = P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0].

Nótese que si H1 = H2 entonces Q = τ . El siguiente teorema proporciona una expresión

cerrada para Q en términos de las cópulas asociadas a (X1, Y1) y (X2, Y2).

Teorema 1.1.54 Sean (X1, Y1), (X2, Y2) y Q como en la definición anterior. Sean C1 y C2

las cópulas de (X1, Y1) y (X2, Y2), respectivamente. Entonces

Q = Q(C1, C2) = 4

∫
I2

C2(u, v)dC1(u, v)− 1.

Demostración. Debido a que las variables aleatorias son continuas,

P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0] = 1− P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0],

por lo tanto,

Q = 2P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− 1.

Por definición,

P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0] = P (X1 > X2, Y1 > Y2) + P (X1 < X2, Y1 < Y2),

y

P (X1 > X2, Y1 > Y2) =

∫
R2

P (X2 ≤ x, Y2 ≤ y)dH1(x, y)

=

∫
R2

P (X2 ≤ x, Y2 ≤ y)dC1(F (x), G(y))

=

∫
R2

C2(F (x), G(y))dC1(F (x), G(y))

=

∫
I2

C2(u, v)dC1(u, v)

En forma análoga,

P (X1 < X2, Y1 < Y2) =

∫
R2

P (X2 > x, Y2 > y)dH1(x, y)

=

∫
R2

[1− F (x)−G(y) + C2(F (x), G(y))]dC1(F (x), G(y))

=

∫
I2

[1− u− v + C2(u, v)]dC1(u, v).
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Debido a que C1 es la distribución conjunta de una pareja (U, V ) de variables aleatorias

uniformes sobre (0, 1), con E(U) = E(V ) = 1/2, se sigue que

P (X1 < X2, Y1 < Y2) = 1− 1

2
− 1

2
+

∫
I2

C2(u, v)dC1(u, v)

=

∫
I2

C2(u, v)dC1(u, v).

De esta manera

P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0] = 2

∫
I2

C2(u, v)dC1(u, v),

y el resultado se sigue.

La función de concordancia Q tiene propiedades interesantes, las cuales se enuncian en
el siguiente corolario.

Corolario 1.1.55 Sean C1, C2 y Q como en el teorema anterior. Entonces

1. Q es simétrica en sus argumentos: Q(C1, C2) = Q(C2, C1).

2. Q es no decreciente en cada argumento: si C1 ≺ C ′
1 y C2 ≺ C ′

2 entonces Q(C1, C2) ≤
Q(C ′

1, C
′
2).

3. Cópulas pueden ser reemplazadas por cópulas sobrevivencia, i.e., Q(C1, C2) = Q(Ĉ1, Ĉ2).

Demostración. Para 1 tenemos

Q(C1, C2) = P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0]

= P [(X2 −X1)(Y2 − Y1) > 0]− P [(X2 −X1)(Y2 − Y1) < 0]

= Q(C2, C1).

Para 2 tenemos

Q(C1, C2) = 4

∫
I2

C1(u, v)dC2(u, v)− 1

≤ 4

∫
I2

C ′
1(u, v)dC2(u, v)− 1

= 4

∫
I2

C2(u, v)dC
′
1(u, v)− 1

≤ 4

∫
I2

C ′
2(u, v)dC

′
1(u, v)− 1

= Q(C ′
1, C

′
2).
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Por último, si Ĉ es una cópula de sobrevivencia, entonces dĈ(u, v) = dC(1 − u, 1 − v). De
esta manera, tenemos∫

I2

Ĉ1(u, v)dĈ2(u, v) =

∫
I2

Ĉ1(u, v)dC2(1− u, 1− v)

=

∫
I2

Ĉ1(1− u, 1− v)dC2(u, v)

= 1− 1

2
− 1

2
+

∫
I2

C1(u, v)dC2(u, v),

de donde se sigue 3.

La función Q se puede calcular facilmente para las cópulas M , W , Π. Recordemos que

el soporte de M es la diagonal u = v en I2. Debido a que M tiene marginales uniformes en

(0, 1), se sigue que si g : I2 7−→ R es una función integrable, entonces∫
I2

g(u, v)dM(u, v) =

∫ 1

0

g(u, u)du. (1.23)

En forma análoga, debido a que el soporte de W está sobre la recta u+v = 1 en I2, tenemos∫
I2

g(u, v)dW (u, v) =

∫ 1

0

g(u, 1− u)du. (1.24)

Finalmente, dΠ(u, v) = dudv, por lo tanto∫
I2

g(u, v)dΠ(u, v) =

∫ 1

0

∫ 1

0

g(u, v)dudv.

Como consecuencia,

Q(M,M) = 4

∫
I2

min(u, v)dM(u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

udu− 1 = 1;

Q(M,Π) = 4

∫
I2

uvdM(u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

u2du− 1 = 1/3;

Q(M,W ) = 4

∫
I2

max(u+ v − 1, 0)dM(u, v)− 1 = 4

∫ 1

1/2

(2u− 1)du− 1 = 0;

Q(W,Π) = 4

∫
I2

uvdW (u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

u(1− u)du− 1 = −1/3;

Q(W,W ) = 4

∫
I2

max(u+ v − 1, 0)dW (u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

0du− 1 = −1;

Q(Π,Π) = 4

∫
I2

uvdΠ(u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

∫ 1

0

uvdudv − 1 = 0.

Ahora, sea C una cópula arbitraria. Ya queQ es la diferencia de dos medidas de probabilidad,

Q(C,C) ∈ [−1, 1]. Como consecuencia de la parte 2 del Corolario 1.1.55 y de los cálculos
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anteriores, se sigue que

Q(C,M) ∈ [0, 1] Q(C,W ) ∈ [−1, 0] Q(C,Π) ∈ [−1/3, 1/3]

De la definición de la medida τ de Kendall y del teorema anterior se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema 1.1.56 Sean X e Y variables aleatorias continuas cuya cópula es C. Entonces la
medida τ de Kendall para X e Y está dada por

τX,Y = τC = Q(C,C) = 4

∫
I2

C(u, v)dC(u, v)− 1 (1.25)

Nótese que la integral que aparece en (1.25) puede ser interpretada como el valor esperado

de la función C(U, V ) de variables aleatorias U , V uniformemente distribuidas en (0, 1), cuya

función de distribución conjunta es C, i.e.,

τC = 4E[C(U, V )]− 1. (1.26)

En general, evaluar la medida τ de Kendall requiere del cálculo de la doble integral en

(1.25). Para una cópula Arquimediana, el cálculo es más simple, esto lo vemos en el siguiente

corolario.

Corolario 1.1.57 Sean X e Y variables aleatorias con cópula Arquimediana C generada
por ϕ ∈ Φ∗. Entonces

τC = 1 + 4

∫ 1

0

ϕ(t)

ϕ′(t)
dt. (1.27)

Demostración. Sean U , V variables aleatorias uniformes en (0, 1) con distribución conjunta

C, y sea KC la función de distribución conjunta de C(U, V ). Entonces de (1.26)

τC = 4E(C(U, V ))− 1 = 4

∫ 1

0

tdKC(t)− 1,

y después de integrar por partes, obtenemos

τC = 3− 4

∫ 1

0

KC(t)dt.

Por el Teorema 1.1.39 y Corolario 1.1.41, la función de distribución conujunta de C(U, V )

está dada por

KC(t) = t− ϕ(t)

ϕ′(t+)
,

de aqúı,

τC = 3− 4

∫ 1

0

[
t− ϕ(t)

ϕ′(t+)

]
dt = 1 + 4

∫ 1

0

ϕ(t)

ϕ′(t)
dt,

donde se ha reemplazado ϕ′(t+) por ϕ′(t) en el denominador del integrando porque las

funciones convexas son diferenciables en casi todas partes.
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Ejemplo 1.1.58 Considérese la familia {Cθ}θ≥1 dada por

Cθ(u, v) = exp{−[(− lnu)θ + (− ln v)θ]1/θ},

y cuyo generador es ϕθ(t) = (− ln t)θ. Usando la ecuación (1.27) obtenemos

τC = 1 +
4

θ

∫ 1

0

t ln tdt

= 1− 1

θ
.

Ahora definimos la segunda medida de concordancia que nos interesa.

Definición 1.1.59 Sean (X1, Y1), (X2, Y2), (X3, Y3) vectores aleatorios continuos indepen-

dientes e idénticamente distribuidos, con función de distribución conjunta H, con marginales
F , G, y cópula C. La medida ρ de Spearman está dada por la siguiente ecuación:

ρ = ρX,Y = 3{P [(X1 −X2)(Y1 − Y3) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y3) < 0]}, (1.28)

es decir, la medida ρ de Spearman es proporcional a la probabilidad de concordancia menos

la probabilidad de discordancia para las vectores (X1, Y1), (X2, Y3).

Nótese que el vector (X2, Y3) tiene función de distribución conjunta F (x)G(y), entonces

la cópula de (X2, Y3) es Π. De esta manera, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.1.60 Sean X, Y variables aleatorias continuas cuya cópula es C. Entonces la
medida ρ de Spearman para X e Y está dada por

ρX,Y = ρC = 3Q(C,Π)

= 12

∫
I2

uvdC(u, v)− 3

= 12

∫
I2

C(u, v)dudv − 3.

Por último demostraremos que en efecto las medidas τ de Kendall y ρ de Spearman son
medidas de concordancia.

Teorema 1.1.61 Sean X, Y variables aleatorias continuas con cópula C, entonces τX,Y y

ρX,Y son medidas de concordancia.

Demostración. Mostraremos que τX,Y satisface los 7 axiomas de la definición de medida de

concordancia. El caso ρX,Y es análogo. Tenemos que τX,Y existe porque X e Y son variables

aleatorias continuas. Además, de la definición se sigue que −1 ≤ τX,Y ≤ 1, τX,X = 1,

τX,−X = −1. De esta manera, tenemos 1 y 2 de la definición de medida de concordancia.
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Ahora para demostrar 3, sean (X1, Y1), (X2, Y2) dos vectores con función de distribución

conjunta H y marginales comunes F y G. Entonces

τX,Y = P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0]

= P [(Y1 − Y2)(X1 −X2) > 0]− P [(Y1 − Y2)(X1 −X2) < 0]

= τY,X ,

y se obtiene 3. El axioma 4 se sigue del hecho Q(Π,Π) = 0. Mostraremos solo la segunda

igualdad del axioma 5, la primera se prueba de forma similar. Por Teorema 1.1.17 tenemos

CX,−Y (u, v) = u− CX,Y (u, 1− v),

de donde se sigue que∫
I2

CX,−Y (u, v)dCX,−Y (u, v) = −
∫

I2

CX,−Y (u, v)dCX,Y (u, 1− v)

=

∫
I2

CX,−Y (u, 1− v)dCX,Y (u, v)

=
1

2
−
∫

I2

CX,Y (u, v)dCX,Y (u, v),

de donde

τX,−Y = 4

∫
I2

CX,−Y (u, v)dCX,−Y (u, v)− 1

= 1− 4

∫
I2

CX,Y (u, v)dCX,Y (u, v)

= −τX,Y .

Esto demuestra 5. El axioma 6 se sigue de 2 del Corolario 1.1.55. Por último de la ecuación

(1.2) se sigue que cualquier familia de cópulas es equicontinua, por lo tanto la convergencia

Cn → C es uniforme, de donde obtenemos 7.
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1.2 Caminatas aleatorias y teoŕıa de Wiener-Hopf

En esta sección, X1, X2, . . . denota una sucesión de variables aleatorias independientes con

distribución común F no concentrada en semiejes y función caracteŕıstica ψ, con E|Xi| <∞.

En lo que sigue, N0 = N
⋃
{0}.

Definición 1.2.1 Definimos {Sn} = {Sn, n ∈ N0}:

S0 = 0, Sn = X1 + . . .+Xn, n ≥ 1.

La sucesión {Sn} es llamada caminata aleatoria generada por F .

Definición 1.2.2 Para n fijo, definimos {S∗k , k = 0, . . . n} por

S∗k = Sn − Sn−k =
k∑

j=1

Xn−j+1, k = 0, . . . n,

la cual es llamada caminata dual de Sn.

Debido a que (X1, . . . , Xn)
d
= (Xn, . . . , X1), las distribuciones conjuntas de (0, S1, . . . , Sn)

y (0, S∗1 , . . . , S
∗
n) son iguales. De aqúı se sigue que

P (Sk < 0, k = 1, . . . , n− 1, Sn = 0) = P (S∗k < 0, k = 1, . . . , n− 1, S∗n = 0)

= P (Sn < Sn−k, k = 1, . . . , n− 1, S∗n = 0)

= P (Sk > 0, k = 1, . . . , n− 1, Sn = 0), (1.29)

y también, para cualquier I ⊂ (0,∞),

P (Sn > Sk, k = 0, . . . , n− 1, Sn ∈ I) = P (S∗k > 0, k = 1, . . . , n, S∗n ∈ I)
= P (Sk > 0, k = 1, . . . , n, Sn ∈ I) (1.30)

Definición 1.2.3 Sean
τ+ = inf{n ≥ 1 : Sn > 0},

con τ+ = ∞ si Sn ≤ 0 para toda n ∈ N, y

τ− = inf{n ≥ 1 : Sn ≤ 0}.

con τ− = ∞ si Sn > 0 para toda n ∈ N. Las variables aleatorias τ+ y τ− son llamadas

primer punto escalera ascendente (estricto) y primer punto escalera descendente (débil),

respectivamente.

Definición 1.2.4 En el evento {τ+ <∞} definimos Sτ+, la cual es llamada altura escalera

ascendente de Sn. En forma similar, denotamos con Sτ− la altura escalera descendente

de Sn, definida en el evento {τ− < ∞}. Denotaremos la distribución de Sτ+ por H+ con

transformada de Fourier Ĥ+
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Analogamente definimos los puntos escalera ascendente débil y descendente estricto me-
diante las ecuaciones

τW
+ := inf{n ≥ 1 : Sn ≥ 0}, τS

− := inf{n ≥ 1 : Sn < 0}.

Nótese que si tomamos la filtración {Fn}n≥0 definida por

F0 = {φ,Ω}, Fk = {ω : (S1(ω), . . . , Sn(ω)) ∈ B,B ∈ B(R)}, k ≥ 1,

entonces τ+ y τ− son tiempos de paro con respecto a esta filtración. De esta forma, si

E[τ+], E[τ−] <∞, la identidad de Wald [6] se aplica y

E[Sτ+ ] = E[τ+]E[X], E[Sτ− ] = E[τ−]E[X].

Definición 1.2.5 Sean las sucesiones {τ+(n)} = {τ+(n), n ∈ N0} y {τ−(n)} = {τ−(n), n ∈
N0} dadas por

τ+(0) = 0, τ+(1) = τ+, τ+(n+ 1) = inf{j > τ+(n) : Sj > Sτ+(n)}, n > 1,

τ−(0) = 0, τ−(1) = τ−, τ−(n+ 1) = inf{j > τ−(n) : Sj ≤ Sτ−(n)}, n > 1.

Las variables aleatorias τ+(n) y τ−(n) son llamadas el n-ésimo punto escalera ascendente

(estricto) y el n-ésimo punto escalera descendente (débil) de Sn, respectivamente.

Definición 1.2.6 Sobre el evento {τ+(n) <∞} definimos Sτ+(n), el cual es llamado n-ésimo

punto escalera ascendente (estricto) de Sn. Analogamente, definimos Sτ−(n) sobre el evento

{τ−(n) <∞}, el cual es llamado n-ésimo punto escalera descendente (débil) de Sn.

De las propiedades trayectoriales de Sn se sigue que la sucesión τ+(1), τ+(2)− τ+(1), . . .,

es de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. De esta manera, la

sucesión {τ+(n)}n≥0 forma un proceso de renovación (ver apéndice para definición y resulta-

dos básicos). Analogamente, la sucesión {Sτ+(n)}n≥0 es un proceso de renovación asociado a

la función de distribución H+(x) = P (Sτ+ ≤ x), [16].

Definición 1.2.7 Para la sucesión {Sn} definimos,

Mn = max{0, S1, . . . , Sn}, M = sup{0, S1, . . . , }.

Un interesante problema a estudiar es bajo que condiciones la variable aleatoria M es
finita. El siguiente teorema da condiciones necesarias y suficientes para que ésto suceda.
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Teorema 1.2.8 Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. E(X) < 0.

2. M = sup{0, S1, . . . } es finito con probabilidad 1.

3. H+(∞) < 1.

Además, si M <∞ con probabilidad 1, se tiene

G(x) = P (M ≤ x) =
∞∑

n=0

(1−H+(∞))(H+)∗n(x), x ≥ 0. (1.31)

En particular, si Ĝ denota la transformada de Laplace de G, entonces para θ > 0,

Ĝ(θ) =
1−H+(∞)

1− Ĥ+(iθ)
. (1.32)

Demostración. Supongamos que 1 es cierto. Sea {nk} tal que

Mnk
= Sτ+(k)

Como Mn → M , n → ∞, entonces Mnk
→ M , k → ∞. De esta manera, si 2 no es cierto,

entonces con probabilidad positiva la subsucesión {Snk
} dada por

Snk
= Mnk

,

converge a ∞, lo cual es una contradicción porque por la ley de grandes números se tiene
que limn→∞ Sn = −∞ con probabilidad 1. Por lo tanto, 2 debe cumplirse.

Ahora suponemos que 2 es cierto. Nótese que M = Sν , donde

ν = sup{n ≥ 0 : τ+(n) <∞}. (1.33)

Nótese también que ν = ∞ si y sólo si τ+(n) < ∞, para todo n ≥ 0. De esta manera, si

M <∞ con probabilidad 1, entonces

P (τ+(n) <∞,∀n) = P (ν = ∞)

= P (M = ∞)

= 0.

Por otro lado,

P (τ+(n) <∞,∀n) = lim
m→∞

P (τ+(n) <∞, 1 ≤ n ≤ m)

= lim
m→∞

P (τ+(n)− τ+(n− 1) <∞, 1 ≤ n ≤ m)

= lim
m→∞

[P (τ+ <∞)]m,
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donde en la última igualdad se uso que la sucesión {τ+(n) − τ+(n − 1)}∞n=1 es de variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Por lo tanto,

lim
m→∞

[P (τ+ <∞)]m = 0,

de donde necesariamente 0 < P (τ+ < ∞) < 1, y se sigue 3. Nótese que no se obtiene

P (τ+ < ∞) = 0 porque implicaŕıa que la distribución F está concentrada en el semieje

negativo.

Para probar 3 implica 1, supongamos que P (τ+ <∞) = H+(∞) < 1. Sea

N =


inf{n : Sn = supj≥0 Sj}, supj≥0 Sj <∞

∞, supSj = ∞.

De la ecuación (1.30) se sigue que

P

(
n∑

k=j+1

Xk > 0, j = 0, . . . , n− 1

)
= P (Sj > 0, j = 1, . . . n), n ≥ 1,

de las propiedades trayectoriales de {Sn} resulta

P

(
j∑

k=n+1

Xk ≤ 0,∀j > n

)
= P (Sj ≤ 0,∀j ≥ 0) = P (τ+ = ∞),

y de la definición de N se obtiene

P (N = 0) = P (Sj ≤ S0,∀j > 0) = P (τ+ = ∞).

De todo lo anterior, tenemos,

1 ≥ P (N <∞)

= P (N = 0) +
∞∑

n=1

P
(
{Sj < Sn, j = 0, . . . , n− 1}

⋂
{Sj ≤ Sn,∀j > n}

)

= P (τ+ = ∞) +
∞∑

n=1

P

({
n∑

k=j+1

Xk > 0, j = 0, . . . , n− 1

}⋂{
j∑

k=n+1

Xk ≤ 0,∀j > n

})

= P (τ+ = ∞) +
∞∑

n=1

P

(
n∑

k=j+1

Xk > 0, j = 0, . . . , n− 1

)
P

(
j∑

k=n+1

Xk ≤ 0,∀j > n

)

= P (τ+ = ∞) +
∞∑

n=1

P (τ− > n)P (τ+ = ∞)

= P (τ+ = ∞)
∞∑

n=0

P (τ− > n)

= P (τ+ = ∞)E(τ−).
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Debido a que P (τ+ = ∞) > 0, de la desigualdad anterior obtenemos E(τ−) < ∞, además

τ− > 0 casi seguramente, lo que implica E(τ−) > 0. Por otro lado, por la identidad de Wald,

E(Sτ−) = E(τ−)E(X). (1.34)

Debido a que Sτ− ≤ 0 y P (Sτ− < 0) ≥ P (X1 < 0) > 0 entonces E(Sτ−) < 0, por lo tanto, de

la igualdad (1.34), E(X) < 0.

Para mostrar la última afirmación, sea ν como en (1.33). Nótese que

{ν = n} = {τ+(j) <∞, j = 0, . . . , n, τ+(n+ 1) = ∞}, n = 0, 1, . . . ,

de aqúı

P (ν = n) = [P (τ+ <∞)]n[1− P (τ+ <∞)],

es decir, ν tiene distribución geométrica de parámetro p = P (τ+ <∞) = H+(∞).

Por otro lado, para n ≥ 1

P (Sτ+(k) − Sτ+(k−1) ≤ x | ν = n) =
P (Sτ+(k) − Sτ+(k−1) ≤ x, ν = n)

P (ν = n)

=
P (Sτ+(1) ≤ x)[H+(∞)]n−1[1−H+(∞)]

P (ν = n)

=
H+(x)

H+(∞)
, k ≤ n.

.

Por lo tanto, para x ≥ 0

P (M ≤ x) = P (M ≤ x, ν = 0) +
∞∑

n=1

P (M ≤ x, ν 6= 0)

= P (ν = 0) +
∞∑

n=1

P

(
ν∑

k=1

{Sτ+(k) − Sτ+(k−1)} ≤ x

∣∣∣∣∣ ν = n

)
P (ν = n)

=
∞∑

n=0

(1−H+(∞))(H+)∗n(x).

Ahora demostraremos que la función caracteŕıstica ψ de la variable aleatoria X es fac-
torizable en términos de las funciones caracteŕısticas de las distribuciones conjuntas de los

puntos escaleras ascendente, descendente (estrictos) y la función generadora de probabili-

dades de (1.29).

Sea A ⊂ R, con A′ = R \ A. Definimos τA′
por

τA′
= inf{n ≥ 1 : Sn ∈ A′},
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con τA′
= ∞ si Sn /∈ A′ para todo n ≥ 1. En el caso τA′

<∞ consideramos SτA′ . Denotamos

por HA′
n la función de distribución conjunta de (τA′

, SτA′ ), es decir, HA′
n tiene medida de

Lebesgue-Stieltjes definida por

HA′

n {I} =

 P (τA′
= n, SτA′ ∈ I), I ⊂ A′,

n = 1, 2 . . .
0, I ⊂ A.

También consideramos la medida KA
n definida por

KA
n {I} =

 P (τA′
> n, Sn ∈ I), I ⊂ A,

n = 1, 2 . . .
0, I ⊂ A′,

la cual es la probabilidad de que al tiempo n la caminata aleatoria se encuentre en I sin

previas visitas a A′.

Considerando la posición de Sn en los tiempos n = 1, 2, . . ., obtenemos para I ⊂ A′

HA′

n+1{I} =

∫
A

F (I − y)dKA
n (y), (1.35)

donde F (I − y) denota la medida de Lebesgue-Stieltjes generada por F , evaluada en el

conjunto I − y. En forma similar, para I ⊂ A

KA
n+1{I} =

∫
A

F (I − y)dKA
n (y).

Poniendo KA
0 = δ0 (medida de probabilidad concentrada en el origen) obtenemos que para

cualquier I ⊂ R,

HA′

n+1{I}+KA
n+1{I} =

∫
A

F (I − y)dKA
n (y), n = 0, 1, . . . . (1.36)

Ahora consideramos las cantidades

χA′
(s, ζ) =

∞∑
n=1

sn

∫
A′
eiζxdHA′

n (x), γA(s, ζ) =
∞∑

n=0

sn

∫
A

eiζxdKA
n (x),

para |s| < 1. Tomando transformadas de Fourier-Stieltjes en la relación (1.36), y usando

que la transformada de Fourier de convolución es producto de las transformadas de Fourier,
obtenemos

χA′

n+1(ζ) + γA
n+1(ζ) =

∫
A′
eiζxdHA′

n+1(x) +

∫
A

eiζxdKA
n+1(x)

=

(∫
A

eiζxdKA
n (x)

)(∫
eiζxdF (x)

)
= γA

n (ζ)ψ(ζ).
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Multiplicando por sn+1 y sumando sobre n = 0, 1, . . ., obtenemos

χA′
(s, ζ) + γA(s, ζ)− 1 = sγA(s, ζ)ψ(ζ),

para |s| < 1. De esta manera, se establece la identidad básica de Wiener-Hopf

1− χA′
= γA(1− sψ). (1.37)

En particular, tomando A′ = (0,∞), tenemos por definición que τA′
= τ+ y

H(0,∞)
n {I} = Hn{I} =


P (τ+ = n, Sτ+ ∈ I), I ⊂ (0,∞),

n = 1, 2 . . . ,
0, I ⊂ (−∞, 0],

con H0 = 0. De esta manera,

χA′
(s, ζ) = χ(s, ζ) := E[sτ+eıζSτ+ ] =

∞∑
n=1

sn

∫
(0,∞)

eıζxdHn(x).

En forma similar, tomando A′ = (−∞, 0), tenemos

H(−∞,0)
n {I} = H−

n {I} =


P (τS

− = n, SτS
−
∈ I), I ⊂ (−∞, 0),

n = 1, 2 . . .
0, I ⊂ [0,∞),

con H−
0 = 0, y

χA′
(s, ζ) = χ−(s, ζ) := E[sτS

−e
ıζS

τS
− ] =

∞∑
n=1

sn

∫
(−∞,0)

eıζxdH−
n (x).

Sea fn definida por

fn = P (Sk < 0, k = 1, . . . , n− 1, Sn = 0), n ≥ 1.

Nótese que fn = 0, para todo n ≥ 1 si F es continua. Denotemos por f(s) la función

generadora de probabilidades de {fn}:

f(s) =
∞∑

n=1

fns
n.

Para χ(s, ζ), χ−(s, ζ) y f(s) tenemos el siguiente lema.

Lema 1.2.9 Para |s| < 1

log
1

1− χ(s, ζ)
=

∞∑
n=1

sn

n

∫ ∞

0+

eiζxdF ∗n(x), (1.38)

log
1

1− χ−(s, ζ)
=

∞∑
n=1

sn

n

∫ 0−

∞
eiζxdF ∗n(x), (1.39)

log
1

1− f(s)
=

∞∑
n=1

sn

n
P (Sn = 0). (1.40)
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Demostración. Primero demostraremos que para la sucesión {Rn, n ∈ N0} dada por

Rn{I} =


P (τW

+ = n, SτW
+
∈ I), I ⊂ [0,∞)

n = 1, 2, . . .,
0, I ⊂ (−∞, 0).

con R0 ≡ 0 y transformada ρ, se cumple:

log
1

1− ρ(s, ζ)
=

∞∑
n=1

sn

n

∫ ∞

0−
eiζxdF ∗n, |s| < 1. (1.41)

Tomando A′ = [0,∞) en (1.37) tenemos

1− sψ(ζ) =
1− ρ(s, ζ)

γ(s, ζ)
,

donde

γ(s, ζ)− 1 =
∞∑

n=1

sn

∫
(−∞,0)

eiζxdKn(x),

con
Kn(x) = P (S1 < 0, S2 < 0, . . . , Sn−1 < 0, Sn ≤ x), x < 0, n = 1, 2 . . .

Aplicando logaritmos, obtenemos para |s| < 1:

1

log [1− sψ(ζ)]
=

1

log [1− ρ(s, ζ)]
+ log [γ(s, ζ)],

y expandiendo en series obtenemos

∞∑
n=1

sn

n
[ψ(ζ)]n =

∞∑
n=1

[ρ(s, ζ)]n

n
+

∞∑
n=1

(−1)n

n
[γ(s, ζ)− 1]n. (1.42)

Ahora bien, para s fijo, |s| < 1, ρ y (γ − 1) son funciones caracteŕısticas de las medidas

acotadas µ =
∑
skRk, µ̃ =

∑
siKi con soporte en [0,∞) y (−∞, 0) respectivamente. De

esta manera, µ =
∑
µ∗n/n tiene soporte en [0,∞) y µ′ =

∑
(−1)nµ̃∗n/n tiene soporte en

(−∞, 0). Sea H =
∑
snF ∗n/n. Entonces, escribimos (1.42) en la forma

Ĥ = µ̂+ µ̂′,

donde Ĥ, µ̂ y µ̂′ son las transformadas de H, µ y µ′, respectivamente. De aqúı H coincide

con µ sobre [0,∞) y de esta forma se establece

∞∑
n=1

sn

n

∫ ∞

0−
eiζxdF ∗n = log

1

1− ρ(s, ζ)
.

La prueba de (1.38) y (1.39) es similar a la anterior.

39



Ahora demostraremos (1.40). De (1.41) se sigue

H{0} =
∞∑

n=1

sn

n
F ∗n{0} =

∞∑
n=1

sn

n
P (Sn = 0).

Por otro lado

µ{0} =
∞∑

n=1

snRn{0} =
∞∑

n=1

snfn = f(s),

y usando inducción resulta

µ∗n{0} = [f(s)]n.

Por lo tanto,

H{0} =
∞∑

n=1

µ∗n{0}
n

=
∞∑

n=1

[f(s)]n

n
= log

1

1− f(s)
.

El siguiente es el celebre teorema de Wiener-Hopf, el cual expresa la función caracteŕıstica
de una variable aleatoria X arbitraria en términos de la función generadora de probabilidades
de que la caminata aleatoria correspondiente regrese al 0 a través de valores negativos y las
transformadas de dos distribuciones concentradas en los dos semiejes.

Teorema 1.2.10 (Factorización de Wiener-Hopf). Para |s| ≤ 1, se tiene,

1− sψ(ζ) = (1− f(s))(1− χ(s, ζ))(1− χ−(s, ζ)). (1.43)

Ésta representación determina unicamente a χ y χ−.

Demostración. Por el Lema 1.2.9, tenemos para |s| < 1

log
1

1− f(s)
+ log

1

1− χ(s, ζ)
+ log

1

1− χ−(s, ζ)
=

∞∑
n=1

sn

n

∫ ∞

−∞
eiζxdF ∗n(x)

=
∞∑

n=1

sn

n
[ψ(ζ)]n

= log
1

1− sψ(ζ)
,

de donde se sigue (1.43).

Nótese que si F es continua, entonces fn = 0 para todo n ≥ 1, lo que implica que τ− = τS
−,

c.s. De esta manera, (1.43) se puede escribir en la forma

1− sψ(ζ) = (1− E[sτ+eiζSτ+ ])(1− E[sτ−eiζSτ− ]). (1.44)
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Además si τ es la función generadora de probabilidades de la variable aleatoria τ+, entonces

de (1.38), con ζ = 0 obtenemos

log
1

1− τ(s)
=

∞∑
n=1

sn

n
P (Sn > 0). (1.45)

De aqúı, haciendo s→ 1 obtenemos que τ+ es defectuosa si y sólo si

∞∑
n=1

1

n
P (Sn > 0) <∞.

Por último, calcularemos las transformadas de Mn y M (cuando ésta última sea finita).

Teorema 1.2.11 Sea ωn(ζ) = E[eiζMn ] la función caracteŕıstica de Mn, y η(ζ) = E[eiζM ]

la función caracteŕıstica de M . Entonces, para |s| < 1, ζ ∈ R se tiene

∞∑
n=0

snωn(ζ) =
1

1− s
exp

{
∞∑

n=1

sn

n

∫ ∞

0+

(eiζx − 1)dF ∗n(x)

}
(1.46)

Si M <∞ casi seguramente, entonces

η(ζ) = exp

{
∞∑

n=1

1

n

∫ ∞

0+

(eiζx − 1)dF ∗n(x)

}
. (1.47)

Demostración. Sea {Ln, n ∈ N0} dada por

L0 = 0, Ln = min{r ≥ 0, Sr = max
0≤k≤n

Sk}.

Tenemos que Mv ∈ I, I ⊂ [0,∞) si y sólo si (n, Sn) es un punto escalera ascendente para

algún n ∈ {0, . . . , v}, Sn ∈ I, y Sk ≤ Sn para k = n+ 1, . . . , v. De aqúı, por las propiedades

trayectoriales de {Sn} se sigue que

P (Mv ∈ I) =
v∑

k=0

av−k(I)bk, I ⊂ [0,∞), (1.48)

donde an(I) = P (Ln = n, Sn ∈ I), bn = P (τ+ > n), n = 0, 1, . . . v.
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Veamos que la función generadora de probabilidades de bn es g(s) = (1− τ(s))/(1− s).

En efecto,

(1− s)g(s) = (1− s)
∞∑

n=0

snbn

=
∞∑

n=0

∞∑
k=n+1

(sn − sn+1)P (τ+ = k)

=
∞∑

k=1

P (τ+ = k)
k−1∑
n=0

(sn − sn+1)

=
∞∑

k=1

P (τ+ = k)(1− sk)

= 1− τ(s).

Entonces,

1

1− s
exp

{
−

∞∑
n=1

sn

n

∫ ∞

0+

dF ∗n(x)

}
= exp

{
log

1

1− s
−

∞∑
n=1

sn

n
P (Sn > 0)

}

= exp

{
log

1− τ(s)

1− s

}
= g(s),

donde en la segunda igualdad usamos (1.45).

Ahora bien, tomando A′ = (−∞, 0] en (1.37), obtenemos

1− sψ(ζ) =
1− χA′

(s, ζ)

γA(s, ζ)
,

donde por definición

γA(s, ζ) = 1 +
∞∑

n=1

sn

∫
(0,∞)

eiζxdKA
n (x),

con
KA

n (x) = P (Sk > 0, k = 1, . . . , n, Sn ≤ x), x > 0, n = 1, 2, . . . .

Usando la unicidad de la factorización de Wiener-Hopf se sigue

1

γA(s, ζ)
= 1− χ(s, ζ),

de donde,

γA(s, ζ) = exp

{
∞∑

n=1

sn

n

∫ ∞

0+

eiζxdF ∗n(x)

}
.
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Por otro lado, debido a (1.30),

an(x) : = P (Sn > Sk, k = 0, . . . , n− 1, Sn ≤ x)

= P (Sk > 0, k = 1, . . . , n, Sn ≤ x)

= KA
n (x).

De aqúı,
∞∑

n=0

sn

∫ ∞

0

eiζxdan(x) = exp

{
∞∑

n=1

sn

n

∫ ∞

0+

eiζxdF ∗n(x)

}
. (1.49)

Por lo tanto, usando (1.48),

∞∑
n=0

snωn(ζ) =
∞∑

n=0

n∑
k=0

snbk

∫ ∞

0

eiζxdan−k(x)

=
∞∑

k=0

skbk

∞∑
n=0

sn

∫ ∞

0

eiζxdan(x)

= g(s)
∞∑

n=0

sn

∫ ∞

0

eiζxdan(x)

=
1

1− s
exp

{
∞∑

n=1

sn

n

∫ ∞

0+

(eiζx − 1)dF ∗n(x)

}
.

Por último, supongamos que M <∞. Debido a que

∞∑
n=1

1

n
P (Sn > 0) <∞,

el teorema de convergencia dominada nos permite hacer s→ 1 y obtener

1− Ĥ+(ζ) = 1− lim
s→1

E[sτ+eiζSτ+ ]

= 1− χ(1, ζ)

= exp

{
−

∞∑
n=1

1

n

∫ ∞

0+

eiζxdF ∗n(x)

}
,

donde en la última igualdad se usa (1.38). Además, H+(∞) = Ĥ+(0) y la igualdad anterior

implican,

1−H+(∞) = 1− Ĥ+(0) = exp

{
−

∞∑
n=1

1

n

∫ ∞

0+

dF ∗n(x)

}
.
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Por otro lado, Ĥ+(ζ) cumple |Ĥ+(ζ)| ≤ P (Sτ+ <∞) < 1, para todo ζ. De esta manera,

de (1.31) se sigue

η(ζ) =
∞∑

n=0

[1−H+(∞)[Ĥ+(ζ)]n

=
1− Ĥ+(0)

1− Ĥ+(ζ)

= exp

{
∞∑

n=1

1

n

∫ ∞

0+

(eiζx − 1)dF ∗n(x)

}
,

la cual es (1.47).
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1.3 Procesos de Riesgo

El proceso de Riesgo es un proceso estocástico de la Matemática Actuarial que describe la
evolución en el tiempo del capital de una compañ́ıa aseguradora expuesta a reclamaciones
aleatorias. Al tiempo t = 0, la compañ́ıa dispone de un capital inicial u ≥ 0. En tiempos
positivos ésta recibe un ingreso de c ≥ 0 unidades por unidad de tiempo, proveniente de
las primas que aportan los asegurados. También recibe reclamaciones, con tiempos entre
reclamaciones denotados por T1, T2, . . ., los cuales también son variables aleatorias no ne-
gativas, independientes e idénticamente distribuidas. El número de reclamaciones hasta el

tiempo t es N(t) := sup{n :
∑n

k=1 Tk ≤ t}, el cual cumple la relación N(t) = n si y sólo si

Tn ≤ t < Tn+1. Sean Z1, Z2, . . . los montos de tales reclamaciones, los cuales son variables

aleatorias no negativas, independientes e idénticamente distribuidas. Aśı, el capital de la
compañ́ıa al tiempo t está dado por

R(t) := u+ ct−
N(t)∑
k=1

Zk, (1.50)

(con la convención de que
0∑

k=1

Zk = 0). A la constante c se le llama prima de riesgo. El

proceso {R(t), t ≥ 0} es llamado proceso de riesgo. En general, para este tipo de procesos

interesa el evento ruina, es decir, el valor t que hace R(t) < 0, matematicamente,

τ(u) := inf{t ≥ 0 : R(t) < 0}, (1.51)

si lo anterior no sucede, entonces τ(u) = ∞. Caso contrario, se calcula

Ψ(u) = P (τ(u) <∞),

la cual es conocida como la probabilidad de ruina del proceso de riesgo R(t). No hay fórmulas

expĺıcitas para Ψ en la mayoŕıa de los casos. También

Ψ(u, x) = P (τ(u) ≤ x),

llamada probabilidad de ruina en horizonte finito. Nótese

Ψ(u, x) −→ Ψ(u), cuando x→∞.

Es usual suponer independencia entre las variables Ti y Zi. Cuando esto sucede, la

ecuación (1.50) es conocida como modelo Sparre-Andersen. En general, se supone que las

reclamaciones llegan de acuerdo a un proceso de renovación. En lo que sigue la distribución

común de los tiempos entre reclamaciones {Ti, i ∈ N0} con T0 = 0 será denotada por FT ,

mientras que la de los tamaños de las reclamaciones {Zi, i ∈ N} se denotará por FZ .
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Sea Rn la reserva de riesgo después del pago de la n-ésima reclamación. Sea la reserva
inicial R0 = u. Definimos

τ ∗(u) := inf{n : Rn < 0},

el cual es el tiempo de ruina para el proceso {Rn, n ∈ N0}. Ahora nótese que para n ≥ 0 se

tiene

Rn+1 = Rn + cTn+1 − Zn+1

= u−
n+1∑
k=1

(Zk − cTk).

Sea {Xn, n ∈ N} dada por

Xn = Zn − cTn,

la cual será llamada variable genérica y puede ser interpretada como la pérdida entre la

(n−1)-ésima y la n-ésima reclamación. La caminata aleatoria {Sn, n ∈ N0} que nos interesa

es la generada por la sucesión {Xn, n ∈ N}. De esta forma, podemos escribir a Rn como:

Rn = u− Sn.

Supondremos que E(X) = E(Z) − cE(T ) < 0, porque en otro caso la compañ́ıa se va a la

ruina con probabilidad uno ([16]). Nótese que τ ∗(u) se puede reescribir en términos de la

caminata aleatoria {Sn}, a saber,

τ ∗(u) = inf{n : u < Sn}.

Nótese también que τ(u) =
∑τ∗(u)

n=1 Tn. Además, τ ∗(0) = τ+, primer punto escalera ascen-

dente de Sn, y

{n < τ ∗(u) <∞} = {Mn ≤ u < M},

donde Mn = max{0, S1, . . . , Sn}, M = sup{0, S1, . . . , }. La expresión anterior implica que la

ruina ocurrirá en tiempo finito después de la n-ésima reclamación si y solamente si Mn no
excede u pero M si lo hace. De aqúı

P (n < τ ∗(u) <∞) = P (Mn ≤ u < M)

= 1− P
(
{Mn > u}

⋃
{M ≤ u}

)
= P (Mn ≤ u)− P (M ≤ u)

= Gn(u)−G(u).

En particular

Ψ(u) = P (M > u).
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Caṕıtulo 2

Aplicación de la teoŕıa de
Wiener-Hopf a modelos de
dependencia en teoŕıa de Riesgo

2.1 El uso de cópulas en teoŕıa de Riesgo

Sean (Z, T ) y X = Z − cT como en el caṕıtulo 1. En el modelo que vamos a considerar en

esta tesis supondremos que la función de distribución conjunta FZ,T tiene densidad bivariada

fZ,T . Como antes, ψ será la función caracteristica de X, esto es

ψ(ζ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

eiζ(z−ct)fZ,T (z, t)dzdt, ζ ∈ R.

En caso que exista se denotará por F̂X la transformada de Laplace de X, es decir,

F̂X(θ) = ψ(iθ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−θ(z−ct)fZ,T (z, t)dzdt.

En la misma forma, F̂Z y F̂T denotan las transformadas de Laplace de fZ y fT , respectiva-
mente.

Definición 2.1.1 Sean F función de distribución y F̂ su transformada de Laplace. Sean

σl
F = inf{θ : F̂ (θ) <∞}, σr

F = sup{θ : F̂ (θ) <∞}.

Entonces, σl
F y σr

F son llamadas abscisa izquierda y derecha de convergencia, respectiva-
mente.

De esta manera, F̂ (θ) es finita para θ ∈ (σl
F , σ

r
F ). Si σl

F < 0 entonces F es llamada

super-exponencial. Recordemos que F está acotada exponencialmente en su cola derecha si
existen γ,M > 0, tales que

1− F (t) ≤Me−γt, t ≥ 0.
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En [23] (cap. 3) se puede ver que: F está acotada exponencialmente en su cola derecha si y

sólo si F̂ es finita en una vecindad a la izquierda del origen. Lo anterior nos dice que F está
acotada exponencialmente en su cola derecha si y sólo si F es super-exponencial.

En lo que sigue, supondremos que Z y T son variables aleatorias con funciones de dis-

tribución super-exponenciales. Se escribirá σl
F = −σF = −σY para la abscisa izquierda de

convergencia de la variable aleatoria Y con función de distribución F . Debido a que T ≥ 0,
entonces X ≤ Z, luego −σX ≤ −σZ ≤ 0, esto quiere decir que tamaños de reclamaciones
con función de distribución super-exponencial resultan en variables aleatorias genéricas con
función de distribución super-exponencial.

El siguiente teorema muestra la relación entre la cópula asociada a (Z, T ) y las transfor-

madas F̂X , F̂Z , F̂T , permitiendo introducir dependencia para (Z, T ) a través de cópulas.

Teorema 2.1.2 Suponemos que la función de distribución conjunta FZ,T tiene densidad

fZ,T . Sea C la cópula asociada a (Z, T ). Entonces, para cada θ > −σZ tenemos

F̂X(θ)− F̂Z(θ)− F̂T (−cθ) + 1 = −cθ2

∫ 1

0

∫ 1

0

e−θF−1
Z (u)+cθF−1

T (v)(1− u− v

+C(u, v))dF−1
Z (u)dF−1

T (v). (2.1)

Demostración. Por el Teorema 1.1.14 (teorema de Sklar), FZ,T (x, y) = C(FZ(x), FT (y)).

Tenemos

1− FZ(z)− FT (t) + FZ,T (z, t) =

∫ ∞

t

∫ ∞

z

fZ,T (x, y)dxdy. (2.2)

De esta manera, sustituyendo u = FZ(z), v = FT (t), obtenemos

−cθ2

∫ 1

0

∫ 1

0

e−θF−1
Z (u)+cθF−1

T (v)(1− u− v + C(u, v))dF−1
Z (u)dF−1

T (v)

= −cθ2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−θz+cθt(1− FZ(z)− FT (t) + FZ,T (z, t))dzdt

= −cθ2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−θz+cθt

(∫ ∞

t

∫ ∞

z

fZ,T (x, y)dxdy

)
dzdt

= −cθ2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ y

0

∫ x

0

e−θz+cθtfZ,T (x, y)dzdtdxdy

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(e−θx − 1)(ecθy − 1)fZ,T (x, y)dxdy

= F̂X(θ)− F̂Z(θ)− F̂T (−cθ) + 1

donde en la tercera igualdad aplicamos (2.2), y en la cuarta se usó el teorema de Fubini.

En forma análoga se puede obtener la fórmula

F̂X(θ) = F̂Z(θ)F̂T (−cθ)− cθ2

∫ 1

0

∫ 1

0

e−θF−1
Z (u)+cθF−1

T (v)(C(u, v)−uv)dF−1
Z (u)dF−1

T (v). (2.3)
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Ejemplo 2.1.3 Supongamos que Z y T son independientes. Para este caso, denotaremos
por FI la función de distribución de X = Z − cT . Supongamos que σZ , σT > 0. Tenemos

que F̂Z(θ) converge para θ > −σZ y F̂T (−cθ) converge para −cθ > −σT . La cópula asociada

a (Z, T ) es Π(u, v) = uv, entonces por la fórmula (2.3):

F̂I(θ) = F̂Z(θ)F̂T (−cθ), −σZ < θ <
1

c
σT .

De aqúı se sigue que σFI
= σZ .

En el sentido del orden C1 ≺ C2 definido en el Caṕıtulo 1, la máxima dependencia positiva

posible entre Z y T se alcanza con la cópula M(u, v) = min(u, v). Sea FM la función de

distribución de X en este caso. La transformada de Laplace de FM está dada por:

F̂M(θ) =

∫ ∞

0

e−θ(z−cF−1
T (FZ(z)))fZ(z)dz. (2.4)

En efecto, haciendo FZ(z) = u, se tiene que∫ ∞

0

e−θ(z−cF−1
T (FZ(z)))fZ(z)dz =

∫ 1

0

e−θ(F−1
Z (u)−cF−1

T (u))du

=

∫ 1

0

∫ 1

0

e−θ(F−1
Z (u)−cF−1

T (v))dM(u, v)

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−θ(z−ct)dFZ,T (z, t)

= F̂M(θ),

donde en la segunda igualdad se usó la ecuación (1.23). En forma análoga, la dependencia

negativa más fuerte posible entre Z y T se logra por la cópula W (u, v) = max(u+ v − 1, 0).

Usando (1.24), en forma similar a (2.4) se puede mostrar

F̂W (θ) =

∫ ∞

0

e−θ(z−cF−1
T (1−FZ(z)))fZ(z)dz =

∫ 1

0

e−θ(F−1
Z (v)−cF−1

T (1−v))dv. (2.5)

Ejemplo 2.1.4 Supóngase que Z y T tienen distribución exponencial de parámetro λ1 y λ2

respectivamente. Entonces por las ecuaciones (2.4) y (2.5) se tiene

F̂M(θ) =

∫ ∞

0

e
−θ

(
1−c

λ1
λ2

)
z
λ1e

−λ1zdz

=
λ1

λ1 + θ
(
1− cλ1

λ2

) , θ

(
1− c

λ1

λ2

)
+ λ1 > 0,

F̂W (θ) =

∫ 1

0

e
−θ

(
− 1

λ1
ln (1−v)+c 1

λ2
ln v

)
dv

=

∫ 1

0

(1− v)
θ

λ1 + v
− c

λ2 dv

= B

(
1 +

θ

λ1

, 1− cθ

λ2

)
, −λ1 < θ < cλ2,
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donde B(a, b) es la función beta de parámetros a y b.

Si Z y T tienen distribución uniforme en el intervalo (0, β1) y (0, β2) respectivamente,

entonces usando de nuevo las ecuaciones (2.4) y (2.5) resulta

F̂M(θ) =
1

β1

∫ β1

0

e
−θ

(
1−c

β2
β1

)
z
dz

=
1− eθ(β1−cβ2)

β1 − cβ2

,

F̂W (θ) =

∫ 1

0

e−θ(β1v−cβ2(1−v))dv

= ecβ2θ

∫ 1

0

e−θ(β1+cβ2)vdv

=
ecβ2θ − e−β1θ

θ(β1 + cβ2)
.

Por último, debido a que cualquier cópula C(u, v) cumple

CW (u, v) ≤ C(u, v) ≤ CM(u, v),

entonces por la fórmula (2.1) se sigue que para marginales FZ y FT fijos,

F̂M(θ) ≤ F̂C(θ) ≤ F̂W (θ),

para aquellos valores de θ donde las funciones anteriores esten definidas.

2.2 Tiempo de ruina en horizonte infinito

De ahora en adelante usaremos la notación

B(s) :=
∞∑

n=1

sn

n
P (Sn > 0), s ≥ 0. (2.6)

En el caṕıtulo 1 se mostró que si E(X) < 0 entonces B = B(1) <∞.

Recordemos que el problema de ruina y la caminata aleatoria están relacionados por la
ecuación

P (τ(u) <∞) = P (M > u) = 1−G(u).

De la ecuación (1.44) con s = 1, ζ = iθ se sigue

1− F̂X(θ) = (1− E[e−θSτ+ ])(1− E[e−θSτ− ]).

Entonces la abscisa de convergencia de F̂X(θ) es la misma que la de E[e−θSτ+ ] y por lo tanto

también la misma que la de la distribución G. De aqúı, σF = σG.

Ahora supongamos que existe un coeficiente de ajuste R > 0 para el cual E[eRSτ+ ] = 1.

La factorización de Wiener-Hopf implica F̂X(−R) = 1. La condición anterior es conocida

como la condición de Cramer. Para este coeficiente de ajuste tenemos el siguiente teorema
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Teorema 2.2.1 Sea R > 0 que cumple E[eRSτ+ ] = 1. Entonces podemos expresar la proba-

bilidad de ruina en términos de la caminata aleatoria correspondiente:

P (τ(u) <∞) ∼ e−B

RE[Sτ+e
RSτ+ ]

e−Ru, u→∞. (2.7)

Demostración. Del Teorema 1.2.11 y de (1.38) se obtiene para θ > 0,

∫ ∞

0

e−θxdG(x) = exp

{
−

∞∑
n=1

1

n

∫ ∞

0+

(1− e−θx)dF ∗n(x)

}

= exp

{
−

∞∑
n=1

1

n
P (Sn > 0)

}
exp

{
∞∑

n=1

1

n

∫ ∞

0+

e−θxdF ∗n(x)

}

=
e−B

1− E[e−θSτ+ ]
. (2.8)

Comparando con (1.32), obtenemos 1−H+(∞) = e−B. Poniendo β = θ +R en la ecuación

anterior resulta ∫ ∞

0

e−βxd

(∫ x

0

eRydG(y)

)
=

∫ ∞

0

e−θxdG(x)

=
e−B

1− E[e−θSτ+ ]

=
e−B

1− E[e−βS̃τ+ ]
,

donde P (S̃τ+ ≤ x) =
∫ x

0
eRydH+(y) = FR(x). De aqúı se sigue que la función eBH1(x)

definida por

eBH1(x) =

∫ x

0

eRydG(y),

es función de renovación (Teorema 4.1.5). En forma exacta

eBH1(u) =
∞∑

n=0

F ∗n
R (u).

Por otro lado, la función z(u) = eRu(H+(∞) − H+(u)) es d.R.i. (vease apéndice). En
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efecto, por el teorema de Fubini∫ ∞

0

z(u)du =

∫ ∞

0

eRu

∫ ∞

0

I(u,∞)(v)dH
+(v)du

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

eRuI[0,v](u)dudH
+(v)

=
1

R

∫ ∞

0

(eRv − 1)dH+(v)

=
1−H+(∞)

R

=
e−B

R
<∞.

Además z1(u) = eRu es creciente, z2(u) = H+(∞)−H+(u) es decreciente y

lim
h→0

sup

{
z1(x+ y)

z1(x)
: x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ h

}
= lim

h→0
eRh = 1.

Por lo tanto, por el Teorema 4.1.7 (apéndice) se sigue que z(u) = z1(u)z2(u) es d.R.i.

De esta manera por el teorema de Renovación (vease apéndice)

Z(u) =

∫ u

0

z(u− x)d(eBH1(x)) ∼
1

µR

∫ ∞

0

z(u)du, u→∞,

donde

µR =

∫ ∞

0

xdFR(x) =

∫ ∞

0

xeRxdH+(x) = E[Sτ+e
RSτ+ ].

Ahora bien

Z(u) =

∫ u

0

eR(u−x)(H+(∞)−H+(u− x))eBeRxdG(x)

= eRueB

(
H+(∞)

∫ u

0

dG(x)−
∫ u

0

H+(u− x)dG(x)

)
Por otro lado, usando (1.31),∫ u

0

H+(u− x)dG(x) = (1−H+(∞))
∞∑

n=0

∫ u

0

H+(u− x)d(H+)∗n(x)

= (1−H+(∞))
∞∑

n=1

(H+)∗n(u)

= G(u)− (1−H+(∞)),

de donde

Z(u) = eRueB(H+(∞)G(u) + (1−H+(∞))−G(u))

= eRueB(1−H+(∞))(1−G(u))

= eRu(1−G(u)).
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De aqúı se sigue (2.7).

Ejemplo 2.2.2 Sea T con distribución exponencial de parámetro λ e independiente de Z.
Vamos a demostrar que en este caso

P (τ(u) <∞) ∼ c− λE[Z]

λE[ZeRZ ]− c
e−Ru, u→∞.

Sea Y = −X y {SY
n } definida por

SY
0 = 0, SY

n = Y1 + . . .+ Yn, n ≥ 1.

Nótese que E[Y ] > 0, lo que implica que SY
τY
+

es no defectuosa. De aqúı, Sτ− = −SY
τY
+

es no

defectuosa.

Ahora bien, tomando A′ = (−∞, 0) en (1.35) tenemos que

H−
n+1(x) =

∫
[0,∞)

FX(x− y)dKn(y),

con
Kn(y) = P (S1 ≥ 0, . . . , Sn−1 ≥ 0, Sn ≤ y) y ≥ 0, n = 1, 2, . . . .

De aqúı se sigue que para x ≤ 0

P (Sτ− ≤ x) =

∫
[0,∞)

FX(x− y)
∞∑

n=0

dKn(y)

=

∫
[0,∞)

FX(x− y)dK(y).

Por otro lado, X = −cT+Z, y cT tiene distribución exponencial de parámetro λ/c. Entonces

para x ≤ 0 se cumple

FX(x) = C0e
λ
c
x, (2.9)

con C0 constante. Usando que Sτ− es no defectuosa y (2.9) se sigue

P (Sτ− ≤ x) = e
λ
c
x, x ≤ 0.

De aqúı, −Sτ− tiene distribución exponencial de parametro λ/c. Lo que implica

E[eiζSτ− ] =
λ/c

λ/c+ iζ
. (2.10)

Por otro lado,

1− ψX(ζ) = 1− λ/c

λ/c+ iζ
E[eiζZ ] =

(
1− λ/c

λ/c+ iζ

)(
1 +

λ

c

1− E[eiζZ ]

iζ

)
.
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De aqúı, usando (2.10) y la unicidad de la factorización de Wiener-Hopf se sigue

E[eiζSτ+ ] = − λ

ciζ
(1− E[eiζZ ]),

de donde

E[e−θSτ+ ] =
λ

cθ
(1− E[e−θZ ]). (2.11)

Debido a que E[eRSτ+ ] = 1, E[eRZ ] = cR/λ+ 1. Entonces de (2.11) resulta

E[Sτ+e
RSτ+ ] =

λE[ZeRZ ]− c

cR
.

Por otro lado, de Wiener-Hopf se tiene

log
1

1− τ(1)
= B,

de aqúı, 1− τ(1) = e−B. Además

τ(1) = lim
θ→0

E[e−θSτ+ ]

= −λ
c

lim
θ→0

E[e−θZ ]− 1

θ

=
λ

c
E[Z].

De aqúı

e−B = 1− λ

c
E[Z].

Por lo tanto, de la ecuación (2.7) resulta la expresión conocida para el modelo clásico de

Cramer-Lundberg ([16]),

P (τ(u) <∞) ∼ c− λE[Z]

λE[ZeRZ ]− c
e−Ru, u→∞.

Este es uno de los pocos casos en los cuales se conoce expĺıcitamente los factores de
Wiener-Hopf

En lo subsecuente denotaremos por RI , cuando exista, al coeficiente de ajuste que en el
caso independiente. Nótese que cuando existe orden entre dos cópulas, C1 ≺ C2, la fórmula

(2.1) implica

F̂C1(θ) ≥ F̂C2(θ),

para aquellos valores de θ para los cuales estan definidas F̂C1 y F̂C2 . De aqúı, si C1 ≺ C2 y

F̂C1(−R1) = F̂C2(−R2) = 1 entonces R1 ≤ R2. En particular, si C1 ≺ Π, entonces R ≤ RI ;

si C1 � Π, entonces R ≥ RI . En el caso cuando C1 es una cópula Arquimediana, por el
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corolario 1.1.46 es suficiente con verificar que el generador ϕ1 hace que −ϕ1(t)/ ln t sea no

decreciente para obtener C1 ≺ Π.

En general, no es posible obtener en forma expĺıcita R, no obstante se puede usar la
expansión de Lagrange para obtener una aproximación para R por medio de RI , que es más

fácil de obtener. Para ver esto, tenemos el siguiente teorema, el cual no probaremos (ver

[22]).

Teorema 2.2.3 (Teorema de Lagrange). Sean f(z) y ϕ(z) funciones de z anaĺıticas sobre

y en el interior de un contorno γ rodeando al punto a, y sea t tal que la desigualdad

|tϕ(z)| < |z − a|,

se satisface para todos los puntos z sobre el peŕımetro de γ; entonces la ecuación

ζ = a+ tϕ(ζ),

considerada como una ecuación en ζ, tiene una raiz en el interior de γ; además cualquier
función de ζ anaĺıtica sobre y en el interior de γ puede ser expandida como serie de potencias
en t por la fórmula

f(ζ) = f(a) +
∞∑

n=1

tn

n!

dn−1

dzn−1

∣∣∣∣
z=a

[f ′(z){ϕ(z)}n].

Aplicando el teorema con ϕ, f y a dadas por,

ϕ(z) =
z +RI

F̂ (z)− F̂ (−RI)
, f(z) = z, a = −RI ,

obtenemos

−R = −RI +
∞∑

n=1

dn−1

dwn−1

(
w +RI

F̂ (w)− F̂ (−RI)

)n∣∣∣∣∣
w=−RI

(1− F̂ (−RI))
n

n!

= −RI +
1− F̂ (−RI)

F̂ ′(−RI)
− 1

2

F̂ ′′(−RI)

F̂ ′(−RI)3
(1− F̂ (−RI))

2 + . . . ,

la serie es convergente siempre que la inversa de F̂ (θ) sea anaĺıtica bajo el dominio a con-

sideración y F̂ ′(−RI) 6= 0. Aqúı F̂ (θ) se calcula de (2.1) para C, FZ y FT fijos. Estas

distribuciones se pueden obtener de los datos númericos.

2.3 Tiempo de ruina en horizonte finito

La velocidad de convergencia de una caminata aleatoria hacia su ĺımite superior se traduce

en el siguiente teorema para el tiempo de ruina finito de nuestro proceso de riesgo (ver [20],

[21], para una prueba de este resultado).
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Teorema 2.3.1 Supóngase que

1. −∞ < E[X] < 0;

2. F̂X(θ) es finita para −σF < θ ≤ 0, donde σF > 0;

3. para algún ω ∈ (0, σF ) se alcanza un mı́nimo F̂X(−ω) := α < 1.

Entonces para todo u ≥ 0,

P (n < τ ∗(u) <∞) ∼ cH(u)αnn−3/2 cuando n→∞,

donde c = α
1−α

c1, c
2
1 = α(2πω2F̂ ′′

X(−ω)) es una constante conocida y H una función que solo

depende de u.

La expresión para la función H involucra las cantidades α y ω (ver [20]). De esta forma

la función H depende de FX . La condición 1 del teorema anterior es necesaria para la sobre-
vivencia del portafolio, i.e., para que no ocurra ruina con probabilidad 1; en lo subsecuente
será llamada condición de balance. La existencia del coeficiente de ajuste R es suficiente para
que se cumplan las condiciones 2 y 3. El siguiente ejemplo muestra que el caso independiente
cumple con la condición 3.

Ejemplo 2.3.2 Caso independiente. Supóngase σFI
= σZ > 0. Recordemos que para Z y

T independientes F̂I(θ) = F̂Z(θ)F̂T (−cθ). Sea f(θ) = ln F̂I(θ), θ ∈ (−σZ ,
1
c
σT ). Entonces

f ′(θ) = 0 si y sólo si

F̂ ′
Z(θ)

F̂Z(θ)
= c

F̂ ′
T (−cθ)
F̂T (−cθ)

.

Sean

ϕZ(θ) = − F̂
′
Z(θ)

F̂Z(θ)
, θ > −σZ , ϕT (θ) = − F̂

′
T (θ)

F̂T (θ)
, θ > −σT .

En este caso la solución de la ecuación

ϕZ(θ) = cϕT (−cθ), (2.12)

es un punto de inflexión de F̂I y éste es un mı́nimo puesto que ϕZ(θ) es estrictamente

decreciente en (−σZ ,∞) y ϕT (−cθ) es estrictamente creciente en (−∞, 0]. A este punto lo

llamamos −ω. En efecto, si −σZ < r1 < r2 <∞, entonces

F̂Z(r1) > F̂Z(r2), F̂
′
Z(r1) < F̂ ′

Z(r2),

debido a que Z es no negativa. De aqúı, ϕZ(r1) > ϕZ(r2). En forma análoga se demuestra

que ϕT (−cθ) es estrictamente creciente en (−∞, 0]. Haciendo h(θ) = ϕZ(θ) − cϕT (−cθ)
vemos que h es continua, estrictamente decreciente en (−σZ , 0], h(0) = E(X) < 0, h(θ) ↑ ∞,

si θ ↓ −σZ . Por lo tanto, existe un único punto −ω que cumple h(−ω) = 0, es decir, −ω
satisface (2.12).
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Ahora fijemos las marginales de Z y T , consideremos el comportamiento de α y ω en la

presencia de dependencia. Nótese que por la fórmula (2.1), si C1 � C2 entonces α1 < α2 y si

C1 ≺ C2 entonces α1 > α2. En particular, si C � Π entonces α < αI ; C ≺ Π implica α > αI .
En contraste, no se pueden establecer desigualdades para ω y ωI : en el ejemplo 2.3.7 más
adelante se verá que ω no depende del grado de dependencia de Z y T . No obstante, debido

a que F̂ ′(θ) es anaĺıtica en −ωI , podemos usar el Teorema de Lagrange. De esta manera, si

F̂ ′′(−ωI) 6= 0, obtenemos

−ω = −ωI +
∞∑

n=1

dn−1

dωn−1

(
ω + ωI

F̂ ′(ω)− F̂ ′(−ωI)

)n∣∣∣∣∣
ω=−ωI

(−F̂ ′(−ωI))
n

n!

= −ωI −
F̂ ′(−ωI)

F̂ ′′(−ωI)
+

1

2

F̂ ′′(−ωI)F̂ (−ωI)
2

F̂ ′′(−ωI)3
+ . . . .

Esta serie converge si ω − ωI es suficientemente pequeño ([22]).

Por medio del teorema de Bürmann ([22]), el cual enunciamos a continuación, podemos

obtener información sobre el valor de α directamente en términos de las propiedades de F̂
en ωI .

Teorema 2.3.3 Sean S una región cerrada, y a un punto interior de S. Sea φ(z) anaĺıtica

en S y φ(a) = b. Definimos Ψ por

Ψ(z) =
z − a

φ(z)− b
.

Entonces una función f(z) anaĺıtica cerca de z = a, puede ser expandida en la forma

f(z) = f(a) +
m−1∑
n=1

φ(z)− b

m!

dn−1

dxn−1
[f ′(x){Ψ(x)}n]

∣∣∣∣
x=a

+Rm,

donde

Rm =
1

2πi

∫ z

a

∫
γ

[
φ(z)− b

φ(t)− b

]m−1
f ′(t)φ′(z)

φ(t)− φ(z)
dtdz,

y γ es un contorno en el t-plano, encerrando los puntos a y z, y tal que si ζ es cualquier punto

en su interior, la ecuación φ(t) = φ(ζ) no tiene raices sobre o en el interior del contorno,

excepto una raiz simple en t = ζ.

Aplicando el teorema anterior, con a = −ωI , z = −ωF , φ(x) = F̂ ′(x), f(x) = F̂ (x),

obtenemos

α = F̂ (−ωI) +
m−1∑
n=1

dn−1

dωn−1

(−F̂ ′(−ωI))
n

n!

(
F̂ ′(ω)

[
ω + ωI

F̂ ′(ω)− F̂ ′(−ωI)

]n)∣∣∣∣∣
ω=−ωI

+Rm, (2.13)
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donde el residuo está dado por

Rm =
1

2πi

∫ −ωF

−ωI

∫
γ

(
F̂ ′(−ω) + F̂ ′(−ωI)

F̂ ′(t)− F̂ ′(−ωI)

)m−1
F̂ ′(t)F̂ ′′(−ω)

F̂ ′(t)− F̂ ′(−ω)
dtdω,

y γ es un contorno en el t-plano encerrando a los puntos −ωI , −ωF tal que la ecuación

F̂ ′(t) = F̂ ′(ζ) no tiene raices en el interior o sobre de γ excepto en t = ζ, donde ζ es

cualquier punto dentro de D. La expresión anterior provee una aproximación para obtener
resultados de sensitividad sobre el grado de dependencia de las cantidades determinando el

comportamiento asintótico del proceso de Riesgo si la transformada de Laplace F̂ (θ) está

dada para el caso dependiente. En algunos casos es posible obtener la transformada de
Laplace emṕırica a partir de los datos sobre Z y T .

Consideremos el caso de combinación convexa de cópulas. Supóngase que C, cópula,
puede escribirse en la forma

C(u, v) = βC1(u, v) + (1− β)C2(u, v),

donde β ∈ (0, 1), Ci, i = 1, 2 cópulas. Supóngase que la función de distribución conjunta

FZ,T tiene asociada la cópula C, con Ci asociada a la distribución Fi, i = 1, 2. Entonces por

la fórmula (2.1) tenemos

F̂X(θ) = βF̂1(θ) + (1− β)F̂2(θ),

para valores de θ donde F̂ , F̂1, F̂2 esten definidos.

En este caso tenemos que σFX
= min{σF1 , σF2}, min{ω1, ω2} ≤ ωFX

≤ max{ω1, ω2}.
En efecto, F̂1, F̂2 convergen en una vecindad a la izquierda del origen si y solamente si

−σF1 ,−σF2 < θ < 0, entonces −σFX
= max{−σF1 ,−σF2}. Para verificar la segunda afir-

mación, sea −ωi ∈ (−σFi
, 0], i = 1, 2, que cumple la condición 2 del teorema 2.3.1. Si

−ω1 > −ω2, entonces F̂X(θ) es estrictamente decreciente en (−σFX
,−ω2) y estrictamente cre-

ciente en (−ω1, 0], de aqúı F̂X alcanza su mı́nimo en (−ω2,−ω1), esto es, −ωFX
∈ (−ω2,−ω1).

En forma análoga se tiene que −ωFX
∈ (−ω1,−ω2) si −ω1 < −ω2. De lo anterior se sigue la

segunda afirmación. Por último, nótese que

αFX
= F̂X(−ωF ) ≥ βα1 + (1− β)α2,

donde αi = F̂i(−ωFi
), i = 1, 2. Ahora veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.4 Cópula lineal positiva de Spearman. Ésta cópula se define por

Cρs(u, v) =


(u+ ρs(1− u))v, v ≤ u,

(v + ρs(1− v))u, v > u,

= (1− ρs)Π(u, v) + ρsM(u, v),
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con ρs ≥ 0. Para esta cópula el coeficiente ρCρs
de Spearman coincide con el parámetro ρs.

En efecto, de la definición de ρCρs
se sigue

ρCρs
= 12Q(Cρs ,Π)− 3

= 12[(1− ρs)Q(Π,Π) + ρsQ(M,Π)]− 3

= ρs.

Y también

τCρs
= Q(Cρs , Cρs)

= (1− ρs)
2Q(Π,Π) + 2ρs(1− ρs)Q(M,Π) + ρ2

sQ(M,M)

=
1

3
ρs(2 + ρs).

Además

F̂ (θ) = (1− ρs)F̂I(θ) + ρsF̂M(θ).

De la ecuación anterior se sigue que σF = σZ para ρs < 1, la distribución marginal de Z tiene
que ser superexponencial para que la condición 2 del Teorema 2.3.1 se satisfaga. También,
ωρs es la solución de la ecuación

F̂M(−θ)
F̂I(−θ)

= −1− ρs

ρs

< 0,

de donde
−ωρs > −ωI , αρs < αI .

Como caso particular, si Z y T son distribuidas exponencialmente con parámetros λ1 y
λ2, respectivamente, para que la condición 1 del Teorema 2.3.1 se cumpla es necesario que
cλ1 > λ2. De esta manera, se tiene

F̂ (θ) = (1− ρs)
λ1

λ1 + θ

λ2

λ2 − cθ
+ ρs

λ1

θ
(
1− cλ1

λ2

)
+ λ1

.

A continuación veremos algunos ejemplos donde se pueden calcular en forma expĺıcita
−ω, α y en algunos casos el coeficiente de ajuste R.

Ejemplo 2.3.5 Exponencial bivariada de Moran y Downton. La función de densidad con-
junta de esta distribución está dada por

fZ,T (z, t) =
λ1λ2

1− ρ
I0

(
2
√
ρλ1λ2

1− ρ

)
exp

{
−λ1z + λ2t

1− ρ

}
,

donde I0(z) =
∑∞

j=0
1
j!

(
z
2

)2j
es la función modificada de Bessel de primer tipo y orden cero,

0 ≤ ρ ≤ 1 es la correlación entre Z y T , y λ1, λ2, u, t > 0. Las distribuciones marginales
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son exponenciales de parámetros λ1 y λ2. En [12] se puede ver que la función generadora de

momentos conjunta del vector (Z, T ) está dada por

E[e−t1Z−t2T ] =
λ1λ2

(λ1 + t1)(λ2 + t2)− ρt1t2
.

De aqúı se sigue que

F̂X(θ) =
λ1λ2

c(ρ− 1)θ2 + (λ2 − cλ1)θ + λ1λ2

.

Nótese que la transformada F̂X(θ) tiene dos aśıntotas, las cuales son las raices del polinomio

p(θ) = c(ρ− 1)θ2 + (λ2 − cλ1)θ + λ1λ2. Sean

a = c(ρ− 1), b = λ2 − cλ1, c = λ1λ2.

Nótese que la condición 1 del Teorema 2.3.1 se satisface si b < 0. Además se tiene que a < 0

y c > 0. Por lo tanto, el polinomio p tiene raices r1 < 0 < r2. De la forma de F̂X(θ) y de lo

anterior tenemos que se cumplen 2 y 3 del Teorema 2.3.1. En forma precisa

−σF = r1 =
λ2 − cλ1 −

√
(cλ1 − λ2)2 + 4cλ1λ2(1− ρ)

2c(1− ρ)
,

y el valor −ω se puede encontrar derivando F̂X(θ) e igualando a cero. De esta manera

−ω =
λ2 − cλ1

2c(1− ρ)
,

de donde

α = F̂X(−ω) =
λ1λ2

λ1λ2 + 1
4

(cλ1−λ2)2

1−ρ

.

Además, F̂X(θ) = 1 si y solamente si

θ = 0,
cλ1 − λ2

c(1− ρ)
.

Lo anterior nos da en forma precisa el coeficiente de ajuste R, el cual es

R =
cλ1 − λ2

c(1− ρ)
,

y cumple ser positivo para cλ1 > λ2.
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Ejemplo 2.3.6 Distribución Gamma bivariada de Cheriyan y Ramabhadran. Recordemos

que si X tiene distribución Gamma(a, λ), entonces tiene densidad dada por

f(x) =
λaxa−1e−λx

Γ(a)
, x ≥ 0, a, λ > 0,

donde

Γ(a) =

∫ ∞

0

xa−1e−xdx.

Recordemos también que

E[X] =
a

λ
, E[etX ] =

(
λ

λ− t

)a

, t < λ.

La forma de construir la distribución Gamma bivariada de Cheriyan y Ramabhadran es la

siguiente: sean Y0, Y1, Y2 variables aleatorias independientes que cumplen Yi ∼ Gamma(θi, 1),

θi > 0, i = 0, 1, 2. Definimos Xi = Y0 + Yi, entonces

fY0,Y1,Y2(y0, y1, y2) =
1

Γ(θ0)Γ(θ1)Γ(θ2)
e−(y0+y1+y2)yθ0−1

0 yθ1−1
1 yθ2−1

2 .

De aqúı se obtiene la densidad conjunta de (Y0, X1, X2), a saber

fY0,X1,X2(y0, x1, x2) =
1

Γ(θ0)Γ(θ1)Γ(θ2)
yθ0−1

0 (x1 − y0)
θ1−1(x2 − y0)

θ2−1ey0−x1−x2 ,

para xi ≥ y0 ≥ 0, i = 1, 2. Por lo tanto

fX1,X2(x1, x2) =
e−(x1+x2)

Γ(θ0)Γ(θ1)Γ(θ2)

∫ min{x1,x2}

0

yθ0−1
0 (x1 − y0)

θ1−1(x2 − y0)
θ2−1ey0dy0.

La función generadora de momentos conjunta de (X1, X2) es la siguiente:

E[et1X1+t2X2 ] = E[e(t1+t2)Y0 ]E[et1Y1 ]E[et2Y2 ]

=
1

(1− (t1 + t2))θ0

1

(1− t1)θ1

1

(1− t2)θ2
, t1, t2, t1 + t2 < 1.

De esta manera, si (Z, T ) tiene la distribución de (X1, X2), la transformada de Laplace de

X = Z − cT se puede obtener de la expresión anterior sustituyendo t1 = −θ, t2 = cθ, esto es

F̂X(θ) =
1

(1− θ(c− 1))θ0(1 + θ)θ1(1− cθ)θ2
, −1 < θ < 1/c.

De aqúı se sigue que −σF = −1, F̂X(θ) > 0, para θ ∈ (−1, 1/c). Además, Z y T tienen

distribución Gamma de parámetros (1, θ0 + θ1) y (1, θ0 + θ2), respectivamente. De esta

manera, la condición de balance es:

(θ0 + θ1)− c(θ0 + θ2) < 0. (2.14)
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Ahora calculemos −ω, cuando éste existe. Sea f(θ) definida por

f(θ) = (1− θ(c− 1))θ0(1 + θ)θ1(1− cθ)θ2 , −1 < θ < 1/c.

Calculando la derivada de F̂ (θ) resulta

F̂ ′
X(θ) = − g(θ)

f(θ)(1− θ(c− 1))(1 + θ)(1− cθ)
, −1 < θ < 1/c, (2.15)

donde
g(θ) = Aθ2 +Bθ + C,

y las constantes A, B y C estan dadas por

A = c(c− 1)(θ0 + θ1 + θ2)

B = c2(θ0 + θ2)− 2c(θ0 + θ1 + θ2) + (θ0 + θ1)

C = −c(θ0 + θ2) + (θ0 + θ1).

Nótese que de (2.15) se sigue que F̂ ′
X(θ) = 0 si y sólo si g(θ) = 0. De esta manera, encontrar

los puntos cŕıticos de F̂ ′
X(θ) equivale a resolver la ecuación cuadrática g(θ) = 0.

Haciendo los cálculos correspondientes tenemos que los coeficientes A, B y C cumplen

A+ C −B = c(c+ 1)θ1 > 0, (2.16)

y

B2 − 4AC = [c2(θ0 + θ2)− (θ0 + θ1)]
2 + 4θ1θ2 > 0.

Lo anterior muestra que g tiene dos raices distintas, las cuales son

r1 =
−B +

√
B2 − 4AC

2A
, r2 =

−B −
√
B2 − 4AC

2A
(2.17)

Veremos bajo que supuestos se cumplen las condiciones 1, 2, 3 del Teorema 2.3.1. Previa-
mente vimos que −σF = −1. De esta manera, solo veremos las condiciones 1 y 3. La

ecuación (2.14) se puede escribir en la forma

θ0 + θ1

θ0 + θ2

< c. (2.18)

Nótese que B como función de c es un polinomio cuadrático, el cual tiene raices

c1 =
θ0 + θ1 + θ2 + γ

θ0 + θ2

, c2 =
θ0 + θ1 + θ2 − γ

θ0 + θ2

,

con

γ =
√
θ2
1 + θ2

2 + θ0θ1 + θ0θ2 + θ1θ2,

que cumplen

c2 <
θ0 + θ1

θ0 + θ2

< c1, c2 < 1 < c1, (2.19)
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y

B > 0, para 0 < c < c2 o c > c1, B < 0, para c2 < c < c1.

La condición 3 del teorema nos dice que estamos interesados en mı́nimos en el intervalo

(−1, 0), los candidatos serán las raices de g. Veremos el comportamiento de r1 y r2 bajo

diferentes valores de c. Para este fin, calculamos la “forma” de la segunda derivada de F̂X(θ).

Debido a que F̂ ′
X(θ) se puede escribir en la forma

F̂ ′
X(θ) = −g(θ)

h(θ)
, −1 < θ <

1

c
,

con h(θ) > 0, para θ ∈ (−1, 1/c). De aqúı

F̂ ′′
X(θ) = −g

′(θ)h(θ)− h′(θ)g(θ)

[h(θ)]2
, −1 < θ <

1

c
. (2.20)

Nótese que para c ≤ c2 no se cumple la ecuación (2.18), por lo que este caso no se

considera. De esta manera, estudiaremos los casos:

1. c ≥ c1,

2. c2 < c < c1.

Veamos el caso 1. Supongamos que c ≥ c1. De la ecuación 2.19 se sigue que

A > 0, B ≥ 0, C < 0.

Consideremos primero el caso cuando c = c1. Para este caso tenemos que B = 0 y

r1 =

√
−AC
A

, r2 = −
√
−AC
A

.

De esta manera, r2 < 0 < r1. Debido a que estamos interesados en el mı́nimo en (−1, 0)

consideramos solamente r2. Ahora, nótese que r2 > −1 si y solamente si −A < −
√
−AC, y

esto sucede si y solamente si A+C > 0, y esta última desigualdad es cierta por (2.16). Por

lo tanto r2 ∈ (−1, 0). Por último

F̂ ′′
X(r2) =

√
−4AC

h(r2)
> 0,

lo que muestra que r2 es un mı́nimo local en (−1, 0). De esta manera, las condiciones 1 y 3

se satisfacen. Ahora supongamos que c > c1. Nótese que

2A−B > 0 ⇐⇒ c >

√
θ0 + θ1

θ0 + 2θ1 + θ2

. (2.21)
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En efecto,

2A−B = c2(θ0 + 2θ1 + θ2)− (θ0 + θ1),

es un polinomio cuadrático con raices

±
√

θ0 + θ1

θ0 + 2θ1 + θ2

.

Debido a que suponemos c > 0, se sigue (2.21). Ahora, nótese que

c > c1 > 1 >

√
θ0 + θ1

θ0 + 2θ1 + θ2

,

por lo tanto (2.21) se satisface. Nótese también que r2 < 0 < r1, por lo cual solo consideramos

la ráız r2. Usando (2.21) tenemos que r2 > −1 si y solamente si (2A− B)2 > B2 − 4AC, y

lo anterior se cumple si y solamente si 4A(A+C −B) > 0, lo cual es cierto porque A > 0 y

por (2.16). Evaluando r2 en F̂ ′′
X(θ) resulta

F̂ ′′
X(r2) =

√
B2 − 4AC

h(r2)
> 0.

Por lo tanto, r2 cumple la condición 3 del Teorema.

Ahora veamos el caso 2. Para este caso consideraremos los subcasos

1. θ1 ≥ θ2,

2. θ1 < θ2.

Supongamos θ1 ≥ θ2. Nótese que para c2 < c ≤ 1, se tiene

(θ0 + θ1)− c(θ0 + θ2) ≥ θ1 − θ2 > 0,

por lo cual la condición 2 no se satisface. Además

θ0 + θ1

θ0 + θ2

≥ 1.

Se pide además que
θ0 + θ1

θ0 + θ2

< c < c1.

Para este caso, tenemos
A > 0, B < 0, C < 0.

De nuevo, las raices r1 y r2 cumplen r2 < 0 < r1, por lo que solo consideraremos la raiz r2.

Ahora, r2 > −1 si y solamente si
√
B2 − 4AC < 2A − B, y esto se puede mostrar como en

el caso anterior. Evaluando r2 en F̂ ′′
X(θ) resulta

F̂ ′′
X(θ) =

√
B2 − 4AC

h(r2)
> 0.
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Por lo tanto, r2 cumple con la condición 3 del Teorema.

Ahora supongamos θ1 < θ2. En esta parte tenemos

θ0 + θ1

θ0 + θ2

< 1,

por lo cual consideraremos los casos

1. θ0+θ1

θ0+θ2
< c < 1,

2. c = 1,

3. 1 < c < c1.

Cuando 1 < c < c1 se utiliza el mismo procedimiento que el subcaso anterior para mostrar
que −1 < r2 < 0 < r1; r2 satisface la condición 3 del Teorema.

Para c = 1, g(θ) se transforma:

g(θ) = −(θ1 + θ2)θ + θ1 − θ2,

y tiene una sola raiz:

r =
θ1 − θ2

θ1 + θ2

,

la cual cumple −1 < r < 0, y evaluando en la segunda derivada se muestra que r es un
mı́nimo.

Por último, supongamos que
θ0 + θ1

θ0 + θ2

< c < 1.

En este caso tenemos
A < 0, B < 0, C < 0.

Ahora, r1 < r2, y debido a que B2 − 4AC < B2, entonces r2 < 0. Por otro lado, r1 < −1

si y solamente si −2A+B <
√
B2 − 4AC, veamos que esta última desigualdad es cierta. Si

−2A+B ≤ 0, la desigualdad es cierta. Si −2A+B > 0, entonces −2A+B <
√
B2 − 4AC

si y solamente si −4A(A+C−B) > 0, la cual es cierta por (2.17). De esta manera, estamos

interesados de nuevo en r2. Ahora, r2 > −1 si y solamente si 2A − B <
√
B2 − 4AC;

procediendo en forma análoga al anterior se sigue ésta última. Y también F̂ ′′
X(r2) > 0, lo

cual muestra que r2 es mı́nimo.
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En resumen: Para c 6= 1, si tenemos las cantidades A, B, C, r2, c1, c2 dadas por

A = c(c− 1)(θ0 + θ1 + θ2),

B = c2(θ0 + θ2)− 2c(θ0 + θ1 + θ2) + (θ0 + θ1),

C = −c(θ0 + θ2) + (θ0 + θ1),

r2 =
−B −

√
B2 − 4AC

2A
,

c1 =
θ0 + θ1 + θ2 + γ

θ0 + θ2

,

c2 =
θ0 + θ1 + θ2 − γ

θ0 + θ2

,

con

γ =
√
θ2
1 + θ2

2 + θ0θ1 + θ0θ2 + θ1θ2, θi > 0, i = 1, 2, 3,

entonces, σF = 1, E(X) < 0, r2 es un mı́nimo en (−σF , 0) si

1. c ≥ c1, o bien

2. θ0+θ2

θ0+θ2
< c < c1.

Para c = 1 se tiene: σF = 1, E(X) < 0 cuando θ1 < θ2, y r dado por

r =
θ1 − θ2

θ1 + θ2

,

es mı́nimo en (−σF , 0).

Ejemplo 2.3.7 Distribución Gamma bivariada de Kibble y Moran. Esta distribución bi-

variada con marginales gamma estándar (parámetro de forma a > 0) está definida a través

de su función generadora de momentos ([12]), a saber

E[et1Z+t2T ] =

(
1− β + 1

β
t1 −

β + 1

β
t2 −

β + 1

β
t1t2

)−a

.

Aqúı β > 0 es el parámetro de dependencia y el coeficiente de correlación de Pearson está

dado por 1/(1 + β) ([12]). Sustituyendo t1 = −θ, t2 = cθ resulta

F̂X(θ) =
1(

−cβ+1
β
θ2 + (1− c)β+1

β
θ + 1

)a .

En este caso, la condición de balance E[X] < 0 implica (1 − c) < 0. De esta manera,

tenemos un caso similar al ejemplo 2.3.5. Usando el mismo razonamiento para el polinomio
cuadrático del denominador resulta

−σF =
(1− c)(β + 1)−

√
[(1− c)(β + 1)]2 + 4cβ(β + 1)

2c(β + 1)
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y

−ω = −c− 1

2c
, R =

c− 1

c
= 2ω.

Además

α =

(
4cβ

1 + β + 2c(β − 1) + c2(β + 1)

)a

.

La importancia de este ejemplo radica en ilustrar que tanto −ω como el coeficiente de ajuste
R no dependen del parámetro de dependencia β.

2.4 Propiedades asintóticas de H

En esta sección se encontrará una expresión asintótica para la función H o en forma precisa

para 1−H. Supondremos las condiciones del Teorema 2.3.1. En [20] se obtiene que las series

que aparecen en (1.49) y (2.6) tienen radio de convergencia 1/α > 1 y que B(1/α) es finito.

Además se obtiene H(0) = exp{−B(1/α)}. Para u > 0 la forma de H(u) no es sencilla. No

obstante, podemos usar la estructura Markoviana de la caminata aleatoria para obtener su
transformada de Laplace.

Sean an y Ln como antes:

an(x) = P (Sn > Sk, k = 0, . . . , n− 1, Sn ≤ x), Ln = min{r ≥ 0, Sr = max
0≤k≤n

Sk}.

Por la propiedad Markoviana de la caminata aleatoria {Sn} se sigue

P (n < τ ∗(u) <∞) =
n∑

k=0

P (n− k < τ ∗(0) <∞)P (Lk = k, Sk ≤ u)

=
n∑

k=0

P (n− k < τ ∗(0) <∞)ak(u),

de donde

P (n < τ ∗(u) <∞)

P (n < τ ∗(0) <∞)
=

n∑
k=0

P (n− k < τ ∗(0) <∞)

P (n < τ ∗(0) <∞)
ak(u).

Por otro lado del Teorema 2.3.1 se sigue que para u = 0

lim
n→∞

P (n− k < τ ∗(0) <∞)

P (n < τ ∗(0) <∞)
= α−k,

para cada k fijo. Entonces

H(u)

H(0)
= lim

n→∞

P (n < τ ∗(u) <∞)

P (n < τ ∗(0) <∞)

= lim
n→∞

n∑
k=0

P (n− k < τ ∗(0) <∞)

P (n < τ ∗(0) <∞)
ak(u)

=
∞∑

k=0

α−kak(u).
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Usando las ecuaciones (1.49) y (1.38) obtenemos la transformada de Laplace de H:

Ĥ(θ) = H(0)

∫ ∞

0

e−θxd(H/H(0))(x)

= H(0) exp

{
∞∑

n=1

α−n

n

∫ ∞

0+

e−θxdF ∗n(x)

}

=
e−B(1/α)

1− E[α−τ+e−θSτ+ ]
. (2.22)

De esta forma la transformada de Laplace de H esta determinada por los factores de Wiener-
Hopf.

Ahora consideramos una caminata aleatoria asociada. Para δ ∈ (−σF , 0] definimos la función

de distribución

Fδ(x) =
1

F̂ (δ)

∫ x

−∞
e−δudF (u).

Entonces la transformada de Laplace de Fδ cumple

F̂δ(θ) =

∫ ∞

−∞
e−θxdFδ(x)

=
1

F̂ (δ)

∫ ∞

−∞
e−(θ+δ)dF (x)

=
F̂ (θ + δ)

F̂ (δ)
.

Aplicando la factorización de Wiener-Hopf a F̂δ(θ) resulta

1− sF̂δ(θ) = (1− χδ(s, iθ))(1− χ−δ (s, iθ)).

Por otro lado, para |s| < F̂ (δ), se tiene

1− s

F̂ (δ)
F̂ (θ + δ) =

(
1− χ

(
s

F̂ (δ)
, i(θ + δ)

))(
1− χ−

(
s

F̂ (δ)
, i(θ + δ)

))
.

Por la unicidad de la factorización de Wiener-Hopf queda

χδ(s, iθ) = χ

(
s

F̂ (δ)
, i(θ + δ)

)
,

es decir,

E[sτδ
+e−θSδ

τ+ ] = E

[(
s

F̂ (δ)

)τ+

e−(θ+δ)Sτ+

]
,
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donde τ δ
+ es el primer punto escalera de la caminata aleatoria generada por la distribución

Fδ y Sτδ
+

es su correspondiente altura. De esta fórmula y de (2.22), sustituyendo θ = δ + β

resulta

e−B(1/α)

1− E

[(
F̂ (δ)

α

)τδ
+

e
−βS

τδ
+

] =
e−B(1/α)

1− E

[(
1

α

)τ+

e−θSτ+

]
=

∫ ∞

0

e−βxd

(∫ x

0

e−δudH(u)

)
, β > −δ.

Tomamos δ = −ω, i.e., F̂ (δ) = α. Entonces∫ ∞

0

e−βxd

(∫ x

0

eωudH(u)

)
=

e−B(1/α)

1− E
[
e
−βS

τ−ω
+

] , ∀ β > ω. (2.23)

Ahora vamos a mostrar que

1−H(u) ∼ e−B(1/α)

ωE[Sτ−ω
+

]
e−ωu, u→∞. (2.24)

Sea

ν(dx) = eB(1/α)H1(dx),

donde H1(x) =
∫ x

0
eωudH(u). Sea también U , medida de renovación, dada por

U(dx) =
∞∑

n=0

F ∗n
1 (dx),

con F1(dx) = P (Sτ−ω
+

∈ dx). De la expresión (2.23) se sigue que las transformadas de las

medidas ν y U coinciden en el intervalo (ω,∞) con ω > 0. Lo anterior implica que las

medidas ν y U son iguales [6].

Por otro lado, debido a que Ĥ(0) = H(∞) de la segunda igualdad de (2.22) se sigue que

H(∞) = 1. Denotamos por δx(A) la función indicadora del conjunto A, es decir,

δx(A) =


1, x ∈ A,

0, otro caso.

Sea

z(x) =


eωx, x ≤ 0,

0, otro caso.
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Se observa que z es d.R.i (vease apéndice). De todo lo anterior y del Teorema 4.1.10 se

obtiene

eB(1/α)eωu(1−H(u)) = eB(1/α)eωu

∫ ∞

u

dH(x)

= eωu

∫ ∞

u

eB(1/α)e−ωxdH1(x)

=

∫ ∞

u

eω(u−x)ν(dx)

=

∫ ∞

u

eω(u−x)U(dx)

=

∫ ∞

−∞
eω(u−x)δu−x((−∞, 0])U(dx)

−→ 1

E[Sτ−ω
+

]

∫ ∞

−∞
eωsδs((−∞, 0])ds =

1

ωE[Sτ−ω
+

]
cuando u→∞,

De aqúı se sigue (2.24).
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Caṕıtulo 3

Comonotonicidad en Finanzas y
aplicaciones para calcular precios de
activos financieros

3.1 Introducción

En un contexto de seguros se está interesado en la distribución de sumas de variables aleato-
rias. Tales sumas aparecen cuando se consideran las reclamaciones agregadas de un portafolio
de seguros sobre un cierto peŕıodo de referencia. También aparecen cuando se consideran
pagos descontados relacionados a una sola poliza o a un portafolio en diferentes puntos en
el tiempo. La suposición de independencia mutua es muy adecuada desde el punto de vista
computacional, pero algunas veces no es realista. En esta sección describiremos como tomar
decisiones más seguras sobre sumas de variables aleatorias Xi’s cuando sólo se conocen la
distribuciones marginales de las Xi, y no la dependencia entre ellas. La dependencia más
fuerte que puede haber entre ellas es la conocida como comonotonicidad. Consideraremos
la suma de variables aleatorias cuyos elementos pertenecen a un vector comonotónico, las
cuales denotaremos por Sc. Entre las ventajas más importantes que la suma comonotónica
Sc ofrece sobre la suma ordinaria S son las siguientes:

1. Las variables aleatorias S y Sc tienen el mismo valor esperado.

2. La función de distribución de S puede ser obtenida solamente si la estructura de de-
pendencia se conoce, aún aśı puede ser una tarea no sencilla de llevar a cabo. En
cambio, la función de distribución de Sc se obtiene facilmente, Sc tiene distribución
unidimensional, únicamente dependiendo de una variable aleatoria uniforme U .

3. Las primas stop-loss de Sc se pueden calcular a partir de las primas stop-loss de
las marginales involucradas. En contraste, las primas stop-loss de S solo pueden ser
obtenidas cuando la estructura de dependencia es conocida.
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3.2 Comonotonicidad

3.2.1 Definición y propiedades

Antes de dar la definición de comonotonicidad veremos resultados útiles en la construcción de
cotas comonotónicas. En lo que sigue se considerarán variables aleatorias con media finita.
Para este tipo de variables aleatorias se tiene el siguiente resultado.

Proposición 3.2.1 Sea X variable aleatoria con función de distribución acumulada FX que

cumple E(X) <∞. Entonces

1. limx→∞ x(1− FX(x)) = 0, limx→−∞ xFX(x) = 0.

2. E(X) = −
∫ 0

−∞ FX(x)dx+
∫∞

0
(1− FX(x))dx

Demostración. Tenemos

x(1− FX(x)) = x

∫ ∞

x

dFX(t) ≤
∫ ∞

x

tdFX(t).

Debido a que E(X) <∞, limx→∞
∫∞

x
tdFX(t) = 0. Y de la desigualdad anterior se sigue la

primera parte de 1. En forma análoga se muestra

xFX(−x) ≤ −
∫ −x

−∞
tdFX(t) −→ 0, x→∞.

De aqúı se sigue la segunda parte de 1.

De la técnica de integración por partes, la primera parte del teorema y la relación:

E(X) =

∫ 0

−∞
xdFX(x)−

∫ ∞

0

xd(1− FX(x)),

se sigue 2.

Si además tenemos E(X2) <∞, entonces 1 se cumple con x2 en lugar de x, i.e.

lim
x→∞

x2(1− FX(x)) = 0, lim
x→−∞

x2FX(x) = 0.

Ahora se define la prima stop-loss, la cual será de utilidad para “ordenar” variables aleatorias.

Definición 3.2.2 La prima stop-loss de una variable aleatoria X con retención d, está
definida por

πX(d) := E[(X − d)+].
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En la matemática actuarial, una compañ́ıa aseguradora puede protegerse de una recla-

mación X (variable aleatoria no negativa), adquiriendo un seguro a otra compañ́ıa de seguros

(reaseguro). Una forma de hacerlo es adquiriendo un seguro del tipo stop-loss. En este tipo

de reaseguros, la compañ́ıa aseguradora retiene una cantidad d, llamada retención. Si la
reclamación X excede la retención d la compañia reaseguradora se compromete a pagar la
diferencia X − d; caso contrario, la compañ́ıa aseguradora cubre la reclamación. De esta
manera, la prima stop-loss es la cantidad promedio que la compañ́ıa reaseguradora tiene que
cubrir en el caso que una reclamación ocurra.

Nótese que de la Proposición 3.2.1 se sigue que

πX(d) = −
∫ ∞

d

(x− d)d(1− FX(x))

= −(x− d)(1− FX(x))|∞d +

∫ ∞

d

(1− FX(x))dx

=

∫ ∞

d

(1− FX(x))dx, −∞ < d < +∞. (3.1)

De aqúı que πX sea derivable y su derivada sea

π′X(d) = FX(d)− 1.

Lo anterior muestra que πX es una función continua decreciente de d, con derivada FX(d)−1

en d y que satisface:

lim
d→∞

πX(d) = 0.

Ahora se define el orden stop-loss para variables aleatorias.

Definición 3.2.3 Sean X e Y variables aleatorias. Se dice que X precede a Y en orden

stop-loss, denotado X ≤sl Y , si πX(d) ≤ πY (d), −∞ < d < +∞.

Teorema 3.2.4 Si X ≤sl Y entonces E(X) ≤ E(Y ). Rećıprocamente, si E(X) ≤ E(Y ) y

las funciones FX y FY se cruzan solo una vez, entonces X ≤sl Y .

Demostración. Tenemos de (3.1)

d+ E[(X − d)+] = −
∫ 0

d

FX(x)dx+

∫ ∞

0

(1− FX(x))dx, d < 0.

De aqúı y la Proposición 3.2.1

E(X) = lim
d→−∞

(d+ E[(X − d)+]) ≤ lim
d→−∞

(d+ E[(Y − d)+]) = E(Y ).

Rećıprocamente, supóngase E(X) ≤ E(Y ), FX y FY solo se cruzan una vez y denótese

por c el punto de cruce. Sea f definida por

f(d) = E[(Y − d)+]− E[(X − d)+], −∞ < d < +∞.
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Entonces f ′(d) = FY (d)− FX(d) cumple f ′(d) ≥ 0, d < c, f ′(d) ≤ 0, d > c (f crece y luego

decrece). Ya que limd→−∞ f(d) = E(Y ) − E(X) ≥ 0, limd→∞ f(d) = 0, se sigue f ≥ 0, es

decir, X ≤sl Y .

Definición 3.2.5 Sean X e Y variables aleatorias. Se dice que X precede a Y en orden
convexo, denotado X ≤cx Y , si

E(X) = E(Y )

E[(X − d)+] ≤ E[(Y − d)+], −∞ < d < +∞.

En general, estamos interesados en valores grandes de una pérdida aleatoria. El orden

stop-loss nos dice que Y genera pérdidas más grandes si πX(d) ≤ πY (d), de esta forma Y se

dice que es menos atractiva que X. Los valores negativos de esta variable aleatoria pueden
interpretarse como ganancias. No obstante, demasiadas ganancias puede ser perjudicial desde

el punto de vista de impuestos, es por esta razón que se pide E[(d − X)+] ≤ E[(d − Y )+]

(Teorema 3.2.6). Esta es la motivación del orden convexo. Nótese también que X ≤cx Y si

y sólo si −X ≤cx −Y , de esta forma, la interpretación de las variables aletorias como pagos
o ingresos es irrelevante.

Nótese que de la Proposición 3.2.1 y de la técnica de integración por partes se sigue

E[(d−X)+] =

∫ d

−∞
FX(x)dx.

Por lo tanto,

d− E[(d−X)+] = −
∫ 0

−∞
FX(x)dx+

∫ d

0

(1− FX(x))dx, d > 0,

de donde, usando la Proposición 3.2.1 parte 2,

lim
d→+∞

(d− E[(d−X)+]) = E(X). (3.2)

El siguiente teorema no es más que otra forma de caracterizar el orden convexo.

Teorema 3.2.6 Sean X e Y variables aleatorias. Entonces X ≤cx Y si y sólo si

E[(X − d)+] ≤ E[(Y − d)+], −∞ < d < +∞,

E[(d−X)+] ≤ E[(d− Y )+], −∞ < d < +∞.

Demostración. Supongamos que X ≤cx Y . Entonces

E[(X − d)+]− E[(d−X)+] =

∫ ∞

d

(x− d)dFX(x)−
∫ d

−∞
(d− x)dFX(x)

= E(X)− d.
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Ya que E(X) = E(Y ), la segunda desigualdad se sigue.

Rećıprocamente, supongamos que las dos desigualdades del teorema se satisfacen. De la
primera desigualdad resulta

E(X) = lim
d→−∞

(d+ E[(X − d)+]) ≤ lim
d→−∞

(d+ E[(Y − d)+]) = E(Y ).

Por (3.2) y la segunda desigualdad resulta

E(X) = lim
d→+∞

(d− E[(d−X)+]) ≥ lim
d→+∞

(d− E[(d− Y )+]) = E(Y ).

Y de aqúı se sigue que X ≤cx Y .

Se puede demostrar que X ≤cx Y si y sólo si E[v(X)] ≤ E[v(Y )], para cualquier función

convexa v, con el supuesto de que los valores esperados existen. Ésta es la razón del nombre
orden convexo.

Ahora supóngase que E(X2), E(Y 2) < ∞. Ya que v(x) = x2 es convexa se sigue que

V ar(X) ≤ V ar(Y ) si X ≤cx Y . El rećıproco en general no es cierto. Con esta suposición

tenemos el siguiente teorema,

Teorema 3.2.7 Sean X e Y variables aleatorias con E(X2), E(Y 2) < ∞ y X ≤cx Y .

Entonces ∫ ∞

−∞
{E[(Y − t)+]− E[(X − t)+]} dt =

1

2
[V ar(Y )− V ar(X)].

Demostración. Es suficiente demostrar∫ ∞

−∞
{E[(X − t)+]− (E(X)− t)+}dt =

1

2
V ar(X). (3.3)

Tenemos∫ ∞

−∞
{E[(X − t)+]− (E(X)− t)+}dt =

∫ E(X)

−∞
E[(t−X)+]dt+

∫ ∞

E(X)

E[(X − t)+]dt,

porque E[(X − t)+]− E[(t−X)+] = E(X)− t.

Ahora bien ∫ E(X)

−∞
E[(t−X)+]dt =

∫ E(X)

−∞

∫ t

−∞
FX(x)dxdt

=

∫ E(X)

−∞

∫ E(X)

x

FX(x)dtdx

=

∫ E(X)

−∞
[E(X)− x]FX(x)dx

=
1

2

∫ E(X)

−∞
[x− E(X)]2dFX(x),
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donde para obtener la última igualdad se usó integración por partes. En forma análoga,∫ ∞

E(X)

E[(X − t)+]dt =

∫ ∞

E(X)

∫ ∞

t

(1− FX(x))dxdt

=

∫ ∞

E(X)

(x− E(X))(1− FX(x))dx

=
1

2

∫ ∞

E(X)

[x− E(X)]2dFX(x).

De aqúı se sigue (3.3).

Corolario 3.2.8 Si X ≤cx Y y V ar[X] = V ar[Y ], entonces X
d
= Y . Por lo tanto, si X

d

6= Y

y X ≤cx Y entonces V ar[X] < V ar[Y ].

3.2.2 Funciones inversas

Definición 3.2.9 Sea FX la función de distribución de una variable aleatoria X. La función

inversa de FX , denotada F−1
X , se define por

F−1
X (p) := inf{x ∈ R : FX(x) ≥ p}, p ∈ [0, 1],

donde inf φ = +∞ por convención.

Para F−1
X tenemos la siguiente proposición.

Proposición 3.2.10 Sea FX la función de distribución de una variable aleatoria X, con

inversa F−1
X . Entonces

1. Para toda x ∈ R y p ∈ [0, 1] se cumple: F−1
X (p) ≤ x si y sólo si p ≤ FX(x).

2. F−1
X es no decreciente y continua a la izquierda.

Demostración. De la definición se sigue la parte 1 y el hecho que F−1
X es no decreciente.

Demostraremos ahora que F−1
X es continua a la izquierda. Sean p ∈ (0, 1], pn ↑ p, y suponga-

mos que F−1
X (p−) < F−1

X (p). Entonces existen y y δ > 0 tales que

F−1
X (pn) < y < F−1

X (p)− δ, ∀n. (3.4)

De la primera parte de la proposición y la parte izquierda de (3.4) se sigue que pn ≤ FX(y),

de donde p ≤ FX(y). Aplicando nuevamente la primera parte de la proposición, resulta

F−1
X (p) ≤ y, lo que contradice la parte derecha de (3.4). Por lo tanto F−1

X es continua a la

izquierda.

Otra forma de definir la inversa de FX es la siguiente.
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Definición 3.2.11 Sea F−1+
X definida por

F−1+
X (p) := sup{x ∈ R : FX(x) ≤ p}, p ∈ [0, 1],

con la convención supφ = −∞.

Se puede demostrar, como en la proposición anterior, que F−1+
X es no decreciente y

continua a la derecha. Nótese que F−1
X (0) = −∞, F−1+

X (1) = +∞ y que toda la masa de

probabilidad de X está concentrada en el intervalo [F−1+
X (0), F−1

X (1)]. Nótese también que

F−1
X (p), F−1+

X (p) son finitos para todo p ∈ (0, 1).

En lo que sigue p ∈ (0, 1), a menos que se especifique lo contrario.

Definición 3.2.12 Para α ∈ [0, 1], sea

F
−1(α)
X (p) = αF−1

X (p) + (1− α)F−1+
X (p), p ∈ (0, 1),

la α-inversa de FX .

Corolario 3.2.13 Para d que satisface 0 < FX(d) < 1 se cumple

F−1
X (FX(d)) ≤ d ≤ F−1+

X (FX(d)).

De aqúı existe αd tal que F
−1(αd)
X (FX(d)) = d.

El siguiente teorema muestra la relación entre la inversa de la distribución de una variable

aleatoria X y la inversa de una transformación monotona g(X) de X.

Teorema 3.2.14 Sean X, g(X) variables aleatorias y 0 < p < 1.

1. Si g es no decreciente y continua a la izquierda, entonces

F−1
g(X)(p) = g(F−1

X (p)).

2. Si g es no decreciente y continua a la derecha, entonces

F−1+
g(X)(p) = g(F−1+

X (p)).

3. Si g es no creciente y continua a la izquierda, entonces

F−1+
g(X)(p) = g(F−1

X (1− p)).

4. Si g es no creciente y continua a la derecha, entonces

F−1
g(X)(p) = g(F−1+

X (1− p)).
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Demostración. Se demostrará la parte 1, los demás incisos son análogos. Sea 0 < p < 1.
Nótese que si se cumple la equivalencia:

F−1
g(X)(p) ≤ x⇐⇒ g(F−1

X (p)) ≤ x, ∀x ∈ R, (3.5)

entonces 1 se sigue. En efecto, debido a que g(F−1
X (p)) ≤ g(F−1

X (p)), tenemos que se cumple

F−1
g(X)(p) ≤ g(F−1

X (p)), y si x es tal que Fg(X)(x) ≥ p, entonces por la parte 1 de la Proposición

3.2.10, F−1
g(X)(p) ≤ x, (3.5) implica g(F−1

X (p)) ≤ x y de aqúı F−1
g(X)(p) ≥ g(F−1

X (p)). Por lo

tanto es suficiente demostrar (3.5).

Usando la parte 1 de Proposición 3.2.10 tenemos

F−1
g(X)(p) ≤ x⇐⇒ p ≤ Fg(X)(x),

y debido a que g es no decreciente y continua a la izquierda, se tiene que para cualesquiera
z, x reales:

g(z) ≤ x⇐⇒ z ≤ sup{y : g(y) ≤ x}.

De aqúı

p ≤ Fg(X)(x) ⇐⇒ p ≤ FX(sup{y : g(y) ≤ x}).

Si sup{y : g(y) ≤ x} es finito, entonces 1 de la Proposición 3.2.10 implica

p ≤ FX(sup{y : g(y) ≤ x}) ⇐⇒ F−1
X (p) ≤ sup{y : g(y) ≤ x}. (3.6)

En el caso en que sup{y : g(y) ≤ x} = −∞, la equivalencia (3.6) se convierte en

p ≤ 0 ⇐⇒ F−1
X (p) ≤ −∞,

la cual cierta, si sup{y : g(y) ≤ x} = +∞, la equivalencia (3.6) se convierte en

p ≤ 1 ⇐⇒ F−1
X (p) ≤ +∞,

que también se cumple. En cualquier caso obtenemos (3.6). Por otro lado, debido a que g

es no decreciente y continua a la izquierda se sigue

F−1
X (p) ≤ sup{y : g(y) ≤ x} ⇐⇒ g(F−1

X (p)) ≤ x.

Combinando todas las equivalencias obtenemos (3.5).

Sea U variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo (0, 1). Nótese que

F−1
X (p) y F−1+

X (p) son diferentes solo en segmentos horizontales y debido a que FX tiene a

lo más un número contable de segmentos horizontales, se sigue que para cualquier α ∈ [0, 1]

F−1
X (U)

d
= F−1+

X (U)
d
= F

−1(α)
X (U).

Ahora bien, para F−1
X (U) tenemos

FF−1
X (U)(x) = P (U ≤ FX(x)) = FX(x).

De esta manera hemos establecido la siguiente proposición.
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Proposición 3.2.15 Si U tiene distribución uniforme en (0, 1), entonces para α ∈ [0, 1],

X
d
= F−1

X (U)
d
= F−1+

X (U)
d
= F

−1(α)
X (U).

Ahora definimos el concepto de comonotonicidad. En lo que sigue, denotaremos por x al

vector (x1, . . . , xn) y escribiremos x ≤ y si xi ≤ yi, para todo i = 1, . . . , n.

Definición 3.2.16 Un conjunto A ⊂ Rn es llamado comonotónico si para cualesquiera
x,y ∈ A se cumple x ≤ y o x ≥ y.

De esta manera, un conjunto A ⊂ Rn es comonotónico, si para cualesquiera x,y ∈ A, si
xi ≤ yi para algún i, entonces se debe cumplir x ≤ y; por lo tanto los componentes crecen
monotonamente en conjunto, de donde viene el nombre “comonotónico”.

Denotaremos por Ai,j la (i, j)-ésima proyección de A, es decir,

Ai,j = {(xi, xj) | x ∈ A}.

De esta forma tenemos el siguiente lema.

Lema 3.2.17 A ⊂ Rn es comonotónico si y sólo si Ai,j es comonotónico para todo i 6= j.

Demostración. De la definición se sigue que si A es comonotónico, Ai,j también tiene que

serlo. Ahora supongamos que Ai,j es comonotónico para todo i 6= j. Sean x,y ∈ A. Si se

cumple xi ≤ yi para algún i, entonces xj ≤ yj para todo j 6= i porque Ai,j es comonotónico,

es decir, x ≤ y. En forma similar, si tenemos que xi ≥ yi para algún i, entonces x ≥ y. Por
lo tanto, A es comonotónico.

En general, la comonotonicidad de Ai,i+1, i = 1, . . . , n− 1 no implica la comonotonicidad

de A: considerése A dado por

A = {(x1, 1, x2) | 0 < x1, x2 < 1}.

A no es comonotónico, sin embargo A1,2 y A2,3 si lo son.

Definición 3.2.18 Un vector aleatorio X = (X1, . . . , Xn) es comonotónico si tiene soporte

comonotónico.

La definición de comonotonicidad de un vector aleatorio X implica que sus componentes
crecen o decrecen simultaneamente. Además, grandes valores de un componente Xi estan
asociados con grandes valores de cualquier otro componente Xk. El siguiente teorema pro-
porciona algunas caracterizaciones equivalentes de comonotonicidad.
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Teorema 3.2.19 Un vector aleatorio X es comonotónico si y sólo si una de las siguientes
condiciones equivalentes se cumple:

1. X tiene soporte comonotónico.

2. Para todo x = (x1, . . . , xn), tenemos

FX(x) = min{FX1(x1), . . . , FXn(xn)}.

3. Para U variable aleatoria uniforme en (0, 1), tenemos

X
d
= (F−1

X1
(U), . . . , F−1

Xn
(U)). (3.7)

4. Existe una variable aleatoria Z y funciones no decrecientes fi, i = 1, . . . , n, tales que

X
d
= (f1(Z), . . . , fn(Z)).

Demostración. Supongamos que 1 se cumple y demostremos 2. SeaB el soporte comonotónico
de X. Sea x ∈ Rn y Aj definido por

Aj = {y ∈ B : yj ≤ xj}, j = 1, . . . , n.

De la comonotonicidad de B se sigue que existe i tal que Ai =
⋂n

j=1Aj. Por lo tanto Ai ⊂ Aj,

y de aqúı FXi
(xi) ≤ FXj

(xj) para todo j 6= i. De esta manera

FX(x) = P (X ∈ Aj, j = 1, . . . , n)

= P (X ∈ Ai)

= FXi
(xi)

= min{FX1(x1), . . . , FXn(xn)},

obtenemos la parte 2.

Ahora supongamos que 2 es cierto, esto es

FX(x) = min{FX1(x1), . . . , FXn(xn)}, x = (x1, . . . , xn).

Por la Proposicion 3.2.10,

P (F−1
X1

(U) ≤ x1, . . . , F
−1
Xn

(U) ≤ xn) = P (U ≤ FX1(x1), . . . , U ≤ FXn(xn))

= P (U ≤ min{FXi
(xi), i = 1, . . . , n})

= min{FXi
(xi), i = 1, . . . , n},

y obtenemos 3.

Si 3 es cierto, tomando Z = U , fi = F−1
Xi

, i = 1, . . . , n se sigue 4.
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Por último supongamos que 4 se satisface. Esto es, existe variable aleatoria Z con soporte
S y funciones no decrecientes fi, i = 1, . . . , n tales que

X
d
= (f1(Z), . . . , fn(Z)).

De esta manera el conjunto de posibles valores de X es {f1(z), . . . , fn(z) | z ∈ S}, el cual es

comonotónico y de aqúı se verifica 1.

De (3.7) vemos que si todas las X ′
is son idénticamente distribuidas, la comonotonicidad

de X es equivalente a X1 = . . . = Xn con probabilidad 1.

Como los vectores (F−1
X1

(U), . . . , F−1
Xn

(U)) y (F
−1(α1)
X1

(U), . . . , F
−1(αn)
Xn

(U)), αi ∈ [0, 1] son

iguales con probabilidad uno. Entonces, X es comonotónico si y sólo si

X
d
= (F

−1(α1)
X1

(U), . . . , F
−1(αn)
Xn

(U)),

donde U es una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo (0, 1). Además,

debido a que 1− U también se distribuye uniformemente en (0, 1), X es comonotónico si y

sólo si

X
d
= (F−1

X1
(1− U), . . . , F−1

Xn
(1− U)).

De esta forma, se puede demostrar que X es comonotónico si y sólo si existe una variable
aleatoria Z y funciones no crecientes fi, i = 1, . . . , n, tales que

X
d
= (f1(Z), . . . , fn(Z)).

El Teorema 3.2.19 asegura la existencia de un vector comonotónico con las mismas

marginales que X. De ahora en adelante denotaremos por Xc := (Xc
1, . . . , X

c
n) al vector

comonotónico resultante del Teorema 3.2.19. De (3.7), vemos que para cualquier vector

aleatorio X, el soporte del vector comonotónico Xc es el conjunto

{(F−1
X1

(p), . . . , F−1
Xn

(p)) | 0 < p < 1}.

Este soporte de Xc no necesariamente es una curva conexa. Todos los segmentos horizontales
de cada FXi

pueden crear “piezas faltantes” en esta curva. Este soporte puede ser visto

como una serie de curvas ordenadas conexas. Si se unen los puntos extremos de las curvas
consecutivas, obtenemos una curva comonotónica en Rn. De aqúı, puede ser recorrida en
dirección creciente para todos los componentes simultaneamente. De esta manera tenemos
la siguiente definición.

Definición 3.2.20 El soporte conexo del vector comonotónico Xc está dado por:

{(F−1(α)
X1

(p), . . . , F
−1(α)
Xn

(p)) | 0 < p < 1, 0 ≤ α ≤ 1}.

Nótese que la parametrización del soporte conexo de un vector comonotónico no es nece-
sariamente única. Existen puntos en el soporte que pueden ser representados por diferente
valores de α.
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Definición 3.2.21 Sea Xc = (Xc
1, . . . , X

c
n) vector comonotónico y sea Sc la suma de los

componentes del vector, es decir

Sc = Xc
1 + . . .+Xc

n.

Una de las ventajas del uso de vectores comonotónicos es que se puede obtener la función
de distribución conjunta con solo el conocimiento de las marginales. Además, como se verá
más adelante, la prima stop-loss para la suma de sus coordenadas se puede calcular en
términos de las primas stop-loss de cada coordenada.

Teorema 3.2.22 La distribución α-inversa F
−1(α)
Sc de una suma Sc de variables aleatorias

comonotónicas está dada por

F
−1(α)
Sc (p) =

n∑
i=1

F
−1(α)
Xi

(p), 0 < p < 1, 0 ≤ α ≤ 1.

Demostración. Tenemos

g(U)
d
= Xc

1 + . . .+Xc
n,

donde g(u) =
∑n

i=1 F
−1
Xi

(u), U variable aleatoria distribuida uniformemente en (0, 1). Es

claro que g es no decreciente y continua a la izquierda, entonces por el Teorema 3.2.14

F−1
Sc (p) = F−1

g(U)(p)

= g(F−1
U (p))

=
n∑

i=1

F−1
Xi

(p), 0 < p < 1. (3.8)

En forma análoga se muestra

F−1+
Sc (p) =

n∑
i=1

F−1+
Xi

(p). (3.9)

Multiplicando (3.8) por α, (3.9) por (1− α), y sumando, se sigue el resultado.

El teorema anterior implica que la α-inversa de la suma de un vector comonotónico está
completamente determinada por la α-inversa de cada uno de sus componentes. Además

Sc d
=

n∑
i=1

F
−1(α)
Xi

(U).

Y por el teorema anterior, el soporte conexo de Sc está dado por

{F−1(α)
Sc (p) | 0 < p < 1, 0 ≤ α ≤ 1}.
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Esto implica

F−1+
Sc (0) =

n∑
i=1

F−1+
Xi

(0), (3.10)

F−1
Sc (1) =

n∑
i=1

F−1
Xi

(1). (3.11)

De aqúı, el valor mı́nimo de una suma comonotónica es igual a la suma de los valores mı́nimos
de cada término. En forma similar, el valor máximo de la suma comonotónica es igual a la
suma de los valores máximos de cada término. Nótese también

F−1+
Sc (1) =

n∑
i=1

F−1+
Xi

(1) = +∞,

F−1
Sc (0) =

n∑
i=1

F−1
Xi

(0) = −∞.

Para cada i, Xi ≥ F−1+
Xi

(0) con probabilidad 1. Por lo tanto, para cualquier vector

X = (X1, . . . , Xn), S ≥
∑n

i=1 F
−1+
Xi

(0) con probabilidad 1. Esto implica

n∑
i=1

F−1+
Xi

(0) ≤ F−1+
S (0).

En forma similar,

F−1
S (1) ≤

n∑
i=1

F−1
Xi

(1).

Esto quiere decir que la suma S de los componentes de cualquier vector X tiene soporte

contenido en el intervalo [
∑n

i=1 F
−1+
Xi

(0),
∑n

i=1 F
−1
Xi

(1)].

Dadas las funciones inversas F−1
Xi

, i = 1, . . . , n, por el Teorema 3.2.22 la función de

distribución de Sc puede ser determinada como sigue

FSc(x) = sup{p ∈ (0, 1) : FSc(x) ≥ p}
= sup{p ∈ (0, 1) : F−1

Sc (p) ≤ x}

= sup

{
p ∈ (0, 1) :

n∑
i=1

F−1
Xi

(p) ≤ x

}
(3.12)

En lo que sigue, para cualquier variable aletoria X, la expresión “FX estrictamente cre-

ciente” será interpretada como “FX estrictamente creciente sobre (F−1+
X (0), F−1

X (1))”. Ob-

servese que para cualquier variable aleatoria X: FX es estrictamente creciente si y sólo si

F−1
X es continuo en (0, 1); FX es continuo si y sólo si F−1

X es estrictamente creciente en

(0, 1). De esta manera, si FXi
es continua y estrictamente creciente, también lo será FSc .
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Por lo tanto, en el caso que todas las marginales sean estrictamente crecientes y continuas,

para cualquier x ∈ (F−1+
Sc (0), F−1

Sc (1)), la probabilidad FSc está únicamente determinada por

F−1
Sc (FSc(x)) = x, o equivalentemente

n∑
i=1

F−1
Xi

(FSc(x)) = x, F−1+
Sc (0) < x < F−1

Sc (1). (3.13)

En el siguiente teorema mostraremos que las primas stop-loss de una suma de variables
aleatorias comonotónicas pueden ser obtenidas de las primas stop-loss de cada término.

Teorema 3.2.23 Las primas stop-loss de la suma Sc de los componentes de un vector

comonotónico (X1, . . . , Xn) estan dadas por

E[(Sc − d)+] =
n∑

i=1

E[(Xi − di)+], F−1+
Sc (0) < d < F−1

Sc (1), (3.14)

donde di está dado por

di = F
−1(αd)
Xi

(FSc(d)), i = 1, . . . , n, (3.15)

y αd ∈ [0, 1] determinada por

F
−1(αd)
Sc (FSc(d)) = d. (3.16)

Demostración. Sea H dado por

H = {x : x1 + . . .+ xn = d}.

Tomemos d ∈ (F−1+
Sc (0), F−1

Sc (1)), i.e., 0 < FSc(d) < 1. Nótese que el hiperplano H no

contiene puntos x, y, tales que x < y o x > y. Por lo tanto existe a lo más un punto en la

intersección del hiperplanoH con el soporte conexo deXc. Mostraremos que d = (d1, . . . , dn)

definido como en el teorema es el único punto de intesección. Debido a que 0 < FSc(d) < 1,

existe αd ∈ [0, 1] tal que se satisface (3.16). Además, por el teorema anterior
∑n

i=1 di = d.

Por lo tanto d es el único punto en la intersección del soporte conexo Sc con el hiperplano
H.

Ahora sea x elemento del soporte conexo de Xc. Entonces se sigue

(x1 + . . .+ xn − d)+ = (x1 − d1)+ + . . .+ (xn − dn)+.

Esto es cierto porque x y d pertenecen al soporte conexo de Xc, y de aqúı si existe j tal que
xj > dj, entonces tenemos que xk ≥ dk para todo k, entonces el lado izquierdo y el derecho

son iguales porque
∑n

i=1 di = d. Por otro lado, si xi ≤ di para todo i, el lado izquierdo

también es cero. Reemplazando las constantes por las variables aleatorias en la igualdad

anterior y tomando esperanza, obtenemos (3.14).

Nótese que

E[(Sc − d)+] =
n∑

i=1

E(Xi)− d, si d ≤ F−1+
Sc (0), (3.17)
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y

E[(Sc − d)+] = 0, si d ≥ F−1
Sc (1). (3.18)

De esta manera de (3.10), (3.11), (3.17), (3.18) y del teorema anterior se concluye que para

cualquier real d, existen di con
∑n

i=1 di = d, tales que E[(Sc − d)+] =
∑n

i=1E[(Xi − di)+].

La expresión de las primas stop-loss de Sc puede ser escrita en términos de funciones de

distribución inversas. En efecto, para cualquier d ∈ (F−1+
Sc (0), F−1

Sc (1)) se tiene

E[(Xi − F
−1(αd)
Xi

(FSc(d)))+]

= E[(Xi − F−1
Xi

(FSc(d)))+]− [F
−1(αd)
Xi

(FSc(d))− F−1
Xi

(FSc(d))][1− FSc(d)].

Sumando sobre i y recordando la definición de αd, obtenemos

E[(Sc − d)+] =
n∑

i=1

E[(Xi − F−1
Xi

(FSc(d)))+]− [d− F−1
Sc (FSc(d))][1− F−1

Sc (d)]. (3.19)

En el caso que cada FXi
sea estrictamente creciente, (3.19) se reduce a

E[(Sc − d)+] =
n∑

i=1

E[(Xi − F−1
Xi

(FSc(d)))+]. (3.20)

Del teorema anterior, podemos concluir que cualquier prima stop-loss de una suma de varia-
bles aleatorias comonotónicas puede ser escrita como la suma de las primas stop-loss de

variables aleatorias (no necesariamente comonotónicas) involucradas en la suma.

3.2.3 Cotas comonotónicas

En lo siguiente, encontraremos cotas para la suma S = X1 + . . .+Xn, donde las marginales

FX1 , . . . , FXn están dadas. Las cotas serán variables aleatorias que son más grandes (o más

pequeñas) que S en el orden convexo. Estas cotas serán llamadas cotas convexas.

Teorema 3.2.24 Para cualquier vector (X1, . . . , Xn) tenemos

X1 + . . .+Xn ≤cx X
c
1 + . . .+Xc

n.

Demostración. Se tiene que S y Sc tienen la misma media. De esta manera, es suficiente
probar S ≤sl S

c, es decir, tenemos que demostrar que para cualquier d ∈ R,

E[(S − d)+] ≤ E[(Sc − d)+].

Por (3.17) y (3.18) es suficiente probar el caso d ∈ (F−1+
Sc (0), F−1

Sc (1)). Tomemos d como en

el caso a probar. Tenemos que para cualquier vector x = (x1, . . . , xn), y d =
∑n

i=1 di

(x1 + . . .+ xn − d)+ = ((x1 − d1) + . . .+ (xn − dn))+

≤ ((x1 − d1)+ + . . .+ (xn − dn)+)+

= (x1 − d1)+ + . . .+ (xn − dn)+.
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Lo anterior implica

E[(X1 + . . .+Xn − d)+] ≤
n∑

i=1

E[(Xi − di)+], (3.21)

para cualquier d que cumple d =
∑n

i=1 di. Escogiendo di como el Teorema 3.2.23, se sigue el

resultado.

Corolario 3.2.25 Sean (X1, . . . , Xn), (Y1, . . . , Yn) vectores aleatorios. Si Xi ≤sl Yi para

toda i, entonces
X1 + . . . ,+Xn ≤sl Y

c
1 + · · ·+ Y c

n .

Demostración. Para cualquier real d existen d1, . . . , dn tales que
∑n

i=1 di = d, y

E[(Y c
1 + . . .+ Y c

n − d)+] =
n∑

i=1

E[(Yi − di)+].

De aqúı y por (3.21)

E[(X1 + . . .+Xn − d)+] ≤
n∑

i=1

E[(Xi − di)+]

≤
n∑

i=1

E[(Yi − di)+]

= E[(Y c
1 + . . .+ Y c

n − d)+]

Ejemplo 3.2.26 Sea (α1X1, . . . , αnXn) un vector aleatorio tal que αi 6= 0, i = 1, . . . , n, Xi

tiene distribución lognormal; lnXi ∼ N(µi, σ
2
i ). Es bien conocido el hecho que

E[Xi] = eµi+σi/2, V ar[Xi] = e−2µi+σi(eσ2
i − 1).

Sea Φ la función de distribución acumulada de una variable aleatoria normal estándar. Como
Φ−1(1− p) = −Φ−1(p), del Teorema 3.2.14 se sigue que

F−1
αiXi

(p) = αie
µi+sign(αi)σiΦ

−1(p), 0 < p < 1.

donde sign(x) es la función signo:

sign(x) =


1, x > 0

−1, x < 0.
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En efecto, si g(x) = αie
σix+µi , el Teorema 3.2.14 implica que para αi < 0,

F−1
αiXi

(p) = F−1
g((ln Xi−µi)/σi)

(p)

= g
(
F−1

(ln Xi−µi)/σi
(1− p)

)
= αie

µi+σiΦ
−1(1−p)

= αie
µi−σiΦ

−1(p).

En forma similar se muestra que si αi > 0, entonces

F−1
αiXi

(p) = αie
µi+σiΦ

−1(p).

Tomando αi = 1, para toda i, en forma particular se obtiene

n∏
i=1

F−1
Xi

(U)
d
= e

∑n
i=1 µi+

∑n
i=1 σiΦ

−1(U),

es decir, el producto de n variables comonotónicas lognormales resulta de nuevo una variable
aleatoria lognormal.

Ahora calculemos las primas stop-loss comonotónicas de variables aleatorias lognormales.
Veamos que para este caso se tiene

E[(Xi − di)+] = eµi+σ2
i /2Φ(di,1)− diΦ(di,2), di > 0, (3.22)

donde

di,1 =
µi + σ2

i − ln di

σi

, di,2 = di,1 − σi. (3.23)

Para demostrar lo anterior sean π(d) = E[(X − d)+], f(d) = eµ+σ2/2Φ(d1)− dΦ(d2), donde

lnX ∼ N(µ, σ), d1 =
µ+ σ2 − ln d

σ
, d2 = d1 − σ.

Calculando la derivada de f se obtiene

f ′(d) = −Φ(d2) = Φ(−d2)− 1 = FX(d)− 1.

De esta manera, f y π tienen la misma derivada, y debido a que π(0) = eµ+σ2/2 = f(0), se

concluye (3.22). Además, limd→∞ f(d) = 0.

Usando la relaciones

E[(X − d)+]− E[(d−X)+] = E[X]− d, 1− Φ(t) = Φ(−t),

se obtiene,

E[(di −Xi)+] = −eµi+σ2
i /2Φ(−di,1) + diΦ(−di,2), di > 0, (3.24)
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donde di,1, di,2 son como en (3.23). En efecto, para di > 0 se tiene,

E[(di −Xi)+] = E[(Xi − d)+]− E[Xi] + di

= −eµi+σ2
i /2(1− Φ(di,1)) + di(1− Φ(di,2))

= −eµi+σ2
i /2Φ(−di,1) + diΦ(−di,2)

Ahora nótese que si αi < 0, entonces E[(αi(Xi − di))+] = −αiE[(di − Xi)+]. De esta

manera, de (3.23) y (3.24) se sigue

E[(αi(Xi − di))+] = αie
µi+σ2

i /2Φ(sign(αi)di,1)− αidiΦ(sign(αi)di,2), di > 0. (3.25)

Ahora sea S = α1X1 + . . . + αnXn y Sc = F−1
α1X1

(U) + . . . + F−1
αnXn

(U). Como las

distribuciones marginales son estrictamente crecientes y continuas, tenemos que FSc(x) está

implicitamente definido por F−1
Sc (FSc(x)) = x, o equivalentemente

n∑
i=1

αie
µi+sign(αi)σiΦ

−1(FSc (x)) = x, F−1+
Sc (0) < x < F−1

Sc (1). (3.26)

Para F−1+
Sc (0) < d < F−1

Sc (1), la prima stop-loss de Sc con retención d es:

E[(Sc − d)+] =
n∑

i=1

E[(αiXi − F−1
αiXi

(FSc(d)))+]

=
n∑

i=1

E[(αi(Xi − eµi+sign(αi)σiΦ
−1(FSc (d))))+].

Usando (3.25) y (3.26) encontramos la siguiente expresión para la prima stop-loss con re-

tención d, F−1+
Sc (0) < d < F−1

Sc (1):

E[(Sc − d)+] =
n∑

i=1

αie
µi+σ2

i /2Φ(sign(αi)σi − Φ−1(FSc(d)))− d(1− FSc(d)). (3.27)

Usando el mismo procedimiento para usar (3.24), se puede mostrar que las colas inferiores

están dadas por

E[(d− Sc)+] = −
n∑

i=1

αie
µi+σ2

i /2Φ(−sign(αi)σi + Φ−1(FSc(d))) + dFSc(d).

Con el objeto de encontrar mejores cotas para S, supondremos que tenemos infor-

mación adicional con respecto a la naturaleza estocástica de (X1, . . . , Xn). En forma precisa,

suponemos que existe una variable aleatoria Λ con función de distribución dada, tal que
conocemos la función condicional de las variables aleatorias Xi dado Λ = λ, para todos los
posibles valores de λ.

En lo que sigue denotaremos con F−1
Xi|Λ(U) la función fi(U,Λ), donde fi(u, λ) = F−1

Xi|Λ=λ(u).
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Teorema 3.2.27 Sea U variable aleatoria uniformemente distribuida en (0, 1) e indepen-

diente de Λ. Entonces se cumple

X1 + . . .+Xn ≤cx F
−1
X1|Λ(U) + . . .+ F−1

Xn|Λ(U).

Demostración. Por el Teorema 3.2.24, tenemos que para cualquier función convexa v

E[v(Xc
1 + . . .+Xc

n)] ≥ E[v(X1 + . . .+Xn)].

Por otro lado

E[v(Xc
1 + . . .+Xc

n)] =

∫ ∞

−∞
E[v(Xc

1 + . . .+Xc
n) | Λ = λ]dFΛ(λ)

=

∫ ∞

−∞
E[v(f1(U, λ) + . . .+ fn(U, λ)) | Λ = λ]dFΛ(λ)

= E[v(f1(U,Λ) + . . .+ fn(U,Λ))].

Por lo tanto, para cualquier función convexa v

E[v(X1 + . . .+Xn)] ≤ E[v(f1(U,Λ) + . . .+ fn(U,Λ))].

Y con lo cual obtenemos el resultado.

Nótese que el vector (F−1
X1|Λ(U), . . . , F−1

Xn|Λ(U)) tiene marginales FX1 , . . . , FXn , porque

FXi
(x) =

∫ +∞

−∞
P (Xi ≤ x | Λ = λ)dFΛ(λ)

=

∫ +∞

−∞
P (F−1

Xi|Λ=λ(U) ≤ x)dFΛ(λ)

= P (F−1
Xi|Λ(U) ≤ x).

Por lo tanto, por el Teorema 3.2.24

F−1
X1|Λ(U) + . . .+ F−1

Xn|Λ(U) ≤cx F
−1
X1

(U) + . . .+ F−1
Xn

(U).

Lo que significa que la cota superior encontrada es mejor que la del Teorema 3.2.24.

Si Λ es independiente del vector (X1, . . . , Xn), entonces no tenemos información extra

y la cota mejorada se reduce a la cota monotónica previamente encontrada en el Teorema
3.2.24.

En lo que sigue denotaremos por Su a la suma:

Su = F−1
X1|Λ(U) + . . .+ F−1

Xn|Λ(U).

Si el vector aleatorio X es comonotónico, cualquier forma de escoger Λ es óptimo porque
conduce a la función de distribución exacta de la suma. También notamos que si para
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cualquier valor posible de λ, condicionalmente sobre Λ = λ, el vector X es comonotónico,
entonces S tiene la misma distribución que Su.

En general, para “juzgar” la calidad de la cota superior estocástica Su, debeŕıamos com-

parar su varianza con la varianza de S. Debido a que V ar[E(Su | Λ)] = V ar[E(S | Λ)],

vemos que V ar(Su) = V ar(S) si y sólo si E[V ar(Su | Λ)] = E[V ar(S | Λ)]. Esta condición

se cumplirá si para cualquier valor λ de Λ, tenemos que V ar(Su | Λ = λ) = V ar(S | Λ = λ).

De aqúı, si encontramos una variable aleatoria condicionante Λ tal que para cualquier valor
λ de Λ, tenemos que dado condicionalmente Λ = λ, el vector X es comonotónico, entonces
la función de distribución de la cota mejorada coincide con la exacta.

Considere S = X1+X2 como un caso especial. En este caso la forma óptima de escoger Λ

es hacer Λ = X1 (o Λ = X2), ya que escogiendo Λ de esta forma las funciones de distribución

de Su y S coinciden. Este ejemplo, ilustra el hecho que la variable aleatoria óptima Λ en
general no será S.

Para obtener la función de distribución de Su, observe que dado el evento Λ = λ, la
variable aleatoria Su es una suma de variables aleatorias comonotónicas. De aqúı

F−1
Su|Λ=λ(p) =

n∑
i=1

F−1
Xi|Λ=λ(p), p ∈ (0, 1).

De esta manera, dado Λ = λ, la función de distribución de Su se sigue de (3.12):

FSu|Λ=λ(x) = sup

{
p ∈ (0, 1) :

n∑
i=1

F−1
Xi|Λ=λ(p) ≤ x

}
.

Por lo tanto, la función de distribución de Su es

FSu(x) =

∫ ∞

−∞
FSu|Λ=λ(x)dFΛ(λ).

Como antes, si las marginales FXi|Λ=λ son estrictamente crecientes y continuas, entonces

FSu|Λ=λ(x) también lo es, de aqúı tenemos

n∑
i=1

F−1
Xi|Λ=λ(FSu|Λ=λ(x)) = x, F−1+

Su|Λ=λ(0) < x < F−1
Su|Λ=λ(1).

En este caso, se sigue de (3.20), que para cualquier d ∈ (F−1+
Su|Λ=λ(0), F

−1
Su|Λ=λ(1))

E[(Su − d)+ | Λ = λ] =
n∑

i=1

E[(Xi − F−1
Xi|Λ=λ(FSu|Λ=λ(d)))+ | Λ = λ].

Ahora encontraremos una cota inferior para S. La idea es observar que la esperanza de
una variable aleatoria siempre es más pequeña en orden convexo que la variable aleatoria
misma, y también que el orden convexo se mantiene bajo mezclas.
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Teorema 3.2.28 Para cualquier vector X y cualquier variable aleatoria Λ, se cumple

E[X1 | Λ] + . . .+ E[Xn | Λ] ≤cx X1 + . . .+Xn.

Demostración. Sea EΛ[Y ] que denota

EΛ[Y ] =

∫ ∞

−∞
ydFΛ(λ).

Sea v función convexa, entonces por la desigualdad de Jensen se cumple

EΛ[E[v(X1 + . . .+Xn) | Λ]] ≥ EΛ[v(E[X1 + . . .+Xn | Λ])].

Por lo tanto

E[v(X1 + . . .+Xn)] = EΛ[E[v(X1 + . . .+Xn) | Λ]]

≥ EΛ[v(E[X1 | Λ] + . . .+ E[Xn | Λ])].

Esto prueba el resultado.

Sea Sl definido por

Sl := E[S | Λ].

Nótese que si Λ y S son mutuamente independientes, entonces

E[S] ≤cx S.

Nótese también que E[E(Xi | Λ)] = E[Xi], pero V ar[E(Xi | Λ)] < V ar[Xi], a menos que

E[V ar(Xi | Λ = λ)] = 0, lo que significa que Xi dado Λ = λ es degenerada para cada λ. Lo

anterior muestra, que en general, el vector aleatorio (E[Xi | Λ], . . . , E[Xn | Λ]) no tiene las

mismas marginales que X.

Si suponemos además que la variable aleatoria Λ es tal que gi(λ) = E[Xi | Λ = λ] son

no crecientes y continuas, entonces por la observación hecha en el Teorema 3.2.19 Sl es una
suma de variables aleatorias comonotónicas. De esta manera, por los Teoremas 3.2.14 y

3.2.22 los cuantiles de la cota inferior Sl están dados por

F−1
Sl (p) =

n∑
i=1

F−1
E[Xi|Λ](p)

=
n∑

i=1

F−1
gi(Λ)(p)

=
n∑

i=1

gi(F
−1+
Λ (1− p))

=
n∑

i=1

E[Xi | Λ = F−1+
Λ (1− p)], p ∈ (0, 1).
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Además de (3.12) se sigue

FSl(x) = sup

{
p ∈ (0, 1) :

n∑
i=1

E[Xi | Λ = F−1+
Λ (1− p)] ≤ x

}
.

Si suponemos adicionalmente que las funciones de distribución de las variables aleatorias

E[Xi | Λ] son estrictamente crecientes y continuas, entonces la función de distribución de

Sl también es estrictamente creciente y continua, de (3.13) se sigue que para cualquier

x ∈ (F−1+
E[S|Λ](0), F−1

E[S|Λ](1)),
n∑

i=1

F−1
E[Xi|Λ](FSl(x)) = x,

o equivalentemente,
n∑

i=1

E[Xi | Λ = F−1+
Λ (1− FSl(x))] = x.

Bajo las misma suposiciones, las primas stop-loss de Sl pueden ser determinadas de (3.20):

E[(Sl − d)+] =
n∑

i=1

E[(E[Xi | Λ]− E[Xi | Λ = F−1+
Λ (1− FSl(x))])+],

para d ∈ (F−1+
Sl (0), F−1

Sl (1)).

El caso gi = E[Xi | Λ] no decrecientes y continuas es tratado en forma similar. En el

caso general, la función de distribución y las primas stop-loss de Sl pueden ser determinadas
como sigue

FSl(x) =

∫ ∞

−∞
P

[
n∑

i=1

E[Xi | Λ] ≤ x

∣∣∣∣∣Λ = λ

]
dFΛ(λ)

=

∫ ∞

−∞
I{

∑n
i=1 E[Xi|Λ=λ]≤x}dFΛ(λ),

y

E[(Sl − d)+] =

∫ ∞

−∞

(
n∑

i=1

E[Xi | Λ = λ]− d

)
+

dFΛ(λ).

En el caso que FΛ sea estrictamente continua y creciente, se cumple que U = FΛ(Λ) es

distribuida uniformementte en (0, 1). Además U = u si y sólo si Λ = F−1
Λ (u) para todo

u ∈ (0, 1). De aqúı

FSl(x) =

∫ 1

0

P

[
n∑

i=1

E[Xi | Λ] ≤ x

∣∣∣∣∣U = u

]
du

=

∫ 1

0

I{
∑n

i=1 E[Xi|Λ=F−1
Λ (u)]}du,
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y

E[(Sl − d)+] =

∫ 1

0

(
n∑

i=1

E[Xi | Λ = F−1
Λ (u)]− d

)
+

du.

3.3 Opciones asiáticas

Supongamos que el tiempo actual es el tiempo 0. Considérese un activo con riesgo con los

precios siendo descritos por un proceso estocástico {A(t), t ≥ 0} y un activo sin riesgo con

tasa δ constante a través del tiempo. En esta sección todas las probabilidades y esperanzas
que aparezcan serán consideradas condicionalmente sobre la información disponible al tiempo
0, es decir, los precios del activo con riesgo hasta el tiempo 0. Nótese que en general, la

esperanza condicional de e−δtA(t), dada la información hasta el tiempo 0, será diferente del

precio actual A(0). No obstante, supondremos que existe una única medida equivalente de

probabilidad tal que el proceso de precios descontados {e−δtA(t), t ≥ 0} es una martingala

bajo esta medida equivalente. Esto implica que para cualquier t ≥ 0, la esperanza condicional

(con respecto a esta medida equivalente) de e−δtA(t), dada la información hasta el tiempo

0, será igual al precio actual A(0). Se denotará esta esperanza condicional bajo la medida

martingala equivalente por EQ[e−δtA(t)]. De esta manera, tenemos

EQ[e−δtA(t)] = A(0), t ≥ 0.

La notación FA(t)(x) será usada para la probabilidad condicional que A(t) sea menor o igual

a x, bajo la medida martingala equivalente Q y dada la información hasta el tiempo 0. Su

inversa será denotada por F−1
A(t)(p). Es un hecho bien conocido que la existencia de una

medida martingala equivalente está relacionada con la ausencia de arbitraje en los mercados
de seguros, mientras que la unicidad de esta medida está relacionada con la completez del
mercado.

Una opción call europea sobre un activo con riesgo, con ejercicio K y d́ıa de expiración

T genera una liquidez (A(T )−K)+ al tiempo T , esto es, si el precio del activo con riesgo al

tiempo T excede el precio del ejercicio, el pago es igual a la diferencia: si no, el pago es cero.
Nótese la similitud entre el valor de la opción Europea call y el pago del contrato stop-loss
de reaseguro. Al tiempo t = 0, ésta opción call tendrá un precio dado por

EC(K,T ) = e−δTEQ[(A(T )−K)+].

Una opción aritmética asiática call del estilo europeo con tiempo de ejercicio T , n promedia-

do y ejercicio K, genera una liquidez de ((1/n)
∑n−1

i=0 A(T − i) −K)+ al tiempo T , esto es,

si el promedio de los precios del activo con riesgo al final de las n-épocas antes de T es
mayor que K, el valor de la opción es igual a la diferencia; si no, el valor es cero. Tales
opciones protegen al poseedor contra manipulaciones del precio del activo cercano a la época
de expiración. El precio de una opción al tiempo actual t = 0 está dado por

AC(n,K, T ) = e−δTEQ

[(
1

n

n−1∑
i=0

A(T − i)−K

)
+

]
.
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Determinar el precio de una opción asiática no es una tarea fácil, porque en general no se

tiene una expresión expĺıcita para la distribución de
∑n−1

i=0 A(T − i). No obstante, de la

expresión del precio de una opción aritmética asiática se observa que el problema de cotizar
tales opciones se transforma en calcular primas stop-loss de una suma de variables aleatorias
dependientes. Esto significa que se pueden aplicar los resultados previos de Dhaene et al

([4]) para encontrar cotas superiores e inferiores para cotizar opciones asiáticas. En lo que

sigue expondremos los resultados de Dhaene et al ([5]).

Supóngase que al tiempo 0, el promedio no se ha llevado a cabo. En este caso las n

variables A(T −n+1), . . . , A(T ) son aleatorias. Para este caso, sean Ki y K retenciones con∑n
i=0Ki = K, entonces

AC(n,K, T ) =
e−δT

n
EQ

[(
n−1∑
i=0

A(T − i)− nK

)
+

]

≤ e−δT

n

n−1∑
i=0

EQ[(A(T − i)− nK)+]

=
1

n

n−1∑
i=0

e−δiEC(Ki, T − i).

El procedimiento anterior nos permite construir un número ilimitado de cotas superiores
para el precio del activo de una opción aritmética asiática call como un promedio de precios
de opciones europeas subyacentes. La teoŕıa de comonotonicidad nos permitirá encontrar la
mejor.

Sea Sc =
∑n−1

i=0 F
−1
A(T−i)(U), donde U es una variable aleatoria uniformemente distribuida

en (0, 1). Del Teorema 3.2.24 encontramos que para todo ejercicio K se cumple

AC(n,K, T ) ≤ e−δT

n
EQ[(Sc − nK)+]. (3.28)

Del Teorema 3.2.23 se observa que para cualquier K con F−1+
Sc (0) < nK < F−1

Sc (1)

e−δT

n
EQ[(Sc − nK)+] =

e−δT

n

n−1∑
i=0

EQ[(A(T − i)− F
−1(α)
A(T−i)(FSc(nK)))+]

=
1

n

n−1∑
i=0

e−δiEC(F
−1(α)
A(T−i)(FSc(nK)), T − i), (3.29)

donde α se determina por

F
−1(α)
Sc (FSc(nK)) = nK.

De aqúı, una cota superior para el precio de opciones asiáticas AC(n,K, T ) con F−1+
Sc (0) <

nK < F−1
Sc (1) está dada por

AC(n,K, T ) ≤ 1

n

n−1∑
i=0

e−δiEC(F
−1(α)
A(T−i)(FSc(nK)), T − i). (3.30)
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También se observa que para cualquier retención Ki y K con K =
∑n

i=1Ki, se tiene

e−δT

n
EQ[(Sc − nK)+] ≤ 1

n

n−1∑
i=0

e−δiEC(nKi, T − i). (3.31)

De (3.28), (3.29), (3.30) y (3.31) se obtiene que la estructura de dependencia comonotónica

nos conduce a cotas superiores óptimas alcanzables para los precios de una opción asiática

aritmética. Nótese que si nK ≤ F−1+
Sc (0) o nK ≥ F−1

Sc (1), el precio de las opciones asiáticas

puede ser determinado en forma precisa, véase (3.17) y (3.18).

La cota superior en (3.30) puede ser escrita en términos de inversas F−1
A(T−i), esto es

AC(n,K, T ) ≤ 1

n

n−1∑
i=0

e−δiEC(F−1
A(T−i)(FSc(nK)), T − i)

−e−δT (nK − F−1
Sc (FSc(nK)))(1− FSc(nK)).

En la parte anterior se supuso que T −n+1 > 0. Ahora supondremos que T −n+1 ≤ 0.

Entonces se conocen los precios A(T − n + 1), . . . , A(0) y los precios A(1), . . . , A(T ) son

aleatorios. Por lo tanto, obtenemos

AC(n,K, T ) =
e−δT

n
EQ

[(
n−1∑
i=0

A(T − i)− nK

)
+

]

=
e−δ

n
EQ

[(
T−1∑
i=0

A(T − i)−

(
nK −

n−1∑
i=T

A(T − i)

))
+

]
.

Sea Sc =
∑T−1

i=0 F
−1
A(T−i)(U), procediendo como antes, para F−1+

Sc (0) < nK−
∑n−1

i=T A(T−i) <
F−1

Sc (1), se obtiene

AC(n,K, T ) ≤ 1

n

T−1∑
i=0

e−δiEC

[
F
−1(α)
A(T−i)

(
FSc

(
nK −

n−1∑
i=T

A(T − i)

))
, T − i

]
,

donde α está determinada por

F
−1(α)
Sc

(
FSc

(
nK −

n−1∑
i=T

A(T − i)

))
= nK −

n−1∑
i=T

A(T − i).

3.3.1 Aplicación en un modelo Black-Scholes

En el modelo Black-Scholes (1973), el precio de un activo con riesgo es descrito por un proceso

estocástico {A(t), t ≥ 0} siguiendo un movimiento Browniano geométrico con constante de

deriva µ y constante de volatilidad σ:

dA(t)

A(t)
= µdt+ σdB(t), t ≥ 0,
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con valor inicial A(0) > 0 y {B(t), t ≥ 0} movimiento Browniano estándar.

Se sabe que bajo la medida martingala equivalente Q, el proceso {A(t), t ≥ 0} sigue

siendo un movimiento Browniano geométrico con la misma volatilidad, pero con deriva δ, la
tasa libre de riesgo:

dA(t)

A(t)
= δdt+ σdB(t), t ≥ 0,

con valor inicial A(0) y {B(t), t ≥ 0} movimiento Browniano estándar bajo Q. De aqúı, bajo

la medida equivalente Q se tiene,

A(t) = A(0)e

(
δ−σ2

2

)
t+σB(t)

, t ≥ 0. (3.32)

Esto implica que bajo la medida equivalente, la variable aleatoriaA(t)/A(0) tiene distribución

lognormal con parámetros (δ − σ2/2)t y σ2t:

FA(t)(x) = P

[
A(0)e

(
δ−σ2

2

)
t+
√

tσΦ−1(U) ≤ x

]
,

donde U se distribuye uniformemente sobre el intervalo (0, 1).

Del ejemplo 3.2.26, se sigue

EC(K,T ) = e−δTEQ[(A(T )−K)+]

= e−δTEQ

[
A(0)

(
A(T )

A(0)
− K

A(0)

)
+

]
= e−δT (A(0)eδT Φ(d1)−KΦ(d2))

= A(0)Φ(d1)−Ke−δT Φ(d2),

donde

d1 =
(δ + σ2

2
)T − ln (K/A(0))

σ
√
T

, d2 = d1 − σ
√
T .

Ésta ecuación es conocida como la fórmula de cotización Black-Scholes para opciones call
Europeas.

Dentro del modelo Black-Scholes, no existen formas cerradas para el precio de una opción
call aritmética asiática del tipo europeo. De esta forma, derivaremos cotas superiores e
inferiores para el precio de tales opciones. Consideremos el caso donde el promedio aún no

ha iniciado. El otro caso puede tratarse en forma similar. De (3.27) y (3.28) se sigue

AC(n,K, T ) ≤ e−δT

n
EQ[(Sc − nK)+]

=
A(0)

n

n−1∑
i=0

e−δiΦ(σ
√
T − i− Φ−1(FSc(nK)))

−e−δTK(1− FSc(nK)), (3.33)
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lo anterior se cumple para cualquier K > 0. Nótese que ésta cota superior corresponde
a la combinación lineal óptima de precios de opciones call Europeas como se mencionó
anteriormente.

El resto del problema es como calcular FSc(nK). La última cantidad se sigue de

n−1∑
i=0

F−1
A(T−i)(FSc(nK)) = nK,

o equivalentemente de (3.32) y del Teorema 3.2.14 se obtiene que FSc(nK) satisface

A(0)
n−1∑
i=0

exp

[(
δ − σ2

2

)
(T − i) + σ

√
T − iΦ−1(FSc(nK))

]
= nK. (3.34)

Ahora daremos cotas inferiores para AC(n,K, T ). El siguiente teorema será de ulitidad

para encontrar tales cotas. No se demostrará porque queda fuera del propósito de esta tesis,

se puede consultar en [10].

Teorema 3.3.1 Sea A una matriz de m × n y sea yt = (yt
1,y2

t), donde yt denota la

transpuesta del vector y, los vectores y, y1, y2 son de dimensión n× 1, r × 1 y (n− r)× 1

respectivamente. Supóngase que y ∼ Nn(µ,Σ), donde

µ =

 µ1

µ2

 , Σ =

 Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

 ,

con Σ22 no singular. Entonces, el vector x = Ay ∼ Nm(Aµ,AΣAt). Y también se tiene que

y1 | y2 ∼ Nr(µ1 + Σ12Σ
−1
22 (y2 − µ2),Σ11 − Σ12Σ

−1
22 Σ21).

Con el propósito de usar la teoŕıa desarrollada para hallar cotas inferiores de sumas de
variables aleatorias dependientes, introduciremos una variable aleatoria Λ que condicionado
a ella nos permita encontrar tales cotas. Sea Λ dada por

Λ =
n−1∑
i=0

e

(
δ−σ2

2

)
(T−i)

B(T − i).

Tenemos que yt = (B(T − n+ 1), . . . , B(T )) ∼ Nn(0,Σy), donde

Σy = [min{T − n+ i, T − n+ j}]i,j.

Ahora bien, si A = (e

(
δ−σ2

2

)
(T−n+1)

, . . . , e

(
δ−σ2

2

)
T
), entonces Λ = Ay y por el Teorema 3.3.1

Λ ∼ N(0, σ2
Λ) con σ2

Λ dado por

σ2
Λ = AΣyA

t =
n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

e

(
δ−σ2

2

)
(2T−j−k)

min{T − j, T − k}.
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Estamos interesados en la distribución de
∑n−1

i=0 A(T−i) condicionado a Λ bajo Q. Nótese

que bajo Q
n−1∑
i=0

A(T − i) = A(0)
n−1∑
i=0

e

(
δ−σ2

2

)
(T−i)+σB(T−i)

. (3.35)

De esta forma es suficiente encontrar la distribución de B(T − i) condicionado a Λ. Sea

Ct = (et
n−i, A

t), donde en−i es el vector canónico. Entonces por el Teorema 3.3.1 el vector

x = (B(T − i),Λ)t = Cy ∼ N2(0,Σx), donde Σx está dado por

Σx =

 T − i
∑n−1

j=0 e

(
δ−σ2

2

)
(T−j)

min{T − j, T − i}

∑n−1
j=0 e

(
δ−σ2

2

)
(T−j)min{T−j,T−i}

σ2
Λ


Aplicando de nuevo el Teorema 3.3.1 se obtiene que B(T − i) condicionado a Λ = λ tiene

distribución normal con media rT−i

√
T−i
σΛ

λ y varianza (T − i)(1− r2
T−i), donde

rT−i =

∑n−1
j=0 e

(
δ−σ2

2

)
(T−j)

min{T − i, T − j}
σΛ

√
T − i

.

Por lo tanto,

Sl = EQ

[
n−1∑
i=0

A(T − i)

∣∣∣∣∣Λ
]

= A(0)
n−1∑
i=0

e

(
δ−σ2

2
r2
T−i

)
(T−i)+σrT−i

√
T−iΦ−1(U)

,

donde U se distribuye uniformemente en el intervalo (0, 1). En efecto, haciendo

ZΛ =
B(T − i)− rT−i

√
T−i
σΛ

Λ√
(T − i)(1− r2

T−i)
,

resulta ZΛ | Λ ∼ N(0, 1) y

Sl = EQ

[
n−1∑
i=0

A(T − i)

∣∣∣∣∣Λ
]

= A(0)
n−1∑
i=0

EQ

[
e

(
δ−σ2

2

)
(T−i)+σ(

√
(T−i)(1−r2

T−i)ZΛ+rT−i

√
T−i Λ

σΛ
)

∣∣∣∣Λ]

= A(0)
n−1∑
i=0

e

(
δ−σ2

2
r2
T−i

)
(T−i)+σrT−i

√
T−iΦ−1(U)

,
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con U distribuida uniformemente en (0, 1). Nótese que de la expresión anterior se sigue Sl

es suma comonotónica de lognormales. De esta forma, usando (3.27) se sigue la siguiente

cota inferior para AC(n,K, T ):

AC(n,K, T ) ≥ e−δT

n
EQ[(Sl − nK)+]

=
A(0)

n

n−1∑
i=0

e−δiΦ
(
σrT−i

√
T − i− Φ−1(FSl(nK))

)
−e−δTK(1− FSl(nK)), (3.36)

lo anterior sea cumple para cualquier K > 0. En este caso, FSl(nK) se sigue de

A(0)
n−1∑
i=0

exp

[(
δ − σ2

2
r2
T−i

)
(T − i) + σrT−i

√
T − iΦ−1(FSl(nK))

]
= nK. (3.37)

Las siguientes tablas fueron obtenidas mediante la elaboración de un programa en S-
PLUS de la siguiente manera

1. Se asignó valores a n, A(0), δ, σ, T , K.

2. Se obtuvo FSc(nK) y FSl(nK) mediante la solución por métodos numéricos de las

ecuaciones (3.34) y (3.37).

3. Los valores FSc(nK), FSl(nK) obtenidos en 2 fueron sustituidos en las fórmulas (3.33),

(3.36) respectivamente. Se usa la notación CI para la cota inferior y CS para la cota

superior.

Como se puede observar los intervalos obtenidos son de longitud pequeña, dando una buena
aproximación al precio de una opción asiática.

n A0 δ σ T K CI CS
30 100 0.0002361 0.010468 60 80 20.784074 20.784455
30 100 0.0002361 0.010468 60 90 11.027216 11.059909
30 100 0.0002361 0.010468 60 100 3.200995 3.344290
30 100 0.0002361 0.010468 60 110 0.337135 0.407976
30 100 0.0002361 0.010468 60 120 0.011569 0.018476
30 100 0.0002361 0.015703 60 80 20.812234 20.826756
30 100 0.0002361 0.015703 60 90 11.492786 11.601663
30 100 0.0002361 0.015703 60 100 4.506063 4.722050
30 100 0.0002361 0.015703 60 110 1.151476 1.313446
30 100 0.0002361 0.015703 60 120 0.191448 0.250293
30 100 0.0002361 0.020937 60 80 20.970735 21.030947
30 100 0.0002361 0.020937 60 90 12.246648 12.438446
30 100 0.0002361 0.020937 60 100 5.815576 6.103832
30 100 0.0002361 0.020937 60 110 2.208066 2.458174
30 100 0.0002361 0.020937 60 120 0.678206 0.822287
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n A0 δ σ T K CI CS
30 100 0.0002361 0.010468 90 80 21.347599 21.350308
30 100 0.0002361 0.010468 90 90 11.851310 11.893450
30 100 0.0002361 0.010468 90 100 4.414199 4.526756
30 100 0.0002361 0.010468 90 110 0.945939 1.028562
30 100 0.0002361 0.010468 90 120 0.113384 0.136483
30 100 0.0002361 0.015702 90 80 21.494921 21.525476
30 100 0.0002361 0.015702 90 90 12.713351 12.820262
30 100 0.0002361 0.015702 90 100 6.120076 6.290351
30 100 0.0002361 0.015702 90 110 2.348878 2.501202
30 100 0.0002361 0.015702 90 120 0.725359 0.813877
30 100 0.0002361 0.020936 90 80 21.945095 22.027564
30 100 0.0002361 0.020936 90 90 13.895563 14.066678
30 100 0.0002361 0.020936 90 100 7.835090 8.062505
30 100 0.0002361 0.020936 90 110 3.940741 4.158761
30 100 0.0002361 0.020936 90 120 1.786393 1.950076

n A0 δ σ T K CI CS
30 100 0.0002361 0.010468 120 80 21.92118 21.9269
30 100 0.0002361 0.010468 120 90 12.67673 12.7204
30 100 0.0002361 0.010468 120 100 5.46069 5.5557
30 100 0.0002361 0.010468 120 110 1.62501 1.7072
30 100 0.0002361 0.010468 120 120 0.33165 0.3673
30 100 0.0002361 0.015703 120 80 22.23314 22.2720
30 100 0.0002361 0.015703 120 90 13.85199 13.9512
30 100 0.0002361 0.015703 120 100 7.47858 7.6229
30 100 0.0002361 0.015703 120 110 3.48249 3.6214
30 100 0.0002361 0.015703 120 120 1.41242 1.5105
30 100 0.0002361 0.020937 120 80 22.96455 23.0525
30 100 0.0002361 0.020937 120 90 15.35878 15.5115
30 100 0.0002361 0.020937 120 100 9.51120 9.7041
30 100 0.0002361 0.020937 120 110 5.47932 5.6720
30 100 0.0002361 0.020937 120 120 2.96074 3.1222
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n A0 δ σ T K CI CS
30 100 0.0002361 0.010468 150 80 22.50380 22.51207
30 100 0.0002361 0.010468 150 90 13.48217 13.52503
30 100 0.0002361 0.010468 150 100 6.41221 6.49556
30 100 0.0002361 0.010468 150 110 2.32142 2.40029
30 100 0.0002361 0.010468 150 120 0.63997 0.68348
30 100 0.0002361 0.015703 150 80 22.98956 23.03233
30 100 0.0002361 0.015703 150 90 14.91541 15.00722
30 100 0.0002361 0.015703 150 100 8.69038 8.81740
30 100 0.0002361 0.015703 150 110 4.55082 4.67806
30 100 0.0002361 0.015703 150 120 2.16101 2.26106
30 100 0.0002361 0.020937 150 80 23.97155 24.05929
30 100 0.0002361 0.020937 150 90 16.68814 16.82648
30 100 0.0002361 0.020937 150 100 10.98961 11.15950
30 100 0.0002361 0.020937 150 110 6.88002 7.05364
30 100 0.0002361 0.020937 150 120 4.12191 4.27647

n A0 δ σ T K CI CS
30 100 0.0002361 0.010468 180 80 23.0915 23.1017
30 100 0.0002361 0.010468 180 90 14.2640 14.3053
30 100 0.0002361 0.010468 180 100 7.3001 7.3749
30 100 0.0002361 0.010468 180 110 3.0186 3.0935
30 100 0.0002361 0.010468 180 120 1.0121 1.0602
30 100 0.0002361 0.015703 180 80 23.7460 23.7904
30 100 0.0002361 0.015703 180 90 15.9170 16.0024
30 100 0.0002361 0.015703 180 100 9.8033 9.9177
30 100 0.0002361 0.015703 180 110 5.5641 5.6817
30 100 0.0002361 0.015703 180 120 2.9334 3.0323
30 100 0.0002361 0.020937 180 80 24.9499 25.0356
30 100 0.0002361 0.020937 180 90 17.9172 18.0441
30 100 0.0002361 0.020937 180 100 12.3344 12.4876
30 100 0.0002361 0.020937 180 110 8.1781 8.3369
30 100 0.0002361 0.020937 180 120 5.2508 5.3977
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Caṕıtulo 4

Apéndice

4.1 Procesos de Renovación

Aqúı daremos las definiciones y resultados básicos que vamos a usar sobre procesos de reno-

vación. Para más información referimos al lector a [16]. En esta sección usaremos la notación:

N0 = N ∪ {0}, R = R+ ∪+∞, ||F || := limt→∞ F (t).

Definición 4.1.1 Sean Y0, Y1, . . . variables aleatorias con valores en R, independientes, con

Y1, Y2, . . . identicamente distribuidas. Sea {Sn} = {Sn, n ∈ N0} definido por

Y0 = S0, Sn = Y0 + Y1 + . . . Yn, n ≥ 1.

Entonces {Sn} es llamado proceso de Renovación.

La distribución común F de Y1, Y2, . . . es llamada distribución del tiempo de espera o

entre llegadas. Se supone F (0) = 0 para evitar más de una renovación al mismo tiempo. Si

Y0 = S0 = 0 c.s., el proceso de renovación se llama puro o cero retardado. De otra forma,
es retardado y la distribución del retardo es la distribución de Y0. Si la distribución F es

defectuosa, es decir, ||F || < 1, entonces el proceso de renovación es transitorio o terminante.

Si F es no defectuosa, el proceso es llamado puro.

Sea {Nt, t ≥ 0} definido por

Nt = #{n ≥ 0, Sn ≤ t} = inf{n : Sn > t}.

Nt es el número de renovaciones hasta el tiempo t. Nótese que

Nt ≤ n⇐⇒ Sn > t, SNt−1 ≤ t < SNt ,

y

{Nt = n} = {Sn−1 ≤ t < Sn}.

El proceso {Nt, t ≥ 0} cumple el siguiente teorema.
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Teorema 4.1.2 Sea µ = E[Y1]. Entonces, cuando t→∞

Nt

t
−→ 1

µ
, c.s.,

E[Nt]

t
−→ 1

µ
.

Definición 4.1.3 Sean Z, z funciones definidas sobre [0,∞) y F una medida sobre [0,∞).

Una ecuación de renovación se define por medio de

Z(t) = z(t) +

∫ t

0

Z(t− u)dF (u), t ≥ 0, (4.1)

y se denota por Z = z + F ∗ Z.

En la ecuación (4.1) se supone F (0) = 0. En el caso donde F es una medida de proba-

bilidad, (4.1) es llamada propia; si ||F || < 1, es llamada defectuosa y si ||F || > 1 es llamada

excesiva.

Definición 4.1.4 Sea F medida sobre [0,∞). Def́ınase

U(dx) =
∞∑

n=0

F ∗n(dx),

U(t) =
∞∑

n=0

F ∗n(t), t ≥ 0,

las cuales son llamadas medida de renovación y función de renovación respectivamente.

Las funciones definidas anteriormente satisfacen el siguiente teorema

Teorema 4.1.5 1. La función de renovación U(t) es finita para todo t <∞.

2. Si la función z en la ecuación de renovación (4.1) es acotada sobre intervalos finitos,

entonces Z = z ∗ U está bien definida, es una solución de (4.1) y es la única solución

acotada en intervalos finitos.

3. Si ||F || = 1 y {Sn} es un proceso puro de renovación, entonces U(t) = E[Nt], el

número esperado de renovaciones hasta el tiempo t.

4. Si Û(θ) es la transformada de Laplace-Stieltjes de la medida de renovación U , es decir,

Û(θ) :=

∫ ∞

0

e−θtdU(t),

entonces, para θ > 0 se cumple

Û(θ) =
1

1− F̂ (θ)
, (4.2)
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donde

F̂ (θ) =

∫ ∞

0

e−θtdF (t).

Ahora supongamos que z es no negativa. Para h > 0, sea Ih
n = (nh, (n+1)h], n = 0, 1, . . .,

y sean

zh(x) =
∞∑

n=0

sup
y∈Ih

n

z(y)1Ih
n
(x), zh(x) =

∞∑
n=0

inf
y∈Ih

n

z(y)1Ih
n
(x).

Definición 4.1.6 Decimos que z es directamente Riemann integrable (d.R.i.) si
∫
zhdx =∫∞

0
zh(x)dx es finita para algún (y entonces para todo) h, y

∫
zhdx −

∫
zhdx → 0, cuando

h→ 0.

La definición anterior se puede extender para funciones definidas sobre R.

Teorema 4.1.7 Sean z1, z2 funciones no negativas definidas sobre [0,∞) tales que z1 es

creciente, z2 es decreciente y cumplen.∫ ∞

0

z1(x)z2(x)dx <∞,

y

lim
h→0

sup

{
z1(x+ y)

z1(x)
: x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ h

}
= 1.

Entonces z(x) = z1(x)z2(x) es d.R.i.

Recordemos que F es lattice si F está concentrada en {nδ, n = 1, 2 . . .} para algún δ ∈ R.

Para F no lattice tenemos los siguientes tres teoremas. Se demostrará el tercero.

Teorema 4.1.8 (Teorema de Renovación de Blackwell). Sea F no lattice y propia (||F || =
1). Sean µ =

∫∞
0
xdF (x) < ∞, U(dx) =

∑∞
n=o F

∗n(dx). Entonces para todo a, cuando

t→∞,

U(t+ a)− U(t) −→ a

µ
.

Teorema 4.1.9 Sea F no lattice y propia (||F || = 1). Supóngase que la función z en la

ecuación de renovación (4.1) es d.R.i., entonces, cuando t→∞,

Z(t) = (U ∗ z)(t) −→ 1

µ

∫ ∞

0

z(x)dx.
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Teorema 4.1.10 Sea F no lattice y propia (||F || = 1). Sean µ =
∫∞

0
xdF (x) <∞, U(dx) =∑∞

n=o F
∗n(dx), z : R −→ R+ d.R.i.. Entonces∫ ∞

−∞
z(t− y)U(dy) −→ 1

µ

∫ ∞

−∞
z(s)ds, cuando t→∞. (4.3)

Demostración. Sea h > 0 fijo. Sean z∗, z
∗ : R −→ R+ definidas por

z∗(x) =
∑
n∈Z

anδx([(n− 1)h, nh)), z∗(x) =
∑
n∈Z

bnδx([(n− 1)h, nh)),

donde, an = inf{z(x) : (n− 1)h ≤ x ≤ nh}, bn = sup{z(x) : (n− 1)h ≤ x ≤ nh},

δx([(n− 1)h, nh)) =


1, (n− 1)h ≤ x ≤ nh,

0, otro caso.

Tenemos z∗(x) ≤ z(x) ≤ z∗(x), para todo x ∈ R. Debido a que z es no negativa y U es

monótona resulta∫ ∞

−∞
z∗(t− y)U(dy) ≤

∫ ∞

−∞
z(t− y)U(dy) ≤

∫ ∞

−∞
z∗(t− y)U(dy).

Ahora bien ∫ ∞

−∞
z∗(t− y)U(dy) =

∑
n∈Z

an

∫ ∞

−∞
δt−y([(n− 1)h, nh))U(dy)

=
∑
n∈Z

an [U(t− (n− 1)h)− U(t− nh)] ,

donde U(t) = 0, para t < 0. Se sabe que U(t − (n − 1)h) − U(t − nh)) son uniformemente

acotados para t ≥ 0, n ∈ N (Teorema de Renovación). Además, debido a que z es d.R.i.

se obtiene
∑

n∈Z an < ∞. De aqúı, aplicando el Teorema de convergencia dominada y el

Teorema de Renovación se sigue

lim inf
t→∞

∫ ∞

−∞
z(t− y)U(dy) ≥ lim inf

t→∞

∫ ∞

−∞
z∗(t− y)U(dy) =

h

µ̃

∑
n∈Z

an.

En forma similar,

lim sup
t→∞

∫ ∞

−∞
z(t− y)U(dy) ≤ lim sup

t→∞

∫ ∞

−∞
z∗(t− y)U(dy) =

h

µ̃

∑
n∈Z

bn.

Por último haciendo h ↓ 0 y recordando que

lim
h↓0

h
∑
n∈Z

an = lim
h↓0

h
∑
n∈Z

bn =

∫ ∞

−∞
z(s)ds,

se obtiene (4.3).
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