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Introducciéon

El estudio de las distribuciones de vectores aleatorios es de gran interés en Probabilidad
y Estadistica. En ocasiones, el conocimiento de las distribuciones marginales y la matriz
de correlacién del vector aleatorio no es suficiente para determinar completamente la es-
tructura de dependencia que éste guarda. Una herramienta que ha sido desarrollada en los
ultimos anos para tratar este problema son las copulas. Las copulas, de manera informal, son
distribuciones multivariadas con marginales uniformes en el intervalo (0, 1). Los primeros es-
tudios de este tipo de distribuciones fueron realizados por Abe Sklar en 1959. En su trabajo,
Sklar utilizé por primera vez la palabra cépula para designar a las distribuciones multivaria-
das que cumple lo antes mencionado. Mediante el teorema que Sklar demostrd, el cual lleva
su nombre, se puede obtener la distribucién conjunta de un vector aleatorio con marginales
fijas, con el conocimiento de la copula asociada a este vector. Un tipo especial de cépulas,
son las copulas Arquimedianas, que por su sencilla definicion poseen propiedades faciles de
usar y generalizar en dimensiones mayores que dos. En la actualidad, esta herramienta sigue
siendo tema de estudio y aplicaciones en modelos actuariales y financieros (ver [14],[15] y
referencias que ahi se hacen). En el tema de estimacién de cépulas, varias aproximaciones
han sido usadas: métodos paramétricos (estimacion via maxima verosimilitud y método
de momentos), métodos no paramétricos (cépulas empiricas) y métodos semiparamétricos.
También técnicas de simulacion han tenido un papel importante, especialmente para in-
vestigar propiedades asintéticas de los estimadores. Para detalles véase Genest et al. [8],
Deheuvels [3], y Fermanian & Scaillet [7].

Los procesos estocéasticos conocidos como caminatas aleatorias son importantes en mode-
lacién estocastica. Dada una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, se define una caminata aleatoria como las sumas parciales. Uno de los resultados
mas importantes en este tema es la celebre factorizacion de Wiener-Hopf, la cual permite
factorizar la funcién caracteristica de una variable aleatoria en términos de transformadas
de Fourier de variables aleatorias asociadas a la caminata aleatoria. Entre las variables antes
mencionadas se encuentran el tiempo de entrada de la caminata aleatoria al eje positivo y el
valor con que ésto sucede. Otras variables de interés son: el maximo (en tiempo finito) y el
supremo de la caminata aleatoria. Los primeros resultados importantes sobre las variables
mencionadas fueron desarrollados por Frank Spitzer a finales de los anios 50’s. En [20], [21]
se obtiene una expresion asintética para la velocidad de convergencia de la distribucion del
maximo de una caminata aleatoria a la distribucion del supremo de la misma, esta relacion
es 1util (bajo ciertas condiciones) para hallar expresiones asintéticas para la probabilidad de
ruina en el drea de teoria de Riesgo.

Algunos temas de interés en la matematica actuarial de seguros son: evento ruina, tiempo
en que ocurre la ruina, y la probabilidad de que esto suceda. En general, determinar estas
cantidades no es una tarea sencilla. Es usual suponer independencia entre los tamanos de
las reclamaciones y los tiempos en que éstas suceden. En la literatura existe un gran ntimero
de resultados bajo esta suposiciéon que, aunque en ocasiones no es posible dar expresiones
explicitas, se pueden obtener aproximaciones asintéticas [2], [16]. Mediante el uso de cépulas
se puede introducir cierta estructura de dependencia en las variables antes mencionadas, y



de esta manera obtener resultados mas generales, bajo el supuesto que las transformadas de
Laplace de ambas variables existen en una vecindad a la izquierda del cero. La factorizacién
de Wiener-Hopf en este caso juega un papel muy importante, debido a que ésta permite
expresar la probabilidad de ruina en términos de probabilidades de variables asociadas a la
caminata aleatoria, y de esta manera, obtener aproximaciones mediante el uso de la teoria
existente para este tipo de proceso. Como casos particulares se pueden obtener expresiones
asintoticas para la probabilidad de ruina en tiempo finito e infinito.

La compra o venta de derivados en el mercado financiero se lleva a cabo mediante con-
tratos conocidos como opciones. Estos contratos le dan el derecho (més no la obligacién)
al que los posee, de vender o comprar una porcién de derivados a un precio previamente
fijado. Debido a diversos factores sociales, politicos e inclusive ambientales, los precios en el
mercado varian con el tiempo, por esta razon es adecuado modelar estos precios mediante
un proceso estocastico. De esta forma, es necesario prefijar un precio a la opcion, un precio
que sea “justo” para ambos, el que la vende y el que la compra. Al procedimiento anterior
se le conoce como valuaciéon de opciones, y es uno de los temas de estudio en Finanzas.
Existen varios tipos de opciones, por mencionar algunas las opciones Europeas, Americanas,
Exéticas, etc. En 1973, Fischer Black and Myron Scholes propusieron un modelo para el pre-
cio de los derivados, el cual supone (bajo ciertas condiciones) que el precio sigue la dindmica
de un movimiento Browniano geométrico. Para este modelo existen expresiones cerradas
para los precios de las opciones Europeas. No obstante, bajo este mismo modelo, no se
conocen expresiones cerradas para el precio de opciones asidticas. Debido a que las opciones
asiaticas involucran sumas finitas de variables aleatorias (no necesariamente independientes
entre ellas), la teorfa de comonotonicidad (méxima dependencia positiva posible) nos permite
encontrar cotas para el precio de estas opciones, bajo el mismo modelo de Black-Scholes.

La presente tesis tiene por principal objetivo presentar en forma autocontenida resultados
en ambos topicos: teoria de Riesgo y Finanzas. En teoria de Riesgo se ilustrard el uso
de copulas y la factorizacién de Wiener-Hopf, las copulas como un medio para introducir
dependencia y la factorizacién de Wiener-Hopf como herramienta para obtener resultados
asintoticos de las probabilidades de ruina, todo lo anterior bajo el supuesto que se tienen
distribuciones de colas ligeras. Como aplicacién de los resultados expuestos se desarrolld
estimaciones concretas de la probabilidad de ruina para el caso en el cual la dependencia
esta descrita por medio de la copula Gamma bivariada de Cheriyan y Ramabhadran. En
la segunda parte de la tesis, dedicada a aplicaciones en Finanzas, se ilustrara la aplicacion
de resultados de comonotonicidad para la valuacién de opciones asiaticas. En este topico se
realizé un programa en S-PLUS para obtener resultados numeéricos.

Esta tesis esta fundamentada en los articulos de Albrecher & Teugels [1], Dhaene et al.
[4], [5] ¥ la estructura de la misma se detalla a continuacién. En el capitulo 1 se da la
definicion de cépula, cépula Arquimediana y sus propiedades mas importantes, se introduce
el concepto de medidas de concordancia, asi como también se introducen las caminatas
aleatorias, propiedades, relaciones mas importantes y la factorizaciéon de Wiener-Hopf. En
el capitulo 2 se presenta el modelo de riesgo que junto con los resultados del capitulo 1 sobre
caminatas aleatorias, permiten hallar expresiones asintoticas para la probabilidad de ruina.
En el capitulo 3, se introducen el concepto de comonotonicidad, asi como también el de
orden convexo y primas stop-loss; se obtienen las cotas correspondientes para el valor de una
opcion asidtica y para este caso algunos resultados numéricos. El capitulo 4 es a manera de
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apéndice, donde se hace un breve resumen de algunos resultados de procesos de renovacién
de gran utilidad para el desarrollo del capitulo 2.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Coébpulas

1.1.1 Definiciéon y propiedades

En esta seccién se dard la definicion de cépula bidimensional, asi como también las pro-
piedades més importantes que surgen. Copulas n-dimensionales se pueden definir en forma
similar, pero éstas quedan fuera del propdsito de esta tesis. A lo largo de la tesis, f funcién
no decreciente significard que si x; < xq, entonces f(x1) < f(x2); f funcién creciente serd
que si 1 < xq, entonces f(x;) < f(z2). En forma similar, se tendrd para funciones no

crecientes, decrecientes. Denotaremos con R la recta extendida y con I el intervalo cerrado
[0, 1].

Definicién 1.1.1 Sean Sy, Sy subconjuntos no vacios de R y H una funcion con dominio
Dom H = 51 X Sy. Sea B = [x1, 2] X [y1, yo] rectangulo cuyos vértices pertenecen al dominio
de H. Entonces, el H-volumen de B estd dado por

Vu(B) = H(xa,y2) — H(x2,y1) — H(w1,92) + H(71,91).

La funcion H se dice 2-creciente si Vy(B) > 0, para todo rectangulo B cuyos vértices
pertenecen al dominio de H.

Notese que si H es 2-creciente no necesariamente es no decreciente en cada argumento,
ni viceversa. Lo anterior se verifica considerando las funciones Hy(z,y) = (2 — 1)(2y — 1),
Hy(z,y) = max(z,y) definidas en I?. Se tiene que H; es 2-creciente, pero no cumple ser
no decreciente en cada argumento; Hs es no decreciente en cada argumento, pero no es
2-creciente porque Vi, (I?) = —1. No obstante, podemos obtener la propiedad de ser no
decreciente para cierta funcion. Esto se puede ver en el siguiente lema.

Lema 1.1.2 Sea H una funcion 2-creciente con dominio S x Sy. Sean x1,x9 € S, y1,Y2 €
So, que cumplen 1 < xo, y1 < yo. Entonces las funciones,

t— H(t,yQ) — H(t,yl), t—— H($2,t> —H(.’L'l,t)

son no decrecientes en Sy y Sy respectivamente.



La demostraciéon del lema anterior se sigue de la definicién para funciones 2-crecientes.
Ahora veremos que tipo de funciones 2-crecientes son no decrecientes en cada argumento.
Para ello se da la siguiente definicion.

Definicién 1.1.3 Sea H definida como antes y supongamos que Sy tiene elemento minimo
ay, Sy elemento minimo as. Decimos que H es con base si para todo (z,y) € Sy X S se
cumple H(z,a2) = H(ay,y) = 0.

Lema 1.1.4 Sea H una funcion con base, 2-creciente. Entonces H es no decreciente en
cada argumento.

Demostraciéon. Se sigue del lema anterior tomando x; = ay y y; = as. [

Ahora supdéngase que S; y Ss tienen elementos maximos by y by, respectivamente. En-
tonces la funcién H : S; x Sy — R tiene marginales F' y G dadas por

DomF = Sy, F(x) := H(z,by), x € S;, DomG =Sy, G(y) := H(by,y), y € 5.

Ejemplo 1.1.5 La funcién H : [—1,1] x [0,00] — R dada por

Hiz,y) = (x$++1;((jy_—11),

es con base (a1 = —1, as = 0) y tiene marginales

1
F(x):x;— , Gy =1—¢€"".

El lema siguiente muestra la relacién entre la funcién H y sus marginales cuando H es
con base.

Lema 1.1.6 Sea H una funcion con base, 2-creciente. Sean (z1,y1),(x2,y2) € S1 X Ss.
Entonces

|H (2, y2) — H (1, y1)| < [F(22) — Fa1)] + [G(y2) — Gy)l.
Demostracion. De la desigualdad del triangulo,
|H (w2, y2) — H(zy,y1)| < [H (w2, y2) — H(z1,92)| + [H(z1,32) — H(z1,m1)].
Supongamos 7 < x3. Los lemas anteriores implican
0 < H(za,42) — H(x1,12) < Fla2) — F(1).
Una desigualdad similar se puede obtener cuando xy < z;. Por lo tanto
|H (22,y2) — H(z1,92)| < |F(22) — F(21)].

En forma andloga
[ H (21, y2) — H(z1,91)| < [G(y2) — Gly)l;

lo cual termina la prueba. [



Definicién 1.1.7 Una copula C 2-dimensional es una funcion con base, 2-creciente, con
dominio el cuadrado unitario I?, que satisface,

C(1,v) =v, C(u,1) =u, Vu,v € I.

De la definicion y del Lema 1.1.4 se sigue
0=C(0,v) <C(u,v) <C(u,1) < C(1,1) =1,

lo cual muestra que el rango de C' estd contenido en I (RanC C I). Ademds, cualquier
cHpula estd acotada como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.8 Sea C una cdépula. Entonces para todo (u,v) € I* se cumple

max(u +v —1,0) < C(u,v) < min(u,v) (1.1)

Demostracién. Tenemos
C(u,v) < C(u, 1) = u, C(u,v) < C(1,v) =v.

De aqui se sigue la desigualdad derecha de (1.1).

Por otro lado,
Vo(lu, 1] x [v,1]) > 0, C(u,v) >0,

y debido a que Vi ([u, 1] x [v,1]) = C(u,v) —u—v + 1, resulta el lado izquierdo de (1.1). =

Definicién 1.1.9 Las funciones M(u,v) = min(u,v), W(u,v) = max(u + v — 1,0) que
aparecen en (1.1), son llamadas cotas superior e inferior de Fréchet-Hoeffding, respectiva-
mente.

De esta manera, las desigualdades del Teorema 1.1.8 se escriben en la forma
W(u,v) < C(u,v) < M(u,v).

Se puede mostrar que W y M son copulas. Otra copula de interés que se vera mas adelante es
[I(u,v) = uv, la cual se relaciona con la independencia de dos variables aleatorias continuas.
El Lema 1.1.6 da como consecuencia el siguiente teorema.

Teorema 1.1.10 Sea C' una copula. Entonces para todo uy,us,vi,ve € I se cumple
|C(UQ,U2)—C(U1,U1>| S |UQ—U1|+|U2—U1|. (12)

De aqui, C' es uniformemente continua sobre su dominio.

Otras funciones de interés relacionadas con una cépula son la seccion horizontal, vertical
y diagonal de una cépula, las cuales definimos a continuacién



Definicién 1.1.11 Sea C' una copula, a € I. Las funciones

son llamadas seccion horizontal, vertical y diagonal de la copula C, respectivamente.
Del Lema 1.1.4 y del Teorema 1.1.10 se sigue el corolario siguiente.

Corolario 1.1.12 Las secciones horizontal, vertical y diagonal de la copula C' son no de-
crecientes y uniformemente continuas sobre I.

Una cépula tiene primeras derivadas parciales (en casi todas partes con respecto a la
medida de Lebesque en I), como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.13 Sea C una copula. Entonces para cada v € I, la derivada parcial 0C/0u
existe para casi toda u, y se tiene

< 0C (u,v)

0< <1. (1.3)

ou -

Similarmente, para cada u € I, la derivada parcial OC/0v existe para casi toda v, y se tiene

< 9C (w, v) <1. (1.4)

0 ov -

Ademds, las funciones u —— 0C(u,v)/0v,v —— 0C(u,v)/0u estin definidas y son no
decrecientes en casi todas partes en 1.

Demostracién. La existencia de 9C/0u, 0C/0v se sigue de la monotonicidad de las sec-
ciones horizontal y vertical, respectivamente. Las desigualdades (1.3) y (1.4) se siguen de
(1.2) haciendo vy = vy, u3 = ug, respectivamente. Ahora mostraremos la segunda afirmacién
del teorema. Si v; < vy, entonces u —— C(u,vy) — C(u,v1) es no decreciente. De aqui,
I(C(u,v9) — C(u,v1))/0u esta definida y es no negativa en casi todas partes en I. Por lo
tanto, v —— 9C(u,v)/0u esta definida y es no decreciente en casi todas partes en /. En
forma similar se prueba para u — 9C(u,v)/dv. n

El siguiente teorema enfatiza la manera en la cual una coépula “acopla” una funcion de
distribucion a sus marginales univariadas. No se demostrara porque queda fuera del propédsito
de esta tesis, su demostracién puede verse en [14].



Teorema 1.1.14 (Teorema de Sklar). Sean X eY wvariables aleatorias con funciones de dis-
tribucion F' y G, respectivamente, que tienen funcion de distribucion conjunta H. Entonces
existe una copula C' tal que

H(z,y) = C(F(x),G(y)), Yo,y € R. (1.5)

Si F y G son continuas, entonces C es unica. En el caso general, C estd unicamente
determinada en Ran F x Ran G. Reciprocamente, si C' es copula, F' y G son funciones
de distribucion, entonces la funcion H definida por (1.5) es una funcion de distribucion
conjunta con marginales F' y G.

En lo que sigue denotaremos por Cxy la cépula que resulta del teorema de Sklar. El
teorema de Sklar implica que para X e Y variables aleatorias continuas, X e Y son inde-
pendientes si y solo si Cyy = II. Otra consecuencia del teorema de Sklar es la siguiente
desigualdad,

max(F(z) + G(y) — 1,0) < H(z,y) < min(F(z), G(y)). (1.6)

Definicién 1.1.15 Las cotas max(F(z)+G(y)—1,0) y min(F(z), G(y)) son llamadas cotas
de Fréchet-Hoeffding para funciones de distribucion conjunta H con marginales F' y G.

Un interesante problema para estudiar es bajo que condiciones la funcién H es igual a
una de sus cotas, el cual estudiaremos mas adelante.

Una importante propiedad de la cépula Cx y es que permanece invariante bajo transfor-
maciones crecientes de X e Y como se vera en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.16 Sean X e Y wvariables aleatorias continuas con copula Cxy. St oy
B son funciones crecientes sobre Ran X y RanY, respectivamente. Entonces se cumple
Cax),80v) = Cxy-

Demostracién. Sean Fi, G1, Fy, G5 las funciones de distribucién de X, Y, a(X), 5(Y),
respectivamente. Tenemos que « es creciente, por lo tanto,

Fy(r) = Pla(X) <)
~ P(X <a”'(2))
= Fi(a ().

En forma similar,

Ga(y) = G1(B ().

De esta manera, por el teorema de Sklar, para cualesquiera z,y € R,
Cax),50r)(F2(2), Ga(y)) = Pla(X) <z,8(Y) <y)
= P(X<a'2),Y <B87'(y))
= Cxy(Fi(a'(2).Gi(57' (1))
= COxy(Fy(r),Ga(y)).
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Debido a que X,Y son continuas se sigue que Ran Fy = RanGs = I. Por lo tanto

Cuando al menos una de las funciones o o 3 es decreciente, obtenemos resultados en los
cuales la cépula de las variables aleatorias «(X), 5(Y') es una transformacién de Cx y.

Teorema 1.1.17 Sean X, Y wvariables aleatorias continuas con copula Cxy. Sean oy f3
funciones mondtonas sobre Ran X y RanY, respectivamente.

1. Si « es creciente y [ es decreciente, entonces

Caix),pvy(u,v) = u — Cxy(u, 1 —v).
2. Si « es decreciente y 3 es creciente, entonces

Caix),pv)(u,v) = v — Cxy(1 —u,v).
3. Siay B son decrecientes, entonces

Coix) s (,0) =t +v =14 Cxy(1 —u, 1 — ).

Demostraciéon. Mostraremos 1, los demés incisos se demuestran de forma analoga. Usando
el mismo procedimiento del Teorema 1.1.16, tenemos

Fy(z) = Fi(a™'(2)), Ga(y) =1-Gi(6 ().

Entonces

Cax)80) (F2(2), Ga(y)) = Pa(X)<x,ﬁ( ) <)

(
(X <a'(2),Y =57 (1))
(X

= P
= P(X<a'2)-P(X<a'z),Y <8'(y))
= Fi(a (7)) - Cxy(Fi(a™(2)),Gi(87 (1))
= Fy(z) = Cxy(Fa(x),1 = Ga(y))-
Usando el mismo razonamiento que en el Teorema 1.1.16 se sigue el resultado. [ ]

Cada cépula C induce una medida de probabilidad sobre I?, a través de la relacién
C(u? U) = VC([Oa u] X [07 U]),

es decir, la C-medida de un conjunto es su C-volumen, V. De esta manera, consideramos
la, descomposicion
C(“? U) = AC(ua U) + SC(ua U),

donde

u v 2
Ac(u,v) = / / 0 C(s,t)dtds, Sc(u,v) = C(u,v) — Ac(u,v).
o Jo Osot
La existencia de 9*C((s,t)/0s0t se sigue del Teorema 1.1.13.
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Definicién 1.1.18 5i C = Ag, se dice que C' es absolutamente continua. Si C' = Sg,
entonces C se llama singular. En el caso general, C' tiene componente continuo y componente
singular.

Recordemos que el soporte de una funciéon de distribucién conjunta H es el complemento
de la unién de todos los subconjuntos abiertos de R? con H-medida cero, luego el soporte
de un cépula es el complemento de la unién de todos los subconjuntos abiertos de I? con C-
medida cero. Cuando el soporte de C es I?, decimos que C' tiene soporte completo. Cuando
C es singular, su soporte tiene medida de Lebesgue cero y reciprocamente.

Se puede demostrar que las cépulas M y W son singulares con soporte los conjuntos
{(u,v) € I* :u= v}, {(u,v) €I*:u=1-v},

respectivamente. En cambio, la cépula II es absolutamente continua porque

U v 2
An(u,v) = /O/Oa(zatﬂ(s,t)dtds

= //1dtds
0o Jo
(u,v)

Ahora regresaremos a la ecuacién (1.6) y veremos en que casos H es igual a alguna de

sus cotas. Para ello tenemos la siguiente definicién,

Definicién 1.1.19 Para S C RQ, se dice que S es no decreciente si para cada (x,y), (u,v) €
S, x < uimplicay < wv. Y decimos que S es no creciente, si para cada (x,y), (u,v) € S,z < u
implica y > v.

Ejemplo 1.1.20 Sean A;, Ay, Az definidos por

A = {(x,avz) 0<ax <1},
Ay = {(z,z+1): 1<z <2}
Ay = {(z,4):2 <z <3}

Entonces el conjunto S = A; |J A2 |J A3 es un conjunto no decreciente en R’

Un conjunto S no decreciente, también es llamado comonoténico. Conjuntos comonoténicos
en dimensiones mayores a dos seran considerados en el capitulo 3.

Lema 1.1.21 Sea S C R°. Entonces S es no decreciente si y sdlo si para cada (x,y) € E{
se cumple alguna de las dos condiciones siguientes, para cada (u,v) € S

u < x implicav <y (1.7)
o bien

v <y implicau < x (1.8)
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Demostracién. Supongamos que S es no decreciente, y que no se cumplen (1.7) y (1.8).
Entonces, existen (a,b), (c,d) € S talesque a < z,b >y, d <yyc>z, loqueimplicac > a
y b > d, lo cual es una contradicciéon porque S es no decreciente. Por lo tanto, se cumplen
(1.7) y (1.8).

Ahora supongamos que S no es no decreciente. Entonces existen (a,b), (¢,d) € S con
a<cyb>d. Sea(z,y) = ((a+c¢)/2,(b+d)/2); entonces (x,y) no cumple (1.7) y (1.8). =

Lema 1.1.22 Sean X,Y wariables aleatorias con funcion de distribucion conjunta H. En-

tonces H es igual a su cota superior de Fréchet-Hoeffding si y sélo si para cada (z,y) € K2,
se tiene P(X > x,Y <y)=06 P(X <z,Y >y) =0.

Demostracién. Sean F'y GG marginales de H. Entonces
F(x) = H(z,y) + P(X < 2,Y >y), G(y) = H(z,y) + P(X > z,Y <y).

De esta forma, tenemos H(x,y) = M(F(z),G(y)) si y sélo si P(X > z,Y <y) =06
P(X <2,V >y)=0.

Teorema 1.1.23 Sean X,Y wariables aleatorias con funcion de distribucion conjunta H.
Entonces H es igual a su cota superior de Fréchet-Hoeffding si y sélo si el soporte de H es

. _ =2
un subconjunto no decreciente de R .

Demostracién. Sea S el soporte de H y (z,y) € R’ Entonces, (1.7) se cumple si y s6lo
si {(u,v) 1 u < x,0 > y}NS = ¢, y esto ocurre si y sélo si P(X < z,Y > y) = 0.
Analogamente, (1.8) se cumple si y sélo si {(u,v) : v <y,u >z} NS = ¢,y esto ocurre siy
sélo si P(X > x,Y <y) = 0. El resultado se sigue de los Lemas 1.1.21 y 1.1.22. [ |

Ahora veremos un tipo especial de copulas, que son las cépulas de sobrevivencia. Recorde-

mos que la funcién de sobrevivencia se define por F(z) = P(X > z) =1 — F(x).

Definicién 1.1.24 Sea (X,Y) un vector aleatorio, la funcion conjunta de sobrevivencia estd

dada por H(z,y) = P(X > x,Y >y), con marginales:

H(z,—00) = F(x), H(—00,y)=G(y).
De esta manera, tenemos la siguiente definicion,

Definicién 1.1.25 La copula de sobrevivencia C relacionada con la copula C, se define por
la ecuacion,

~

Clu,v) =u+v—14+C(1—u,1—-v), u,vel.

Veamos que en efecto C' es cépula. Es claro que C' cumple con las condiciones de frontera.
Ahora, para u; < ug,v; < vy € I, tenemos

Va(lur, ug) x [v1,v9]) = Ve([1 — ug, 1 — ug] X [1 — vy, 1 —v1]) > 0.
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De lo anterior se sigue que C es 2-creciente, por lo tanto C es copula.

Si (X,Y) es un vector aleatorio continuo con funcién de distribucién conjunta de sobre-

vivencia H y marginales de sobrevivencia F'(x) y G(y), usando el teorema de Sklar,

H(z,y) = 1-F(z)—G(y) + Cxy(F(z),G(y))
F(x),1

es decir, tenemos una ecuacién involucrando las funciones de sobrevivencia similar a la
obtenida en el teorema de Sklar.

En el conjunto de las cépulas es posible definir un orden, el cual es 1til para comparar
elementos en familias paramétricas de copulas. Este orden es un orden parcial, y se define a
continuacion.

Definicién 1.1.26 Sean C; y Cy copulas. Se dice que Cy es mds pequena que Cy (o que Cy
es mds grande que Cy), denotado por Cy < Cy (0 Cy = C1), si Cy(u,v) < Cy(u,v)Vu,v € I.

Como se menciond, el orden definido anteriormente es un orden parcial (las cépulas
(1/2)(W + M) y II no son comparables). No obstante, existen familias de cépulas que son
totalmente ordenadas. Una familia de cépulas {Cy} sera positivamente ordenada si C,, < Cp
siempre que a < 3y negativamente ordenada si C, = Cg siempre que o < f3.

Ejemplo 1.1.27 La familia de cépulas Ali-Mikhail-Haq {Cy}, dada por

uv

- 1—60(1—u)(l—wv)’

Co(u,v) 0 e[-1,1],

es positivamente ordenada porque para u,v € (0,1) se cumple

Co(u,v) _ 1—p6(1—u)(l—0v)
Cs(u,v)  1—a(l—u)(l—0o)

<1,

siempre que a < (3.

A continuacién estudiaremos una clase especial de cépulas, a saber, las copulas Arqui-

medianas. Estas son importantes por la forma general de su construccion, la gran variedad
de familias que pertenecen a esta clase y las propiedades que poseen.

Definicién 1.1.28 Sea ¢ : I — [0, 00] continua, decreciente tal que (1) = 0. La pseudo-
wmversa de ¢ se define de la siguiente manera:

pTH(t), 0=t <9(0),

0, 0(0) <t < 0.
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En lo que sigue, ® denota el conjunto de las funciones continuas de I en [0, 00|, decre-
cientes con (1) = 0. De la definicién se siguen las siguientes observaciones.

Observaciones

1. Dom ¢~ = [0,00], Ran ¢!~ = I. Ademas, ¢!~! es continua, no creciente en [0, oo]
y decreciente en [0, ¢(0)].

2. Para cada u e I, o (p(u)) =uy

u, 0 < u < (0),

o(! ™ (u))
©(0), »(0) <u < oo,

= min{u, ¢(0)}.

3. Si (0) = oo, entonces I~ = 71,

Lema 1.1.29 Sea ¢ € ® con pseudo-inversa =Y, y sea C : I? — I definida por

Cu,v) = ol p(u) + p(v)]. (1.9)

Entonces C' satisface las condiciones de frontera de una copula.

Demostracién. Debido a que ¢(u) + ¢(0) > ¢(0),

C(u,0) = o (p(u) + ¢(0)) = 0.

Y por la Observacion 2,

C(u, 1) = ¢ p(u) + 9(1) = ¢ p(u) = u.
Por simetria, C'(0,v) =0, C(1,v) = v. [ |

El siguiente lema nos proporciona una condicion necesaria y suficiente para que la funcion
definida por (1.9) sea 2-creciente.

Lema 1.1.30 Bajo las condiciones del Lema 1.1.29, C' es 2-creciente si y solo si para todo
vel,
C(ug,v) — C(uy,v) < ug — uy, (1.10)

cuando uy < uq.

Demostracién. Supongamos que C' es 2-creciente. Debido a que C' es 2-creciente, Vi ([ug, ug] X
[v,1]) > 0, y el resultado se sigue por el Lema 1.1.29.

Reciprocamente, sean u; < ug, v; < vy € I. Nétese que C(0,v5) = 0 < vy < vy =
C(1,vy). Debido a que C es continua (¢ y ¢! lo son) existe ¢ € I tal que C(t,v5) = v1 (0
o(t) + ¢(ve) = @(v1), si vy # 0). Demostraremos

C(UQ,Ul) - C(Ul,Ul> S C(u27U2) - C(Ul,’UQ). (111)
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Nétese que si v; = 0 entonces (1.11) claramente se satisface. Supongamos v; # 0y
consideremos los casos:

L p(ug) + ¢(v2) > p(0) 6 p(ur) + ¢(v2) > (0),

2. p(ug) + @(v2) < (0) y p(u1) + @(v2) < (0).

Para el caso 1, tenemos que para u fijo C'(u, v1) < C(u,v3), porque ¢ y o= son no crecientes.
En forma andloga para v fijo, C'(uy,v) < C(ug,v). De esta manera, si p(us) + ¢(v2) > ¢(0)
entonces C(ug,v2) = 0, lo que implica que C(u1,v2) = 0 = C(ug,v1), y (1.11) resulta. En
forma andloga se sigue el caso ¢(u;) + p(ve) > ©(0).

Ahora veamos el caso 2. Por la observacion hecha al inicio de la prueba, tenemos

[

C(ug,vl)—C(ul,vl) = @
SD[

o(uz) + o(v1)) = e (p(ur) + @(v1))

Hp(uz) + @(v2) + @(1) — (0 (ur) + @(va) + (1))
C(C(ug,v9),t) — C(C(uyg,vq),t)

C(ug, v2) — C(uq, ve).

-1
-1

IN

Los Lemas 1.1.29 y 1.1.30 implican que las funciones que satisfacen (1.11) son cépulas.
En el Teorema 1.1.32 veremos que tipos de funciones ¢ hacen de C', definida por la férmula
(1.9), una cépula. Primero demostraremos el siguiente lema.

Lema 1.1.31 Sea ¢ € ® con pseudoinversa =Y. Si v es midconveza, es decir,

@(S;t) < @(8)3@(75)7 V.t

entonces ¢ es conveza. Ademds, ¢ es conveza si y solo si ol es conveza.

Demostracién. Supongamos que ¢ no es convexa, entonces existen s < ¢ tal que para
algin A € (0,1)
oAt + (1= A)s) > Ap(t) + (1 = Np(s).

Sean

A7 = {n<Arplt+ (L=n)s) =npt) + (1 —n)p(s)},
At = {p>XipMnt+(1—n)s)=n

y a=sup A, §=inf AT. De la continuidad de ¢ se sigue que a < 3,
plat + (1 —a)s) = ap(t) + (1 = a)p(s), (Bt + (1= PB)s) = Be(t) + (1 — B)p(s).
De esta manera, tomando s* = at + (1 — a)s, t* = gt + (1 — 3)s, obtenemos

(145 5 el he)
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lo que contradice la midconvexidad de ¢. Por lo tanto, ¢ es convexa.

Ahora demostraremos que ¢ convexa implica ¢!~ convexa; el reciproco es anélogo. Sean
s,t € [0,00]; sin pérdida de generalidad podemos suponer s < t < ¢(0). Para s y t dados
tenemos que existen u > v € I tal que s = p(u), t = ¢(v). Debido a que ¢ es convexa,

e(Au+ (1= A)v) < Ap(u) + (1 — N)p(v). (1.12)
Como ¢ es decreciente, ¢! también lo es. De esta manera de (1.12) se sigue
Au+ (1= Mo > o7 M) + (1= Ng(v),
es decir,

AplH(s) + (1= X)) = o (As + (1= A)t),

1]

Por lo tanto, ¢l~1 es convexa. ]

Teorema 1.1.32 Sea ¢ € ® con pseudoinversa =Y. La funcién definida por (1.9) es una
copula si y solo si ¢ es conveza.

Demostraciéon. Ya hemos probado que C satisface las condiciones de frontera para una
c6pula. Como consecuencia del Lema 1.1.30 solo necesitamos mostrar que (1.10) se cumple
si y sélo si ¢ es convexa. Nétese que (1.10) es equivalente a

ur + o (p(us) + ©(v) < up + @ p(ur) + (),

para u; < ug, asi que si hacemos a = ¢(u;), b = @(u2), ¢ = ¢(v), entonces (1.10) es
equivalente a

(@) + b+ ¢) < D) + e (a + ¢), (1.13)
donde a > b, ¢ > 0.

Supongamos que @l~U satisface (1.13), y s,¢ € [0,00] son tales que 0 < s < t. Si
sustituimos a = (s +t)/2, b= s, ¢ = (t — s)/2 en (1.13), obtenemos

-1 -1
) (S;t> ¥ }(s)—QHO[ )

De esta manera, ¢l es midconvexa, y por el Lema 1.1.31 ¢!~ es convexa, de donde ¢
también lo es.

Reciprocamente, por el Lema 1.1.31 podemos suponer ¢l es convexa. Sean a,b,c €
[0, oo fijos, tales que, a > b, ¢ > 0; seay = (a—b)/(a—b+c). Entonces a = (1—v)b+~(a+c),
b+ec=9b+(1-7)(a+c)y

o (a) (1= 7)1 (B) + v (a +¢),
e +e) < ) + (1 =) (a+ o),

IN

de donde se sigue (1.13). n

En lo que sigue ®* denota el conjunto de las funciones ¢ € ® convexas. De esta forma,
tenemos la siguiente definicién.
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Definicién 1.1.33 Sea ¢ € ®*. Las cépulas C de la forma (1.9) son llamadas copulas
Arquimedianas. La funcion ¢ es llamada un generador de la cdpula. Si p(0) = oo, decimos
que @ es un generador estricto. En este caso, I = ™1y C(u,v) = o~ (p(u) + p(v)) se
llama copula Arquimediana estricta.

De la definicién se siguen las siguientes propiedades para las copulas Arquimedianas:
1. C es simétrica; i.e., C(u,v) = C(v,u) Vu,v € I.
2. C es asociativa; i.e., C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) Yu,v,w € I.

3. Si ¢ > 0; entonces cp también es un generador de C, lo cual implica que el generador
de una copula Arquimediana no es tnico.

4. La seccién diagonal d¢(u) satisface d¢(u) < u, para todo u € (0, 1).

Ejemplo 1.1.34 Tenemos que II y W son Arquimedianas con generadores pr(t) = —Int
vy ow(t) = 1 —t, respectivamente. La cépula M no es Arquimediana, porque no cumple
dc(u) < u, para todo u € (0,1).

Definicién 1.1.35 Los conjuntos de nivel t de una copula C' se definen como
{(u,v) € I* | C(u,v) = t}.
Para una cépula Arquimediana y para ¢t > 0, el conjunto de nivel ¢ consiste de los puntos

sobre la curva de nivel ¢(u) + ¢(v) = p(t) en I?, la cual conecta los puntos (1,t) y (¢,1).
Debido a que ¢(t) — ¢(u) € [0,¢(0)), podemos escribir v como funcién de u, esto es,

v = (p(t) = p(u) = ¢ ((t) — p(u)) = Li(u) (1.14)

Definicién 1.1.36 Para t = 0, denotaremos por Z(C) = {(u,v) € I* | C(u,v) = 0}, el
conjunto cero de C, y v = Lo(u) la curva cero.

Las curvas de nivel de cualquier cépula Arquimediana cumplen el siguiente teorema.
Teorema 1.1.37 Las curvas de nivel de una cépula Arquimediana son convezras.
Demostracién. Sea C' una cépula Arquimediana con generador ¢. Para t € (0,1), las

curvas de nivel estan dadas por (1.14), por lo tanto, sélo necesitamos probar que L;(u) es
midconvexa, debido a que es continua. Debido a que ¢ es convexa, se tiene,

2 2 ’

o) — (ul JQFW) S oty - Pl) + o) _ [p(t) — o(m)] +[p(t) ~ p(ua)]
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y como ¢! es decreciente y convexa, resulta

n(t) = e (oo (7))

< Sl () — () + 7 ((0) — (ua))]
Li(uy) + Li(uz)

La C-medida de cada curva de nivel de una cépula Arquimediana C' estd dada en el
siguiente teorema

Teorema 1.1.38 Sea C una copula Arquimediana generada por p € ®*. Entonces

1. Parat € (0,1), la C-medida de la curva de nivel p(u) + @(v) = @(t) estd dada por

w(t)[ Lo ! ] (1.15)

donde ¢'(t7) y ¢'(tT) denotan las derivadas izquierda y derecha de ¢ en t, respectiva-
mente. En particular, si ¢'(t) existe, el cual es el caso excepto a lo mds en un nimero
contable de puntos, entonces la C-medida es 0.

2. 81 C no es estricta, entonces la C-medida de su curva de nivel p(u) + p(v) = ¢(0) es

wqual a
»(0)
_ 1.16
¢'(0F)’ (1.16)
y de esta manera es igual a 0 siempre que @' (07) = —o0.

Demostracién. Ya que ¢ es convexa, ¢'(t7) y ¢/(t) existen en (0,1] y [0, 1) respectiva-
mente, y son iguales salvo en un nimero contable de puntos (ver [18]). Sea t € (0,1) y
w = @(t). Sea n entero positivo fijo, y

Wn:{tozt,...,tnzl},

una particién del intervalo [t, 1] dada por t,_, = /"4 (kw/n). Debido a que w < (0) se
tiene

Clty,tn) = o (ot + o(t))

n n
—i—k
— U <M+Lw)_
n

19




En particular, C(t;,,—;) = o (w) =t. Sean Ry, = [tp_1,tk] X [tn-t> tn—tt1), Sn = Ur—; Rx-

De la convexidad de o= se sigue

0<ti -t <tr—t: <...<tlp—th1=1—1t,_1.

Ademés, lim, .oo(1 —t,_1) = 1 — ¢[71(0) = 0. Por lo tanto la C-medida de la curva
o(u) + (v) = @(t) estd dada por lim,, .o, Vo (S,). Para cada k tenemos

Ve(Ry) = Clti—1,tn-k) —t —t + C(te, tn—r+1)
= [ (w+w/n) — e (w)] — [ (w) — e (w — w/n)).

De esta forma,

Pt wfn) — - 0w) @) — U — wn)
w/n w/n

n—oo n—oo

lim Ve(S,) = limw {

y obtenemos (1.15).

Si C no es estricta, entonces ¢(0) es finito y C(u,v) = 0 sobre y debajo de la curva de
nivel p(u) + p(v) = ¢(0). Entonces para cada k, Vo(Ry) = C(tx, tn_g+1), usando el mismo
argumento de la primera parte se obtiene (1.16). ]

Teorema 1.1.39 Sea C' una cépula Arquimediana generada por ¢ € ®*. Sea Ko (t) la C-
medida del conjunto {(u,v) € I* | C(u,v) <t} (equivalentemente {(u,v) € I* | p(u)+p(v) >
©(t)}). Entonces para todo t € I,

(1.17)

Demostracién. Seat € (0,1) y w = p(t). Para n entero positivo consideramos las mismas
particiones de [t, 1] y [0, w] del Teorema 1.1.38. Denotamos por R} = [tx_1,tx] X [0, tn—g11],
= U,_, R;. Procediendo como en el Teorema 1.1.38 obtenemos

Ke(t) = Veo([0,¢] x [0,1]) + lim V(S))

n—oo

= t+r}ir§oz (ths tnrsr) — 1)

N 1 [ R )
=1 nl—>oo [ w/n

L, @)

=Ty

20



El siguiente corolario es una generalizacién del teorema anterior.

Corolario 1.1.40 Sea C' una cdpula Arquimediana generada por ¢ € ®*. Sea K[(s,t) la
C-medida del conjunto {(u,v) € I* | u < s,C(u,v) < t}. Entonces para cualquier s,t € I,
se tiene

s, s<t

KL(s,t) = (1.18)

Demostracién. Si s <t entonces
{(u,v) € I* | u < 5,C(u,v) <t} = {(u,v) € I* | u < s},

de donde, K[(s,t) = s. Ahora supongamos s > t. Procediendo como en el Teorema 1.1.38 y
Teorema 1.1.39, denotamos z = ¢(s) y consideramos la particién del intervalo [t, s] inducida

por el intervalo [z, w], es decir,

tok =@ (2 + [k(w = 2)/n)), k=0,1,...n,

C(ty tr) = o w+[(n — j — k)(w — 2)/n]).
El resto de la demostracién es como en el teorema anterior. ]

El siguiente corolario presenta una interpretacién probabilistica del Teorema 1.1.39 y
Corolario 1.1.40.

Corolario 1.1.41 Sean U, V dos variables aleatorias uniformemente distribuidas en (0, 1),
cuya funcion de distribucion conjunta es la copula Arquimediana C generada por ¢ € ®*.
Entonces la funcion K¢ dada por (1.17) es la funcion de distribucion de la variable aleatoria
C(U,V). Ademds, la funcion K, dada por (1.18) es la funcion de distribucidn conjunta de
UyCUYV).

Ahora veremos cuando se pueden comparar dos cépulas Arquimedianas en el sentido del
orden parcial <, previamente definido. Para este fin, definimos la nocién de subaditivad de
una funcion.

Definicién 1.1.42 Una funcién f definida en [0, 00) es subaditiva si para todo z,y € [0, 00),
fla+y) < fla)+ f(y). (1.19)
El conocimiento del comportamiento de los generadores te permite obtener condiciones

suficientes, en ocasiones necesarias también, para comparar dos cépulas. Esto lo veremos en
los siguientes teoremas.
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Teorema 1.1.43 Sean C, Cy copulas Arquimedianas generadas por @1, ps € ®*, respecti-

vamente. Entonces C7 < Cy sty sélo si 1 0 90[2_1] es subaditiva.

Demostracién. Sea f = ¢, 0 <p[2_1}. Noétese que f es continua, no decreciente, f(0) = 0. De
la definicién de C y (5 se sigue que C < Cj si y sélo si para todo u,v € I,

A1) + 1(v)) < 05 o) + @a(v). (1.20)
Si hacemos x = ¢o(u), y = wo(v), entonces (1.20) se puede escribir en la forma
AN (@) + 1) <0 Mo+ y), (1.21)

para todo z,y € [0, ¢2(0)]. Por otro lado, para x, y que cumplan x > ¢5(0) 0 y > ¢2(0), la
igualdad se obtiene en (1.21). De esta forma, (1.21) se cumple para todo z,y > 0.

Supongamos C < Cy. Entonces aplicando ¢; en ambos lados de (1.21) resulta

fla+y) < @l (@) + fy)]
f(z)+ f(y),

porque gpl(go[l_l] (w)) < w, para todo w > 0. Por lo tanto, f es subaditiva.
]

<
<

Ahora supongamos que f satisface (1.19). Entonces aplicando 90[1_1 en ambos lados de

(1.19) resulta

@)+ ) < ST+ )
o1 Mer(eh w4 y)))
= o5 @ +y),
el cual es (1.21). Por lo tanto, Cy < Cs. ]

No obstante, verificar la subaditividad de 301090[271] no es sencillo. Por esta razon, daremos

condiciones suficientes para obtener orden en copulas Arquimedianas. Antes tenemos el
siguiente lema.

Lema 1.1.44 Sea f definida en [0,00). Si f es concava y f(0) = 0, entonces [ es subaditiva.

Demostracién. Sean z,y € [0,00). Sin pérdida de generalidad podemos suponer z+y > 0,
entonces

T Yy T Y
r = r+vy)+ 0), = 0) + r+vy).
:c—l—y( y) x—l—y() 4 a:+y() :C—l—y( y)

Si f es concava y f(0) = 0, entonces

Y
+y)+——f(0) = +y),
fa) 2 o fety)+ == f0) = = fle+y)
Y Y
> 0)+ ——flz+y)=——Ff(x+y).
fy) =z o fO)+ et y) = = fla+y)
Sumando las dos desigualdades anteriores obtenemos (1.19). [ ]

Usando el lema anterior se tiene el siguiente corolario.
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Corolario 1.1.45 Bajo las hipotesis del Teorema 1.1.43, si 1 o (p[2—1] es concava, entonces

Cy < Cs.

El siguiente Corolario nos proporciona condiciones sobre el cociente de los generadores
de las copulas Arquimedianas para obtener orden.

Corolario 1.1.46 Bajo las hipdtesis del Teorema 1.1.43, si o1/ es no decreciente, en-
tonces C; < Cs.

Demostracién. Sea f = ¢, o<p[2_1]. Sea g en (0, 00) definida por g(t) = f(t)/t. Mostraremos
que f es subaditiva o equivalentemente que para todo x,y > 0,

(z+y)g(z+y) <xg(x) +yg(y).

Notese que parat > ¢2(0), g(t) = ¢1(0)/t, lo cual muestra que g es no creciente en [p2(0), 00).
También para ¢ < ¢9(0) se tiene g(pa(t)) = w1(t)/w2(t), v debido a que ¢1/¢2 es no de-
creciente, se sigue que g es no creciente en (0, p2(0)). Por lo tanto, g es no creciente en su
dominio. De esta manera, para x,y > 0,

zlg(z +y) — g(x)] +ylg(z +y) — g9(y)] <0,
lo cual implica
(z+y)g(z +y) <xg(x) +yg(y).

Por dltimo tenemos el siguiente corolario, el cual da condiciones sobre el cociente de las
derivadas de los generadores para obtener orden en cépulas Arquimedianas.

Corolario 1.1.47 Bajo las hipdtesis del Teorema 1.1.43, si @1 y w2 son continuamente
diferenciables y ¢ /¢h es no decreciente en (0,1), entonces Cy < Cs.

Demostracién. Sea g = ¢1/¢y. Mostraremos que g es no decreciente. Sea f = ¢! /b, y
supongamos que f es no decreciente. Ndtese que f es positiva y continua en (0,1). De esta
manera, lim; ;- f(t) existe (finito o infinito).

Ahora bien, debido a que

lim ¢1(t) = 0= lim @o(t),

t—1— t—1—

entonces la regla de ’'Hopital aplica y

lim f(¢) = lim g(t).

t—1— t—1—

Por otro lado,

I ! / /
g =P (ﬁ_ﬂ) £ (j_ g2, (1.22)

©3 ©h P2/ pa ©2
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De esta manera, debido a que ¢} /ps es negativa, solo tenemos que probar que f(t) < g(t)
para todo t € (0,1). Supongamos que existe to € (0,1) tal que f(¢y) > g(to). Entonces

g(to) < f(to) < lim f(t) = lim g(t).

t—1—

Por (1.22), ¢'(ty) < 0, entonces existe t; € (0,1) tal que g(t1) < g(to) y ¢'(t1) = 0. Pero
también,
g(t1) < g(to) < f(to) < f(t1),

y por (1.22) ¢'(¢t;) < 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, f(t) < g¢(t), para todo
t e (0,1). m

Ejemplo 1.1.48 Sea {Cy,0 € [—1,1)} la familia de cépulas dada por

uv

= I.
Co(u,v) 00— w1 —0) u,v €
La cépula Cjy tiene generador
1—60(1—1
900(15) = ln#a te (07 1]

Sea 6; < 0y. Tenemos que

a8 -(0) (=) =0

Ahora bien, para t; < t9
(1 =05(1 —t2))(1 = 01(1 —t1)) — (1 — 02(1 —t1))(1 — 01(1 — o)) = (ta — t1)(02 — 61) > 0,

lo cual muestra que @y /@j es no decreciente, por lo tanto Cy, < Cp,. De esta manera,

tenemos que la familia {Cy, 0 € [—1,1)} es positivamente ordenada.

1.1.2 Medidas de Concordancia

En esta seccion se dard el concepto de concordancia y de medida de concordancia. Se
definiran dos medidas de concordancia muy usadas. Ademé&s daremos algunas formas de
calcularlas usando las propiedades de copulas.

Definicién 1.1.49 Sean (x;,v:), (z;,y;) dos observaciones de un vector (X,Y') de variables
aleatorias continuas. Se dice que (x;,v;) y (z;,y;) son concordantes si (v;—x;)(y;—y;) > 0.

Similarmente, se dice que (x;,v;) y (x,y;) son discordantes si (x; — x;)(y; —y;) < 0.

En forma equivalente, (z;,;) y (x;,y,) son concordantes si x; > z; e y; > y; 0 sl z; < x;
e y; < yj, discordantes si x; > z; e y; < y; osi x; < x5 €y > yj.
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Definicién 1.1.50 Una medida numérica de asociacion k entre dos variables aleatorias
continuas X eY cuya copula es C', es una medida de concordancia si satisface las siguientes
propiedades

1. K estd definida para cada pareja X, Y de variables aleatorias continuas.
2. -1 <kxy <1, kxx =1, kx_x=—1

3. Kxy = Ky,x

4. 91 X, Y son independientes, entonces kxy = ki = 0.

J. R_xy = Rx-vy = —RXxY-

6. Si Cy y Cy son copulas tales que Cy < Cy, entonces ko, < Key-

7. St {(Xn, Yn)} es una sucesion de vectores aleatorios continuos con cdpulas C,, y i
{C,} converge puntualmente a C, entonces lim,, ... ko, = K.

Teorema 1.1.51 Sea k medida de concordancia para las variables aleatorias continuas X e
Y.

1. SiY es casi sequramente funcion creciente de X, entonces kxy = Ky = 1.
2. S1Y es casi sequramente funcion decreciente de X, entonces kxy = kw = —1.

3. St a, B son funciones casi sequramente crecientes sobre RanX y RanY respectiva-
mente, entonces Ku(x)5(y) = KX,y -

Demostraciéon. Demostraremos 1, la prueba de 2 es similar. Sea o una funcién creciente
sobre Ran X tal que Y = a(X). Por el Teorema 1.1.16, Cx o(x) = Cx,x = M. Por lo tanto,
por los axiomas 2 y 0, kxy = kx,x = 1.

Ahora demostremos 3. Sean a y [ funciones crecientes sobre Ran X y RanY res-
pectivamente. Por Teorema 1.1.16 Cyx)yv) = Cxy. Por lo tanto, por el Axioma 6
Ra(X).8(Y) = FXY- u

Notese que la parte 3 del teorema anterior implica que las medidas de concordancia son

invariantes bajo transformaciones crecientes. Ahora vamos a definir la primera medida de
concordancia.

Definicién 1.1.52 Sean (X1,Y1), (X2, Y2) vectores aleatorios independientes e idénticamente
distribuitdos con distribucion conjunta H. La medida 7 de Kendall esta definida por la si-
gquiente ecuacion:

T=7xy = P[(X; — X5)(Y1 — Y3) > 0] — P[(X; — X2)(Y1 — Ys) < 0],

es decir, la T de Kendall es la diferencia entre la probabilidad de concordancia y la probabi-
lidad de discordancia.
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Mas adelante se demostrara que la 7 de Kendall es en efecto una medida de concordancia.
La 7 de Kendall puede determinarse a partir de la cépula asociada al vector (X,Y), el cual
tiene distribucion conjunta dada H. Para ver esto, primero definimos una “funcién de
concordancia”, la cual denotaremos por ().

Definicién 1.1.53 Sean (X1,Y)), (X2, Y2) vectores aleatorios continuos e independientes

con funciones de distribucion conjunta Hy y Ho, respectivamente, y con marginales comunes
F (de Xy y X5) yG (de Yy eYs). Sea Q dada por:

Q = Pl(Xy = Xp)(Y1 = ¥2) > 0] = P[(Xy = Xp)(V1 — ¥3) < 0.

Noétese que si H; = Hj entonces Q = 7. El siguiente teorema proporciona una expresion
cerrada para @) en términos de las cépulas asociadas a (X1,Y]) y (X, Ys).

Teorema 1.1.54 Sean (X1,Y1), (X2, Y2) y Q como en la definicion anterior. Sean Cy y Cy
las copulas de (X1,Y1) y (X2, Ys), respectivamente. Entonces

Q = Q(Cl,CQ) =4 C’g(u,v)dC’l(u, ’U) — 1.

12
Demostracion. Debido a que las variables aleatorias son continuas,
P[(X1 = X5)(Y1 = Y2) < 0] =1 P[(X; — X5)(Y1 — Y2) > 0],

por lo tanto,

Q =2P[(X; — Xp)(Y1 = Y2) > 0] — 1.
Por definicién,

P[(Xl_XQ)(E_}/Q> >0] :P(Xl >X27}/1 >Y2)+P(X1 <X2,}/1 <Y2),

P(Xy> X0,V > V) = /R P(Xy < 2,Y, < y)dH (,y)
= [P0 < 0% < )CP(@).Glw)
= [ CaP(@).G1))CH (Fa).Gw)
— | Cylu, v)dCi(u,v)

J2

En forma andloga,

P(X, < Xp,Y1<Ys) = / P(Xo > x,Ys > y)dHi(z,y)
_ / L= F(2) - Gly) + Ca(F(x), Gy))ldCy (F (), Gly))
= /12[1 —u— v+ Cy(u,v)]dCy (u,v).
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Debido a que C; es la distribucién conjunta de una pareja (U,V') de variables aleatorias
uniformes sobre (0, 1), con E(U) = E(V) = 1/2, se sigue que

1 1
P(Xl < XQ,}/l < }/2) = 1- 5 — 5 +/ CQ(U,U)dCl(U,’U)
12

_ /I Gyl 0)dCy(u,0)

De esta manera

Pl(X; — Xo)(Y1 —Y2) > 0] = 2/ Cs(u, v)dC (u,v),

12

y el resultado se sigue. [

La funcion de concordancia () tiene propiedades interesantes, las cuales se enuncian en
el siguiente corolario.

Corolario 1.1.55 Sean Ci, Cy y @ como en el teorema anterior. Entonces

1. Q es simétrica en sus argumentos: Q(Cy,Cy) = Q(Cq, C1).

2. Q) es no decreciente en cada arqgumento: si C; < Cf y Cy < Ch entonces Q(Ch,Cq) <
Q(C1, Cy).

3. Cdpulas pueden ser reemplazadas por cépulas sobrevivencia, i.e., Q(Cy, Cy) = Q(él, 62)

Demostracién. Para 1 tenemos

Q(C1,Cy) = Pl(X1—X5)(Y1 —Y2) > 0] — P[(X; — Xo) (Y1 = Y5) <0
= P[(Xo = X1)(Yo = Y1) > 0] = P[(X> — X3)(Y2 — Y3) < 0]
= Q(Cy, Cy).

Para 2 tenemos

Q(Ol,CQ) = 4 Cl(U,U)dCQ(U,U)—l

N

< 4 Ci(u,v)dCy(u,v) —1

N

= 4 [ Cy(u,v)dCi(u,v) —1

N

< 4| Cy(u,v)dCi(u,v) —1

N

S — S T
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Por ltimo, si C' es una cépula de sobrevivencia, entonces dC'(u,v) = dC(1 —u,1 —v). De
esta manera, tenemos

Cy(u, v)dCo(u,v) = Cy(u, v)dCs(1 — u, 1 — v)
2 2
= Ci(1 = u, 1 — v)dCy(u,v)
J2
1 1
= 1—=—-+ [ Ci(u,v)dCs(u,v),
2 2 12

de donde se sigue 3.

La funcién @ se puede calcular facilmente para las céopulas M, W II. Recordemos que

el soporte de M es la diagonal u = v en I?. Debido a que M tiene marginales uniformes en

(0,1), se sigue que si g : I — R es una funcién integrable, entonces

/I 9(u,v)dM (u,v) = /0 1 g(u, u)du.

(1.23)

En forma anéloga, debido a que el soporte de W esté sobre la recta u+v = 1 en I?, tenemos

/p g(u, v)dW (u,v) = /01 g(u, 1 — u)du.

Finalmente, dIl(u,v) = dudv, por lo tanto

Como consecuencia,

Q(M’M) =

Q(MaH) =

QM, W) =

QW) =

QW W) =

QUL =

/12 g(u, v)dll(u, v) = /01 /Olg(u,v)dudv.

1
4 | min(u,v)dM(u,v) —1 = 4/ udu — 1 =1,
0

I2

1
4/ uvdM(u,v)—1:4/ widu —1=1/3;
e 0
1

4 max(u+v—1,0)dM(u,v)—1:4/ (2u — 1)du — 1 = 0;
72 1/2

1
4/ uvdW(u,v)—1:4/ w(l —u)du — 1 =—1/3;
2 0

1
4 max(u+v—1,0)dW(u,v)—1:4/ Odu — 1 = —1;
0

12

1l
4/ uvdH(u,v)—1:4/ / wvdudv — 1 = 0.
e o Jo

(1.24)

Ahora, sea C' una copula arbitraria. Ya que @ es la diferencia de dos medidas de probabilidad,
Q(C,C) € [-1,1]. Como consecuencia de la parte 2 del Corolario 1.1.55 y de los célculos
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anteriores, se sigue que
QC,M)e[0,1] Q(C,W)e[-1,00 Q(C,I) e [-1/3,1/3]

De la definiciéon de la medida 7 de Kendall y del teorema anterior se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema 1.1.56 Sean X e Y wvariables aleatorias continuas cuya copula es C'. Entonces la
medida T de Kendall para X eY estd dada por

Txy =7c = Q(C,C)=4 | C(u,v)dC(u,v) —1 (1.25)

J2

Noétese que la integral que aparece en (1.25) puede ser interpretada como el valor esperado
de la funcién C'(U, V') de variables aleatorias U, V uniformemente distribuidas en (0, 1), cuya
funcion de distribucion conjunta es C| i.e.,

7o = A4E[C(U,V)] — 1. (1.26)

En general, evaluar la medida 7 de Kendall requiere del calculo de la doble integral en
(1.25). Para una cépula Arquimediana, el cdlculo es méas simple, esto lo vemos en el siguiente
corolario.

Corolario 1.1.57 Sean X e Y wariables aleatorias con copula Arquimediana C generada
por p € ®*. Entonces

0 4/01 z/((z;)) . (1.27)

Demostracién. Sean U, V variables aleatorias uniformes en (0, 1) con distribucién conjunta
C, y sea K¢ la funcion de distribucion conjunta de C(U, V). Entonces de (1.26)

1
Tc =4E(C(U,V))—1= 4/ tdKeo(t) — 1,
0
y después de integrar por partes, obtenemos
1
TC — 3— 4/ Kc(t)dt.
0

Por el Teorema 1.1.39 y Corolario 1.1.41, la funcién de distribucién conujunta de C(U, V)
esta dada por

de aqui,

o = 3—4/01 [t— ;((2)} dt = 1+4/01 Z((?)dt,

donde se ha reemplazado ¢'(t*) por ¢'(t) en el denominador del integrando porque las
funciones convexas son diferenciables en casi todas partes. [
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Ejemplo 1.1.58 Considérese la familia {Cy}y>1 dada por
Co(u,v) = exp{—[(=Inu)” + (= Inv)’]""},

y cuyo generador es @y(t) = (—Int)?. Usando la ecuacién (1.27) obtenemos

4 1
TC = 1+5/ tntdt
0

1

= 1--.
0

Ahora definimos la segunda medida de concordancia que nos interesa.

Definicién 1.1.59 Sean (X1,Y1), (X2,Y2), (X3,Y3) vectores aleatorios continuos indepen-
dientes e idénticamente distribuidos, con funcion de distribucion conjunta H, con marginales
F, G, y copula C. La medida p de Spearman estd dada por la siguiente ecuacion:

p=pxy = HP[(X1 — X2)(Y1 - Y3) > 0] — P[(X; — Xo)(Y1 — ¥3) < 0]}, (1.28)

es decir, la medida p de Spearman es proporcional a la probabilidad de concordancia menos
la probabilidad de discordancia para las vectores (X1,Y1), (Xa,Y3).

Noétese que el vector (X, Ys) tiene funcién de distribucion conjunta F'(z)G(y), entonces
la cépula de (X, Y3) es II. De esta manera, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.1.60 Sean X, Y wvariables aleatorias continuas cuya copula es C. Entonces la
medida p de Spearman para X e Y estda dada por

PXyYy = Pc = 3@(0711)

= 12/ uvdC(u,v) — 3
I2

= 12 [ C(u,v)dudv — 3.

12

Por 1ltimo demostraremos que en efecto las medidas 7 de Kendall y p de Spearman son
medidas de concordancia.

Teorema 1.1.61 Sean X, Y wvariables aleatorias continuas con copula C, entonces Txy y
px,y son medidas de concordancia.

Demostracién. Mostraremos que 7y y satisface los 7 axiomas de la definicién de medida de
concordancia. El caso px y es andlogo. Tenemos que Ty y existe porque X e Y son variables
aleatorias continuas. Ademds, de la definicién se sigue que —1 < 7xy < 1, 7y x = 1,
Tx,—x = —1. De esta manera, tenemos 1 y 2 de la definicién de medida de concordancia.
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Ahora para demostrar 3, sean (X1,Y7), (X2, Ys) dos vectores con funcién de distribucién
conjunta H y marginales comunes F'y GG. Entonces

= P[(X; = X5)(Y1 = Y3) > 0] = P[(X; = X,)(V1 = V3) < 0]
= P[(Y1 - Y2)(X1 — X2) > 0] — P[(Y; — V2) (X1 — X3) < 0]

= Ty,X,

TX,Y

y se obtiene 3. El axioma 4 se sigue del hecho Q(II,II) = 0. Mostraremos solo la segunda
igualdad del axioma 5, la primera se prueba de forma similar. Por Teorema 1.1.17 tenemos

Cx _y(u,v) =u—Cxy(u,1 —v),

de donde se sigue que

/ OX7_y(u, U)dCX,_Y(U, U) = - CX7_y(u, U)dOX’y(u, 1-— U)
I2 12
= Cx.—y(u,1 —v)dCxy(u,v)
I2
1
= 5 — CX7y<u,U)dCX7y(u,U),
J2

de donde
TX,-y = 4/ CX7_y<U,’U)dCX7_y(U, U) -1
12

= 1- 4/ C'va(u, v)dC'va(u, ’U)
72
= —TX)Yy-

Esto demuestra 5. El axioma 6 se sigue de 2 del Corolario 1.1.55. Por ultimo de la ecuacién
(1.2) se sigue que cualquier familia de cépulas es equicontinua, por lo tanto la convergencia
C,, — C es uniforme, de donde obtenemos 7. [
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1.2 Caminatas aleatorias y teoria de Wiener-Hopf

En esta seccion, Xi, X, ... denota una sucesién de variables aleatorias independientes con
distribucién comin F' no concentrada en semiejes y funcion caracteristica i, con E|X;| < oo.
En lo que sigue, Ny = N[ J{0}.
Definicién 1.2.1 Definimos {S,} = {Sn,n € No}:

So=0, S, =X;+...+X,,n>1

La sucesion {S,} es llamada caminata aleatoria generada por F.

Definicién 1.2.2 Para n fijo, definimos {S;,k =0,...n} por
k
Sp =80 = Suk =Y Xojy, k=0,...n,
j=1

la cual es llamada caminata dual de S,,.

Debido a que (X7, ..., X,) L (Xn, ..., X1), las distribuciones conjuntas de (0, Sy, ..., S,)

y (0,57,...,5}) son iguales. De aqui se sigue que
P(Sy<0,k=1,...,n—1,5,=0) = P(S;<0,k=1,...,n—1,5, =0)
= P(S,<Sn-r,k=1,...,n—-1,5 =0)
= P(S,>0,k=1,....,n—-1,5,=0), (1.29)

y también, para cualquier I C (0, 00),

P(S, > Sik=0,....n—1,8,€l) = P(S;>0k=1,...,n,8 €l
= P(Sy>0k=1,....n,S, €I) (1.30)

Definicién 1.2.3 Sean
7. =inf{n >1:5, >0},

con Ty = o0 st S, < 0 para todan € N, y
7 =inf{n >1:5, <0}.

con - = 00 st S, > 0 para toda n € N. Las variables aleatorias 7. y 7_ son llamadas
primer punto escalera ascendente (estricto) y primer punto escalera descendente (débil),
respectivamente.

Definicién 1.2.4 En el evento {1, < oo} definimos S;, , la cual es llamada altura escalera

T4
ascendente de S,. En forma similar, denotamos con S, la altura escalera descendente

de S,, definida en el evento {T_ < oo}. Denotaremos la distribucion de S;, por H™ con

transformada de Fourier HT
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Analogamente definimos los puntos escalera ascendente débil y descendente estricto me-
diante las ecuaciones

W i=inf{n>1:5,>0}, 7°:=inf{n>1:85, <0}
Noétese que si tomamos la filtracién {F, },>o definida por
Fo=A{¢,0}, Fr={w:(Si(w),...,S(w)) € B,BeBR)}, k>1,

entonces 7, y 7_ son tiempos de paro con respecto a esta filtracion. De esta forma, si
E[ry], E[T_] < o0, la identidad de Wald [6] se aplica y

E[S-.] = E[r]E[X], E[S: |= E[r-]E[X].

Definicién 1.2.5 Sean las sucesiones {T(n)} ={r.(n),n € No} y {r_(n)} ={r_(n),n €
No} dadas por

7.(0)=0, 7 (1)=71, m(n+1)=inf{j>7(n):S; >S5 wm} n>1,
7-(0)=0, 7—(1)=71-, 7-(n+1)=inf{j>7(n):5; <SS}, n>1

Las variables aleatorias 7, (n) y 7_(n) son llamadas el n-ésimo punto escalera ascendente
(estricto) y el n-ésimo punto escalera descendente (débil) de S,, respectivamente.

Definicién 1.2.6 Sobre el evento {7, (n) < oo} definimos S-,(», el cual es llamado n-ésimo
punto escalera ascendente (estricto) de S,. Analogamente, definimos S;_(,y sobre el evento

{T_(n) < oo}, el cual es llamado n-ésimo punto escalera descendente (débil) de S,,.

De las propiedades trayectoriales de S, se sigue que la sucesién 7, (1), 7(2) — 7. (1),.. .,
es de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. De esta manera, la
sucesion {7 (n)}n>o forma un proceso de renovacién (ver apéndice para definicién y resulta-
dos bésicos). Analogamente, la sucesién {5, (n)}n>0 €s un proceso de renovacién asociado a
la funcién de distribucién H*(z) = P(S,;, < ), [16].

Definicién 1.2.7 Para la sucesion {S,} definimos,

M, = max{0,S5y,...,5,}, M =sup{0,S5y,...,}.

Un interesante problema a estudiar es bajo que condiciones la variable aleatoria M es
finita. El siguiente teorema da condiciones necesarias y suficientes para que ésto suceda.
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Teorema 1.2.8 Las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. B(X)<0.
2. M =sup{0,5y,...} es finito con probabilidad 1.
3. H"(00) < 1.

Ademdas, si M < oo con probabilidad 1, se tiene

G(z)=P(M <z)=) (1—-H"(c0))(H")"(z), = >0. (1.31)

n=0

En particular, si G denota la transformada de Laplace de G, entonces para 6 > 0,

o 1= Ht(0)
Gl) = ==~ F0) (1.32)

Demostracién. Supongamos que 1 es cierto. Sea {n;} tal que
My, = 57 (k)

Como M, — M, n — oo, entonces M,, — M, k — oco. De esta manera, si 2 no es cierto,
entonces con probabilidad positiva la subsucesién {5, } dada por

Snk = Mnka

converge a 00, lo cual es una contradiccién porque por la ley de grandes niimeros se tiene
que lim,, ., S,, = —o0 con probabilidad 1. Por lo tanto, 2 debe cumplirse.

Ahora suponemos que 2 es cierto. Nétese que M = S, donde
v=sup{n >0:7(n) <oo}. (1.33)

Nétese también que v = oo si y sélo si 74 (n) < oo, para todo n > 0. De esta manera, si
M < oo con probabilidad 1, entonces

P(ri(n) < o00,Yn) = P(v=o0)

P(M = o)
= 0.
Por otro lado,
P(1i(n) <oo,Vn) = "{13;0 P(1i(n) <o0,1 <n<m)
= WILLI%OP(T_;,_(TL) —7i(n—1)< 00,1 <n<m)

= lim [P(7 < o0)]™,

m—00
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donde en la tdltima igualdad se uso que la sucesién {7 (n) — 74.(n — 1)}22, es de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Por lo tanto,

lim [P(1y < 00)]™ =0,

m—0o0

de donde necesariamente 0 < P(7. < o0) < 1, y se sigue 3. Nétese que no se obtiene
P(ry < o0) = 0 porque implicaria que la distribucién F' estd concentrada en el semieje
negativo.

Para probar 8 implica 1, supongamos que P(7,y < o00) = H"(00) < 1. Sea
inf{n : S, = sup;5(Sj}, sup;5¢5; < 0
N —
0, sup S; = 00
De la ecuacién (1.30) se sigue que
(Z X, >0, = .,n—1>:P(5j>0,j:1,...n),nZl,
k=j+1
de las propiedades trayectoriales de {5, } resulta
J
P ( > X <0 >n> = P(S; <0,¥j >0) = P(1y = o0),
k=n+1
y de la definicién de N se obtiene
P(NZO):P(SJSS(),\V/]>O):P(T+:OO)
De todo lo anterior, tenemos,

1 > P(N <o)

= P(NzO)—}-iP({Sj<Sn,j:0,...,n—1}m{5jSSn,‘v’j>n}>

n=1

= P(r;, =00 +ZP<{ i Xk>0,j—(),...,n—1}ﬂ{ i XkSO,Vj>n}>

k=j+1 k=n+1

= P(T+:oo)+ZP<Z Xk>0,j:0,...,n—1>P(Z ngo,Vj>n)

n=1 k=j+1 k=n+1

= +ZPT_>n (T4 = 00)

= P(ry = ZP (T >n)
= P(ry = oo)E(T_).
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Debido a que P(74 = o0) > 0, de la desigualdad anterior obtenemos E(7_-) < oo, ademaés
7_ > 0 casi seguramente, lo que implica E(7_) > 0. Por otro lado, por la identidad de Wald,

E(S, ) = E(r_)B(X). (1.34)

Debido a que S, <0y P(S,. < 0)> P(X; <0) > 0 entonces E(S,_) <0, por lo tanto, de
la igualdad (1.34), E(X) < 0.

Para mostrar la tltima afirmacién, sea v como en (1.33). Nétese que
{v=n}={r(j) <o0,j=0,...,n,7.(n+ 1) =00}, n=0,1,...,

de aqui
P(v =n) = [P(ry < o0)]"[1 = P(r4 < 00)],

es decir, v tiene distribucién geométrica de pardmetro p = P(7y < 00) = HT(00).

Por otro lado, paran > 1

P(Sr, k) = Srp-y S ,v =)

P(Srig = Seee-y <z |v=n) = P(v=n)
_ P(Sr) < @)[HF(00)]" M1 — H*(00)]
P(v=n)
H* (x)
= o) FST

Por lo tanto, para z > 0

P(M<zx) = P(ng,yzo)—i-iP(Mg:c,u#O)

= Plv=0)+> P (Z{Sw) ~ Sr oy} <x|v= n) P(v =n)
= > (1= H(c0))(H")™(2).

Ahora demostraremos que la funcién caracteristica 1) de la variable aleatoria X es fac-
torizable en términos de las funciones caracteristicas de las distribuciones conjuntas de los
puntos escaleras ascendente, descendente (estrictos) y la funcién generadora de probabili-
dades de (1.29).

Sea A C R, con A’ =R\ A. Definimos 74" por

™ =inf{n>1:8, € A'},
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A’

con 7 = oo si S, ¢ A paratodon > 1. En el caso T4

" < 00 consideramos S_ar. Denotamos
por HT‘?/ la funcién de distribucién conjunta de (TAI, S_ar), es decir, Hf’ tiene medida de
Lebesgue-Stieltjes definida por

P(t¥ =n,S xv€1), 1CA,
HY{I} = n=12...
0, I CA.

También consideramos la medida K definida por

P(t" >n,S,eI), ICA,
KNI} = n=12...
0, ICA,

la cual es la probabilidad de que al tiempo n la caminata aleatoria se encuentre en [ sin
previas visitas a A’.

Considerando la posicién de S, en los tiempos n = 1,2,. .., obtenemos para [ C A’
A1) = [ P i), (1.35)
A

donde F(I — y) denota la medida de Lebesgue-Stieltjes generada por F', evaluada en el
conjunto I — y. En forma similar, para I C A

Ko {1} = /AF(I— y)dE (y).

Poniendo K{' = §y (medida de probabilidad concentrada en el origen) obtenemos que para
cualquier I C R,

H {1} + Kb {1} = /AFU —y)dK y), n=0,1,.... (1.36)
Ahora consideramos las cantidades
.0 =D [ dan @), o0 = Y5 [ dari),
n=1 n=>0

para |s| < 1. Tomando transformadas de Fourier-Stieltjes en la relacién (1.36), y usando
que la transformada de Fourier de convolucién es producto de las transformadas de Fourier,
obtenemos

WO+ ta©) = [ ety + [ san @)

_ ( /A eic‘”dKf(x)> ( / e"””dF(x))

= 7 (Qv(Q)-
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Multiplicando por s"*! y sumando sobre n = 0,1, ..., obtenemos

X (5,0) + 74 (s,¢) = 1= 575,00 (Q),
para |s| < 1. De esta manera, se establece la identidad bésica de Wiener-Hopf
1— Y =~4(1 - sv). (1.37)
w

En particular, tomando A" = (0, c0), tenemos por definicién que 7% = 7, y

P(ry =n,S;, €1), IcC(0,00),
HONTY = H I} = n=12...,
0, I C (—00,0],

con Hy = 0. De esta manera,

En forma similar, tomando A" = (—o0,0), tenemos

P(r®=n,Ss€l), IC(-,0),
HNI} = H {I} = n=12...
0, I C|0,00),

con Hy =0,y

’ - ZCS ol
W (5,0) = X (5,Q) o= Blse ) Z / CdH (1)
00,0)
Sea f,, definida por

fo=PSk<0,k=1,....,.n—1,5,=0), n>1.

Nétese que f, = 0, para todo n > 1 si F' es continua. Denotemos por f(s) la funcién
generadora de probabilidades de {f,}:

n=1

Para x(s,(), x (s,¢) v f(s) tenemos el siguiente lema.

Lema 1.2.9 Para |s| <1

1 s[>,
log ——— = Z %/ eCTAdE (), (1.38)
0

n=1 +
log; = if OieicxdF*"(x) (1.39)
1_X_(S7C) n=1 n Jo , .
log ——— — ifp(s ~0) (1.40)
Prof) T T |



Demostracién. Primero demostraremos que para la sucesiéon {R,,n € Ny} dada por

P(r} =n, Spw € I, IcC]l0,00)
R.{I} = n=12 ...,
07 I C (—O0,0)

con Ry = 0 y transformada p, se cumple:
log —— iw/mmMM\K1 (1.41)
—_— = — e s . :
g n .

Tomando A" = [0, 00) en (1.37) tenemos

1— p(S, C)

1—s9(¢) = 5.0

donde

S N

con
K,(x)=P(5 <0,5 <0,...,5,.1<0,5,<z), <0, n=1,2...

Aplicando logaritmos, obtenemos para |s| < 1:

1 - |
log [1 —s¥(¢)]  log[1 —p(s,¢

y expandiendo en series obtenemos

TR RICHQ)P

3 % Z " Z " — 1, (1.42)
n=1 n=1 n=1

Ahora bien, para s fijo, |s| < 1, py (7 — 1) son funciones caracteristicas de las medidas
acotadas 77 = Y s*Ry, 1 = Y. s'K; con soporte en [0,00) y (—00,0) respectivamente. De
esta manera, u = »_ 1" /n tiene soporte en [0,00) y ¢/ = > (—1)"*"/n tiene soporte en
(—00,0). Sea H =) s"F*"/n. Entonces, escribimos (1.42) en la forma

H=f+,

donde H , by 1’ son las transformadas de H, pu y ', respectivamente. De aqui H coincide
con p sobre [0,00) y de esta forma se establece

S s" > i(x *n 1
T gt —1og ——
nzjl n /— 1 —P(S,C)

La prueba de (1.38) y (1.39) es similar a la anterior.
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Ahora demostraremos (1.40). De (1.41) se sigue

H{0} =) %F*”{O} => %P(Sn =0).

Por otro lado
{0} =) s"Ro{0} =) " fu = f(s),
n=1 n=1

y usando induccién resulta
{0} = [f(s)]".

Por lo tanto,

El siguiente es el celebre teorema de Wiener-Hopf, el cual expresa la funcién caracteristica
de una variable aleatoria X arbitraria en términos de la funciéon generadora de probabilidades
de que la caminata aleatoria correspondiente regrese al 0 a través de valores negativos y las
transformadas de dos distribuciones concentradas en los dos semiejes.

Teorema 1.2.10 (Factorizacion de Wiener-Hopf). Para |s| < 1, se tiene,
1—s(¢) = (1= f(s))(1 = x(s,))(1 = x"(5,0))- (1.43)

Esta representacion determina unicamente a x y X~ .

Demostracién. Por el Lema 1.2.9, tenemos para |s| < 1

1 1 1 — " [
log ——— +log ————— +log ———~ = —/ CTdE (o
]-_f(8> 1_X(S7C> 1_X_(87C) ; L ( )
o0 Sn .
= D ()]
n=1
1 1
= log ;
1 — s1(C)
de donde se sigue (1.43). u
Nétese que si F' es continua, entonces f, = 0 para todo n > 1, lo que implica que 7_ = 75,
c.s. De esta manera, (1.43) se puede escribir en la forma
1 —sp(¢) = (1 — E[s™e"=])(1 — E[s™€*"]). (1.44)
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Ademas si 7 es la funcién generadora de probabilidades de la variable aleatoria 7, , entonces
de (1.38), con ¢ = 0 obtenemos

1 i

De aqui, haciendo s — 1 obtenemos que 7, es defectuosa si y sélo si

P(S, >0)

NE
S

Por dltimo, calcularemos las transformadas de M,, y M (cuando ésta tltima sea finita).

Teorema 1.2.11 Sea w,(¢) = E[e*“M"] la funcién caracteristica de M,, y n(¢) = E[e®M]
la funcidon caracteristica de M. Entonces, para |s| < 1, ( € R se tiene

S sen(Q) = exp {Z = /0 (e 1>dF*”(x)} (1.46)

n=0 +

St M < oo casi seqguramente, entonces

() = exp {Z % /0 f(eié‘x - 1)dF*”(:v)} : (1.47)

Demostracién. Sea {L,,n € Ny} dada por

Ly=0, L,=min{r >0,5, = maXSk}

0<k<n

Tenemos que M, € I, I C [0,00) si y sblo si (n,S,) es un punto escalera ascendente para
alginn € {0,...,v}, S, € I,y Sy < S, parak =n+1,...,v. De aqui, por las propiedades
trayectoriales de {S,} se sigue que

P(M, €)= ayi(I)bs, IC[0,00), (1.48)

donde a,(I) = P(L, =n,S, € I), b, = P(tx >n),n=0,1,...v.
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Veamos que la funcién generadora de probabilidades de b, es g(s) = (1 — 7(s))/(1 — s).

En efecto,
L=s)gls) = (=) 2
SO
n=0 k=n+1
%) k—1
:ZPT-F_kZ(n n-i-l)
n=0
= ZP T =k)(1 —sY)
k=1
= 1—-7(s)
Entonces,

donde en la segunda igualdad usamos (1.45).

Ahora bien, tomando A’ = (—o0, 0] en (1.37), obtenemos

- XA/(57 C)

1_877Z)(C) = /VA(S C) )

donde por definicién

— 14+ Z / AR A (@

con
KMNe)=P(Sy >0,k=1,...,n,S, <z), >0, n=1,2,....

Usando la unicidad de la factorizacién de Wiener-Hopf se sigue

’YA(S C) :1_X(S7<>7
de donde,
A — . i - szd 0
7(5,0) xp{n/ F <>}



Por otro lado, debido a (1.30),

an(z): = P(Sp, > Sk=0,...,n—1,5, <x)
= P(S,>0,k=1,...,n,5, <x)
= K(2).

De aqui,

s" Ooemdan ) = exp i/OO eSTAF () B 1.49
S [ ean = e 25 [ («) (1.49)

Por lo tanto, usando (1.48),

n

nf;swo _ sz b [ it
- gskbknz:os” /0 e day, (z)
:g@inEWMm

1 & s" S
— i *n
T OXp {321 - /o+ (e 1)dF (x)} .

Por 1ultimo, supongamos que M < oco. Debido a que

el teorema de convergencia dominada nos permite hacer s — 1 y obtener

P(S, > 0)

3IH

1—HY(¢) = 1—limE[s™e5~]

S—

00 1 ) .
— _ - iz ] rxn

donde en la tltima igualdad se usa (1.38). Ademds, H " (c0) = E:(O) y la igualdad anterior
implican,

1—H'(c0)=1 —fI?(O) :exp{—Z%/O:OdF*n(x)}.
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Por otro lado, EI(C) cumple |ﬁ:(§)| < P(S:, < o0) < 1, para todo ¢. De esta manera,
de (1.31) se sigue

[e.9]

n(¢) = Y _[1—H* (co)[HF(Q)"

n=0
1 — H¥(0)
1—H*(C)

= exp {Zl % /:(eic:c — 1)dF*n(a:)} ,

la cual es (1.47).

44



1.3 Procesos de Riesgo

El proceso de Riesgo es un proceso estocéstico de la Matematica Actuarial que describe la
evolucion en el tiempo del capital de una compania aseguradora expuesta a reclamaciones
aleatorias. Al tiempo ¢t = 0, la compania dispone de un capital inicial v > 0. En tiempos
positivos ésta recibe un ingreso de ¢ > 0 unidades por unidad de tiempo, proveniente de
las primas que aportan los asegurados. También recibe reclamaciones, con tiempos entre
reclamaciones denotados por 17,75, ..., los cuales también son variables aleatorias no ne-
gativas, independientes e idénticamente distribuidas. El niimero de reclamaciones hasta el
tiempo t es N(t) := sup{n : Y ,_, Tx < t}, el cual cumple la relacién N(t) = n siy sélo si
T, <t<T,y 1. Sean Zy, Zy, ... los montos de tales reclamaciones, los cuales son variables
aleatorias no negativas, independientes e idénticamente distribuidas. Asi, el capital de la
compania al tiempo t esta dado por

N(t)

R(t):=u+ct—>» Z, (1.50)

0
(con la convencién de que Y Zp = 0). A la constante ¢ se le llama prima de riesgo. El
k=1

proceso {R(t),t > 0} es llamado proceso de riesgo. En general, para este tipo de procesos
interesa el evento ruina, es decir, el valor ¢t que hace R(t) < 0, matematicamente,

7(u) :=1inf{t > 0: R(t) < 0}, (1.51)
si lo anterior no sucede, entonces 7(u) = co. Caso contrario, se calcula
Y(u) = P(r(u) < 00),

la cual es conocida como la probabilidad de ruina del proceso de riesgo R(t). No hay férmulas
explicitas para ¥ en la mayoria de los casos. También

V(u, ) = P(r(u) < x),
llamada probabilidad de ruina en horizonte finito. Nétese

U(u,z) — ¥(u), cuando x — oo.

Es usual suponer independencia entre las variables T; y Z;. Cuando esto sucede, la
ecuacién (1.50) es conocida como modelo Sparre-Andersen. En general, se supone que las
reclamaciones llegan de acuerdo a un proceso de renovacién. En lo que sigue la distribucion
comun de los tiempos entre reclamaciones {T;,i € Ny} con Ty = 0 sera denotada por Fr,
mientras que la de los tamanos de las reclamaciones {Z;,i € N} se denotara por Fy.
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Sea R, la reserva de riesgo después del pago de la n-ésima reclamacién. Sea la reserva
inicial Ry = u. Definimos
7" (u) :=inf{n : R, < 0},

el cual es el tiempo de ruina para el proceso {R,,n € Ny}. Ahora nétese que para n > 0 se
tiene

RnJrl = Rn + CTn+1 - Zn+1
n+1

k=1
Sea {X,,,n € N} dada por
X, =2, —cl,,

la cual sera llamada wvariable genérica y puede ser interpretada como la pérdida entre la
(n—1)-ésima y la n-ésima reclamacién. La caminata aleatoria {S,,n € No} que nos interesa
es la generada por la sucesion {X,,,n € N}. De esta forma, podemos escribir a R,, como:

R,=u—25,.

Supondremos que E(X) = E(Z) — cE(T) < 0, porque en otro caso la compaiiia se va a la
ruina con probabilidad uno ([16]). Nétese que 7*(u) se puede reescribir en términos de la
caminata aleatoria {S,}, a saber,

7" (u) =inf{n :u < S,}.

Noétese también que 7(u) = Z:L (f) T,. Ademas, 7*(0) = 74, primer punto escalera ascen-

dente de S,,, vy )
{n<7"(u) < oo} ={M, <u< M},

donde M,, = max{0, S1,...,S,}, M =sup{0,5,...,}. La expresién anterior implica que la
ruina ocurrird en tiempo finito después de la n-ésima reclamacion si y solamente si M,, no
excede u pero M si lo hace. De aqui

Pn<7'(u)<o0) = P(M,<u<M)

= 1P (M > (M < u})
= P(M, <u)— P(M < u)
= Gu(u) — G(u).

En particular
U(u) = P(M > u).
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Capitulo 2

Aplicacién de la teoria de
Wiener-Hopf a modelos de
dependencia en teoria de Riesgo

2.1 El uso de cépulas en teoria de Riesgo

Sean (Z,T) y X = Z — ¢T como en el capitulo 1. En el modelo que vamos a considerar en
esta tesis supondremos que la funcién de distribucién conjunta F; 1 tiene densidad bivariada
fzr. Como antes, 1 serd la funcién caracteristica de X, esto es

// 6= £, (2, t)dzdt, ¢ € R,

En caso que exista se denotara por F 'y la transformada de Laplace de X, es decir,

V(i6) / / (=) £, (2, t)dzdt.

En la misma forma, ﬁz y ﬁT denotan las transformadas de Laplace de f; y fr, respectiva-
mente.

Definicién 2.1.1 Sean F' funcién de distribucion y F su transformada de Laplace. Sean
ol = inf{f : F(#) < oo}, o =sup{f: F() < oo}

Entonces, o% y o son llamadas abscisa izquierda y derecha de convergencia, respectiva-
mente.

De esta manera, F(6) es finita para 0 € (ob,0%). Si ok < 0 entonces F es llamada
super-exponencial. Recordemos que F' esta acotada exponencialmente en su cola derecha si
existen v, M > 0, tales que

1—F(t) < Me™, t>0.
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En [23] (cap. 3) se puede ver que: F' estd acotada exponencialmente en su cola derecha si y

solo si I es finita en una vecindad a la izquierda del origen. Lo anterior nos dice que F' esta
acotada exponencialmente en su cola derecha si y sélo si F' es super-exponencial.

En lo que sigue, supondremos que Z y T son variables aleatorias con funciones de dis-
tribucién super-exponenciales. Se escribira of, = —or = —0oy para la abscisa izquierda de
convergencia de la variable aleatoria Y con funcién de distribuciéon F. Debido a que T" > 0,
entonces X < 7, luego —ox < —oy < 0, esto quiere decir que tamanos de reclamaciones
con funcién de distribucion super-exponencial resultan en variables aleatorias genéricas con
funcién de distribucion super-exponencial.

El siguiente teorema muestra la relacién entre la cépula asociada a (Z,T') y las transfor-

madas F X, F 7, ﬁT, permitiendo introducir dependencia para (Z,T) a través de cépulas.

Teorema 2.1.2 Suponemos que la funcion de distribucion conjunta Fyr tiene densidad
fzr. Sea C la copula asociada a (Z,T). Entonces, para cada 6 > —oz tenemos

~ ~

1 1
Fe(0) = Fp(8) — Br(—cl) +1 = —cb? / / o OFF HIR ) (]
0 0

+C(u,v))dF; (u)dFyt (v). (2.1)

Demostracién. Por el Teorema 1.1.14 (teorema de Sklar), Fzr(x,y) = C(Fz(z), Fr(y)).
Tenemos

1 —Fz(z) —FT( )+FZT(Z t / / fZT T y)dxdy (22)
De esta manera, sustituyendo v = Fz(z), v = Fr(t), obtenemos
1 1 » .
—092/ / e~z (WAL W) (1 4 — v + C(u,v))dF;  (u)dF; " (v)
o Jo
= —c02/ / e 0TI — Fy(2) — Fr(t) + Fzr(z,t))dzdt

= _002/ / g Vzrebt </ / fzr(zx y)da:dy) dzdt
= —092/ / / / e 0=t £ (0, y)dzdtdady

= / / e " —1)(e — 1) fzr(z,y)dxdy

donde en la tercera igualdad aplicamos (2.2), y en la cuarta se usé el teorema de Fubini. =

En forma andloga se puede obtener la féormula
~ -~ ~ 1 1 —1 —1
Fy(0) = Fp(0)Fp(—ch) — 0 / / ¢=0F7 WHHDFE 0 (O, v) — o) dF () dFi (v). (2.3)
o Jo
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Ejemplo 2.1.3 Supongamos que Z y T son independientes. Para este caso, denotaremos
por Fj la funcién de distribucion de X = Z — ¢I'. Supongamos que oz, 07 > 0. Tenemos

que F\Z(H) converge para > —o, y ﬁT(—CQ) converge para —cfl > —op. La copula asociada
a (Z,T) es II(u,v) = uv, entonces por la férmula (2.3):

A~ o 1
F[((g) = Fz(Q)FT(—09>, —oz <0< EJT.
De aqui se sigue que op, = 0.

En el sentido del orden C; < C5 definido en el Capitulo 1, la méxima dependencia positiva
posible entre Z y T se alcanza con la cépula M (u,v) = min(u,v). Sea Fs la funcién de
distribucién de X en este caso. La transformada de Laplace de F); estda dada por:

Fult) = [ et 50 gy ) (2.4

En efecto, haciendo Fz(z) = u, se tiene que

/ efg(zchfl(FZ(Z)))fZ(Z)dZ =
0

1
o OF7 w)—cFr ' () gy,

S— S—

1 1
/ e FTFl(”))dM(u,U)
0

[c oy de o]

= (z=ct) dFZT(Z t)
0 0

)

= Ful(0),

donde en la segunda igualdad se usé la ecuacién (1.23). En forma andloga, la dependencia
negativa més fuerte posible entre Z y T' se logra por la cépula W (u,v) = max(u + v —1,0).
Usando (1.24), en forma similar a (2.4) se puede mostrar

00 1
Fin(0) = / 0P (1= F2) £, ()5 — / 07 () =P (1-0) gy (2.5)
0 0

Ejemplo 2.1.4 Supdngase que Z y T tienen distribucion exponencial de pardmetro A; y Aq
respectivamente. Entonces por las ecuaciones (2.4) y (2.5) se tiene

Fu(0) = / 679(1 3 “Ae Mz
0
A A
_ ! , 9(1—c—l)+)\1>0,
A+ (1 - c:\\—;> Ao

7o) — ! 79(—%1n(17v)+c%1nv)
w(0) = e 1 2 dv
0

1 6
= /(1—1})*—%1} A du
0

0 ct
= B(l—F)\—l,l—)\—z), -1 <0 < c)o,
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donde B(a,b) es la funcién beta de pardametros a y b.

Si Z y T tienen distribucién uniforme en el intervalo (0,5;) y (0, 32) respectivamente,
entonces usando de nuevo las ecuaciones (2.4) y (2.5) resulta

~ 1 Bl _ _c& .
Fu(9) = E/ o018 )= 4,
0
1 — f(B1—ch2)

B — cfa 7

1
Fin(0) = / 0B 1-0) g
0

1
— 60529/ 6*9(ﬁ1+052)vdv
0

eCBQH _ e_ﬂle

0(Br + cfBa)
Por tltimo, debido a que cualquier cépula C(u,v) cumple
Cw(u,v) < C(u,v) < Cy(u,v),
entonces por la férmula (2.1) se sigue que para marginales Fy y Fr fijos,
Fy(0) < Fo(0) < Fw (0),

para aquellos valores de 6 donde las funciones anteriores esten definidas.

2.2 Tiempo de ruina en horizonte infinito

De ahora en adelante usaremos la notacién

o n

B(s):==Y %P(Sn >0), s> 0. (2.6)

En el capitulo 1 se mostré que si E(X) < 0 entonces B = B(1) < o0.

Recordemos que el problema de ruina y la caminata aleatoria estan relacionados por la
ecuacion

P(r(u) <o) = P(M >u) =1—G(u).

De la ecuacién (1.44) con s = 1, ( = if se sigue

1— Fx(0) = (1 — Ele % +))(1 = Ele™%]).

fGST_F]

Entonces la abscisa de convergencia de F x(0) es la misma que la de Ele y por lo tanto

también la misma que la de la distribucién G. De aqui, op = 0g.

Ahora supongamos que existe un coeficiente de ajuste R > 0 para el cual F [eRST+] = 1.

La factorizacion de Wiener-Hopf implica Fx(—R) = 1. La condicién anterior es conocida
como la condicién de Cramer. Para este coeficiente de ajuste tenemos el siguiente teorema
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Teorema 2.2.1 Sea R > 0 que cumple E[eRS”r] = 1. Entonces podemos expresar la proba-
bilidad de ruina en términos de la caminata aleatoria correspondiente:

-B
€ —Ru
P(T(U) < OO) ~ me R , U — OQ. (27)

T+

Demostracién. Del Teorema 1.2.11 y de (1.38) se obtiene para 6 > 0,

/Oooe_exdG(x) = exp{ 2711/0:0 e M)A (2 )}
= exp{—Z%P(Sn>O)}exp{Z%/O:oeGxdF*n(x)}

n=1
-B
e
= - 2.8
1—E[e’957+] (28)

Comparando con (1.32), obtenemos 1 — H*(00) = e 2. Poniendo 3 = § + R en la ecuacién

Awe&%(lfé@ﬂﬂw) - Ame&wau)

anterior resulta

efB

T 1 E[e ]
GiB

11— E[e 5

donde P(§T+ < x) = [y e®™dH*(y) = Fgr(x). De aqui se sigue que la funciéon e”H(z)
definida por

) = [ st

es funcién de renovacién (Teorema 4.1.5). En forma exacta

B[{1 Z FE”

Por otro lado, la funcién z(u) = e®(H*(c0) — H"(u)) es d.R.i. (vease apéndice). En
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efecto, por el teorema de Fubini

/O T dw)du = /0°°€Ru /0"" L) (0)AH (v)du
- /OO /OO eRu][o,u](u)dudH+(v)
B _/ DdH™ (v)

1— H*t (o0
R

€_B

= — <.

R

Ru

Ademads z1(u) = e™ es creciente, zo(u) = H(00) — HT (u) es decreciente y

z1(7 +y)

21 ()

lim sup {

lim :xZ0,0SySh}:limehal.

h—0

Por lo tanto, por el Teorema 4.1.7 (apéndice) se sigue que z(u) = z1(u)z2(u) es d.R.i.

De esta manera por el teorema de Renovacién (vease apéndice)

Z(u) = /Ouz(u — 2)d(ePHy(x)) ~ “iR /OOO 2(u)du, u— oo,

donde
UR = / rdFgr(x) = / ze™dH " (x) = E[S,, ™+,
0 0

Ahora bien

Z(u) = /Ou e (H (00) — HY (u — x))ePedG(z)

Ru B (H+(OO)/O G (z / H*(u—2)dG(z )>

Por otro lado, usando (1.31),

/Ou H*(u—2)dG(z) = (1— H* ()Y /0 H* (u — )d(H+)™ ()

= (1= H¥(c0)) ) (H")™(u)

n=1

= G(u) = (1= H"(c0)),

de donde
Z(u) = e™eP(H"(00)G(u) + (1 — H(00)) — G(u))
= e (1 - H(c0))(1 ~ G(u))
= "(1-G(u).
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De aqui se sigue (2.7). |

Ejemplo 2.2.2 Sea T con distribucién exponencial de parametro A e independiente de Z.
Vamos a demostrar que en este caso

C— /\E[Z] —Ru

P(1(u) < o00) ~ Wﬁ ;

Uu — Q.

SeaY = —X y {S¥} definida por
Sy =0, Y =Y1+...+Y, n>1.

Nétese que E[Y] > 0, lo que implica que SY, es no defectuosa. De aqui, S, = =S, es no
+ +
defectuosa.

Ahora bien, tomando A’ = (—00,0) en (1.35) tenemos que

Hiale) = [ P00,
0,00
con
Ku(y) = P(S1 > 0,..., 801> 0,8, <y) y>0, n=12,....
De aqui se sigue que para z < 0

oo

P(S, <z) = 4) )FX(Z‘—ZJ)ZdKn(Z/)

n=0

= /[0 )Fx(rr —y)dK (y).

Por otro lado, X = —¢T'+Z, y T tiene distribucién exponencial de parametro \/c. Entonces
para x < 0 se cumple

Fx(z) = Coee?, (2.9)

con Cy constante. Usando que S, es no defectuosa y (2.9) se sigue

De aqui, —S,_ tiene distribucién exponencial de parametro A/c. Lo que implica

E[eiCSL] _ )‘/C

= erw (2.10)

Por otro lado,



De aqui, usando (2.10) y la unicidad de la factorizaciéon de Wiener-Hopf se sigue

. A .
Ble4%] = (1~ Ble),
de donde
Ele "+ = é%(]—-zz[eHZ]). (2.11)

Debido a que E[e/*+] = 1, E[e®/] = cR/A + 1. Entonces de (2.11) resulta

AE[ZeR?] — ¢
E[S7-+6RST+] = T
Por otro lado, de Wiener-Hopf se tiene
1
log— =B
R C)
de aqui, 1 — 7(1) = e 8. Ademas
J— - _GST
(1) = (1913(1) Ele™""m+]
077 _
_ Ay Bl
c 6—0 o)
= éE[Z]

Cc

De aqui
5 A
e ?=1—-—-E[Z].
c

Por lo tanto, de la ecuacién (2.7) resulta la expresion conocida para el modelo cldsico de
Cramer-Lundberg ([16]),

C_)\E[Z] —Ru

P(7(u) < 00) ~ We :

u — Q.

Este es uno de los pocos casos en los cuales se conoce explicitamente los factores de
Wiener-Hopf

En lo subsecuente denotaremos por Ry, cuando exista, al coeficiente de ajuste que en el
caso independiente. Notese que cuando existe orden entre dos copulas, C; < Cy, la formula
(2.1) implica

FC1 (6) > FCz(e)v

para aquellos valores de 6 para los cuales estan definidas ﬁcl y ﬁCQ. De aqui, si C} < Cy y

ﬁcl(—Rl) = ﬁCQ(_RQ) = 1 entonces R; < Ry. En particular, si C; < II, entonces R < Ry;
si C7 = II, entonces R > R;. En el caso cuando C es una copula Arquimediana, por el
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corolario 1.1.46 es suficiente con verificar que el generador ¢; hace que —1(t)/Int sea no
decreciente para obtener C < II.

En general, no es posible obtener en forma explicita R, no obstante se puede usar la
expansion de Lagrange para obtener una aproximacion para R por medio de R;, que es mas
facil de obtener. Para ver esto, tenemos el siguiente teorema, el cual no probaremos (ver
22]).

Teorema 2.2.3 (Teorema de Lagrange). Sean f(z) y ¢(z) funciones de z analiticas sobre
y en el interior de un contorno vy rodeando al punto a, y sea t tal que la desigualdad

to(2)] < [z —al,
se satisface para todos los puntos z sobre el perimetro de ~; entonces la ecuacion
¢ =a+1tp(C),

considerada como una ecuacion en C, tiene una raiz en el interior de v; ademdas cualquier
funcion de ¢ analitica sobre y en el interior de v puede ser expandida como serie de potencias
en t por la formula

[ (2){(2)}"].

zZ=a

n dnl
+Zn' dzn 1

Aplicando el teorema con ¢, f y a dadas por,

z+ Ry
@(2): =~ = ) f(Z):Z, a:_Rh
F(z) = F(—Ry)
obtenemos
x gl R " 1— F(-R
R - _RI+Zdn_1<A w I ) 1= FCR)
S dw T \Fw) - F(-R)) |,__, ™

o 1—F(=R)) 1F'(=Rp),. = ..
= —R;+ 13’(—31) 2]3'(—1%[)3(1 F(=Rp))*+...,

la serie es convergente siempre que la inversa de F'(#) sea analitica bajo el dominio a con-

sideracién y F'(—R;) # 0. Aqui F(6) se calcula de (2.1) para C, Fy y Fr fijos. Estas
distribuciones se pueden obtener de los datos nimericos.

2.3 Tiempo de ruina en horizonte finito
La velocidad de convergencia de una caminata aleatoria hacia su limite superior se traduce

en el siguiente teorema para el tiempo de ruina finito de nuestro proceso de riesgo (ver [20],
[21], para una prueba de este resultado).
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Teorema 2.3.1 Supongase que

1. —0 < E[X] <0;

2. ﬁX(Q) es finita para —op < 0 <0, donde op > 0;

3. para algin w € (0,05) se alcanza un minimo Fx(—w) = o < 1.
Entonces para todo u > 0,

P(n < 7 (u) < 00) ~ cH(u)a"n"? cuando n — oo,

donde ¢ = 2=c1, § = a(2nw?F¥(—w)) es una constante conocida y H una funcion que solo

depende de u.

La expresion para la funcién H involucra las cantidades a y w (ver [20]). De esta forma
la funcién H depende de F'x. La condicion I del teorema anterior es necesaria para la sobre-
vivencia del portafolio, i.e., para que no ocurra ruina con probabilidad 1; en lo subsecuente
serd llamada condicion de balance. La existencia del coeficiente de ajuste R es suficiente para
que se cumplan las condiciones 2 y 3. El siguiente ejemplo muestra que el caso independiente
cumple con la condicion &.

Ejemplo 2.3.2 Caso independiente. Supéngase o, = oz > 0. Recordemos que para Z y
T independientes ]31(9) = ﬁZ(Q)ﬁT(—cﬁ). Sea f(0) = In ﬁ;(@), 0 € (—oz,2o7). Entonces
f/(0) = 0siy sélo si

Sean
F}(0) Fy(0)
QOZ(G):—,\Z , 6>—O’Z, (,OT<9):—A , (9>—O'T.
Fy(0) Fr(0)
En este caso la solucién de la ecuacion
902(9) = CSOT(—CQ)> (2-12)

es un punto de inflexion de F 7y éste es un minimo puesto que @z(0) es estrictamente
decreciente en (—oz,00) v pr(—ch) es estrictamente creciente en (—oo,0]. A este punto lo
llamamos —w. En efecto, si —oz < r1 < ry < 00, entonces

~ ~

Fy(r) > Fy(ry), Fh(ri) < Ey(ry),

debido a que Z es no negativa. De aqui, ¢z(r1) > ¢z(r2). En forma anédloga se demuestra
que @r(—ch) es estrictamente creciente en (—oo,0]. Haciendo h(f) = ¢z (0) — cor(—ch)
vemos que h es continua, estrictamente decreciente en (—oz,0], h(0) = E(X) < 0, h(0) T oo,
si @ | —oz. Por lo tanto, existe un tdnico punto —w que cumple hA(—w) = 0, es decir, —w
satisface (2.12).
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Ahora fijemos las marginales de Z y T, consideremos el comportamiento de v y w en la
presencia de dependencia. Nétese que por la formula (2.1), si Cy = Cs entonces ay < g y si
C < C5 entonces a; > ap. En particular, si C' > II entonces a < ay; C' < Il implica o > ;.
En contraste, no se pueden establecer desigualdades para w y w;: en el ejemplo 2.3.7 mas
adelante se vera que w no depende del grado de dependencia de Z y T'. No obstante, debido

a que ol (0) es analitica en —w;, podemos usar el Teorema de Lagrange. De esta manera, si
F"(—w;) # 0, obtenemos

S W+ wr "
—w = —wr+ = =
e (Ff(w) - Ff(—m)

n—=

(= F(—wr)"

n!

wW=—wy

Fl(—w)) 1 F"(—w)F(—w;)?
e —wI— — —_

+ =
F”(_U.)[) 2 F”(—w1)3

Esta serie converge si w — wy es suficientemente pequeno ([22]).

Por medio del teorema de Biirmann ([22]), el cual enunciamos a continuacién, podemos

obtener informacién sobre el valor de a directamente en términos de las propiedades de F
en wry.

Teorema 2.3.3 Sean S una region cerrada, y a un punto interior de S. Sea ¢(z) analitica
en S y ¢(a) =b. Definimos ¥ por

Z—a

Entonces una funcion f(z) analitica cerca de z = a, puede ser expandida en la forma

donde
2m/ / { _b} %dm

y vy es un contorno en el t-plano, encerrando los puntos a y z, y tal que si { es cualquier punto
en su interior, la ecuacion ¢(t) = ¢(¢) no tiene raices sobre o en el interior del contorno,
excepto una raiz simple en t = (.

Aplicando el teorema anterior, con a = —wy, z = —wp, O(x) = ﬁ’(w), flx) = ﬁ(m),
obtenemos
m—1 =~ n
= "t (=F'(—w)" [ & w4 wr
a=F(—wr)+ Fl(w) | = — + R, (2.13
( I) Z dwn—1 n! ( ) F’(u)) _ F’(—w[) e ( )
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donde el residuo esta dado por

W)+ =)\ PP (-w)
2m/ /( ~ Fr(—w) ) )P

y 7 es un contorno en el t-plano encerrando a los puntos —w;, —wp tal que la ecuacion

F'(t) = F'(¢) no tiene raices en el interior o sobre de v excepto en ¢ = ¢, donde ¢ es
cualquier punto dentro de D. La expresion anterior provee una aproximacion para obtener
resultados de sensitividad sobre el grado de dependencia de las cantidades determinando el

comportamiento asintético del proceso de Riesgo si la transformada de Laplace F (0) esta
dada para el caso dependiente. En algunos casos es posible obtener la transformada de
Laplace empirica a partir de los datos sobre Z y T

Consideremos el caso de combinacion convexa de cépulas. Supdngase que C, cépula,
puede escribirse en la forma

C(u,v) = BC1(u,v) + (1 — 5)Ca(u,v),

donde 3 € (0,1), C;, i = 1,2 cépulas. Supdéngase que la funcién de distribucién conjunta
F7  tiene asociada la cépula C', con C; asociada a la distribucién Fj, ¢ = 1,2. Entonces por
la férmula (2.1) tenemos

Fx(6) = BF1(6) + (1 - B) Fa (),
para valores de 6 donde ﬁ, ﬁl, ﬁQ esten definidos.

En este caso tenemos que op, = min{op,op }, min{w;,we} < wp, < max{wy,ws}.

En efecto, F}, Fy convergen en una vecindad a la izquierda del origen si y solamente si
—0p,—0p, < 0 < 0, entonces —op, = max{—op,—0p,}. Para verificar la segunda afir-
macién, sea —w; € (—op,0], i = 1,2, que cumple la condiciéon 2 del teorema 2.3.1. Si

—wy > —ws, entonces Fy () es estrictamente decreciente en (—op, , —ws) y estrictamente cre-

ciente en (—wy, 0], de aqui Fx alcanza su minimo en (—ws, —w1), esto es, —wp, € (—wq, —w1).
En forma analoga se tiene que —wp, € (—wy, —wq) si —w; < —ws. De lo anterior se sigue la
segunda afirmacion. Por ultimo, nétese que

apy = ﬁx(—wp) > foq + (1 — f)as,

donde «; = E(—wpi), i = 1,2. Ahora veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.4 Copula lineal positiva de Spearman. Esta copula se define por

(u + ps(l - u))'U? v < u,
Cp.(u,v) =
(v+ ps(l —0v))u, v>u,

= (1 - ps)H<u, v) + psM(“? U)>
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con ps > 0. Para esta copula el coeficiente pc, de Spearman coincide con el parametro p,.
En efecto, de la definicién de pc,, se sigue

= 12@(0037 H) -3
= 12[(1 = po) QUL ) + psQ(M, )] — 3

pCPs

= s
Y también
c,, = Q(Cp,,Cp,)
= (1= ps)"QULII) + 2p(1 — ps)Q(M, IT) + piQ(M, M)
= %m@+pJ
Ademas

F(0) = (1 = po) F1(0) + psFar(0).

De la ecuacion anterior se sigue que o = 0z para ps < 1, la distribucién marginal de Z tiene
que ser superexponencial para que la condicién 2 del Teorema 2.3.1 se satisfaga. También,
wp, es la solucion de la ecuacion

s

Fu(—9)  1—p, .

Fr(—06) Ps

0,

de donde

—Wp, > —Wr, Qp, < Qj.

Como caso particular, si Z y T son distribuidas exponencialmente con parametros A; y
A2, respectivamente, para que la condicién 1 del Teorema 2.3.1 se cumpla es necesario que
cA1 > Xg. De esta manera, se tiene

N A
0= T ()
2

F(0) = (1= ps)
A continuacién veremos algunos ejemplos donde se pueden calcular en forma explicita
—w, a 'y en algunos casos el coeficiente de ajuste R.

Ejemplo 2.3.5 Exponencial bivariada de Moran y Downton. La funcién de densidad con-
junta de esta distribucién esta dada por

A 2v/pAN A1z + Aot
fon(ety = 20 (PR o (Nt
—p L=p L=p

donde Iy(z) = > 272, % (%)Qj es la funcién modificada de Bessel de primer tipo y orden cero,

0 < p <1 esla correlacién entre Z y T, v A, Ao, u,t > 0. Las distribuciones marginales
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son exponenciales de parametros A\; y A\y. En [12] se puede ver que la funcién generadora de
momentos conjunta del vector (Z,T) estd dada por

Ao
(A1 +t1) (A2 + t2) — ptite

E[e—tlz—th] —

De aqui se sigue que

~ A1 g
F = .
X(e) C(p — 1)6‘2 + ()\2 - C)\l)e + )\1)\2

Notese que la transformada F\X(é’) tiene dos asintotas, las cuales son las raices del polinomio
p(0) = c(p—1)8* + (M2 — cA1)f + A\ A2, Sean

a=clp—1), b= —c\, ¢c= Ao

Nétese que la condicion 1 del Teorema 2.3.1 se satisface si b < 0. Ademas se tiene que a < 0

y ¢ > 0. Por lo tanto, el polinomio p tiene raices r; < 0 < ry. De la forma de ﬁX(G) y de lo
anterior tenemos que se cumplen 2 y & del Teorema 2.3.1. En forma precisa

/\2 — C/\1 — \/(C/\l — /\2)2 + 40)\1)\2(]_ — p)
2c(1 = p) ’

—O0Op =11 =

y el valor —w se puede encontrar derivando F x(0) e igualando a cero. De esta manera

)\2 — C)\l
—) = —
2c(1 = p)’
de donde
~ A1A\g
a=Fx(—w) = .
AW e
Ademis, Fy (#) =1 si y solamente si
6 =0, M
(1= p)

Lo anterior nos da en forma precisa el coeficiente de ajuste R, el cual es

R— C)\l—)\g7
(1= p)

y cumple ser positivo para cA; > .
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Ejemplo 2.3.6 Distribucion Gamma bivariada de Cheriyan y Ramabhadran. Recordemos
que si X tiene distribucion Gamma(a, \), entonces tiene densidad dada por

)\axaflef/\:v
e — > A
f(x) F(a) y U Z Oa a, A > 07

donde

Recordemos también que

La forma de construir la distribucion Gamma bivariada de Cheriyan y Ramabhadran es la
siguiente: sean Yp, Y7, Y5 variables aleatorias independientes que cumplen Y; ~ Gamma(0;, 1),
0, >0,i=0,1,2. Definimos X; = Yy + Y;, entonces

1
Famx Yo 41%2) = T r GG,

—(yo+y1+y Oo—1_ 601—1 62—1
e~ wotw 2)90 Y- Y2 -

De aqui se obtiene la densidad conjunta de (Yy, X1, X5s), a saber

1 Oo—1 6,—1
X2 (Yo, 1, T2) = T, — To —
fYo,X X (3/0 1 2) F(@O)F(Ql)F(HQ)yO ( 1 ?/0) ( 2 3/0)

92*163/0*931*962 ’

para x; > yo > 0,7 = 1,2. Por lo tanto

e~ (@1+z2)

[(0o)I'(6,)

min{z1,z2}
frixa(m,m) = (63) / v (w1 — o) (w2 — o)™ e dyo.
0

La funcién generadora de momentos conjunta de (X, X3) es la siguiente:

E[€t1X1+t2X2] — E[6(t1+t2)Yo]E[ehYl]E[ethz]

- ti,to, b + 12 < 1.
(1 - (tl + t2))00 (1 — t1)91 (1 _ t2>927 1, 02,01 + 12

De esta manera, si (Z,T) tiene la distribucién de (X7, X3), la transformada de Laplace de

X = 7 — T se puede obtener de la expresién anterior sustituyendo t; = —60, to = ¢, esto es
~ 1
Fx(0) = —-1<6<1/e

(1= 6(c— 1) (1+0)% (1 — ch)P’

De aqui se sigue que —op = —1, ﬁX(Q) > 0, para 0 € (—1,1/¢). Ademds, Z y T tienen
distribuciéon Gamma de pardmetros (1,60y + 61) vy (1,60y + 02), respectivamente. De esta
manera, la condicién de balance es:

(90 + 91) — 0(90 + ‘92) < 0. (214)
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Ahora calculemos —w, cuando éste existe. Sea f(f) definida por
fO) =0 —0(c—1))°(1+60)"(1—-ch)?”, —1<0<1/ec
Calculando la derivada de F(6) resulta

g9(0)
fO)1=0(c—1))(1+0)(1—ch)

Fl(0) = — , —1<0<1/c (2.15)

donde
g(0) = AG> + BO + C,

y las constantes A, B y C estan dadas por
A = cle=1)(0o+ 01 + 09)
B = 02(90 + 92) — 20(90 + 61 + 02) + (90 + 91)
C = —0(90 + 02) + (90 + (91)

Nétese que de (2.15) se sigue que ]3)/((9) = 0siy sélo si g(0) = 0. De esta manera, encontrar
los puntos criticos de F " (0) equivale a resolver la ecuacion cuadratica g(6) = 0.

Haciendo los célculos correspondientes tenemos que los coeficientes A, B y C' cumplen

A+C—B=clc+1)f >0, (2.16)

32 —4AC = [02(90 + 92) — (QO -+ 01)]2 + 40102 > 0.
Lo anterior muestra que g tiene dos raices distintas, las cuales son

—B+VvB? - 4AC —B —VB?—-4AC
—_= s ’]"2 =
2A 2A

(2.17)

1

Veremos bajo que supuestos se cumplen las condiciones 1, 2, & del Teorema 2.3.1. Previa-
mente vimos que —or = —1. De esta manera, solo veremos las condiciones 1 y 3. La
ecuacién (2.14) se puede escribir en la forma

o + 01

< c. 2.18
o + 02 ( )
Noétese que B como funcién de ¢ es un polinomio cuadratico, el cual tiene raices
o Oy + 601+ 0>+ o 0o + 01 + 0y —
! 0+0, T
con
Y= \/‘9% + 9% + 9091 + 9092 + 9192,
que cumplen
0o + 01
< < c, <1l<cy, 2.19
(&) b0 + s C1, C2 C1 ( )
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B>0,paral<c<cooc>c, B<O0, paracy, <c<c.

La condicién 3 del teorema nos dice que estamos interesados en minimos en el intervalo
(—1,0), los candidatos seran las raices de g. Veremos el comportamiento de r; y 79 bajo

diferentes valores de c. Para este fin, calculamos la “forma” de la segunda derivada de F ¥ (0).

Debido a que F%(6) se puede escribir en la forma

Fl(0) = —%, 1<g< %

con h(f) > 0, para § € (—1,1/c). De aqui

Sn oy 9 (0)n(0) — W(0)g(0) 1
Fg(0) = — TOE , —l<f< p (2.20)

Nétese que para ¢ < ¢y no se cumple la ecuacién (2.18), por lo que este caso no se
considera. De esta manera, estudiaremos los casos:

1. ¢ > ¢y,

2. o< c<q.

Veamos el caso 1. Supongamos que ¢ > ¢;. De la ecuacion 2.19 se sigue que
A>0, B>0, C<0.

Consideremos primero el caso cuando ¢ = ¢;. Para este caso tenemos que B =0y

—AC . _ JEAC
A T A

|

r =

De esta manera, 1o < 0 < r1. Debido a que estamos interesados en el minimo en (—1,0)

consideramos solamente 5. Ahora, nétese que ro > —1 si y solamente si —A < —/—AC, y
esto sucede si y solamente si A+ C' > 0, y esta ultima desigualdad es cierta por (2.16). Por
lo tanto 5 € (—1,0). Por ultimo

Fi(rs) =

lo que muestra que 75 es un minimo local en (—1,0). De esta manera, las condiciones 1 y 3
se satisfacen. Ahora supongamos que ¢ > ¢;. Nétese que

B + 1
24— B Y 291
U= e a0, 0 (221)

63



En efecto,
2A — B = C2<90 + 281 + 02) — (90 + 01),

es un polinomio cuadratico con raices

N [ 6, + 6,
Op + 201 + 0y

Debido a que suponemos ¢ > 0, se sigue (2.21). Ahora, nétese que

c>c >1> M
! \ 60 + 26, + 6,

por lo tanto (2.21) se satisface. Né6tese también que ro < 0 < 71, por lo cual solo consideramos
la raiz ro. Usando (2.21) tenemos que 75 > —1 si y solamente si (2A — B)? > B2 — 4AC, y
lo anterior se cumple si y solamente si 4A(A + C' — B) > 0, lo cual es cierto porque A > 0y

por (2.16). Evaluando ry en F(6) resulta

. VBT —1AC
FX(T’Q) = W > 0.

Por lo tanto, ro cumple la condiciéon 3 del Teorema.

Ahora veamos el caso 2. Para este caso consideraremos los subcasos
1. 0, > 6,
2. 01 < 0,.
Supongamos 0, > 65. Notese que para co < ¢ < 1, se tiene
(6o + 601) — c(6p + 05) > 61 — 6, > 0,
por lo cual la condicién 2 no se satisface. Ademas

0o + 01 > 1.
o + 0,

Se pide ademés que
0o + 61
0o + 0

<c<c(.

Para este caso, tenemos
A>0, B<0, C<O.

De nuevo, las raices r; y ro cumplen ro < 0 < 71, por lo que solo consideraremos la raiz rs.
Ahora, r9 > —1 si y solamente si v B? —4AC < 2A — B, y esto se puede mostrar como en

el caso anterior. Evaluando r5 en FY(6) resulta

~ BZ —4AC
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Por lo tanto, o cumple con la condicién & del Teorema.

Ahora supongamos #; < 5. En esta parte tenemos

0 + 6,
<1,
0 + 0

por lo cual consideraremos los casos

15 < e <,

2. c=1,

3. 1<e<q.

Cuando 1 < ¢ < ¢ se utiliza el mismo procedimiento que el subcaso anterior para mostrar
que —1 < ry < 0 < ry; ro satisface la condicién 8 del Teorema.

Para ¢ = 1, g(0) se transforma:
g(@) = —((91 + 92)9 + 91 — 92,

y tiene una sola raiz:
01—,
0+ 0y

r

la cual cumple —1 < r < 0, y evaluando en la segunda derivada se muestra que r es un
minimo.
Por ultimo, supongamos que
0o + 61

<c<1.
Oy + 0

En este caso tenemos

A<0, B<0, C<O.
Ahora, r; < ry, v debido a que B? — 4AC < B2, entonces r, < 0. Por otro lado, r < —1
si y solamente si —2A + B < /B? — 4AC, veamos que esta ltima desigualdad es cierta. Si
—2A+ B <0, la desigualdad es cierta. Si —2A + B > 0, entonces —2A + B < v/ B? — 4AC

si y solamente si —4A(A+C — B) > 0, la cual es cierta por (2.17). De esta manera, estamos
interesados de nuevo en ry. Ahora, r9 > —1 si y solamente si 24 — B < B? — 4AC;

procediendo en forma andloga al anterior se sigue ésta tltima. Y también F¥(ry) > 0, lo
cual muestra que 75 es minimo.
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En resumen: Para ¢ # 1, si tenemos las cantidades A, B, C, rs, ¢1, ¢o dadas por

A = C(C—1)<00+91+92),
B = 02(00 + 92) - 20(80 + ‘91 + 62) + (‘90 + Ql),

C = —0(00 + 92) -+ (00 + 91),
—B—-VB2—-4AC
ro = 5
2A
o = 0o + 61 + 02+
! O+ 0y
Oo + 01+ 02 —
Co = ;
0o + 0

con

7= \J0 4 63 + 000 + Ooba + 026, 0> 0, i=1,2,3,
entonces, op = 1, E(X) < 0, 75 es un minimo en (—op,0) si
1. ¢ > ¢, o bien

0o+02
2. fore. < c<ci.

Para ¢ = 1 se tiene: o = 1, E(X) < 0 cuando 6; < 0y, y r dado por

b0
0+ 06,

es minimo en (—op,0).

Ejemplo 2.3.7 Distribucion Gamma bivariada de Kibble y Moran. Esta distribucion bi-
variada con marginales gamma estandar (parametro de forma a > 0) estd definida a través
de su funcién generadora de momentos ([12]), a saber

Bl HaT] — <1_ﬁ;1t1_5;1t2_ﬁ;1t1tz> .

Aqui § > 0 es el parametro de dependencia y el coeficiente de correlacion de Pearson esta
dado por 1/(1+ ) ([12]). Sustituyendo t; = —6, ty = cf resulta

~ 1
Fx(0) = -
(—0%92 + (1 — c)%@ + 1)

En este caso, la condicién de balance E[X]| < 0 implica (1 —¢) < 0. De esta manera,
tenemos un caso similar al ejemplo 2.3.5. Usando el mismo razonamiento para el polinomio
cuadratico del denominador resulta

1-0B+1) = VIA-)(B+ D] +4cp(B+ 1)
2¢(B+1)
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Ademas
4cp3 “
o= :
1+ 06+2c(f—1)+c(B+1)
La importancia de este ejemplo radica en ilustrar que tanto —w como el coeficiente de ajuste
R no dependen del parametro de dependencia 3.

2.4 Propiedades asintéticas de H

En esta seccién se encontrara una expresion asintotica para la funcién H o en forma precisa
para 1 — H. Supondremos las condiciones del Teorema 2.3.1. En [20] se obtiene que las series
que aparecen en (1.49) y (2.6) tienen radio de convergencia 1/a > 1y que B(1/a) es finito.
Ademas se obtiene H(0) = exp{—B(1/a)}. Para u > 0 la forma de H(u) no es sencilla. No
obstante, podemos usar la estructura Markoviana de la caminata aleatoria para obtener su
transformada de Laplace.

Sean a, y L, como antes:

an(z) = P(S, > Sk, k=0,...,n—1,5, <z), L,=min{r >0,5, = max Si}.

0<k<n

Por la propiedad Markoviana de la caminata aleatoria {S,} se sigue

P(n<71*(u) <o) = zn:P(n —k <717(0) < 00)P(Li =k, Sk, < u)

= Y P(n—k<7(0) < oo)ar(u),

de donde
P(n < 7(u) < o0) "\ P(n—k < 71(0) < 00)

P(n < 7(0) < 00) - pa P(n < 7(0) < 00) ag(u).

Por otro lado del Teorema 2.3.1 se sigue que para u = 0

lim P(n—k < 70) < 00) — ok
n—oo  P(n < 7(0) < 00)

para cada k fijo. Entonces
H(u) lim P(n < 7(u) < 00)
H(0)  n—o0 P(n < 7(0) < 00)

B n—k<7’(0)<oo)
N RIEEOZ P(n < 7m(0) < c0) ax(v)

= Z o Fag(u)
k=0
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Usando las ecuaciones (1.49) y (1.38) obtenemos la transformada de Laplace de H:
0) = HO) [ " dn/Ho)E
0

= H(0)exp {Z o;;” /(: eexdF*”(x)}

efB(l/a) 5 99
B 1 — Ela—m+e %] (2:22)

De esta forma la transformada de Laplace de H esta determinada por los factores de Wiener-
Hopf.

Ahora consideramos una caminata aleatoria asociada. Para § € (—op, 0] definimos la funcién

Fs(x) = AL /x e dF (u).

Entonces la transformada de Laplace de Fs cumple

de distribucién

o

Fyo) = /_ e~y ()

o0

_ L [T engp
F(5) /_oo 1F ()
F(0+6)

~ .

F(3)
Aplicando la factorizacién de Wiener-Hopf a F\(g(@) resulta
1— sF5(0) = (1 — xs(s,10))(1 = x; (s,0)).

Por otro lado, para |s| < F(§), se tiene

1—mF(9+5) = (1—X (m,i(g—l—é))) (1—;( <ﬁ(5),i(0+5)>) .

Por la unicidad de la factorizaciéon de Wiener-Hopf queda

Xs(s,10) = x (mvi(e + 5)) ,

T+
5 e (O+0)Sr, |
F(3)
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donde Tj_ es el primer punto escalera de la caminata aleatoria generada por la distribuciéon
Fsy Sﬂ es su correspondiente altura. De esta féormula y de (2.22), sustituyendo 6 = 6 + 3

resulta

e—B(/a) e—B(1/a)

()]s () ]
= /000 e Prd (/Ox e‘sudH(u)) , B> =4

Tomamos & = —w, i.e., F(§) = a. Entonces

oo T e—B(l/a)
/ . (/ e“’“dH(u)) - —— VB> w. (2.23)
0 0 1—-F [e T+w}

Ahora vamos a mostrar que

1—Hu) ~ ————e“" u— 0. (2.24)

Sea
v(dz) = PV I (dx),

donde Hy(x) = [ e“"dH (u). Sea también U, medida de renovacién, dada por

[e.o]

Ulde) =Y Fy™(dw),

n=0

con Fy(dz) = P(ST?J € dz). De la expresién (2.23) se sigue que las transformadas de las

medidas v y U coinciden en el intervalo (w,00) con w > 0. Lo anterior implica que las
medidas v y U son iguales [6].

Por otro lado, debido a que ﬁ(O) = H(o0) de la segunda igualdad de (2.22) se sigue que
H(oo) = 1. Denotamos por d,(A) la funcién indicadora del conjunto A, es decir,

1, €A,
d,(A) =

0, otro caso.

Sea

0, otro caso.
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Se observa que z es d.R.i (vease apéndice). De todo lo anterior y del Teorema 4.1.10 se
obtiene

eB(l/a)ewu(l —H(u)) _ eB(l/a)ewu/ dH($)
_ ewu/ eB(l/a)efwdel(x)

[e o]

ey (dx)

/
= /uoo =AU (d)
/

= =25, ((—o0,0))U(dx)
! / " 35, (=00, 0])d 1 d
— — e —— n —
B[S, -] | e0u((=00, 0)ds JF, cuando u — oo,

De aqui se sigue (2.24).
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Capitulo 3

Comonotonicidad en Finanzas y
aplicaciones para calcular precios de
activos financieros

3.1 Introduccion

En un contexto de seguros se estd interesado en la distribucién de sumas de variables aleato-
rias. Tales sumas aparecen cuando se consideran las reclamaciones agregadas de un portafolio
de seguros sobre un cierto periodo de referencia. También aparecen cuando se consideran
pagos descontados relacionados a una sola poliza o a un portafolio en diferentes puntos en
el tiempo. La suposicion de independencia mutua es muy adecuada desde el punto de vista
computacional, pero algunas veces no es realista. En esta seccién describiremos como tomar
decisiones mas seguras sobre sumas de variables aleatorias X;’s cuando sélo se conocen la
distribuciones marginales de las X;, y no la dependencia entre ellas. La dependencia mas
fuerte que puede haber entre ellas es la conocida como comonotonicidad. Consideraremos
la suma de variables aleatorias cuyos elementos pertenecen a un vector comonoténico, las
cuales denotaremos por S¢. Entre las ventajas mas importantes que la suma comonotonica
S¢ ofrece sobre la suma ordinaria S son las siguientes:

1. Las variables aleatorias S y S¢ tienen el mismo valor esperado.

2. La funcion de distribuciéon de S puede ser obtenida solamente si la estructura de de-
pendencia se conoce, aun asi puede ser una tarea no sencilla de llevar a cabo. En
cambio, la funcion de distribucién de S¢ se obtiene facilmente, S¢ tiene distribucion
unidimensional, inicamente dependiendo de una variable aleatoria uniforme U.

3. Las primas stop-loss de S° se pueden calcular a partir de las primas stop-loss de
las marginales involucradas. En contraste, las primas stop-loss de S solo pueden ser
obtenidas cuando la estructura de dependencia es conocida.

71



3.2 Comonotonicidad

3.2.1 Definicion y propiedades

Antes de dar la definicién de comonotonicidad veremos resultados 1tiles en la construccién de
cotas comonotoénicas. En lo que sigue se consideraran variables aleatorias con media finita.
Para este tipo de variables aleatorias se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.1 Sea X wvariable aleatoria con funcion de distribucion acumulada Fx que
cumple E(X) < co. Entonces

1. lim, oo (1 — Fx(2)) =0, lim, o 2Fx(x) = 0.

2. B(X)=—["_Fx(x)dz + [°(1 - Fx(z))dz
Demostracién. Tenemos
(1 — Fy(z)) = x/oo APy (t) < /oo HAFx (2).

Debido a que E(X) < 00, lim,_.o [ tdFx(t) = 0. Y de la desigualdad anterior se sigue la
primera parte de 1. En forma analoga se muestra
rFx(—x) < —/ tdFx(t) — 0, x — oc.

—00

De aqui se sigue la segunda parte de 1.

De la técnica de integracion por partes, la primera parte del teorema y la relacién:
0 9]
B(X) = / 2dFy () — / 2d(1 — Fy(x).
—0o0 0

se sigue 2. [

Si ademds tenemos F(X?) < oo, entonces I se cumple con z? en lugar de z, i.e.

lim 22(1 — Fx(x)) =0, lim 2?Fx(z) = 0.

Tr—00 Tr——00

Ahora se define la prima stop-loss, la cual sera de utilidad para “ordenar” variables aleatorias.
Definicién 3.2.2 La prima stop-loss de una variable aleatoria X con retencion d, estd

definida por
x(d) == E[(X — d)4].
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En la matematica actuarial, una compania aseguradora puede protegerse de una recla-
macién X (variable aleatoria no negativa), adquiriendo un seguro a otra compania de seguros
(reaseguro). Una forma de hacerlo es adquiriendo un seguro del tipo stop-loss. En este tipo
de reaseguros, la compania aseguradora retiene una cantidad d, llamada retencion. Si la
reclamacion X excede la retencion d la compania reaseguradora se compromete a pagar la
diferencia X — d; caso contrario, la compania aseguradora cubre la reclamaciéon. De esta
manera, la prima stop-loss es la cantidad promedio que la compania reaseguradora tiene que
cubrir en el caso que una reclamacion ocurra.

Nétese que de la Proposicién 3.2.1 se sigue que
m(d) = = [ (- d)i1 - Fy(a)
— (e —d)(1 = Fx(@)F + /doou — Fy(a))da
_ /doou _ Fy(2))dz, —o0 < d < +o0. (3.1)
De aqui que mx sea derivable y su derivada sea

The(d) = Fx(d) — 1.

Lo anterior muestra que mx es una funcién continua decreciente de d, con derivada Fx(d)—1
en d y que satisface:

lim 7x(d) = 0.

d—oo

Ahora se define el orden stop-loss para variables aleatorias.

Definicién 3.2.3 Sean X e Y wvariables aleatorias. Se dice que X precede a 'Y en orden
stop-loss, denotado X <g4Y, si mx(d) < my(d), —oo < d < 400.

Teorema 3.2.4 Si X <y Y entonces E(X) < E(Y). Reciprocamente, si E(X) < E(Y) y
las funciones Fx y Fy se cruzan solo una vez, entonces X <4 Y.

Demostracién. Tenemos de (3.1)

d+ E[(X —d)4] = —/OFX(x)dx—l—/oo(l—FX(x))dx, d < 0.

De aqui y la Proposicién 3.2.1

E(X)= lim (d+ E[(X —d).]) < lim (d+ E[(Y — d),]) = E(Y).

d——00 d——00

Reciprocamente, supéngase E(X) < E(Y), Fx y Fy solo se cruzan una vez y dendtese
por ¢ el punto de cruce. Sea f definida por

F(d) = B[(Y —d)4] — B[(X —d)4], —o0<d< +oc.
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Entonces f'(d) = Fy(d) — Fx(d) cumple f'(d) > 0,d < ¢, f'(d) <0,d > ¢ (f crece y luego
decrece). Ya que limy o f(d) = E(Y) — E(X) > 0, limy_.o f(d) = 0, se sigue f > 0, es
decir, X <4 Y. ]

Definicién 3.2.5 Sean X e Y wvariables aleatorias. Se dice que X precede a Y en orden
convezo, denotado X <. Y, si

E(X) = E(Y)
E[(X —d),] < B[(Y —d).], —00<d< +co.

En general, estamos interesados en valores grandes de una pérdida aleatoria. El orden
stop-loss nos dice que Y genera pérdidas més grandes si mx(d) < my(d), de esta forma Y se
dice que es menos atractiva que X. Los valores negativos de esta variable aleatoria pueden
interpretarse como ganancias. No obstante, demasiadas ganancias puede ser perjudicial desde
el punto de vista de impuestos, es por esta razén que se pide E[(d — X)] < E[(d —Y),]
(Teorema 3.2.6). Esta es la motivacién del orden convexo. Nétese también que X <., Y si
y sélo si —X <. —Y, de esta forma, la interpretacién de las variables aletorias como pagos
o ingresos es irrelevante.

Notese que de la Proposicion 3.2.1 y de la técnica de integracién por partes se sigue
d
El(d—X),] :/ Fy(2)de.
Por lo tanto,
0

a-Eld-x)1] =~ [

Fx(x)dx + /d(l — Fx(z))dx, d >0,

de donde, usando la Proposicion 3.2.1 parte 2,

Jim (d— B[(d = X).]) = B(X). (3.2)

El siguiente teorema no es mas que otra forma de caracterizar el orden convexo.

Teorema 3.2.6 Sean X e Y wariables aleatorias. Entonces X <. Y siy solo si

E[(Y —d)4], —o0o<d < +o0,
El(d-Y)4], —oo<d < +00.

IAINA

Demostracién. Supongamos que X <. Y. Entonces

E[(X — d),] - El(d—X),] = / (e — dydFx(a) - / (d - 2)dFy(2)

—00

— B(X)-d.
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Ya que E(X) = E(Y), la segunda desigualdad se sigue.

Reciprocamente, supongamos que las dos desigualdades del teorema se satisfacen. De la
primera desigualdad resulta

B(X)= lim (d+ E[(X —d).)) < lim (d+ E[(Y — d),]) = E(Y).

d——o0 d——o0
Por (3.2) y la segunda desigualdad resulta

E(X) = lim (d - E[(d-X)]) > lim (d = E[(d-Y)]) = E(Y).
—+00 ——+00
Y de aqui se sigue que X <. Y. [
Se puede demostrar que X <., Y siy sélo si E[v(X)] < E[v(Y)], para cualquier funcién

convexa v, con el supuesto de que los valores esperados existen. Esta es la razén del nombre

orden convexo.

2 es convexa se sigue que

Ahora supéngase que E(X?), E(Y?) < oo. Ya que v(z) = x
Var(X) < Var(Y) si X <. Y. El reciproco en general no es cierto. Con esta suposiciéon

tenemos el siguiente teorema,

Teorema 3.2.7 Sean X e Y wariables aleatorias con E(X?),E(Y?) < oo y X <. Y.
Entonces

/ LY )] - BI04}t = S[Var(V) ~ Var(X)]

Demostracién. Es suficiente demostrar

B =010 = (B0 = 0. )de = GVar(x). (33)
Tenemos
/ (E[(X — 1),] — (B(X) - t), }dt = / E[(t - X).)dt + / (X — 1), Jdt,
00 -0 BE(X)

porque E[(X — 1),] — E[(t — X);] = B(X) — 1.

Ahora bien



donde para obtener la ultima igualdad se usé integracién por partes. En forma analoga,

/;X)E[(X—t)+]dt = [;X) /too(l—FX(m))dq;dt

_ /E(X)<x — B(X))(1 = Fx(x))dz

_ ! / " o — B(X)RdFx(x).

2 Jex)

De aqui se sigue (3.3). n

d
Corolario 3.2.8 Si X <., Y yVar[X] = Var[Y], entonces X LY. Porlo tanto, si X # Y
y X <. Y entonces Var|X]| < Var[Y].

3.2.2 Funciones inversas

Definicién 3.2.9 Sea F'x la funcion de distribucion de una variable aleatoria X . La funcion

inversa de Fy, denotada Fy", se define por
Fil(p) == inf{z € R: Fx(z) >p}, pe]0,1],

donde inf ¢ = +00 por convencion.
Para Fy ! tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.10 Sea Fx la funcion de distribucion de una variable aleatoria X, con

inversa Fy'. Entonces

1. Para toda x € R y p € [0,1] se cumple: Fx'(p) < x siy sdlo sip < Fx(z).

2. F);l es no decreciente y continua a la 1zquierda.

Demostracién. De la definicién se sigue la parte 1 y el hecho que Fix' es no decreciente.
Demostraremos ahora que Iy ! es continua a la izquierda. Sean p € (0,1], p, T p, y suponga-

mos que Fy'(p—) < Fx'(p). Entonces existen y y § > 0 tales que
Fil(pa) <y < Fx'(p) =9, ¥n. (3.4)

De la primera parte de la proposicién y la parte izquierda de (3.4) se sigue que p, < Fx(y),
de donde p < Fx(y). Aplicando nuevamente la primera parte de la proposicion, resulta
Fi'(p) <y, lo que contradice la parte derecha de (3.4). Por lo tanto Fi' es continua a la
izquierda. [ ]

Otra forma de definir la inversa de Fx es la siguiente.
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Definicién 3.2.11 Sea F;'" definida por
Fi'(p) :=sup{z € R: Fx(z) <p}, p€l0,1],

con la convencion sup ¢ = —oo.

Se puede demostrar, como en la proposicién anterior, que F )}H es no decreciente y
continua a la derecha. Nétese que Fiy'(0) = —oco, Fx'"(1) = +o0 y que toda la masa de
probabilidad de X estd concentrada en el intervalo [Fy'*(0), Fx'(1)]. Nétese también que
Fi'(p), Fx'(p) son finitos para todo p € (0, 1).

En lo que sigue p € (0,1), a menos que se especifique lo contrario.
Definicién 3.2.12 Para « € [0, 1], sea

F'™(p) = aF(p) + (1 — ) Fx(p), p € (0,1),

la a-tnversa de Fx.

Corolario 3.2.13 Para d que satisface 0 < Fx(d) <1 se cumple
Fy'(Fx(d)) < d < F'™" (Fx(d)).

De aqui existe ag tal que Fgl(ad)(FX(d)) =d.

El siguiente teorema muestra la relacién entre la inversa de la distribucién de una variable
aleatoria X y la inversa de una transformacién monotona g(X) de X.

Teorema 3.2.14 Sean X, g(X) variables aleatorias y 0 < p < 1.

1. Si g es no decreciente y continua a la izquierda, entonces
F o) = 9(Fx'(p))-
2. Si g es no decreciente y continua a la derecha, entonces
F 3 0) = g(F™ (p).
3. Si g es no creciente y continua a la izquierda, entonces
F () = g(Fx' (1 —p)).
4. Si g es no creciente y continua a la derecha, entonces
F (p) = g(Fx™ (1= p)).
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Demostraciéon. Se demostrard la parte 1, los demas incisos son analogos. Sea 0 < p < 1.
Notese que si se cumple la equivalencia:

Fop) < v+ g(Fx'(p) <o, Vo eR, (3.5)

entonces 1 se sigue. En efecto, debido a que g(Fx'(p)) < g(Fx'(p)), tenemos que se cumple

Fg’()l()(p) < g(Fx'(p)), ysixes tal que Fyx)(x) > p, entonces por la parte I de la Proposicién

3.2.10, Fg*&)(p) < x, (3.5) implica g(F5'(p)) < x y de aqui Fg*(;()(p) > g(Fx'(p)). Por lo
tanto es suficiente demostrar (3.5).

Usando la parte 1 de Proposicién 3.2.10 tenemos

Fgf(}()(p) <z < p < Fyo(n),

y debido a que g es no decreciente y continua a la izquierda, se tiene que para cualesquiera
z, x reales:

9(2) Sw <=z <sup{y : g(y) < x}.
De aqui
p < Fyu(w) <= p < Fx(sup{y : g(y) < z}).
Sisup{y : g(y) < x} es finito, entonces I de la Proposicién 3.2.10 implica
p < Fx(sup{y : g(y) < 2}) <= Fx'(p) < sup{y : g(y) < z}. (3.6)

En el caso en que sup{y : g(y) < 2} = —o0, la equivalencia (3.6) se convierte en
P04 Fy'(p) < —oo,

la cual cierta, si sup{y : g(y) < x} = +o00, la equivalencia (3.6) se convierte en
p< 1= Fy'(p) < +oo,

que también se cumple. En cualquier caso obtenemos (3.6). Por otro lado, debido a que g
es no decreciente y continua a la izquierda se sigue

F¢l(p) <sup{y: g(y) < a} <= g(Fx'(p)) < .

Combinando todas las equivalencias obtenemos (3.5). [ ]

Sea U variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo (0,1). Nétese que
Fi'(p) vy Fx'"(p) son diferentes solo en segmentos horizontales y debido a que Fy tiene a
lo mas un nimero contable de segmentos horizontales, se sigue que para cualquier « € [0, 1]

d

FY'(U) £ Fx"(U) £ F'(0).

Ahora bien, para F5'(U) tenemos
FF;(U)(m) = P(U < Fx(z)) = Fx().

De esta manera hemos establecido la siguiente proposicion.
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Proposicién 3.2.15 Si U tiene distribucion uniforme en (0,1), entonces para o € [0, 1],

] 4

_ _ d —1(x
X £ FHU) £ FH(U) £ FyU@).

Ahora definimos el concepto de comonotonicidad. En lo que sigue, denotaremos por x al
vector (xy,...,2,) v escribiremos x <y si x; < y;, paratodoi =1,...,n.

Definicién 3.2.16 Un conjunto A C R™ es llamado comonotonico si para cualesquiera
X,y € Asecumplex <y ox>y.

De esta manera, un conjunto A C R" es comonotoénico, si para cualesquiera x,y € A, si
x; < y; para algun 7, entonces se debe cumplir x < y; por lo tanto los componentes crecen
monotonamente en conjunto, de donde viene el nombre “comonoténico”.

Denotaremos por A; ; la (7, j)-ésima proyeccién de A, es decir,
Aij = {(zi, ;) | x € A}.

De esta forma tenemos el siguiente lema.
Lema 3.2.17 A C R" es comonoténico si y sélo si A; ; es comonotdnico para todo i # j.

Demostraciéon. De la definicién se sigue que si A es comonoténico, A; ; también tiene que
serlo. Ahora supongamos que A;; es comonoténico para todo i # j. Sean X,y € A. Si se
cumple z; < y; para algun ¢, entonces x; < y; para todo j # i porque A; ; es comonotdnico,
es decir, x <y. En forma similar, si tenemos que x; > y; para algin ¢, entonces x > y. Por
lo tanto, A es comonotdnico. [

En general, la comonotonicidad de A4; ;41,7 =1,...,7—1 no implica la comonotonicidad
de A: considerése A dado por

A= {(1’1, 1,1’2) ‘ 0< T, T < 1}

A no es comonoténico, sin embargo Ao y Ay 3 silo son.

Definicién 3.2.18 Un vector aleatorio X = (Xi,...,X,,) es comonotdnico si tiene soporte
comonotonico.

La definiciéon de comonotonicidad de un vector aleatorio X implica que sus componentes
crecen o decrecen simultaneamente. Ademads, grandes valores de un componente X; estan
asociados con grandes valores de cualquier otro componente Xj. El siguiente teorema pro-
porciona algunas caracterizaciones equivalentes de comonotonicidad.
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Teorema 3.2.19 Un vector aleatorio X es comonotonico si y solo st una de las siguientes
condiciones equivalentes se cumple:

1. X tiene soporte comonotonico.

2. Para todo x = (1,...,x,), tenemos
Fx(x) = min{ Fx, (x1),..., Fx,(z,)}.

3. Para U wvariable aleatoria uniforme en (0,1), tenemos

X £ (Fy!(U),.... Fx!(U)). (3.7)

4. Fxiste una variable aleatoria Z y funciones no decrecientes f;, i =1,...,n, tales que

X £ (fi(2), ..., fa(2)).

Demostracion. Supongamos que 1 se cumple y demostremos 2. Sea B el soporte comonotdénico
de X. Sea x € R" y A, definido por

Ai={yeB:y; <z}, j=1,...,n

De la comonotonicidad de B se sigue que existe i tal que A; = ﬂ;‘:l A;. Por lo tanto A; C A,

y de aqui Fx,(z;) < Fx,(z;) para todo j # i. De esta manera
Fx(x) = PXe€A;,j=1,...,n)
FXz(xZ)
= min{Fx, (z1),..., Fx, (x,)},

obtenemos la parte 2.

Ahora supongamos que 2 es cierto, esto es
Fx(x) = min{Fx, (z1), ..., Fx,(xn)}, x=(21,...,2,).
Por la Proposicion 3.2.10,

P(F!(U) < zy,...,Fx'(U) <z,) = PU < Fx,(z1),...,U < Fx, (z,))
= P(U < min{Fx,(z;),i=1,...,n})
= min{Fy,(z;),i=1,...,n},

y obtenemos 3.

Si & es cierto, tomando Z = U, f; = Fy',i=1,...,n se sigue 4.

i
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Por ultimo supongamos que 4 se satisface. Esto es, existe variable aleatoria Z con soporte
Sy funciones no decrecientes f;, i = 1,...,n tales que

X2 (f1(2),..., [a(2)).

De esta manera el conjunto de posibles valores de X es {f1(2),..., fu(2) | z € S}, el cual es
comonotoénico y de aqui se verifica 1. [ ]

De (3.7) vemos que si todas las X/s son idénticamente distribuidas, la comonotonicidad
de X es equivalente a X; = ... = X,, con probabilidad 1.

Como los vectores (Fy!(U),...,Fx (U)) y (F)Ell(al)(U), . ,F);j(a")(U)), a; € [0,1] son
iguales con probabilidad uno. Entonces, X es comonotoénico si y sélo si

d —1(« —1(an
X = (FXll( 1)(U)7'-'7FX,1( )(U))7

donde U es una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo (0,1). Ademas,
debido a que 1 — U también se distribuye uniformemente en (0,1), X es comonoténico si y

solo si
d

—1 -1
X=(Fy,(1=0),...,Fx,(1-0)).

De esta forma, se puede demostrar que X es comonoténico si y sélo si existe una variable

aleatoria Z y funciones no crecientes f;, i = 1,...,n, tales que

XL (fi(2),.... fa(2)).

El Teorema 3.2.19 asegura la existencia de un vector comonoténico con las mismas
marginales que X. De ahora en adelante denotaremos por X¢ := (X{,..., X¢) al vector
comonoténico resultante del Teorema 3.2.19. De (3.7), vemos que para cualquier vector
aleatorio X, el soporte del vector comonotonico X¢ es el conjunto

{(Fx;(P).-- Fx,(p)) |0 <p <1}

Este soporte de X° no necesariamente es una curva conexa. Todos los segmentos horizontales
de cada Fly, pueden crear “piezas faltantes” en esta curva. Este soporte puede ser visto
como una serie de curvas ordenadas conexas. Si se unen los puntos extremos de las curvas
consecutivas, obtenemos una curva comonoténica en R”. De aqui, puede ser recorrida en
direccion creciente para todos los componentes simultaneamente. De esta manera tenemos
la siguiente definicion.

Definicién 3.2.20 El soporte conexo del vector comonotonico X¢ estd dado por:

{(F ), F@ @) [0<p<1,0<a <1}

Notese que la parametrizacion del soporte conexo de un vector comonoténico no es nece-
sariamente unica. Existen puntos en el soporte que pueden ser representados por diferente
valores de «.

81



Definicién 3.2.21 Sea X°¢ = (X7{,..., XS) vector comonotdnico y sea S¢ la suma de los
componentes del vector, es decir

S¢= X4 ...+ XC.

Una de las ventajas del uso de vectores comonotdnicos es que se puede obtener la funcion
de distribuciéon conjunta con solo el conocimiento de las marginales. Ademas, como se vera
mas adelante, la prima stop-loss para la suma de sus coordenadas se puede calcular en
términos de las primas stop-loss de cada coordenada.

. . ., . —1 . .
Teorema 3.2.22 La distribucion a-inversa Fg. () de una suma S¢ de variables aleatorias
comonotonicas estda dada por

Fo' ) =Y Fy '), 0<p<l, 0<a<l.
=1

Demostracién. Tenemos
g(U) L X+ .. 4+ X¢,

donde g(u) = Y7, Fx!'(u), U variable aleatoria distribuida uniformemente en (0,1). Es
claro que g es no decreciente y continua a la izquierda, entonces por el Teorema 3.2.14

Fg'(p) = F(0)

= g(Fy'(p)
= Zn:ng(p), 0<p<l. (3.8)
i=1
En forma andloga se muestra
Fslt(p) =Y Fx (0. (3.9)
i=1
Multiplicando (3.8) por a, (3.9) por (1 — «), y sumando, se sigue el resultado. n

El teorema anterior implica que la a-inversa de la suma de un vector comonoténico esta
completamente determinada por la a-inversa de cada uno de sus componentes. Ademas

Se £ F ).
=1

Y por el teorema anterior, el soporte conexo de S¢ esta dado por

{Fp) [ 0<p<1,0<a<1).
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Esto implica

5
®
+
—~
(e
S~—
Il

i Fi(0), (3.10)

F3l(1) = Z Fel(1). (3.11)

De aqui, el valor minimo de una suma comonoténica es igual a la suma de los valores minimos
de cada término. En forma similar, el valor maximo de la suma comonoténica es igual a la
suma de los valores méximos de cada término. Notese también

F* (1)

=1
Fil(0) = Y Fl(0) = —o0.
=1

Para cada i, X; > F );iH(O) con probabilidad 1. Por lo tanto, para cualquier vector
X =(X1,...,X,), S > Y1, Fx!*(0) con probabilidad 1. Esto implica

> FM(0) < Fg(0).
=1

En forma similar,

Esto quiere decir que la suma S de los componentes de cualquier vector X tiene soporte
contenido en el intervalo [Y7 | Fi'*(0), >0, F'(1)].

Dadas las funciones inversas F );il, t = 1,...,n, por el Teorema 3.2.22 la funcion de

distribucién de S° puede ser determinada como sigue

Fse(z) = sup{p € (0,1): Fsc(x) > p}
= sup{p € (0,1): F5l(p) < x}

= sup {p €(0,1): > Fyl(p) < x} (3.12)

=1

En lo que sigue, para cualquier variable aletoria X, la expresion “F'y estrictamente cre-
ciente” serd interpretada como “Fy estrictamente creciente sobre (Fi'(0), F*(1))”. Ob-
servese que para cualquier variable aleatoria X: Fly es estrictamente creciente si y sélo si
Fi' es continuo en (0,1); Fy es continuo si y sélo si Fy' es estrictamente creciente en
(0,1). De esta manera, si F, es continua y estrictamente creciente, también lo serd Fge.
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Por lo tanto, en el caso que todas las marginales sean estrictamente crecientes y continuas,
para cualquier z € (Fg.'*(0), F5.'(1)), la probabilidad Fs. est tinicamente determinada por

F3!(Fse(7)) = x, o equivalentemente
> Fx!(Fse(a) =2, Fg!*(0) <z < Fg!(1). (3.13)
i=1

En el siguiente teorema mostraremos que las primas stop-loss de una suma de variables
aleatorias comonoténicas pueden ser obtenidas de las primas stop-loss de cada término.

Teorema 3.2.23 Las primas stop-loss de la suma S¢ de los componentes de un vector

comonotonico (Xy,...,X,) estan dadas por
E((S°—d)4] =) E[(X; —dy)y], Fg'M(0) <d < Fg'(1), (3.14)
i=1

donde d; estd dado por
di = F ") (Fee(d)), i=1,...,n, (3.15)

y aqg € [0, 1] determinada por
Fg Y (Fge(d)) = d. (3.16)

Demostracion. Sea H dado por
H={x:x1+...4+z,=d}.

Tomemos d € (Fg't(0), F3.'(1)), ie., 0 < Fse(d) < 1. Nétese que el hiperplano H no
contiene puntos X, y, tales que x <y o x > y. Por lo tanto existe a lo mas un punto en la
interseccién del hiperplano H con el soporte conexo de X¢. Mostraremos que d = (dy, ..., d,)
definido como en el teorema es el inico punto de inteseccion. Debido a que 0 < Fge(d) < 1,
existe ag € [0,1] tal que se satisface (3.16). Ademas, por el teorema anterior y ., d; = d.
Por lo tanto d es el inico punto en la interseccion del soporte conexo S° con el hiperplano
H.

Ahora sea x elemento del soporte conexo de X¢. Entonces se sigue
(14 ...tz —d) = (1 —dy)s + ...+ (xy — dp)+.

Esto es cierto porque x y d pertenecen al soporte conexo de X¢, y de aqui si existe j tal que
xj > dj;, entonces tenemos que x; > dj, para todo k, entonces el lado izquierdo y el derecho

son iguales porque Y.  d; = d. Por otro lado, si z; < d; para todo i, el lado izquierdo
también es cero. Reemplazando las constantes por las variables aleatorias en la igualdad
anterior y tomando esperanza, obtenemos (3.14). [

Notese que

E[(SC—d)y] = zn: E(X;) —d, sid< Fg't(0), (3.17)
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E[(S°—d),] =0, sid> Fg'(1). (3.18)

De esta manera de (3.10), (3.11), (3.17), (3.18) y del teorema anterior se concluye que para
cualquier real d, existen d; con Y ;. d; = d, tales que E[(S® —d)+] = > | E[(X; — d;)+].

La expresién de las primas stop-loss de S¢ puede ser escrita en términos de funciones de

distribucién inversas. En efecto, para cualquier d € (Fg.'(0), F5.'(1)) se tiene

B(X; = Fy ™ (Fse(d)))+]
= E[(X; = F5! (Foe(d)))4] = [F5 Y (Foe(d) — Fx! (Fse (d)][1 = Foe(d)].
Sumando sobre ¢ y recordando la definiciéon de oy, obtenemos
E[(S° = d)4] = ) El(Xi = Fx! (Fse(d))4] = [d = F&! (Fse())][1 = Fs! (). (3.19)

=1

En el caso que cada Fly, sea estrictamente creciente, (3.19) se reduce a

E[(S°—d)y] = Z E[(X; = Fx!(Fse(d)))+]. (3.20)

Del teorema anterior, podemos concluir que cualquier prima stop-loss de una suma de varia-
bles aleatorias comonotonicas puede ser escrita como la suma de las primas stop-loss de
variables aleatorias (no necesariamente comonotoénicas) involucradas en la suma.

3.2.3 Cotas comonotdnicas

En lo siguiente, encontraremos cotas para la suma S = X; 4 ...+ X,,, donde las marginales
Fx,,..., Fx, estdan dadas. Las cotas seran variables aleatorias que son més grandes (o mas

n

pequenas) que S en el orden convexo. Estas cotas serdn llamadas cotas convezas.

Teorema 3.2.24 Para cualquier vector (X1, ..., X,) tenemos

Xi+ . 4+ Xy <ew XE4 ...+ XC

Demostracion. Se tiene que S y S¢ tienen la misma media. De esta manera, es suficiente
probar S < S¢ es decir, tenemos que demostrar que para cualquier d € R,

B((S — d),] < B[(S° — d),].

Por (3.17) y (3.18) es suficiente probar el caso d € (Fg.'"(0), Fg.' (1)). Tomemos d como en
el caso a probar. Tenemos que para cualquier vector x = (z1,...,2,), y d =Y ., d;
(t1+... 2, —d)y = (v —d)+...+ (x, —dp))s
< (i —di)y+ .o F (2 —da)y) s
= (r1—dy)++ ...+ (x, —dn)+
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Lo anterior implica
E[(Xi+...+ X, —d)y] <) E[(Xi — di)4], (3.21)
i=1

para cualquier d que cumple d = >_" | d;. Escogiendo d; como el Teorema 3.2.23, se sigue el
resultado. -

Corolario 3.2.25 Sean (Xi,...,X,), (Y1,...,Y,) vectores aleatorios. Si X; <g Y; para
toda v, entonces
Xit .4 Xn <g Y4+ Y0

Demostracién. Para cualquier real d existen dy, ..., d, tales que > »  d; =d, y
E[(YS + ...+ Y —d)y] =) E[Y;—di)].
i=1
De aqui y por (3.21)

n

E(Xi+...+X,—d)s] < > E[(X;—d)]

n

Z E((Y; — d;)4]

= E[Y+...+Y —d)4]

IA

Ejemplo 3.2.26 Sea (a1 Xj,...,a,X,) un vector aleatorio tal que o; #0,i=1,...,n, X;
tiene distribucién lognormal; In X; ~ N (p;, 02). Es bien conocido el hecho que

E[X)] = et toi/2) Var[X] = e” 249 (7 — 1),

Sea @ la funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria normal estandar. Como
d~1(1 —p) = —®1(p), del Teorema 3.2.14 se sigue que

F‘&-i (p) = aie“i+5ig”(°‘i)gi¢_l(p), 0<p<l.

g

donde sign(z) es la funcién signo:
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En efecto, si g(z) = a;e”**Hi el Teorema 3.2.14 implica que para «; < 0,

~1 ~1
Fox,(0) = Fonx,—pyjonP)
~1
-9 (F(lnXi*Ni)/Ui<1 N p)>
_ aieuﬁrai@’l(l—p)
_ aieui—aifb*l(m.
En forma similar se muestra que si a; > 0, entonces

Fa—zkl (p> — aie#ri-cfi‘b_l(l’) .

Tomando a; = 1, para toda ¢, en forma particular se obtiene
[] Fil (U) £ eEimtEin me@),

es decir, el producto de n variables comonoténicas lognormales resulta de nuevo una variable
aleatoria lognormal.

Ahora calculemos las primas stop-loss comonoténicas de variables aleatorias lognormales.
Veamos que para este caso se tiene

E[(X; — d)4] = "t 2D (d; 1) — di®(din), d; >0, (3.22)
donde
+02 —Ind;
dig = it 0; & 5, dig =diy — 0. (3.23)

Para demostrar lo anterior sean 7(d) = E[(X — d)], f(d) = e**7*2®(d;) — d®(d,), donde

2 _Ind
InX ~ N(u,o), dlzw—n, dy = dy — 0.
o

Calculando la derivada de f se obtiene

De esta manera, f y 7 tienen la misma derivada, y debido a que 7(0) = er o2 — £(0), se
concluye (3.22). Ademds, limy . f(d) = 0.

Usando la relaciones
E[(X —d);] - El(d— X):] = B[X] —d, 1—®(t) = &(—1),
se obtiene,

El(d; — X;)4] = =" 20 (—d; 1) + di®(—d; ), d; >0, (3.24)
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donde d; 1, d; 2 son como en (3.23). En efecto, para d; > 0 se tiene,
Bl(d: — Xi)4] = EI(Xi - d).] - BIXi] +d;
— _em+a?/2<1 _ q)(d2.71)) + di(l — (I)(di’g))
= —6“i+012/2(13(—di71) + dz(I)(_dz,Q)

Ahora nétese que si o; < 0, entonces E[(o;(X; — d;))4] = —a;E[(d; — X;)+]. De esta
manera, de (3.23) y (3.24) se sigue

E[(O{Z<XZ — dz))+] = ozie”ﬁ”i?ﬂq)(sign(ai)di’l) — aidiq)(sign(ozi)di’g), dz > 0. (325)

Ahora sea S = Xy + ...+ o, X, y 5° = F. \ (U)+ ...+ F, ' (U). Como las
distribuciones marginales son estrictamente crecientes y continuas, tenemos que Fge(x) estd

implicitamente definido por Fg.'(Fse(x)) = x, 0 equivalentemente

> e trign(@)n @ e ) — g FOI(0) < @ < FGM(1). (3.26)

i=1

Para F3.'"(0) < d < Fg!'(1), la prima stop-loss de S¢ con retencién d es:

E[(S°=d)y] = ) EllaX; - F X (Fse(d))4]

i=1

= D Bllas(X; — enetromenma @)
i=1

Usando (3.25) y (3.26) encontramos la siguiente expresién para la prima stop-loss con re-
tencién d, Fg.'T(0) < d < Fg.'(1):

E[(S*—d)y] = ae 72 d(sign(oq)o; — @7 (Fse(d)) — d(1 — Fse(d)). (3.27)

i=1

Usando el mismo procedimiento para usar (3.24), se puede mostrar que las colas inferiores
estan dadas por

E((d— 5%+ ==Y e 720(=sign(a;)o; + © 7 (Fse(d))) + dFse(d).

=1

Con el objeto de encontrar mejores cotas para S, supondremos que tenemos infor-
macién adicional con respecto a la naturaleza estocéstica de (X7, ..., X,,). En forma precisa,
suponemos que existe una variable aleatoria A con funcién de distribucién dada, tal que
conocemos la funcion condicional de las variables aleatorias X; dado A = A, para todos los
posibles valores de .

En lo que sigue denotaremos con F );3' A(U) lafuncion f;(U, A), donde f;(u, \) = F );j Ay (1)
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Teorema 3.2.27 Sea U wvariable aleatoria uniformemente distribuida en (0,1) e indepen-
diente de A. Entonces se cumple

Xid o4 Xy <ep F A (U) + .o+ F L (0).

Demostracién. Por el Teorema 3.2.24, tenemos que para cualquier funciéon convexa v
Euv(Xi+...+X,)] > Elv(X1+ ...+ X,)]

Por otro lado

Elp(XS + ...+ X)) = /oo E[(X + ...+ X°) | A = \ldFx(\)

oo

_ /_OO ER(iTN) + ...+ f2(U,N) | A = AldFy(A)

[ee]

= Ep(filU,A) +...+ fu(U,A)].
Por lo tanto, para cualquier funcién convexa v
Ew(Xi+ ...+ X,)] < Ep(fi(UA) + ...+ fu(U,N))].

Y con lo cual obtenemos el resultado. ]

Notese que el vector (F);l'A(U), e F)}jM(U)) tiene marginales Fly,, ..., Fy,, porque

+o0
Fy(2) — / PX: <2 | A= NdFA(\)

—+00

_ / P(Fh A (U) < 2)dFy (V)

= P(F),(U) <a).
Por lo tanto, por el Teorema 3.2.24

F)gll‘A(U) +...+ F);jM(U) < FXNU)+ ...+ FSH(U).

Lo que significa que la cota superior encontrada es mejor que la del Teorema 3.2.24.

Si A es independiente del vector (Xi,...,X,), entonces no tenemos informacién extra

y la cota mejorada se reduce a la cota monoténica previamente encontrada en el Teorema
3.2.24.

En lo que sigue denotaremos por S* a la suma:
qu — F§11|A(U) +... 4 F);;A(U).

Si el vector aleatorio X es comonoténico, cualquier forma de escoger A es éptimo porque
conduce a la funcion de distribucién exacta de la suma. También notamos que si para

89



cualquier valor posible de A, condicionalmente sobre A = A, el vector X es comonotonico,
entonces S tiene la misma distribucion que S™.

En general, para “juzgar” la calidad de la cota superior estocastica S*, deberfamos com-
parar su varianza con la varianza de S. Debido a que Var[E(S" | A)] = Var[E(S | A)],
vemos que Var(S*) = Var(S) siy solo si E[Var(S*| A)] = E[Var(S | A)]. Esta condicién
se cumplird si para cualquier valor A de A, tenemos que Var(S* | A= X) = Var(S|A=\).
De aqui, si encontramos una variable aleatoria condicionante A tal que para cualquier valor
A de A, tenemos que dado condicionalmente A = A, el vector X es comonotodnico, entonces
la funcion de distribucion de la cota mejorada coincide con la exacta.

Considere S = X7+ X5 como un caso especial. En este caso la forma éptima de escoger A
es hacer A = X; (0o A = X3), ya que escogiendo A de esta forma las funciones de distribucién
de S* y S coinciden. Este ejemplo, ilustra el hecho que la variable aleatoria 6ptima A en
general no serd S.

Para obtener la funciéon de distribucion de S“, observe que dado el evento A = A, la
variable aleatoria S" es una suma de variables aleatorias comonoténicas. De aqui

S“|A)\ Z X|A,\ p), p€(0,1).

De esta manera, dado A = A, la funcién de distribucién de S* se sigue de (3.12):

FS“\A:)\( )—sup{pe 0 1 Z X|A )\ ZL‘}

Por lo tanto, la funcion de distribucion de S* es

Fsu(l’) = /Oo Fgu‘A:)\([E)dFA(/\).

—00

Como antes, si las marginales F'x, a—y son estrictamente crecientes y continuas, entonces

Fgujp=x(x) también lo es, de aqui tenemos

Z i (Fsupma(@) = 2, Fait ((0) <2 < Fgl,_\(1).

En este caso, se sigue de (3.20), que para cualquier d € (FguﬁX:A(O), FSTul'A:)\(l))

B[(S" = d)y | A=A = 3 Bl(Xi = Fylyoy(Fsupn(d)+ [ A=A

Ahora encontraremos una cota inferior para S. La idea es observar que la esperanza de
una variable aleatoria siempre es mas pequena en orden convexo que la variable aleatoria
misma, y también que el orden convexo se mantiene bajo mezclas.
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Teorema 3.2.28 Para cualquier vector X y cualquier variable aleatoria A, se cumple

EXi|A+...+EX, | A <o Xi+...+ X,

Demostracién. Sea F,\[Y] que denota

o0

Ea) = [ yaF(h),

[e.o]

Sea v funcién convexa, entonces por la desigualdad de Jensen se cumple
EAx[Eo(Xi+ ...+ X,) | A]] > EAlv(E[X) + ...+ X, | A])].
Por lo tanto

Ev(Xi+...+X,)] = EprPv(X1+...+X,) | A
> EpAu(EX:|Al+...+ E[X, | A

Esto prueba el resultado. [
Sea S! definido por
St:=E[S| A

Nétese que si A y S son mutuamente independientes, entonces
E[S] <. S.

Noétese también que E[E(X; | A)] = E[X;], pero Var|E(X; | A)] < Var[X;], a menos que
EVar(X; | A= \)] =0, lo que significa que X; dado A = X es degenerada para cada A. Lo
anterior muestra, que en general, el vector aleatorio (E[X; | A],..., E[X, | A]) no tiene las
mismas marginales que X.

Si suponemos ademés que la variable aleatoria A es tal que g;(\) = E[X; | A = )] son

no crecientes y continuas, entonces por la observacién hecha en el Teorema 3.2.19 S! es una
suma de variables aleatorias comonoténicas. De esta manera, por los Teoremas 3.2.14 y

3.2.22 los cuantiles de la cota inferior S! estdan dados por

Filp) = i%{m(m
= gngA)(p)
= igz‘(FA_H(l—p))
= zn:E[XNAZFX”(l—p)], pe0,1).

=1
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Ademas de (3.12) se sigue
Fg(z) = sup {p €(0,1): > E[X;|A=F " (1-p) < :c} .
i=1

Si suponemos adicionalmente que las funciones de distribucién de las variables aleatorias
E[X; | A] son estrictamente crecientes y continuas, entonces la funcién de distribucién de

S! también es estrictamente creciente y continua, de (3.13) se sigue que para cualquier
z € (Fpisia(0), Faiga (1),

Z E[X|A] (Fai(2)) = =,

o equivalentemente,

Y EXi | A=Fi (1= Fa(x)] = 2.

=1

Bajo las misma suposiciones, las primas stop-loss de S’ pueden ser determinadas de (3.20):
E[( ZE E[Xi | Al = B[X; | A= Fy'" (1 = Fa(x))])+),

para d € (Fg'*(0), Fg'(1)).

El caso g; = E[X; | A] no decrecientes y continuas es tratado en forma similar. En el

caso general, la funcién de distribucién y las primas stop-loss de S! pueden ser determinadas

como sigue
Fo(r) = / P|) E[X;[A <z
- i=1

= / Iisn | B a=n<ay dEA(N),

o0

A=\ dFy(\)

E[(S' - d).] = / ) (iE[XiIA:A]—d> AFy(V).

Jr

En el caso que F) sea estrictamente continua y creciente, se cumple que U = F)(A) es

distribuida uniformementte en (0,1). Ademds U = u si y sélo si A = F,'(u) para todo
Z EX;|A] <z

€ (0,1). De aquf
1
Fsl (.T) = / P
0 i=1

1
= /Of{zylE[xi|AF;1<u>1}d“7
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E[(S' — )] = / ( E{XAA:FA*(u)]—d) du.

= +

3.3 Opciones asiaticas

Supongamos que el tiempo actual es el tiempo 0. Considérese un activo con riesgo con los
precios siendo descritos por un proceso estocéstico {A(t),t > 0} y un activo sin riesgo con
tasa 0 constante a través del tiempo. En esta seccién todas las probabilidades y esperanzas
que aparezcan seran consideradas condicionalmente sobre la informacién disponible al tiempo
0, es decir, los precios del activo con riesgo hasta el tiempo 0. Noétese que en general, la
esperanza condicional de e % A(t), dada la informacién hasta el tiempo 0, serd diferente del
precio actual A(0). No obstante, supondremos que existe una tnica medida equivalente de
probabilidad tal que el proceso de precios descontados {e °*A(t),t > 0} es una martingala
bajo esta medida equivalente. Esto implica que para cualquier ¢ > 0, la esperanza condicional
(con respecto a esta medida equivalente) de e ®*A(t), dada la informacién hasta el tiempo
0, serd igual al precio actual A(0). Se denotard esta esperanza condicional bajo la medida

martingala equivalente por E?[e ' A(t)]. De esta manera, tenemos
E[e™ A(t)] = A(0), t>0.

La notacién Fy)(x) serd usada para la probabilidad condicional que A(t) sea menor o igual
a x, bajo la medida martingala equivalente () y dada la informacion hasta el tiempo 0. Su
inversa serd denotada por F;é) (p). Es un hecho bien conocido que la existencia de una
medida martingala equivalente estd relacionada con la ausencia de arbitraje en los mercados
de seguros, mientras que la unicidad de esta medida esta relacionada con la completez del
mercado.

Una opcién call europea sobre un activo con riesgo, con ejercicio K y dia de expiracion
T genera una liquidez (A(T") — K)4 al tiempo T, esto es, si el precio del activo con riesgo al
tiempo T excede el precio del ejercicio, el pago es igual a la diferencia: si no, el pago es cero.
Nétese la similitud entre el valor de la opcién Europea call y el pago del contrato stop-loss
de reaseguro. Al tiempo t = 0, ésta opcion call tendra un precio dado por

EC(K,T) = e TEC[(AT) — K)4].

Una opcién aritmética asiatica call del estilo europeo con tiempo de ejercicio T, n promedia-
do y ejercicio K, genera una liquidez de ((1/n) 31— A(T — i) — K)4 al tiempo T, esto es,
si el promedio de los precios del activo con riesgo al final de las n-épocas antes de T es
mayor que K, el valor de la opcién es igual a la diferencia; si no, el valor es cero. Tales
opciones protegen al poseedor contra manipulaciones del precio del activo cercano a la época
de expiracion. El precio de una opcion al tiempo actual ¢ = 0 estd dado por

(%SA(T—@)—K) ]
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Determinar el precio de una opcién asiatica no es una tarea facil, porque en general no se
tiene una expresién explicita para la distribucién de Y1, ! A(T —i). No obstante, de la
expresion del precio de una opcién aritmética asidtica se observa que el problema de cotizar
tales opciones se transforma en calcular primas stop-loss de una suma de variables aleatorias
dependientes. Esto significa que se pueden aplicar los resultados previos de Dhaene et al
([4]) para encontrar cotas superiores e inferiores para cotizar opciones asiaticas. En lo que
sigue expondremos los resultados de Dhaene et al ([5]).

Supongase que al tiempo 0, el promedio no se ha llevado a cabo. En este caso las n
variables A(T'—n+1),..., A(T) son aleatorias. Para este caso, sean K; y K retenciones con
>oio K = K, entonces

AC(n,K,T) = (ZA —i —nK) ]
_l’_
,5Tn 1
< T —i) —nkK),]
1n71
— EZ@“”EC([Q,T—@‘).
=0

El procedimiento anterior nos permite construir un nimero ilimitado de cotas superiores
para el precio del activo de una opcién aritmética asiatica call como un promedio de precios
de opciones europeas subyacentes. La teoria de comonotonicidad nos permitira encontrar la
mejor.

Sea S¢ =", ! Fy 1 , (U ), donde U es una variable aleatoria uniformemente distribuida
n (0,1). Del Teorema 3.2.24 encontramos que para todo ejercicio K se cumple
—6T

AC(n, K,T) < S EQ[(S° — nK).]. (3.28)

n

Del Teorema 3.2.23 se observa que para cualquier K con Fg!'t(0) < nK < Fg'(1)

=0T =0T N1 1)
- E°[(S° —nK)] = — i) = Fypy(Fse(nk)))4]
=0
1 n—1
— EZe‘&EC( A(T )(Fsc(nK)),T—i), (3.29)
=0

donde « se determina por

F“)(Fge(nK)) = nK.
De aqui, una cota superior para el precio de opciones asiticas AC(n, K, T) con Fg.'T(0) <
nK < F3'(1) estd dada por

n—1

AC(n,K,T) < %Z e "EC(F; A(T )(Fgc(nK)) T —4). (3.30)
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También se observa que para cualquier retencién K; y K con K =) | K;, se tiene

6—6T 1 n—1 )
@ c _ < = —di ) s
—EQ|(S7 = k)] < — ;e EC(nK;, T —1i). (3.31)

De (3.28), (3.29), (3.30) y (3.31) se obtiene que la estructura de dependencia comonotdnica
nos conduce a cotas superiores optimas alcanzables para los precios de una opcion asiatica
aritmética. Notese que si nK < Fg.'"(0) o nK > Fg.'(1), el precio de las opciones asidticas
puede ser determinado en forma precisa, véase (3.17) y (3.18).

La cota superior en (3.30) puede ser escrita en términos de inversas F;(lTﬂ.), esto es

n—1
> e EC( Fror_y(Fse(nK)), T — 1)

=0

MK — Fg (Fse(nK)))(1 — Fse(nK)).

AC(n, K, T) <

SRS

En la parte anterior se supuso que T'—n+1 > 0. Ahora supondremos que T'—n+1 < 0.
Entonces se conocen los precios A(T' —n + 1),...,A(0) y los precios A(1),...,A(T) son
aleatorios. Por lo tanto, obtenemos

AC(n, K, T) = e_;TEQ (ni AT — i) — nK) ]
=0 +
_ %_(SEQ (ZlA(T_Z-)_ <nK_niA(T—z)>> ] .
=0 =T +

Sea 5¢ =S 1 Fg(lT_i)(U), procediendo como antes, para Fg.'T(0) < nK — 31"} A(T —i) <

F3(1), se obtiene

T—-1 n—1
1
AC(n,K,T) gZe SEC|F (Fsc <nK > AT ))),T—z :
=0 i=T

FgH (FSC <nK - nz_: A(T — z))) =nK — ni A(T — ).

=T

3.3.1 Aplicacion en un modelo Black-Scholes

En el modelo Black-Scholes (1973), el precio de un activo con riesgo es descrito por un proceso
estocastico {A(t),t > 0} siguiendo un movimiento Browniano geométrico con constante de
deriva p y constante de volatilidad o

dA(t)

—~7 — udt +odB(t), t>
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con valor inicial A(0) > 0y {B(t),t > 0} movimiento Browniano estdndar.

Se sabe que bajo la medida martingala equivalente @, el proceso {A(t),t > 0} sigue
siendo un movimiento Browniano geométrico con la misma volatilidad, pero con deriva ¢, la
tasa libre de riesgo:

dA(1)
R S B >
A0 8dt + odB(t), t >0,

con valor inicial A(0) y {B(t),t > 0} movimiento Browniano estdndar bajo (). De aqui, bajo
la medida equivalente () se tiene,

A() = A0)=F)HB0 5 (3.32)

Esto implica que bajo la medida equivalente, la variable aleatoria A(t)/A(0) tiene distribucién
lognormal con pardmetros (6 — o2/2)t y o°t:

FA(t)($) =P |:A(0)6(5_52>t+\/zo<1>_1(U) < l‘:| ’

donde U se distribuye uniformemente sobre el intervalo (0, 1).

Del ejemplo 3.2.26, se sigue

EC(K,T) = e TEQ[(A(T) - K)4]
e A(T)
= TEA (M 7))

= e T(A(0)e 5T¢>(d1) Ko(d2))
= A0)D(dy) — Ke T ®(dy),

donde
(5 -+ —‘722 )T —1In (K/A<O)) — — |
U\/_] s dz = d1 O’\/_-

Esta ecuacién es conocida como la féormula de cotizacién Black-Scholes para opciones call
Europeas.

dlz

Dentro del modelo Black-Scholes, no existen formas cerradas para el precio de una opcién
call aritmética asiatica del tipo europeo. De esta forma, derivaremos cotas superiores e
inferiores para el precio de tales opciones. Consideremos el caso donde el promedio aiin no
ha iniciado. El otro caso puede tratarse en forma similar. De (3.27) y (3.28) se sigue

676T

AC(n, K, T) < E9[(S* — nK),]

n
-1

_ Ano Z i (on/T — i — & (Fee(nK)))
—e—5TK(1 — Fge(nK)), (3.33)
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lo anterior se cumple para cualquier K > 0. Notese que ésta cota superior corresponde
a la combinacion lineal 6ptima de precios de opciones call Europeas como se menciond
anteriormente.

El resto del problema es como calcular Fsc(nK). La ultima cantidad se sigue de

—_

n—

Fg(lT—z‘)(FSC(nK)) =nk,

Il
o

o equivalentemente de (3.32) y del Teorema 3.2.14 se obtiene que Fsc(nK) satisface

n—

A(0) Z exp Ké - %2) (T —i) +oVT — i®d (Fse(nK))| = nK. (3.34)

=0

Ahora daremos cotas inferiores para AC(n, K,T). El siguiente teorema sera de ulitidad
para encontrar tales cotas. No se demostrara porque queda fuera del propdsito de esta tesis,
se puede consultar en [10].

Teorema 3.3.1 Sea A una matriz de m X n y sea y' = (yt,ys"), donde y' denota la
transpuesta del vector'y, los vectores'y, yi, y2 son de dimensionn x 1, rx 1y (n—r)x1
respectivamente. Supdngase que'y ~ Np(u,>), donde

U1 Y11 Y12
W= , L= :
M2 Y1 2o

con Yoy no singular. Entonces, el vector x = Ay ~ N,(Ap, ALAY). Y también se tiene que
Y1 | 2 ~ Ne(pa + E1255 (2 — f12), Bi1 — B12X5 Yo ).

Con el propésito de usar la teoria desarrollada para hallar cotas inferiores de sumas de
variables aleatorias dependientes, introduciremos una variable aleatoria A que condicionado
a ella nos permita encontrar tales cotas. Sea A dada por

=

A=S T g g

%

I
o

Tenemos que y' = (B(T'—=n+1),...,B(T)) ~ N,(0,%,), donde

Yy = [min{T —n+i¢,T —n+j};

2

0'2 o
Ahora bien, si A = (6(677>(T7n+1), . ,6(577>T>, entonces A = Ay y por el Teorema 3.3.1
A ~ N(0,0%) con o3 dado por

—_
—_

n— 5 '
oy = AL A" = 6(5_7)(2T_]_k) min{7" — 5,7 — k}.
0

n—

i
o
iy

J
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Estamos interesados en la distribucién de 327" A(T'—i) condicionado a A bajo Q. Nétese

que bajo @)
n—1 n—1 52 ) )
ST AT - i) = A(0) (9= ) M= toB(T—i) (3.35)
i=0 i=0

De esta forma es suficiente encontrar la distribucién de B(T — ¢) condicionado a A. Sea
Ct = (e!_,, A"), donde e,_; es el vector canénico. Entonces por el Teorema 3.3.1 el vector

n—i’

x = (B(T —1i),A)" = Cy ~ N5(0,Xy), donde Xy esta dado por

o2 -
T—i S (=)D i — 5T — i)
Y =
0-2 . . . .
Z;:& 6(5—7) (T—3) min{T—j,T—i} o2

Aplicando de nuevo el Teorema 3.3.1 se obtiene que B(T — i) condicionado a A = \ tiene

distribucién normal con media rT_Z-—VZA_i/\ y varianza (T —i)(1 — r%_,), donde

02 -
St E) D i — T - )
rr—; = .
r UA\/T —1

Por lo tanto,

= A(O) 6(5_%T%7i> (T_i)"’_O-TTf'LmCI)*l(U)’

.

=0

donde U se distribuye uniformemente en el intervalo (0, 1). En efecto, haciendo

B(T — Z) — TT_i%A
Zp = = )

V@ =i —r3)

resulta Zy | A ~ N(0,1) y

St = E€

|
D
—~
(@)
N—
oy
Q
| — |
D
/~
¥
M‘Qm
SN——
~
r
T
2
T
Iy
=
|
T
o)
|
X
=3
+
3
3
ﬁ
S

|
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con U distribuida uniformemente en (0,1). Nétese que de la expresién anterior se sigue S'
es suma comonotoénica de lognormales. De esta forma, usando (3.27) se sigue la siguiente
cota inferior para AC(n, K,T):

€—6T

AC(n,K,T) > - E°[(S' —nK),]
n—1
= @ iz:; e <U7“T_¢\/T——i — & (Fy (nK)))
—eTK(1 - Fg(nkK)), (3.36)
lo anterior sea cumple para cualquier K > 0. En este caso, Fq(nk) se sigue de
n—1 9
A(0)) exp [(5 - %r%_l) (T — i) + orp_iNT — i® ! (Fg (nK))] = nk. (3.37)

Las siguientes tablas fueron obtenidas mediante la elaboracién de un programa en S-
PLUS de la siguiente manera

1. Se asigné valores a n, A(0), d, o, T, K.

2. Se obtuvo Fse(nK) y Fq(nK) mediante la soluciéon por métodos numéricos de las
ecuaciones (3.34) y (3.37).

3. Los valores Fse(nK), Fgi(nK') obtenidos en 2 fueron sustituidos en las férmulas (3.33),
(3.36) respectivamente. Se usa la notacién C'I para la cota inferior y C'S para la cota
superior.

Como se puede observar los intervalos obtenidos son de longitud pequena, dando una buena
aproximacién al precio de una opcion asidtica.

n| Ap 0 oc| T| K CI cs
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 60 | 80 | 20.784074 | 20.784455
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 60 | 90 | 11.027216 | 11.059909
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 60 | 100 | 3.200995 | 3.344290
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 60 | 110 | 0.337135 | 0.407976
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 60 | 120 | 0.011569 | 0.018476
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 60 | 80 | 20.812234 | 20.826756
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 60 | 90 | 11.492786 | 11.601663
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 60 | 100 | 4.506063 | 4.722050
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 60 | 110 | 1.151476 | 1.313446
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 60 | 120 | 0.191448 | 0.250293
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 60 | 80 | 20.970735 | 21.030947
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 60 | 90 | 12.246648 | 12.438446
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 60 | 100 | 5.815576 | 6.103832
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 60 | 110 | 2.208066 | 2.458174
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 60 | 120 | 0.678206 | 0.822287
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J

g

Cl

cS

30
30
30
30
30

100
100
100
100
100

0.0002361
0.0002361
0.0002361
0.0002361
0.0002361

0.010468
0.010468
0.010468
0.010468
0.010468

90
90
90
90
90

80
90
100
110
120

21.347599
11.851310
4.414199
0.945939
0.113384

21.350308
11.893450
4.526756
1.028562
0.136483

30
30
30
30
30

100
100
100
100
100

0.0002361
0.0002361
0.0002361
0.0002361
0.0002361

0.015702
0.015702
0.015702
0.015702
0.015702

90
90
90
90
90

80
90
100
110
120

21.494921
12.713351
6.120076
2.348878
0.725359

21.525476
12.820262
6.290351
2.501202
0.813877

30
30
30
30
30

100
100
100
100
100

0.0002361
0.0002361
0.0002361
0.0002361

0.0002361

0.020936
0.020936
0.020936
0.020936

0.020936

90
90
90
90
90

80
90
100
110
120

21.945095
13.895563
7.835090
3.940741

1.786393

22.027564
14.066678
8.062505
4.158761
1.950076

J

g

CI

csS

30
30
30
30
30

100
100
100
100
100

0.0002361
0.0002361
0.0002361
0.0002361
0.0002361

0.010468
0.010468
0.010468
0.010468
0.010468

120
120
120
120
120

1
1
1

80
90
00
10
20

21.92118
12.67673
5.46069
1.62501
0.33165

21.9269
12.7204
5.5557
1.7072
0.3673

30
30
30
30
30

100
100
100
100
100

0.0002361
0.0002361
0.0002361
0.0002361
0.0002361

0.015703
0.015703
0.015703
0.015703
0.015703

120
120
120
120
120

1
1
1

80
90
00
10
20

22.23314
13.85199
7.47858
3.48249
1.41242

22.2720
13.9512
7.6229
3.6214
1.5105

30
30
30
30
30

100
100
100
100
100

0.0002361
0.0002361
0.0002361
0.0002361
0.0002361

0.020937
0.020937
0.020937
0.020937
0.020937

120
120
120
120
120

1
1
1

30
90
00
10
20

22.96455
15.35878
9.51120
5.47932
2.96074

23.0525
15.5115
9.7041
5.6720
3.1222
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n| A 0 c| T| K Cl Cs
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 150 | 80 | 22.50380 | 22.51207
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 150 | 90 | 13.48217 | 13.52503
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 150 | 100 | 6.41221 | 6.49556
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 150 | 110 | 2.32142 | 2.40029
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 150 | 120 | 0.63997 | 0.68348
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 150 | 80 | 22.98956 | 23.03233
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 150 | 90 | 14.91541 | 15.00722
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 150 | 100 | 8.69038 | &8.81740
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 150 | 110 | 4.55082 | 4.67806
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 150 | 120 | 2.16101 | 2.26106
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 150 | 80 | 23.97155 | 24.05929
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 150 | 90 | 16.68814 | 16.82648
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 150 | 100 | 10.98961 | 11.15950
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 150 | 110 | 6.88002 | 7.05364
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 150 | 120 | 4.12191 | 4.27647
n| Ap ) o T| K CI CS
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 180 | &80 | 23.0915 | 23.1017
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 180 | 90 | 14.2640 | 14.3053
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 180 | 100 | 7.3001 | 7.3749
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 180 | 110 | 3.0186 | 3.0935
30 | 100 | 0.0002361 | 0.010468 | 180 | 120 | 1.0121 | 1.0602
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 180 | 80 | 23.7460 | 23.7904
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 180 | 90 | 15.9170 | 16.0024
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 180 | 100 | 9.8033 | 9.9177
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 180 | 110 | 5.5641 | 5.6817
30 | 100 | 0.0002361 | 0.015703 | 180 | 120 | 2.9334 | 3.0323
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 180 | 80 | 24.9499 | 25.0356
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 180 | 90 | 17.9172 | 18.0441
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 180 | 100 | 12.3344 | 12.4876
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 180 | 110 | 8.1781 | 8.3369
30 | 100 | 0.0002361 | 0.020937 | 180 | 120 | 5.2508 | 5.3977
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Capitulo 4

Apéndice

4.1 Procesos de Renovaciéon

Aqui daremos las definiciones y resultados basicos que vamos a usar sobre procesos de reno-
vacion. Para mds informacion referimos al lector a [16]. En esta seccién usaremos la notacion:

No = NU{0}, R=R, U+oo, ||F|| := lim;_, F(2).

Definicién 4.1.1 Sean Yy, Yi, ... variables aleatorias con valores en R, independientes, con
Y1,Ya, ... identicamente distribuidas. Sea {S,} = {Sn,n € Ny} definido por

Entonces {S,} es llamado proceso de Renovacion.

La distribucion comin F' de Y7,Ys, ... es llamada distribucion del tiempo de espera o
entre llegadas. Se supone F'(0) = 0 para evitar méas de una renovacién al mismo tiempo. Si
Yo = Sg = 0 c.s., el proceso de renovaciéon se llama puro o cero retardado. De otra forma,
es retardado y la distribucién del retardo es la distribucién de Y. Si la distribucién F' es
defectuosa, es decir, ||F|| < 1, entonces el proceso de renovacién es transitorio o terminante.
Si F' es no defectuosa, el proceso es llamado puro.

Sea {Ny,t > 0} definido por
Ny =#{n>0,S, <t} =inf{n:S, > t}.
N; es el numero de renovaciones hasta el tiempo t. Notese que

N <n<= S5, >t Sy-1<t<SN,

(N,=n}={S,_, <t<58,}.

El proceso { Ny, t > 0} cumple el siguiente teorema.
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Teorema 4.1.2 Sea pn = E[Y;]. Entonces, cuando t — oo

, C.S.,

~
Tl= ==

Definicién 4.1.3 Sean Z, z funciones definidas sobre [0,00) y F' una medida sobre [0, 00).
Una ecuacion de renovacion se define por medio de

Z(t) = 2(t) + /Ot Z(t — u)dF(u), t >0, (4.1)

y se denota por Z =z + F x Z.

En la ecuacion (4.1) se supone F(0) = 0. En el caso donde F' es una medida de proba-
bilidad, (4.1) es llamada propia; si ||F|| < 1, es llamada defectuosa y si ||F|| > 1 es llamada
excesiva.

Definicién 4.1.4 Sea F medida sobre [0,00). Definase
U(de) = Y F™(dx),
n=0

Ut) = iF*”(t}, t>0,

las cuales son llamadas medida de renovacion y funcion de renovacion respectivamente.
Las funciones definidas anteriormente satisfacen el siguiente teorema

Teorema 4.1.5 1. La funcion de renovacion U(t) es finita para todo t < co.

2. Sila funcion z en la ecuacion de renovacion (4.1) es acotada sobre intervalos finitos,
entonces Z = z x U estd bien definida, es una solucion de (4.1) y es la inica solucion

acotada en intervalos finitos.

3. Si||F|| = 1 y {Su} es un proceso puro de renovacion, entonces U(t) = E[Ny, el
numero esperado de renovaciones hasta el tiempo t.

4. Si 17(9) es la transformada de Laplace-Stieltjes de la medida de renovacion U, es decir,

U(0) = /O h e U (t),

entonces, para 6 > 0 se cumple



donde
F(0) = / e " dF(t).
0

Ahora supongamos que z es no negativa. Para h > 0, sea I = (nh, (n+1)h],n =0,1,...
y sean

Zn(x) = sup z(y)1n inf z(y)1m(
n() nzzoyefft (y) I( nZ:()yEIh Ik ().

Definicién 4.1.6 Decimos que z es directamente Riemann integrable (d.R.i.) si [Zpdx =
I Zn(@)dx es finita para algin (y entonces para todo) h, y [ Zpde — [ z,dz — 0, cuando
h — 0.

La definiciéon anterior se puede extender para funciones definidas sobre R.

Teorema 4.1.7 Sean z1, zo funciones no negativas definidas sobre [0,00) tales que z; es
creciente, zo es decreciente y cumplen.

/Ooo 21 () ze(z)dz < o0,

h—0

hmsup{w:xz()ﬁgygh} =1.
Entonces z(x) = z1(x)z(x) es d.R.i.

Recordemos que F' es lattice si F' esta concentrada en {nd,n = 1,2...} para algin § € R.
Para F' no lattice tenemos los siguientes tres teoremas. Se demostrara el tercero.

Teorema 4.1.8 (Teorema de Renovacion de Blackwell). Sea F no lattice y propia (||F|| =
1). Sean p = [ xdF(x) < oo, U(dx) = Yo" F*(dx). Entonces para todo a, cuando

t — 00,
a

Ut +a) = Ul) — =

Teorema 4.1.9 Sea F' no lattice y propia (||F|| = 1). Supéngase que la funcién z en la
ecuacion de renovacion (4.1) es d.R.i., entonces, cuando t — oo,

2(8) = (U # 2)(t) — = /OOO +(2)da.

L
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Teorema 4.1.10 Sea F no lattice y propia (||F|| =1). Sean p = [~ xdF(z) < oo, U(dz) =
Yoo JF*(dx), z: R — Ry d.R.i.. Entonces

/_OO z2(t —y)U(dy) — ! /00 z(s)ds, cuando t — 0. (4.3)

[e.9] /’L —0o0

Demostracién. Sea h > 0 fijo. Sean z,, 2* : R — R definidas por

Zanm [(n —1)h,nh)), z"(x Zbé 1)h,nh)),

ne”Z nez
donde, a, = inf{z(z) : (n — 1)h <z < nh}, b, =sup{z(z) : (n — 1)h < z < nh},

I, (n—1)h<z<nh,
0o ([(n — 1)h,nh)) =
0, otro caso.

Tenemos z.(x) < z(x) < z*(x), para todo € R. Debido a que z es no negativa y U es
monotona resulta

/ - y)Uy) < / Lt —y)Udy) < / (- y)Udy).

o) —00 o)

Ahora bien

| v = Y / Sumy[(n — 1)1, nh)U (dy)

o0 ne”L

= Y an[U(t— (n—1)h) = U(t —nh)],
nez
donde U(t) = 0, para t < 0. Se sabe que U(t — (n — 1)h) — U(t — nh)) son uniformemente
acotados para t > 0, n € N (Teorema de Renovacién). Ademds, debido a que z es d.R.i.
se obtiene ) ., a, < co. De aqui, aplicando el Teorema de convergencia dominada y el
Teorema de Renovacién se sigue

t—o0 —00
0o —00

lim inf/ z2(t —y)U(dy) > hm mf/ z.(t —y)U(dy) = ZZan.
- /i
En forma similar,

lim sup /00 z(t —y)U(dy) < limsup /00 2*(t —y)U(dy) = %an

t—o00 %) t—o0 %)

nez
Por ultimo haciendo h | 0 y recordando que
limh» a,=limh) b, = / z(s)ds,
hl0 hl0 _
nez nez o0
se obtiene (4.3). n
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