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Capitulo 1

Introduccion

El tema de confiabilidad se ha vuelto indispensable en las discusiones sobre la calidad
de los productos que los fabricantes ofrecen a los consumidores, debido a que estos buscan
tener en los productos que adquieren, altos niveles de desempeno a través del tiempo, esto
es, exigen productos confiables. La confiabilidad, que se define como “la probabilidad de
que un producto desempeiie, a un tiempo ¢, su funciéon adecuadamente”, es un parametro
que debe estimarse en diferentes etapas en la vida de un producto.

El razonamiento actual que los fabricantes hacen sobre la confiabilidad de sus pro-
ductos, considera que la confiabilidad debe imprimirse en los productos en el disenio y
mejorarse ain mas en la etapa de desarrollo. El proceso de introducir y mejorar la con-
fiabilidad en un producto, desde su concepcién hasta terminar su producciéon, se conoce
como crecimiento de confiabilidad. A lo largo del tiempo en que se da el crecimiento de
la confiabilidad, es necesario monitorear la confiabilidad del producto varias veces para
verificar su incremento y el arribo al nivel de confiabilidad establecido como confiabilidad
objetivo (target).

La medicion de la confiabilidad de un producto no se requiere solamente durante la
etapa de crecimiento de confiabilidad, sino ademas en otros momentos, en que se hagan
cambios en el proceso de produccion o en sus componentes, debido esto altimo a un cambio
de proveedores, que con frecuencia se hace por consideraciones econémicas.

Como hemos visto hay diferentes razones por las que es necesario hacer estudios de
confiabilidad, en donde requerimos probar componentes para determinar sus tiempos de
vida que luego analizamos para estimar la funcion de confiabilidad. Los estudios tradicio-
nales de confiabilidad consisten en utilizar pruebas de vida acelerada para obtener, con
cierta rapidez, tiempos de vida de los productos sometidos a prueba. En las pruebas de

vida acelerada, las unidades trabajan en una condiciéon acelerada hasta que fallan o se



censuran en tiempos preestablecidos por la duracién de la prueba. Con estos tiempos de
vida acelerada se estima la distribucién de los tiempos de vida acelerada, que posterior-
mente se extrapola a las condiciones de operacion del producto, para estimar finalmente
los parametros de confiabilidad requeridos, como percentiles o niveles de confiabilidad en
tiempos dados.

Dos factores que se combinan para complicar enormemente la realizacion de las pruebas
de vida acelerada, son el desarrollo de la tecnologia que brinda la posibilidad de
tener componentes de muy alta confiabilidad y la necesidad de tomar decisiones en
tiempos muy cortos, para tener una ventaja competitiva importante en el mercado. En
estos casos puede ser que las pruebas de vida acelerada no nos permitan tener resultados
oportunamente y entonces nos vemos obligados a buscar procedimientos de prueba que
nos permitan tener resultados en tiempos mas cortos. Una alternativa importante a las
pruebas de vida, son los estudios de degradacion.

Para poder realizar un estudio de degradacién que nos permita estimar la confiabilidad
de un producto, es necesario contar con una caracteristica de calidad de dicho producto, de
tal manera que esta va creciendo o decreciendo a través del tiempo de uso y cuando cruza
un valor umbral determinado, se declara la falla. En un estudio de degradacion se establece
la relacion entre la trayectoria de degradacion y los tiempos a la falla del producto.

Un modelo de degradacion de uso frecuente es el modelo lineal, algunas veces porque
el proceso de degradacion es lineal, como en el caso de desgaste de llantas, desgaste de
dispositivos laser, entre otros, y otras veces, porque las trayectorias de degradaciéon origi-
nales no son lineales, pero pueden serlo después de transformar la variable de degradacion
y/o el tiempo. El software SPLIDA ampliamente difundido por Meeker y Escobar (1998),
permite analizar datos de degradacion, cuyas trayectorias se pueden linealizar aplicando
algunas transformaciones simples en la variable de degradacion y/o el tiempo.

Los enfoques de modelacion utilizados en los procesos de degradacion son los conoci-
dos como modelos de procesos aleatorios y modelos de efectos mixtos. En este trabajo,
utilizamos el segundo enfoque, que consiste en modelar la variaciéon entre unidades toman-
do como efectos aleatorios a los parametros de las trayectorias de degradaciéon. Para los
errores de medicion del nivel de degradacion, consideramos dos alternativas, una consiste
en suponer que son independientes e idénticamente distribuidos con distribucién normal
y en la otra opcidén tomamos los errores de mediciéon como un proceso Browniano. Al
considerar los errores de mediciéon como un movimiento Browniano, estamos considerando
que los errores tienen una estructura de dependencia. Hacemos un estudio comparativo
de los modelos que resultan de las diferentes combinaciones de modelos de error y efectos

aleatorios considerados.



Los procesos estocasticos, de Wiener, Gamma y Gaussiano inverso se han utilizado en
el analisis de degradacion. Ademéas de aplicaciones, en la literatura se han reportado algu-
nos estudios de dichos modelos. Estudios recientes han reportado una mayor flexibilidad
del tercer modelo, respecto a los dos primeros. Sin embargo, en algunas situaciones reales,
la consideracion de procesos Gaussianos inversos estandar, no es suficiente para capturar la
variabilidad entre unidades, porque los pardmetros del proceso pueden variar entre unida-
des. Esta heterogeneidad puede deberse a una variabilidad existente en la materia prima,
en el desempeno de los operadores del proceso, en las condiciones ambientales, ademas
de otras causas. Esta variabilidad se ha considerado en los modelos, que los parametros
provienen de una distribucién determinada, esto es, considerando efectos aleatorios en el
proceso Gaussiano inverso. Cuando la inclusion de efectos aleatorios no es suficiente para
capturar la heterogeneidad presente en los datos Yuan y Ji (2015) proponen la formulacion
general dada por Meeker y Escobar (1998), incluyendo efectos aleatorios que provienen de
una mezcla continua de distribuciones. En este trabajo proponemos utilizar una mezcla
finita en lugar de una continua, para modelar la heterogeneidad de un conjunto de datos
(tiempos de vida de dispositivos laser) ampliamente conocidos en la literatura. Especifica-
mente consideramos que las trayectorias de degradacion provienen de uno de dos procesos
Gaussiano inversos. Obtenemos los estimadores méximo verosimiles de los parametros del
modelo propuesto, utilizando un algoritmo EM.

El estudio de tiempos de vida de anaquel es de gran utilidad en la industria de ali-
mentos, para administrar el movimiento de los productos, desde su fabricaciéon hasta su
consumo. Para el analisis de datos de vida de anaquel se han utilizado los enfoques de
punto de corte y analisis de supervivencia. De acuerdo al analisis de supervivencia, el tiem-
po que transcurre desde que un producto alimenticio se fabrica hasta que este se rechaza
por el consumidor (que denominamos tiempo de rechazo), se considera como una variable
aleatoria, que se modela con frecuencia mediante una distribuciéon Weibull o Lognormal.
En los estudios de vida de anaquel, a diferencia de muchos estudios de confiabilidad, no
observamos tiempos de rechazo exactos, sino datos censurados ya que los participantes en
el estudio reciben solo un ntmero finito de muestras del producto alimenticio que tienen
diferentes tiempos de almacenamiento y en cada caso aceptan o rechazan el producto. De
estos datos, se deducen los tiempos de rechazo censurados.

El procedimiento usual de anélisis de datos de vida de anaquel, dado por Hough et al.
(2003) consiste en estimar por maxima verosimilitud los parametros de la funcion de su-
pervivencia. En este procedimiento, se asume que los datos (en su gran mayoria censurados
por intervalo), son dados por los jueces o consumidores participantes en el estudio son y no

tienen error. Este supuesto dificilmente se cumple, ya que en este tipo de estudios, donde



las personas funcionan como instrumentos de mediciéon, existe una consistencia limitada
en las respuestas de los participantes, y los consumidores inconsistentes dan una respuesta
con mayor incertidumbre que los participantes consistentes. En este trabajo, proponemos
un método alternativo para modelar y analizar los datos de un estudio sensorial de vida de
anaquel que nos permite expresar y cuantificar el tiempo de vida de anaquel y la consis-
tencia de cada participante en el estudio. Inicialmente para cada consumidor estimamos su
funcién de probabilidad de aceptacion, de tal forma que queda parametrizada por dos pa-
rametros, uno que corresponda al tiempo de rechazo y el otro a una medida de consistencia.
Debido a la gran variabilidad que existe entre las respuestas de los consumidores, no tiene
sentido construir una funciéon de aceptacion (o rechazo) para todos, sino una para cada
uno. El modelo propuesto puede considerarse como un modelo de degradacion binario, en
donde la caracteristica que observamos a través del tiempo es la aceptacion o rechazo del
producto, por parte de cada consumidor. El modelo que ajustamos a estas observaciones
es una funciéon de probabilidad, monétona decreciente, que inicialmente toma el valor uno
y eventualmente va a cero. El valor umbral de la probabilidad de rechazo que tomamos
para definir el tiempo de falla o rechazo para cada participante es py. Consideramos que
para tiempos pequenos el consumidor aceptara el producto con alta probabilidad y para
tiempos grandes el producto tendra una probabilidad de aceptacion muy baja. Suponemos
que en un tiempo intermedio, se da el rechazo, cuando la probabilidad de aceptacion es
ps=0.5. En este modelo propuesto, estamos considerando un estudio de vida de anaquel,
similar a un proceso de degradacion en donde la respuesta es binaria (aceptacion-rechazo)
y la trayectoria de degradacion es la funcion latente p;(t) que expresa la probabilidad de
aceptacion esperada. En este proceso se declara la falla cuando p;(t) alcanza el valor 0.5.
Para ilustrar el modelo propuesto se presentan dos ejemplos reales de estudios de vida de
anaquel, provenientes de la industria de alimentos.

El analisis de datos de confiabilidad involucra como una etapa inicial muy importante la
identificacion del modelo para los datos de confiabilidad. Este es un paso dificil, sobre todo
en el caso de datos censurados, cuando tenemos solo informaciéon parcial de los tiempos
de vida. Otra razon por la que se complica la seleccion del modelo de confiabilidad, es
que se tienen diferentes distribuciones de tiempos a la falla, similares que compiten por
su similitud. Entre los criterios de seleccion de uso mas frecuente, tenemos el Criterio de
Seleccion de Akaike (AIC) y el Criterio de informacion Bayesiana (BIC), los cuales difieren
solamente en los términos de penalizaciéon, aunque sus origenes fueron diferentes. A través
del tiempo, el uso de ambos criterios de seleccién de modelos ha crecido significativamente.

El interés de conocer que criterios de seleccion resultan mejores en diferentes situacio-

nes, ha generado varios estudios tedricos y empiricos de estos indices. Aunque han existido



muchos estudios comparativos de los indices AIC y BIC, poca atencion se le ha brindado
al caso de muestras censuradas, a pesar de la amplia aplicacién que podemos ver en la
literatura. Es importante notar que estos indices no surgieron en situaciones de informa-
cién parcial, ocasionada por tener datos censurados. Actualmente podemos encontrar la
aplicacion de estos indices en software como JMP (2013) que tiene implementados estos
criterios, ademés de una modificacion del AIC, no obstante, hasta hoy no se tiene un res-
paldo tedrico ni empirico para estas situaciones. Motivado por esto, se presenta un estudio
del efecto que tiene la fracciéon de censura en el desempeno de estos criterios.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2, se presentan diferentes versiones de un modelo de degradaciéon lineal,
considerando modelos lineales de efectos aleatorios y diferentes formas del error de medi-
cion. Se estudia y compara el efecto que tienen los diferentes supuestos del modelo lineal,
sobre el anélisis de los datos, para un conjunto de datos de degradacion de lacas.

En el Capitulo 3, se propone una mezcla finita d e procesos G aussianos i nversos para
modelar la heterogeneidad de trayectorias de degradacion, como alternativa a la propuesta
de Peng (2015) donde usa una mezcla continua de procesos Gaussianos inversos. La esti-
macion de los parametros es abordada por méxima verosimilitud empleando el algoritmo
EM. El desempeno de éste modelo es ilustrado usando un conjunto de datos y comparado
con el modelo de Peng (2015).

En el Capitulo 4, se propone un modelo de efectos mixtos, como modelo de degradaciéon
binaria, para datos de vida de anaquel. Este modelo es una alternativa al modelo de super-
vivencia propuesto por Hough et al. (2003) y tiene la ventaja de incluir en su estructura
la inconsistencia de las respuestas de los consumidores participantes en el estudio de vida
de anaquel. El modelo propuesto, ademés de dar como resultado la funcion de rechazo (o
aceptacion) del producto por parte de los consumidores, puede brindar informacién sobre
la calidad de la informaciéon proporcionada por los participantes.

En el Capitulo 5 se presenta una comparacion de 4 criterios de seleccion de modelos
frecuentemente usados. La comparacion es hecha por simulacion considerando modelos de
datos de vida con censura aleatoria, donde se estudian los efectos del ntimero esperado de
fallas y la fraccion de censura en la muestra.

En el altimo Capitulo se dan conclusiones y comentarios generales.






Capitulo 2

Modelo de degradacion lineal de efectos

aleatorios con errores correlacionados

2.1. Introduccion

Gracias a los avances tecnologicos cada vez se tienen productos mas confiables, lo
que hace dificil la evaluacion de sus confiabilidades usando pruebas de vida tradicionales,
debido a que se observan pocas fallas durante un experimento tipico. Esto atin con métodos
que consideran censuras y/o pruebas en las que el tiempo a la falla de los productos se
aceleran con altos niveles de esfuerzo.

Por ello, debido a la necesidad de tomar decisiones en tiempos cortos para éste tipo
de productos, una alternativa es el uso de datos de degradacion cuando existe alguna ca-
racteristica de calidad de éste cuya degradacion a través del tiempo puede relacionarse
a su confiabilidad. Aun con pocas fallas y error de mediciéon presente, el anélisis de de-
gradacion produce estimaciones méas precisas debido a que toma en cuenta la cantidad de
degradacion de las observaciones censuradas modelando directamente ésta con el tiempo
(Lu y Meeker, 1993; Lu et al., 1996).

Los datos de degradacion usualmente son analizados con modelos de trayectorias de
degradacion general (general degradation path model) que por medio de efectos aleatorios
toman en consideracion la variabilidad de las unidades. Referencias generales de ésta apro-
ximacion son por ejemplo Lu y Meeker (1993), Lu et al. (1996), Lu et al. (1997), Mecker y
Escobar (1998), Robinson y Crowder (2000), Bae y Kvam (2004) y Hamada et al. (2008).
Uno de éstos modelos frecuentemente usados en la estimacion de tiempos de falla es el
modelo lineal de efectos aleatorios con estructura de errores independientes (Gertsbakh y
Kordonsky, 1969; Lu y Meeker, 1993; Lu et al., 1997; Rao y Zaino, 2004; Yanez y Granada,



2006; Weaver et al., 2013; Rodriguez-Narciso, 2013; Peng, 2015). Sin embargo, dado que
las mediciones de degradacion usualmente son hechas a través del tiempo, tal supuesto
en algunas situaciones puede no ser apropiado. Por ello, Peng y Tseng (2009) proponen
una estructura dependiente de los errores por medio del movimiento Browniano, pero con-
siderando que todos los individuos comienzan del mismo punto conocido. Dado que en
algunos conjuntos de datos, los valores de las mediciones de las trayectorias inicialmente
son diferentes de cero y estos difieren de unidad a unidad, en ésta tesis hemos considerado
una extension del modelo de Peng y Tseng (2009) donde se agrega un intercepto aleato-
rio. Esto permite que las trayectorias de degradaciéon comiencen en diferentes valores de
cero, ademas de que éstas difieran de unidad a unidad, como puede ser el caso en algunos
conjuntos de datos.

El presente estudio estd organizado como sigue. En la Seccién 2.2 se presenta una
extension del modelo propuesto por Peng y Tseng (2009). En la Seccion 2.3 se obtienen
expresiones para la esperanza del tiempo de falla, la densidad y la distribuciéon del tiempo
de cruce. En la Seccion 2.4 se describe la estimacion de los parametros por medio de
méxima verosimilitud, y como alternativa se derivan las expresiones correspondientes del
algoritmo EM, y en la Seccion 2.5 se discute la identificabilidad de éste. En la Secciéon 2.6
se ilustra una aplicacion del modelo extendido a datos de degradacion de lacas. Finalmente

se dan algunas conclusiones generales de éste estudio.

2.2. Modelo

Sea Y (t) la degradacion acumulada de la caracteristica de interés en el tiempo t, y
supongamos que ésta es medida con cierto error de medicion. Ademas suponiendo que las
trayectorias de degradacion son lineales y que éstas comienzan en niveles diferentes de cero

variando de unidad a unidad, proponemos el siguiente modelo

Y(t)=Bo+ it +opB(t) + &, t >0, (2.1)
donde 8 = (6o, f1) ~ Na(n, ®), 1 = (no, m), ¥ = [ 7% 00| B(t) denota el movi-
Oo1 011

miento Browniano estandar y ¢; YN (0,02), y asumimos que las partes aleatorias 3, B(t)
y € son estadisticamente independientes entre si.

Cuando ggg = 0, el modelo anterior se reduce a

Y(t)=no+ it +opB(t) + €, t >0, (2.2)



el cual corresponde al modelo de Peng y Tseng (2009) con intercepto igual a 7y, y ademas
si g = 0, el modelo en (2.1) es exactamente el modelo de Peng y Tseng (2009). Bajo

supuestos similares se obtienen otros submodelos, como se describiran posteriormente.

2.3. Media, densidad y funcién de distribucién del tiem-

po de cruce

En general, en el analisis de datos de degradacion es dificil obtener la densidad o
distribucién del tiempo de vida de forma explicita, asi que en muchos casos la evaluacién
de ésta es hecha por medio de simulacion Monte Carlo (Lu y Meeker, 1993; Meeker y
Escobar, 1998), sin embargo, en algunos casos sencillos ésto es posible o al menos se
pueden obtener aproximaciones de éstas.

Asumiendo que una unidad falla cuando la degradacion de ésta alcanza un nivel critico
D¢, definiendo a T como el tiempo en que una trayectoria alcanza dicho umbral, el valor

esperado de T" esta dado por (ver Apéndice 2.A)

001 2 001 m
E(T) =—=+,/— (Dj—no+ =2 | D |——]|,
( ) 011 011 < Fom 0117]1) {\/2011]

donde D(z) = exp(—a?) [, exp(u?)du es la integral de Dawson, y cuando la media del
efecto aleatorio de la pendiente es mucho mas grande que la desviacion estandar de éste,

m >> /011, entonces ésta puede aproximarse como
D, —
E(T) ~ Yr—
m

La funcion de densidad del tiempo a la falla asociada bajo el modelo en (2.1) esta dada

por (ver Apéndice 2.A)



d, 2
“ D
fr(t;0) \/t (o5t + o) 000 (Dy — mt —10)° “ (Ct f)
; = ex — -
r 2mte; P 2¢, 2t (072715 + 0129) 000

2
n 1 (@ _ Df) exp _(Dy —mt —mo)
V2rty/ce \ Gt 2¢4

donde @ (-) es la distribucion normal estandar y

¢ = 0o + t°o11 + t (2001 + 03) |
dy = azbiogp + Mot (ait + 0%) ,

001
ar = Dy — <771 - 7700—00> L,
ol
by =1+ —2¢,
000
2
o,
0'72] =011 — ﬂ
Jo0

Si la varianza del intercepto y la correlacion de éste con la pendiente tienden a cero

(000, 001, 001/000 — 0), entonces

c — t (011t + 0,23) ,
a; — Dy —mt,
by — 1,

dy — Mot (O’Ht + 0'%) R

— = No,
Ct

y asi la densidad se reduce a la densidad de Peng y Tseng (2009) con intercepto igual a g
Dy — Dy —no—mt)?
Fr(t;0) = s ™ exp _ (Dy —no 7);) .
27t3 (ot + o3) 2t (ot + o3)
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Para el caso en que Var (81|5y) < 0% (0% + 4001) / (4ogo), la funcion de distribucion

puede calcularse como (ver Apéndice 2.A)

— (D, —

o2
\/O%t + O'%tz —+ g00 + 2001t + U_g(l)tQ

o2
+ 1/ —exp (a3 — a3 /a1)
000

g00

202Dy + o} | (m - Zm) t+ Dy| — 2 [202 + 0% (1 -

901
g00

)]

o o5/ OBl + o2t
X
2
o? [20315 + 0% (1 — g—g;t)]
1+
o (a%t + O’%tQ)
donde
2073 1 2001
aQ =— — — —
! 0';_13 20’00 0'000'B
001
— (D + —
a 20,D5 1 _ O (D + 1)~
2 o 2000 o2 ’
001
2(m ——mn ) D
2712 1 0
i _2‘7an % I ( 000 /
U% 2000 0'% ’
2
o
072, =011 — £7
000
o =1/(—2a,).

(2.4)

De forma similar a la densidad, si ogg, 0o1, 001/000 — 0, ésta se reduce a la funcién de

distribucion de los tiempos de cruce obtenida en Peng y Tseng (2009) pero con intercepto
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Mo

\/O'%t + 011t2

o (Dy — 2011 (D — np)?
eXp(m( f 770)+ o1 (Dy 770)>X

Fr(t;0) = (W — Dy W) +

2 1
OB Op

o5/ 0%t + 011t?

2.4. Estimacién por maxima verosimilitud

o (_2011 (Dy —no)t + 0% (77175+Df_770)> , t>0.

Supongamos que n unidades son puestas a prueba y cada una de éstas son medidas
periddicamente en los tiempos t1;, ..., 4, @ =1, ..., n. Bajo el modelo anterior de forma

vectorial la trayectoria para la i-ésima unidad esta dada por

donde X; = [1;, t], t; = (t1s, ..., tm,), 1; es el vector de unos de dimensiéon m; x 1,
Yi(t) = (Yi(tii), -, Yi(tma))s Bi(t:) = (Bi(t1i), -, Biltmii)) v € = (€1iy -+, €m;).

Bajo los supuestos del modelo en (2.1), se puede mostrar que el vector de mediciones de
degradacion en la unidad ¢, tiene una distribucién normal multivariada con X ;n y matriz

de varianzas-covarianzas ¥3;, es decir,

donde Ez = 22(0) = XZ‘I’X; + O'QBQz + O'?Imi, 0 = (000, Oo1, 011, 0B, 0'6)/7
Q, = [min(tg, ti)lw, k, L =1, ..., my, y I,, es la matriz identidad de dimension m; x m,.
Asi, las estimaciones para los parametros de este modelo se pueden obtener maximizan-
do directamente la verosimilitud asociada, aunque reparametrizando el modelo el pro-
blema de estimacién se puede hacer un poco més simple. Especificamente, definiendo
A= (1, 000, 001, 011, OB, 06)/ al vector de parametros a estimar y considerando la parame-
trizacion X* = (n/, 0%y, 08y, 011, 0%, 0.)', donde 07y = 000/02, 04, = 001/02, 0%, = 011/
y 05 = op/o., la log-verosimilitud para este modelo es

_nm,

2

n

_mn

. 1 ¢ )
(A" y) = og(2m) — =~ log(o7) — §Zlog|2i|—
=1

LS - Xy (=) (y, — Xom)

202
€ =1
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1

donde y, = ilt), y = (Wh -, ¥,)s B = XIWX] 4 03Q, + L, ¥ = W,y

m=3 L m.

Para valores de ¥* y ¢}, dados, los estimadores de maxima verosimilitud de los restantes

parametros tienen las siguientes expresiones

n(¥", op) = [ZXQ(Ef)_lXi] [ZXQ(E?)_lyi] (2.6)

n

1

0. (¥, 0p) = %Z[yi—Xiﬁ(‘I’*,U*B)]'(Ef)_l ly; — Xin (¥7, op)] (2.7)

y de aqui la verosimilitud perfil para ¥* y o7 resulta ser
nm
2

. s nm mn N . x 1 — .
G(¥7, 0p3y) = —— - log(2m) — —~log (52 (2%, op)] — 3 > log|=| -
i=1

Asi, los estimadores de maxima verosimilitud pueden obtenerse primero maximizando
la log-verosimilitud perfil anterior resultando estimaciones de maxima verosimilitud de ¥*

~

yog, T y 0%, lo cual corresponde a un problema de optimizacion de dimension 4, en vez
de 7 sobre la verosimilitud original. Estimaciones de 1 y o, se obtienen al sustituir T y
oy en (2.6) y (2.7), respectivamente.

Para el modelo en (2.1) los estimadores de méaxima verosimilitud no se pueden obtener
de forma analitica, y aunque el problema se puede reducir de dimensionalidad trabajando
con la verosimilitud perfil como se describi6 anteriormente, esto también resulta dificil
de implementar usando métodos numeéricos que hacen uso de derivadas de primer y/o
segundo orden. Para evitar ésta dificultad se propone usar el algoritmo EM (McLachlan
y Krishnan, 2008; Pawitan, 2001), en el cual resultan expresiones explicitas. El algoritmo
EM es un método iterativo de optimizacién para encontrar estimaciones de maxima vero-
similitud de los pardmetro, y cada iteracion consiste de dos pasos: en el primero se calcula
el valor esperado de la log-verosimilitud de los parametros basada en los datos completos
(datos observados y datos perdidos), con respecto a la distribucion condicional de los da-
tos perdidos dado los datos observados y valores actuales de los parametros (expectation),
mientras que en el segundo paso se maximiza ésta log-verosimilitud esperada con respecto
a los parametros (maximization).

/

Dados los valores actuales de los parametros, 2D = (n(t), o(()g), O'(()tl), Jﬁ), ag), aﬁ”) , el
algoritmo EM consiste en iterar las siguientes expresiones hasta convergencia (ver Apéndice

2.B)
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1
OB(t+1) _\ —

m
1
Wi Y

A
X/BiX:+ W) £ buby, (2.11)

donde €4y = y; — Xm(tH — Zbi, b, = U;(?)Fi(t)zf(yi — Xinw),

1/2 ) , ) . .
[X i Qi/ } Asi, la estimacion de los parametros consiste en iterar hasta convergencia

las ecuaciones en (2.8-2.11).

2.5. Identificabilidad del modelo

La extension dada en (2.1) esta basada en agregar nuevos parametros, por lo que en esta
seccion se procede a determinar la identificabilidad de éste modelo ya que ésta es uno de
los pilares sobre los que se basa el enfoque cléasico de la estimacion estadistica (Samaniego,
2010). Para méas detalles sobre identificabilidad de modelos pueden consultarse Freedman
(2009), Samaniego (2010) y Casella y Berger (2002).

Como en Cheng y Peng (2012), donde usan la Proposicion 10 de Demidenko (2004) que
muestra que la distribuciéon normal esté caracterizada tinicamente por sus dos primeros
momentos, para mostrar que el modelo en (2.5) es identificable basta con ver que X;n, =
Xin, vy 2;(0,) = ¥,(03) implican que n;, =n, y 6, = 0.

Como X; es de rango completo por columnas entonces solamente es necesario verificar
la segunda implicacion. Para mostrar la segunda implicaciéon observe que si
0, = <0(()]8), 0(()];), aﬁ), agc), O¢ ) k=1,2 vy X(0;) = X(0,), entonces observado los

elementos (i,7) y (4,7") de 3(02) — 3(61) = 0, donde ¢ < j, j', 7 # j', se tiene que

(o2~ o) 1) (o2 — o) 4, (o2 — o) 1 (o2 o) 0

2 1 2 1 2 2 1
(‘7(()0) - ‘7(()0)> + (ti +ty) (081) - 0(()1)> + ity (U&) 051)> +1 ( & - Uj(s)>

14
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de donde se sigue que
(-1 (o~ o) 10 1) (o2 o) =
y como t; # t; entonces lo anterior equivale a
(Jé? — a(()l)> + 1t (aﬁ) — aﬁ)) = 0.

De forma similar, pero ahora usando los elementos (i/,7) y (¢/,j") con ¢ < i,y jy j

los mismos que antes, se llega a la misma ecuacion anterior para ', por lo que

(o o) 1 (2 o) = (o — ) 0 (o0 — o)
y de aqui dado que t; # ty, se concluye que 051) = aﬁ) y O'(()l) = 0(()1) Luego, al sustituir

esto en las ecuaciones en (2.12) , con 7' en vez de i en la segunda de estas, y después de

igualar las dos ecuaciones resultantes, se obtiene que

(o o) 10— ) = (o - o) 00 (o2 - )

de donde nuevamente usando el hecho de que t; # ty se concluye que ag) = 053” y

(2) (1)
000 = Ooo -

Por dltimo, al sustituir en 3(05) — 3(6;) = 0 lo que hasta aqui hemos obtenido,
a(%) = a(%), 061) = a((ﬁ), O'S) = aﬁ) y ag) = ag), notemos que (09) — 09)) I, =0, pero

como I, es la matriz identidad entonces o? = ol A51 601 = 0, y por lo tanto el modelo

dado en (2.5) es identificable.

2.6. Aplicaciéon del modelo a datos de degradacion de

lacas

En ésta parte ilustramos la estimacion del modelo propuesto en secciones anteriores, con
datos de degradacion de un cierto tipo de laca que se aplica en lamina de acero que se utiliza
para fabricar estufas, estudiado por Penia de la Mora (2003). Para evaluar la confiabilidad
de las lacas se diseno una prueba de vida acelerada, donde la caracteristica medida fue el
color de éstas y el factor de aceleracion fue la temperatura. Las temperaturas a las que
se sometieron las lacas fueron 167, 175 y 180 grados Celsius (°C). Se defini6 la falla de
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las lacas cuando el color de éstas alcanzan un color amarillo més intenso predeterminado
de antemano, con valor 3.5 en su escala de medicién. El color medido contempla tres
caracteristicas fisicas de interés: luminosidad, tinte y saturacion Pena de la Mora (2003).

Aunque el proposito del autor fue estimar la distribuciéon del tiempo de vida de las lacas
en condiciones normales (150 °C), aqui solamente consideramos los datos correspondientes
a las unidades sometidas a 167 °C, los cuales consisten en las mediciones del color hechas
en 10 tiempos a cada una de las 15 probetas a las que se ha aplicado laca y que conforman
la muestra. Las trayectorias de degradacion resultantes se muestran en la Figura 2.1,
donde se puede apreciar el comportamiento creciente y lineal de éstas, ademas de que las
magnitudes del color al inicio de la prueba difieren de unidad a unidad. De esta manera,
el modelo en (2.1) parece adecuado para describir estos datos, ya que ademéas de tomar en
cuenta la variabilidad inicial de la degradaciéon y la variabilidad de la tasa de degradacion,
también trata de explicar la posible dependencia entre las mediciones que no es explicada

por los efectos aleatorios By y f;.

‘_
4 I~ o

Degradacion del color

0 50 100 150

Tiempo (Horas)

Figura 2.1: Trayectorias de degradacion del color de lacas a temperatura 167°C.

Antes de implementar los métodos de estimacién por méxima verosimilitud descritos en
la Seccién 2.4 para el modelo propuesto, primero presentamos los calculos que se obtienen

de estimar una regresion lineal simple a cada trayectoria. En la Figura 2.2 se muestran
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los coeficientes de ésta regresion, en la cual se confirma la aleatoriedad de la tasa de
degradacion (f;) y de la degradacion inicial () entre la unidades. La media muestral y

la varianza muestral de éstas estimaciones estan dadas por
= RN 0.3230
ﬁ = - Zﬁz = )
n = 0.0224

S = lzn: (@ _g)’ (f‘% —E) _ [ 0.0716 y —4.8327 x 1(:4
n = —4.8327 x 10 1.5374 x 10
reflejando la correlacion negativa entre el intercepto y la pendiente del modelo que se
observa en la Figura 2.2. Estas estimaciones pueden usarse como valores de inicio en la
bisqueda de los estimadores de maxima verosimilitud para los parametros correspondien-
tes del modelo en (2.1). Un valor de inicio razonable para o, se obtiene ponderando las

sumas de cuadrados del error que se obtienen en cada regresion de cada trayectoria

5, = ZSCE =0.1112

m — 2n

donde SCE; = 377" (yij — Uij)%, ¥ Uij = Bos + B\lit]‘ es el valor predicho de la degradacion
en t; para cada trayectoria.

Tomando og = 0, como valor de inicio para el parametro og y para los restantes
los valores de inicio antes descritos, al usar la verosimilitud perfil con la parametrizacion

descrita en la Seccion 2.4, las estimaciones que resultan son las siguientes:

(03856 \ = 0.0406 23818 x 1074 | ~
_ ( ) _ [ X .65 = 0.0295, 5, = 0.0535.

0.0216 —2.3818 x 107*  7.1953 x 1076

Notemos que los valores de og v o, son del mismo orden, pero en la Seccién 2.5 se
establecio la identificabilidad del modelo, por lo que estos son estimados consistentemente
sin la posibilidad de que éstos sean intercambiables en el sentido de que la verosimilitud
también alcance el mismo méximo si los valores de estos son intercambiados. Con los
mismos valores de inicio, estimaciones muy similares se obtienen con el algoritmo EM que

se sugiere en la Secciéon 2.4:

op = 0.0295, 7. = 0.0535.

[ 0.3856 ~ 0.0406 ~2.3818 x 1074
0.0216 | —2.3818 x 1074 7.1955 x 10~

La funciéon de distribucion empirica de los pseudotiempos junto con la funcién de dis-

tribucion (2.4) estimada del modelo en (2.1), se muestran en la Figura 2.3, donde se puede
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Figura 2.2: Coeficientes de regresion para cada trayectoria.

observar que la funcién de distribucion estimada del modelo propuesto es muy similar a
la distribucién empirica de los pseudotiempos. Sin embargo, en el modelo propuesto esti-
mado notemos que la desviacion de la tasa de degradacion es mucho menor que la media
de ésta, lo que sugiere estimar submodelos de éste y de aqui elegir, en caso de que los
datos lo indiquen, uno quizas mas simple pero que siga describiendo de forma adecuada
el comportamiento de las trayectorias de degradacion observadas. Para tal motivo, en el
Cuadro 2.1 se muestra el ajuste de varios submodelos del modelo en (2.1), donde ademas
de mostrar las estimaciones se muestra el AIC para cada uno de ellos.

De acuerdo al AIC el “mejor” modelo es el que no contempla pendiente aleatoria,
Bo+mt+opB(t)+e;, seguido por éste mismo modelo pero sin error de medicion (Sy+mit+
opB(t)), aunque observemos que las diferencias en los valores del AIC es bastante pequena
(menor que 1), e incluso también el modelo mas completo (2.1) difieren poco de acuerdo a
éste criterio (Cuadro 2.1). También observemos que la diferencia del AIC entre el modelo
propuesto y el modelo lineal de efectos aleatorios (LME (5y + 81t + €;)) es considerable, lo
que parece indicar que el incorporar el componente del Browniano resulta significativo en el
mejoramiento del modelo. Ademas, si solamente consideramos el intercepto o la pendiente

aleatoria en el modelo LME, entonces la magnitud del AIC aumenta de forma drastica a
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—0.1536 y—>58.7813, respectivamente, por lo que desde esta perspectiva estos submodelos
no son buena opcién para estos datos, ademas de que el primero de estos queda descartado
de forma mas precisa si volteamos a ver las trayectorias de degradacion (Figura 2.1), donde
se observa que la variabilidad de las mediciones de éstas crece a medida que el tiempo lo
hace. Aunque el modelo 5y + n1t + opB(t) de acuerdo al AIC es una buena alternativa, en
caso de error de medicién presente en el proceso de obtencion de los datos, a menos que se
tenga evidencia que la variabilidad de tal error es creciente, tal modelo no seria apropiado
dado que la varianza de la parte del Browniano crece (Var(opB(t)) = to%).

Las funciones de distribuciéon de todos los submodelos que aparecen el Cuadro 2.1 se
muestran en la Figura 2.3. De aqui se puede observar que las diferencias comentadas en el
AIC respecto a estos submodelos no se ven claramente reflejadas en éstas graficas (Figura
2.3 (a)), a excepcion del modelo By + n1t + € que es el que mas se separa de las restantes.
Una comparaciéon méas clara de las funciones de distribucién correspondientes a los tres
mejores modelos de a cuerdo al AIC, se muestra en ésta misma Figura (Figura 2.3 (b)),
donde también se muestran intervalos bootstrap (percentil corregido por sesgo)(Meeker y
Escobar, 1998, pagina 333) de 95 % de confianza. Podemos ver que para antes de aproxi-
madamente t = 150 horas, tanto puntual como por intervalo, las estimaciones de éstos tres
difieren muy poco, y después de tal valor las diferencias tienden a ser ligeramente mayores,
donde la incertidumbre es menor en el primero de éstos, y mayor en el tltimo de éstos.
Esto puede deberse a que el modelo méas completo tiene mas fuentes de incertidumbre que
el resto, mientras que el segundo aunque tiene una fuente de incertidumbre menos que el

primero, la estimaciéon de op resulta mas grande al no contemplar el término de error.
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Figura 2.3: (a) Funcion de distribucion empirica de los pseudotiempos (puntos) y funcion
de distribuciéon estimada de los submodelos en el Cuadro 2.1. La estimacion que més se
aleja del resto corresponde al modelo Y (t) = Sy + mit + €. (b) Funcién de distribucion
empirica de los pseudotiempos (puntos) y funcién de distribucion estimada junto con
intervalos bootstrap (percentil corregido por sesgo)(Meeker y Escobar, 1998, pagina 333)

de 95 % de confianza, de los tres modelos mejores de acuerdo al AIC (ver Cuadro 2.1).
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1¢

Modelo o m 000 001 011 O opB loglik | p AIC
Y(t) = Bo+ Bit + opB(t) + & | 0.3856 0.0216 0.0406 —2.3818 x 10~* 7.1953 x 10=% 0.0535 0.0295 | 80.5360 |7 | —147.072
Y (t) = Bo +mt+opB(t) + € | 0.3969 0.0214 0.0300 0.0429 0.0340 | 79.0797 |5 | —148.1595
Y(t) =no+ b1t + opB(t) + ¢ | 0.4026 0.0213 2.7228 x 107% 0.0364 0.0371 | 76.5209 |5 | —143.0419
Y(t)=Bo+ fit+ e 0.3231 0.0224 0.0606 —3.9340 x 10~* 1.3679 x 1075 0.1112 65.4872 |6 | —118.9745
Y (t) = Bo+mt+e 0.3230 0.0224 0.0914 0.2010 4.0768 | 4| —0.1536
Y(t)=mn0+ it + e 0.3230 0.0223 1.1461 x 1075 0.1606 33.3906 |4 | —58.7813
Y(t) = Bo + pit + opB(t) 0.4144 0.0212 0.0326 —1.6904 x 10=* 3.3175 x 106 0.0379 | 78.2920 |6 | —144.5841
Y (t) = Bo +mt + opB(t) 0.4144 0.0212 0.0267 0.0386 | 77.9456 |4 | —147.8913
Y (t) =m0+ it + opB(t) 0.4144 0.0212 1.3204 x 106 0.0402 | 76.0466 |4 | —144.0934
Y(t) =no+mt+opB(t) 0.4144 0.0212 0.0404 | 76.0033 |3 | —146.0066
Y (t) = prt + opB(t) 0.0241 2.7319 x 10~ 14 0.0497 | 45.0997 |3 | —84.1994
Y(t) =mt+opB(t) 0.0241 0.0497 | 45.0997 |2 | —86.1994
Y (t) =no+mt+opB(t) +¢ |0.4054 0.0213 0.0322 0.0382 | —76.3244 | 4 | —144.6489

Cuadro 2.1: Ajuste de varios submodelos del modelo (2.1). Las estimaciones del primer modelo obtenidas con el algoritmo
EM descrito en la Seccion 2.4, mientras que la de los restantes modelos, numéricamente cuando las soluciones no tenian

forma explicita.



Para explorar razones de porque dos modelos ajustados a estos datos difieren en gran
medida en el AIC pero menos notorio en la estimacion de la funcion de distribucion de los

tiempos de cruce, consideremos los siguientes modelos:

Y (ti;) = no +mti; +opB(ti;) (2.13)
Y(tlj) = T}ltij + O'BB(tij). (214)

Ya que de forma vectorial la distribucion del vector de mediciones de degradacion de la

unidad 7, bajo cada uno de los modelos anteriores queda expresada como

Y, =Xm+opB(t:) ~ N, (Xin,03Q;),
Y, =t +opB(t;) ~ Ny, (tﬂh, U%Qi) J

los estimadores de méaxima verosimilitud de los parametros para el primer modelo (2.13)

estan dados por

n -1 n
n= (Z X ;Qilxi> (Z X éQﬂyi) :
i=1 i=1

~ 1 e .
‘7125’(1) o Z (y, — X)) Q7' (y; — Xim),

=1

mientras que para el segundo (2.14)

n -1 n
. (zt;czi—lti) (z t;Q;Iyi)
Tho) = — Z —ti) Q' (y, — tilh) -

Estos estimadores se presentan en el Cuadro 2.1, donde podemos ver que el primero de
éstos dos modelos también es altamente favorecido por el AIC, mientras que el segundo
no (una diferencia de 60 en los valores de AIC). A pesar de ésto (y de hecho también por
la prueba t, t. = 0.4144/0.0474 = 8.7426, ver célculos en Apéndice 2.C), de la Figura 2.4
se puede observar que no hay una diferencia considerable en la estimacion de la funciéon
de distribucién, sin embargo, el intercepto estimado por el primer modelo es alrededor del
12 % en magnitud del umbral de falla (D; =3.5).
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Figura 2.4: Funcion de distribucion del tiempo de cruce de los modelos Y () = ng + nit +
O'BB(t) y Y(t) = 7]1t + O'BB<t).

Los residuos de cada uno de los modelos se muestran en la Figura 2.5, donde se pue-
de observar que los correspondientes al primer modelo tienen un mejor comportamiento
dado que estos se encuentran distribuidos alrededor de cero en todas las horas inspeccio-
nadas, mientras que los residuos del segundo modelo se comienzan a comportar de forma
esperada aproximadamente después de 70 horas. De esta manera la gran diferencia en las
log-verosimilitudes de ambos modelos (y en consecuencia del AIC) se debe a que el pri-
mero explica mejor el comportamiento de las trayectorias, aunque tal diferencia no se vea
reflejada en la estimacion de la funcion de distribucion. Esto dltimo al parecer porque los
residuos se comportan mejor en la parte final de la inspeccion y por lo tanto la prediccion

implicita de los tiempos que hace el modelo no difieren mucho de las del primero.
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Figura 2.5: Residuos de los modelos Y (t) = ng + mt + opB(t) (izquierda) y Y (t) =
mt + opB(t) (derecha).

Para ver el comportamiento de la distribucion de los residuos, consideremos las siguien-

tes representaciones equivalentes de los modelos anteriores

Y =X;n+ope ~ Ny, (Xin,o31;)

Yf = t?ﬂl + oB€; ~ Nmi (tfﬁl,U?gIz') )
donde Y; = Q;*Y, X7 = Q"X t] = Q7 'ty & = Q7 *B(t:) ~ N(0,031,). De
aqui otra forma de averiguar caracteristicas de los modelos anteriores es por medio de la
normalidad de los residuos

1
e = (Y7 - X:7)
0B(1)

&= (i),
OB(2)

ya que bajo cada modelo estos residuos deberian comportarse aproximadamente como una
muestra de una distribucion normal estandar de tamafio m = Y ", m;. En la Figura 2.6
se muestran las graficas de probabilidad normal de éstos residuos correspondientes a los
modelos (2.13) y (2.14), donde se puede apreciar que nuevamente el primer modelo se
desempena mejor ya que los residuos correspondientes a éste caen més cerca de la linea
recta de 45°, mientras que los residuos del segundo se alejan mas en ambas colas. Por lo

tanto, ésta otra perspectiva también resulta compatible con el AIC.
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Figura 2.6: Grafica de probabilidad normal de los residuos estandarizados de los modelos
Y (t) =no+ mt+ opB(t) (izquierda) y Y (t) = mt + opB(t) (derecha).

La funcion de distribucion de los tiempos de falla correspondiente al modelo LME, 5+
p1t + €, frecuentemente usado, como puede verse de la Figura 2.3 (a), y mas precisamente
en la Figura 2.8, tampoco difiere de forma sustancial con las de los modelos (2.13) y
(2.14). En la Figura 2.7 se muestra la grafica de los residuos y la grafica de probabilidad
normal del modelo LME (3, + (it + ¢,). Bajo este modelo el supuesto de independencia
de los errores no parece razonable dado que en algunos tiempos de inspeccion los residuos
obtenidos estan completamente por debajo de cero, mientras que otros por arriba, sin
embargo, como se puede ver en la grafica probabilidad normal, de forma conjunta parecen
cumplir el supuesto de normalidad, y en particular con media cero. Esto quizas se debe a
que aproximadamente se tiene un comportamiento alternante de los residuos a través de
los tiempos de inspeccion, lo que hace una compensacion para obtener aproximadamente
media cero de los residuos combinados. Asi, aunque no se nota una diferencia notoria en la
distribucién del tiempo de falla asociada a este modelo con la asociada al primer modelo
antes considerado (ny + mt + opB(t)) (ver Figura 2.6), tal vez éste comportamiento de
los residuos es lo que hace la gran diferencia entre el AIC de éste modelo (LME) con el
AIC del modelo Y (t) = 1y + mt + opB(t), donde los residuos de éste ultimo tienen un

comportamiento mas cercano a lo esperado (Figuras 2.5 y 2.6).
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Figura 2.8: Funcién de distribucion del tiempo de cruce de tres modelos.
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2.7. Conclusiones

Se consideré una extension del modelo de Peng y Tseng (2009) que permite que las
trayectorias de degradacion comiencen de un valor diferente de cero, ademas de que éstas
difieran de unidad a unidad, como puede ser el caso en algunos conjuntos de datos. Se
obtuvieron expresiones para la densidad y la funciéon de distribuciéon del tiempo de cru-
ce que ésta extension induce. Dado que la extension implicd agregar nuevos pardmetros,
también se discutio la identificabilidad del modelo resultante. La estimacion de los paré-
metros fue abordada por medio de maxima verosimilitud, y como alternativa se derivaron
las expresiones correspondientes del algoritmo EM. Para la ilustracion del modelo se uso
un conjunto de datos reales, y ademas se ajustaron diferentes submodelos de tal extension
para elegir uno mas parsimonioso. Con algunos submodelos se exploraron algunas razones
de porque con el criterio AIC se obtuvieron grandes diferencias que no se vieron reflejadas
en la estimacion de la funcion de distribucion. La mayoria de tales diferencias se debieron
a que los modelos con menor AIC no representaban algunas caracteristicas de los datos.

Asi, aunque en general se debe tomar en cuenta la naturaleza de los datos en la elecciéon
de un modelo, por medio de simulaciéon Monte Carlo podria averiguarse el efecto de la
mala especificacion (en tales submodelos) en la estimacion de ciertas cantidades (cuantiles,
tiempo medio, por ejemplo) variando diferentes factores que pudieran intervenir (tamano
de muestra, frecuencia y namero de tiempos de inspeccion, etcétera) como fue abordado
por Peng y Tseng (2009).
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Apéndices

2.A. Densidad y funcién de distribuciéon del tiempo de

cruce

Para obtener la funcién de densidad del tiempo a la falla de las unidades bajo éste
modelo se asume que una unidad falla al tiempo ¢ cuando la degradacion de ésta alcanza
un nivel critico Dy. Notemos que como 3 ~ N, (n, ¥), entonces por teorfa de la dis-
tribucién normal multivariada, £1|8y ~ N [ + (001/000) (Bo — 10), 011 — (02, /000)] y ast
condicionalmente sobre By, T' = inf{t : o+ b1t +0opB(t) > Ds} = inf{t : L(t) > Dy — o}
tiene tanto densidad como distribucion las obtenidas en Peng y Tseng (2009) pero con pa-
rametros 7 = 1 + (d01/000) (Bo — M0), 07 = 011 — 041/ 000, 0 = 0p y umbral w = Dy — .
Por teorema de probabilidad total la densidad marginal de T" esta dada por

Jr(t:6) = / " Fo(t]50)(Bo)dy

1 > ar — by 3)? —10)?
- [t Dyfesp { gt (Bl g,
27T\/f;3(0'727t + 0%)og / —0 2t(o3t + o) 2000
1
donde hl = , Ay = Df — (7]1 — (0'01/0'00) 770) t, bt =1 + (0'01/0'00)15.
27r\/t3(0727t + 0%)o00

Luego, como

(a: = biBo)* | (Bo—m)* _ (B0 —bi/a;)’

2t(02t + o) 2000 207 te
b2 1 atbt /)70 a2 772
donde af = ¢ + b = + ot = t 4o
bt (o2t +0%) 2000 b (o2t +0%) 2000 2t (02t +0%) 2000
b;)?
cr=c - (%) y o2 = , entonces
* t 2a*
ay aj
1 kk
fr(t:6) = exp (=) VP B (IX = Dy).

\/27Tt3(0%t +0%)o0
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donde X ~ N (b} /a;, 0?). Pero como X — Dy ~ N (b} /a; — Dy, o) entonces | X — Dy|
se distribuye de acuerdo a una variable aleatoria Folded Normal (Leone et al., 1961)
con parametros b} /aj — D; y o7, es decir, |X — Dy| ~ FN(b/a; — Dy, o), y de és-
. 2 .
(Z_t B Df) b} Z_t — Dy
to E|X — Dy| zat\/zexp |+ (—i —Df> 1 —-20 | ————| | (Elandt,
4 20 at Oy

t

1961). Por lo tanto la densidad de T" esta dada por

1
fr(t;0) = exp (—¢™) oj exp | —=——— +
7T\/t3(0'727t + 0%)o00 Ty
b*
1 by ar — Dy
exp (—c*) \/o? (—i - Df) [1 — 29 [—t—” :
\/27Tt3 (02t + o) 000 i gt
, 1 t (o2t +0%) ooo
pero como 0; = ~— = — 5 5
2af  bjogy +t (ant + UB)
b 2
\/t(U%t—FO'%)O'UO (a_t* —Df>
t;0) = exp |- — ~—r—2 | +
fr(5:6) mt [biooo + t (02t + 0%) ] P 202
exp (—c
2mt2 [b?aoo +t (072775 + 0129)] P
b*
by e D
(—i —Df> 1—29 ——f” :
Ademas
by abiooo + 1ot (0727?5 + 0129)
a; biog +t (02t +0%)
y
2
azby 7o
2 2 2y T
RN ) i |2t +op) 20w
C = C — - == 2 2 + - 2
a; 2t (ant + JB) 2000 b; 1

2t (a%t + 0123) + 2000
a’t (agt + 0%) 000 + Mibiooot (U%t + 0%) — 2a,byooonot (O'Zt + 0%)
2 [biogo + t (072715 +0%)]t (a%t + 0%) 000
ai + npbi — 2abpo (ar — 1obr)”
2 [biooo +t (02t +0%)] 2 [bfoco +t (02t + 0%)]
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por lo que

fr(t;0) =

Vo3t + %o (ar — oby)?
mt [bfaog +1 (a%t + J%)] Py 2 [bfaoo +1 (O‘%t + 0%)} %

;

2 Y
2 2 9 atbiooo + Mot (03t+‘7123) _
[bo00 + t (ot + o) ( bioo +1t (o5t + o) f

Py 2t (ogt + 0'%) 000 +

\ J

1 oxp 4 — (ar — nobt)2 %
21 D000 + £ (02t +05)] | 2[00+t (02 + 03)]
atbtdoo + Uot (0727t + 0%)
2 2 2 — Dy | %
biogo +t (Jnt + UB)
@tbtUOO + 770?5 (O’%t + 0'23)
2 2 2 — Dy
biogo + 1t (ant + UB)

\/ t (072715 + 0'23) 000

b2ogy + t (O'%t + 0123)

1-20 |-

Como ap = Df — (7]1 - (0'01/0'00) ’I’]()) t, bt =1+ (0'01/0'00) t y O'% =011 — 0'31/0'00, entonces

a; — noby = Dy — (1 — (001/000) 0) t — 10 (1 + (001 /000) t) = Dy — mit — 1o,

y
b?O'[)o +1 (O'Zt + O'%) = (1 + (O'()l/O'oQ) t)2 Ooo + t2 (0'11 - 0'(2]1/0'00) + ta]23
= 000 —|— 20’01t —|— 081/000t2 —|— t20'11 — 0'31/0'001'2 —|— tO’QB
= 0go + 20’01t + t20'11 + tO'%
= 0go + t°011 + t (2001 + 03) ,
y asi
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d, 2
——D
\/t (a%t + 0]29) 000 (Df —mt — 770)2 “ (Ct f)

t;0 = +
fr(t:0) mtey P 2¢, 2t (072775 + U?g) 00
— it — )2
B (% _ Df) exp _(Df Mt — 1) v
V2rty/cy \ Gt 2¢
d
(=)
1-29 |—— & (2.15)

t(O’gt‘i‘U%) g00 7
Ct

¢ = Ogo + t20'11 +t (20’01 + O'%)
dy = asbyogp + Mot (aflt + 0%)

donde

a; = Dy — (m —no (001/000)) t
by =1+ (001/000) t
02 =011 — 04y /000-
Si 000, 001, 001/000 — 0, entonces ¢; — t (011t + 0%) ,
ar =Dy — (m — (001/000) n0) t = Dy —mt y by = (1 + (001/000) 1) = 1,
dy — (Dy — mit) (0) + not (011t + 0%) ¥y d— — 1o, v asi la densidad se reduce a la densidad
de Peng y Tseng (2009) con intercepto 1gual a 1o

Dy —no (D = no —mt)”
t) = - -
fr(t) \/27rt3 (011t + 0%) P { 2t (011t + 0%)

Nuevamente, por el teorema de probabilidad total la funcién de distribucion puede
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obtenerse como sigue:

Fr(t;0) = / " Fr(t160) £ (5o)dBo

o0

> t—w 1 —
:/ P Ui & (50 770) dBo+
o0 /a%t + Ugtz V900 Vv 000

I

/°° (an 20,27102) 207wt + op(nt + w)
exp | —— | —

2 2
Op Op

Bo — 770) dfo.

1
o
sy Jrht rorE ) Vom \ Vow

~~

Iy

—00

.

(2.16)

Como n = m1 + (001/000) (Bo — Mm0) ¥ w = Dy — [y, haciendo el cambio de variable
2z = (Bo —10)/+/T00, 11 puede re-expresarse como

[ [m + (001/000) (Bo — n0)] t — (Dy — o) 1 Bo — 1o
n=[ o T m¢<¢a—m)dﬁ°
/Ooq) mt — (D —no) + [v/7oo + (001/+/700) t] 2

—o0 \Jost + olt?

y usando el Lema 2.B.1 se tiene que

¢ (2)dz,

mt — (Dy —mo)
\/ OBt + 02t
I, =9
4 Voo + (001/+/T00) t
\/ OBt + o2t? |

mt — (Dy — o)
_\/a%t + 0242 + 000 + 2001t + (03, /700) 12

2

(2.17)

Para calcular I, primero notemos que
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2nw X 202102 (Bo — 770)2 2 (m + (oo1/000) (Bo — 10)) (D — Bo) . 2‘%%(Df - 50)2_
4

0129 U% 2000 0'%3 Op
(Bo — 770)2
2000
_ 2
T (218)
donde @ — 200 1 200 0 — 20Dy 1m0 (901/000) (Ds +1m0) — 0 s =
! 0';_13 2000 0000123’ 2 0';_13 2000 0%3 ’
202 D> 2 2(p — D
n2f Mo (m = (01/700) 10) Dy 0? =1/(—2a;). Asf que de (2.18) y Lema 2.B.1,
1 2 y y
o 2000 g

cuando a; < 0 se tiene que

> 1 (@0 - G2/a1)2 2
I, = —_ — X
2 /OO Do exp ( 952 +az — ay/a;

_2‘75th + 0% [(m — (001/000) n0) t + Dy] — Bo [202t + 0% (1 — (001/000) )]
o5\ Jost + oit?

v o2 202tDs + o2 — (oop1/0 t+D
_Vo exp(%_ag/al)Eg o | 29 £ [(m — (001/000) 7o) /]

V900 ’ o5\ Jost + a%t2
BO [20%75 + O'% (1 — (0'01/0'00) t)}

o5 Jost + olt?

donde Gy ~ N(ay/ay,0?). Luego usando nuevamente el Lema 2.B.1 se tiene que

dfo
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Eg

_20'72]th + 0'% [(771 - (0'01/0'()0) 7’]0)t+ Df] — BO [20’72]15 + O'QB (1 - (0’01/0‘00) t)]
0%/ OBt + 02t

_20',,27th + 0'% [(?’]1 — (0'01/0'00) ’I'/()) t+ Df] — ag/al [20’%75 + O'% (]_ — (0’01/0’00) tﬂ

0B/ 0Bt + 02t

o [20%75 + 0% (1 — (001/000) t)}

0B/ 0Bt + 022

_20’3th + O'% [(771 - (0'01/0'00) 770) t+ Df] — ag/al [207375 + 0'%3 (1 - (0'01/0'00) t)j|

0B/ opt + o2t

L o? [20,2]15 + 0% (1 — (001/000) t)]2
o (oht + o2t?)

(2.19)

Sustituyendo (2.17) y (2.19) en (2.16) se tiene que la funcion de distribucion de los

tiempo de cruce esta dada por

Fr(t;0) =0 mt Dy — ) +
\/O'%t + 0'72)t2 + 000 + 20’01t + (0’%1/000) tQ
[ o
o
— exp (a3 — a%/al) X
000
_20,27th + 0% [(m — (001/000) M0) t + D]
. o5\ Jost + o2t?
+
- o? [20,2,15 + 0% (1 — (001/000) t)}Q
ok (J?Bt + 0%752)
as/aq [20325 + 0% (1 — (001/000) t)}
o4/ OBt + 02t
, (2.20)
2 [0-2 2 2
- o [207775 + 05 (1= (001/00) t)]
7% (3 + )
2 2
donde a; = % — —1 — 2901 , Ay = 204Dy _ M _ (901/000) (D + 1) —771, as =

1 2 1 2
op 2000 00003 op 2000 op
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202 D3 2 2(m — (o01/0 D
0774 f_ QZO + (m — ( 0(174 00) "o f7 02 =1/(—2a1), y o'g = 011 — 03, /000 El calculo
B 00

B
de I, es valida solamente si a; < 0, lo cual equivale a que

202 1 2001
4= — <0
Op 20’00 0000p
2(0‘11 —0'81/0'00> _ 1 B 20'01 < 0
O'% 20’00 0'000'23

<4 (0'11 — 0'(2)1/0'00) 000 — O'% — 40'010'% <0
<4 (011000 — 081) < ajzg (0123 + 4001)

e Var (51]5y) < 22178+ 4001)

40'00

Para obtener el tiempo medio de vida notemos que dado By y B, T tiene distribucion

Dy — Ds— 6o\’
Gaussiana inversa, G 1 ! 3 /60, ( ! 60) ] , v ademés dado 3, §y tiene distribucion
1 0B
N [no + (001/011) (Br — m1), 000 — 08y /o11], y entonces

E(T) = Eg [Egys [Eris (T]]] = Es, |:E50|51 {Dfﬁ—_lﬁo”

B, [Df — o — (aogfgu) (81 — 771)]

y como (1 ~ N(n1,011), siguiendo Peng y Tseng (2009) se tiene que

E(T) = —oo/on + \/OZH (Dy =m0 + (oo1/011) m) D [\/727:7_11} ;
1

donde D(x) = exp(—x?) [; exp(u®)du es la integral de Dawson. Luego como D(x) ~ %
T

Dy —mo + (001/011) 771}

:—001/011+E51 [ B
1

para z suficientemente grande (Peng y Tseng, 2009), si n; >> /011, entonces

Dy — o + (o01/011) Mt

E(T) =~ —001/0'11—|- 1
1

Df—770
T '

Q

Notemos que el valor esperado de T no depende de o, mientras que el valor esperado
aproximado de T no depende de o ni de las varianzas y covarianzas de los efectos aleato-
rios, solamente de las medias de los efectos aleatorios, y como era de esperarse del umbral
Dy.
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2.B. Algoritmo EM para estimar los parametros del
modelo (2.1)

Como Y ;(t;) ~ Ny, (Xim, X;), donde X; = Xi‘IIX; + U%Qi + UEQIMiﬂ X;=[1; t]y

/
0 = (000, 001, 011, 0B, 0c) , entonces observemos que

Yi(t;) = Xin+Zb, + ¢,

_(x. 0 b - [br) ) e | ¥ O
dOHde Zz - |:X7, Qz :|7 bl - (b21> p+m¢<<0)7\1’i_[0/ U2BImz ’

€ ~ N(0,,0I,), b L&y Q;/z es la matriz raiz cuadrada de Q,. Luego siguien-
do Pawitan (2001, Capitulo 12 pagina 358) (con X; = ¢*I; y D; = ¥}) se tiene que el

paso E del algoritmo E-M para este modelo puede expresarse como

Q<n70’n(t)a > (Zmz >log 27T ——Zlog|2 ’__Zlog’D |_
— 1~ -~ — - — —
§Z€;2i - §ZbiDi bi- 2 ;tf [(2i%7'Z:+ D;") Fi)]

- (m + ) log(27) — N [log(o.) + 1og(aB)] — %nlog @[ -

e N"ele - thxy by — 2 By boi—

2 4
=1 =1
I L .
§Ztr (0222, + ¥;7") Fyy)) (2.21)
i=1
-1 ~
donde m = Z?:l my;, Fz(t) = <O';(3)Z,ILZZ+‘P:(1€)1) , € = Y, — Xﬂ'] — Zlbl,
b, = aezf)Fi(t)ZiT(yi - Xim)), y 0 = (8, op)’. Notemos que €; depende de 7.
Para continuar con el paso M primero observemos que usando (2.29) se tiene que
Fiy = ‘I’:(t) Z,Vz(t Z; ‘I’*t)7 (2.22)
donde
Vie = (Zi‘Il:(t)Z; + UeQ(t)Ii) = (X, 0, X} + Ué(t)Qi + Uf(t)IZ-) , (2.23)
y asi

tr (7 Fyp) = tr (0;7195,)) — tr [xp i, ZV Z\I:Z(t)}

= tr (‘P:I\Ill(t)) + 0-;20.%() —tr |:\Il* l\Ill(t Z;VZ_(tl)ZZ‘IJ;K(t)} s
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pero como

U, X!

x—1 -1 (O -1 1/2

lI’ ‘I’z(t)Z/Vz(t Z; lIIz(t)} = 1/2 Vi(t) [Xi‘l’(t) U%(t)Qi/ }
UB(t)Q

v
Vi_l |:Xl‘I’t 0'2 Qz/z :|
[ Op UB(t)Q1/2 ] © © 7B

Vi [Xi® 0, X+ 052043<t)QJ}

=tr

=tr

o \Il(t)X;Vi‘(tl)Xi\Il(t)} oot (V;(Q)Qi) ,
entonces
w{w [ - 9 X Vz(t X},
y usando nuevamente la identidad (2.29) esto se reduce a
-1
tr (U, Fiy) = 05705 [mi — optr (V;(Q)Qi)] + tr {\I/—l (X;Bi(t)Xi + \I/(—t)l> }
-1
donde B = <aj29( " Q, + af(t) I 2) (la inversion se puede hacer con el algoritmo iterativo
que se encuentra en Miller (1981) o de forma directa por medio del Teorema 2 de Peng y

Hsu (2012)).
Sustituyendo esto en (2.21) se obtiene que

0ln®. 60 = — (m + "2 log(2r) — mlog(o.) — mlog(op)—
Q(n, 0ln", 2 g g(oe glop
-2 n n
% [ €+ tr (Z;ZiFi(t))] -
=1 =1
o -2 n o~ n ~
2B Z by;bo; + 0y | M — T Z tr <Vi(t1)Qi) -
i=1 i=1
n L1 ) I PP
5 qlog @]+t o W 52 (XiBioXi+ %)) +buby ) o

(2.24)
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y de aqui

a@<n@zw>: 23 XX oY X[y 2B

o) e

€, €; —+ Z tr (Z;ZZFz(t)

=1 =1

oo, o O

€

- 4
Jop o 0%

00 <n, 6|n'"), 9“”) m {28;1521 + 0B lm ~ Tk Ztr <Vit1)Qi> ] } |

=1

Luego como éstas expresiones no dependen de W, igualando a cero las derivadas anteriores
y resolviendo las ecuaciones resultantes, los valores de 1, op y 0. que maximizan (2.24)

para cualquier valor de ¥, estan dados por

—1 n
M(i+1) = (ZX X) > X, [yz- - ZZE] , (2.25)
i=1

=1

1 n o n
Oe(t+1) = \ E [Z e;(t)ei(t) + Z tr (Z;ZZFz(t))] s (226)
i=1

TB(41) = \ 1 {Z/I;;Z/I;gl +UB [ — O'B Ztr (Vz_(tl)Ql)] }, (2.27)

=1

donde ahora Ei(t) =y, — X iMer1) — ZBZ-. Para finalizar con el paso M, asumiendo que

1 -1 1 ~

>, (X;Bi(t)Xi + \Il(_t)l> +-=>" blib;i es una matriz positiva definida, por resul-
n

tado Seber (2004, A 7.1 pagina 523) se tiene que para cualesquiera valores dados de los

restantes parametros, (2.24) como funcién de ¥ alcanza su maximo en

n

1 L
T =3 (XiBiw X + ¥, ) Z byib,;. (2.28)

i=1
Asi, en resumen la estimacion de los parametros de modelo por medio del algoritmo

EM consiste en iterar hasta convergencia las ecuaciones de (2.25-2.28).

2.B.1. Calculos para la implementaciéon
1. Calculo de tr (Z;ZZ-FZ-(t)):

Notemos que
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—2 *—1 *—1
(Z Z;F; (t)) =0, aptr [(O—e(t)Z;Zi + lIli(t) - \Ili(t) > Fi(t)}
= (m; + p)d?@) - U?(t)tr (‘I’j(;)le‘(t)> g
y por (2.22) y por definicion de Vjy) (2.23) esto se reduce a

tr (Z,Z:Fip) = (mi+ p)oy — 0%y tr (Imﬁp Z\V,}Z, \Ifz(t)>
_ 2 /
= o2 (Vi 2.9, 2))

— o2, {tr [V & (XWX 0%, Q; )} }

= 0-62(t) |:mz — O'e(t)tr (VZ_(;LL))] s

y asi
i=1 i=1

2. Calculo de “las estimaciones” de los efectos aleatorios:

Primero observemos que usando (2.22)

N -2
b, = O—E(t)Fi(t)Z; (yi - Xz'"?(t))
—2 * —1 *
- Ue(t)‘I’z‘(t) ; [Ii - V,‘(t)Zi‘I’i(t)Z;] (yi - Xﬂ?(t)) .

pero como Zi\Il;k(t)Z; = ZZ-\II(t)Z; + a%(t)Qi = Vi af(t)Ii,

b, = Ui Z Vi (Y — Xing)

_ ‘Ij(t X Vz(t) ( - Xﬂ?(t)) . Bu
- Qv ! (v, — Xmy) | '
B(t) i i(t) Y; 1 I(t)
Asi,
gllzglz = (y, — Xm(t))/ V<_1 Xz"I’z X/-Vfl) (v — Xm(t>) ;
/5/21/527/ = 0;13(1:) (yi - Xﬂ?( ) t)Q V ( Y — Xﬂ"l(t))
gliglu = ‘I’(t)X;Vf(tl) (y; — Xi"7(t)) (y; — Xing ) Vz(t X W p).

i
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Para calcular el producto punto de los residuos primero observemos que

i) =Y; — Xﬂ?(t) - Zi/l;i
=y, — Xing — [Xi®0 X, +050)Q:] Vi (v: — Xing)
= —Xmq + Xy + 0y Vi (¥ — Ximg)
=0l Vi (¥ — Xing)

y asi
S 4 -2
€€ty = oun (Y — Xin) Vi (v; — Ximg) -
3. Usando (2.29) se obtiene una forma computacional méas conveniente para V;* :

-1
Vi = Biwy — Bin X (XEBz'(in + ‘Ili_(tl)) X B,

1
donde By = (U%(t)Qi + af(t)I 1) puede obtenerse de forma analitica o iterativa-

mente usando Teorema 2 de Peng y Hsu (2012) 6 Miller (1981), respectivamente.

4. Para calcular n, )

Zb = [ X%y X, + O—%(t)Qi} Vi_(tl) (y: — Xinw)

= (Ii - Uez(t)vi_(tl)> (yi - Xz"’?(t)) .

Notemos que en ningtn lugar es necesario calcular Qg /2,
Lema 2.B.1. (Zacks, 1971, pagina 138) Si Z ~ N(0,1) ya, b€ R, entonces E[®(a + bZ)] =
*(757)
1+62)
2.B.2. Resultados de matrices

(ABA'+C)' = c'-c'A(ACctA+B ) ACTL (2.29)
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» Resultado Seber (2004, A 7.1, pagina 523): Si f es una funcién matricial dada por
[(%) = log S + tr (A%,

y A > 0, es decir, A es una matriz positiva definida, entonces sujeto a que 3 > 0,

f de forma tnica alcanza su minimo en ¥ = A.

= Resultados Miller (1981):

e Lema: Si Ay (A + B) son matrices no singulares, donde B es una matriz de

rango 1, entonces
1 ~1 ~1
——A "BA ™,

A+B)l=A"1—
( ) 1+g

donde g = tr (BA_I) # —1.

e Teorema: Si A y A + B son matrices no singulares y ademéas B es una matriz

de rango r talque B =3’ | B;,donde B;, i =1, ..., r, son matrices de rango
uno, entonces definiendo C; = Ay C, = A + Zi:ll B, se tiene que para
k=2,...,71,

C.'=C;' —v_1C B 1C,
1
1+tr (CilyBro1)

donde v,_; =

2.C. Matriz de varianzas y covarianzas del estimador de
maxima verosimilitud del intercepto y pendiente

del Browniano

Como el estimador de méxima verosimilitud del parametro m en el modelo Y (t) =
no + mt + opB(t) esta dado por

n -1 n
n= (Z X;Qi—lX@-) (Z X;Q;lyi> ,
=1 =1
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entonces

n -1 n n
Var(n) = (Z XiQilX%’) ZX;QZIVM (y,) Q7' X, (Z X;Qi1Xi>
=1 i—1 i—1

-1

n -1 n n -1
=0} (Z X;Q;1X1-> > XiQ7'Q.Q7'X, < X;lexi)
=1 =1 =1

n —1
3 (z XQQi_le) |
=1

Pero como en Peng y Tseng (2009) se tiene que

a;1 + a9 —a;2 0 Ce 0
—Qi2 Q2+ Q3 a3
-1 _ . .
i 0 —Q;3 . . 0 s
—Aim,;—1 ai,mi—l + Aim; —Qim,
| 0 c. 0 —Aim, Aim,
donde Q5 = ]-/<tzj - ti,j—l); ti70 = O, j = 1, ceey, My, entonces
P a;1 @it
antin  tim,

RV ]

1 tim,

ya que a;; = 1/t;;. Asi, la varianza de i puede calcularse como

-1

Var(7)) =02 (Z XQ;'X;
=1

n
2 noog _
. OB [ Zi:1 bim, n

-1
9 [ Do L/t n ]

(T ) (2 tim,) — n? —n S ta |

UJQB Z?:l ti,mz‘
aant et ) (ot — 2
altimo tiempo de inspeccién son los mismos en todas las unidades, es decir, cuando t1; = ¢4

oZnt o2t
tim; =tm, V=1, ..., n,ést d Var(n,) = Bm — L AL L—
Y tim, , n, ésta se reduce a Var(7) Wt —1) 1 b/t — 1)

De aqui la varianza de 7y es Var(ng) = 5> ¥ cuando el primer y
n
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Capitulo 3

Mezcla de procesos (Gaussianos inversos

3.1. Introducciéon

La mezcla de modelos provee una forma de modelar heterogeneidad presente en la
poblacion de estudio. En particular la mezcla finita de distribuciones surge en una gran
cantidad de aplicaciones que ayudan en la descripcion de sistemas complejos en astronomia,
biologia, genética, medicina, psiquiatria, economia, ingenieria y mercadotecnia (Everitt y
Hand, 1981; Titterington et al., 1985; McLachlan y Peel, 2000) por mencionar algunas.
Especificamente en el anélisis tradicional de datos de vida, el uso de éste tipo de modelos
ha sido popular para modelar datos de vida heterogéneos, dénde se han considerando
desde distribuciones de la misma familia en las componentes de la mezcla (por ejemplo
exponenciales) hasta diferentes distribuciones como componentes de ésta (Mendenhall y
Hader (1958); Kleyle y Dahiya (1975); Jiang y Kececioglu (1992); Meeker y Escobar (1998);
Scallan (1999); Bucar et al. (2004); Klutke et al. (2003); Marin et al. (2005); Hanson (2006);
Noor y Aslam (2013)).

Los procesos Wiener, Gamma y Gaussiano inverso (PGI) son los tres procesos esto-
casticos mas usados en el anélisis de degradacion. Estos procesos han sido ampliamente
estudiados. Los primeros dos han sido estudiados por ejemplo en Singpurwalla (1995),
Whitmore (1995), Whitmore y Schenkelberg (1997), Lawless y Crowder (2004), Peng y
Tseng (2009), Wang (2010), Tsai et al. (2011, 2012) y Ye et al. (2013, 2014).

Respecto al tercer modelo, estudios recientes han reportado mayor flexibilidad en al-
gunos casos de aplicacion respecto a los dos anteriores (Wang y Xu, 2010; Peng, 2015). Sin
embargo, considerando el proceso Gaussiano inverso estandar, en muchas situaciones con
datos de degradacion sucede que el PGI no es suficiente para capturar la variabilidad entre

las unidades ya que tanto p como A varfan de unidad a unidad. Esta heterogeneidad pude
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deberse a la variabilidad de la materia prima, factores ambientales no controlables (tempe-
ratura, presion), horas de manufactura, entre otras. Para tal proposito Wang y Xu (2010)
proponen una clase de procesos Gaussianos inversos, y solamente consideran que el paré-
metro A\ varia de unidad a unidad de acuerdo a una distribucion Gamma. Cémo extension
del modelo anterior, Peng (2015) propone un modelo llamado proceso Gaussiano inverso
Normal-Gamma, donde asume que conjuntamente 1/p y A varian de unidad a unidad de
acuerdo a la distribucion Normal-Gamma (Whitmore, 1986). Para cuando la insercion de
efectos aleatorios no captura parte de la heterogeneidad presente, recientemente Yuan y Ji
(2015) proponen la formulacion general de degradacion dada por Meeker y Escobar (1998)
pero donde los efectos aleatorios provienen no de una distribuciéon Gaussiana, sino de una
mezcla finita de éstas.

En vez de usar una mezcla continua de procesos Gaussianos inversos, en ésta Capitulo
proponemos una mezcla finita de procesos Gaussianos inversos para modelar la hetero-
geneidad de las trayectorias de degradacion. Especificamente, el desarrollo es abordado
asumiendo que el proceso de generacion de las trayectorias proviene de cualquiera de dos
procesos Gaussianos inversos con sus propios parametros. Las estimacién del modelo es
abordado desde una perspectiva clasica y los estimadores de méxima verosimilitud son
obtenidos iterativamente empleando el algoritmo EM.

El contenido del escrito esta desplegado de la siguiente manera: En la Seccion 3.2 se
describe el proceso Gaussiano inverso estandar, en la Seccion 3.3 se describe el proceso
de degradacion de interés como una mezcla de dos procesos Gaussianos inversos (MPGI)
estandar, la funcion de distribucién y el tiempo medio del tiempo de cruce que tal modelo
induce. En la Seccion 3.4 se describe el algoritmo EM para la estimacion del los pardmetros
correspondientes y en seguida se presenta una ilustracion con datos reales donde se com-
paran con algunas extensiones del proceso Gaussiano inverso mencionadas anteriormente.

Por dltimo en la Seccién 3.5 se presentan las conclusiones.

3.2. Proceso Gaussiano inverso

Un proceso Gaussiano inverso {Y(¢);t > 0} tiene las siguientes propiedades: (1) Y(0) =
0 con probabilidad 1; (2) Y (¢) tiene incrementos independientes: para todo par de intervalos
disjuntos (t1, t2) y (t3, t4) con t; < to < t3 < t4, las variables aleatorias Y (t2) — Y (¢1)
y Y(ts) — Y (t3) son independientes; (3) para 0 < s < t, cada incremento Y (t) — Y (s)
tiene distribucion Gaussiana inversa, es decir, Y (t) — Y (s) ~ IG(uAA, ANAA?), donde
AN = A(t) — A(s), A(t) es un funcién monédtona creciente del tiempo ¢ conocida tal

que A(0) =0, y la densidad de una distribuciéon Gausiana inversa con parametros p y A,
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IG(p, N) estéa dada por
A Az —p)’
[, A) = exp <—M> , x> 0.

23 2u2x

3.3. Mezcla de procesos Gaussianos inversos

Consideremos que las trayectorias de degradaciéon provienen de una mezcla de dos

procesos Gaussianos inversos, es decir,

Yt ~ JIOR (A0, MAW) s Z=1
IGP, (12 (1), AoA (t)Q) § 7 =0

donde Z es una variable aleatoria Bernoulli de parametro p.
Como las unidades fallan cuando el valor de degradacién alcanza el umbral Dy y las
trayectorias son mondtonas, entonces por probabilidad total la funcion de distribucion de

los tiempos a la falla que genera el proceso anterior es

FPr(t)=P(T<t|Z=1)P(Z=1)+P(T <t|Z=0)P(Z=0)
=pP (Y1 (t) = Dy) + (1 —p) P (Y2 (¢) = Dy)

~ MA@? [ Dy \|
—Zpk ® Dy <1 MkA(t)>

o 2o 557 2]

donde p; = p, pp =1 —py ®(-) es la funcién de distribuciéon de una variable aleatoria
normal estandar.

El tiempo medio de cruce bajo el proceso anterior es

B(T) :/Ooo 1= Fp(t)] dt
_Zpk/ )<Df)d

para el cual se requieren calcular de forma numérica las integrales involucradas, pero en

el caso de trayectorias lineales, A(t) = ¢, éste se reduce a (Peng, 2015)

22: [( )\k>¢)< Akpf) \/7¢< Aklzf)_%]. (3.1)
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3.4. Estimacion

3.4.1. Maxima verosimilitud

Para la estimacion de lo pardametros utilizamos el método de maxima verosimilitud.
Supongamos que n unidades son puestas a experimentacion y cada una es inspeccionada en
los tiempos t;1, ..., tim, parai =1, ..., n. Sea y; = [Yi1, - .., Yim,| €l vector de valores de
degradacion registrados para la unidad 4, i =1, ..., n, y Ay, = [Ayi, ..., Ayim,| €l vec-
tor de incrementos correspondientes (Ay;; = yi; — ¥ j—1). Notemos que la log-verosimilitud

de los pardmetros bajo el modelo anterior esta dada por

n

() = log [H (prS5, (g + (1= p) 1S, (M)

)
=1

=) log (pféls)zi (Ay,) + (1 —p) f5y, (Ayi)) : (3.2)

i=1

donde fél}), () y fg, (-) denotan las densidades conjuntas de los incrementos bajo los
procesos Gaussianos inversos 1 y 2 respectivamente.

El estimador de maxima verosimilitud de @ no tiene forma cerrada por lo que para
encontrarlo se requieren métodos numéricos para maximizar la log-verosimilitud. Por la
naturaleza (mezcla finita) del modelo, una alternativa mas simple para estimar 6 es el
algoritmo EM (Dempster et al., 1977, Wu, 1983; McLachlan y Krishnan, 2008). Antes es
necesario mencionar que a diferencia de otros modelos de mezcla, por ejemplo mezcla de
distribuciones normales (Quandt y Ramsey, 1978), cuando cada trayectoria es medida en
al menos dos tiempos de inspecciéon diferentes, puede garantizarse que la log-verosimilitud
de la mezcla definida en (3.2) es acotada (ver Apéndice 3.B).

Para la implementacion del algoritmo EM, notemos que el modelo anterior puede
representarse de forma jerarquica usando una variable latente Z con distribucién Bernoulli
de pardmetro p: Z = 1 si la trayectoria de degradacion proviene del primer proceso y
Z = 0 si proviene del segundo. Es decir, si 73, ..., Z, son los valores de las variables
latentes correspondientes a cada una de las n unidades en prueba, entonces Y; (t) |Z; ~
IGP (uz:A (1), Az A (1)), donde ZF =2 — Iizoiy ¥ Zas ..y Zn = Ber(p).

Notemos que la distribucién conjunta de los incrementos AY'; y la variable latente Z;
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esta dada por

fAYi’Zi <Ayl’ Zl) = fAYilZi (Ay’Z) fz (Z)
= fav,z (Dy,lz) p™ (1—p)' ™™

— [0 w12 oy a-p) 3.3
fAYi( Y;)p AYi( Y;) ( ) : (3.3)
Sean Ay = [yll, ce y;J, yZ =12, ..., Zn]l, entonces la log-verosimilitud de los para-

metros basada en los datos completos ([Ay’, Z']') esta dada por

Ce (p1s Aty 2y A2, plAY, 2 ZZ 10g< (Aylp, A )) +

Z (1-Z;)log (fgq (Ay,|pz, /\2)> +

=1
——ZZ AZ; ) +§Zm,~Zilog()\1)—
i=1 j=1 v =1
ZZ Z AywAyAlutij,Ul Zmz (1= Zi)log (\g) —
ij

>\2 o (Ayiy — Atyjun)”
1—Z +
2 — ( 2% ; Ay

n

> Zilog(p +Z (1—Z;)log(1—p). (3.4)
1=1

De (3.3) podemos ver que las Z/s son condicionalmente independientes (dado Ay),

cada una con distribucion Bernoulli con pardmetro p; dado por

pf1(Aylpi, A1)
bi = P =1 Ay» )
(4:=1129,6) = pfi(Aylps, M)+ (1= p) f2 (Aylpz, A2)
donde 0 = [y, A1, p2, Mg, p]/ es el vector de parametros a estimar. Luego obtenien-

do el valor esperado de (3.4) con respecto a la distribucion de Z dado Ay y oY =
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(t)

Q(Mh AL, 2, Ag, p\@

donde

E;

1=1,...,n

/
i, AY’, ug), )\g), p(t)} , el paso E del algoritmo EM esta dado por

2

27T Ayz )

=530 g

lel

Ayz Atz Nl
E; J J m; (1 —
Z Z Ry sl Z
A2 o~ (Ayyy — Atij)?
1—-F;
2 ( ) Z Ayz‘jﬂ%

i=1 jl

ZElog —1—21—

)log (1 —p),

—E (ZiIAyi, 0“’) =P (Zi = 1Ay, a(t))

PO (At A)

050 (Dgf” A) + (1= p0) 1) (Al )

1 n

E;)log (A\a) —

Las derivadas parciales de () con respecto a i1, A1, ft2, A2 y p estan dadas por

aQ A
8#1 IZE ZA%]
:2—)\1 ;mz i

9Q

N
29 _

Opa

oQ
8)\2
0Q
op

Igualando a cero éstas derivadas, de las correspondientes a (3.9), (3.5)

A2
[ =

2)\2 Zmz z
:Zizl Ei _ Ei:l(l — Ez)

% Z E; Z At
Ayw AtijﬁH)Q
Z b Z Ayijg
Ez) Z Ayij - —2 Z

i=1

Z Aty

n

At;ips)?

1 Aij—
22(1—5‘);( ¢

i1 Ayijiis

p

I—p
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(3.8)
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y (3.7) se tiene



que

1 n

P = =3B (Zay,, 00) (3.10)
n

i=1
LD izt 1 2 Ay (3.11)
! Z?:l E; Z;nzzl Atij

Mg&ﬂ) _ > (1— ) Z;’L Ay (3.12)

Z?:l (1 - EZ) Z;nzll Atij 7

y sustituyendo (3.11) y (3.12) en las derivadas (3.6) y (3.8) igualadas a cero se obtiene que

NG Yo M
1

= 5 — (3.13)
n m; (Atu) E’ ijll Atlﬂ
Zi:l Zj:l Ayij B u§t+1)
" (1 — E;
AUTD = 2 iz i ( i) (3.14)

DD P (Aty)* (1= Ei) 50 Aty '
==l Ay Métﬂ)
Asi, estimaciones de los parametros se pueden obtener iterando las ecuaciones (3.10)-(3.14)
hasta convergencia.

Una vez obtenidos los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros, esti-
maciones de maxima verosimilitud de otras cantidades de interés pueden obtenerse sus-
tituyendo 0 en sus correspondientes expresiones. Por ejemplo, sustituyendo 0 en (3.1) se
obtiene el estimador de méxima verosimilitud del tiempo medio en el caso A(t) = t. Dado
que del EM no se obtienen directamente estimaciones de las varianzas y covarianzas de
los pardmetros, estimaciones por intervalo pueden obtenerse por medio de la matriz de
informacion observada correspondiente a la verosimilitud original ¢(8) (Efron y Hinkley,
1978). Sin embargo dado que en confiabilidad muchas veces es de interés estimar ciertos
cuantiles y estos bajo el modelo anterior no tienen formas explicitas, una mejor alterna-
tiva es el uso de bootstrap (Efron y Tibshirani, 1993; Davison y Hinkley, 1997; Meeker y
Escobar, 1998).

3.4.2. Ejemplo

Para ilustrar el uso del modelo anterior consideremos los datos de laser de Meeker y
Escobar (1998, pagina 462). Los datos consisten de trayectorias de degradacion que re-
sultan de medir repetidamente cada 250 horas a 15 dispositivos durante un periodo de

tiempo de 4000 horas. La caracteristica medida es el incremento (%) en la corriente de
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operacion para mantener aproximadamente constante la intensidad de la luz de salida de
cada dispositivo a través del tiempo. La falla del dispositivo se define cuando la corriente
de operacion excede cierto umbral (10 %) (en porcentajes relativo a la corriente de opera-
cion inicial). Los datos se encuentran en la Figura 3.1, donde se puede ver que éstas son

aproximadamente lineales.

12
|

10

Incremento (%) en la corriente de operacion (y)

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000

Tiempo (Horas)

Figura 3.1: Trayectorias de degradacion de datos de laser.

Aplicando el modelo anterior a éstos datos se obtienen las estimaciones que se mues-
tran en el Cuadro 3.1, donde también se presentan las estimaciones del proceso Gaussiano
inverso Normal-Gamma (PGING) (ver Apéndice 3.A) recientemente propuesto por Peng
(2015), como extension del proceso Gaussiano inverso propuesto por Wang y Xu (2010)
quienes solamente consideran aleatorio al parametro de forma A. El AIC favorece al mo-
delo aqui propuesto en relacién al modelo proceso Gaussiano inverso Normal-Gamma ain
cuando en éste tltimo para tener mayor flexibilidad los parametros 1/p y A se consideran

que varian de unidad de acuerdo a una distribucion Normal-Gamma.
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MPGI PGING
Pardmetro Estimacion | Parametro Estimacion
py x 1073 2.72 Jp x 102 5.04
A x 1074 1.18 o5 x 1071 7.85
o X 1073 1.79 ry X 10° 3.12
Ay X 107° 6.17 by x 10 2.35

P 0.26
loglik 102.12 | loglik 95.61
AIC —194.25 | AIC —183.21

Cuadro 3.1: Estimaciones de los parametros de la mezcla de dos procesos Gaussianos

inversos (MPGI) y del proceso Gaussiano inverso Normal-Gamma (PGING) (ver modelo

en el Apéndice 3.A).

1.0

Mezcla de dos
PGI estandar

PGI Normal-Gamma

F(Tiempo)
0.6
!

0.4
|

0.2

5000 6000 7000

Tiempo (Horas)

Figura 3.2: Distribucion empirica de los pseudotiempos de falla (puntos negros), estimacion

de la funcién de distribucion de los tiempos de cruce bajo la mezcla de dos procesos Gaus-

sianos inversos (MPGI) y bajo el proceso Gaussiano inverso Normal-Gamma (PGING),

junto con sus correspondientes intervalos bootstrap (percentil corregido por sesgo) de 95 %

de confianza .
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En la Figura 3.2 se presenta la distribucién empirica de los pseudotiempos de falla
(puntos negros), junto con la estimacion por maxima verosimilitud de la funcion de dis-
tribucion de la mezcla de dos procesos Gaussianos inversos estandar y bajo el modelo
propuesto por Peng (2015). También se encuentran las bandas de confianza correspon-
dientes bajo cada modelo, donde podemos apreciar que el ajuste del modelo propuesto es
comparable con el recién propuesto por Peng (2015), dando menor incertidumbre en las
colas de la distribucién, no asi en la parte donde se mezclan las funciones de distribuciéon de
los dos procesos Gaussianos inversos considerados. Esto se debe a la marcada separacion
de dos posibles grupos de trayectorias de degradacion (Figura 3.1) y al nimero reducido
de unidades en la muestra.

Incrementando el nimero de componentes en la mezcla (considerando mas procesos
Gaussianos inversos), la log-verosimilitud aumenta como es de esperarse, sin embargo de
acuerdo al AIC tal incremento no es suficiente y el modelo ajustado anteriormente con dos
componentes es el que mejor ajusta a los datos.

Para hacer mas parsimonioso el modelo, podriamos averiguar si el modelo se puede
reducir haciendo que las dos componentes de la mezcla compartan el mismo segundo
parametro, es decir, probar si Hy : Ay = Ay = A. De acuerdo a la prueba de razén
de verosimilitudes, ésta hipotesis se rechaza ya que el p-valor es 0.00886. Bajo modelos
regulares el estadistico de razén de verosimilitud asintéticamente se comporta de acuerdo
a una distribucién Ji-Cuadrada, sin embargo a pesar de que aqui el tamano de muestra no
es grande aqui tal supuesto no es problema ya que se cumple bastante bien como se puede
apreciar en la Figura 3.C.1, donde se muestra la distribucion del estadistico obtenida por

simulacién junto a la distribucién Ji-Cuadrada con un grado de libertad.

3.5. Conclusiones

Para tomar en cuenta la variabilidad de las unidades mas alla de lo que un proceso
Gaussiano inverso estandar puede capturar, a diferencia de las propuestas anteriores para
mejorar ésta clase de procesos, aqui proponemos una mezcla discreta de éstos para cuando
las trayectorias de degradacion pertenecen a subpoblaciones coexistentes en el proceso.
Para la estimacion del modelo el algoritmo EM fue implementado eficientemente en la
estimacion de los parametros. Bajo el modelo se pueden obtener cantidades de interés
de forma sencilla, ademés de que se puede estimar la proporciéon de la poblaciéon que
pertenece a cada subpoblacién (modo de falla por ejemplo), y con ello tomar mejores
decisiones en la concentracion de esfuerzos para el rediseno o la mejora del sistema de
produccion (Mendenhall y Hader, 1958).
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Para cuando la existencia de subpoblaciones esta presente pero éstas a la vez presen-
tan heterogeneidad dentro de ellas, el uso de efectos aleatorios puede ser una alternativa
para considerar ésta heterogeneidad dentro de clases. Especificamente, una via es como la
sugerida por Yuan y Ji (2015) en el contexto Bayesiano a través de los modelos de trayec-
toria de degradacion general (general degradation path model). Por supuesto, lo mismo se

puede hacer para las otros procesos estocasticos usados en degradacion.
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Apéndices

3.A. Proceso Gaussiano inverso Normal-Gamma

Peng (2015) propone el siguiente modelo

Y (t)|, A~ IGP (pA (t), A (1)°)
6 = p A~ N(do,03/2)
/\ ~ G(T‘Q, bg),

llamado la mezcla normal-Gamma de procesos Gaussianos inversos. La densidad marginal

del vector de incrementos AY esta dada por

fay (Ay) = (H o (ij) ) \/a§ (Ym —yo+057)  T(b)

bo

Ty
2 m/2+bs’
9o
. 2 (A (tm) — A (o) + ?)
rat g | AN DAL+ _%
2 7 Ym — Yo + 0
donde AA = [AA,, AA,J'y D = Diag [ ——, ..., ——
= 15 g Ay1 ) Avm .

3.B. Lalog-verosimilitud de la mezcla finita de procesos

(zaussianos inversos es acotada

Bajo el proceso Gaussiano inverso definido en la Seccién 3.2, la densidad conjunta de

los incrementos para una trayectoria particular, estd dada por
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A (AN A [Ay; 2
favi (Aylp, A) = H m exp {_Qij (TJ — AA,;
j J

7j=1
=|— exp | — —= — AA; )
(27T [1 (Ay;)? ; 28y \ !

donde AY = [AY, ..., AY,] v Ay = [Ay, ..., Aynl .

Para ver que la log-verosimilitud (3.2) correspondiente a la mezcla finita de proce-

sos Gaussianos inversos definida en la Secciéon 3.3, es acotada, observemos que si cada

trayectoria es medida en al menos dos tiempos de inspecciéon diferentes

PO sz my;
favipx Ay, Ak) < faviua (Ayimik?)‘ik) = (g) H 3 eXP( 7) ;
m, A i R )
donde ji;, = % A?;J vV Aip = (Aymz AT )2 son los valores de up y Ax que
ij mi i — At

it =
’ Ayi; (Mz‘)2
maximizan fay,ux (Ay;| ik, Ak), y ademas como log (z) < xVx > 0, entonces

t(6ly) Zlog <Zpkfk: ANTRYTS )\k))

=1 k=1
n K
< Z Zpkfk (AY;; e, Mi)
’L:l k;l .
< Z Zpkfk (Ayi; Lk )\ik)
zzl k}:{l A
< Z Z fx (AZM Hik, /\ik>
i=1 k=1

SKZfl (Ayi;ﬁila Xn) ;
i—1

y por lo tanto la log-verosimilitud dada en la expresion (3.2) es acotada.
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3.C. Distribuciéon empirica de la prueba de razén de

verosimilitud para contrastar Hy: A\ = Ay

El estadistico de razon de verosimilitud para contrastar Hy : Ay = Ao vs Hy : A\ # Ao

esta dado por

L(0)
L(ao) ’

Ay, t) =

donde L <§> y L (5(]) denotan la verosimilitud evaluada en el estimador de maxima

verosimilitud de @ sin restriccion <§> y bajo la restriccion de Hy (§0>, respectivamente.

1.0

7| — Distribucion empirica
-- Distribucién %2~

0.8

F(s)
0.6

0.4

0.2

0.0
|

T T T T T
0 2 4 6 8

sy, t) =-2log(A(y. 1))

Figura 3.C.1: Distribucién por simulaciéon del estadistico de razén de verosimilitud bajo

Hy : A\ = Ay junto con la distribucion X%-
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Capitulo 4

Un método alternativo para la

estimacion de vida de anaquel

4.1. Introducciéon

El estudio de tiempos de vida de anaquel es de gran utilidad para administrar el
movimiento de los productos desde su manufactura hasta su consumo. En estos estudios
se evaltua la evolucion del proceso de aceptacion-rechazo del producto por parte de los
consumidores.

Para el analisis de datos de vida de anaquel se han utilizado los enfoques de punto
de corte y de analisis de supervivencia. De acuerdo al anélisis de supervivencia, el tiempo
que transcurre desde que un producto alimenticio se fabrica hasta que este se rechaza por
un consumidor (que denominamos tiempo de rechazo), se considera como una variable
aleatoria que se modela mediante una distribuciéon que con frecuencia es de tipo Weibull
o Lognormal (Hough et al., 2003; Hough y Garitta, 2012).

En los estudios de vida de anaquel no observamos tiempos de rechazo exactos, sino
datos censurados, ya que los participantes en el estudio reciben en orden aleatorio solo un
nimero finito de muestras (usualmente seis muestras) del producto alimenticio que tienen
diferentes tiempos de almacenamiento (¢, to, ..., ts) y en cada caso aceptan o rechazan
el producto. De estos datos, se deducen los tiempos de rechazo censurados. Si resulta que
el tiempo de rechazo se desconoce, pero sabemos que se encuentra en un intervalo (¢, t;),
decimos que es un dato censurado por intervalo. Cuando resulta que el tiempo de rechazo
(desconocido) es mayor que un tiempo ¢,, tenemos una censura por la derecha. Finalmente,
si concluimos que el tiempo de rechazo es menor que un cierto tiempo ¢;, tenemos un dato

censurado por la izquierda.
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La informacién que aportan los consumidores en un estudio sensorial de vida de anaquel
es muy compleja, debido a que no estéan entrenados y les es muy dificil distinguir muestras
con pocos dias de almacenamiento. Las respuestas de los consumidores tienen una gran
variabilidad que se refleja frecuentemente en la longitud de los intervalos de censura de los
tiempos de rechazo. Por esta razon, los datos de este tipo de estudios, estan constituidos
por un gran numero de intervalos de censura amplios. En los datos que surgen de cada
participante en el estudio, tenemos dos piezas de informacioén que caracterizan su respuesta:
El tiempo de rechazo y la consistencia con que responde a las preguntas de aceptacion o
rechazo de las muestras que recibe. Si denotamos las respuestas del consumidor por ceros
y unos (0=rechazo y 1=aceptacion), una sucesion de decisiones hechas por un consumidor
consistente seria (1,1,1,0,0,0) (al ordenar las respuestas en orden creciente respecto al
tiempo de almacenamiento de la muestra), en cambio, si la sucesion de respuestas de un
consumidor es (1,0,1,0,0,0), diriamos que este consumidor es inconsistente. En el primer
caso el tiempo de rechazo se encuentra entre t3 y t4, y en cambio, en el caso del consumidor
inconsistente dirfamos que el tiempo de rechazo se encuentra en un intervalo de mayor
amplitud, entre y t; y t4. En general los consumidores inconsistentes daran respuestas con
una mayor incertidumbre.

En este trabajo, proponemos un método alternativo para modelar y analizar los da-
tos de un estudio sensorial de vida de anaquel, que nos permite expresar y cuantificar el
tiempo de vida de anaquel y la consistencia para cada participante en el estudio. Inicial-
mente para cada consumidor estimamos su funcién de probabilidad de aceptacién, de tal
forma que queda parametrizada por dos parametros, uno que “corresponda’ a el tiempo
de rechazo y el otro a una medida de consistencia. Debido a la gran variabilidad que existe
entre los consumidores, no tiene sentido construir una funciéon de aceptacion para todos,
sino una para cada uno. Por esta razon, modelamos estas funciones utilizando una funcién
decreciente con parametros aleatorios que expresan la variacion entre individuos. La esti-
maciéon del modelo propuesto de efectos mixtos no es simple, ya que la verosimilitud tiene
involucradas integrales que no tienen una forma explicita. Para evaluar la verosimilitud
utilizamos una aproximacion numeérica (cuadratura Gaussiana). Para estimar la distri-
bucién del tiempo de vida de anaquel, utilizamos las distribuciones propuestas para los
parametros aleatorios que consideramos inicialmente y la estimaciéon de tales parametros.
La estimacion del tiempo de vida de anaquel se compara con la obtenida con el enfoque
de analisis de supervivencia convencional propuesto por Hough et al. (2003).

El modelo propuesto puede considerarse como un modelo de degradacion binario, en
donde la caracteristica que observamos a través del tiempo, es la aceptacion del producto

por cada consumidor. El modelo que ajustamos a estas observaciones es una funciéon de
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probabilidad de aceptacion, que inicialmente toma el valor uno y posteriormente va dis-
minuyendo y eventualmente va a cero. El valor umbral de la probabilidad de aceptacion
que tomamos para definir el tiempo de falla o rechazo, es py. Por la gran variabilidad que
hay entre consumidores, cada consumidor tiene una funcién de aceptacion diferente, asi
que no tenemos una funcién de aceptacion para todos los consumidores, sino una familia
de funciones, modelada por una funcién de aceptacion, con pardmetros aleatorios.

El resto del trabajo esta organizado de la siguiente manera. En la Seccion 4.2, construi-
mos el modelo de la probabilidad de aceptacion del producto por parte de los consumidores,
utilizando modelos mixtos no lineales generalizados. En la Seccién 4.3 se obtiene la funcion
de confiabilidad del tiempo de rechazo. En la Seccién 4.4, estimamos los parametros del
modelo de efectos mixtos, utilizando el enfoque de verosimilitud. Ademés obtenemos la
distribucién del tiempo de rechazo. En la Seccion 4.5, exponemos dos ejemplos con datos
reales para ilustrar la metodologia propuesta. Basando en las estimaciones de los parame-
tros del segundo ejemplo, en la Seccion 4.6 se presenta un pequeno estudio de simulacién
para ilustrar el efecto de ignorar la inconsistencia de los consumidores. En la Seccion 4.7

presentamos las conclusiones del trabajo.

4.2. Modelaciéon de la funcién de probabilidad de acep-
tacién

Modelamos el proceso de aceptacion-rechazo del producto, por parte de los consumi-
dores, como una funciéon de probabilidad de aceptacién decreciente al aumentar el tiempo
de almacenamiento. Suponemos que la decision del i-ésimo consumidor al tiempo de al-

macenamiento ¢; (Y;;), es una variable Bernoulli con parametro

log () — pui
op

pi(tj; i, o) = P(Yi; = 1, Ui)zl—F( ),izl, o,n,g=1,....m,
(4.1)
donde F' es una funcion de distribucién de localizacion y escala estandar, u; y o; son
parametros especificos de cada individuo, que varian de acuerdo a cierta distribucién para
permitir diferentes patrones de aceptacion-rechazo entre estos, ademéas de inducir correla-
cion entre las respuestas correspondientes a un mismo consumidor. El efecto del tiempo
sobre la probabilidad de aceptacion, se tomé como log (¢;) solamente por conveniencia
para que las curvas de aceptacién comenzaran a decrecer de 1, aunque otras formas de

éste podrian adoptarse que mejor se ajusten al caso de estudio.
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Este modelo es un miembro de los llamados modelos lineales mixtos generalizados, con
una parametrizacion diferente a la usual, donde el predictor (log (t;) — ;) /o; asi expresado
queda como fy; + fBi;log (t;), donde So; = —p;/04, f1i = 1/0; y el vector de parametros
(Boi, B1i) varia entre los individuos de acuerdo a una distribuciéon normal bivariada. En
la parametrizacion dada en la ecuacion (4.1), los parametros tienen una interpretacion
clara. El primero (u;) representa la localizacion de la curva de aceptacion y nos indica la
ubicacion de tiempo de rechazo, mientras que el segundo (0;) es un parametro de escala,
que dependiendo de su magnitud nos indica el grado de consistencia del individuo en
sus respuestas de aceptacion y rechazo del producto. Valores grandes de o; indican una
consistencia baja en las respuestas del consumidor (gran incertidumbre), mientras que con
valores pequeno ocurre lo contrario, esto es, son senal de un buen nivel de consistencia
en las respuestas. La rapidez con que disminuye la curva de aceptacion es inversamente

proporcional al valor de o;, como se muestra en la Figura 4.1.

1.0
1.0

o, grande (inconsistente)

o, grande (inconsistente)
0; chica (consistente)

,,,,,, oj chica (consistente)

0.8
0.8

0.6
0.6

0.4

Probabilidad de aceptacion
0.4

Probabilidad de aceptacion

0.2
0.2

0.0
1

Tiempo (Dias) Tiempo (Dias)

Figura 4.1: Curva de aceptacion de dos consumidores: Derecha con tiempo de rechazo

asociado medio e izquierda con tiempo de rechazo pequeno.

4.3. Tiempos de rechazo

Como mencionamos anteriormente en la Seccién 4.1 , en los estudios de vida de anaquel

los consumidores participantes no evaltian el producto alimenticio de manera continia a
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través del tiempo de almacenamiento, para poder determinar en un momento dado su
rechazo, si no que solo reciben un ntimero finito de muestras con diferentes tiempos de al-
macenamiento y manifiestan en cada tiempo una respuesta binaria (aceptacion y rechazo).
Como ya mencionamos antes, modelamos este proceso de aceptacion-rechazo utilizando
una funcioén de probabilidad que decrece con el tiempo de almacenamiento. Tomamos como
tiempo de rechazo del producto al tiempo en que se alcanza una probabilidad de acep-
tacion py. Consideramos que para tiempos de almacenamiento pequenos el consumidor
aceptara el producto con alta probabilidad y para tiempos muy largos el producto tendra
una probabilidad de aceptacion muy baja. Supondremos que en un tiempo intermedio se
da el rechazo, cuando la probabilidad de aceptacion se reduce py = 0.5, que podemos
interpretar como el tiempo en que el consumidor le es dificil distinguir entre una muestra
fresca y una envejecida y por lo tanto la decisiéon de aceptacion la harfa al azar, con pro-
babilidad 0.5. Podemos notar que éste estudio de vida de anaquel es similar a un proceso
de degradacion en donde la respuesta es binaria (aceptacion-rechazo) y la trayectoria de
degradacion es la funcion latente p;(t), el valor esperado de las respuestas (rechazo=0 y
aceptacion=1) . En éste proceso se declara la falla cuando ésta alcanza el valor de 0.5.
De acuerdo a la definiciéon del tiempo de rechazo anterior, si 1" denota el tiempo de

rechazo de un individuo seleccionado aleatoriamente, entonces

P(T >1t) = P(pi(t) > py)

_p|ls) = <2_ B P (1= py)
= P {exp [+ o F " (1 —py)] > t}. (4.2)

De la segunda igualdad, éste tiempo (7") podria relacionarse a un proceso de degrada-
cién creciente continuo subyacente con trayectoria media el predictor log (t;) /o; — /o
y donde la falla se declara cuando éste alcanza el valor F~! (1 — p;). Notemos que si F es
una funcion de distribuciéon simétrica y la falla se declara cuando la curva de aceptacion
alcanza el valor py = 0.5, entonces la distribucién de T solamente depende de p;, y en tal
caso si u; es de la familia de localizacion y escala, la distribucion de T' es de la familia de
log localizacion y escala. Por ejemplo Lognormal, Weibull o log-logistica si p; es normal,

Gumbel o logistica, respectivamente.

4.4. Estimacion

Para la estimacion de los parametros involucrados en el modelo (4.1), considerando la

parametrizacion So; + f1;log (t;) anteriormente comentada, junto con el supuesto de que
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(Bois Bli)/ varian entre los consumidores de acuerdo a una distribucién normal bivariada,
en la literatura existen diferentes técnicas para aproximar las integrales involucradas en
la verosimilitud correspondiente. Por ejemplo, la aproximacion de Laplace la cual se en-
cuentra implementada en diferentes softwares, por ejemplo en SAS en el macro GLIMMIX
(SAS-Institute-Inc., 2004), y en el paquete lme4 de R (Bates et al., 2015). Otro método
numérico frecuentemente encontrado en estadistica para aproximar integrales, es el uso de
cuadratura adaptativa Gaussiana-Hermitiana (Liu y Pierce, 1994; Pinheiro y Bates, 1995)
implementada por ejemplo en el PROC NLMIXED de SAS y en el paquete lme4 de R
Team (2015), aunque en éste ultimo solamente para cuando se tiene un solo efecto aleato-
rio. Esta aproximacion se reduce a la primera cuando el ntmero de puntos de cuadratura
es 1.

Para la estimacion del modelo de probabilidad de aceptacion descrito en la Seccidon
4.2, utilizamos el enfoque de maxima verosimilitud. Para ello aqui asumimos que los pa-
rametros ju; y o; son independientes con distribuciones exp (u;) ~ WEI(SBw, ) (forma
y escala) y 0; ~ G(Bg, A) (forma y razon), donde WEI y G denotan las distribuciones
Weibull y Gamma respectivamente. Ademas, supongamos que a cada uno de n individuos
reclutados de forma aleatoria se le dieron m muestras de un producto correspondientes a
ty, ta, ..., t,, dias de almacenamiento, y en cada una de ellas se les pregunto si consumiria
(Yi; = 1) ono (Y;; = 0) el producto. Bajo el modelo anterior dados los efectos aleatorios
de individuo, (p;, 0;), las respuestas dentro de un individuo son variables aleatorias inde-
pendientes Bernoulli con parametro dado en (4.1), y asi la verosimilitud los parametros

= (Bw, , Ba, A)" del modelo descrito en la Seccién 4.2, esta dada por

HL
_H/ / H pi (tj; pay 0" [1 = p; (55 i, 03)] "7 x

i (i) fo, (o) dpidos, (4.3)

la cual no es sencilla de calcular porque las integrales involucradas no tienen forma
explicita. De forma similar que para la parametrizaciéon comentada al inicio de ésta sec-
cion, podemos usar la aproximacion de Laplace a la verosimilitud, sin embargo a pesar de
su simplicidad en algunas situaciones no provee buenas aproximaciones sobre todo cuan-
do el nimero de medidas repetidas es pequeno y la variabilidad entre sujetos es grande
(Goldstein, 1991; Breslow y Clayton, 1993; Wolfinger, 1993; Rodriguez y Goldman, 1995;
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German Rodriguez, 2001; Goldstein y Rasbash, 1996), lo cual puede ser el caso en el con-
texto que se esta describiendo. Asi, para aproximar la verosimilitud aqui optamos por la
cuadratura adaptativa Gaussiana (Liu y Pierce, 1994; Pinheiro y Bates, 1995), aunque
antes es conveniente hacer el siguiente cambio de variable en las integrales de (4.3) para

que el soporte de éstas sea todo R x R y asi obtener mejores resultados:

Ho) H/ / H pi (i pis exp (I0,)]" [1 = pi (¢ pui, exp (loi))]l_y” X

f,ui (:U’l) fUz’ (eXp (le)) exp (ltfi) dy’ldlm (44)

La aproximacion de la verosimilitud (4.4) por cuadratura Gaussiana Hermitiana adap-
tativa (Pinheiro y Bates, 1995) esta dada por

Necg Neg 2

<Y S Moo o var 5 00, 49

11=112=1 k=1

donde bz = (,uz, lm-)/a

9(bi; y;) = Zlog {Ipi (t;5 1, exp (o))" [1 = p; (t5; s, exp (lgi))}l‘yﬁ}

+log [fu; (1) for (exp (Io,)) exp (Io,)]

/l;i = (,uz, lgz)/ es el vector b; que minimiza ¢(b;; y,), Hi_l/ % es la inversa de la matriz
2

raiz cuadrada del hessiano de g(b;;y,;), H = %g( i Yi))s 2 = 2 i) 2 Y Wy
j=1,..., Neg, son los nodos y los pesos respectivamente de la cuadratura Gaussiana-
Hermitiana (raices de polinomios ortogonales respecto a la distribucién normal estandar
(Severini, 2005, pagina 305)), los cuales pueden obtenerse por ejemplo, mediante la funciéon
gauss.quad del paquete statmod (Smyth et al., 2016) del software estadistico R. Luego
aproximaciones de los estimadores de méxima verosimilitud de los parametros pueden
obtenerse maximizando (4.5), por medio de algin método numérico, por decir, el método
de Powell implementado en el paquete powell de R (Dorai-Raj y original Fortran from
Mike Powell, 2015).

Una alternativa reciente, aunque computacionalmente demandante, es obtener los esti-
madores de maxima verosimilitud del modelo (4.1) usando el procedimiento data cloning
el cual implicitamente aproxima las integrales por medio de herramientas bayesianas (Lele
et al., 2007, 2010), y que cuando el nimero de clones es 1, ésta se reduce a la aproxi-
macion bayesiana donde aprioris de los parametros deben especificarse y pueden llegar a

tener influencia.
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4.5. Ejemplos

Para ilustrar el procedimiento aqui propuesto para modelar y analizar los datos de un
estudio de vida de anaquel, se muestran dos ejemplos con datos reales, donde un grupo
de consumidores evaliia un conjunto de seis muestras de un producto alimenticio con
diferentes tiempos de almacenamiento, y en cada evaluacion, el consumidor responde (Si 6
No) a la pregunta ;Consumiria éste producto?. En cada uno de los ejemplos participan 50
consumidores no entrenados que reciben en un orden aleatorio las muestras del producto
alimenticio (tostadas y pan blanco) con diferente tiempo de almacenamiento.

Las respuestas de los consumidores en los diferentes tiempos de inspeccion (tiempos de
almacenamiento del producto) son binarias, estos es, aceptan o rechazan el producto. En
la metodologia de analisis de supervivencia propuesta por Hough et al. (2003), éstos datos
se utilizan para obtener los datos censurados por intervalo que se analizan con técnicas
de supervivencia o confiabilidad. En cambio, en la metodologia de modelos mixtos gene-
ralizados (MDB) propuesta en la Seccion 4.2, los datos entran en el anélisis directamente,
como datos binarios.

En cada ejemplo, se estima la funciéon de supervivencia con el método MDB propuesto,
asi como también con el enfoque de analisis de supervivencia (Hough et al., 2003) y con un
enfoque no paramétrico Turnbull (1976). Estas estimaciones (puntuales y por intervalo) se
presentan y comparan graficamente. En el caso del MDB, en donde consideramos efectos
(los parametros) aleatorios, evaluamos en cada caso la aleatoriedad del parametro de
escala que representa la consistencia de las respuestas de cada consumidor participante en

el estudio.

4.5.1. Vida util de tostadas

Para estimar la vida 1til de tostadas, producidas por un fabricante, se llevo a cabo
un estudio de vida de anaquel en el que participaron 50 consumidores no entrenados,
que evaluaron el producto. En orden aleatorio cada participante recibié seis muestras
que estuvieron previamente almacenadas durante 2, 7, 11, 15, 22 y 29 dias. Para tener
informacion del tiempo en que cada individuo rechazaria el producto, en cada muestra
se les pidi6 que contestaran la pregunta ;Consumiria éste producto? Si 6 No. Los datos
colectados en 6 consumidores se muestran en el Cuadro 4.1, donde el 1 representa que si

consumiria el producto y cero que no lo consumiria.
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Dias de almacenamiento
2 7 11 15 22 29
10 0 0

Id

S O = W N =
— = = =
—_— = O =
O = O ==
_ o O O O
o O O O O O
_ o O O o O

Cuadro 4.1: Datos de 6 consumidores de tostadas charras.

Para el analisis de los datos, asumimos que la distribuciéon de los tiempos de recha-
zo subyacentes es una distribucion Weibull bajo el anélisis de supervivencia sugerido por
Hough et al. (2003). Para aplicar la metodologia aqui propuesta, asumimos que la distri-
bucion F' involucrada en el modelo (4.1), es una distribucion logistica. Suponemos ademas
que el tiempo de rechazo del producto por cada consumidor, corresponde al tiempo que
su funcion de probabilidad de aceptacion alcanza el umbral py = 0.5.

En el proceso de estimacion de la funcién de confiabilidad, expuesto en la seccion
anterior, se utilizé una aproximacion de la funcién de confiabilidad, siguiendo un algoritmo
de cuadratura Gaussian Hermitiana adaptativa (AGHQ), por sus siglas en inglés) (Pinheiro
y Bates, 1995), con 20 puntos de cuadratura, tomados directamente del paquete statmod
de R (Smyth et al., 2016).

Con el fin de investigar el patron de variabilidad del parametro de escala o;, se estima
el modelo (4.1) en su forma reducida, considerando fijo el pardmetro de escala, esto es,
tomando a o; una constante (o) a través de los consumidores (MDBR).

En la Figura 4.1, se muestran las estimaciones puntuales y por intervalo de la funciéon de
confiabilidad (funcién de aceptacion) obtenidas con los enfoques mencionados: 1) Anélisis
de supervivencia de Hough et al. (2003), 2) No paramétrico, 3) el MDB (con o; aleatorio)
aqui propuesto, y 4) el modelo propuesto con inconsistencia constante entre los individuos,
o; = o (MDBR). Observamos que las estimaciones de la funcion de confiabilidad, bajo los
diferentes enfoques mencionados, muestran una diferencia muy pequena, y en particular,
los datos no muestran evidencia de una diferencia entre los modelos completo y reducido ya
que las curvas obtenidas son casi indistinguibles, asi que podemos tomar el modelo reducido
(0; fijo). Esto nos lleva a plantear que los datos no muestran una diferencia significativa en
la consistencia de las respuestas de los participantes. Esta conclusion también es apoyada

por el hecho de que el que el el AIC (302.0483) para el modelo completo es muy cercano al
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Figura 4.1: Funcion de confiabilidad estimada con la metodologia de Hough et al. (2003)
(WEI-GH) bajo el modelo Weibull, el MDB (4.1) y el MDB (4.1) con consistencia constante

(o; = o) (MDBR), todas con intervalo de confianza asintoticos (método delta).

AIC (302.1549) del modelo reducido. También se puede obtener una conclusion equivalente
utilizando una prueba de razén de verosimilitudes.

Para el modelo propuesto completo (MDB) y también para el reducido (MDBR) se
obtuvieron intervalos de confianza asintéticos de la confiabilidad usando el método delta
a partir de la matriz de varianzas y covarianzas estimada de los parametros.

Para la evaluaciéon del ajuste de un modelo de regresiéon con respuesta continua, fre-
cuentemente una gréafica de los residuos es de utilidad, pero ésto no es asi cuando tenemos
un modelo cuya respuesta es categorica, como en nuestro caso. Como los datos estan agru-
pados y las observaciones dentro de cada grupo no son idénticamente distribuidos, para
tener una idea del ajuste del modelo, comparamos las proporciones de aceptacion (empiri-
ca) en cada tiempo de inspeccion (¢;) con las obtenidas bajo el modelo logistico ajustado
(proporcion muestral de aceptacion), como se muestra en la Figura 4.2. Aqui se puede
ver que el modelo es concordante a los datos observados, ya que la distribucion (cuantiles
2.5% vy 97.5%) de las proporciones muestrales bajo el modelo ajustado contienen a las
observadas, por lo que el ajuste del modelo parece razonable. Un comportamiento muy
similar se obtiene con el modelo reducido donde se considera que o; es constante entre los

consumidores, lo que también soporta al modelo reducido como suficiente para representar
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la variabilidad de los datos.
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Figura 4.2: Cuantiles 2.5% y 97.5% de la distribucién de las proporciones muestrales de
aceptacion en cada unos de los tiempos de inspeccion con n = 50 consumidores (datos de
tostadas) bajo el modelo MDB (a) y el modelo MDBR (b).

4.5.2. Vida tutil de pan

Para estimar la vida 1til de un tipo de pan blanco, se realiz6 un estudio de vida de
anaquel, de manera similar al que se describié en el ejemplo anterior. Se reclutaron 50
consumidores regulares de este tipo de pan, que recibieron en un orden aleatorio muestras
de un tipo de pan que tenian 3, 8, 13, 21, 23 y 25 dias de almacenamiento. Después,
para obtener informacion de los tiempos de rechazo del producto, se les pregunto a los
participantes en el estudio si consumirian el producto.

Aqui también asumimos nuevamente que bajo la metodologia (de analisis de supervi-
vencia) de Hough et al. (2003), la distribucion de los tiempos de rechazo subyacentes, es
una distribucion Weibull. Aqui asumimos nuevamente, que la distribuciéon F' del modelo
(4.1), es una distribucion logistica y que el tiempo de rechazo de cada consumidor corres-
ponde al tiempo en que la curva de aceptacion (4.1) alcanza el valor p; = 0.5. El proceso
de estimacion de la funcion de confiabilidad es igual al que se sigui6 en el ejemplo anterior.

En la Figura 4.3, se muestran las estimaciones puntual y por intervalo de la funcién

de confiabilidad (aceptacion), obtenidas con los enfoques: 1) Analisis de supervivencia
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de Hough et al. (2003), 2) No paramétrico, 3) Modelo (con o; aleatorio) aqui propuesto
(MDB), y 4) el modelo propuesto en forma reducida, esto es, con o; = ¢ (MDBR). En
este ejemplo, a diferencia del anterior, las graficas muestran una discrepancia entre los
diferentes modelos considerados, sobre todo en las colas de la distribucién. Respecto al
modelo propuesto (4.1), en su version completa (o; aleatorio) y reducida (o; = o fijo),
para valores pequenos del tiempo, la diferencia tanto puntual como por intervalo, de las
funciones de confiabilidad no es tan grande, pero para tiempos grandes si hay una diferencia
mayor y mas aun en el limite superior del intervalo de confianza, lo que puede sugerir que
en este caso el modelo completo representa mejor la variabilidad presente en los datos. Esta
diferencia también se refleja en los valores del AIC para ambos modelos (AIC=338.412 para
el modelo completo y AIC=345.915). Esta diferencia también se observa en las graficas
de la Figura 4.4, donde se presentan los cuantiles 2.5 % y 97.5 % de la distribucion de las
proporciones muestrales de aceptacion en cada uno de los tiempos de inspecciéon simulada

bajo los modelos completo y reducido.
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Figura 4.3: Funciéon de confiabilidad estimada: a) metodologia de Hough et al. (2003)
(WEI-GH) bajo el modelo Weibull, MDB (4.1) y MDB (4.1) con consistencia constante

(0; = o) (MDBR), todas con intervalos de confianza asintoticos (método delta).

En este ejemplo, a diferencia del anterior, observamos que el modelo completo ajusta
mejor que el reducido, y en tal caso, tenemos evidencia de la existencia de una variacion

en la consistencia de las respuestas entre los diferentes consumidores que participan en
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Figura 4.4: Cuantiles 2.5% y 97.5% de la distribucién de las proporciones muestrales de
aceptacion en cada unos de los tiempos de inspeccion con n = 50 consumidores bajo el
MDB (a) y el MDBR (b).

la muestra. A partir de las estimaciones de méaxima verosimilitud de los parametros, se
pueden obtener “estimaciones” de los efectos individuales del modelo. Un procedimiento

de estimacion consiste en obtener la moda posterior, es decir,

(i, 0;) = argmax f(u;, Uz‘\yi) = arg méXf(%Wi, Ui)f(,ui; B, Oé)f(Uzﬁ Ba, /\)

Hi, 04 Hi, 04
= argméxH i (55 pis o))" (L= py (t55 i, 00)] ™% o, (Mz‘; B, a) o, (Ui; Be: )\>
TN

~ ~ ~ ~\ /
donde 6 = (B, a, Ba, )\) es el estimador de maxima verosimilitud de los parametros 6.
Estas predicciones que se muestran en el la Figura 4.5, nos dan informaciéon del patrén
que sigue la consistencia de las respuestas entre los diferentes participantes en el estudio.
Podemos observar que aunque algunos valores de o; son muy pequenos, algunos consumi-
dores muestran valores mayores de inconsistencia. Ademaés, observemos que la localizacion
del log-tiempo de rechazo (ji;) y el parametro &; no muestran evidencia clara de estar
correlacionados, por lo que el supuesto hecho en el modelo (4.1) de que la localizacion del
log-tiempo de los consumidores no depende de la consistencia, tiene sentido. Es interesante

que cuando en un panel de consumidores que participan en un estudio de vida de anaquel,
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existan diferentes niveles de inconsistencia, esta se pueda estimar. Esta estimacion es po-
sible en el caso de los modelos lineales generalizados de efectos mixtos, como el que aqui

se propone.
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Figura 4.5: “Estimacion de efectos” individuales.

Todos los célculos se realizaron utilizando el lenguaje de computo estadistico R (Team,
2015).

4.6. Simulaciéon

Para ver si la diferencia observada en la estimaciéon de la funcién de confiabilidad se
mantiene en muestras repetidas, realizamos un pequeno estudio de simulacién, pero ahora
en la estimacion de algunos cuantiles de ésta.

Especificamente el pequeno estudio de simulacion que se presenta es para ver el efecto
que tienen las inconsistencias (en las respuestas) de los participantes en la estimacion de la
funcion de distribucion (o confiabilidad) que resulta con el método de Hough et al. (2003)
y con el método MDB propuesto. En este estudio, asumimos que el mecanismo generador
de datos es el modelo (4.1) (MDB) descrito en la Seccion 4.2.
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Los parametros utilizados en este estudio de simulacion, se tomaron del segundo ejem-
plo, que fue donde resulté6 una mayor inconsistencia de los consumidores participantes y
donde se obtuvo una mayor diferencia entre la metodologia de Hough et al. (2003) y la
aqui propuesta.

Se simularon M = 1000 conjuntos de datos, cada uno con 50 consumidores y tiempos
de inspeccion: 0, 3, 8, 13, 21, 23 y 25, bajo el modelo (4.1), con los pardmetros: log (S )
=0.6120, log ()= 2.9272, log (ug)= —0.4700 y log (\)= 0.1760. Para cada conjunto de
datos simulados, se estimaron, siguiendo ambas metodologias, los cuantiles 0.05, 0.10,
0.50, 0.90 y 0.95 % de la distribucion del tiempo de rechazo, y luego de todos los conjuntos
de datos simulados se calculo, el promedio, el sesgo relativo y el error estandar de cada

uno de éstos cuantiles de interés, bajo cada metodologia.

Hough et al. (2003) MDB

P t, | Media EE SR | Media EE SR
0.05 3.73| 4.2630 1.2126 14.2786| 3.9069 1.3291 4.7324
0.10 5.51| 6.0301 1.3746  9.4066 | 5.6561 1.5121 2.6214
0.50 15.3115.1975 1.5134 —0.7286 | 15.3307 1.8491 0.1413
0.90 29.36 | 27.7559 2.7425 —5.4494|29.6130 4.6911 0.8768
0.95 33.86 | 31.7187 3.5839 —6.3200 | 34.2961 6.2402 1.2922

Cuadro 4.1: Promedio (Media), error estandar (EE) y sesgo relativo (SR) en la estimacion
de cuantiles p = 0.05, 0.1, 0.5, 0.9 y 0.95 bajo la metodologia de Hough et al. (2003) y la
metodologia propuesta en la Seccion 4.2 (MDB). Para aproximar la verosimilitud en (4.5)

se usaron 20 puntos de cuadratura.

De los resultados que se presentan en el Cuadro 4.1, observemos que con el modelo de
Hough et al. (2003) (WEI-H) los primeros dos cuantiles estudiados son sobreestimados,
y el resto subestimados, como lo observado en el Ejemplo 2, mientras que bajo el MDB,
todos los cuantiles son sobreestimados. Un patrén general comun en los dos métodos de
estimacion es que el sesgo relativo de ambos decrece en magnitud hasta llegar al cuantil
50 %, pero aumentan en el cuantil més grande estudiado.

Valores grandes del sesgo relativo para los cuantiles 0.05 y 0.10, puede deberse a que
en ésta region (de forma relativa a la magnitud de lo que se quiere estimar) los tiempos
de inspeccion son los mas espaciados (0, 3, 8,13, 21, 23, 25). Los sesgos relativos bajo
WEI-GH son aproximadamente tres veces mas grandes que los obtenidos con el MDB en
los primeros dos cuantiles, y la diferencia es poco més grande en los cuantiles 0.5, 0.90

vy 9.95. Esto ultimo puede deberse a que la metodologia MDB aprovecha implicitamente
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la curva media de rechazo y en cambio, el procedimiento WEI-H toma como censurados
por la derecha a los individuos que rechazan después del tiempo 25. Un comportamiento
similar pero contrario se obtiene al considerar el error estdndar de los estimadores, aunque
la diferencia en los tres primeros cuantiles es ligera, y moderada en los tltimos dos, debido
a que la segunda metodologia da aproximadamente errores estandar 42 % mas grandes.
Asi de lo anterior, vemos que aunque bajo el modelo propuesto hay sesgo en la es-
timacion de los cuantiles, bajo la metodologia de Hough et al. (2003) éstos llegan a ser
més grandes sobre todo en los cuantiles pequenos, que son los de mayor interés cuando se
utilizan para definir la vida ttil de los productos que se quiere lleguen al consumidor como
productos frescos, apenas distinguibles del producto nuevo, como ocurre con el pan. Esta
diferencia se debe a que la metodologia WEI-H que se basa en los intervalos de censura no
toma en cuenta la incertidumbre presente en éstos como consecuencia de la inconsistencia

de las respuestas de los consumidores.

4.7. Conclusiones

La metodologia que aqui se propone para el anélisis de estudios de datos de vida
de anaquel, es un procedimiento alternativo al analisis de supervivencia o confiabilidad
propuesto por Hough et al. (2003). Una ventaja del método propuesto es que involucra ex-
plicitamente el nivel de consistencia de las respuestas de los consumidores participantes en
el estudio. Hemos mostrado dos ejemplos con datos reales de vida de anaquel. En el primer
ejemplo, en donde la variacién de las inconsistencias fue no significativa, las funciones de
confiabilidad obtenidas con ambas metodologias son comparables. En cambio, en el segun-
do, en donde los datos provienen de una poblacién de consumidores con una inconsistencia
maés variable, los resultados en ambas metodologias muestran mayores diferencias.

El modelo propuesto también puede considerarse como un modelo de degradacion
binario, en donde la caracteristica que observamos a través del tiempo, es la aceptacion
o rechazo del producto por cada consumidor y la falla (rechazo) del producto se declara
cuando la funcion de probabilidad de aceptacion p;(t) alcanza un nivel de probabilidad py.

Aunque en los ejemplos se asume que la distribuciéon F' corresponde a la distribucion
logistica, hay que notar que se puede elegir cualquier distribuciéon de localizacion y escala,
y en particular cuando se tenga evidencia de asimetria de la curva de aceptacion, se puede
optar por una distribucién asimétrica, como puede ser la distribucion Gumbel, normal
asimétrica o logistica asimétrica, por mencionar algunas. En ambos ejemplos también se
asumi6 que en el tiempo de rechazo (subyacente) el consumidor tenia el mayor grado de

confusion para decidir aceptar o no el producto (p; = 0.5). Sin embargo, éste valor se
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puede cambiar cuando se requiera ser conservador en la estimacion de la distribucion de
los tiempos de rechazo.

Aqui asumimos que los pardmetros que varian entre los consumidores (y;, 0;) son in-
dependientes con distribuciones exp (1;) ~ WEI(Bw, «) (forma y escala) y o; ~ G(Bg, A)
(forma y razon), pero se podrian considerar otras distribuciones.

Dada la inconsistencia en las respuestas de los consumidores, una pregunta natural es,
., Coémo deben elegirse los tiempos de almacenamientos de forma 6ptima?, y mas general-
mente, ;Como disenar el experimento para obtener la mayor informacion posible con los
recursos disponibles?. Estas preguntas pueden explorarse como trabajo a futuro, asi como
la incorporacion de informacion previa de experimentos similares para mejorar la precision

de las cantidades de interés.
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Capitulo 5

Comparacion de algunos criterios de
seleccion de modelos con datos de vida

censurados

5.1. Introducciéon

El analisis de datos de confiabilidad involucra la identificacién y estimacion de para-
metros, siendo el primero muchas veces el pasdé mas importante y dificil, todavia atin mas
cuando se tienen datos censurados. Entre los métodos mas tradicionales para la eleccion
de distribuciones se encuentran las gréaficas de probabilidad, pruebas de hipotesis, pruebas
de bondad de ajuste, y criterios de seleccion. El AIC (criterio de informacion de Akaike)
y BIC (criterio de informacion bayesiana) son dos criterios de uso frecuente para la selec-
cion de modelos, los cuales difieren solamente en los términos de penalizaciéon aunque sus

origenes provienen de avenidas completamente distintas.

El AIC fue propuesto por Akaike (1974) como un estimador insesgado asintotico de la
informacion de Kullback-Leibler esperada, entre un modelo candidato ajustado y el mode-
lo verdadero, mientras que el BIC fue derivado por Schwarz (1978) como una aproximacion

a una transformacion de la probabilidad posterior de un modelo candidato.

A través del tiempo el uso de ambos criterios para la selecciéon de modelos ha crecido
significativamente. Entre algunas de las primeras aplicaciones del AIC sugeridas por el
autor se encuentran analisis factorial, anélisis de componentes principales, regresiéon mul-

tiple y series de tiempo. En general, el area de aplicaciones de éste indice es diverso, por

1)



ejemplo en ecologia (Johnson y Omland, 2004; Dennis et al., 2006; Hoeting et al., 2006),

bioinforméatica (Edwards et al., 2010), astrofisica (Liddle, 2007), por mencionar algunas.

En el intento de averiguar que criterios resultan mejores en diferentes situaciones, exis-
ten varios estudios teoricos y empiricos alrededor de esto. Por ejemplo, Akaike (1977)
mostr6 que el desempeno del BIC es mejor que el AIC en la eleccion del orden de mode-
los polinomiales y el orden de modelos autoregresivos. Shibata (1976) y Hannan (1982)
muestran la inconsistencia del AIC en la eleccion de modelos autorregresivos y modelos
ARMA| respectivamente. Geweke y Meese (1981) muestran, ademas de la consistencia del
BIC en modelos de regresion, que el AIC es més probable a eligir un modelo méas grande

en comparacion que el BIC.

Koehler y Murphree (1988) comparan el AIC y BIC en la eleccion del orden de modelos
de series de tiempo en datos reales, donde encuentran que el orden identificado por el AIC
excede por dos o mas el orden del modelo elegido por el BIC en mas de la mitad de los
casos. Sin embargo, en estos casos los modelos seleccionados por el segundo criterio, pro-

ducen predicciones que son tan buenas como las producidas por los modelos seleccionados

por el AIC.

Volinsky y Raftery (2000) proponen una modificacién del BIC inspirados en el hecho
de que bajo ciertas condiciones de regularidad, se tiene una buena aproximacion de éste
al factor de Bayes (2log(BF')). Ellos proponen definir la penalizacion del BIC en términos
del nimero de fallas en vez del nimero de observaciones. Basados en la correccion del AIC
hecha por Hurvich y Tsai (1989) (AICc), Liang y Zou (2008) proponen la siguiente version

mejorada de AIC en el contexto de modelos de supervivencia:

donde p es el namero de variables explicativas incluidas en el modelo. La racionalidad de
ésta propuesta es demostrada por medio de simulacién al compararla con un estimador
insesgado aproximado de la informacién de Kullback-Leibler entre el modelo verdadero y
un modelo ajustado, en el caso de que la distribuciéon de los tiempos de supervivencia es la
exponencial y el tiempo de censura es una constante. También por medio de simulacién,
reportan que ésta modificacion resulto superior que el AIC y BIC en otros escenario estu-
diados con las distribuciones lognormal, Weibull y log-logistica. Sin embargo, no abordan

explicitamente el efecto de la fraccion de censura en el desempeno de tales criterios.
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Mas recientemente Lee y Ghosh (2009) evaluaron el desempeno del AIC, AICc y BIC
con varios modelos de covarianza espaciales, donde sus resultados de simulacién revela-
ron que éstos criterios se desempenan bien para algunos modelos y mal para otros. En la
mayoria de los casos estudiados obtienen un mejor desempeno del AIC o AICc en com-
paracion que el BIC. Por otro lado, Emiliano et al. (2014) evaltan el desempeno de estos
mismos criterios en la selecciéon de modelos estandar, modelos de crecimiento biologicos
y modelos de series de tiempo, donde concluyen que el uso indiscriminado de tales cri-

terios puede llevar a resultados imprecisos y que el desempeno de estos depende del modelo.

Asi, aunque han existido muchos estudios en la comparacion del AIC y BIC, poca aten-
cion se le ha puesto y mucho uso se le ha dado a estos, en el caso de muestras censuradas,
una situacion en la cual no fueron derivados. Por ejemplo, el software JMP (JMP, 2013)
tiene implementado estos criterios ademas de una modificacién del AIC, no obstante, hasta
hoy no se tiene un respaldo teérico ni empirico para éstas situaciones. Motivado por ésto,
en el presente trabajo se presenta un estudio de simulacién para ver el efecto de la fraccion

de censura en el desempeno de estos criterios.

El trabajo ésta organizado de la siguiente manera: en la Secciéon 5.2 presentamos una
breve descripcion de los criterios a estudiar, en la Seccion 5.3 se presenta el estudio de
simulacion y la comparacion de los criterios. Conclusiones y discusiones de los resultados

obtenidos son dados en la Secciéon 5.4.

5.2. Criterios de selecciéon de modelos

La estimacion de la informacion de Kullback-Leibler es el punto clave en la derivacion
del criterio de informaciéon AIC, el cual ha sido ampliamente usado para la seleccion de
modelos estadisticos. La informacion de Kullback-Leibler es considerada como una medida
de bondad de ajuste del modelo propuestof(z) hacia el modelo verdadero g(z)(Konishi y
Kitagawa, 2008). Sin embargo, en la préctica es bastante limitada ya que casi siempre se
desconoce la verdadera distribucién que genera los datos, lo cual impide calcularla. De esta
manera Akaike (1974) derivo el AIC como un estimador insesgado asintotico del negativo
de la informacion de Kullback-Leibler esperada relativa (—E [log (f(X))] donde X tiene
densidad g (-)), entre el modelo candidato ajustado f(z) y el verdadero g(x). El AIC esta

definido como

AIC = —2¢ (5) +2p (5.1)
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donde ¢(0) = log[L(x|0)] es la log-verosimilitud del modelo considerado evaluado en el

estimador de méxima verosimilitud de 6 y p es la dimension de 6.

Para reducir el sesgo del AIC en modelos de regresion lineal, una version corregida del
AIC fue sugerida por Sugiura (1978), y expandida por Hurvich y Tsai (1989, 1991) para
modelos de regresion no lineales y modelos autorregresivos. Esta nueva version, conocida

en la literatura como criterio de informacion de Akaike corregida (AIC,), esta definida por

AIC, = — 2 (5) b

n—p—1
_alc 4 et D) (5.2)
n—p—1

Con ésta version se obtiene una penalizaciéon méas fuerte para modelos complejos en
comparacion con la version estandar del AIC, sin embargo, para p fijo, conforme n crece
éste converge al AIC. Asi, a menos que el tamano de muestra sea grande respecto al nu-
mero de parametros, Burnham y Anderson (2002, pagina 67) recomiendan el uso del AICc

(por ejemplo, cuando la razén n/p es menor que 40 cuando p es grande).

Otro método popular usado para la seleccion de modelos es el criterio de informaciéon
Bayesiana (BIC) propuesto por Schwarz (1978). Este fue derivado como una aproximacion
a una transformacion de la probabilidad posterior de cada uno de los modelos candidatos,

asumiendo que estos a prior son igualmente probables. El BIC esta definido como

~

BIC = —2/(0) + plog(n) (5.3)

~ ~

donde £(6) = log|[L(x|0)] es la log-verosimilitud del modelo considerado evaluado en el
estimador de maxima verosimilitud de 6, p es la dimension de 6 y n es el tamano de muestra.
En el estudio también consideramos la modificacion de BIC propuesta por Volinsky y
Raftery (2000) que usa el ntimero observado de fallas (ns) en vez del tamafio de muestra:

BICy = —2£(0) 4 plog(ny). (5.4)

Estos criterios sirven para la eleccion de un modelo dentro de un conjunto de candi-
datos, haciendo un balance entre el ajuste del modelo (primer término de los tres) y la
complejidad de este (segundo término). Para un conjunto de datos dado, estos criterios
trabajan bajo la misma logica; estos se calculan para cada modelo y se elige como el mas
apropiado al que tenga menor AIC, AIC,, BIC y BICy, respectivamente. La penalizacion
del modelo en el BIC es mayor al de AIC por lo que los modelos elegidos por el BIC

tienden a ser mas parsimoniosos que los elegidos por el AIC (Claeskens y Hjort, 2008).
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5.3. Estudio de simulaciéon

En ésta seccion se presenta el estudio de simulacion para evaluar el desempeno de los
criterios antes descritos en la identificacion del verdadero modelo. De especial interés se
consideran algunas distribuciones de tiempo de vida mas comunes (exponencial, Rayleigh
y Weibull), censura aleatoria por la derecha, diferentes fracciones de censura y diferentes

nameros nominales de fallas.

Para cada simulacion, se generan 10,000 muestras de tamano n = [r/(1 — )| (-] es
la funcién maximo entero) de una de las distribuciones, la cual es tomada como la distri-
bucién verdadera, como mas abajo se detalla. Para cada muestra generada, por méxima
verosimilitud se estiman los parametros de cada una de las distribuciones candidatas (in-
cluida la que genera los datos), y posteriormente se calculan cada uno de los 4 criterios
(AIC, AIC,, BIC y BICy). Finalmente, se calcula la proporcion de veces que cada uno de

los modelos candidatos es favorecido como el mejor en cada uno de los 4 criterios.

5.3.1. Implementacion del mecanismo de censura aleatoria

El estudio de simulacion es hecho considerando censura aleatoria por la derecha, donde
asumimos que el tiempo a la falla (7") y el tiempo de censura (C') son variables aleatorias
independientes. Si Fir () es la funciéon de distribucion de Ty F ' (+) la funcién cuantil aso-
ciada, entonces para generar muestras con una fraccion de censura v deseada, se propone

el siguiente algoritmo:
1. Generar Uy, ~ U(0,k,) y U ~ U(0,1) independientes.

2. Si Uy, < U, definir § = 0 y tomar T ~ FT’l(UkW), mientras que si U < Uy, 0 =1y
tomar T* ~ F; (U).
3. Repetir los pasos 1 y 2 tantas veces como el tamano de muestra que se requiera.
2(1—7) si05<y<1
donde k, = 1 , dependiendo de la fraccion de censura y
— si0<~v<0.5
2y
deseada.

Notemos que bajo éste algoritmo no se garantiza que cada muestra 77,..., T'* extraida con-

tenga exactamente 100(1—-y) % observaciones no censuradas, si no que el nimero esperado

79



de observaciones censuradas es v. Méas detalles de éste mecanismo de censura pueden ver-
se en el Apéndice 5.A, donde también puede consultarse un algoritmo alternativo para la

generacion de muestras con censura aleatoria.

5.3.2. Resultados de simulacion

El estudio se hace considerando las distribuciones exponencial (EXP), Rayleigh (RAY)
y la distribucion Weibull (WEI) como distribuciones candidatas. Las fracciones de censura
experimentadas son v = 0, 0.01, 0.05, 0.1, 0.25, 0.40, 0.5, 0.60, 0.75, 0.95 y 0.99, mientras
que 4, 6, 8, 10, 15, 20, 25, 50, 75 y 100 son los nimeros nominal de fallas aleatorias (7)
utilizados.

Puede verse que bajo los criterios de seleccion de modelos aqui examinados, los resulta-
dos no dependen del parametro de escala de la distribucién de la cual provienen los datos,
y tampoco dependen de cual de los dos mecanismos anteriores se use para simularlos. Esto
significa que los parametros de escala de las distribuciones no necesitan variarse, y por ello
sin pérdida de generalidad estos son tomados igual a 50 en cada una de las distribuciones,
y tnicamente el parametro de forma en la distribucion WEI es el que se varia: 0.5, 1.5,
2.5y 3.5.

En los Cuadros 5.B.1-5.B.3 se presentan los resultados de la simulaciéon cuando los datos
son generados de la distribucion EXP con parametro de escala n = 50. Para un valor de
~ fijo, como era de esperarse, en general se observa un mejoramiento de los criterios en
la seleccion del modelo EXP a medida que el ntimero esperado de fallas aumenta. Para
un valor fijo de r de los experimentados menores que 10 (Cuadro 5.B.1), observemos que
en todos los criterios, sorprendentemente, la probabilidad de seleccion correcta (PSC)
muestra una tendencia creciente a medida que la fraccion de censura crece. En éste rango
el BIC es el que tiene el mayor incremento pero el AIC, es el que comienza (en v = 0)
con la mayor probabilidad de seleccion correcta, y se tiene que el modelo RAY es su
mayor competidor de acuerdo a todos los criterios. También puede observarse que para
r fijo, las probabilidades de seleccion correcta del AIC, son ligeramente mayores que las
obtenidas con el AIC para valores pequenos de la fraccion de censura, pero tal diferencia
es cada vez mas despreciable para valores grandes de ésta. Lo anterior lo explica el hecho
de que para un numero esperado de fallas r y una fraccion de censura grande (por decir
del 99 %), se requiere un tamano de muestra grande (relativo al nimero de parametro), y
como consecuencia el segundo término en la definicion del AIC, (5.2) es casi despreciable.

Para este rango de valores los criterios AIC.. y BIC son los que tienen el mejor desem-

peno, pero ninguno de estos dos es uniformemente mejor dado que depende del valor de
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ry v; enr =4 el AIC, resulta mejor para v < 0.60, mientras que el BIC para v > 0.75;
en r =6 el AIC, para v < 0.5 y el BIC para v > 0.60; en » = 8 el AIC, para v < 0.40
y el BIC para v > 0.40; y para r = 10 el AIC, para v < 0.25, mientras que el BIC para
el resto de valores de 7, donde a partir de v = 0.75 el BIC,; es el que ocupa el segundo
mejor lugar. También podemos observar que tampoco el peor criterio se tiene de forma
uniforme ya que el criterio BIC,; resulto ser el peor en r = 4, 6, y 8, aunque en el dltimo
solamente para los dos tltimos valores de v, y el AIC result6 el peor en el resto de las
combinaciones.

Del Cuadro 5.B.2 observemos que para valores de » mayores que 15 la situacion cambia
un poco. De acuerdo al AIC el modelo WEI es el mayor competidor, 1o mismo con el AIC,
con excepcion en los valores de r = 15 y 7 menores que 0.25, mientras que con el BIC,,
para valores mayores que 20. Para el BIC esto depende de la combinaciéon de r y v: para
r = 15 el modelo RAY es aiin el mas competidor; para v = 20 solamente para valores de
~ menores o iguales que 0.5; si = 25 para « menor o igual que 0.60; si » = 50 en todos
los valores de v excepto en 0.95; mientras que a partir de 75 en todos los valores de 7.
Para r fijo, las probabilidades de seleccién correcta para el AIC y BIC,,; casi no se ven
afectadas por los valores de 7, donde ahora el desempeno del segundo comienza a hacer
mejor y tal diferencia crece si r aumenta. La probabilidad de seleccion correcta del AIC,
tiene un sentido contrario a lo observado en los valores de r menores que 10, ya que como
puede observarse, ahora la probabilidad de seleccion correcta disminuye aproximadamente
un 3% al pasar del 0% de censura al 99% en los valores r = 15, 20 y 25, donde éste
criterio tiene un comportamiento muy similar.

Aqui la diferencia entre el AIC y el AIC, es menos despreciable, y cada vez menos a
medida que se tienen un r més grande. A partir de r = 50 las probabilidades de seleccion
correcta del AIC,. comienzan a estabilizarse alrededor del 84 % para todos los valores de
r y vy, comportamiento que también lo comporte el AIC. Esta similitud en gran medida
se debe al hecho de que los términos de penalizacién tienden a ser muy parecidos para
tamanos de muestras mayores que 40, como se expreso en la introduccion. Para el BIC
la tendencia sigue siendo la misma dado que para r fijo se observa un incremento en la
probabilidad de seleccién correcta conforme la fraccion de censura lo hace, aunque a partir
de r = 15 el desempeno de éste comienza a ser claramente superior de forma uniforme al
resto de los criterios, y mas atun en valores mas grandes de r. Por ejemplo, en » = 50 se
obtienen probabilidades de seleccion correcta mayores de 0.95 que crecen conforme se tiene
mas censura (Cuadro 5.B.3). Una representacion grafica de estos resultados de simulacion
para 6 de los 11 valores estudiados de la fraccion de censura (y = 0, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95

y 0.99), se muestran en la Figura 5.1.
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Figura 5.1: Proporcion de veces que el AIC, AIC,, BIC y BIC,, (indicado por el tipo de
simbolo usado) eligen a cada una de las tres distribuciones candidatas (indicadas por el

tipo de linea usada), siendo que los datos se generan de la distribucion EXP.
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Los resultados de simulacién cuando los datos son generados del modelo RAY con
parametro 50 se muestran en los Cuadros 5.B.4-5.B.6.

De forma similar al caso anterior donde los datos provienen del modelo EXP, para un
valor de v fijo, en general se observa un mejor desempeno de los criterios en la probabilidad
de selecciéon correcta a medida que el namero esperado de fallas r aumenta. En comparacion
a cuando los datos provienen de la distribucion EXP, la mayor diferencia se observa en
los primeros 4 valores de r considerados, debido a que aqui las probabilidades de seleccion
correcta son mayores, y més aun en el criterio AIC,.. Respecto al AIC, en el primero de
estos (r = 4), aqui la probabilidad de seleccién correcta comienza a crecer (en v = 0) a
partir de un valor (0.6815) moderadamente méas grande, mientras que a partir del segundo
(r = 6) el efecto de la fraccion de censura sigue siendo positivo aunque cada vez menos
hasta llegar a = 50, donde al igual que el en caso anterior (EXP), las probabilidades se
comienzan a estabilizar alrededor de 0.84.

En éste mismo rango de r (los primeros 4 valores, r = 4, 6, 8 y 10), respecto al AIC.,
observemos que para r fijo, el efecto de la fraccion de censura es opuesto al obtenido en la
situacion anterior (EXP) debido a que conforme ésta aumenta la probabilidad de seleccion
correcta decrece (Cuadro 5.B.4), pero tal decrecimiento va siendo cada vez menor a medida
que 7 es méas grande. En cuanto al BIC observemos que se tiene que para r fijo, también
la probabilidad de seleccién correcta aumentan conforme la fracciéon de censura es mayor.
Sin embargo, aqui el desempeno de los criterios depende de muchos més combinaciones
de r y 7, ya que por ejemplo, para r = 4, 6, 8 y 10, el AIC, es el que resulta mejor para
valores de v menores que 0.60, 0.50, 0.40 y 0.25 respectivamente, y para el complemento
de los valores de v anteriores, el BIC es el que resulta mejor.

A partir de r = 15 (Cuadros 5.B.5-5.B.6) observemos que las probabilidades de selec-
cion correcta son muy similares a cuando los datos son generados del modelo EXP. En
particular, el desempeno del BIC también comienza a ser claramente superior de forma
uniforme al resto de los criterios, y mucho mas en valores grandes de r, por ejemplo, en
r = 50 se obtienen probabilidades de seleccién correcta superiores a 0.95 que aumentan
si se tiene mas censura (Cuadro 5.B.6). En la Figura 5.2 se muestra una representacion
grafica de estos resultados de simulacion para 6 de los 11 valores experimentados de la
fraccion de censura (v = 0, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95 y 0.99).
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En los Cuadros 5.B.7-5.B.9 se presentan los resultados de la simulaciéon cuando los
datos son generados de la distribucion WEI con parametro de escala 50 y de forma 0.5.

Al igual que antes se observa que, para una fracciéon de censura especifica, el desem-
peno en la seleccion de los criterios mejora a medida que el numero de fallas crece. De
estos Cuadros también se puede observar que ninguno de los criterios considerados resulta
uniformemente mejor que el resto. Por ejemplo, para r = 4 y 6 (Cuadro 5.B.7), el BIC),
es el que resulta mejor en todos los valores de ~, mientras que el segundo mejor comporta-
miento esta dividido dado que le corresponde al BIC para valores de v menores que 0.40,
y al AIC para el resto de tales valores (Cuadro 5.B.7). El peor comportamiento también
es dependiente de los valores de v, ya que para antes de 0.60 lo posee el AIC., mientras
que el BIC para el complemento.

En comparacion al caso en que los datos fueron generados de la distribucion EXP,
en general para cada uno de los primeros dos valores de r (4 y 6), no se observa un
comportamiento con tendencia creciente en la probabilidad de seleccion correcta a medida
que la fraccion de censura aumenta, pero si se tienen algunas tendencias. Especificamente,
para el BIC la fraccion de censura muestra tener una tendencia negativa en la probabilidad
de seleccion correcta en ambos valores de r (4 y 6), mientras que en el resto de los criterios
generalmente se tiene una tendencia positiva. Por ejemplo, en r = 4 el BIC,, tiene un
incremento de aproximadamente de 0.20 en la PSC al pasar de 0.4877, cuando no se tiene
censura, a 0.6766, cuando se alcanza el 99 % de censura, y para el BIC la PSC disminuye
de 0.4877 a 0.2495.

Para r = 8, el comportamiento de éstos criterios es diferente ya que ahora el AIC' y el
BIC,, resultan mejores en las 5 primeras y 6 tiltimas fracciones de censura respectivamente,
y los que resultan peores son los criterios AIC. y BIC en las 6 primeras y 5 tultimas
fracciones de censura, respectivamente.

Para r = 10 el AIC es el que resulta mejor con probabilidades de seleccion correcta
que van de 0.82 a 0.8711. Este es seguido por el BIC,; en los primeros 9 valores de v y por
el AIC, en los ultimos dos. El AIC. es el que resulta el peor en los valores de v menores o
iguales a 0.25, y el BIC en valores mayores o iguales a 0.40

La superioridad del AIC se sigue manteniendo en el resto de los valores de r, donde en
r = 15 las probabilidades de seleccién correcta resultan altas variando entre 0.9330 y 0.9555
para los diferentes valores de v (Cuadro 5.B.8). Es hasta r = 20 donde el AIC, ocupa la
segunda mejor posicion en la seleccion correcta del modelo que generd los datos, y ademéas
donde el efecto de la fraccion de censura en la PSC es apenas ligero, con excepcion del
BIC donde ésta disminuye de 0.9651 a 0.8078. Este efecto negativo de 7 en el BIC se sigue

observando en r = 25, pero a partir de r = 50, este efecto es casi despreciable y de hecho el
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comportamiento de todos los criterios comienza a ser casi indistinguible con probabilidades
de selecciéon correcta muy cercanas a 1. En éste escenario, en todos los criterios el modelo
EXP es el que resulté el mayor competidor del modelo WEI, lo cual se debe al valor
del parametro de forma elegido. Graficamente los resultados para este caso (WEI con
parametro de forma 0.5) en 6 valores de la fraccion de censura (y = 0, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95
y 0.99) se muestran en la Figura 5.3.

Un escenario que resulta mucho més complicado para los criterios es cuando simulamos
del modelo WEI con parametro de forma igual a 1.5, un valor que se encuentra entre los
correspondientes valores del parametro de forma en la distribucion WEI que definen a los
modelos EXP y RAY, respectivamente. Para cada valor de 7, en los primeros 4 valores de
r (Cuadros 5.B.7-5.B.12 ), se observa un efecto negativo de éste (r) en el desempeno de
los criterios. En los primeros dos (4 y 6), el BIC), es el que resulta con mejor desempeno
aunque las probabilidades de seleccién correcta son bastante bajas, alrededor del 0.15
en r = 4 y alrededor de 0.07 en » = 6, para todos los valores de ~. El segundo mejor
comportamiento se tiene con el BIC pero para los valores de v menores o iguales a 0.40,
mientras que con el AIC para el resto.

En r = 8 el AIC comienza a ser mas competitivo ya que éste registra el mejor desem-
penio en todos excepto en los ultimos dos valores de 7, donde con poca ventaja (sobre el
AIC), el BIC), continua desempenandose mejor. El peor desempeno lo tiene el AIC, hasta
~v = 0.40, y en valores superiores a éste, el BIC.

A partir de r = 10, el AIC comienza a tener un comportamiento superior sobre el resto,
el efecto de r ya tiene un efecto positivo sobre la PSC, pero también se sigue observando
un efecto negativo de la fraccion de censura (y mucho més en el BIC) ya que para r fija,
la PSC disminuye conforme v aumenta. Este efecto se hace cada vez menos conforme r
crece. El segundo mejor comportamiento se tiene con el AIC, a partir de r = 15, aunque
en éste valor las probabilidades de seleccion correcta son mucho mas bajas que las del
AIC a medida que la fraccion de censura es més chica. Como era de esperarse, en r = 50
las PSC con el AIC,. empiezan a ser muy similares a las del AIC, y es a partir de donde
estos dos criterios comienzan a identificar al modelo correcto con probabilidades mayores
que 0.76, bastante mejores que las correspondientes al BIC y al BIC,,, donde de éstos dos
ultimos el BIC,, es el menos afectado por ~.

A medida que r aumenta, la diferencia entre los criterios es cada vez menos. En » = 100
las probabilidades de seleccion correcta en todos los criterios son mayores que 0.90 excepto
en el BIC y el BIC); en fracciones de censura mayores que 0.60 y 0.75, respectivamente.
A pesar de tener un ntimero esperado de fallas bastante grande, el efecto de v en el BIC

continua siendo grande debido a que la PSC pasa de 0.9305 a 0.5283. Graficamente los
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Figura 5.3: Proporcion de veces que el AIC, AIC,, BIC y BIC,, (indicado por el tipo de
simbolo usado) eligen a cada una de las tres distribuciones candidatas (indicadas por el
tipo de linea usada), siendo que los datos se generan de la distribucion WEI con parametro

de forma igual a 0.5.

87



resultados de los Cuadros 5.B.7-5.B.12 para 6 valores de la fraccion de censura (y =
0, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95 y 0.99) se muestran en la Figura 5.4.

Otro escenario considerado es cuando simulamos del modelo WEI con parametro de
forma igual a 2.5. Por la cercania a 2, de antemano se espera que el modelo que mas le
compita al modelo WEI sea el modelo RAY. Los resultados se muestran en los Cuadros
5.B.13-5.B.15. En general, en cuanto al orden en el desempenio de los criterios, se observa
un comportamiento similar al comentado en el escenario anterior. Sin embargo, aqui las
probabilidades de seleccion correcta son mucho méas grandes, y tal diferencia se hace mas
chica a medida que r crece hasta el punto en que en r = 50, las cosas se invierten. Por
ejemplo, la PSC en el AIC decrece de 0.7633 a 0.6252 al pasar de v = 0 a la fraccion de
censura 0.99, mientras que en el escenario anterior ocurre el decrecimiento de 0.8435 a
0.7663, lo que sugiere que la consistencia de la seleccion correcta de los criterios es mucho
mas lenta en éste escenario. Graficamente estos resultados se muestran en la Figura 5.5
para 6 de los 11 valores de v estudiados.

Al considerar = 3.5 en la distribucion WEI, comportamientos similares pueden ob-
servarse en el desempeno de los criterios (Cuadros 5.B.16-5.B.18), solo que aqui por la
mayor separacion de las distribuciones que éste valor del parametro implica, las probabi-
lidades de seleccion tienen un mucho mejor comportamiento que los escenarios anteriores.
Por ejemplo, en r = 10 el AIC tiene un desempeno bastante bueno ya que la PSC es
0.8601 con muestras completas, aunque ésta se degrada a 0.6813 al alcanzar la fraccion
de censura méas grande considerada (0.99). El segundo mejor posicionado es el BIC,; con
excepcion en los ultimos dos valores de v donde el AIC, es el que domina. A partir de
r = 15 la jerarquia en el desempeno de éstos criterios ya es uniforme, con el AIC en la
primera posicion, el AIC, en la segunda, y el BIC,; y BIC en la tercera y cuarta respec-
tivamente. Aunque estas PSC son bastante altas, observemos que hasta r = 25 el efecto
de la fraccion de censura aun se manifiesta y méas atin en el BIC, donde la PSC decrece
de 0.9738 a 0.5195. En r = 50 el efecto de la censura ya no es tan fuerte, y mucho menos
en los valores r mas grandes donde todos los criterios identifican al modelo WEI correcta-
mente con probabilidades muy cercanas a 1. Para 6 de los 11 valores de v estudiados, en
la Figura 5.6 se presenta el comportamiento de estos criterios bajo éste escenario.

Estos resultados también pueden explicarse asintdticamente. Si en vez de considerar
los tres modelos solamente consideramos dos de ellos, digamos el modelo WEI y del que se
generaron los datos, EXP (o RAY), la comparacion (o seleccion ) de estos modelos, en caso
del AIC equivale a la prueba de razon de verosimilitud sobre la hipotesis Hy : f =1 (o 8 =
2) con error tipo I igual a 0.16. Sin embargo, al considerar los tres modelos candidatos

simultaneamente, una consecuencia como la anterior no es directa, aunque también se
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Figura 5.4: Proporcion de veces que el AIC, AIC,, BIC y BIC,, (indicado por el tipo de
simbolo usado) eligen a cada una de las tres distribuciones candidatas (indicadas por el
tipo de linea usada), siendo que los datos se generan de la distribucion WEI con parametro

de forma igual a 1.5.
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Figura 5.6: Proporcion de veces que el AIC, AIC,, BIC y BIC,, (indicado por el tipo de
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tipo de linea usada), siendo que los datos se generan de la distribucion WEI con parametro

de forma igual a 3.5.
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tiene como en seguida se explica.
Consideremos una muestra con censura aleatoria de la distribucion EXP(n),

X1, ..., X, w EXP(n), y denotemos por AIC;, AIC, y AIC; el AIC de los modelos

EXP, RAY y WEI, respectivamente. Notemos que el AIC elije al modelo EXP como el

mejor si y solo si
1.5
{AIC; < AIC,, AIC; < AIC3} = {61 (n|t) > ¢ (a]t), —2log (%) < 2} :
L3(Oé, B|t)

Sin embargo, por Lema 5.C.3 lim, o, P (¢ (7|t) > ¢2 (0]t)) = 1, entonces por Lema

5.C.1
—2log (%) < 2] ,
L3(a7 /B|t>

y asi, asintoticamente la probabilidad de que el AIC elija al modelo EXP como el mejor

n—oo n—o0

es equivalente a que la prueba de razén de verosimilitud no rechace la hipo6tesis nula
Hy:B8=1vs Hy: 3 # 1, con error tipo I igual a 0.1573 = 1 — 0.8427 =1 — P(x3 < 2).
De aqui, haciendo los ajustes correspondientes, para algunos casos se puede derivar lo
que Collett (2003, pagina 81) sugiere en la modificacion del término de penalizacion en el
AIC para tener un nivel deseado de la PSC. Usando el mismo Lema 5.C.3, lo mismo se
puede obtener si los datos son generados bajo el modelo RAY. Para cuando los datos son
generados del modelo WEI con § diferente de 1 y 2, como sugerido en los resultados de
simulacion anteriores, también puede verse que en todos los criterios, la probabilidad de
seleccion correcta converge a 1. Las tendencias de los restantes criterios también pueden
verse asintoticamente haciendo pequenas modificaciones a los argumentos usados en el
AIC. Este mismo comportamiento asintético también se puede ver (Lema 5.C.4) bajo el

mecanismo de censura II que se encuentra en la Seccion 5.A.2.

5.4. Conclusiones

Con un conjunto de distribuciones pequeno pero frecuentemente usados en el analisis de
datos de vida, por medio de simulacion se estudio6 el desempeno de 4 criterios de seleccion
de modelos basados en verosimilitud. Especificamente éste desempeno fue evaluado usando
a las distribuciones exponencial, Rayleigh y Weibull como el conjunto de distribuciones
candidatas, diferentes valores del niimero nominal de fallas en una muestra y diferentes
fracciones de censura aleatoria por la derecha fueron estudiadas.
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En general, en todos los criterios se observé un mejoramiento en la PSC a medida que
el nimero nominal de fallas crecia. Ademés, se observo que no existe un criterio que mues-
tre un comportamiento uniformemente mejor que el resto ya que bajo las distribuciones
consideradas, éste depende de la distribuciéon que genera los datos y de la combinacion del
nimero nominal de fallas (r) y de la fraccién de censura presente (7).

Cuando los datos fueron generados del modelo EXP o RAY, cada uno de los criterios
mostré un comportamiento muy similar, pero cuando los datos fueron generados de éste
tltimo (RAY), en los primeros cuatro valores de r experimentados (r = 4, 6, 8 y 10), la
diferencia entre el que mejor se desempena con el que se encuentra en segunda posicion,
resulté mucho mayor que cuando los datos fueron generados del modelo EXP. En éstos
primeros 4 valores de r el AIC, y el BIC son los que mejor se desempenaron en regiones
de valores pequenos y valores grandes de 7y, respectivamente. Aqui el efecto de la fraccion
de censura fue moderadamente positivo en la PSC en todos criterios, aunque fue siendo
cada vez mas ligero a medida que r crecia.

A partir de r = 15 el BIC comenzd a mostrar un comportamiento uniformemente
mejor que el resto, seguido por el BIC,,, el cual difirié cada vez menos respecto al primero
(BIC) a medida que la fraccién de censura era pequena y r crecia. Estos tltimos dos
criterios tendieron a elegir el modelo correctamente con probabilidades cada mas cercanas
a 1 conforme r aumentaba, mientras que las probabilidades de seleccién correcta del AIC
y AIC, tendieron a estabilizarse alrededor de 0.84. Estos comportamientos también fueron
explicados asintéticamente para dos mecanismos de censura aleatoria por la derecha.

Cuando los datos fueron simulados del modelo WEI con parametro de forma g = 0.5 el
comportamiento de los criterios fue un poco diferente. Aqui para los valores méas chicos de r
(4y6), el BIC),, fue el que mostr6 un mejor desempeno que el resto pero con probabilidades
de selecciéon correcta menores que 0.5 para valores de v < 0.10 en r = 4, aunque éstas
aumentaron a medida que v lo hacfa. A partir de » = 10 el AIC es el que tuvo mayores
PSC, pero no fueron muy superiores a las obtenidas en el resto (en particular con el BIC),
en los primeros 9 valores de v y con el AIC, en el resto) de los criterios con excepcion del
AIC, y BIC donde tal superioridad fue cada vez mayor conforme ~ decrecia y decrecia,
respectivamente, aunque ain mas en éste dltimo.

Cuando se simularon los datos del modelo WEI con parametro de forma 1.5, todos los
criterios tuvieron un mal desempeno en los primeros 7 valores de r con probabilidades de
seleccion correcta que fueron creciendo a valores menores o iguales a 0.50, donde en los
primeros dos el BIC,, fue el que tuvo el mejor desempeno, mientras que a partir del tercer
valor el AIC se comenz6 a desempenarse mejor de forma uniforme sobre el resto. En los

tltimos dos valores de 7 se obtuvo un desempenio bastante bueno de los criterios (pero
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mucho mas con el AIC y AIC,) aunque no tanto con los criterios BIC,; y BIC, donde
éste ultimo continuo siendo afectado por la fraccion de censura, ya que por ejemplo, con
r =100, la PSC baja de 0.93 a solo 0.5283 cuando se alcanzé un valor de v =0.99.

Al simular los datos de la distribucion WEI pero con el parametro de forma igual a
2.5, el desempernio de los criterios mejord hasta el valor de » = 25, pero para valores de r
iguales o mayores de 50 se obtuvieron probabilidades de selecciéon correcta mas pequenas
que las correspondientes al escenario anterior (5 = 1.5).

Al tener una mayor separacion en las distribuciones candidatas cuando los datos fueron
simulados con § = 3.5, el comportamiento de todos los criterios mejor6, y atin mas a
medida que r aumentaba. También se observé un efecto negativo en la PSC de ~ en todos
los criterios aunque el mas afectado fue el BIC, donde por ejemplo en r = 20, se tenia una
PSC igual a 0.96464 en v = 0 y al alcanzar la mayor fraccion de censura (0.99) la PSC
disminuy6 a un valor menor que la mitad (0.4096). En los tltimo valores de r considerados
el efecto de v resulto casi despreciable, y las probabilidades de seleccion correcta fueron
muy cercanas a 1 en todos los criterios.

Asi, de los resultados aqui obtenidos no es es facil elegir el mejor criterio ya que ésto
puede depender de las distribuciones candidatas, el nimero nominal de fallas (r), y también
de la fraccion de censura presente. A pesar de ésto, en general al parecer el BIC,, es el que
resulté tener un comportamiento bastante regular después de » = 15 con excepcion donde
los datos fueron generados de la distribucion WEI con pardmetro de forma 1.5 y 2.5. Sin
embargo, se deben tener precauciones en el uso de estos indices como criterios de seleccién
de modelos de datos de vida con presencia de censura y un ntmero de fallas pequeno en
la muestras, ya que algunas veces nos pueden llevar a elegir un modelo incorrecto y en
consecuencia obtener conclusiones erréneas. Asi, estos criterios pueden y deberia usarse
solamente como una herramienta méas en la elecciéon del modelo, donde otros aspectos de
la naturaleza del fendémeno deberia también tomarse en cuenta.

La comparacion anterior podria extenderse a familias de distribuciones candidatas més
grande, por ejemplo, a la familia de la distribucién gama generalizada donde ademas de
ésta se incluirfan el modelo lognormal, Weibull, gama, exponencial y Rayleigh. Sin em-
bargo, de acuerdo a lo observado en este estudio, obtener una conclusiéon a cerca de cual
de los criterios resulta en un comportamiento regular en comparaciéon al resto seria mas
complicado, ademas de que se deberian usar valores del ntumero de fallas nominal supe-
riores a los aqui usados. También podria extenderse el estudio en la eleccion de variables

explicativas en un modelo de regresion de confiabilidad.
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Apéndices

5.A. Mecanismos de generacion de censura aleatoria

por la derecha

5.A.1. Mecanismo I

Para ver que el mecanismo de generaciéon de datos utilizado en la Seccion 5.3.1 en efecto
genera una fracciéon de censura 7y esperada, sean U y U}, variables aleatorias independientes

con distribucion U(0,1) y U(0, k), respectivamente. Observemos que

P(Uy < U) = /0 PU > u) fy, (w)du = /O PU > u)%du

(

1 [k
— l—u)du sik<1,
k

0

1 /1
— 1l—u)du sik>1,
k

0

\
,

k
1—5 Slké]_,
- 1

\ﬁ Sll{?>1

De aqui, si U denota el tiempo de vida de una unidad y U su tiempo de censura,
entonces el valor de k que satisface P(U, < U) =1 —P(Uy > U) = v, es decir, el k con el

cual se obtiene una muestra con 100y % de censura aleatoria esta dado por

2(1—7) si05<vy<1,
ky=1<¢ 1
T = si0<v<0.5.

2y

Si T es el tiempo a la falla de interés con funciéon de distribucion Fr y funcién cuantil
F:'(), como T £ EANU), PIFSY(U,) < FRY(U)] = PlUy, < U] = ~ por ser Fp'

una funcién no decreciente, y Fr'(Ux,) y F;y'(U) son independientes ya que Uy, y U
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lo son, entonces a partir de muestras con censura aleatoria por la derecha uniformes se
pueden generar muestras también con censura aleatoria por la derecha de cualquier variable

aleatoria continua 7. El algoritmo es el siguiente:
1. Simular Uy, ~U(0,k,) y U ~ U(0,1).

2. 81U, <U,d =0y tomar T* = FT_l(UkV), pero si U < U, 0 = 1y tomar
T* = F'(U), es decir, T* = min{F; " (Uy,), F7"(U)}. donde C := F'(Uy,) es el

tiempo de censura.

5.A.2. Mecanismo 11

Otra forma de generar los datos con una fracciéon de censura deseada ~y es la propuesta
por Koziol y Green (1976) y que a continuacion se describe.

Si T denota el tiempo a la falla de interés con funcion de distribucién Fr(-), entonces
ésta propuesta consiste en tomar al tiempo de censura C independiente con funciéon de
distribucion Fo(c) = 1—(1— Fr(c))P, donde p es una constante positiva conocida que esta
relacionada directamente a la fraccion de censura 7 deseada. Esto por que si 6 = Iip<c

es el indicador de censura entonces

E0)=P(T<(C)= /P(T<c)dFC()
o [ Fre) 1~ FaoP dpr ()
= / 1—uup1du—p(u—p—up+1)
' p p+1/,
TS
dedondep:ﬁ.

5.B. Cuadros de resultados de simulaciéon
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Fracciéon de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP | 0.5481 0.5381 0.5293 0.5185 0.5561 0.6167 0.6380 0.6583 0.6769 0.6757 0.6697
AIC RAY | 0.3873 0.3919 0.4019 0.3990 0.3668 0.3194 0.2920 0.2744 0.2582 0.2554 0.2597
WEI | 0.0646 0.0700 0.0688 0.0825 0.0771 0.0639 0.0699 0.0673 0.0649 0.0689 0.0706
EXP | 0.5705 0.5643 0.5533 0.5453 0.5863 0.6471 0.6698 0.6859 0.6962 0.6805 0.6704
AIC, RAY | 0.4293 0.4352 0.4459 0.4532 0.4056 0.3363 0.3042 0.2827 0.2614 0.2565 0.2599
4 WEI | 0.0002 0.0005 0.0008 0.0015 0.0080 0.0166 0.0259 0.0314 0.0424 0.0630 0.0697
EXP |0.5323 0.5232 0.5131 0.5042 0.5488 0.6157 0.6406 0.6678 0.6991 0.7211 0.7237
BIC RAY | 0.3689 0.3734 0.3838 0.3788 0.3574 0.3187 0.2929 0.2766 0.2620 0.2642 0.2700
WEI | 0.0988 0.1034 0.1031 0.1170 0.0938 0.0656 0.0665 0.0556 0.0389 0.0147 0.0063
EXP |0.5323 0.5228 0.5108 0.4987 0.5329 0.5823 0.5894 0.6000 0.6121 0.6017 0.5992
BIC)y RAY | 0.3689 0.3729 0.3804 0.3696 0.3389 0.2983 0.2675 0.2504 0.2298 0.2195 0.2205
WEI | 0.0988 0.1043 0.1088 0.1317 0.1282 0.1194 0.1431 0.1496 0.1580 0.1789 0.1803
EXP | 0.6647 0.6584 0.6520 0.6801 0.6836 0.7040 0.7211 0.7326 0.7472 0.7346 0.7317
AIC RAY | 0.2902 0.2998 0.2997 0.2737 0.2695 0.2411 0.2187 0.2066 0.1906 0.2025 0.2027
WEI | 0.0451 0.0418 0.0483 0.0462 0.0469 0.0549 0.0601 0.0608 0.0621 0.0629 0.0657
EXP | 0.6934 0.6847 0.6811 0.7072 0.7069 0.7279 0.7442 0.7558 0.7623 0.7369 0.7326
AlIC. RAY | 0.3005 0.3093 0.3127 0.2810 0.2779 0.2447 0.2222 0.2088 0.1920 0.2026 0.2027
6 WEI | 0.0061 0.0060 0.0062 0.0118 0.0152 0.0274 0.0335 0.0354 0.0456 0.0605 0.0647
EXP | 0.6585 0.6530 0.6470 0.6794 0.6852 0.7130 0.7352 0.7566 0.7790 0.7829 0.7888
BIC RAY | 0.2890 0.2980 0.2971 0.2734 0.2701 0.2422 0.2208 0.2088 0.1931 0.2051 0.2060
WEI | 0.0525 0.0490 0.0559 0.0472 0.0447 0.0448 0.0439 0.0346 0.0278 0.0120 0.0052
EXP | 0.6585 0.6528 0.6455 0.6762 0.6771 0.6960 0.7086 0.7134 0.7283 0.7107 0.7093
BIC)s  RAY | 0.2890 0.2980 0.2956 0.2717 0.2659 0.2366 0.2157 0.2019 0.1852 0.1954 0.1929
WEI | 0.0525 0.0492 0.0589 0.0521 0.0570 0.0674 0.0756 0.0847 0.0865 0.0940 0.0977
EXP | 0.7487 0.7411 0.7288 0.7373 0.7566 0.7598 0.7712 0.7883 0.7856 0.7758 0.7800
AIC RAY | 0.2111 0.2165 0.2326 0.2209 0.1951 0.1932 0.1709 0.1486 0.1513 0.1606 0.1538
WEI | 0.0402 0.0424 0.0386 0.0418 0.0483 0.0470 0.0579 0.0631 0.0631 0.0636 0.0661
EXP |0.7731 0.7682 0.7542 0.7606 0.7817 0.7789 0.7894 0.8052 0.7976 0.7773 0.7801
AIC, RAY |0.2146 0.2194 0.2362 0.2233 0.1981 0.1958 0.1740 0.1505 0.1524 0.1607 0.1539
WEI | 0.0123 0.0124 0.0096 0.0161 0.0202 0.0253 0.0366 0.0443 0.0500 0.0620 0.0659
8 EXP | 0.7510 0.7422 0.7311 0.7415 0.7691 0.7744 0.7923 0.8173 0.8252 0.8270 0.8409
BIC RAY | 0.2111 0.2166 0.2330 0.2213 0.1974 0.1955 0.1740 0.1509 0.1531 0.1637 0.1553
WEI | 0.0379 0.0412 0.0359 0.0372 0.0335 0.0301 0.0337 0.0318 0.0217 0.0093 0.0038
EXP | 0.7510 0.7418 0.7299 0.7394 0.7611 0.7615 0.7729 0.7891 0.7862 0.7721 0.7769
BIC)y RAY | 0.2111 0.2166 0.2323 0.2208 0.1968 0.1927 0.1731 0.1494 0.1508 0.1594 0.1521
WEI | 0.0379 0.0416 0.0378 0.0398 0.0421 0.0458 0.0540 0.0615 0.0630 0.0685 0.0709
EXP |0.7881 0.7888 0.8073 0.7868 0.7834 0.7999 0.8079 0.8135 0.8087 0.8072 0.8014
AIC RAY | 0.1671 0.1658 0.1456 0.1634 0.1611 0.1338 0.1173 0.1114 0.1135 0.1219 0.1258
WEI | 0.0448 0.0454 0.0471 0.0498 0.0555 0.0663 0.0748 0.0751 0.0778 0.0709 0.0728
EXP | 0.8145 0.8133 0.8311 0.8132 0.8092 0.8285 0.8347 0.8333 0.8209 0.8099 0.8019
AlC. RAY | 0.1700 0.1686 0.1502 0.1674 0.1662 0.1415 0.1227 0.1159 0.1169 0.1221 0.1259
10 WEI | 0.0155 0.0181 0.0187 0.0194 0.0246 0.0300 0.0426 0.0508 0.0622 0.0680 0.0722
EXP |0.7998 0.7984 0.8212 0.8022 0.8039 0.8333 0.8477 0.8570 0.8583 0.8689 0.8686
BIC RAY | 0.1689 0.1680 0.1497 0.1666 0.1659 0.1417 0.1243 0.1182 0.1192 0.1241 0.1291
WEI | 0.0313 0.0336 0.0291 0.0312 0.0302 0.0250 0.0280 0.0248 0.0225 0.0070 0.0023
EXP |0.7998 0.7984 0.8208 0.7999 0.7975 0.8205 0.8282 0.8314 0.8244 0.8189 0.8131
BIC); RAY | 0.1689 0.1680 0.1496 0.1661 0.1654 0.1407 0.1228 0.1171 0.1185 0.1234 0.1274
WEI | 0.0313 0.0336 0.0296 0.0340 0.0371 0.0388 0.0490 0.0515 0.0571 0.0577 0.0595

Cuadro 5.B.1: Proporcion de veces que el AIC, AIC., BIC y BIC,, eligen a cada una de

las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion EXP.
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Fracciéon de censura ~y
r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99

EXP |0.8254 0.8117 0.8150 0.8219 0.8152 0.8223 0.8266 0.8351 0.8385 0.8379 0.8395

AIC RAY | 0.0609 0.0669 0.0606 0.0550 0.0570 0.0476 0.0439 0.0428 0.0490 0.0617 0.0596
WEI | 0.1137 0.1214 0.1244 0.1231 0.1278 0.1301 0.1295 0.1221 0.1125 0.1004 0.1009

EXP |0.8829 0.8686 0.8722 0.8725 0.8583 0.8581 0.8538 0.8552 0.8491 0.8397 0.8403

AIC, RAY | 0.0805 0.0880 0.0771 0.0708 0.0715 0.0566 0.0516 0.0473 0.0518 0.0625 0.0596

15 WEI | 0.0366 0.0434 0.0507 0.0567 0.0702 0.0853 0.0946 0.0975 0.0991 0.0978 0.1001
EXP |0.8834 0.8697 0.8809 0.8872 0.8853 0.9022 0.9054 0.9176 0.9186 0.9182 0.9261

BIC RAY | 0.0807 0.0883 0.0803 0.0761 0.0799 0.0698 0.0671 0.0604 0.0621 0.0748 0.0714
WEI | 0.0359 0.0420 0.0388 0.0367 0.0348 0.0280 0.0275 0.0220 0.0193 0.0070 0.0025

EXP |0.8834 0.8694 0.8778 0.8826 0.8729 0.8797 0.8804 0.8891 0.8873 0.8817 0.8818

BIC)y RAY | 0.0807 0.0882 0.0794 0.0738 0.0756 0.0635 0.0598 0.0557 0.0597 0.0733 0.0703
WEI | 0.0359 0.0424 0.0428 0.0436 0.0515 0.0568 0.0598 0.0552 0.0530 0.0450 0.0479

EXP |0.8244 0.8269 0.8233 0.8265 0.8298 0.8271 0.8285 0.8339 0.8425 0.8436 0.8371

AlIC RAY | 0.0204 0.0226 0.0203 0.0194 0.0155 0.0173 0.0140 0.0135 0.0173 0.0261 0.0297
WEI | 0.1552 0.1505 0.1564 0.1541 0.1547 0.1556 0.1575 0.1526 0.1402 0.1303 0.1332

EXP | 0.8688 0.8703 0.8661 0.8654 0.8594 0.8520 0.8498 0.8510 0.8535 0.8453 0.8375

AlIC. RAY | 0.0266 0.0290 0.0266 0.0255 0.0195 0.0195 0.0159 0.0148 0.0187 0.0262 0.0297

20 WEI | 0.1046 0.1007 0.1073 0.1091 0.1211 0.1285 0.1343 0.1342 0.1278 0.1285 0.1328
EXP | 0.9055 0.9031 0.9072 0.9107 0.9174 0.9271 0.9369 0.9419 0.9480 0.9494 0.9518

BIC RAY | 0.0349 0.0355 0.0346 0.0360 0.0307 0.0351 0.0309 0.0324 0.0362 0.0457 0.0456
WEI | 0.0596 0.0614 0.0582 0.0533 0.0519 0.0378 0.0322 0.0257 0.0158 0.0049 0.0026

EXP | 0.9055 0.9022 0.9044 0.9031 0.9032 0.9034 0.9094 0.9087 0.9128 0.9098 0.9097

BIC)s  RAY | 0.0349 0.0353 0.0338 0.0331 0.0268 0.0273 0.0227 0.0234 0.0281 0.0410 0.0429
WEI | 0.0596 0.0625 0.0618 0.0638 0.0700 0.0693 0.0679 0.0679 0.0591 0.0492 0.0474

EXP | 0.8275 0.8281 0.8323 0.8304 0.8267 0.8296 0.8358 0.8431 0.8446 0.8399 0.8452

AIC RAY | 0.0067 0.0077 0.0068 0.0059 0.0062 0.0049 0.0044 0.0048 0.0069 0.0099 0.0108
WEI | 0.1658 0.1642 0.1609 0.1637 0.1671 0.1655 0.1598 0.1521 0.1485 0.1502 0.1440

EXP | 0.8628 0.8616 0.8655 0.8605 0.8551 0.8524 0.8541 0.8566 0.8517 0.8410 0.8455

AIC, RAY | 0.0088 0.0096 0.0095 0.0076 0.0066 0.0057 0.0051 0.0054 0.0077 0.0101 0.0108

95 WEI | 0.1284 0.1288 0.1250 0.1319 0.1383 0.1419 0.1408 0.1380 0.1406 0.1489 0.1437
EXP |0.9142 0.9128 0.9223 0.9271 0.9297 0.9426 0.9441 0.9570 0.9624 0.9656 0.9704

BIC RAY | 0.0155 0.0147 0.0141 0.0133 0.0129 0.0116 0.0128 0.0144 0.0192 0.0286 0.0282
WEI | 0.0703 0.0725 0.0636 0.0596 0.0574 0.0458 0.0431 0.0286 0.0184 0.0058 0.0014

EXP |0.9142 0.9126 0.9203 0.9218 0.9163 0.9215 0.9199 0.9261 0.9252 0.9188 0.9296

BIC); RAY | 0.0155 0.0147 0.0139 0.0126 0.0110 0.0086 0.0084 0.0093 0.0129 0.0214 0.0215
WEI | 0.0703 0.0727 0.0658 0.0656 0.0727 0.0699 0.0717 0.0646 0.0619 0.0598 0.0489

EXP | 0.8367 0.8363 0.8321 0.8357 0.8406 0.8369 0.8364 0.8385 0.8388 0.8444 0.8430

AIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001
WEI | 0.1633 0.1637 0.1679 0.1643 0.1593 0.1631 0.1636 0.1615 0.1612 0.1556 0.1569

EXP | 0.8539 0.8526 0.8458 0.8494 0.8533 0.8484 0.8451 0.8455 0.8429 0.8453 0.8432

AlIC, RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001

50 WEI | 0.1461 0.1474 0.1542 0.1506 0.1466 0.1516 0.1549 0.1545 0.1571 0.1547 0.1567
EXP | 0.9499 0.9484 0.9481 0.9494 0.9582 0.9618 0.9665 0.9696 0.9763 0.9908 0.9953

BIC RAY | 0.0002 0.0000 0.0002 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0020 0.0030
WEI | 0.0499 0.0516 0.0517 0.0504 0.0417 0.0382 0.0335 0.0303 0.0233 0.0072 0.0017

EXP | 0.9499 0.9475 0.9469 0.9455 0.9502 0.9483 0.9500 0.9494 0.9481 0.9543 0.9531

BIC);  RAY | 0.0002 0.0000 0.0002 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0007 0.0006
WEI | 0.0499 0.0525 0.0529 0.0543 0.0497 0.0517 0.0500 0.0506 0.0518 0.0450 0.0463

Cuadro 5.B.2: (Continuacién). Proporcion de veces que el AIC, AIC,., BIC y BIC,, eligen

a cada una de las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion EXP.
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Fraccion de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP |0.8314 0.8330 0.8454 0.8329 0.8358 0.8460 0.8387 0.8386 0.8402 0.8460 0.8478

AlIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.1686 0.1670 0.1546 0.1671 0.1642 0.1540 0.1613 0.1614 0.1598 0.1540 0.1522
EXP | 0.8423 0.8443 0.8567 0.8437 0.8442 0.8525 0.8434 0.8435 0.8440 0.8466 0.8479

AIC. RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.1577 0.1557 0.1433 0.1563 0.1558 0.1475 0.1566 0.1565 0.1560 0.1534 0.1521

7 EXP |0.9590 0.9598 0.9615 0.9635 0.9666 0.9736 0.9731 0.9760 0.9846 0.9923 0.9966
BIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001
WEI | 0.0410 0.0402 0.0385 0.0365 0.0334 0.0264 0.0269 0.0240 0.0154 0.0076 0.0033

EXP |0.9590 0.9594 0.9609 0.9611 0.9596 0.9636 0.9595 0.9602 0.9636 0.9616 0.9619

BIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.0410 0.0406 0.0391 0.0389 0.0404 0.0364 0.0405 0.0398 0.0364 0.0384 0.0381

EXP | 0.8438 0.8381 0.8331 0.8342 0.8383 0.8330 0.8428 0.8378 0.8401 0.8361 0.8447

AlIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.1562 0.1619 0.1669 0.1658 0.1617 0.1670 0.1572 0.1622 0.1599 0.1639 0.1553

EXP | 0.8518 0.8462 0.8427 0.8417 0.8446 0.8382 0.8474 0.8413 0.8418 0.8366 0.8449

AlC. RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

100 WEI | 0.1482 0.1538 0.1573 0.1583 0.1554 0.1618 0.1526 0.1587 0.1582 0.1634 0.1551

EXP | 0.9703 0.9689 0.9667 0.9679 0.9731 0.9731 0.9775 0.9795 0.9844 0.9929 0.9978
BIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.0297 0.0311 0.0333 0.0321 0.0269 0.0269 0.0225 0.0205 0.0156 0.0071 0.0022
EXP | 0.9703 0.9687 0.9648 0.9653 0.9669 0.9634 0.9680 0.9656 0.9676 0.9684 0.9681
BIC s RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.0297 0.0313 0.0352 0.0347 0.0331 0.0366 0.0320 0.0344 0.0324 0.0316 0.0319

Cuadro 5.B.3: (Continuacion). Proporcion de veces que el AIC, AIC,, BIC y BIC), eligen

a cada una de las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion EXP.
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Fracciéon de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP | 0.0759 0.0746 0.0817 0.0829 0.0922 0.1131 0.1376 0.1614 0.1736 0.1897 0.1831

AIC RAY |0.6815 0.6731 0.6714 0.6670 0.6804 0.6966 0.6967 0.6974 0.7093 0.7051 0.7158
WEI | 0.2426 0.2523 0.2469 0.2502 0.2274 0.1903 0.1657 0.1413 0.1171 0.1052 0.1011

EXP |0.0759 0.0746 0.0817 0.0829 0.0923 0.1132 0.1376 0.1615 0.1736 0.1897 0.1831

AIC. RAY |0.9196 0.9202 0.9126 0.9099 0.8691 0.8119 0.7858 0.7620 0.7414 0.7114 0.7174

4 WEI | 0.0045 0.0052 0.0057 0.0072 0.0386 0.0749 0.0766 0.0766 0.0850 0.0989 0.0995
EXP | 0.0758 0.0746 0.0816 0.0826 0.0922 0.1131 0.1376 0.1614 0.1736 0.1901 0.1836

BIC RAY | 0.6068 0.6040 0.6007 0.5948 0.6380 0.6920 0.7035 0.7181 0.7471 0.7815 0.8059
WEI | 0.3174 0.3214 0.3176 0.3226 0.2699 0.1950 0.1588 0.1206 0.0793 0.0285 0.0105

EXP | 0.0758 0.0746 0.0816 0.0824 0.0899 0.1088 0.1262 0.1490 0.1581 0.1688 0.1645

BIC)s RAY | 0.6068 0.6023 0.5916 0.5745 0.5905 0.6246 0.6175 0.6118 0.6223 0.6099 0.6124
WEI | 0.3174 0.3231 0.3267 0.3431 0.3197 0.2666 0.2563 0.2392 0.2195 0.2213 0.2231

EXP | 0.0711 0.0655 0.0676 0.0676 0.0706 0.0853 0.1114 0.1271 0.1367 0.1559 0.1518

AIC RAY |0.7402 0.7390 0.7322 0.7463 0.7478 0.7508 0.7483 0.7465 0.7548 0.7445 0.7494
WEI | 0.1887 0.1955 0.2002 0.1861 0.1815 0.1639 0.1402 0.1264 0.1085 0.0996 0.0987

EXP | 0.0711 0.0655 0.0676 0.0676 0.0707 0.0853 0.1117 0.1271 0.1367 0.1559 0.1518

AIC. RAY |0.8786 0.8828 0.8779 0.8647 0.8486 0.8261 0.7997 0.7836 0.7761 0.7492 0.7508

6 WEI | 0.0503 0.0517 0.0545 0.0677 0.0807 0.0885 0.0886 0.0893 0.0872 0.0949 0.0973
EXP | 0.0711 0.0655 0.0676 0.0676 0.0706 0.0853 0.1117 0.1271 0.1367 0.1560 0.1520

BIC RAY | 0.7220 0.7168 0.7128 0.7417 0.7543 0.7779 0.7792 0.7845 0.8071 0.8251 0.8411
WEI | 0.2069 0.2177 0.2196 0.1907 0.1751 0.1368 0.1091 0.0884 0.0562 0.0189 0.0068

EXP | 0.0711 0.0655 0.0676 0.0676 0.0706 0.0849 0.1106 0.1251 0.1341 0.1526 0.1482

BICps RAY | 0.7220 0.7154 0.7061 0.7278 0.7219 0.7253 0.7243 0.7236 0.7303 0.7109 0.7168
WEI | 0.2069 0.2191 0.2263 0.2046 0.2074 0.1898 0.1650 0.1513 0.1356 0.1366 0.1349

EXP | 0.0522 0.0568 0.0545 0.0529 0.0563 0.0644 0.0843 0.1038 0.1131 0.1239 0.1243

AIC RAY |0.7789 0.7766 0.7692 0.7705 0.7811 0.7802 0.7766 0.7804 0.7807 0.7764 0.7867
WEI | 0.1689 0.1666 0.1763 0.1766 0.1626 0.1554 0.1391 0.1158 0.1062 0.0997 0.0889

EXP | 0.0522 0.0568 0.0545 0.0531 0.0571 0.0650 0.0847 0.1042 0.1132 0.1239 0.1243

AIC. RAY |0.8744 0.8732 0.8651 0.8607 0.8492 0.8320 0.8138 0.8076 0.7991 0.7798 0.7878

8 WEI | 0.0734 0.0700 0.0804 0.0862 0.0937 0.1030 0.1015 0.0882 0.0877 0.0963 0.0878
EXP | 0.0522 0.0568 0.0545 0.0531 0.0571 0.0650 0.0847 0.1042 0.1132 0.1240 0.1244

BIC RAY | 0.7856 0.7821 0.7750 0.7904 0.8128 0.8193 0.8206 0.8293 0.8412 0.8595 0.8690
WEI | 0.1622 0.1611 0.1705 0.1565 0.1301 0.1157 0.0947 0.0665 0.0456 0.0165 0.0066

EXP | 0.0522 0.0568 0.0545 0.0531 0.0571 0.0650 0.0847 0.1040 0.1128 0.1230 0.1239

BIC); RAY | 0.7856 0.7814 0.7713 0.7790 0.7875 0.7807 0.7778 0.7835 0.7808 0.7716 0.7827
WEI | 0.1622 0.1618 0.1742 0.1679 0.1554 0.1543 0.1375 0.1125 0.1064 0.1055 0.0933

EXP | 0.0398 0.0439 0.0347 0.0425 0.0433 0.0436 0.0630 0.0816 0.0948 0.1043 0.1072

AIC RAY |0.7986 0.7984 0.8133 0.7982 0.7938 0.8027 0.8072 0.8025 0.8028 0.8005 0.7952
WEI | 0.1616 0.1577 0.1520 0.1593 0.1629 0.1537 0.1298 0.1159 0.1024 0.0952 0.0976

EXP | 0.0410 0.0455 0.0377 0.0443 0.0458 0.0470 0.0657 0.0828 0.0953 0.1046 0.1073

AIC. RAY |0.8745 0.8723 0.8767 0.8630 0.8522 0.8482 0.8367 0.8261 0.8168 0.8020 0.7960

10 WEI | 0.0845 0.0822 0.0856 0.0927 0.1020 0.1048 0.0976 0.0911 0.0879 0.0934 0.0967
EXP | 0.0410 0.0453 0.0375 0.0441 0.0458 0.0472 0.0659 0.0830 0.0962 0.1053 0.1080

BIC RAY | 0.8261 0.8205 0.8424 0.8289 0.8360 0.8611 0.8598 0.8631 0.8688 0.8823 0.8872
WEI | 0.1329 0.1342 0.1201 0.1270 0.1182 0.0917 0.0743 0.0539 0.0350 0.0124 0.0048

EXP | 0.0410 0.0453 0.0374 0.0440 0.0456 0.0468 0.0658 0.0830 0.0959 0.1052 0.1077

BIC,s RAY | 0.8261 0.8197 0.8384 0.8204 0.8137 0.8268 0.8270 0.8193 0.8162 0.8120 0.8080
WEI | 0.1329 0.1350 0.1242 0.1356 0.1407 0.1264 0.1072 0.0977 0.0879 0.0828 0.0843

Cuadro 5.B.4: Proporcion de veces que el AIC, AIC,, BIC y BIC,, eligen a cada una de

las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion RAY.
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Fracciéon de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP | 0.0104 0.0106 0.0089 0.0086 0.0109 0.0166 0.0264 0.0371 0.0535 0.0568 0.0616

AIC RAY |0.8254 0.8117 0.8150 0.8219 0.8151 0.8213 0.8256 0.8335 0.8346 0.8354 0.8354
WEI | 0.1642 0.1777 0.1761 0.1695 0.1740 0.1621 0.1480 0.1294 0.1119 0.1078 0.1030

EXP | 0.0200 0.0232 0.0180 0.0166 0.0165 0.0220 0.0308 0.0401 0.0564 0.0575 0.0617

AIC. RAY |0.8839 0.8712 0.8732 0.8727 0.8585 0.8569 0.8514 0.8526 0.8443 0.8370 0.8361

15 WEI | 0.0961 0.1056 0.1088 0.1107 0.1250 0.1211 0.1178 0.1073 0.0993 0.1055 0.1022
EXP |0.0201 0.0233 0.0199 0.0198 0.0218 0.0291 0.0390 0.0475 0.0629 0.0656 0.0691

BIC RAY | 0.8848 0.8728 0.8831 0.8887 0.8897 0.9061 0.9054 0.9101 0.9089 0.9231 0.9275
WEI | 0.0951 0.1039 0.0970 0.0915 0.0885 0.0648 0.0556 0.0424 0.0282 0.0113 0.0034

EXP |0.0201 0.0232 0.0194 0.0191 0.0199 0.0264 0.0374 0.0468 0.0624 0.0655 0.0687

BIC); RAY | 0.8848 0.8725 0.8790 0.8833 0.8733 0.8778 0.8760 0.8827 0.8762 0.8739 0.8746
WEI | 0.0951 0.1043 0.1016 0.0976 0.1068 0.0958 0.0866 0.0705 0.0614 0.0606 0.0567

EXP | 0.0024 0.0023 0.0017 0.0018 0.0019 0.0042 0.0081 0.0140 0.0203 0.0241 0.0292

AIC RAY |0.8244 0.8269 0.8233 0.8265 0.8298 0.8271 0.8285 0.8337 0.8419 0.8432 0.8367
WEI | 0.1732 0.1708 0.1750 0.1717 0.1683 0.1687 0.1634 0.1523 0.1378 0.1327 0.1341

EXP | 0.0038 0.0038 0.0031 0.0038 0.0029 0.0047 0.0099 0.0162 0.0225 0.0243 0.0296

AIC. RAY |0.8688 0.8703 0.8661 0.8654 0.8594 0.8520 0.8498 0.8505 0.8528 0.8448 0.8370

20 WEI | 0.1274 0.1259 0.1308 0.1308 0.1377 0.1433 0.1403 0.1333 0.1247 0.1309 0.1334
EXP | 0.0067 0.0069 0.0071 0.0070 0.0075 0.0120 0.0194 0.0303 0.0378 0.0440 0.0464

BIC RAY | 0.9055 0.9031 0.9072 0.9108 0.9171 0.9282 0.9360 0.9361 0.9392 0.9485 0.9497
WEI | 0.0878 0.0900 0.0857 0.0822 0.0754 0.0598 0.0446 0.0336 0.0230 0.0075 0.0039

EXP | 0.0067 0.0069 0.0066 0.0066 0.0056 0.0087 0.0151 0.0261 0.0350 0.0417 0.0455

BICps RAY | 0.9055 0.9022 0.9044 0.9032 0.9032 0.9033 0.9092 0.9066 0.9087 0.9051 0.9035
WEI | 0.0878 0.0909 0.0890 0.0902 0.0912 0.0880 0.0757 0.0673 0.0563 0.0532 0.0510

EXP | 0.0005 0.0002 0.0003 0.0002 0.0005 0.0008 0.0021 0.0050 0.0080 0.0104 0.0100

AIC RAY |0.8275 0.8281 0.8323 0.8304 0.8267 0.8296 0.8358 0.8431 0.8446 0.8399 0.8449
WEI | 0.1720 0.1717 0.1674 0.1694 0.1728 0.1696 0.1621 0.1519 0.1474 0.1497 0.1451

EXP | 0.0008 0.0003 0.0003 0.0006 0.0005 0.0010 0.0026 0.0057 0.0085 0.0105 0.0100

AIC. RAY | 0.8628 0.8616 0.8655 0.8605 0.8551 0.8524 0.8541 0.8566 0.8517 0.8410 0.8452

95 WEI | 0.1364 0.1381 0.1342 0.1389 0.1444 0.1466 0.1433 0.1377 0.1398 0.1485 0.1448
EXP | 0.0017 0.0020 0.0014 0.0018 0.0032 0.0040 0.0108 0.0158 0.0273 0.0328 0.0276

BIC RAY | 0.9142 0.9128 0.9223 0.9271 0.9296 0.9422 0.9434 0.9546 0.9527 0.9602 0.9701
WEI | 0.0841 0.0852 0.0763 0.0711 0.0672 0.0538 0.0458 0.0296 0.0200 0.0070 0.0023

EXP | 0.0017 0.0017 0.0013 0.0015 0.0023 0.0020 0.0072 0.0123 0.0201 0.0273 0.0235

BIC); RAY | 0.9142 0.9126 0.9203 0.9218 0.9163 0.9215 0.9199 0.9260 0.9248 0.9179 0.9276
WEI | 0.0841 0.0857 0.0784 0.0767 0.0814 0.0765 0.0729 0.0617 0.0551 0.0548 0.0489

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC RAY |0.8367 0.8363 0.8321 0.8357 0.8406 0.8369 0.8364 0.8385 0.8388 0.8444 0.8430
WEI | 0.1633 0.1637 0.1679 0.1643 0.1594 0.1631 0.1636 0.1615 0.1612 0.1556 0.1570

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC:. RAY |0.8539 0.8526 0.8458 0.8494 0.8533 0.8484 0.8451 0.8455 0.8429 0.8453 0.8432

50 WEI | 0.1461 0.1474 0.1542 0.1506 0.1467 0.1516 0.1549 0.1545 0.1571 0.1547 0.1568
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0005 0.0048 0.0034

BIC RAY | 0.9499 0.9484 0.9481 0.9494 0.9582 0.9618 0.9665 0.9696 0.9763 0.9898 0.9943
WEI | 0.0501 0.0516 0.0519 0.0506 0.0418 0.0382 0.0334 0.0300 0.0232 0.0054 0.0023

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0004 0.0006

BICy RAY | 0.9499 0.9475 0.9469 0.9455 0.9502 0.9483 0.9500 0.9494 0.9481 0.9543 0.9531
WEI | 0.0501 0.0525 0.0531 0.0545 0.0498 0.0517 0.0500 0.0506 0.0517 0.0453 0.0463

Cuadro 5.B.5: (Continuacion). Proporcion de veces que el AIC, AIC,., BIC y BIC,, eligen

a cada una de las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion RAY.

101



Fraccion de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC RAY |0.8314 0.8330 0.8454 0.8329 0.8358 0.8460 0.8387 0.8386 0.8402 0.8460 0.8478
WEI | 0.1686 0.1670 0.1546 0.1671 0.1642 0.1540 0.1613 0.1614 0.1598 0.1540 0.1522
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC. RAY | 0.8423 0.8443 0.8567 0.8437 0.8442 0.8525 0.8434 0.8435 0.8440 0.8466 0.8479
WEI | 0.1577 0.1557 0.1433 0.1563 0.1558 0.1475 0.1566 0.1565 0.1560 0.1534 0.1521

7 EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0007
BIC RAY | 0.9590 0.9598 0.9615 0.9635 0.9666 0.9736 0.9731 0.9760 0.9846 0.9923 0.9964

WEI | 0.0410 0.0402 0.0385 0.0365 0.0334 0.0264 0.0269 0.0240 0.0154 0.0076 0.0029

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

BIC); RAY | 0.9590 0.9594 0.9609 0.9611 0.9596 0.9636 0.9595 0.9602 0.9636 0.9616 0.9619
WEI | 0.0410 0.0406 0.0391 0.0389 0.0404 0.0364 0.0405 0.0398 0.0364 0.0384 0.0381

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC RAY |0.8438 0.8381 0.8331 0.8342 0.8383 0.8330 0.8428 0.8378 0.8401 0.8361 0.8447

WEI | 0.1562 0.1619 0.1669 0.1658 0.1617 0.1670 0.1572 0.1622 0.1599 0.1639 0.1553

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC. RAY |0.8518 0.8462 0.8427 0.8417 0.8446 0.8382 0.8474 0.8413 0.8418 0.8366 0.8449

100 WEI | 0.1482 0.1538 0.1573 0.1583 0.1554 0.1618 0.1526 0.1587 0.1582 0.1634 0.1551

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
BIC RAY | 0.9703 0.9689 0.9667 0.9679 0.9731 0.9731 0.9775 0.9795 0.9844 0.9929 0.9978
WEI | 0.0297 0.0311 0.0333 0.0321 0.0269 0.0269 0.0225 0.0205 0.0156 0.0071 0.0022
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
BICp RAY | 0.9703 0.9687 0.9648 0.9653 0.9669 0.9634 0.9680 0.9656 0.9676 0.9684 0.9681
WEI | 0.0297 0.0313 0.0352 0.0347 0.0331 0.0366 0.0320 0.0344 0.0324 0.0316 0.0319

Cuadro 5.B.6: (Continuacion). Proporcion de veces que el AIC, AIC,, BIC y BIC), eligen

a cada una de las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion RAY.

102



Fracciéon de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP | 0.4946 0.5042 0.5001 0.5022 0.4775 0.4291 0.4102 0.4018 0.3971 0.4058 0.4113

AIC RAY | 0.0867 0.0897 0.0960 0.1087 0.0870 0.0560 0.0505 0.0406 0.0329 0.0410 0.0390
WEI | 0.4187 0.4061 0.4039 0.3891 0.4355 0.5148 0.5394 0.5576 0.5700 0.5532 0.5496

EXP | 0.8688 0.8632 0.8551 0.8409 0.7441 0.5910 0.5524 0.5085 0.4637 0.4155 0.4134

AIC. RAY |0.0916 0.0952 0.1042 0.1201 0.0954 0.0585 0.0531 0.0419 0.0334 0.0410 0.0390

4 WEI | 0.0396 0.0416 0.0406 0.0389 0.1605 0.3505 0.3946 0.4496 0.5029 0.5435 0.5476
EXP | 0.4275 0.4386 0.4339 0.4387 0.4345 0.4238 0.4191 0.4305 0.4782 0.6038 0.7102

BIC RAY | 0.0848 0.0871 0.0918 0.1044 0.0850 0.0559 0.0506 0.0410 0.0336 0.0422 0.0403
WEI | 0.4877 0.4743 0.4743 0.4569 0.4805 0.5203 0.5304 0.5286 0.4881 0.3540 0.2495

EXP | 0.4275 0.4369 0.4287 0.4246 0.3916 0.3584 0.3269 0.3076 0.2934 0.2954 0.2981

BIC); RAY | 0.0848 0.0868 0.0908 0.1016 0.0784 0.0512 0.0430 0.0329 0.0239 0.0268 0.0253
WEI | 0.4877 0.4763 0.4805 0.4738 0.5300 0.5904 0.6301 0.6595 0.6826 0.6777 0.6766

EXP | 0.3751 0.3866 0.3847 0.3457 0.3493 0.3167 0.2966 0.2919 0.2870 0.3112 0.3170

AIC RAY |0.0239 0.0221 0.0320 0.0186 0.0242 0.0200 0.0152 0.0121 0.0115 0.0132 0.0158
WEI | 0.6010 0.5913 0.5833 0.6357 0.6265 0.6633 0.6882 0.6960 0.7015 0.6756 0.6671

EXP | 0.6020 0.6229 0.6193 0.5244 0.4940 0.4195 0.3716 0.3542 0.3231 0.3176 0.3182

AIC:. RAY |0.0242 0.0226 0.0328 0.0191 0.0246 0.0204 0.0154 0.0122 0.0115 0.0132 0.0158

6 WEI | 0.3738 0.3545 0.3479 0.4565 0.4814 0.5601 0.6130 0.6336 0.6654 0.6692 0.6659
EXP |0.3559 0.3673 0.3634 0.3416 0.3555 0.3437 0.3392 0.3556 0.3937 0.5329 0.6368

BIC RAY | 0.0239 0.0219 0.0318 0.0185 0.0242 0.0201 0.0154 0.0122 0.0118 0.0135 0.0160
WEI | 0.6202 0.6108 0.6048 0.6399 0.6203 0.6362 0.6454 0.6322 0.5945 0.4536 0.3472

EXP | 0.3559 0.3656 0.3569 0.3313 0.3240 0.2878 0.2660 0.2597 0.2500 0.2655 0.2738

BICy RAY | 0.0239 0.0219 0.0317 0.0182 0.0237 0.0194 0.0145 0.0114 0.0097 0.0109 0.0135
WEI | 0.6202 0.6125 0.6114 0.6505 0.6523 0.6928 0.7195 0.7289 0.7403 0.7236 0.7126

EXP |0.2524 0.2626 0.2793 0.2578 0.2262 0.2324 0.2071 0.1901 0.2036 0.2264 0.2249

AIC RAY | 0.0076 0.0066 0.0095 0.0069 0.0060 0.0068 0.0038 0.0023 0.0043 0.0056 0.0047
WEI | 0.7400 0.7308 0.7112 0.7353 0.7678 0.7608 0.7891 0.8076 0.7921 0.7680 0.7704

EXP |0.3862 0.3965 0.4146 0.3659 0.3030 0.2928 0.2547 0.2248 0.2239 0.2303 0.2258

AIC. RAY | 0.0076 0.0066 0.0095 0.0069 0.0060 0.0069 0.0039 0.0023 0.0043 0.0056 0.0047

8 WEI | 0.6062 0.5969 0.5759 0.6272 0.6910 0.7003 0.7414 0.7729 0.7718 0.7641 0.7695
EXP | 0.2580 0.2695 0.2861 0.2727 0.2557 0.2733 0.2635 0.2613 0.3135 0.4561 0.5525

BIC RAY | 0.0076 0.0066 0.0095 0.0069 0.0060 0.0069 0.0039 0.0024 0.0043 0.0056 0.0049
WEI | 0.7344 0.7239 0.7044 0.7204 0.7383 0.7198 0.7326 0.7363 0.6822 0.5383 0.4426

EXP | 0.2580 0.2684 0.2808 0.2627 0.2331 0.2300 0.2069 0.1877 0.1982 0.2200 0.2148

BIC)s RAY | 0.0076 0.0066 0.0095 0.0069 0.0060 0.0067 0.0039 0.0023 0.0041 0.0046 0.0044
WEI | 0.7344 0.7250 0.7097 0.7304 0.7609 0.7633 0.7892 0.8100 0.7977 0.7754 0.7808

EXP |0.1780 0.1769 0.1529 0.1744 0.1762 0.1445 0.1313 0.1277 0.1370 0.1586 0.1651

AIC RAY | 0.0016 0.0015 0.0013 0.0026 0.0026 0.0010 0.0013 0.0012 0.0009 0.0016 0.0025
WEI | 0.8204 0.8216 0.8458 0.8230 0.8212 0.8545 0.8674 0.8711 0.8621 0.8398 0.8324

EXP | 0.2542 0.2586 0.2173 0.2384 0.2237 0.1743 0.1555 0.1492 0.1508 0.1609 0.1655

AIC. RAY |0.0016 0.0015 0.0013 0.0026 0.0026 0.0010 0.0013 0.0012 0.0009 0.0016 0.0025

10 WEI | 0.7442 0.7399 0.7814 0.7590 0.7737 0.8247 0.8432 0.8496 0.8483 0.8375 0.8320
EXP |0.1976 0.1977 0.1746 0.2007 0.2093 0.1874 0.1869 0.1974 0.2390 0.3714 0.4791

BIC RAY | 0.0016 0.0015 0.0013 0.0026 0.0026 0.0010 0.0013 0.0012 0.0011 0.0016 0.0025
WEI | 0.8008 0.8008 0.8241 0.7967 0.7881 0.8116 0.8118 0.8014 0.7599 0.6270 0.5184

EXP |0.1976 0.1969 0.1713 0.1921 0.1830 0.1563 0.1416 0.1397 0.1491 0.1694 0.1737

BICps RAY | 0.0016 0.0015 0.0013 0.0026 0.0026 0.0010 0.0012 0.0011 0.0011 0.0015 0.0024
WEI | 0.8008 0.8016 0.8274 0.8053 0.8094 0.8427 0.8572 0.8592 0.8498 0.8291 0.8239

Cuadro 5.B.7: Proporcion de veces que el AIC, AIC., BIC y BIC,, eligen a cada una de
las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion WEI con parametro

de forma igual a 0.5.
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Fracciéon de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP | 0.0609 0.0669 0.0606 0.0550 0.0570 0.0479 0.0445 0.0435 0.0511 0.0666 0.0663

AIC RAY | 0.0001 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0003
WEI | 0.9390 0.9330 0.9393 0.9450 0.9430 0.9521 0.9555 0.9565 0.9488 0.9332 0.9334

EXP | 0.0817 0.0912 0.0785 0.0725 0.0725 0.0584 0.0527 0.0490 0.0548 0.0680 0.0663

AIC. RAY | 0.0001 0.0003 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0003

15 WEI | 0.9182 0.9085 0.9214 0.9275 0.9275 0.9416 0.9473 0.9510 0.9451 0.9318 0.9334
EXP |0.0824 0.0919 0.0839 0.0796 0.0876 0.0842 0.0835 0.0846 0.1159 0.2242 0.3067

BIC RAY | 0.0001 0.0003 0.0001 0.0001 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0003
WEI | 0.9175 0.9078 0.9160 0.9203 0.9124 0.9157 0.9165 0.9154 0.8840 0.7756 0.6930

EXP |0.0824 0.0914 0.0811 0.0755 0.0766 0.0656 0.0613 0.0581 0.0654 0.0874 0.0869

BIC); RAY | 0.0001 0.0003 0.0001 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0003
WEI | 0.9175 0.9083 0.9188 0.9245 0.9234 0.9343 0.9387 0.9419 0.9345 0.9124 0.9128

EXP |0.0204 0.0226 0.0203 0.0194 0.0155 0.0173 0.0140 0.0136 0.0173 0.0269 0.0307

AIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.9796 0.9774 0.9797 0.9806 0.9845 0.9827 0.9860 0.9864 0.9827 0.9731 0.9693

EXP |0.0266 0.0290 0.0266 0.0255 0.0195 0.0195 0.0159 0.0149 0.0189 0.0271 0.0307

AIC. RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

20 WEI | 0.9734 0.9710 0.9734 0.9745 0.9805 0.9805 0.9841 0.9851 0.9811 0.9729 0.9693
EXP |0.0349 0.0355 0.0346 0.0361 0.0309 0.0370 0.0347 0.0391 0.0598 0.1276 0.1922

BIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.9651 0.9645 0.9654 0.9639 0.9691 0.9630 0.9653 0.9609 0.9402 0.8724 0.8078

EXP |0.0349 0.0353 0.0338 0.0331 0.0268 0.0273 0.0228 0.0236 0.0289 0.0440 0.0469

BICps RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.9651 0.9647 0.9662 0.9669 0.9732 0.9727 0.9772 0.9764 0.9711 0.9560 0.9531

EXP | 0.0067 0.0077 0.0068 0.0059 0.0062 0.0049 0.0044 0.0048 0.0069 0.0100 0.0108

AIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.9933 0.9923 0.9932 0.9941 0.9938 0.9951 0.9956 0.9952 0.9931 0.9900 0.9892

EXP | 0.0088 0.0096 0.0095 0.0076 0.0066 0.0057 0.0051 0.0054 0.0077 0.0102 0.0108

AIC. RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

95 WEI | 0.9912 0.9904 0.9905 0.9924 0.9934 0.9943 0.9949 0.9946 0.9923 0.9898 0.9892
EXP | 0.0155 0.0147 0.0141 0.0133 0.0129 0.0116 0.0130 0.0154 0.0267 0.0712 0.1135

BIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.9845 0.9853 0.9859 0.9867 0.9871 0.9884 0.9870 0.9846 0.9733 0.9288 0.8865

EXP |0.0155 0.0147 0.0139 0.0126 0.0110 0.0086 0.0084 0.0093 0.0130 0.0218 0.0223

BIC)s RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.9845 0.9853 0.9861 0.9874 0.9890 0.9914 0.9916 0.9907 0.9870 0.9782 0.9777

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001

AIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001

AIC. RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

50 WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
EXP | 0.0002 0.0000 0.0002 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0023 0.0048

BIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.9998 1.0000 0.9998 0.9998 0.9999 1.0000 1.0000 0.9999 0.9996 0.9977 0.9952

EXP | 0.0002 0.0000 0.0002 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0007 0.0006

BICps RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 0.9998 1.0000 0.9998 0.9998 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9993 0.9994

Cuadro 5.B.8: (Continuacion). Proporcion de veces que el AIC, AIC,., BIC y BIC), eligen
a cada una de las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion WEI

con parametro de forma igual a 0.5.
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Fraccion de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC. RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

7 EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001
BIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

BIC); RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC. RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

100 WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
BIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
BICps RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Cuadro 5.B.9: (Continuacion). Proporcion de veces que el AIC, AIC,, BIC y BIC), eligen
a cada una de las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion WEI

con parametro de forma igual a 0.5.
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Fracciéon de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP |0.2401 0.2346 0.2427 0.2357 0.2572 0.3100 0.3467 0.3690 0.3923 0.4055 0.4041

AIC RAY |0.6364 0.6390 0.6267 0.6251 0.6235 0.6025 0.5748 0.5727 0.5604 0.5491 0.5526
WEI | 0.1235 0.1264 0.1307 0.1391 0.1193 0.0875 0.0785 0.0583 0.0473 0.0455 0.0433

EXP |0.2403 0.2351 0.2434 0.2369 0.2583 0.3114 0.3485 0.3705 0.3938 0.4059 0.4041

AIC. RAY |0.7581 0.7629 0.7539 0.7596 0.7229 0.6583 0.6191 0.5975 0.5764 0.5519 0.5531

4 WEI | 0.0016 0.0020 0.0027 0.0035 0.0188 0.0303 0.0324 0.0320 0.0298 0.0422 0.0428
EXP |0.2394 0.2342 0.2419 0.2352 0.2568 0.3096 0.3469 0.3696 0.3940 0.4084 0.4087

BIC RAY | 0.5923 0.5942 0.5811 0.5811 0.6007 0.6002 0.5781 0.5797 0.5781 0.5819 0.5881
WEI | 0.1683 0.1716 0.1770 0.1837 0.1425 0.0901 0.0750 0.0507 0.0279 0.0097 0.0032

EXP |0.2394 0.2342 0.2415 0.2340 0.2521 0.3002 0.3273 0.3452 0.3664 0.3714 0.3708

BIC)s RAY | 0.5923 0.5925 0.5755 0.5657 0.5681 0.5587 0.5226 0.5197 0.5007 0.4847 0.4836
WEI | 0.1683 0.1733 0.1830 0.2003 0.1798 0.1411 0.1501 0.1351 0.1330 0.1439 0.1456

EXP | 0.2858 0.2633 0.2726 0.2886 0.2900 0.3161 0.3543 0.3766 0.3982 0.4126 0.4085

AIC RAY | 0.6468 0.6656 0.6495 0.6478 0.6478 0.6311 0.6006 0.5837 0.5692 0.5573 0.5610
WEI | 0.0674 0.0711 0.0779 0.0636 0.0622 0.0528 0.0451 0.0397 0.0326 0.0302 0.0305

EXP |0.2863 0.2636 0.2732 0.2891 0.2904 0.3169 0.3553 0.3778 0.3988 0.4130 0.4086

AIC. RAY |0.6991 0.7227 0.7088 0.6924 0.6824 0.6562 0.6198 0.5960 0.5755 0.5590 0.5612

6 WEI | 0.0146 0.0137 0.0180 0.0185 0.0272 0.0269 0.0249 0.0262 0.0257 0.0281 0.0302
EXP | 0.2857 0.2632 0.2726 0.2886 0.2900 0.3165 0.3550 0.3778 0.3994 0.4162 0.4111

BIC RAY | 0.6390 0.6566 0.6421 0.6461 0.6505 0.6387 0.6121 0.5961 0.5848 0.5805 0.5878
WEI | 0.0753 0.0802 0.0853 0.0653 0.0595 0.0448 0.0329 0.0261 0.0158 0.0033 0.0011

EXP | 0.2857 0.2632 0.2726 0.2885 0.2895 0.3152 0.3527 0.3723 0.3917 0.4054 0.4012

BICys RAY | 0.6390 0.6560 0.6372 0.6409 0.6350 0.6165 0.5873 0.5695 0.5561 0.5360 0.5409
WEI | 0.0753 0.0808 0.0902 0.0706 0.0755 0.0682 0.0600 0.0582 0.0522 0.0586 0.0578

EXP |0.2959 0.2952 0.2949 0.2931 0.3086 0.3215 0.3536 0.3895 0.3986 0.4089 0.4129

AIC RAY |0.6619 0.6620 0.6519 0.6617 0.6497 0.6368 0.6069 0.5825 0.5765 0.5664 0.5634
WEI | 0.0422 0.0428 0.0532 0.0452 0.0417 0.0417 0.0395 0.0280 0.0249 0.0247 0.0237

EXP |0.2961 0.2955 0.2951 0.2935 0.3117 0.3251 0.3580 0.3922 0.4001 0.4093 0.4129

AIC. RAY | 0.6883 0.6887 0.6855 0.6861 0.6685 0.6536 0.6229 0.5905 0.5809 0.5672 0.5638

8 WEI | 0.0156 0.0158 0.0194 0.0204 0.0198 0.0213 0.0191 0.0173 0.0190 0.0235 0.0233
EXP |0.2959 0.2954 0.2949 0.2934 0.3114 0.3251 0.3581 0.3927 0.4008 0.4123 0.4158

BIC RAY | 0.6640 0.6641 0.6541 0.6670 0.6601 0.6501 0.6241 0.5950 0.5912 0.5843 0.5837
WEI | 0.0401 0.0405 0.0510 0.0396 0.0285 0.0248 0.0178 0.0123 0.0080 0.0034 0.0005

EXP |0.2959 0.2954 0.2949 0.2934 0.3111 0.3241 0.3569 0.3913 0.3989 0.4089 0.4119

BIC)s RAY | 0.6640 0.6638 0.6520 0.6637 0.6517 0.6376 0.6098 0.5836 0.5762 0.5633 0.5602
WEI | 0.0401 0.0408 0.0531 0.0429 0.0372 0.0383 0.0333 0.0251 0.0249 0.0278 0.0279

EXP | 0.3002 0.3056 0.2909 0.3085 0.3074 0.3100 0.3437 0.3773 0.3974 0.4055 0.4158

AIC RAY | 0.6582 0.6589 0.6623 0.6462 0.6382 0.6217 0.6014 0.5866 0.5721 0.5710 0.5612
WEI | 0.0416 0.0355 0.0468 0.0453 0.0544 0.0683 0.0549 0.0361 0.0305 0.0235 0.0230

EXP | 0.3058 0.3099 0.3036 0.3178 0.3213 0.3336 0.3599 0.3858 0.4037 0.4062 0.4160

AIC. RAY |0.6795 0.6773 0.6843 0.6671 0.6614 0.6444 0.6198 0.5975 0.5778 0.5716 0.5614

10 WEI | 0.0147 0.0128 0.0121 0.0151 0.0173 0.0220 0.0203 0.0167 0.0185 0.0222 0.0226
EXP | 0.3050 0.3096 0.3032 0.3171 0.3208 0.3365 0.3634 0.3887 0.4073 0.4110 0.4214

BIC RAY | 0.6679 0.6668 0.6754 0.6598 0.6579 0.6496 0.6270 0.6048 0.5885 0.5882 0.5782
WEI | 0.0271 0.0236 0.0214 0.0231 0.0213 0.0139 0.0096 0.0065 0.0042 0.0008 0.0004

EXP | 0.3050 0.3096 0.3028 0.3168 0.3199 0.3317 0.3608 0.3876 0.4062 0.4102 0.4197

BICys RAY | 0.6679 0.6665 0.6748 0.6576 0.6518 0.6387 0.6186 0.5986 0.5809 0.5752 0.5646
WEI | 0.0271 0.0239 0.0224 0.0256 0.0283 0.0296 0.0206 0.0138 0.0129 0.0146 0.0157

Cuadro 5.B.10: Proporciéon de veces que el AIC, AIC,, BIC y BIC,, eligen a cada una de
las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion WEI con parametro

de forma 1.5.
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Fracciéon de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP |0.2198 0.2266 0.2094 0.2021 0.2111 0.2247 0.2655 0.2894 0.3343 0.3557 0.3696

AIC RAY |0.5727 0.5721 0.5642 0.5598 0.5536 0.5394 0.5299 0.5273 0.5299 0.5450 0.5378
WEI | 0.2075 0.2013 0.2264 0.2381 0.2353 0.2359 0.2046 0.1833 0.1358 0.0993 0.0926

EXP |0.3078 0.3086 0.2876 0.2733 0.2679 0.2661 0.2974 0.3162 0.3492 0.3588 0.3700

AIC. RAY | 0.6448 0.6466 0.6359 0.6283 0.6059 0.5837 0.5632 0.5560 0.5445 0.5470 0.5384

15 WEI | 0.0474 0.0448 0.0765 0.0984 0.1262 0.1502 0.1394 0.1278 0.1063 0.0942 0.0916
EXP |0.3089 0.3097 0.3003 0.2971 0.3110 0.3311 0.3599 0.3789 0.4016 0.4051 0.4154

BIC RAY | 0.6457 0.6476 0.6478 0.6473 0.6432 0.6392 0.6263 0.6169 0.5969 0.5943 0.5843
WEI | 0.0454 0.0427 0.0519 0.0556 0.0458 0.0297 0.0138 0.0042 0.0015 0.0006 0.0003

EXP | 0.3089 0.3088 0.2968 0.2893 0.2923 0.3023 0.3365 0.3645 0.3953 0.4031 0.4132

BIC)s RAY | 0.6457 0.6472 0.6437 0.6408 0.6271 0.6176 0.6036 0.6022 0.5883 0.5868 0.5774
WEI | 0.0454 0.0440 0.0595 0.0699 0.0806 0.0801 0.0599 0.0333 0.0164 0.0101 0.0094

EXP |0.1340 0.1413 0.1365 0.1373 0.1356 0.1500 0.1792 0.2160 0.2519 0.2899 0.2841

AIC RAY |0.4860 0.4911 0.4742 0.4667 0.4552 0.4457 0.4427 0.4412 0.4564 0.4745 0.4832
WEI | 0.3800 0.3676 0.3893 0.3960 0.4092 0.4043 0.3781 0.3428 0.2917 0.2356 0.2327

EXP |0.1814 0.1873 0.1808 0.1778 0.1658 0.1774 0.2014 0.2353 0.2652 0.2927 0.2842

AIC:. RAY |0.5444 0.5467 0.5315 0.5184 0.4950 0.4781 0.4719 0.4635 0.4686 0.4769 0.4833

20 WEI | 0.2742 0.2660 0.2877 0.3038 0.3392 0.3445 0.3267 0.3012 0.2662 0.2304 0.2325
EXP |0.2364 0.2436 0.2442 0.2532 0.2600 0.2904 0.3378 0.3796 0.3988 0.4128 0.4021

BIC RAY | 0.6002 0.5984 0.5954 0.5875 0.5902 0.5951 0.5993 0.5966 0.5983 0.5872 0.5978
WEI | 0.1634 0.1580 0.1604 0.1593 0.1498 0.1145 0.0629 0.0238 0.0029 0.0000 0.0001

EXP |0.2364 0.2428 0.2384 0.2414 0.2318 0.2469 0.2852 0.3283 0.3610 0.3909 0.3859

BICp RAY | 0.6002 0.5977 0.5898 0.5760 0.5609 0.5535 0.5525 0.5507 0.5617 0.5684 0.5789
WEI | 0.1634 0.1595 0.1718 0.1826 0.2073 0.1996 0.1623 0.1210 0.0773 0.0407 0.0352

EXP | 0.0897 0.0873 0.0869 0.0744 0.0807 0.0930 0.1128 0.1481 0.1821 0.2073 0.2152

AIC RAY |0.4026 0.4172 0.4010 0.3936 0.3899 0.3631 0.3614 0.3761 0.3887 0.4177 0.4210
WEI | 0.5077 0.4955 0.5121 0.5320 0.5294 0.5439 0.5258 0.4758 0.4292 0.3750 0.3638

EXP |0.1172 0.1129 0.1132 0.0968 0.0980 0.1055 0.1265 0.1617 0.1899 0.2091 0.2155

AIC. RAY | 0.4463 0.4605 0.4444 0.4334 0.4203 0.3846 0.3826 0.3949 0.4009 0.4197 0.4222

95 WEI | 0.4365 0.4266 0.4424 0.4698 0.4817 0.5099 0.4909 0.4434 0.4092 0.3712 0.3623
EXP |0.1847 0.1810 0.1901 0.1759 0.1995 0.2360 0.2824 0.3407 0.3873 0.3942 0.4048

BIC RAY | 0.5356 0.5470 0.5403 0.5392 0.5423 0.5324 0.5583 0.5836 0.5939 0.6054 0.5952
WEI | 0.2797 0.2720 0.2696 0.2849 0.2582 0.2316 0.1593 0.0757 0.0188 0.0004 0.0000

EXP |0.1847 0.1803 0.1848 0.1675 0.1729 0.1881 0.2144 0.2615 0.3099 0.3342 0.3485

BIC)s RAY | 0.5356 0.5459 0.5354 0.5294 0.5146 0.4834 0.4940 0.5090 0.5199 0.5477 0.5457
WEI | 0.2797 0.2738 0.2798 0.3031 0.3125 0.3285 0.2916 0.2295 0.1702 0.1181 0.1058

EXP | 0.0061 0.0070 0.0064 0.0054 0.0051 0.0058 0.0117 0.0201 0.0316 0.0371 0.0408

AIC RAY |0.1504 0.1500 0.1479 0.1457 0.1291 0.1261 0.1310 0.1488 0.1672 0.1845 0.1929
WEI | 0.8435 0.8430 0.8457 0.8489 0.8658 0.8681 0.8573 0.8311 0.8012 0.7784 0.7663

EXP | 0.0075 0.0083 0.0076 0.0070 0.0061 0.0068 0.0127 0.0212 0.0330 0.0375 0.0408

AIC. RAY |0.1621 0.1632 0.1602 0.1556 0.1365 0.1326 0.1363 0.1542 0.1705 0.1854 0.1931

50 WEI | 0.8304 0.8285 0.8322 0.8374 0.8574 0.8606 0.8510 0.8246 0.7965 0.7771 0.7661
EXP | 0.0400 0.0372 0.0377 0.0361 0.0371 0.0470 0.0772 0.1195 0.1835 0.3181 0.3740

BIC RAY | 0.2927 0.2928 0.2882 0.2961 0.2829 0.2956 0.3059 0.3618 0.4346 0.5729 0.6152
WEI | 0.6673 0.6700 0.6741 0.6678 0.6800 0.6574 0.6169 0.5187 0.3819 0.1090 0.0108

EXP | 0.0400 0.0368 0.0366 0.0330 0.0306 0.0353 0.0534 0.0744 0.0995 0.1228 0.1290

BICy RAY | 0.2927 0.2922 0.2849 0.2866 0.2618 0.2535 0.2592 0.2881 0.3250 0.3570 0.3529
WEI | 0.6673 0.6710 0.6785 0.6804 0.7076 0.7112 0.6874 0.6375 0.5755 0.5202 0.5181

Cuadro 5.B.11: (Continuacion). Proporcion de veces que el AIC, AIC,., BIC y BIC,, eligen
a cada una de las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion WEI

con parametro de forma 1.5.
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Fraccion de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP | 0.0004 0.0003 0.0008 0.0003 0.0002 0.0007 0.0005 0.0022 0.0037 0.0061 0.0084

AIC RAY | 0.0586 0.0549 0.0506 0.0528 0.0483 0.0388 0.0443 0.0525 0.0650 0.0845 0.0850
WEI | 0.9410 0.9448 0.9486 0.9469 0.9515 0.9605 0.9552 0.9453 0.9313 0.9094 0.9066
EXP | 0.0007 0.0007 0.0009 0.0003 0.0002 0.0007 0.0006 0.0022 0.0040 0.0061 0.0084

AIC. RAY | 0.0621 0.0592 0.0541 0.0557 0.0507 0.0401 0.0458 0.0545 0.0666 0.0848 0.0851
WEI | 0.9372 0.9401 0.9450 0.9440 0.9491 0.9592 0.9536 0.9433 0.9294 0.9091 0.9065

7 EXP | 0.0046 0.0057 0.0038 0.0056 0.0040 0.0072 0.0164 0.0302 0.0590 0.1409 0.2316
BIC RAY | 0.1583 0.1515 0.1478 0.1522 0.1469 0.1416 0.1667 0.2010 0.2682 0.4076 0.5238

WEI | 0.8371 0.8428 0.8484 0.8422 0.8491 0.8512 0.8169 0.7688 0.6728 0.4515 0.2446

EXP | 0.0046 0.0057 0.0038 0.0048 0.0031 0.0051 0.0098 0.0173 0.0276 0.0391 0.0391

BIC); RAY | 0.1583 0.1511 0.1452 0.1464 0.1326 0.1194 0.1306 0.1499 0.1840 0.2107 0.2167
WEI | 0.8371 0.8432 0.8510 0.8488 0.8643 0.8755 0.8596 0.8328 0.7884 0.7502 0.7442

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0003 0.0002 0.0009 0.0011

AIC RAY | 0.0151 0.0185 0.0187 0.0180 0.0147 0.0161 0.0146 0.0185 0.0235 0.0358 0.0392

WEI | 0.9849 0.9815 0.9813 0.9820 0.9853 0.9838 0.9853 0.9812 0.9763 0.9633 0.9597

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0003 0.0002 0.0009 0.0011

AIC. RAY |0.0161 0.0194 0.0195 0.0189 0.0152 0.0161 0.0148 0.0189 0.0239 0.0358 0.0392

100 WEI | 0.9839 0.9806 0.9805 0.9811 0.9848 0.9838 0.9851 0.9808 0.9759 0.9633 0.9597

EXP | 0.0006 0.0004 0.0004 0.0008 0.0004 0.0008 0.0025 0.0075 0.0175 0.0549 0.0966

BIC RAY | 0.0689 0.0709 0.0760 0.0742 0.0690 0.0712 0.0803 0.1069 0.1540 0.2783 0.3751
WEI | 0.9305 0.9287 0.9236 0.9250 0.9306 0.9280 0.9172 0.8856 0.8285 0.6668 0.5283

EXP | 0.0006 0.0004 0.0004 0.0003 0.0004 0.0005 0.0013 0.0036 0.0074 0.0111 0.0107

BICys RAY | 0.0689 0.0706 0.0741 0.0713 0.0611 0.0593 0.0620 0.0753 0.0976 0.1294 0.1339
WEI | 0.9305 0.9290 0.9255 0.9284 0.9385 0.9402 0.9367 0.9211 0.8950 0.8595 0.8554

Cuadro 5.B.12: (Continuacion). Proporcion de veces que el AIC, AIC,., BIC y BIC,, eligen
a cada una de las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion WEI

con parametro de forma 1.5.
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Fracciéon de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP | 0.0187 0.0225 0.0215 0.0266 0.0297 0.0389 0.0526 0.0618 0.0701 0.0804 0.0817

AIC RAY |0.5954 0.5898 0.5947 0.5890 0.6124 0.6326 0.6554 0.6802 0.7086 0.7216 0.7247
WEI | 0.3859 0.3877 0.3838 0.3844 0.3579 0.3284 0.2920 0.2580 0.2213 0.1980 0.1936

EXP |0.0187 0.0225 0.0215 0.0266 0.0297 0.0389 0.0526 0.0619 0.0701 0.0804 0.0817

AIC. RAY | 09726 0.9676 0.9678 0.9630 0.9018 0.8213 0.8033 0.7864 0.7677 0.7328 0.7266

4 WEI | 0.0087 0.0099 0.0107 0.0104 0.0685 0.1397 0.1441 0.1518 0.1622 0.1868 0.1918
EXP | 0.0187 0.0225 0.0215 0.0266 0.0297 0.0389 0.0526 0.0618 0.0701 0.0804 0.0818

BIC RAY | 0.5046 0.4928 0.4964 0.4939 0.5550 0.6264 0.6654 0.7154 0.7780 0.8577 0.8937
WEI | 0.4767 0.4847 0.4821 0.4795 0.4153 0.3347 0.2820 0.2228 0.1519 0.0619 0.0245

EXP | 0.0187 0.0225 0.0215 0.0264 0.0282 0.0365 0.0452 0.0546 0.0615 0.0665 0.0697

BIC); RAY | 0.5046 0.4907 0.4869 0.4713 0.4997 0.5343 0.5483 0.5692 0.5929 0.5944 0.5928
WEI | 0.4767 0.4868 0.4916 0.5023 0.4721 0.4292 0.4065 0.3762 0.3457 0.3391 0.3375

EXP |0.0117 0.0113 0.0138 0.0111 0.0129 0.0221 0.0310 0.0367 0.0432 0.0507 0.0540

AIC RAY | 0.6150 0.6077 0.6166 0.6156 0.6233 0.6444 0.6643 0.6847 0.7136 0.7251 0.7244
WEI | 0.3733 0.3810 0.3696 0.3733 0.3638 0.3335 0.3047 0.2786 0.2432 0.2242 0.2216

EXP |0.0117 0.0113 0.0138 0.0111 0.0129 0.0221 0.0310 0.0367 0.0433 0.0507 0.0540

AIC. RAY |0.8739 0.8702 0.8621 0.8312 0.8018 0.7702 0.7662 0.7558 0.7568 0.7323 0.7262

6 WEI | 0.1144 0.1185 0.1241 0.1577 0.1853 0.2077 0.2028 0.2075 0.1998 0.2170 0.2198
EXP |0.0117 0.0113 0.0138 0.0111 0.0129 0.0221 0.0310 0.0367 0.0433 0.0507 0.0540

BIC RAY | 0.5853 0.5760 0.5851 0.6073 0.6352 0.6836 0.7226 0.7580 0.8143 0.8912 0.9199
WEI | 0.4030 0.4127 0.4011 0.3816 0.3519 0.2943 0.2463 0.2053 0.1424 0.0581 0.0261

EXP |0.0117 0.0113 0.0138 0.0111 0.0129 0.0220 0.0302 0.0358 0.0419 0.0493 0.0517

BICps RAY | 0.5853 0.5749 0.5750 0.5919 0.5845 0.6092 0.6280 0.6454 0.6773 0.6815 0.6812
WEI | 0.4030 0.4138 0.4112 0.3970 0.4026 0.3687 0.3418 0.3188 0.2808 0.2692 0.2671

EXP | 0.0057 0.0066 0.0053 0.0057 0.0051 0.0101 0.0166 0.0225 0.0246 0.0301 0.0331

AIC RAY |0.6142 0.6112 0.6088 0.5944 0.6165 0.6314 0.6540 0.6889 0.7068 0.7161 0.7293
WEI | 0.3801 0.3822 0.3859 0.3999 0.3784 0.3585 0.3294 0.2886 0.2686 0.2538 0.2376

EXP | 0.0057 0.0066 0.0053 0.0057 0.0052 0.0101 0.0166 0.0225 0.0246 0.0301 0.0331

AIC. RAY |0.7981 0.7995 0.7933 0.7628 0.7381 0.7292 0.7236 0.7420 0.7382 0.7216 0.7305

8 WEI | 0.1962 0.1939 0.2014 0.2315 0.2567 0.2607 0.2598 0.2355 0.2372 0.2483 0.2364
EXP | 0.0057 0.0066 0.0053 0.0057 0.0052 0.0101 0.0166 0.0225 0.0246 0.0302 0.0331

BIC RAY | 0.6257 0.6219 0.6206 0.6236 0.6708 0.6987 0.7362 0.7828 0.8321 0.9079 0.9410
WEI | 0.3686 0.3715 0.3741 0.3707 0.3240 0.2912 0.2472 0.1947 0.1433 0.0619 0.0259

EXP | 0.0057 0.0066 0.0053 0.0057 0.0052 0.0101 0.0166 0.0224 0.0245 0.0297 0.0327

BIC)s RAY | 0.6257 0.6209 0.6117 0.6087 0.6279 0.6323 0.6589 0.6943 0.7064 0.7168 0.7264
WEI | 0.3686 0.3725 0.3830 0.3856 0.3669 0.3576 0.3245 0.2833 0.2691 0.2535 0.2409

EXP | 0.0032 0.0040 0.0019 0.0032 0.0031 0.0040 0.0086 0.0121 0.0190 0.0192 0.0234

AIC RAY |0.5922 0.5932 0.5821 0.5958 0.5986 0.6089 0.6369 0.6703 0.6859 0.7105 0.7073
WEI | 0.4046 0.4028 0.4160 0.4010 0.3983 0.3871 0.3545 0.3176 0.2951 0.2703 0.2693

EXP | 0.0032 0.0040 0.0019 0.0034 0.0033 0.0045 0.0086 0.0121 0.0190 0.0193 0.0234

AIC:. RAY |0.7391 0.7385 0.7272 0.7279 0.7052 0.6867 0.6984 0.7135 0.7140 0.7162 0.7083

10 WEI | 0.2577 0.2575 0.2709 0.2687 0.2915 0.3088 0.2930 0.2744 0.2670 0.2645 0.2683
EXP | 0.0032 0.0040 0.0019 0.0034 0.0033 0.0045 0.0086 0.0121 0.0190 0.0193 0.0234

BIC RAY | 0.6350 0.6352 0.6405 0.6543 0.6741 0.7132 0.7511 0.7921 0.8405 0.9200 0.9484
WEI | 0.3618 0.3608 0.3576 0.3423 0.3226 0.2823 0.2403 0.1958 0.1405 0.0607 0.0282

EXP | 0.0032 0.0040 0.0019 0.0034 0.0033 0.0045 0.0086 0.0121 0.0188 0.0192 0.0231

BICps RAY | 0.6350 0.6330 0.6333 0.6369 0.6349 0.6513 0.6730 0.7031 0.7196 0.7415 0.7381
WEI | 0.3618 0.3630 0.3648 0.3597 0.3618 0.3442 0.3184 0.2848 0.2616 0.2393 0.2388

Cuadro 5.B.13: Proporciéon de veces que el AIC, AIC,, BIC y BIC,, eligen a cada una de
las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion WEI con parametro
de forma 2.5.
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Fracciéon de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP | 0.0000 0.0002 0.0001 0.0002 0.0005 0.0008 0.0022 0.0032 0.0052 0.0064 0.0064

AIC RAY |0.5376 0.5484 0.5360 0.5322 0.5399 0.5467 0.5796 0.6084 0.6454 0.6572 0.6712
WEI | 0.4624 0.4514 0.4639 0.4676 0.4596 0.4525 0.4182 0.3884 0.3494 0.3364 0.3224

EXP | 0.0004 0.0004 0.0002 0.0003 0.0007 0.0008 0.0022 0.0033 0.0053 0.0064 0.0064

AIC. RAY | 0.6411 0.6401 0.6222 0.6171 0.6098 0.6020 0.6210 0.6388 0.6651 0.6597 0.6717

15 WEI | 0.3585 0.3595 0.3776 0.3826 0.3895 0.3972 0.3768 0.3579 0.3296 0.3339 0.3219
EXP | 0.0004 0.0004 0.0002 0.0005 0.0010 0.0011 0.0027 0.0036 0.0057 0.0066 0.0070

BIC RAY | 0.6437 0.6414 0.6428 0.6497 0.6739 0.7037 0.7478 0.7890 0.8451 0.9229 0.9606
WEI | 0.3559 0.3582 0.3570 0.3498 0.3251 0.2952 0.2495 0.2074 0.1492 0.0705 0.0324

EXP | 0.0004 0.0004 0.0002 0.0005 0.0010 0.0011 0.0026 0.0036 0.0057 0.0066 0.0070

BIC); RAY | 0.6437 0.6401 0.6345 0.6356 0.6374 0.6421 0.6697 0.6970 0.7304 0.7395 0.7507
WEI | 0.3559 0.3595 0.3653 0.3639 0.3616 0.3568 0.3277 0.2994 0.2639 0.2539 0.2423

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0005 0.0011 0.0012 0.0017

AIC RAY | 0.4838 0.4823 0.4895 0.4945 0.4819 0.4951 0.5183 0.5640 0.5949 0.6178 0.6184
WEI | 0.5162 0.5177 0.5105 0.5055 0.5181 0.5048 0.4814 0.4355 0.4040 0.3810 0.3799

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.0007 0.0013 0.0012 0.0017

AIC. RAY |0.5562 0.5511 0.5549 0.5608 0.5327 0.5352 0.5504 0.5863 0.6114 0.6208 0.6192

20 WEI | 0.4438 0.4489 0.4451 0.4392 0.4673 0.4647 0.4491 0.4130 0.3873 0.3780 0.3791
EXP | 0.0000 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0001 0.0008 0.0011 0.0020 0.0017 0.0027

BIC RAY | 0.6201 0.6193 0.6230 0.6472 0.6527 0.6878 0.7235 0.7693 0.8278 0.9172 0.9561
WEI | 0.3799 0.3806 0.3769 0.3528 0.3473 0.3121 0.2757 0.2296 0.1702 0.0811 0.0412

EXP | 0.0000 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0001 0.0008 0.0010 0.0020 0.0016 0.0027

BICps RAY | 0.6201 0.6179 0.6181 0.6322 0.6182 0.6276 0.6499 0.6801 0.7130 0.7368 0.7344
WEI | 0.3799 0.3820 0.3818 0.3678 0.3818 0.3723 0.3493 0.3189 0.2850 0.2616 0.2629

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0004 0.0001

AIC RAY |0.4346 0.4289 0.4309 0.4196 0.4236 0.4432 0.4700 0.5068 0.5406 0.5630 0.5699
WEI | 0.5654 0.5711 0.5691 0.5804 0.5764 0.5568 0.5299 0.4932 0.4594 0.4366 0.4300

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0004 0.0001

AIC. RAY |0.4915 0.4814 0.4843 0.4712 0.4669 0.4744 0.4940 0.5313 0.5537 0.5662 0.5706

95 WEI | 0.5085 0.5186 0.5157 0.5288 0.5331 0.5256 0.5059 0.4687 0.4463 0.4334 0.4293
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0005 0.0009 0.0004

BIC RAY | 0.6009 0.5926 0.6042 0.6031 0.6244 0.6638 0.6978 0.7513 0.8125 0.9036 0.9532
WEI | 0.3991 0.4074 0.3958 0.3969 0.3756 0.3361 0.3020 0.2484 0.1870 0.0955 0.0464

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0002 0.0004 0.0008 0.0004

BIC)s RAY | 0.6009 0.5914 0.5992 0.5892 0.5909 0.6072 0.6265 0.6642 0.6962 0.7072 0.7207
WEI | 0.3991 0.4086 0.4008 0.4108 0.4091 0.3928 0.3733 0.3356 0.3034 0.2920 0.2789

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC RAY |0.2367 0.2395 0.2310 0.2241 0.2211 0.2335 0.2666 0.2994 0.3391 0.3652 0.3748
WEI | 0.7633 0.7605 0.7690 0.7759 0.7789 0.7665 0.7334 0.7006 0.6609 0.6348 0.6252

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC. RAY |0.2577 0.2574 0.2538 0.2409 0.2368 0.2465 0.2766 0.3088 0.3439 0.3664 0.3750

50 WEI | 0.7423 0.7426 0.7462 0.7591 0.7632 0.7535 0.7234 0.6912 0.6561 0.6336 0.6250
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

BIC RAY | 0.4627 0.4611 0.4691 0.4582 0.4852 0.5123 0.5695 0.6181 0.6941 0.8264 0.8947
WEI | 0.5373 0.5389 0.5309 0.5418 0.5148 0.4877 0.4305 0.3819 0.3059 0.1736 0.1053

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

BICy RAY | 0.4627 0.4602 0.4634 0.4455 0.4517 0.4588 0.4985 0.5284 0.5636 0.5997 0.6108
WEI | 0.5373 0.5398 0.5366 0.5545 0.5483 0.5412 0.5015 0.4716 0.4364 0.4003 0.3892

Cuadro 5.B.14: (Continuacion). Proporcion de veces que el AIC, AIC,., BIC y BIC,, eligen
a cada una de las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion WEI

con parametro de forma 2.5.
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Fraccion de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC RAY |0.1178 0.1176 0.1098 0.1173 0.1090 0.1152 0.1502 0.1720 0.2085 0.2295 0.2349
WEI | 0.8822 0.8824 0.8902 0.8827 0.8910 0.8848 0.8498 0.8280 0.7915 0.7705 0.7651
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC. RAY |0.1284 0.1262 0.1175 0.1236 0.1151 0.1200 0.1535 0.1770 0.2113 0.2304 0.2349
WEI | 0.8716 0.8738 0.8825 0.8764 0.8849 0.8800 0.8465 0.8230 0.7887 0.7696 0.7651

7 EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
BIC RAY | 0.3298 0.3295 0.3359 0.3400 0.3314 0.3699 0.4264 0.4897 0.5794 0.7416 0.8322

WEI | 0.6702 0.6705 0.6641 0.6600 0.6686 0.6301 0.5736 0.5103 0.4206 0.2584 0.1678

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

BIC); RAY | 0.3298 0.3290 0.3319 0.3284 0.3064 0.3240 0.3659 0.4001 0.4511 0.4898 0.4901
WEI | 0.6702 0.6710 0.6681 0.6716 0.6936 0.6760 0.6341 0.5999 0.5489 0.5102 0.5099

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC RAY | 0.0614 0.0608 0.0603 0.0566 0.0534 0.0579 0.0710 0.0992 0.1189 0.1440 0.1433

WEI | 0.9386 0.9392 0.9397 0.9434 0.9466 0.9421 0.9290 0.9008 0.8811 0.8560 0.8567

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC:. RAY |0.0654 0.0649 0.0642 0.0598 0.0555 0.0602 0.0736 0.1006 0.1202 0.1443 0.1433

100 WEI | 0.9346 0.9351 0.9358 0.9402 0.9445 0.9398 0.9264 0.8994 0.8798 0.8557 0.8567

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
BIC RAY | 0.2361 0.2392 0.2239 0.2336 0.2294 0.2516 0.3115 0.3760 0.4608 0.6342 0.7436
WEI | 0.7639 0.7608 0.7761 0.7664 0.7706 0.7484 0.6885 0.6240 0.5392 0.3658 0.2564
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
BICy RAY | 0.2361 0.2384 0.2203 0.2255 0.2059 0.2131 0.2531 0.2947 0.3375 0.3809 0.3884
WEI | 0.7639 0.7616 0.7797 0.7745 0.7941 0.7869 0.7469 0.7053 0.6625 0.6191 0.6116

Cuadro 5.B.15: (Continuacion). Proporcion de veces que el AIC, AIC,, BIC y BIC,, eligen
a cada una de las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion WEI

con parametro de forma 2.5.

111



Fraccién de censura v

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75 0.950 0.99
EXP | 0.0005 0.0007 0.0017 0.0022 0.0031 0.0057 0.0112 0.0128 0.0133 0.0176 0.0197

AIC RAY |0.3463 0.3394 0.3505 0.3623 0.3743 0.3921 0.4470 0.4848 0.5344 0.5517 0.5611
WEI | 0.6532 0.6599 0.6478 0.6355 0.6226 0.6022 0.5418 0.5024 0.4523 0.4307 0.4193

EXP | 0.0005 0.0007 0.0017 0.0022 0.0031 0.0057 0.0112 0.0128 0.0133 0.0176 0.0197

AIC. RAY |0.9732 09731 0.9736 0.9728 0.8412 0.6653 0.6580 0.6388 0.6200 0.5693 0.5643

4 WEI | 0.0263 0.0262 0.0247 0.0250 0.1557 0.3289 0.3308 0.3483 0.3667 0.4130 0.4160
EXP | 0.0005 0.0007 0.0017 0.0022 0.0031 0.0057 0.0112 0.0128 0.0133 0.0176 0.0197

BIC RAY | 0.2451 0.2435 0.2576 0.2588 0.3084 0.3839 0.4573 0.5263 0.6374 0.8146 0.8940
WEI | 0.7544 0.7558 0.7407 0.7390 0.6885 0.6104 0.5315 0.4608 0.3493 0.1678 0.0864

EXP | 0.0005 0.0007 0.0017 0.0021 0.0025 0.0049 0.0080 0.0098 0.0092 0.0114 0.0143

BIC) RAY | 0.2451 0.2421 0.2476 0.2381 0.2516 0.2856 0.3232 0.3480 0.3836 0.3975 0.4038
WEI | 0.7544 0.7572 0.7507 0.7598 0.7459 0.7095 0.6688 0.6422 0.6072 0.5911 0.5819

EXP | 0.0003 0.0003 0.0004 0.0003 0.0006 0.0013 0.0025 0.0044 0.0061 0.0078 0.0081

AIC RAY |0.2777 0.2605 0.2771 0.2624 0.2749 0.3077 0.3553 0.3934 0.4362 0.4723 0.4754
WEI | 0.7220 0.7392 0.7225 0.7373 0.7245 0.6910 0.6422 0.6022 0.5577 0.5199 0.5165

EXP | 0.0003 0.0003 0.0004 0.0003 0.0006 0.0013 0.0025 0.0044 0.0061 0.0078 0.0081

AIC. RAY |0.6542 0.6480 0.6631 0.5552 0.5095 0.4787 0.4823 0.4881 0.4921 0.4830 0.4778

6 WEI | 0.3455 0.3517 0.3365 0.4445 0.4899 0.5200 0.5152 0.5075 0.5018 0.5092 0.5141
EXP | 0.0003 0.0003 0.0004 0.0003 0.0006 0.0013 0.0025 0.0044 0.0061 0.0078 0.0081

BIC RAY |0.2471 0.2320 0.2475 0.2550 0.2863 0.3520 0.4236 0.4915 0.5935 0.7772 0.8719
WEI | 0.7526 0.7677 0.7521 0.7447 0.7131 0.6467 0.5739 0.5041 0.4004 0.2150 0.1200

EXP | 0.0003 0.0003 0.0004 0.0003 0.0006 0.0013 0.0021 0.0040 0.0056 0.0071 0.0070

BICy RAY | 0.2471 0.2301 0.2407 0.2387 0.2430 0.2648 0.3103 0.3397 0.3785 0.4115 0.4123
WEI | 0.7526 0.7696 0.7589 0.7610 0.7564 0.7339 0.6876 0.6563 0.6159 0.5814 0.5806

EXP | 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0013 0.0014 0.0027 0.0036

AIC RAY |0.1973 0.1987 0.2047 0.1921 0.1917 0.2331 0.2691 0.3190 0.3462 0.3862 0.3927
WEI | 0.8027 0.8013 0.7952 0.8079 0.8083 0.7668 0.7303 0.6797 0.6524 0.6111 0.6037

EXP | 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0013 0.0014 0.0027 0.0036

AIC. RAY |0.4188 0.4230 0.4337 0.3622 0.3239 0.3354 0.3465 0.3846 0.3907 0.3927 0.3948

8 WEI | 0.5812 0.5770 0.5662 0.6378 0.6761 0.6645 0.6529 0.6141 0.6079 0.6046 0.6016
EXP | 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0013 0.0014 0.0027 0.0036

BIC RAY | 0.2058 0.2082 0.2146 0.2159 0.2408 0.3024 0.3652 0.4463 0.5499 0.7356 0.8475
WEI | 0.7942 0.7918 0.7853 0.7841 0.7592 0.6975 0.6342 0.5524 0.4487 0.2617 0.1489

EXP | 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0012 0.0014 0.0025 0.0034

BIC); RAY | 0.2058 0.2073 0.2071 0.2032 0.2016 0.2295 0.2673 0.3195 0.3460 0.3766 0.3814
WEI | 0.7942 0.7927 0.7928 0.7968 0.7984 0.7704 0.7321 0.6793 0.6526 0.6209 0.6152

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0003 0.0003 0.0005 0.0008 0.0015

AIC RAY |0.1399 0.1428 0.1202 0.1497 0.1557 0.1536 0.2000 0.2376 0.2775 0.3093 0.3172
WEI | 0.8601 0.8572 0.8798 0.8502 0.8443 0.8464 0.7997 0.7621 0.7220 0.6899 0.6813

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0003 0.0003 0.0005 0.0008 0.0015

AIC. RAY |0.2726 0.2831 0.2314 0.2635 0.2437 0.2142 0.2549 0.2832 0.3081 0.3147 0.3183

10 WEI | 0.7274 0.7169 0.7686 0.7364 0.7563 0.7858 0.7448 0.7165 0.6914 0.6845 0.6802
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0003 0.0003 0.0005 0.0008 0.0015

BIC RAY |0.1698 0.1753 0.1615 0.1899 0.2167 0.2424 0.3156 0.3902 0.4899 0.6934 0.8072
WEI | 0.8302 0.8247 0.8385 0.8100 0.7833 0.7576 0.6841 0.6095 0.5096 0.3058 0.1913

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0003 0.0003 0.0004 0.0007 0.0013

BICy RAY | 0.1698 0.1747 0.1554 0.1780 0.1817 0.1791 0.2263 0.2644 0.3053 0.3346 0.3515
WEI | 0.8302 0.8253 0.8446 0.8219 0.8183 0.8209 0.7734 0.7353 0.6943 0.6647 0.6472

Cuadro 5.B.16: Proporciéon de veces que el AIC, AIC,, BIC y BIC,, eligen a cada una de
las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion WEI con parametro
de forma 3.5.
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Fraccién de censura v

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75 0.950 0.99
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001

AIC RAY |0.0557 0.0620 0.0535 0.0490 0.0542 0.0680 0.0946 0.1168 0.1555 0.1743 0.1851
WEI | 0.9443 0.9380 0.9465 0.9510 0.9458 0.9320 0.9054 0.8832 0.8445 0.8257 0.8148

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001

AIC. RAY |0.0949 0.1059 0.0892 0.0804 0.0793 0.0890 0.1162 0.1362 0.1686 0.1773 0.1859

15 WEI | 0.9051 0.8941 0.9108 0.9196 0.9207 0.9110 0.8838 0.8638 0.8314 0.8227 0.8140
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001

BIC RAY | 0.0956 0.1075 0.0988 0.0971 0.1127 0.1484 0.2037 0.2553 0.3614 0.5620 0.7053
WEI | 0.9044 0.8925 0.9012 0.9029 0.8873 0.8516 0.7963 0.7447 0.6386 0.4380 0.2946

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001

BIC) RAY | 0.0956 0.1071 0.0938 0.0893 0.0921 0.1072 0.1426 0.1691 0.2152 0.2368 0.2535
WEI | 0.9044 0.8929 0.9062 0.9107 0.9079 0.8928 0.8574 0.8309 0.7848 0.7632 0.7464

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC RAY |0.0214 0.0235 0.0192 0.0211 0.0174 0.0251 0.0424 0.0610 0.0810 0.0992 0.1060
WEI | 09786 0.9765 0.9808 0.9789 0.9826 0.9749 0.9576 0.9390 0.9190 0.9008 0.8940

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC. RAY |0.0333 0.0368 0.0294 0.0324 0.0241 0.0339 0.0509 0.0696 0.0865 0.1003 0.1061

20 WEI | 0.9667 0.9632 0.9706 0.9676 0.9759 0.9661 0.9491 0.9304 0.9135 0.8997 0.8939
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

BIC RAY |0.0536 0.0544 0.0518 0.0558 0.0563 0.0834 0.1254 0.1774 0.2590 0.4489 0.5904
WEI | 0.9464 0.9456 0.9482 0.9442 0.9437 0.9166 0.8746 0.8226 0.7410 0.5511 0.4096

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

BICps RAY | 0.0536 0.0538 0.0493 0.0516 0.0457 0.0576 0.0825 0.1120 0.1385 0.1689 0.1720
WEI | 0.9464 0.9462 0.9507 0.9484 0.9543 0.9424 0.9175 0.8880 0.8615 0.8311 0.8280

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC RAY |0.0083 0.0087 0.0068 0.0058 0.0077 0.0098 0.0178 0.0254 0.0408 0.0540 0.0529
WEI | 0.9917 0.9913 0.9932 0.9942 0.9923 0.9902 0.9822 0.9746 0.9592 0.9460 0.9471

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC. RAY |0.0132 0.0135 0.0100 0.0087 0.0106 0.0118 0.0210 0.0288 0.0443 0.0544 0.0533

95 WEI | 0.9868 0.9865 0.9900 0.9913 0.9894 0.9882 0.9790 0.9712 0.9557 0.9456 0.9467
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

BIC RAY | 0.0262 0.0274 0.0267 0.0225 0.0294 0.0430 0.0715 0.1098 0.1746 0.3346 0.4805
WEI | 09738 0.9726 0.9733 0.9775 0.9706 0.9570 0.9285 0.8902 0.8254 0.6654 0.5195

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

BIC); RAY |0.0262 0.0272 0.0257 0.0209 0.0237 0.0275 0.0434 0.0601 0.0933 0.1088 0.1137
WEI | 09738 0.9728 0.9743 0.9791 0.9763 0.9725 0.9566 0.9399 0.9067 0.8912 0.8863

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC RAY | 0.0000 0.0001 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0005 0.0004 0.0018 0.0015
WEI | 1.0000 0.9999 0.9998 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9995 0.9996 0.9982 0.9985

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC. RAY | 0.0000 0.0001 0.0003 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0005 0.0005 0.0018 0.0015

50 WEI | 1.0000 0.9999 0.9997 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9995 0.9995 0.9982 0.9985
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

BIC RAY | 0.0001 0.0003 0.0005 0.0003 0.0002 0.0007 0.0026 0.0077 0.0183 0.0583 0.1103
WEI |0.9999 0.9997 0.9995 0.9997 0.9998 0.9993 0.9974 0.9923 0.9817 0.9417 0.8897

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

BICy RAY | 0.0001 0.0003 0.0005 0.0001 0.0000 0.0003 0.0010 0.0028 0.0067 0.0107 0.0099
WEI |0.9999 0.9997 0.9995 0.9999 1.0000 0.9997 0.9990 0.9972 0.9933 0.9893 0.9901

Cuadro 5.B.17: (Continuacion). Proporcion de veces que el AIC, AIC,, BIC y BIC,, eligen
a cada una de las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion WEI

con parametro de forma 3.5.
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Fraccion de censura ~y

r | Criterio Distr. 0 0.01 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75  0.950  0.99
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000
WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 1.0000
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC. RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000
WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 1.0000

7 EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
BIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0007 0.0059 0.0182

WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9996 0.9993 0.9941 0.9818

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

BIC); RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0011
WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9994 0.9989

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AIC. RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

100 WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
BIC RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0005 0.0016
WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9984
EXP | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
BICps RAY | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
WEI | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Cuadro 5.B.18: (Continuacion). Proporcion de veces que el AIC, AIC,., BIC y BIC,, eligen
a cada una de las tres candidatas siendo que los datos se generan de la distribucion WEI

con parametro de forma 3.5.

5.C. Comportamiento asintético del AIC

Lema 5.C.1. Si lim P(A,) =1y lim P(B,) = ¢, entonces lim P(A, N B,) = c.
n—oo

n—oo n—oo

Demostracion. lim P(A, N B,) =1— lim P(AS U BS) > 1 — lim P(AS) — lim P(B¢) =
n—oo n—oo n—oo n— oo

c. 0
Lema 5.C.2. Si Z, 5 ¢ > 0, entonces lim,_o0 P(Z,>0)=1.
Demostracion. Tomando € = ¢,

lim P(|Z,—c|<e¢)=1=1= lim P(0< Z, <2¢) < lim P(0 < Z,),

n—oo n—o0 n—oo

y asi lim,, o, P(Z, > 0) = 1. O

Lema 5.C.3. (Datos censurados) Bajo el esquema de simulacion descrito en la Seccion
5.3.1, siT ~ EXP(n) se tiene que lim,,_,.. P (£(7]t) — ((a|t) > 0) = 1,Vv € [0, 1), mientras
que si T ~ RAY(0), lim, o P (¢(T|t) — ((n]t) > 0) =1, ¥y € [0, 1).
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Demostracion. La demostraciéon la haremos considerando tres casos: cuando no se tiene
censura, cuando la censura es menor que 0.5 y cuando la censura es mayor que 0.5 pero
menor que 1.

1). Consideremos primero en caso en que no se tiene censura, v = 0. Notemos que

1 N - 1 2
- (61(M]x) — Ly(T]x)) = - —nlog(X,) —n — Zlog )+ nlog (ZX 2n)> +n

1
== |-nl 1 1 X2/(2 :
ol og(X Z og(X;) + nlog (Z n))]

=1

K2 el 1 n
Asi, por un lado, si Xy, ..., X, & EXP(n), X, Ly, —— Yo log(X;) N E(—log(X)) =
n
—log(n) + 0.5772 y log (Zi:l X?/(2n)) & 2log(n), y entonces por Slustky

Lo ~
- (01(7]x) — £2(5]x)) & —log(n) — log(n) + 0.5772 + 2log(n) = 0.5772 > 0,

de donde lim,, o P (41 (|x) > {5 (8|x)) = 1, por Lema 5 C.2.
iid

Por otro, si X1, ..., X, ~ RAY(0), X,, & o3, — ZZ log(X;) B E(—log(X)) =
—log(v20) +0.5772, y log (31, Xf/(Qn)) % 21og(0), y por Slustky nuevamente

L (6li) — (610 5 log ([T ) oglVo)—05772-21og(e) = “ETL_OTE

de donde lim,, o P ({3 (7|x) > ¢; (7|x)) = 1, por Lema 5.C.2.
2). Ahora consideremos el caso en que hay una fraccion de censura v € (0,0.5), es

decir, k > 1. Notemos que

P(I" < t,0=1) =Fr(t) = 5= [Fr(t))
Fr(t) = o [Fr (0

Por lo tanto,
P(T*<t)=P(T*"<t,6=1)+P(T" <t,5=0)

o (142) - O

|
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de donde
1) 2Fr(t)

0= £0) (14 1) - 2 10,

y asi

B(T*) = E(T*) (1 + %) - %/Ooo £ Fp(t) fr(t)dt.

Si T' ~ EXP(n), notemos que

B =n (1= 1) + 55 =1 (1= 5 )

1 o2 /4 3
E(T?) =20 (1—- ~ o (11— = ).
(T7%) 77( k)+ . 77( 4k>

Ademés, como P(T* — £, 5 — 1) = fz(t) — % Fr() Fr(t),

E (6log (T%)) = — (1 — %) E(Z,) — iE(Zg),

donde Z; ~ Gumbel(—log(n),1) y Zs ~ Gumbel(—log(n/2),1). Luego

E(6log (T*) = (1 - %) (log () — 0.5272) — 1039.

Asi,

_ 3

(L@t) — L@It) L1 —7) (log ( | _g) + O.5772> +vlog(2) = h(7),

SENS

1
el cual es positivo (ver Figura 5.C.1), es decir, — (¢(7|t) — ((G|t)) = h(y) > 0,Vy €
n
(0,0.5]. Por lo tanto,
lim,, 0o P (U(N]t) — £(T|t) > 0) = 1, ¥y € (0,0.5].
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h(y)
0.35 0.40 0.45 0.50 0.55

0.30

0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5

Y

Figura 5.C.1: h(7) en la distribucion EXP, 0 <y < 0.5.

Ahora si T ~ RAY (o) se tiene que

E(T") =0 7r/2(1—%+i),

11 1
=207 (1 ——4 — | =207 (1-= ).
B(T™) ‘7( /ﬁ%) ( 2k)

Ademés, como P(T* — £, 5 — 1) = fz(t) — % Fr(t) Fr(t),

E (8log (T*)) = — (1 — %) E(Z,) - %E(Zg),

donde Z; ~ Gumbel(—log(v/20),1/2) y Z, ~ Gumbel(—log(c),1/2). Luego

E (§log (T*)) = (1 . %) (10g (o) — 0‘52272) + 10g2(2) (1 - %) .

Asi,
L (0(a18) — (le)) Bh(r),
donde
h(y) = (1 =) —0'52272 + %log(ﬁ) + log (1 — 27+ \/§7> —log(1 — 7)} _Yos\d) 102g(2).
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Notemos que

oh 0.5272 — 1 1 1 log(2
%) = o8(m) _ +log ( )— o8 )~|—log(1—v) <0,
vy 2 1—7(2-V?2) 1-7(2-V2) 2
1 ( ! ) < ! { todos los términos invol d
ya que log , v asi todos los términos involucrados agru-
1—e-v3)) T1oe- V)

_ log(m) —0.5272

pados son negativos. Asi, h(y) es decreciente en (0, 0.5), y lim,_o h(7)
0.2837, lim,,_, 5 h(y) = 0.1418. Por lo tanto, h(v) es siempre positiva (ver también Figura
5.C.2) para todo v € (0,0.5), y asi %(K(ﬂt) —((@[t)) & h(y) > 0, de donde por Lema
5.C.2

lim P ({(a|t) — ¢(n]t) > 0) =1, Vv € (0,0.5].

n—oo

h(y)
0.14 0.16 0.18 0.20 0.22 0.24 0.26 0.28

0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5

Y

Figura 5.C.2: h(7) en la distribucion RAY, 0 < v < 0.5.

3). Por tltimo consideremos el caso en que la fraccion de censura es mayor que 0.5, es

decir, k < 1. Notemos que

Fi(t) > I,
P(T*<t,d=1)=
Frlt) - & (Fr®P  Fr(t) <k,
y
: ) 1— g Fr(t) >k,
P(T*<t, 0=0)= 2
- Fr(t)  [Fr(t)]



Por lo tanto,

1 Fr(t) > k,
P(T* <t) = {FT(t) (1+1) [FTlit)]2 Folt) < k
de donde o |
fr-(t) = {gﬂt) (14 7) = =52 fr(®) z;ﬁ;ilig
y asi

1 i 2 [
B(T™) <1+—> / E ()t — 2 / B (1) fr()dt.
k) Jo k Jo
Si T ~ EXP(n) se tiene que

E(T*) = 01777
E(T* ) = 027727

donde

Ci(y) = (1 _ %) _ (1 _ %) 1 —log(1 — k)] (1— k) — % (5 log(1 — k)) (1—k)?

o) z% - (1 - %) (2~ 2log(1 — k) +log2(1 — k) (1 — k) —

% (% —log(1 — k) 4 log*(1 — k)) (1-— k)Qa

y ademaés, como P(T* =t, 0 =1) = fr(t) — %fT(t)FT(t),

E (dlog (1)) = C3(v) + %klog(n),

donde
1 —log(1—k) —2log(1—k)
Cs(y) = (1 - —) / log(u) exp (—u) du + — log(u) exp (—u) du—
1
oy log(2) (1 —(1—k)?).
Asi,

(€lt) — £@16)) “h(7),

SRS
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h(y)
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Figura 5.C.3: h(7) en la distribucion EXP, 0.5 <~ < 1.

donde

h(y) = (1 =) (log(C2(7)/2) — log(Ci(7))) — C3(7),

la cual no depende de 1 y es mayor que cero Vy € [0,1), ver Figura 5.C.3. Asi por Lema
5.C.2

lim P (¢(n|t) — ¢(a]t) > 0) =1, Vy € [0.5,1).

n—oo

Si T~ RAY(0) se tiene que
E(T*) =0 [(1 — %) V201 (7) + %Cu(v)} :
E(T*?) = 20° (021(7) - % (021(7) - 0222(7))> ,

donde

Cna(7) =v/=log(1 = k)(1 = k) + V7 [‘1’( —2log(1 - k>> N %]

C“(”:{ —2log(1 —K)(1 = k) + V7 [cb(z —1og<1_k>)—§H

Co1(v) =k — (1 — k) log(1 — k)
Cp(y) = [1 -(1- k’)2 —2(1— k’)z log(1 — k)] )

y ademés, como P(T* =t,§ = 1) = fr(t) — %fT(t)FT(t),

B (1og (1) = 5 loa(o) + (1= 1 ) (1og(VD)k -+ G (1) + F2,
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h(y)

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Y

Figura 5.C.4: h(7) en la distribucion RAY, 0.5 <~ < 1.

donde
1 o
Cau1 (7 —/ vexp (—v — exp(—v)) dv,
2 log(—log(1—k))
1
Cso1(7y —/ vexp (—v — exp(—v)) dv.
2 log(—2log(1—k))
Asi,
L~ vy P
— (E(alt) = £mlt)) =h(v),
donde

) =1 =) g (1= 1) VECu () + 1Cal)) -

log (021(7) - % (021(7) - 0222(7>>>} "

(1 — %) (log(\@)k + 0311(7)) + 03%(7)’

la cual no depende de o y es positiva ¥y € [0.5,1), ver Figura 5.C.4. Asi, nuevamente por
Lema 5.C.2,
lim P (¢(alt) — £(n]t) > 0) =1, Vy € [0.5,1).

n—oo

]

Lema 5.C.4. Supongamos que los datos son generados bajo el mecanismo Il de censura
aleatoria por la derecha y que los unicos modelos candidatos son el EXP, RAY y WEL

Entonces
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1. Si los datos provienen de la distribucion WEI(«, ) con B # 1,2 , la probabilidad
asintotica de que el AIC elija al modelo WEI es igual a 1, es decir,

lim P (AIC; < AIC,, AIC; < AICy) =1, Va > 0,8 € R, \{1,2}. (5.5)
n—oo
donde AIC,, AICy y AIC3 denotan el AIC de los modelos EXP, RAY y WEI, res-
pectivamente.

2. Silos datos provienen de la distribucion exponencial con pardmetron, la probabilidad

asintotica de que el AIC elija al modelo EXP estd dada por

—2log (M) < 2] = 0.84.
Ls(a, Blt)

3. Cuando los datos provienen de la distribucion Rayleigh con parametro n, la probabi-

lim P (AIC) < AIC,, AIC, < AIC3) = lim P

n—oo n—o0

lidad asintdtica de que el AIC elija a éste modelo es igual a

—2log (%) < 2] = 0.84.
L3(Oé, ﬁ|t)

Demostracion. Los tres puntos anteriores lo podemos ver primero haciéndolo en el caso

n—oo n—o0

de la distribuciéon WEI y después reduciéndolo a los casos particulares. Antes notemos
que si T* = min(T, C) es el tiempo observado bajo el mecanismo II de censura aleatoria,

entonces la funcion de distribucion de éste esta dada por

=1— P (min(T,C) > t)
=1—[1— Fp(t)"™".

Ademas
P(T"<t,§=1)=P(T<t,T<C)
- 1= - R
Asi,
P(T"=t1,6=1) = [1 — Fr()]” dFp(1). (5.6)

También podemos ver que
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P(T"<t,6=0)=P(C<t,C<T)

:/OOP(Cgt,Cgu)dFT(u)

[e.9]

:/t p(cgu)dFT(u)+/ooP(C§t)dFT(U)

—0o0

p 14+p
"1+ 1—[1—Fr(t) "},

y asi la distribucion del tiempo observado es
Fre(t)=1—[1 - Fp()]"*", (5.7)

es decir, la distribuciéon del tiempo observado pertenece a la misma familia del tiempo de

censura C' pero con 1+ p en vez de p.

1) Supongamos que T~ WEI(q,3) entonces de (5.7) se tiene que
T* ~ WEI (a(1 4 p)~'/%, B) y asi

E(T*) =a(p+ 1) T(1+1/8),
E(T%) =a*(p+1)"7°T(1+2/8),

(&) |0 | Gor) |-

E - ——FE
1+p
E [log (T*)] = —log [a(1 + p)~/#] — 0.5772/8.

De (5.6) notemos que

E [5log (T°)] = / “log (1) [1 — Fr(8) dFe(t)

1 o0
= — log (t) dfp- (1
gl ARCIOEEA0
1
= ——E|log (T
——E[log (")
1

— Tp (log (a) — % (log(l + p) + 0.5772)) .

Luego, asumiendo que T3, ..., T}, w WEI(«, 3), entonces por ley de los grandes ntime-
ros, teorema del mapeo continuo, teorema de Slutsky y usando los resultados de (Ferguson,
1996, ecuacion (5) pagina 108) tenemos que
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Le(@, BIt) (1 — ) log(8) — Blog(a)] + (8 — 1) 2

n 14+p
B-1 1
21 —7) [log(ﬁ) — 5; L (log(1+p) + 0.5772) — 1} — (1 —7)log(a),
y nuevamente usando lo mismo tenemos que
%e(ﬁlt) =S —(1-9) {log <a(p - 1)_11/3“ - Uﬁ)) + 1] :
Yy
. o?(p+1)"*/PI(1 +2/B)
LH(316) % — (1) og | Y 2D
%p <log () — % (log(1 + p) + o.5772>> (1)
1 I'(1+2/8)
=1 -7) [— log (o) + 3 (log(1 + p) — 0.5772) — log [ 2T =) } — 1} ,
entonces por Slutsky nuevamente y ya que v = ﬁ,
1 .~ 1 .. cs [ g—1
LH@. BIE) — LAY 501~ 2) [ l8(8) ~ og(1 + ) - TS+ (05772) + o (T(1+ 1/8)| -
(1 —7)log(1—7)
1) |25 05772) + 1o (11 /8) | = his),
y
%e(a, Blt) — %ﬁ(ﬁ]t) 41— 1) [~ 10g(1 + p) — 0.5772 + % (log(1 +p) + 0.5772)] +
(1) [log (1(2/8) = 5 tog(1 + ) ~ og(1. =)
S | (225 ) 052+ os(re2/))| = sy
donde h(5) = —% (0.5772) +log (I'(1/8)) y no depende de a. Ademés
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H(B) = (1—) [—Bi (05772) - <1/5>}
1 & 1 1
= (=) [E;(lﬁ?—Fl _k+1/5)]’

donde 1 (+) es la funcién digamma. Como h'(f) es negativo si f < 1, cerosi f = 1y
positivo si 5 > 1, entonces h(f) > h(1) =0y h(5/2) > h(2/2) = 0 para todo 5 € R, /{1}
y B € R, /{2}, respectivamente. Asi por Lema 5.C.2

lim P (AICs < AICy) = lim P (EWEI(Ohmt) _ Cexp(7t) 21 > O) (5.8)
n—o00 n—00 n n n
= ]-7 Voo > 075 € R+\{1},
Yy
a, Bt slt) 1
n—o00 n—00 n n n

= 1,Ya>0,8€R,\{2}.

de donde se sigue que cuando los datos provienen de la distribucion WEI(a, 8) con 8 # 1,2
con una fracciéon de censura -, la probabilidad asintética de que el AIC elija al modelo

WEI es igual a 1, es decir,

lfm P (AIC; < AIC;, AIC; < AICy) = 1, Vo > 0,8 € R, \{1,2}. (5.10)

n—oo

2) Ahora consideremos una muestra con censura aleatoria de la distribucion EXP(n), es
decir, Xy, ..., X, w EXP(7n), y denotemos por AIC;, AICy y AIC; el AIC de los modelos

EXP, RAY y WEI, respectivamente. Notemos que el AIC elije al modelo EXP como el

mejor si y s6lo si

Li(7
{AICl < AICQ,AICl < AICg} = {61 (mt) > 62 (ET\|t) , —210g (%) < 2} .
L3(Oé, B|t>

Ademés tenemos que

L0Gi) <31 — ) [~Tog () 11,

%6(8%) 21— ) [~ log(n) — 0.5772 — 1],
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y asi
1 1 c.s

Luego por Lema 5.C.3 lim,,_,o, P (¢1 (1]t) > {2 (c]t)) = 1, entonces por Lema 5.C.1 la
probabilidad asintotica de que el AIC elija al modelo EXP es igual a

—2log (M) < 2] = 0.84.
L3(a’ ﬁ|t)

3) Consideremos una muestra con censura aleatoria de la distribucion
iid

RAY(o0), Xi, ..., X, ~ RAY(0), y denotemos por AIC;, AIC,; y AIC; el AIC de los
modelos EXP, RAY y WEI, respectivamente, entonces

n—o0

%e(ﬁlt) S 1-7) {— log(c) + % log(1 — ) — log(T'(1/2)) + %10g(2) _ 1] ,
y
L1(510) 81— ) |5 106(2) ~ loglo) + 1ox(1 — ) - ST 1.
Luego

%K(E\t) - %E(ﬁ\t) °5 (1) {log(Q) +log(I(1/2)) — 30.57721 > 0%y € [0,1).

Por lo tanto la probabilidad asintética de que el AIC elija al modelo RAY es igual a

n—00 n—00 Lg(()é, ﬁ‘t)
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Capitulo 6

Conclusiones y comentarios generales

En el Capitulo 2 se consider6 una extension del modelo presentado por Peng y Tseng
(2009) que permite que las trayectorias de degradaciéon comiencen de un valor diferente
de cero, ademas de que éstas difieran de unidad a unidad, como puede ser el caso en
algunos conjuntos de datos. Se obtuvieron expresiones para la densidad y la funciéon de
distribucion del tiempo de cruce que ésta extension induce. Se discutié la identificabilidad
de éste y la estimacion de los parametros fue abordada por medio de maxima verosimilitud,
y como alternativa se derivaron las expresiones correspondientes del algoritmo EM. Para la
ilustracion del modelo se usé un conjunto de datos reales, y ademas se ajustaron diferentes
submodelos de tal extension para elegir uno més parsimonioso. Con algunos submodelos se
exploraron algunas razones de porque con el criterio AIC se obtuvieron grandes diferencias
que no se vieron reflejadas en la predicciéon de la funciéon de distribucion.

En el Capitulo 3 se propuso usar una mezcla finita de procesos Gaussianos inversos
para tomar en cuenta la variabilidad de las unidades que uno sélo de éstos no puede cap-
turar. La estimacion de los parametros del modelo fue hecha por méaxima verosimilitud
a través del algoritmo EM. Una ventaja del modelo es su simplicidad ya que se pueden
obtener cantidades de interés de forma simple, ademas de que se puede estimar la pro-
porcién de la poblacion debido a cada modo de falla, y como consecuencia tomar mejores
decisiones para concentrar los esfuerzos en el rediseno o mejora del sistema de produccion.
Para cuando la existencia de subpoblaciones esta presente pero éstas a la vez presentan
heterogeneidad dentro de ellas, se comentd que una alternativa para tomar ésta heteroge-
neidad dentro de clases, es el uso de efectos aleatorios como sugerido por Yuan y Ji (2015)
en el contexto Bayesiano a través de los modelos de trayectoria de degradacion general
(general degradation path model).

En el Capitulo 4 se propuso un método para el analisis de estudios de vida de anaquel,
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como alternativa al analisis de supervivencia o confiabilidad propuesto por Hough et al.
(2003). Esto por que en la metodologia anterior no se toma en cuenta la incertidumbre de
los intervalos de censura, la cual ésta presente en éste tipo de estudios debido a la inconsis-
tencia en las respuestas de los consumidores. Esta fue ilustrada con dos ejemplos reales, y
también se presentd un pequeno estudio de simulacién para mostrar el efecto de ignorar la
inconsistencia en la estimacion de ciertos cuantiles. Ademas, el modelo propuesto también
puede considerarse como un modelo de degradaciéon binario, en donde la caracteristica
que observamos a través del tiempo, es la aceptacién o rechazo del producto por cada
consumidor y la falla (rechazo) del producto se declara cuando la funcién de probabilidad
de aceptacion p;(t) alcanza un nivel de probabilidad py.

Como trabajo a futuro se plantearon las siguientes preguntas ;Coémo deben elegirse
los tiempos de almacenamiento de forma optima?, y més generalmente, ;Como disenar
el experimento para obtener la mayor informacion posible con los recursos disponibles?.
También puede explorarse como incorporar informacién previa de experimentos similares
para mejorar la precision de las cantidades de interés.

En el Capitulo 5, por medio de simulaciéon se estudié el desempeno de 4 criterios de
seleccion de modelos, usando las distribuciones exponencial, Rayleigh y Weibull como el
conjunto de distribuciones candidatas, diferentes valores del nimero nominal de fallas en
una muestra y diferentes fracciones de censura aleatoria por la derecha fueron estudiadas.
Los resultados aqui obtenidos indican que no es facil elegir un mejor criterio ya que ésto
puede depender de las distribuciones candidatas, el nimero nominal de fallas (7), y también
de la fraccion de censura presente. A pesar de ésto, en general al parecer el BIC,, es el que
resulto tener un comportamiento bastante regular y superior al resto después de » = 15. Sin
embargo, se deben tener precauciones en el uso de estos indices como criterios de seleccion
de modelos de datos de vida con presencia de censura y un ntmero de fallas pequeno en
la muestras, ya que algunas veces nos pueden llevar a elegir un modelo incorrecto y en
consecuencia obtener conclusiones erréneas. Asi, estos criterios pueden y deberian usarse
solamente como una herramienta méas en la eleccion del modelo, donde otros aspectos de
la naturaleza del fenémeno deberia también tomarse en cuenta.

Aunque la comparacion podria extenderse a familias de distribuciones candidatas mas
grandes (por ejemplo, a la familia de la distribucién gama generalizada y todos los sub-
modelos de ésta), obtener una conclusion a cerca de cual de los criterios resulta en un
comportamiento regular en comparacion al resto, serfa mas complicado, ademas de que
requerirfan usar valores del niimero de fallas nominal superiores a los aqui usados y que

muchas veces son mas alla de los encontrados en casos practicos.
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