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Capitulo 1

Introduccion

La fragilidad en el hueso se desarrolla comunmente, pero no exclusivamente, debido a una enfermedad
denominada osteoporosis, que se caracteriza por el deterioro de masa, material y estructural dseas, generando
una creciente susceptibilidad a fracturas. La osteoporosis es mas comtin en mujeres después de la menopausia,
pero también puede ser desarrollada en hombres, y puede ocurrir en cualquiera en la presencia de desordenes
hormonales particulares y otras enfermedades cronicas o como el resultado de medicaciones. La osteoporosis
puede afectar significantemente la esperanza y calidad de vida ya que aproximadamente una de cada dos mujeres
y uno de cada cuatro hombres mayores de 50 anos presentaran fracturas relacionadas con esta enfermedad en
el resto de sus vidas. Los costos se miden por millones de délares anuales y se espera que estos nimeros crezcan
al tener una prediccién de 6.3 millones de fracturas de cadera a nivel mundial para el ano 2050.

A la fecha, las mediciones de masa 6sea (densitometria) sirven como método para evaluar la fragilidad ésea,
pero fallan en tomar en cuenta otros aspectos importantes como la fuerza del material o la micro estructura.
Las ondas mecénicas como el ultrasonido cuantitativo (QUS) son intrinsecamente adecuadas para explorar las
propiedades mecénicas y quiza puedan tener las mejores posibilidades de entre todos los ensayos no destructivos
para obtener una estimacién no invasiva y mejorada de la fragilidad 6sea combinada con ventajas tales como la
ausencia de radiacién ionizante y un bajo costo.

En la literatura se han usado diversos enfoques para modelar la respuesta actstica del hueso trabecular mediante
evaluacién ultrasénica. Algunos de estos modelos se basan en técnicas de homogeneizacién[2] y otros, como en
esta tesis se basan en los modelos de Biot[2].

Este trabajo se divide en seis partes. En el primer capitulo se describen los ensayos no destructivos haciendo
énfasis en los realizados mediante ultrasonido, asi como una descripcién mas amplia acerca de la osteoporosis y
una discusién acerca del estado del arte del problema de inversién de parametros.

En el segundo capitulo se enuncia el modelo de Biot para describir la propagacién ultrasénica en medios porosos,
para posteriormente enunciar el problema de estimacién de parametros en el modelo de Biot y finalmente se
describen las técnicas bayesianas usadas en el presente trabajo.

En el tercer capitulo se describen los métodos numéricos para resolver el problema de propagacién ultrasénica
en un medio poroso.

En el cuarto capitulo se muestran los resultados obtenidos al resolver el problema directo usando las técnicas
Bayesianas descritas en el capitulo segundo.

El quinto capitulo es una digresion para discutir la correlacién entre los parametros del modelo de Biot y un
diagndstico correcto del estado de osteoporosis.

El sexto capitulo abarca las conclusiones realizadas a lo largo de este trabajo de investigacién, asi como una
propuesta de trabajo futuro para abordar el problema de estimacién de parametros por el método de la ecuacién
adjunta, que es una propuesta determinista.






Capitulo 2

Nociones Basicas de Evaluacién no
Destructiva del Hueso para
Diagnéstico de Osteoporosis

Un ensayo no destructivo es el proceso de evaluacién de materiales en busca de discontinuidades o propiedades
del mismo sin afectar su funcionalidad ni propiedades fisicas o quimicas|[1].
Los métodos més frecuentes son los siguientes:

Pruebas por particulas magnéticas (MT):

Se usan uno o més campos magnéticos para localizar discontinuidades en la superficie y la superficie cercana
de materiales ferromagnéticos. Cuando el campo magnético encuentra una discontinuidad transversal a la
direccion del campo, se produce una fuga de campo magnético, como se muestra en la Fig. 2.1a. Debido
a que las lineas de campo magnético no viajan bien en aire, se aplican particulas ferromagnéticas a la
superficie del material, y de existir una discontinuidad, se observard que dichas particulas se suspenden
en el aire, produciendo un indicador visible.

Pruebas radiograficas (RT):

La radiografia involucra la exposicién del objeto de estudio a radiacién de tal manera que pase a través
del material y llegue a un medio registrador en el lado opuesto al objeto. El principio de este método se
muestra en la figura 2.1b.

Pruebas visuales (VT):

Las pruebas visuales son las méds comunes en la industria. Como el nombre lo indica, VT involucra la
observacion visual de la superficie de un objeto de prueba para evaluar la presencia de discontinuidades
superficiales y puede realizarse al observar directamente o bien, mejorarse con la ayuda de lentes de
aumento, sistemas asistidos por computadora, entre otros. Mal alineamiento de las partes, corrosién y
dano fisico son sélo algunas de las discontinuidades que se pueden detectar por los examinadores visuales.

Pruebas Ultrasénicas:

En las pruebas ultrasénicas se emiten ondas con frecuencias més alld del audio humano (20 kHz) en la
parte inspeccionada. La energia ultrasénica que incide a una interfaz entre dos materiales diferentes ya sea
normal u oblicuamente, serd parcialmente reflejada y transmitida al otro medio. Es la parte transmitida
de la energia la que se usa en los trabajos de inspeccién.

De los diversos métodos de evaluacién ultrasénica los més usados son el pulso-eco y la transmisién directa.
El primero corresponde al uso de un sélo transductor para la emisién y recepcién de la energia ultrasonica,
como se ilustra en la figura 2.1c. En el segundo se usa un emisor separado del receptor como se muestra
en la figura 2.1d.
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tercera sefial y a su vez reduce la directa: se colocan dos transductores en lados
amplitud de la superficie opuesta. opuestos del material.

Figura 2.1: Tlustraciéon de algunos ensayos no destructivos.

2.1. Descripcién del Hueso

El hueso tiene tres funciones principales: (1) sostener cargas externas (como la gravedad), (2) una actividad
metabdlica y (3) como proteccién a érganos vitales (este es el caso del térax y el craneo). Por otro lado, el
hueso evoluciona a lo largo de su vida 1til de acuerdo a diferentes factores tales como las actividades fisicas,
nutricion, hormonas, medicacion, etc. Los huesos adaptan su forma y estructura a su ambiente y especialmente
al ambiente biomecénico, este tipo de adaptacién puede observarse facilmente en otros tejidos biolégicos. Por
ejemplo, el efecto de la actividad fisica es mas rapido y més visible en el tejido muscular.

El hueso se conforma de dos componentes principales:

= Hueso cortical (o compacto) que compone la envolvente externa de todos los huesos. El hueso cortical pre-
senta una estructura densa de baja porosidad (la porosidad tipica varfa desde algunos puntos porcentuales
hasta 15 %) que parece compacta al nivel macroscopico.

= El hueso trabecular se halla en la parte interna del hueso. El hueso trabecular se ve como una esponja
altamente porosa con una estructura 3D compuesta de varillas conectadas, denominadas trabecula. En-
contrandose en el cuerpo humano las cavidades formadas por la red trabecular se encuentran saturadas
con medula dsea.

Estos dos tipos de hueso se muestran en la figura 2.2.
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Figura 2.2: Secciéon transversal de un femur mostrando la capa cortical externa y el hueso trabecular interior.

2.2. Osteoporosis

La osteoporosis es una enfermedad 6sea en la que la densidad y calidad del hueso se reducen, lo que conlleva
a una debilidad del esqueleto y un riesgo creciente de fractura, particularmente en la espina dorsal, munecas,
cadera, pelvis y brazos [28]. La calidad désea engloba un nimero de propiedades del tejido éseo mas alld de la
densidad, que gobiernan la resistencia mecanica, tal como la geometria ésea, calidad del colageno y cristales
de hidroxialapatita y presencia de microfracturas, entre otras[29]. La causa principal de la osteoporosis es una
deficiencia hormonal y por ende la variedad maés frecuente es la osteoporosis post menopausia.
La figura 2.3 ilustra la deterioracién de la estructura del hueso trabecular y una reduccién de masa ésea, lo que
conlleva a fragilidad dsea. Se considera que la osteoporosis es un problema importante de salud publica debido
al niimero y consecuencias de fracturas causadas. Al menos el 40 % de mujeres post menopausiales[30] y 15-17 %
de los hombres mayores de 50 afos [31] presentardn una o més fracturas por el resto de su vida debido a esta
enfermedad.

Figura 2.3: Imégenes de tomografia computarizada 3D de alta resoluciéon de una mujer saludable pre menopausia
(izquierda) y una paciente con osteoporosis post menopausia (derecha).

2.2.1. Diagnéstico

El diagnostico de osteoporosis en la practica clinica se basa en medir la densidad mineral 6sea por unidad
de drea (BMD,) en la cadera o en la espina lumbar. Este diagndstico estd basado en el concepto de puntuacién
T[32]. La puntuacién T denota la diferencia de un valor z de un individuo y el valor de la media de una poblacién
joven de referencia (denotada por el indice Y) y esta diferencia se normaliza por la desviacién estandar SD, de
la distribucién de la poblacién de referencia, i.e.

x — Z(edad = edady)
SD, (edad = edady)

La organizacién mundial de la salud usa a la puntuacién T basada en la BMD, (T-BMD,,) para categorizar
a un sujeto en uno de cuatro grupos|33], mostrados en la tabla 2.1.

T= (2.1)
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Sin embargo existe un traslape sustancial entre los valores de BMD,, para pacientes fracturados y no fracturados,
confirmando que hay factores mas alla de la BMD, que tienen un alto impacto en el riesgo de factura.

La definicién actualmente aceptada de osteoporosis considera que no sélo la masa dsea es afectada sino que
también factores de la calidad dsea son deteriorados sugiere fuertemente que se necesitan métodos complemen-
tarios para evaluar el riesgo a fractura in vivo.

Las tecnologias de ultrasonido cuantitativo (QUS) han aumentado el armamento de las tecnologias para eva-
luacién 6sea desde 1990 [34], pero ain no son ampliamente aceptadas, en parte debido a la inmadurez técnica
y en parte por la falta estandarizacion entre diferentes enfoques técnicos y entre diferentes fabricantes.

A fin de mejorar la prediccién in vivo existe una necesidad para una mejor estimacién de propiedades mecanicas
de hueso cortical y trabecular usando métodos no destructivos. Las investigaciones se encuentran encaminadas
hacia una manera de ser capaces de evaluar de manera precisa estas caracteristicas. El presente trabajo se
basa en la idea de recuperar los parametros estructurales de hueso trabecular mediante una senal obtenida al
realizar un ensayo ultrasoénico en configuracién de transmisién transversal a una muestra dsea. La recuperacién
o inversién de parametros se lleva a cabo mediante el enfoque de estimacién Bayesiana bajo el supuesto que el
modelo de Biot! describe correctamente la interaccién entre el ultrasonido y el hueso trabecular.

Diagnéstico T-BMD,

Normal T-BMD, > —1.0

Baja masa ésea u osteopenia —1.0 > T-BMD, > —2.5
Osteoporosis —2.5 > T-BMD,
Osteoporosis establecida —2.5 > T-BMD, y al menos

una fractura por osteoporosis

Tabla 2.1: Puntuacién T basada en BMD, evaluada por absorcién dual de rayos X.

2.3. Estado del Arte en el Problema de Inversion de Parametros

En [10, 11, 12] se considera el problema de inversién de pardmetros para una muestra bidimensional de hueso
trabecular en un rango bajo de frecuencias (f < 100 KHz). Buchanan et al. recuperan los pardmetros ¢, a, Kp,
N2
Por otro lado, en [9] se caracterizan muestras de hueso trabecular al resolver el problema inverso usando sefiales
experimentalmente adquiridas. En este caso el problema directo se resuelve mediante el modelo de Biot mo-
dificado por Johnson-Koplik-Dashen para el caso un bloque unidimensional de hueso trabecular saturado con
agua. Los pardmetros recuperados son @, o, vy, Ey v A3.

En los casos mencionados anteriormente, el problema de optimizacion es planteado como un problema deter-
minista de optimizacién de minimos cuadrados. Por lo que se obtiene el estimador de méxima verosimilitud*
y, aunque presentan 6ptimos globales, son rigidos en el sentido que no se puede integrar de manera natural la
informacién previa que se tiene, por ejemplo rangos fisicamente aceptables, resultados de otros experimentos,
etc. Sebaa et al. [9] reflexionan que resolver el problema inverso para todos los pardmetros del modelo usando
sblo datos de la senal transmitida es dificil, si no imposible en parte debido al alto costo computacional de la
optimizacion de la funcién objetivo y en parte debido a que se necesitan mas datos experimentales para obtener
una solucién unica.

En el presente se trabajo muestra una forma de sobreponerse a la segunda dificultad que permite resolver el
problema inverso para todos los parametros involucrados en el modelo considerado. Y por el enfoque usado se
tiene una flexibilidad que permite integrar naturalmente la informacién previamente adquirida.

1Ver §3.
2Ver §3.1
3Ver §3.1
4Ver §3.3.1.



Capitulo 3

Formulacion del Problema de

Estimacion de Parametros en el
Modelo de Biot

3.1. Teoria de Propagacion Acustica de Biot

La teoria de Biot es una forma establecida de predecir la propagacién acustica en un material inhomogéneo
y fue aplicada originalmente a rocas porosas saturadas con fluido para estudios geofisicos. El modelo de Biot
trata el comportamiento individual y acoplado del material y el fluido contenido en los poros. Este modelo
predice que la velocidad del sonido y la atenuacién en un medio bifasico dependerd de la frecuencia de la onda
incidente, las propiedades eldsticas del material, porosidad, tortuosidad, y esfuerzos efectivos. La teoria de Biot
ha sido aplicada al hueso trabecular con diferentes grados de éxito y, a su vez predice la existencia de tres ondas
de propagacion, una transversal y dos longitudinales denominadas onda lenta, donde el fluido y el sélido se
mueven fuera de fase, y rdpida donde el fluido y el sélido se mueven en de fase.

Desde su formulacion original en una serie de articulos publicados en un periodo de 20 anos, la teoria ha
tenido pocas modificaciones las cuales incluyen la introduccién de conceptos fisicos tales como las longitudes
caracteristicas viscosa y termal asi como el concepto de tortuosidad dindmica y estatica, introducidos por
Johnson y colaboradores[2] ; o bien los pardmetros constitutivos locales que se determinan por los experimentos
pensados de Biot y Willis[3].

El modelo de Biot se resume en las siguientes ecuaciones de movimiento

9*U* Rligl O [~y =
—v.o-p2 (g _0f
P11 o2 + p12 BIe V.o bat (U U ) (3.1a)
o?U* 9207 0 fn -
_ s _f
pro‘s + P = Vs + b (07 = 07). (3.1b)
o=|[(P—2N)e+ Q]I +2Ne. (3.1¢)
s = Qe+ Re. (3.1d)

donde U* y U’ representan los desplazamientos del sélido y el fluido, respectivamente; y
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e:V-U'S7
e=V- U,

_ 9-5,,; (ot | 0U;
€ij = 2]<amj+amﬁ>v
ij = 0ij,

0.sii#j
0ij = 1 giie i
csii=j

Mientras que P, @, R son constantes elasticas generalizadas dadas como.

(1-9) (1—¢—%)Ks+¢%Kb+4N

P = A 3 (3.2a)
(1-0- )oK,
Q= < (3.2b)
R= oK (3.2¢)
- .
B K, K,
A_1_¢_E+¢7' (3.2d)

donde ¢, K¢, Ky and K3 son la porosidad del sélido, médulo de volumen del fluido, médulo de volumen del
solido y el médulo de volumen del marco esqueletal, respectivamente; por otro lado N es el médulo de corte del
solido.

Los otros tres parametros, conocidos como coeficientes mésicos estdn dados por

p11+pi2=(1—d)ps . (3.3a)
p22 + p12 = dpr - (3.3b)
p12 = —(a—1)dps . (3.3¢)

donde ps, pr son las densidades del sélido y el fluido, respectivamente. p1; es la densidad efectiva del sélido
moviéndose a través del fluido, pos es la densidad efectiva del liquido moviéndose a través del sélido, pio es el
arrastre inercial que el solido ejerce en el fluido; « es la tortuosidad del sélido y finalmente b es un pardmetro que
depende de la frecuencia de la onda incidente y permite tomar en cuenta las pérdidas de energia en el sistema
fluido-sdlido.

3.1.1. Parametros del Modelo de Biot

Uno de los puntos criticos para el uso de los modelos de Biot es la obtencion de valores reales de los parame-
tros que describen las caracteristicas del medio de propagacién. Estos parametros pueden ser medidos. Sin
embargo, debido a la complejidad de tales mediciones, el modelo se ha aplicado muchas veces usando valores de
los pardmetros hallados en la literatura (a veces de diferentes materiales), o estimados de datos experimentales
mediante procedimientos de optimizacion. La tabla 3.1 reporta valores de parametros usados por diferentes
autores para calcular predicciones del modelo.

La porosidad puede ser calculada por micro tomografia 3-D (uCT) [8, 13] o medida usando el principio de
Arquimedes [4, 8]. Los valores tipicos de porosidad para hueso trabecular humano varfan entre 55 % y 95 %,
dependiendo de sitio anatémico y estado del hueso.

Solo en algunos trabajos se han reportado valores de tortuosidad para hueso trabecular humano. Se ha podido
medir mediante espectroscopia eléctrica, reflectometria de ondas o estimada de la porosidad [4, 5]. Los valores
reportados se encuentran en el intervalo [1.01, 1.5][2].

Las propiedades elésticas del tejido oseo, que son requeridas para estimar las propiedades eldsticas macroscépi-
cas del marco poroso saturado, pueden ser medidas usando microscopia de fuerza atémica, nanoidentacién o
microscopia actstica. Con lo anterior se pueden usar modelos micromecénicos para calcular los valores de los

8
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Hosokawa y  Fellah Wear Sebaa Pakula

Otani [4] et al. [7] et al [8] etal [9] etal [13]
Parametro b.f. h.f. h.c. h.f. h.f.
Modulo de Volumen Ky 2m 2.28(w) 22w 2.28(w) 2.25(w)
del fluido (GPa)
Modulo de Young de E, 22 - 8.3 13 13
la fase sélida (GPa)
Radio de Poisson de Vg 0.32 - 0.3 0.3 0.3
la fase sélida
Médulo de Volumen de K, 20.37() 20 6.91) 10.8(1) 10.8M
la fase sélida (GPa)
Porosidad 1) 0.79 0.77 0.79 0.79 0.79
Moédulo de Young de E, 2253 - 0.54() 2.47(0pt.)
el marco
trabecular
Radio de Poisson de v, 0.32 - 0.23 0.25(OPt) .24
el marco
trabecular
Moédulo de Volumen del K,  2.08(3) 4 3.33) 1.64) 0.67
marco sélido (GPa)
Moédulo de corte del N 085 1.7 0.22 0.99 0.42
sélido (GPa)
Tortuosidad « 1.06 1.01 1.06 1.05 1.5
Densidad del pr 930 1000 1000 1000 1000
fluido (Kg/m3)
Densidad del Ds 1960 1960 1800 1990 1800

solido (Kg/m?)

Tabla 3.1: Pardmetros del modelo de Biot. En el caso de Fellah et al.[7] se toman los datos de la muestra M2.
Opt.: Valor obtenido mediante optimizaciéon; m: médula; w: agua; b.f.: femur bovino; h.f.: femur humano; h.c.:
calcdneo humano

(1) Calculado usando la férmula K, = E,/(3(1 — 2v,));

(2) Calculado usando la férmula Fy = Ey(1 — ¢)™;

(3) Calculado usando la férmula Kj = Fp/(3(1 — 21));

médulos de volumen y de corte del marco sélido.

Finalmente, las caracteristicas de la médula, una mezcla de médulas roja (hematopoyética) y amarilla (grasa)
[6], cuyas caracteristicas (densidad y viscosidad) se toman de la literatura. La mayorfa de los estudios se han
realizado con hueso trabecular saturado de agua. El uso de espécimenes saturados de agua esta motivado por
razonamientos préacticos, tales como la preservacion, manipulacion del espécimen, y facilidad de experimenta-
cién. Pocos estudios han tratado el caso de espécimenes saturados con medula.

3.2. Problema de Estimacion de Parametros en el Modelo de Biot

Suponer que se tiene un arreglo de transmision directa entre una muestra de material poroso, como se
muestra en la figura 3.1; el transductor receptor obtendrd una senal como la mostrada en la figura 3.2. El
problema de optimizacién consiste en minimizar la discrepancia entre dicha senal y una obtenida por el modelo
de Biot. Lo anterior, se logra al determinar las propiedades mecéanicas del medio poroso que las generé. De
manera mas informal:

“Dada una senal de ultrasonido propagado en un medio poroso, determinar las propiedades del material que la
genero.”

Al suponer conocido el fluido que satura al medio poroso, entonces las propiedades que se deben determinar
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SOo1n:
U= <¢7 a, KS) Kfa Kb7 Na Ps» ) (34)
. * y
Hueso

Figura 3.1: Transmisién directa en un medio poroso.

15 1 1 1 L 1 1
0 1 2 3 4 H § 7

Tiempo (s) x107
Figura 3.2: Senal ruidosa obtenida en el receptor.

En el presente trabajo se considerara el enfoque Bayesiano para resolver el problema de optimizacién.

3.3. Estimacion Bayesiana de Parametros

En aplicaciones es frecuente el interés en resolver problemas inversos: hallar u, una entrada a un modelo
matemdtico, dada y una observacién de (algunas componentes de, o funciones de) la solucién al modelo. Se
tiene una ecuacién de la forma

y=G(u) (3.5)

y resolver para u € RP al suponer conocid y € R?. Donde G se denomina como el operador de observacion;
mientras que a y se le denota como los datos.

Es comin que los problemas inversos sean mal planteados: puede no haber una solucién o la solucién puede
no ser unica y depender sensiblemente de y. Una forma de abordar el problema en esta situacién es resolverlo

mediante el problema de optimizacién de minimos cuadrados, para la norma || -||p« en R,
i 5y - w2 (3.6
arg min o |ly u)||ga- .

En dimensién infinita este problema puede resultar ser dificil de resolver, ya que puede poseer sucesiones
minimizadoras (™ que no convergen a un limite en ®”, o puede poseer diversos minimos y depender sensible-
mente de los datos y. Mientras que en dimensioén finita si se minimiza en un hiperrectangulo cerrado, y la funcién

10
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objetivo es continua, siempre se alcanza el minimo y el maximo aunque puede no ser inico. Estos problemas se
pueden mejorar al resolver el siguiente problema de minimizacién regularizada

1 1
arggg})glly—g(wllieﬁgllu—molliz» (3.7)

donde mg € RP.

Sin embargo la eleccién de el punto mg es arbitraria si no se realiza ninguna suposicién adicional del modelo.
En el presente trabajo se usa el enfoque estadistico para resolver el problema inverso, en el que los problemas
anteriormente mencionados pueden expresarse y abordarse de manera explicita.

La filosoffa detras de los métodos estadisticos de inversién consiste en reescribir el problema inverso en una
busqueda estadistica de informacion. Se tienen cantidades directamente observables y otras que no se pueden
observar. En los problemas inversos, algunas de las cantidades no observables son de interés primario y estas
cantidades dependen de las observables mediante modelos. El objetivo de la teoria de inversién es extraer
informacion y evaluar la incertidumbre acerca de las variables basdndose en todo el conocimiento disponible
del proceso de medicién asi como como informaciéon y modelos de las incégnitas que se encuentran disponibles
antes de las mediciones.

El enfoque de inversién estadistica se basa en los siguientes principios

= Todas las variables incluidas en el modelo se modelan como variables aleatorias.

= La aleatoriedad describe el grado de informacién concerniente a las realizaciones de las variables aleatorias.
= El grado de informacién concerniente a estos valores se codifica en distribuciones de probabilidad.

= La solucién al problema inverso es la distribucién de probabilidad posterior.

El dltimo punto, en particular, hace que el enfoque estadistico sea diferente del tradicional ya que los métodos de
regularizacién como (3.7) producen estimados individuales de las incégnitas, mientras que el método estadistico
produce una distribucién que puede ser usada para obtener estimados que tienen diferentes probabilidades.
Entonces la pregunta correcta para formular no es ’;Cudl es el valor de la variable?’; sino ’; Que informacion
se tiene acerca de la variable?’.
Los métodos clésicos de regularizacién producen estimados individuales al remover a propésito el mal plantea-
miento del problema, mientras que el método estadistico no sélo produce estimados individuales, sino que es un
intento para remover el mal planteamiento al replantear el problema inverso como una extensién bien planteada
en un espacio de distribuciones de probabilidad. Al mismo tiempo permite ser explicito acerca de la informacion
inicial, que comunmente se encuentra escondida en los esquemas de regularizaciéon. Para una discusién mas
profunda de las similitudes y diferencias entre el método estadistico y el cldsico consultar [22].

Como ya se menciond, en los problemas inversos estadisticos, todos los parametros se modelan como variables
aleatorias. Siguiendo la notacién usual [22, 23], se denotan las variables aleatorias con letras mayusculas y sus
realizaciones por letras mintsculas. Entonces, el modelo (3.5) lleva a la relacién

Y =G(U). (3.8)

Esta es una relacion entre dos variables aleatorias U y Y, y consecuentemente las distribuciones de probabilidad
dependen una de la otra. Sin embargo, la teoria de inversion estadistica puede prescindir de un modelo como
(3.8), ya que se basa en relaciones entre distribuciones de probabilidad[22]. Antes de proseguir, se introducird
un poco de la nomenclatura encontrada en la literatura.

Se denota a la variable aleatoria observable directamente Y como la medicion. Mientras que a la variable
aleatoria no observable U que es de interés primario como incdognita.

Suponer que antes de realizar la medicién Y, se tiene alguna informacion de la variable U. En la teoria Bayesiana
se supone que esta informacién se puede codificar en una densidad de probabilidad u — m(u), denotada como
la densidad a priori. El nombre se refiere a que expresa lo que se sabe acerca de las incognitas antes de la
medicién.

Por otro lado, supéngase que, después de analizar las configuraciones de la medicién asi como toda la informacion
disponible acerca de las variables, se ha encontrado la densidad conjunta de U y Y, que se denotard como 7 (u,y).
Entonces, la densidad marginal de la incégnita U debe ser[23]

ro(u) = /m )y, (3.9)

11
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Si, por otro lado, se conociera el valor de la incognita, esto es U = u, la densidad de probabilidad condicional

de Y dada esta informacién seria

rle) = Y G o) £o. (3.10)
mo(u)

La probabilidad condicional de Y se denomina la funcion de verosimilitud, y expresa la posibilidad de diferentes
resultados en la medicién con U = .
Finalmente, suponer que los datos medidos Y = y son dados. La distribucién de probabilidad condicional

_ m(uy) im(y) = m(u.y)du
tuly) = S s ny) = [ wuaau 0. (3.11)

se denomina la distribucion posterior de U. Esta distribucion expresa lo que se conoce acerca de U después de
haber realizado la observacién Y = y.

En el enfoque Bayesiano, el problema inverso se expresa de la siguiente manera: Dados los datos Y =y, hallar
la distribucion de probabilidad condicional m(uly) de la variable U.

Las notaciones anteriores y algunos resultados que se encuentran en la literatura[24] se resumen en el siguiente
teorema que se denomina el Teorema de Bayes para problemas inversos.

Teorema 3.3.1. (Teorema de Bayes para problemas inversos) Suponer que la variable aleatoria U € RP tiene
una densidad de probabilidad conocida my(u) y que los datos consisten en los valores observados y de una variable
aleatoria observable Y € R? tal que w(y) > 0. Entonces la distribucion de probabilidad posterior de U, dados los
datos y es

7 (y|u)mo(u)

) (3.12)

'/Tpost(u) = ﬂ—(u|y) =

En (3.12), la densidad marginal

w(y) = /W m(u, y)du = /ng 7 (ylu)mo(u)du (3.13)

hace las veces de una constante de normalizacién y usualmente es de poca importancia. Y, aunque en principio es
posible que w(y) = 0, esto es, se tienen datos con probabilidad cero, esto implicaria que los modelos subyacentes
no son consistentes con la realidad.

En resumen, al observar la férmula de Bayes (3.12), se puede decir que la solucién de un problema inverso se
puede dividir en tres tareas:

» Basados en toda la informacién a priori de las incégnitas' U, hallar una densidad de probabilidad a priori
o que refleje esta informacion.

» Hallar la funcién de verosimilitud 7 (y|u) que describe la relacién interna entre las variables y las incégnitas.
= Desarrollar métodos para explorar la densidad de probabilidad posterior.

Cada una de estas tareas puede representar un problema dificil por si misma.

3.3.1. Estimadores

En la seccién anterior, la solucién a el problema inverso se definié como la distribucién posterior. Y con una
distribucién posterior conocida se pueden calcular estimados puntuales y propagacion o estimados de intervalo.
Los estimados puntuales responden a preguntas del tipo “Dados los datos y y la informacion a priori, ;Cudl
es el valor mds probable de las incognitas U ?. 7 Mientras que los estimados de intervalo responden preguntas
como ’Dadas la informacion a priori y los datos sEn que intervalos se encuentran los valores de las incdgnitas
con el 90% de probabilidad?.’

Uno de los estimados estadisticos mds populares es el estimador maximo a posteriori (MAP). Dada la densidad
de distribucién posterior 7(uly) de las incégnitas U € RP, el estimador MAP upap satisface

— arg md . 3.14
unap = arg max m(uly) (3.14)

1Por ejemplo resultados de otros experimentos, rangos fisicamente aceptables, etc.

12



Formulacién del Problema de Estimacién de Pardametros en el Modelo de Biot 13

siempre que tal maximizador exista. Nétese que aiin cuando exista, puede no ser tinico. La posible no existencia
y no unicidad indica que el enfoque clasico para obtener un estimador individual puede ser no satisfactorio.
Por otro lado, el problema de hallar un estimador MAP requiere resolver un problema de optimizacién y se ha
encontrado que en algunos casos esto conlleva al mismo problema computacional que con los métodos clésicos
de regularizacién. Sin embargo, es importante no mezclar estos dos enfoques, ya que con el enfoque estadistico
el estimador puntual representa solo parte de la informacién acerca de las incégnitas.

Otro estimador puntual comin es la media condicional (CM) de las incégnitas U condicionadas a los datos y,
definida como

ucm = E{uly} = /W ur (uly)du. (3.15)

siempre que la integral converja. Hallar la CM generalmente implica resolver un problema de integracién, pero
presenta la ventaja técnica de que las propiedades de suavidad de la distribucién posterior no son tan cruciales
como en el problema de estimacién del MAP. Mientras que el principal problema técnico de estimar CM es que
la integracion se lleva a cabo en un espacio que tipicamente es de alta dimensién, en el que los métodos comunes
de cuadratura no son aplicables. En secciones posteriores se discutira una forma alternativa para realizar dicha
integracién.

Antes de pasar a los estimados de intervalo, se menciona el que quiza es el mas popular en estadistica, el de
mdzxima verosimilitud. Este estimador uyg, responde a la pregunta ’; Que valor de las incdgnitas hace que sea
posible producir los datos medidos y?’, y se define como

UML = arg ﬁéy}g 7(ylw). (3.16)

siempre que tal maximizador exista. Este es un estimador no Bayesiano, y desde el punto de vista de los
problemas inversos mal planteados, poco 1til: Comtinmente corresponde a resolver un problema inverso clasico
sin regularizacién.

Un ejemplo de estimador de intervalo es el conjunto de credibilidad Bayesiana.

Dada P,0 < P < 100, el conjunto de credibilidad Dp de P % se define mediante las condiciones

w(Dply) = / m(uly)du = P/100, w(uly)|ucop, = ctte. (3.17)
Dp

Entonces, la frontera de Dp es una hiper superficie de equiprobabilidad que encierra P % de la masa de la

distribucién posterior.

También son de interés los intervalos simétricos de una credibilidad dada con respecto a componentes individuales

de las incégnitas. Al definir la densidad marginal de la k-ésima componente Uy de U,

m(ugly) = /gre m(ur, - Uply)dus - - dug—1dugs - - - dup. (3.18)
P

para una P dada, 0 < P < 100, se define I(P) = [a.b] C R, donde los puntos finales a y b se determinan de
las condiciones

/a m(ug)duy, = /boo 7 (ug)dug, = P/200. (3.19)

— 00

Entonces, I (P) es el intervalo que contiene P % de la masa de la densidad marginal de Uy, con la misma masa
de probabilidad en las dos colas de la funcién de densidad.

3.3.2. Construccién de la Funcién de Verosimilitud con Ruido Aditivo

Es comin que el ruido de las mediciones se modele como aditivo y mutuamente independiente de las incoégni-
tas U. En los métodos clasicos de regularizaciéon, la independencia usualmente se supone implicitamente. En-
tonces el modelo estocastico es de la forma

Y =G(U)+E. (3.20)

donde F es una variable aleatoria cuyas propiedades estadisticas se pueden conocer, pero cuyos valores concretos
se desconocen; en la literatura F se denomina ruido de observacién. Suponer que la distribucién de probabilidad
del ruido F se conoce, esto es,

pr(B) = P{E € B} = /meido(e)de. (3.21)
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Si se toma U = wu, la suposicién de independencia mutua de U y E asegura que la densidad de probabilidad
de E permanece inalterada cuando se condiciona a U = u. Entonces se tiene que Y condicionada a U = u
se distribuye como E y su densidad de probabilidad se encuentra trasladada por G(u), esto es, la funcién de
verosimilitud es

W(y|u) = ’/Truido(y - g(u)) (322)
Esta funcién de verosimilitud se usa para construir la densidad de probabilidad posterior 7o (v) en la siguiente
seccién.

3.3.3. Construccion de la Densidad de Probabilidad Posterior

Usando la férmula de Bayes (3.12) se tiene

— 7T-ruido(y - g(u))ﬂ'o (u)
fﬂp 7Truido(y - g(U))Wo(u)du ’

(3.23)

Tpost (1)

Entonces
Tpost (1) o p(y — G(u))mo(u). (3.24)

En las aplicaciones es comtin que 7 y el ruido de observaciones se modelen mediante distribuciones gaussianas,
i.e. sin~N(0.B) y 7o = N(mgy.Xo), entonces de (3.24) se tiene

e (0) x xp (=3B = G2 = 3155w = o)l (3.25)

El problema (3.25) es una forma generalizada de (3.7), sin embargo vale la pena notar que en el enfoque
Bayesiano el punto mg tiene una interpretacion clara en términos de los estadisticos del ruido de observaciones
y la densidad de probabilidad a priori. En contraste, este punto es algo arbitrario en el enfoque clasico.

3.3.4. Cuantificacion de Incertidumbre en los Parametros Estimados

Una vez obtenido un estimador puntual como se esbozé en §3.3.1, surge la cuestion de como obtener un
estimador de intervalo para cada una de las componentes de U, i.e. marginalizar 7,4 (,) y hallar la distribucién
de parametros que es consistente con y. Esta marginalizacién se realiza al calcular el valor esperado, donde el
valor esperado de una funcién f(u) es dado como

Bifly) = L, (3.20

La integracion analitica de esta expresion es imposible en la mayoria de las aplicaciones. Para este propdsito se
han propuesto diversos métodos de muestreo, una clase efectiva de ellos, conocida como técnicas Markov Chain
Monte Carlo (MCMC) es la usada en el presente trabajo.

Calculo de Valores Esperados

Para entender como resolver el problema del calculo de valores esperados, se reescribira el problema en
términos mds generales. Sea X una variable aleatoria, con distribucién (+), entonces la esperanza de f(X) serd

_ [ f(x)m(z)dx
[m(z)dx

para alguna funcién de interés f(-). En general se permite que la distribucién de X se conoce hasta una constante
de normalizacién, esto es [ 7(x)dz es desconocida.

E[f(X)] (3.27)

14



Formulacién del Problema de Estimacién de Pardametros en el Modelo de Biot 15

Integracién de Monte Carlo y MCMC

La integracién de Monte Carlo evalua E[f(x)] al extraer muestras {X;. ¢ = 1. .... n} de w(:) y entonces

aproximar
n

> F(X). (3.28)

Entonces la media poblacional de f(X) se estima por una media muestral. Cuando las muestras {X;} son
independientes, la ley de los grandes niimeros asegura que la aproximacién puede hacerse tan precisa como se
desee al incrementar el tamano de la muestra n.

En general, al extraer muestras {X;}, independientemente de 7(-) no es realizable, ya que m(-) puede no ser una
distribucién comin. Sin embargo la muestra {X;} puede ser generada por cualquier proceso que aproximada-
mente extraiga muestras a través del soporte de 7(+) en las proporciones correctas. Una forma de hacer esto es
mediante una cadena de Markov que tiene a m(-) como su distribucién estacionaria, esto es el método MCMC.
Suponer que se genera una sucesion de variables aleatorias { Xo. X;1. X5. ...}, tal que para cada tiempo ¢t > 0, el si-
guiente estado X1 se extrae de una distribucién P(X;11]|X;) que depende uinicamente del estado actual de la ca-
dena. Esto es, dado X4, el siguiente estado X1 no dependerd de la historia de la cadena {Xy. X7. Xs. .... X—1}.
A esta sucesién se le denomina una cadena de Markov y ,P(:|-) es el kernel de transicién de la cadena.

Al observar las suposiciones de la cadena surge la pregunta: ';Cémo afecta el estado Xo al estado X, ¢’ Esta
pregunta esté relacionada con la distribuciéon de X; dado X, que se denota como P(t)(Xt|Xo) y bajo condicio-
nes de regularidad, la cadena gradualmente ’olvidard’ su estado inicial, por lo que P(*) (X¢|Xo) eventualmente
convergers a una distribucién estacionaria (o invariante) tinica, que no dependera de ¢ ni de X([24]. Denotando
a esta distribucién como ¢(+), cuando ¢ incrementa, los puntos muestreados {X;} se verdn como muestras de
©(+). Por lo que después de m iteraciones?, los puntos {X¢; t = m + 1. .... n} serdn aproximadamente muestras
de ¢(+). Las primeras m muestras se descartan y se obtiene el estimador

f=—t 3 ). (3.29)
t=m-+1

Que se denomina promedio ergddico. La convergencia al valor esperado requerido se asegura mediante el teorema
ergddico[24].

El promedio ergédico muestra como una cadena de Markov se puede usar para estimar E[f(X)], donde la
esperanza se toma sobre la distribucién estacionario ¢(+) y se puede mostrar que cualquier distribucién propuesta
q(+]) bajo un esquema MCMC tendrd como distribucién estacionaria a 7(-)[24].

Muestreadores Grupales con Invariancia Afin

Para realizar el muestreo del método MCMC se usé el médulo de python emcee[20], mismo que implementa
un método MCMC que cuyo desempeno es invariante ante transformaciones afines.
La idea detras de este médulo yace en la necesidad de extraer muestras de una variable aleatoria Y, por lo que
se considera un grupo de L muestreadores MCMC (o caminantes[19]) X € RE. Donde cada caminante X; € R?,
es decir, pertenece al espacio de los parametros.
Cada caminante comienza en un punto arbitrario valido y a partir de ahi exploraran el espacio de pardmetros
siguiendo la regla de 'mover y estirar’[19] que consiste en escoger aleatoriamente a un caminante y actualizar
su posicién mediante MCMC. Esta nueva posiciéon no depende sélo de la anterior, sino que también depende de
la posicion actual de los caminantes. Por lo que el resto de los caminantes se quedan fijos. Una representacion
esquemadtica de este movimiento se encuentra en la figura 3.3.
Para una amplia descripcién del método consultar [19, 20].

2A este nimero se le denomina en la literatura como burn-in.
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X;

Figura 3.3: Regla de mover y estirar. Los puntos brillantes representan a los caminantes que no participan en
este movimiento. La propuesta se genera al estirar a lo largo de la linea recta que conecta X; con Xj

16



Capitulo 4

Métodos Numéricos para la Solucion
del Problema Acoplado

En el presente trabajo se emplea una configuraciéon 2D del problema mostrado en la figura 3.1, misma que
se presenta en la figura 4.1 y asume que las ondas propagadas en el fluido se propagan sin reflexiones en la
frontera.

Figura 4.1: Configuracién usada.

La notacién de la figura 4.1 es que el dominio ocupado por el fluido se denota como ©f, mientras que el
espacio ocupado por el medio poroso saturado con el fluido serd Q° y las fronteras entre estos dos medios se
denotan como I'V, ', T'? y ' De estas fronteras, I'V y I' son paralelas al eje horizontal (y por ende normales
al vertical), mientras que I'? y T" son el caso contrario.

4.1. Ecuacion de Movimiento en el Fluido

El fluido que ocupa el dominio ©f se modela como uno actstico cuya densidad y médulos principales en
equilibrio son p y K, respectivamente. Al usar la teorfa actstica lineal y al despreciar las fuerzas externas, la
ecuacion de onda para el fluido en el dominio 2/ se puede expresar en términos del campo de presiones P(x,t)
de la forma

= 8—?.\% c ol (4.1)
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donde la constante c es la velocidad actstica en Qf y se define como pc? = K, por otro lado, Q(x,t) representa
la densidad de la fuente (emisor), que es una fuente impulsiva que se coloca en el punto x*, y se define como

a@—? = pF(t)6(x — 2°)o(y — y°). (4.2)

donde F'(t) es una funcién real, escalar y 4(+) es la funcién delta de Dirac.
En el dominio 7, el vector de velocidad #(x.t), est4 relacionado con el gradiente del campo de presién mediante
la ecuacién de Euler

ov

pgp VP = 0.vz € /. (4.3)

4.2. Condiciones de Frontera

En un cubo unitario del medio de Biot, 0 ; y s representan las fuerzas actuando en las porciones sélida y
fluida de cada lado del cubo, respectivamente. El escalar s se relaciona con la presion del fluido P de acuerdo a

s = —¢P. (4.4)

Una superficie de discontinuidad se define como una superficie donde debido a un cambio brusco de la
porosidad, el fluido o ambos, ocurre una discontinuidad en los coeficientes elasticos que describen el medio.
Algunos ejemplos donde la superficie de discontinuidad estd bien definida son:

= Un medio poroso que contiene dos fluidos inmiscibles.
= Un fluido que satura un medio poroso con un gran cambio de porosidad a lo largo de una superficie dada.

Siempre que la superficie de discontinuidad esté bien definida, se pueden establecer sus condiciones de
frontera. Se define al vector de desplazamiento relativo w definido como

@ = (U —U*) (4.5)

El vector w representard el flujo del fluido relativo al sélido, medido en términos de volumen por unidad de
area del medio volumétrico. En otras palabras, w es la diferencia entre el desplazamiento promedio del fluido
en cada cara de un cubo unitario de agregado y el desplazamiento correspondiente para un cubo unitario de
material sélido.

En general se tendran tres casos de interfaces:

1 Dos medios porosos en contacto.
2 Un medio poroso en contacto con un sélido.
3 Interfaz entre un fluido y un medio poroso.

Estos tres tipos de interfaz se muestran de manera genérica en la figura 4.2

Medio (a)

A
n

Medio (b)

Figura 4.2: Interfaz entre dos medios (a) y (b). 2 representa el vector normal a la superfice.

En [18] se obtienen las condiciones de frontera para los tres casos anteriores. Estas condiciones se obtienen
al suponer que los esfuerzos totales en dos medios porosos se deben conservar, asi como la presién en los fluidos,
que el vector de desplazamiento en sélidos es continuo y que la componente normal del desplazamiento relativo
es continua. Matematicamente estas suposiciones son

18
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i - (Ugj + Sa‘sij) = (O—?j + 5b5ij) . (4.6a)
5@ Sb

PrialeTs 4.6b

¢a ¢b ( )

Use =us®, (4.6¢)

fi - WS = o - wL. (4.6d)

respectivamente. Donde el superindice medio a o medio b.
Al tomar el limite ¢ — 0 (¢ — 1) se tienen las condiciones de frontera entre un medio poroso y un sélido eléstico
(fluido). Estos resultados se resumen en la tabla 4.1.

Dos Medios de Biot Medio de Biot y Sélido Medio de Biot y Fluido
n; [0’% + 5“6”« - O'?j — sb&;j] =0 ny [O’% + s"éij — EZ] =0 ny [O'élj + 5“51-]- — Sbtsij] =0
54Pb = 5pQq Sa = ¢a2?jﬁiﬁj 54 = QaSb
ﬁs.a _ U"s‘b U_"s.a — ﬁs.b i |:¢aﬁif.a + (1 o ¢a)ﬁ’£s.a . U’lfbi| -0
fzi[@“—wﬁ’]zO n; - W =0

Tabla 4.1: Condiciones de frontera para la interfaz entre dos medios (a) y (b). ¥ representa el tensor de esfuerzos
en el sélido.

En el presente trabajo se usan las condiciones de frontera para un medio de Biot y un fluido, mostradas en
4.1. En las interfaces (T'V, I'¥, T'F y T'W) se debe cumplir

8=~ VieTl (i=N.S. EW 47
oiti = —(1— G)PiT T € (t=N.S. E.W). (4.7)

donde 7’ es el vector normal unitario a I'* que apunta desde el medio poroso Q° hacia el fluido.
Calculando la segunda derivada temporal de la iltima condicién de frontera en 4.1 y reordenando se obtiene

2w, o (. ou\ _, . . P

donde ¥ se define en (4.3), y al substituir dicha ecuacién en (4.8), se tiene
lvp+a—2(w+ﬁ8) 7 =0.VZ e (=N S EW) (4.9)
P pYe =0. =N.S. E.W). .

En § 4.3.3 se muestra como discretizar (4.9) para el problema particular que se aborda.

4.3. Discretizaciéon del Problema Mediante Volumen Finito
En el presente trabajo, como muestra de hueso se usé un rectangulo con un grosor de 0.4mm y una longitud

de 10mm, como se muestra en la figura 4.3, mientras que el volumen del fluido que lo satura es tal que se pueden
ignorar los efectos de frontera.
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Figura 4.3: Dimensiones de la muestra de material poroso usado en el presente trabajo.

Para el uso del método de volumen finito se mallaron los dominios y un mallado representativo se muestra
en la figura 4.4.

Figura 4.4: Mallado del domino de estudio.

Alrededor de cada uno de los nodos de la malla se realiza un volumen de control como se muestra en la figura
4.5 y por conveniencia se le denomina a su vecino derecho nodo Este, al izquierdo Oeste, al superior Norte y al
inferior Sur. Finalmente, al nodo en cuestién se le denomina nodo

N

S

Figura 4.5: Volumen de control para un nodo particular del domino de estudio.

4.3.1. Volumen Finito para el Interior de )/

Para aplicar el método de Volumen Finito, se debe integrar cada una de estas ecuaciones en cada volumen
de control V., en el caso de la ecuacién (4.1) se tendra

1 [ &°P 5 9Q = f
c_2VchV_/VCVPdV_/VCWdV'WEQ' (4.10)

El lado derecho de (4.10) se puede calcular inmediatamente al usar las propiedades de la funcién delta de Dirac,

obteniéndose

19 0.s1 °¢7V,

%9 _ o) = EV (4.11)
v, pF(t).si #° €V,

20
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Por otro lado, del teorema de la divergencia se tiene
/ V2P dV = VP -iidS (4.12)
Ve av,

Denotando como P* al valor de la presién en posicién #* y tiempo ¢, i.e. P(*.t) y OV} a la i-ésima cara del
volumen de control (i = N. S. E. W). Finalmente, notando que en las caras N y S, se tiene iV = —ii% = (0.1)7,

mientras que en las caras E'y W se tendrd ¥ = —ii"' = (1.0)T; por lo que la versién discreta de (4.12) es

oP oP OP oP
VP -7idS = —dS — —dS + —dS — —dS. (4.13)
v, avy 0Y avs oY avE O avw 0T
Denotando como Az el tamano de las caras NV y S, mientras que Ay denotard el tamano de las caras E y
W, al aplicar la regla del punto medio a las integrales en (4.13) se obtendra

oP oP
—dS ~ A —P(N+i)/2- 4.14
/WN a9 x y|P7P( i)/ (4.14a)
P P
/ 87d5 A:ca |P P(S+i)/2. (414b)
Vs oy
oP 8P
/8‘/}3 %ds A.T o |P:p(E+i)/2. (414C)
oP oP
/ —dS = A.’E |P pPW4i)/2. (414(1)
8VW ox
Finalmente, al aproximar las derivadas parciales en 4.14a — 4.14d mediante diferencias centrales, se obtendrd
oP PN — pi
—dS ~ Ar——— + AzO(Ay?). 4.15a
/avN By Ay (A7) (4152
oP Pt — pS
—dS ~ Ar——— + AzO(Ay?). 4.15b
L% x (&) (415b)
oP pPE _ pi
— Ay—— + AyO(A 4.1
/E)VE Bmds N + AyO(Az?). (4.15¢)
oP pi — pW
—d Ay——— + A Az?). 4.15d
[ S = g+ dvo(as?) (4.154)
Por tanto
PN _api 4 pS pPE _9opi 4 pW
VP.idS = Ax (+ + O(Ay2)) + Ay < LR O(AmQ)) . (4.16)
av. Ay Ax

Por otro lado, si P es una funcién lo suficientemente suave

1 o*p 1 o2
= = P av. 4.17
C2 Ve 8t2 2 3t2 / ( )
Aplicando la regla del punto medio a 4.17 y notando que V., = Az Ay
1 o%p Ax Ay 0?P
= — dV. =~ —pi. 4.18
c? Jy, ot? 2 a2 lp=p (4.18)

Denotando como P} el valor de la presién en posicién Z' y tiempo ty, es decir P,i = P(Z.ty) y aplicando un
esquema de diferencias finitas en el tiempo, (4.18) se escribe como

Ax Ay O?P Az Ay P,iJrl — 2P,§ + P,Ll
—pi & o(At?) ). 4.19
T lp=p c? At? +O(AF) (4.19)
Reuniendo estos resultados, la versién de volumen finito de (4.1) se escribe como
1 Piy —2Pi+ Py BY 2P+ P} PBF-2P + P 2 2 2
— = : t)+0(A oA O(At*). (4.20
> ~ R T 1 gl0) + 0(Ae%) + O(?) + O(AF). (420)

que debe ser resuelta para P,i Y1
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4.3.2. Volumen Finito para el Interior de °
Sean F(Z,t) , G(Z,t) y S(Z,t) dadas como
ﬁ(f,t) = pllﬁs + plgl_jf. (4218,)
é(f,t) = plgﬁs + ng[jf. (421b)
S(Z,t) = sl (4.21¢)
entonces (3.1a — 3.1b) se reescriben
O*F 1 0w
- =V iy 4.22
92 V.o+ ot (4.22a)
9?G 10w
—=V:- - —— 4.22b
ot? ¢ ot ( )

De (4.22a, 4.22b) se aprecia que (3.1a — 3.1b) tienen la misma estructura, por lo que se aplicard el método

de volumen finito a 4.22a e inmediatamente se tendrd la discretizacién de volumen finito de 4.22b.

Integrando sobre un volumen de control dentro del medio poroso se tiene

92 F
v, 02

Por el teorema de la divergencia

/v.gdvz ofi dS = (“m "wy)(”ﬁ)ds
A v, av. \ Pzy Oyy Ty

Usando el volumen de control mostrado en 4.5

1 ow
d dV —d
V= /VU +¢>v06tv

/ (wa Uacy)(na:)dsz/ (Ua:y>ds_/ <U$y>d5+...
av, \ Tzy Oyy Ny avN \ Tyy avs \ Tyy

/ ("“ >dS/ <"“ )dS.
ave \ Ozy avw \ Ozy

Aplicando la regla del punto medio a cada término de 4.25

[ (o Jas=ae (5 )imeon= 57 (G Lok ) -0t
/ast ( Zyi )dsz A ( o ) la—(i+5)/2 = % ( Zyz i”; ) +0O(A2?)
foe (o Jas=an (2 Ymmvomn= 52 (G 15 ) votan
Jo (7 a0 (32 o= 5 (17T ) ot

c

por lo que (4.25) queda como

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26a)

(4.26D)

(4.26¢)

(4.26d)

Oxx Umy Ny ~ M o.é\f zS A y - UW , 3
/BVC ( oy Oy ) ( n, >dS 5 ( 01\? gy > 5 O’E o —|—O(max{A:r. Ay} ) (4.27)

g

vy Yy

Por otro lado, suponiendo que ﬁ(ft) es lo suficientemente suave,
82
F av.
[ V=g,

22
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Usando la regla del punto medio y aplicando diferencias finitas centrales en la integracion espacial y el
tiempo, respectivamente

o2 . Fi o —2F +Fi_, , ’ \
el /VC F dV =~ AxzAy ( AL +O(At) |+ 0 (max{Ax. Ay} ) . (4.29)
Finalmente . o o
W
- 7dV:*f/ w dV. 4.30
v, ot oot Jy. (4.30)
y al aproximar mediante la regla del punto medio y diferencias centradas en el tiempo t,
10 N 1 AzAy , » ) ) ;
S, WAV xS (B~ Ty + MO(E) +0 (mix (A Ay)'). (4.31)

Por lo que el esquema de volumen finito para (4.22a) es

i i i N — S N S
Fro 2B +F 1 O-C]b\}] Jas’y 4 Ozz = Oz +..
At? T 2Ay 2A N S

Oyy vy Oy — Oxy

11
PN

Por tanto, el esquema de volumen finito para (4.22b) serd

Gi—2Gi4Gh .y _ 4 0 Lo (sEST Y
At? 2A y N _ SS 2A 0

11
6 21t

(@} — @}_y) + O(Az?) + O(AY?) + O(AF). (4.32)

(W4 — Wh_y) + O(Az?) + O(AY?) + O(AL). (4.33)

4.3.3. Discretizacion de las Condiciones de Frontera

Para la presente configuracién, los vectores unitarios en las fronteras I'N y I'Y son definidos como 7" =
—i1% = (0.1)T'; mientras que para las fronteras T'F y T se tiene ¥ = —i" = (1.0), por lo que las condiciones
de frontera (4.7) se pueden aplicar inmediatamente en los nodos frontera, a saber

ol,=—(1—@)P. V& el (j=E. W). (4.34a)
oy, =—(1—¢)P'.vi' €T’ (j = N. 5). (4.34b)
st=—¢pP. V¥ €TV (j=N. S. E.W). (4.34c)
0py =0.VF €TV (j=N.S. E.W). (4.34d)
mientras que (4.9) se reescribe como
1P 9% (. =0
> [,)azﬁatz( f+Uf)}”j=0~ (4.35)

j=1

Como en las fronteras 7i; = 0, excepto para una componente, sea k esta componente, con 7i; = 1, entonces
(4.35) se reduce a

10P 02 —~
ot o (@ + ) =0, 4.36
p Oxy, * ot? (wk + 5k (4.36)
Aplicando un esquema de diferencias finitas hacia atras al término %1 en el nodo 7 se tiene
4 1 . o  2pAzxy 0%l
pi=_pi~t_ —pi-? k4 O(Az}). 4.37
3 3 t—5 e T OAz) (4.37)
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donde a}; = 711’}; + ﬁ,j’
Por otro lado, aplicando diferencias finitas hacia atrds en tiempo para el término o, al tiempo ¢; se obtiene
1 . o 2pAxy

.4
Plzfpl—lffp =Yk
L= 37! R YN

3 (20}, —Bag 1y +40g o — af _3) + O(Az}) + O(AL). (4.38)

Finalmente, como los nodos i — 1, i — 2 representan nodos internos del medio poroso, al usar (4.4) se tienen las
condiciones de frontera

i _ 4 -1 _ 1 -2 2pAmy i i
Pl = =355 + 355 "+ Fae (20}, —5aj, 1+ -

daf, o — o _3) +O(A22) + O(A). V& €Y. (j=N. S. E.W). (4.39)

4.4. Implementacién de los Métodos Numéricos para la Solucion del
Problema Acoplado

Una vez discretizada la configuracién 2D del problema de transmisién transversal mediante un mallado, la
implementacién de los métodos numeéricos para la solucién del problema acoplado se resume en el algoritmo 1,
donde 6 engloba las siguientes variables: Posicién del transductor emisor, Posicién del transductor receptor, ¢
y ty representa el tiempo de la simulacién.

Algorithm 1 Algoritmo de solucién al problema acoplado

1: procedure SOLVER ACOPLADO(¢, o, Ky, K, N, ps, pr, K, At, Az, Ay, fo, 0 )

2: Calcular P, R, @, mediante 3.2(a—d)

3 Calcular p11, p12. p22 mediante 3.3(a—c)

4 Definir n = t—ft

5: Definir el arreglo segnal de tamafio n

6 fork=0tok+1=ndo > Iterar hasta el tiempo final de la simulacién
7 Aplicar la fuente puntual en la posiciéon del emisor.

8 for todos los nodos i tales que i € Qf do

9 | Calcular P} de (4.20)

10: end for

11: for todos los nodos i tales que i €'Y, j =N, S, E, W do

12: | s« —oPi., > Aplicar las condiciones de frontera (4.34c)
13: | Ohyr <0 > Aplicar las condiciones de frontera (4.34d)
14: end for

15: for todos los nodos i tales que i €IV, j = N, S do

16: | ol —(1—9)Pi, > Aplicacién de las condiciones de frontera (4.34a)
17: end for

18: for todos los nodos i tales que i € IV, j = E, W do

19: | ol —(1—9)Pi, > Aplicacién de las condiciones de frontera (4.34a)
20: end for

21: for todos los nodos i tales que i € IV, j = N, S do

22: | a;y.k ——-(1-9)P, > Aplicacién de las condiciones de frontera (4.34b)
23: end for

24: for todos los nodos i tales que i € Q° do

25: | Calcular U7, , l_]',gﬁl y 8}, de (4.32), (4.33) y (3.1), respectivamente

26: end for

27: for todos los nodos i tales que i €IV, j =N, S, E, W do

28: | Calcular P}, mediante (4.39)

29: end for
30: segnallk + 1] P,i_H, donde i es la posicién del transductor receptor.
31: end for
32: return segnal/méx{segnalli|}
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4.5. Solucion al Problema Acoplado

Se implementaron las ecuaciones de Biot en un medio poroso saturado con agua y rodeado por el mismo
material. La geometria usada es la mostrada en la figura 4.3. El medio poroso tiene un tamafio de (10 x 4mm?),
mientras que el fluido que lo rodea posee dimensiones tales que no existen reflexiones debido a la frontera.
Finalmente el fluido saturador es agua (p = 1000Kg/m?, K = 2.2 x 10?Pa).

El problema directo se discretizé usando At = 0.4us y Az = Ay =7 x 107°m y la fuente emisora dada como

F(t) = Fye 4Uet=D% gin (27 £,¢) . (4.40)

donde f. = IMHz y Fy = 1 m/s? ; el emisor se colocé 2mm alejado de la muestra y el receptor se colocé opuesto
al emisor. Para todos los experimentos presentados, la duracién total es T = 7 x 10™°s . En las figuras 4.6a —
4.6d se muestra el campo de presiones a diferentes tiempos con los datos mostrados en la tabla 4.2. Finalmente,
en las figuras 4.7a — 4.7f se muestran algunas senales obtenidas al variar la porosidad.

Propiedad Valor
Porosidad (¢) 0.5%
Tortuosidad («) 14

Médulo de volumen del sélido (K;) 20 x 10°Pa
Médulo de volumen de est. porosa (K3) 3.3 x 10°Pa
Médulo de corte (N) 2.6 x 10°Pa
Densidad del sélido (ps) 1960Kg/m?

Tabla 4.2: Propiedades del medio poroso.

= 87752
= 33.384
= -57.994
~ -B2.603
— 107.21
g -131.82
= 156.43
= 181.04
E -205.65
= -230.26
(a) t =10.8 us (b) t =18 us
N = 92214
= 9.1086 = 33781
= -33.681 = sean
= 58.253 _6es
~ s2a2 g0
= -132.02
— 1074 ~ 156.58
= 13197 S 18114
= 156.54 = 2087
= 181.11 = z03
= 205.69
£ 23026
(c) t =252 us (d) t =32.8 us

Figura 4.6: Campo de presiones a diferentes tiempos.
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Figura 4.7: Seniales obtenidas al variar la porosidad del material.
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Capitulo 5

Métodos de Optimizacién para
Estimados Puntuales y de Intervalo

En el presente capitulo se muestran los métodos de optimizacién para obtener estimados puntuales y de

intervalo obtenidos en el presente trabajo. En el caso del estimador puntual, se obtiene mediante uyap a través
del método de Nelder—Mead [27]. Mientras que el estimador de intervalo se obtiene mediante el muestreo de la
densidad de probabilidad posterior mpos () al usar el muestreador emcee donde el punto inicial de las caminatas
aleatorias es unap.-
Para determinar el valor de ucy, el muestreador tomé 5000 caminatas aleatorias, se escogié este nimero de
manera experimental, ya que si los caminantes comienzan en un punto uymap alejado del maximizador de la
distribucién posterior, la cadena convergerd lentamente a la distribucién posterior, como se muestra en la figura
5.1 para el pardmetro K}, mientras que para K la cadena converge rapidamente a dicha distribucién. Lo anterior
se aprecia de mejor manera al observar las distribuciones conjunta y marginales de K, y K}, mostradas en la
figura 5.2 donde se observa que la distribucién posterior de K} es incorrecta.

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Numero de caminatas

Figura 5.1: 450 caminatas de 20 caminantes aleatorios para los pardmetros K y K. En rojo se muestra el valor
verdadero de cada pardmetro.
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x1010 pa x10° Pa

Figura 5.2: Distribuciones conjunta y marginales de Ks y K} obtenidas de las caminatas mostradas en la figura
5.1. La linea discontinua muestra el valor verdadero del pardmetro.

5.1. Problema Inverso con Distribuciones a Priori Gaussianas

En el caso en que la distribucién a priori my(+) se modele como gausiana con media u° y desviacién estandar
v, se tiene el problema de estimacion puntual

1 "1
UMAP = AIgmax exp {0|y OIS ;Hui - u2||2} . (5.1)

i=1 "

Tomando el logaritmo natural de (5.1) se tiene
"o
uMAP = argmin ||y*g(u)||2+2;||ui —u]||? (5:2)
u =1 i

Como primer experimento en este contexto se observé el comportamiento de (5.2) cerca del valor real del
parametro, por lo que se realizé un barrido de los parametros cerca de este punto, para cada parametro dejando
el resto como constantes. En las figuras 5.3a — 5.3f se observa que (5.1) tiene un minimo global para cada
parametro. Mientras que en el caso particular de ¢, a y K la funciéon presenta minimos locales que pueden
evitar obtener un correcto estimado de upap. Los valores de ug y v usados para estas simulaciones son los
mostrados en la tabla 5.1.

Propiedad Media (u?)  Desviacién estandar (v;)
Porosidad (¢) 0.8 0.10
Tortuosidad () 1.6 1.5
Moédulo de volumen del sélido (K) 25.0 x 10°Pa 9 x 10°Pa
Médulo de volumen de est. porosa (Kp) 3.8 x 10°Pa 2.5 x 10°Pa
Médulo de corte (N) 4.5 x 10°Pa 5.5 x 109Pa
Densidad del sélido (ps) 1940Kg/m? 250Kg/m?

Tabla 5.1: Media y desviacion estandar propuestas para las distribuciones a priori.
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T T T T T T 600 T T T T T T T T T
sl ]
soo | _
amnf ]
400 m
150} ]
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1o | ]
200 b m
50 1ot 1
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3 L L L L L L 4 il 1 1 1 | 1 1 1 1
e 04 w5 3 77 7 T2 14 18§ 18 ¢ 22 24 25 23
(a) Variacién de la porosidad. (b) Variacién de la tortuosidad.

x1010 pa

(c) Variacién de K. (d) Variacién de K.

L I L L L L L L L
] I I I I I 1 L FUUD 1200 1400 1600 1600 2000 2200 2400 2600 2800 3000
1.5 2 25 3 35 4 4.5

x102 Pa Kg/m3
(e) Variacién de N. (f) Variacién de ps.

Figura 5.3: Variacién de la funcién objetivo (5.1) cerca del punto éptimo.

5.1.1. Estimador MAP

En las figuras 5.4a — 5.4d se muestra la evolucion de la funcién objetivo al obtener el estimador uyap para
diferentes configuraciones del vector de parametros. Mientras que en las figuras 5.5a—5.5d se muestran las senales
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generadas con upap y Se superponen con la senal obtenida con el valor verdadero de wu.

2151 -

EE -

2551 4

25 -

M5 2ID ‘ilﬁ E‘ﬁ §‘ﬁ 1% Iél] 140 50 100 150
Numero de lteraciones Numero de lteraciones
(a) u=(¢. a. Ks). ) u=(¢. a. Ks. Kp).
34 T T T T T T T 46 T T T T T T
| 15 i
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Figura 5.4: Evolucién del problema (5.2) para algunas configuraciones de wu.
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Figura 5.5: Senales obtenidas al usar uyap (linea roja discontinua) y sefiales generadas al usar el valor verdadero
de u.

5.1.2. Estimados CM y de Intervalo

Usando como punto inicial uyjap se obtuvieron las caminatas mostradas en la figura 5.6.
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Figura 5.6: 10000 caminatas de 20 caminantes aleatorios para los pardmetros ¢, a ,Kp, Ks,N v ps. En rojo se
muestra el valor verdadero de cada parametro.
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Posteriormente se realizé el histograma de cada una de las distribuciones marginales. Dichos histogramas
se muestran en las figuras 5.7-5.12, donde a la izquierda de cada uno de ellos se muestra la distribucién a
priori. Seguidamente, usando el estimador ucy se obtuvo una senal que en la figura 5.13a se superpone a la
senal ruidosa y, mientras que en la figura 5.13b esta misma senal se superpone con la senal generada con los
parametros verdaderos. Finalmente, usando el estimador de intervalo' con los cuantiles 5 y 95 se estima la
incertidumbre asociada a ucyy.

. ™ el " ©
04 06 08 1 Q?‘ Q?‘ Qb Qb

Figura 5.7: Histogramas de las distribuciones a priori (izquierda) y posterior (derecha) para la porosidad. En
azul se muestra el valor verdadero del pardmetro y en rojo el valor de la media condicional.
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Figura 5.8: Histogramas de las distribuciones a priori (izquierda) y posterior (derecha) para la tortuosidad. En
azul se muestra el valor verdadero del pardmetro y en rojo el valor de la media condicional.

lc.f. §3.3.1
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Figura 5.9: Histogramas de las distribuciones a priori (izquierda) y posterior (derecha) para K. En azul se
muestra el valor verdadero del pardmetro y en rojo el valor de la media condicional.
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Figura 5.10: Histogramas de las distribuciones a priori (izquierda) y posterior (derecha) para K. En azul se
muestra el valor verdadero del parametro y en rojo el valor de la media condicional.
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Figura 5.11: Histogramas de las distribuciones a priori (izquierda) y posterior (derecha) para N. En azul se
muestra el valor verdadero del parametro y en rojo el valor de la media condicional.
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Figura 5.12: Histogramas de las distribuciones a priori (izquierda) y posterior (derecha) para ps. En azul se
muestra el valor verdadero del pardmetro y en rojo el valor de la media condicional.
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Figura 5.13: Comparacién entre la sefial generada (linea roja continua) usando ucy y: (a) la senial ruidosa y
(izquierda); (b) senal generada con el valor verdadero de u (derecha).

5.2. Problema Inverso con Distribuciones a Priori no Informativas

La denominada distribucién no informativa se define hasta una constante de proporcionalidad como

1 sta<z<b
m(x) o { T T = Xay (@) (5.3)
0 en otro caso

donde [a,b] es el intervalo donde se cree que se encuentra el pardmetro a estimar.
En el caso en que la distribucién a priori de los pardmetros se modele como no informativa, entonces se tendra

6
1
UMAP = arginax exp {U||y — g(u)||2} le[l X{as,bi) (i) (5.4)
Aplicando el logaritmo natural a (5.4) se tiene
6
uniap = argmin ||y — G(u)||* +0 D108 (Xfa,b.(w)) - (5.5)
¢ i=1
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Como primer experimento se observé el comportamiento de (5.5) cerca de valor 6ptimo. En las figuras 5.14a
— 5.14f se muestra dicho comportamiento, sin embargo en este caso el 6ptimo global no coincide con el punto
con el que se generaron los datos urryug, i.e. el problema es mal planteado
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(a) Variacién de la porosidad. (b) Variacién de la tortuosidad.
2 : : : : : : :
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L L 1 1 1 L 1 1 1 1
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(e) Variacién de N. (f) Variacién de ps.

Figura 5.14: Variacién de la funcién objetivo (5.1) cerca del punto éptimo.
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5.2.1. Estimador MAP

En las figuras 5.15a — 5.15d se presenta la evolucién de la funcién objetivo al obtener el estimador uyap
para diferentes configuraciones del vector de parametros. Finalmente en las figuras 5.16a—5.16d se muestran las
senales generadas con upap y se superponen con la senal obtenida con el valor verdadero de w.
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Figura 5.15: Evolucién del problema (5.5) para algunas configuraciones de .
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Figura 5.16: Senales obtenidas al usar uypap (linea roja discontinua) y sefiales generadas al usar el valor verdadero
de u.

5.2.2. Estimados CM y de Intervalo

De la misma manera que en §5.1.2 se usé el punto uyap como inicio para las caminatas. En la figura 5.17 se
presentan las caminatas aleatorias realizadas, mientras que en las figuras 5.18a—5.18f se muestra la distribucién
marginal para cada uno de los parametros. Finalmente, con la misma notacién que en §5.1.2 se tiene la senal
reconstruida usando ucy en las figuras 5.19a-5.19b
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Figura 5.17: 5000 caminatas de 20 caminantes aleatorios para los parametros ¢, o ,Kp, Ks,N y ps. En rojo se
muestra el valor verdadero de cada parametro.
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Figura 5.18: Histogramas de las distribuciones posteriores para de los pardametros al usar distribuciones a priori
no informativas. En azul se muestra el valor verdadero del parametro y en rojo el valor de la media condicional.
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Figura 5.19: Comparacién entre la senal generada (linea roja continua) usando ucy y: (a) la senal ruidosa y
(izquierda); (b) sefial generada con el valor verdadero de u (derecha).

5.3. Comparaciéon de Parametros Estimados

En esta seccion se resumen los valores de los parametros estimados usando distribuciones a priori gaussianas
y no informativas. Esta comparaciéon se muestra en la tabla 5.2. Mientras que en 5.3 se tienen los errores
porcentuales, definidos como

|UTRUE — UESTIMADO |
UTRUE

Eporcentuar = 100 (5.6)

De la tabla 5.3, se aprecia que el estimador con mayor error porcentual en ambos casos corresponde a upap en
donde més de una componente tiene un error porcentual superior al 10 %.

Distribuciones a Priori Distribuciones a Priori
Gaussianas no Informativas

Pardametro UTRUE uMap UcMm  Intervalo uMap Ucm  Intervalo
10} 0.5 0.541 0.536 [0.478, 0.614 ] 0.613  0.549 [0.505, 0.642 ]
« 1.4 4171 1.421 [1.350, 1.505 ] 1.350  1.432 [ 1.321, 1.540 |
K (x1019Pa) 2.0 2.369 2.000 2+[-7.8,7.9]x107% 1.382 2.085 |[1.477,2.451 ]
Kp, (x109Pa) 3.3 3.241  3.299 [ 3.299, 3.300 ] 2.301 3.270 [ 2.847, 3.808 ]
N (x10°Pa) 2.6 9.651 2.544 [2.226, 2.862 ] 4.212  2.682 [1.645, 3.482 ]
ps (x103Kg/m3) 1.96 2.149 1.955 [1.943,1.969 ] 2.351 1.949 [1.815,2.077 ]

Tabla 5.2: Comparacién entre los valores estimados usando distribuciones a priori gaussianas y no informativas.
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Pardametro

Distribuciones a Priori
Gaussianas
UMAP  UCM

Distribuciones a Priori
no Informativas

UMAP UcM

o}
«
K,
K
N

Ps

8.2 7.2

197.92 1.42

18.45 1.1 x1076
1.81 0.03
271.19 2.15

9.64 0.25

22.6 9.8
3.57 2.28
30.9 4.25
30.27 0.9
62 3.15
19.94 0.56

Tabla 5.3: Errores porcentuales en los pardmetros estimados
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Capitulo 6

Correlacion Entre los Parametros del
Modelo de Biot y el Correcto
Diagnéstico de Osteoporosis

A lo largo de los capitulos precedentes se ha planteado el problema de recuperacién de parametros del modelo
de Biot mediante el enfoque Bayesiano, mostrandose que al menos en el caso de tener datos provenientes de una
senal sintética como la mostrada en la figura 3.1 el problema es mal planteado pero se pueden extraer estimados
puntuales mediante la media condicional que logran recuperar la forma de onda. De estos resultados se plantea
la siguiente pregunta:

“;Es posible realizar un diagnostico correcto del riesgo de fractura mediante seriales de ultrasonido como las
adquiridas en [4, 9, 25]%7.

Responder a esta pregunta no es una tarea ficil, basta mencionar que a pesar de que han pasado més de 20
anos desde que se reporté el uso de una tecnologfa de ultrasonido cuantitativo (QUS) para predecir la fuerza
Osea, el campo ain no ha alcanzado un estado de madurez. Entre las diversas tecnologias QUS disponibles,
al menos algunas de ellas han demostrado tener potencial para predecir riesgo de fractura en un nimero de
circunstancias clinicas con una eficiencia equivalente comparable con las técnicas de densitometria ésea. Los
dos estandares para evaluar el estado de riesgo de fractura que se usan en los dispositivos QUS actuales son la
velocidad del sonido (SOS) y la BMD. Sin embargo atin no hay un consenso en como evaluar correctamente el
riesgo de fractura y esto se refleja en una baja correlacién en diagndstico mediante mediciones de BMD y SOS
como se muestra en la figura 6.1.
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Figura 6.1: Correlacién entre BMD SOS en cadera y talén, respectivamente. Las lineas punteadas marcan
los umbrales de osteoporosis para ambas variables. Solamente en el rectangulo inferior izquierdo los mismos
pacientes se clasifican como con osteoporosis por ambos métodos. Mientras que en los rectdngulos inferior
derecho y superior izquierdo una cantidad considerable de pacientes se encuentran mal clasificados. Imagen
obtenida de [26].

El presente trabajo representa un esfuerzo en una direccién un tanto diferente que trata de responder otra
pregunta intimamente relacionada con la anterior:
“;Se pueden recuperar los pardmetros del modelo de Biot a través de senales obtenidas mediante ultrasonido
como las adquiridas en [2, 7, 23] y realizar un diagndstico correcto del riesgo de fractura?”.
Esta tesis sigue el camino comenzado por algunos autores como Buchanan, et al. [10, 11, 12] y Sebaa et al. [9] y
contesta afirmativamente la primera parte de esta pregunta usando el enfoque Bayesiano. Pero, para ser capaces
de contestar la segunda parte de la pregunta se debe de contar con senales ultrasénicas obtenidas de dos tipos
de poblacién: Personas con osteoporosis diagnosticada y personas diagnosticadas como sanas. El contar con este
tipo de senales permitira realizar estudios de discriminacién, i.e. poder determinar que distribuciones tienen los
parametros en cada caso, asi como también si hay alguno o mas que sus magnitudes o rangos permitan discernir
entre personas sanas y personas enfermas. Por lo que atin queda mucho camino por recorrer.
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Capitulo 7

Conclusiones

En el presente trabajo se estudié el problema de estimacién de parametros en el modelo de propagacion
acustica de Biot en medios porosos tal como el hueso trabecular al usar técnicas Bayesianas usando senales
sintéticas. Los pardmetros con los que se generaron dichas sefiales sintéticas se denotan genéricamente como
uTRUE- Este tipo de trabajo es motivado por la idea que posteriormente se pueda realizar una estimacion al usar
senales obtenidas mediante ensayos no destructivos por ultrasonido y con ello realizar un diagnéstico correcto de
osteoporosis. A continuacién se exponen algunas de las conclusiones més relevantes obtenidas a lo largo de la tesis

= El problema de estimacién de pardmetros se convirtié en un problema de minimizacién, que en el caso
suponer que la distribucién de cada parametro es Gaussiana, lleva a un problema de optimizacién regulari-
zada, mientras que si se supone que la distribucién es no informativa se tiene un problema de optimizacion
no regularizada.

= En ambos problemas de minimizacion se observa que la funcién objetivo presenta diversos minimos locales
y uno global, que en el caso de las distribuciones Gaussianas coincide con el punto urryg. Caso contrario
al problema no regularizado.

= Se estimé el valor urryg mediante tres estimadores estadisticos:

e Estimador uymap, que corresponde a maximizar la distribuciéon posterior mediante el método de
Nelder—Mead.

e Estimador ucn, que corresponde a obtener muestras de la distribucién posterior mediante el método
MCMC y posteriormente calcular la media condicional.

e Estimador de intervalo, que corresponde a obtener el histograma de la distribucion posterior y calcular
los cuantiles 5 y 95 para poder afirmar que con el 90 % de confianza el pardmetro urryug se encuentra
entre estos cuantiles.

= Como se menciond anteriormente, el problema de minimizacién presenta diversos éptimos locales por lo
que, si al inicializar el algoritmo lejos de uTruE, entonces uyap serd estimado cerca de este minimo. Por
otro lado, aunque la bisqueda de ucy se inicie lejos de el punto ptimo (por ejemplo al usar un valor
incorrecto de upap), las caminatas mediante MCMC, convergen a una estimacién correcta del pardmetro,
i.e. con errores menores a 10 % en cada una de las componentes.

7.0.1. Trabajo Futuro

A continuacién se enuncian algunas consideraciones que se pueden hacer para lograr mejorar los resultados:

= Como ya se menciono en §3, la teoria de Biot predice la existencia de dos ondas longitudinales, denominadas
rapida y lenta. Por lo que se debe de estudiar si existe relacion de estas con la variacion de los parametros
del modelo.
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= Definir la funcién g(p), con p representando la presién leida en un transductor receptor como

1
9(p) = SlIMp = yll7, (7.1)
donde M es un operador de observacién lineal, y representa datos (ruidosos) obtenidos experimentalmente
y || - || representa alguna norma apropiada para el problema.

Por lo que la estimacién de parametros se puede escribir como el problema de optimizacién con restricciones

{ 2
min g(p) (7.2a)
S.a.
.. .. o
pnU* + proU7 = PVV-U* + QVV - U = NV x V x U* = bo (U = UT), (7.2b)
. . , )
p22U” + p1oU® = QVV - U + RVV - U + bo (U = uly, (7.2¢)
el V2P + S(zt) =0 (7.2d)
o c x,t) =0. .

Es importante notar que p a su vez es una funcién de 0, donde 6 es un vector que representa los parametros
de hueso que se desean estimar y en este caso es de la forma:

0= (P117 P12, P22, P7 Q7 R7 N) (73)

Para aproximar la solucién a (7.2a) se debe se puede usar un método de descenso como sigue

Algorithm 2 Algoritmo de solucién al problema de optimizacién con restricciones

1: Inicializar 6

2: while No hay convergencia do

3: Calcular el gradiente Vg(pi(0x))
4 Determinar el tamano de paso §
5: Or1 = O + 61 Vg(pr(0r))

6 end while

Aunque se puede calcular numéricamente Vg(py(0)), en cada célculo se debe evaluar la funcién objetivo
7 veces, lo que significa resolver las ecuaciones diferenciales (7.2b—7.2d) ese ntiimero de veces, por lo que
para un mallado y tiempo grandes, esto resulta impracticable. Para evitar realizar este cémputo tan caro
se propone usar la idea de resolver el problema por el método de la ecuacién adjunta[35].

= Resolver el problema inverso usando senales experimentales para poder recuperar parametros en hueso
trabecular real.

= Disminuir el tiempo de cémputo.
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