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Resumen

La metástasis ósea consiste en la invasión del cáncer al cuerpo humano,
permitiendo la proliferación de tumores que atacan al hueso, alterando la
dinámica natural de las células que realizan la remodelación ósea (osteoclas-
tos y osteoblastos). Es conocido que las células cancerosas para reproducirse
necesitan de sustancias que son segregadas por osteoclastos y osteoblastos
durante el proceso de la remodelación ósea.

En la literatura, ya se encuentran modelos que describen la interacción
de los osteoclastos, osteoblastos y las células cancerosas, pero estos modelos
no incluyen las variaciones aleatorias asociadas a los niveles de nutrientes o
diferencias intŕınsecas de cada persona de una población. Por ello, en este
trabajo se construye un modelo diferencial estocástico que incluye el efec-
to de las variaciones medioambientales en la interacción entre las células
cancerosas, osteoclastos y osteoblastos. Este modelo estocástico está basa-
do en un sistema determinista tipo Komarova, al cual se le incorpora un
ruido blanco mediante la técnica de perturbación de parámetros. Se prue-
ba la existencia, unicidad y positividad de solución del modelo estocástico
propuesto, y se dan condiciones suficientes para caracterizar si la invasión
del cáncer persiste o se extingue. Finalmente se realiza un análisis cuan-
titativo mediante simulaciones numéricas, verificando de forma gráfica los
resultados obtenidos en cada dinámica.
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vi ÍNDICE GENERAL
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

La remodelación ósea es el proceso mediante el cual se destruye hueso
viejo y se genera hueso nuevo. Este proceso es llevado a cabo principal-
mente por los osteoclastos y osteoblastos, lo cuales se comunican mediante
interacciones directas e indirectas y este grupo de células se conoce como
unidades de remodelación ósea (BMU, -por sus siglas en inglés-). Este
proceso es de suma importancia para la salud, ya que los huesos otorgan
sostén y protección a múltiples órganos vitales. Cuando esta dinámica se
altera, se producen diversas enfermedades, como la osteoporosis y la osteo-
petrosis.

El cáncer es una enfermedad multipasos que invade varias partes del
cuerpo, produciendo tumores. Algunos tipos de cáncer afectan de modo
particular al hueso, alterando su dinámica natural de reabsorción y forma-
ción. El mecanismo preciso de invasión y metástasis es un proceso complejo
que sigue siendo investigado, y es de gran importancia dado el impacto que
representa para la salud humana. Aunque la v́ıa natural de estudio se basa
en la experimentación, una alternativa no invasiva consiste en los modelos
matemáticos, que superan la carreras tecnológicas y éticas.
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.2. Antecedentes

En los últimos años se han logrado avances tanto en el estudio de la
dinámica de remodelación ósea, aśı como el efecto de la metástasis ósea en
dicha dinámica: comprender mejor la interacción de osteoclastos con osteo-
blastos [23, 3, 6], las señales paracrinas y autocrinas que intervienen en su
formación y diferenciación [24, 7, 8], aśı como el efecto de mutualismo o
competencia que tienen las células cancerosas con los mismos, permiten un
mejor estudio del proceso de remodelación ósea, cómo afecta el cáncer en la
comunicación de osteoclastos y osteoblastos, y qué consecuencias produce
dicho fallo, ver [18, 21, 14]. Todo ello con el fin de crear tratamientos que
permitan al individuo una salud estable [17].

Partiendo de hipótesis biológicas, varios modelos matemáticos han sido
propuestos para describir el proceso de la BMU, una revisión de todos ellos
se puede leer en [22]. En particular, Komarova et al. en [16], construyen un
modelo que describe la interacción de osteoclastos y osteoblastos, mediante
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, aproximando los efectos
paracrinos y autocrinos de éstas células mediante una ley de potencias. Es-
te modelo ha sido base de muchos otros posteriores entre ellos destacamos
el trabajo de Jerez y Chen en [12], en el cual se presenta un modelo tipo
Komarova simplificado y se prueba bajo que condiciones de los parámetros
se obtiene una dinámica periódica entre osteoclastos y osteoblastos. Este
tipo de dinámica es la que se ha observado en los estudios experimenta-
les realizados. Este último modelo sirvió de base para Camacho [2], donde
se da una extensión del modelo de Jerez et al., incorporando una terce-
ra ecuación para las células cancerosas, pudiendo describir los efectos del
cáncer en la remodelación ósea, tanto cuando el cáncer falla en su invasión,
como cuando persiste en el organismo humano. Estos modelos representan
un primer acercamiento determinista para entender matemáticamente esta
compleja dinámica.

Otro aspecto importante en la modelación matemática es incorporar
aquellas perturbaciones externas al sistema, que en los modelos anteriores
no son consideradas, pero que influyen positiva y negativamente en el pro-
ceso de formación ósea. Esto da pie a considerar modelos estocásticos que
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permitan incorporar dichas perturbaciones al sistema. En [9] se presenta
un modelo epidemiológico tipo SIS en ecuaciones diferenciales ordinarias,al
cual, mediante la técnica de perturbación de parámetros, se incorpora ruido
Browniano con el fin de incluir perturbaciones externas al sistema, reali-
zando una comparación entre ambos modelos, y exhibiendo los cambios
significativos tras incorporar dicho ruido. En [4] se presenta también un
modelo estocástico que describe las transmisión del SIDA en dos poblacio-
nes bajo el uso de condón, mostrando importantes resultados matemáticos
y biológicos. También se encuentran otros trabajos, como en [19] que des-
cribe el crecimiento de un tumor en el organismo mediante un modelo de
ecuaciones diferenciales estocásticas, y en [17] se trabaja en un sistema de
interacción de células sanas y células cancerosas, incorporando tratamiento
como quimioterapia y radiación, siempre en un contexto de ecuaciones di-
ferenciales estocásticas. Estos modelos reflejan el interés que se tiene en el
estudio del área de procesos estocásticos aplicados a problemas biológicos.
Es aśı como en 2016 Jerez et al. [13] proponen un modelo en ecuaciones
diferenciales estocásticas que describan la interacción de los osteoclastos
y osteoblastos, incorporando ruido Browniano en las tasas de muerte de
dichas células, pudiendo describir un comportamiento de fluctuación en
ambas poblaciones.

Es aśı como los modelos presentados en [2] y [13], serán los puntos de
partida para la presente tesis, sin perder de vista todos los demás modelos
antes mencionados.

1.3. Objetivo

Continuamente se avanza en la comprensión de los mecanismos que in-
tervienen en la remodelación ósea. Entender de qué forma interactúan los
osteoclastos y los osteoblastos, el efecto que tienen los agentes inhibidores
o activadores en sus poblaciones, y la intervención de otro tipo de células
en su dinámica, son aspectos importantes en medicina para poder desa-
rrollar tratamientos cuando existen fallos en esta dinámica y se presentan
enfermedades óseas que atentan contra la salud.

La metástasis ósea es un fenómeno que también continúa en investi-
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gación, dado el fuerte impacto que tiene para la salud. Cuestiones como
su desarrollo, el impacto de agentes paracrinos en células óseas, aśı como
su capacidad de convivir en el ambiente con otras células son de gran im-
portancia para mejorar e innovar los tratamientos actuales, no sólo para el
hueso sino para cualquier otro tipo de metástasis.

En la presente tesis se desarrolla un modelo en ecuaciones diferenciales
estocásticas, que describe la interacción de tres poblaciones: osteoclastos,
osteoblastos y células cancerosas. Con el interés de estudiar el efecto que
tiene la introducción del ruido medioambiental en el desarrollo del cáncer
en el organismo y su impacto que tiene en la remodelación ósea.

1.4. Metodoloǵıa

La presente tesis tiene la siguiente estructura:

Caṕıtulo 2: Se presenta toda la bioloǵıa ósea y del cáncer necesaria
para construir el modelo deseado. Se enuncian las caracteŕısticas más
relevantes del proceso de reabsorción-formación ósea, de los agentes
paracrinos y autocrinos que intervienen, y del desarrollo y efecto de
la metástasis en dicha dinámica.

Caṕıtulo 3: Se enuncian los modelos deterministas y estocásticos que
describen tanto la dinámica de remodelación ósea como el impacto
que generan las células cancerosas en ella, en los cuales se basa la
construcción y análisis de modelo propuesto.

Caṕıtulo 4: Se construye el modelo estocástico que describe la in-
teracción entre las células de la BMU y la células cancerosas a partir
de la técnica de perturbación de parámetros. Bajo una interpretación
tipo Itô, se prueba la existencia y unicidad de una solución positiva
para el modelo estocástico propuesto. Se obtienen las condiciones pa-
ra los diferentes comportamientos asintóticos de la solución: libre de
cáncer y persistencia del cáncer.

Caṕıtulo 5: Se presentan los resultados numéricos mediante simula-
ciones gráficas, para ilustrar el comportamiento de las poblaciones de
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osteoclastos, osteoblastos y células cancerosas cuando interactúan en-
tre śı, bajo distintos escenarios. Se realiza un análisis de sensibilidad
hacia las condiciones iniciales. Finalmente, se muestra el perfil de la
masa ósea asociado a los diferentes comportamientos asintóticos para
las poblaciones de osteoclastos y osteoblastos.

Apéndice: Para complementar todo lo anterior, se dan algunos re-
sultados básicos de la teoŕıa probabilidad, aśı como resultados funda-
mentales en ecuaciones diferenciales estocásticas, métodos numéricos
y la técnica de perturbación usados durante este trabajo.

Se cierra la tesis con una sección de conclusiones y un apartado de bi-
bliograf́ıa que reúne los trabajos consultados para su elaboración.



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN



Caṕıtulo 2

Antecedentes Biológicos

La remodelación ósea es un proceso continuo de destrucción de hueso
viejo y formación de hueso nuevo. Esta dinámica ayuda a darle al hueso la
fortaleza y estructura que necesita. Los osteoblastos y osteoclastos son las
principales células óseas que intervienen en ésta dinámica, y entender su
mecanismo de interacción es pieza fundamental para la presente tesis. El
cáncer es un tipo de célula invasiva, que busca crecer tanto como el am-
biente se lo permita. Esto ocasiona serios daños al cuerpo, pudiendo afectar
también la estructura ósea. Dada las repercusiones biológicas que involucra
esta interacción en el sector salud, es de interés comprender dicha dinámica
y las repercusiones que ocasiona la misma.

En la primera sección se introduce la dinámica de remodelación ósea,
y la forma en la que los osteoclastos y osteoblastos la llevan a cabo. En la
segunda sección se hablará de la bioloǵıa de las células cancerosas, y cómo
afectan la dinámica de remodelación ósea. Para mayores detalles, consultar
[2, 18, 21].

2.1. Bioloǵıa ósea

Es hueso es la estructura que da soporte al cuerpo humano. Es ŕıgido y
duro para proteger a los órganos vitales, proveer un ambiente adecuado pa-
ra la médula ósea y actuar como reserva de minerales. El hueso se encuentra

7
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en constante remodelación para remover hueso viejo o dañado (reabsorción
ósea) y reemplazarlo con hueso nuevo (osificación) para preservar su fuerza.
Muchas células intervienen en esta dinámica, predominando los osteoblas-
tos y osteocitos, que dan soporte al hueso y se encargan de formar hueso
nuevo, y los osteoclastos, encargados de remover hueso. Los osteoblastos
se originan de células madre osteoprogenitoras localizadas en el estroma
de la célula ósea. Son responsables de la regulación de osteoclastos y de
la śıntesis, generalización y deposición de matriz ósea. En su etapa final
algunos osteoblastos quedan atrapados en la matriz ósea, dando lugar a
los osteocitos, los cuales se encargan se indicar a los osteoclastos dónde y
cuando reabsorber hueso, y a los osteoblastos dónde y cuando formarlo.

Figura 2.1: Señales paracrinas y autocrinas entre osteoclastos y osteoblastos
[16].
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2.1.1. Proceso de Remodelación

La remodelación ósea es un proceso que se realiza de manera coordi-
nada a lo largo de toda la vida, lo cual implica una coordinación entre
osteoclastos y osteoblastos. Éstos, acoplados de manera conjunta a través
de señalización paracrina celular, se denominan unidades de remodela-
ción ósea (BMU).

Muchos agentes bioqúımicos participan en el proceso de reabsorción-
formación ósea. En la figura 2.1 se pueden apreciar algunos de estos agen-
tes. EL RANK es un receptor que se encuentra en la superficie de los
osteoclastos precursores. Cuando entran en contacto con el RANKL, pro-
ducido por células estromales y osteoblastos, convierte a los osteoclastos
precursores en osteoclastos activos. La osteoprogerina (OPG) es otro agen-
te producido por osteoblastos que previene que el RANK y el RANKL se
unan. De esta forma el RANKL y la OPG son cruciales para la formación
de osteoclastos: el RANKL produciendo osteoclastos y la OPG controlan-
do dicha producción. El TGF-β es un potente estimulador de la formación
de hueso que promueve la diferenciación de osteoblastos y la śıntesis de la
matriz osteoide. A su vez, inhibe la reabsorción al reducir la formación y
diferenciación de osteoclastos. La IGF es sintetizada por el h́ıgado y los
osteoblastos, e incrementa el número y la actividad de los osteoblastos.

Figura 2.2: Etapas en el proceso de remodelación ósea
[www.orthopaedicsone.com].
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En la figura 2.2 se pueden apreciar las etapas de la remodelación ósea,
en los que los osteoclastos y osteoblastos se comunican entre śı mediante
señalizaciones autocrinas (al mismo tipo de células) y paracrinas (al otro
tipo de células.):

1. Fase inactiva: El hueso está en equilibrio.

2. Fase activa: Se reclutan y se activan precursores de osteoclastos,
dando lugar a una interacción con precursores de osteoblastos. Esto
provoca diferenciación y migración de osteoclastos, por lo que ini-
cian la reabsorción ósea. El RANKL juega un papel importante en la
activación de osteoclastos.

3. Fase de reabsorción Los osteoclastos empiezan a disolver la matriz
mineral y a descomponer la matriz de osteoide, por lo que se liberan
factores de crecimiento como el TGF-β.

4. Fase de reversa: Se realiza la transición entre la reabsorción y la
formación ósea. La OPG podŕıa tener una función importante en esta
etapa de inhibición de actividad osteoclástica.

5. Fase de formación: Cuando los osteoclastos terminan su reabsor-
ción, se despegan de la superficie ósea y se reemplazan por osteoblas-
tos para iniciar la formación de hueso. Los osteoblastos diferenciados
sintetizan matriz de osteoide que rellena la cavidad de reabsorción.
Eventualmente se detienen y se transforman en células inactivas

6. Fase de mineralización Este proceso inicia 30 d́ıas después de la
deposición del osteoide, concluyendo en 90 d́ıas en el hueso trabecular
y 130 d́ıas en el cortical. Finalmente la fase inactiva inicia de nuevo.

Cuando falla la comunicación entre osteoclastos y osteoblastos, se pue-
den generar graves enfermedades a la salud, tales como la osteoporosis
(baja masa ósea y susceptibilidad a fracturas), la osteopetrosis (tasa de
formación de hueso mayor que la de reabsorción), la osteogénesis imper-
fecta (baja masa ósea y deformidades en el esqueleto), la enfermedad de
Paget (áreas localizadas de mayor crecimiento ósea, el cual resulta más
débil), periodontitis (pérdida dental) y la osteoartritis (dolor en las arti-
culaciones). En cada uno de estos padecimientos el tratamiento general es
intentar recuperar una regulación controlada de la BMU.
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2.2. Bioloǵıa del Cáncer

El cáncer es una enfermedad multigénica en la que una célula sufre una
serie de mutaciones provocándole un crecimiento descontrolado y dando lu-
gar a una masa tumoral; si esta proliferación alcanza ciertos niveles, puede
resultar fatal para el cuerpo. La metástasis consiste en el crecimiento y
progresión del tumor hacia otras partes del cuerpo, atravesando la mem-
brana basal de los tejidos.De esta forma el tumor puede sobrevivir y crecer
tanto como el ambiente y los nutrientes se lo permitan.

Algunas caracteŕısticas destacables de las células cancerosas son: in-
mortalidad (división celular continua), auto-suficiencia de factores de cre-
cimiento (producen sus propias señales de crecimiento), insensibilidad a
factores de anti-crecimiento, evasión de apóptosis, angiogénesis (promue-
ven la formación de vasos sangúıneos para obtener sus propios nutrientes)
y metástasis.

Figura 2.3: Etapas del proceso de invasión del cáncer [2].

2.2.1. Etapas del Cáncer

Las fases del proceso de invasión y metástasis, como puede verse en la
figura 2.3, son las siguientes:
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1. Invasión local: El tumor atraviesa la barrera de membrana basal.

2. Intravasación: Las células del tumor se mueven por las paredes de
los capilares o linfáticos hacia el sistema circulatorio.

3. Transporte: Las células de cáncer viajan por la sangre o la linfa
hasta que se anclan a un tejido sólido de soporte. Muchas células
mueren durante este proceso, pero las que sobreviven comienzan a
formar microtrombos.

4. Extravasación: Las células de cáncer de los microtrombos se mueven
a través de las paredes capilares y entran al microambiente del tejido.

5. Formación de micrometástasis: Las células de cáncer reactivan
los sistemas de proliferación celular y forman una pequeña masa de
tumor que se desarrolla en el lumen del capilar o a través de la pared
del vaso.

6. Colonización: Etapa desafiante debido a que el nuevo ambiente
podŕıa no proveer los factores necesarios para la supervivencia y la
proliferación del cáncer. Las células que sobreviven permanecen por
largos peŕıodos de tiempo como micrometástasis.

La metástasis ósea se clasifica según el tipo de lesiones que genera. La
metástasis osteoĺıtica se caracteriza por un aumento considerable en la
reabsorción del hueso, mientras que la metástasis osteoblástica se ca-
racteriza por una desincronización entre la formación y eliminación de la
matriz ósea. Ambos tipos de lesiones pueden dar lugar a huesos débiles,
pero en las lesiones osteoĺıticas sucede a un ritmo mayor que en las os-
teoblásticas. El cáncer de mama es predominantemente osteĺıtico, mientras
que el de próstata es predominantemente osteoblástico.
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Figura 2.4: Agentes bioqúımicos que intervienen en la metástasis ósea [14].

Varios agentes bioqúımicos participan también en la metástasis ósea.
Como puede apreciarse en la figura 2.4, la reabsorción ósea produce TGF-β
e IGF-I, los cuales estimulan la proliferación de células de tumor. Estos a
su vez producen PTHrP, el cual estimula la reabsorción ósea, por lo que
existe mutualismo entre los osteoclastos y las células cancerosas. El secues-
tro de TGF-β por parte de las células del cáncer ocasiona competencia
con los osteoblastos, sin embargo, la producción de PTHrP e interleucina
(IL-11) por parte del cáncer estimula también la proliferación y diferencia-
ción de osteoblastos precursores (para que produzcan RANKL), de forma
que también puede haber mutualismo entre las células cancerosas y los
osteoblastos.
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Caṕıtulo 3

Antecedentes Matemáticos

En este caṕıtulo se presentan los modelos diferenciales que son un ante-
cedente directo o base del modelo diferencial estocástico que se construye en
el siguiente caṕıtulo. Para mayor facilidad de presentación, dichos modelos
se clasificarán en modelos deterministas y modelos estocásticos. Un modelo
determinista es aquel en el que el azar no está involucrado en el desarrollo
de los futuros estados del sistema que define, de modo que producirá la mis-
ma salida a partir del mismo estado inicial. Un modelo estocástico es aquel
cuyo comportamiento es no-determinista, en la medida que el subsiguiente
estado del sistema está determinado tanto por las acciones predecibles del
proceso como por elementos aleatorios.

3.1. Modelos Deterministas

En esta sección se presentan los modelos diferenciales deterministas que
describen la la remodelación ósea y su interacción con las células cancero-
sas, desarrollados a partir de los conocimientos biológicos presentados en
el caṕıtulo anterior. En particular, nos basamos en modelos tipo Koma-
rova [16] para dinámica de poblaciones, es decir, la interacción entre las
poblaciones viene determinada por una ley de potencias, ver [2, 12].

15
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3.1.1. Modelo Komarova

En [16] se propone un modelo matemático que describe las interacciones
autocrinas y paracrinas entre osteoblastos (OB) y osteoclastos (OC), que
se usan para calcular la dinámica de la población de células y los cambios en
la masa ósea en un sitio de remodelación ósea. Las hipótesis consideradas
para este modelo son las siguientes:

(A1) Las tasas de producción global de cada población de células refleja el
efecto neto de reclutamiento de precursores y la formación de células
maduras.

(A2) Las tasas de eliminación celular reflejan la muerte celular, aśı co-
mo la diferenciación de osteoblastos en osteocitos o desactivación de
osteoclastos.

(A3) Las células interactúan entre si mediante agentes bioqúımicos, los
cuales son liberados o activados por células óseas y actúan de forma
autocrina (si afecta al mismo tipo de células) o paracrina (si afecta
a otro tipo de células). De esta forma los osteoclastos y osteoblas-
tos pueden producir efectos locales capaces de activar o inhibir a śı
mismos o al otro tipo de células.

(A4) El efecto neto de los factores locales en las tasas de producción celular
se aproxima mediante una ley de potencias. Estos exponentes gij
describen la siguiente dinámica:

• g11: Regulación autocrina de osteoclastos.

• g12: Regulación paracrina de osteoblastos.

• g21: Regulación paracrina de osteoclastos.

• g22: Regulación autocrina de osteoblastos.

(A5) Los factores autocrinos y paracrinos regulan únicamente las tasas de
producción de osteoclastos y osteoblastos, mientras que las tasas de
eliminación son proporcionales a las respectivas poblaciones.

(A6) La población del sistema es aislada y no se consideran efectos externos



3.1. MODELOS DETERMINISTAS 17

Bajo las hipótesis anteriores, el modelo Komarova es el siguiente:

du

dt
= α1u

g11vg21 − β1u,

dv

dt
= α2u

g12vg22 − β2v, (3.1.1)

donde u y v son las poblaciones de osteoclastos y osteoclastos respectiva-
mente, αi y βi son las tasas de reproducción y eliminación de células, y
los exponentes gij representan el efecto neto de los factores autocrinos y
paracrinos de osteoclastos y osteoblastos derivados.
Los autores incorporan una tercera ecuación para describir los cambios en
la masa ósea (MO) bajo las siguientes hipótesis:

(A7) Las poblaciones de osteoclastos y osteoblastos por debajo del nivel
de estado-estacionario consisten en células menos diferenciadas, inca-
paces de reabsorber o construir hueso, pero capaces de participar en
las señales autocrinas y paracrinas.

(A8) Al número de células por encima del estado-estacionario se le atribu-
ye la proliferación y diferenciación de células precursoras en células
maduras capaces de eliminar o construir hueso.

(A9) Las tasas de reabsorción y formación ósea son proporcionales al núme-
ro de osteoclastos y osteoblastos, respectivamente, que exceden los
niveles de estado-estacionario.

Aśı, obtienen la siguiente ecuación diferencial:

dz

dt
= −k1 máx{u− ū, 0}+ k2 máx{v − v̄, 0}, (3.1.2)

donde z representa la masa ósea total, k1 y k2 son las actividades normali-
zadas de reabsorción y formación ósea, y ū y v̄ son los números de células
en el estado-estacionario.
Los puntos de equilibrio no triviales del modelo (3.1.1) están dados por

ū =

(
β1

α1

) 1−g22
γ
(
β2

α2

) g21
γ

, v̄ =

(
β1

α1

) g12
γ
(
β2

α2

) 1−g11
γ

,
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donde γ = g12g21 − (1 − g11)(1 − g22). Los autores realizaron un análisis
de estabilidad mediante la linealización por series de Taylor del sistema
(3.1.1), cuyo jacobiano es

J(ū, v̄) =

(
β1(g11 − 1) β1g12

ū
v̄

β2g21
v̄
ū β2(g22 − 1)

)
.

Usando la traza, el determinante y el discriminante del jacobiano

trJ(ū, v̄) = β1(g11 − 1) + β2(g22 − 1),

detJ(ū, v̄) = β1β2(g11 − 1)(g22 − 1)− β1β2g12g21,

∆ = [β1(g11 − 1)− β2(g22 − 1)]2 + 4β1β2g12g21,

obtienen las siguientes condiciones de estabilidad:

(i) Si detJ(ū, v̄) < 0, el punto de equilibrio (ū, v̄) es un punto silla.

(ii) Si trJ(ū, v̄) > 0, el punto (ū, v̄) es un foco inestable o un nodo. La
condición ∆ < 0 divide el área de los focos del área de los nodos.

(iii) Si trJ(ū, v̄) = 0 pueden darse casos de ciclos ĺımites y oscilaciones
periódicas o inestables. Las soluciones están dadas por

u, v = A sin(Ωt+ φ),

donde Ω = 2π(β1β2[(1−g11)(1−g22)−g12g21])−0.5. Bajo simulaciones
numéricas encontraron casos donde las soluciones son periódicas, pero
no pudieron hallar condiciones sobre los parámetros para obtenerlas.

3.1.2. Modelo Komarova Simplificado (KS)

En 2015 Jerez y Chen [12] simplificaron la forma funcional del término
de crecimiento de las poblaciones, con el fin de poder analizar anaĺıticamen-
te la estabilidad sobre los puntos de equilibrios. Las hipótesis consideradas
para este modelo son las mismas que el modelo anterior (A1-A9), conside-
rando las siguientes simplificaciones:

(A10) La población de osteoclastos consiste de osteoclastos activos y pre-
cursores de osteoclastos. La población de osteoblastos consiste de
osteoblastos activos y osteoblastos de respuesta.



3.1. MODELOS DETERMINISTAS 19

(A11) El efecto de los agentes autocrinos en las tasas de producción es
proporcional a su respectiva población.

(A12) Para los agentes autocrinos se mantendrá una aproximación por ley
de potencias.

Bajo estas hipótesis, el modelo simplificado es

du

dt
= α1uv

γ1 − β1u,

dv

dt
= α2u

γ2v − β2v,

dz

dt
= −k1 máx[u− v̄, 0] + k2 máx[v − ū, 0], (3.1.3)

donde u y v son las densidades de osteoclastos y osteoblastos, respecti-
vamente; ū y v̄ son las poblaciones de osteoclastos y osteoclastos en el
estado-estacionario, y αi, βi y γi son como en el modelo (3.1.1). Asumire-
mos que αi, βi ≥ 0 para i = 1, 2, γ1 < 0 y γ2 > 0.

El punto estacionario del sistema es:

(ū, v̄) =

((β2

α2

) 1
γ2 ,
(β1

α1

) 1
γ1

)
. (3.1.4)

Un resultado importante en este trabajo fue hallar condiciones sufi-
cientes sobre los parámetros para caracterizar las soluciones periódicas, las
cuales los autores reflejan en el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1 El sistema (3.1.3), bajo condiciones iniciales positivas y
verificando que γ1γ2 ≤ 0, posee una única solución periódica positiva, la
cual oscila alrededor del punto de equilibrio (3.1.4).

A continuación se presenta una simulación de este modelo, donde pueden
apreciarse oscilaciones estables asociadas a una remodelación ósea natural.
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Figura 3.1: Simulación del modelo simplificado (3.1.3) con los siguientes
parámetros: α1 =0.3, α2 =0.1, β1 = 0.2, β2 = 0.02 γ1 = −0.3, γ2 = 0.5,
k1 = 0.093, k2 = 0.00032. Condiciones iniciales: u1(0) = 10.0, u2(0) = 1.0,
z(0) = 95.5.

3.1.3. Modelo OB-OC-CC

Aqúı se presenta el modelo desarrollado en [2] que describe la dinámica
del cáncer de hueso basado en la interacción de las células cancerosas (CC)
con las células de la BMU (OCs y OBs). Este modelo se construye a partir
del modelo (3.1.3), considerando las hipótesis A1-A12, y asumiendo las
siguientes simplificaciones:

(A13) Las CCs modifican la interacción natural de los OCs y OBs. Los OCs
y los OBs a su vez intervienen en la dinámica de crecimiento de las
CCs

(A14) Las CCs y los OCs mantienen una relación de mutualismo. Este mu-
tualismo es indirecto: Las CCs expresan PTHrP, el cual aumenta la
expresión de RANKL y disminuye la expresión de OPG en los OBs, y
este cambio de proporción de agentes estimula la activación de OCs.
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(A15) La interacción entre CCs y OBs podŕıa generar un efecto de compe-
tencia o de mutualismo en los OBs (dependiendo del tipo de cáncer),
y también puede generar un efecto de competencia en las CCs debido
al secuestro de TGF-β y otros agentes por ambas poblaciones.

De esta forma, el modelo propuesto por el autor es

du

dt
= α1uv

γ1 − β1u+ σ1uw,

dv

dt
= α2u

γ2v − β2v + σ2vw,

dw

dt
= rw

(
1− w

K

)
− β3w + σ3u

γ2w + σ4v
γ1w, (3.1.5)

donde u, v y w son las poblaciones de osteoclastos, osteoblastos y células
del cáncer, r y K son la tasa de crecimiento y la capacidad de carga del
tumor asociadas a la parte loǵıstica del cáncer; σ1, σ3 y β3 son constantes
positivas, σ4 es no-negativa, y σ2 puede ser negativa o positiva, dependiendo
del tipo de interacción entre los OBs y las CCs, la cual viene determina-
da por el tipo de lesión a considerar. Los demás parámetros son como antes.

Por simplicidad, los puntos de equilibrio y el análisis de estabilidad se
trabajan en la siguiente forma adimensional de (3.1.5):

dua
dτ

= uav
γ1
a −B1ua +K1uawa,

dva
dτ

= uaγ2va −B2va +K2vawa,

dwa
dτ

= wa(1− wa)−B3wa +K3u
γ2
a wa +K4v

γ1
a wa, (3.1.6)

donde:

B1 =
β1

r
, B2 =

β2

r
, B3 =

β3

r
, τ = rt,

K1 =
σ1K

r
, K2 =

σ2K

r
, K3 =

σ3

α2
, K4 =

σ4

α1
,

ua =
( r
α2

) 1
γ2 u, va =

( r
α1

) 1
γ1 v wa = Kw.



22 CAPÍTULO 3. ANTECEDENTES MATEMÁTICOS

Para este modelo, ua, va y wa son las variables adimensionales de os-
teoclastos, osteoblastos y células del cáncer; Bi, K1 y K3 son positivas, K4

es no negativa (pues σ4 lo es) y K2 puede ser positiva o negativa, según el
signo de σ2.

Usando el sistema (3.1.6), el autor presenta los siguientes casos de es-
tabilidad.

Estado de equilibrio libre de cáncer

En este estado el sistema sólo cuenta con la presencia de OCs y OBs, lo
que corresponde a una BMU sana. El estado de equilibrio para el sistema
(3.1.6) es

(ūa, v̄a, w̄a) =
(
B

1
γ2
2 , B

1
γ1
1 , 0

)
. (3.1.7)

El siguiente resultado es probado en [2]:

Proposición 3.1.2 El estado de equilibrio libre de cáncer (3.1.5) es ines-
table si:

α1β2σ3 + α2β1σ4

α1α2
> β3 − r. (3.1.8)

Por otro lado, si se cumple la desigualdad invertida en (3.1.8), si se satis-
face la condición γ1γ2 ≤ 0, si uw(0) = 0 y además u(0), v(0) > 0, entonces
el sistema (3.1.5) tiene una única solución periódica que oscila alrededor
del estado de equilibrio libre de cáncer (3.1.7).

A continuación se presentan algunas simulaciones hechas a este modelo:
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Figura 3.2: Simulación del modelo (3.1.4) con los siguientes parámetros:
α1 = 0.3, α2 = 0.1, β1 = 0.2, β2 = 0.05, γ1 = −0.3, γ2 = 0.5, σ1 = 0.001,
σ2 = −0.00005, σ3 = 0.005, σ4 = 0.0, r = 0.045, K = 300, β3 = 0.05
k1 = 0.075, k2 = 0.000835. Condiciones iniciales: ua(0) = 10.0, va(0) = 5.0,
wa(0) = 50.0 z(0) = 40.0.

En la figura 3.2 se aprecia cómo las células del cáncer fallan en lo-
grar una invasión, permitiendo a las BMUs tener una dinámica oscilatoria,
justificada en el modelo (3.1.3).

Estado de equilibrio de invasión de cáncer

Para este punto el sistema mantiene una población positiva de células
de cáncer, lo que corresponde a una invasión metastásica ósea en la BMU.
Este estado de equilibrio para el sistema adimensional (3.1.6) está definido
por

w∗a =
1 +K3B2 +K4B1 −B3

1 +K2K3 +K1K4
,

v∗a = (B2 −K2w
∗
a)

1
γ2 ,

u∗a = (B1 −K1w
∗
a)

1
γ1 . (3.1.9)
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Para obtener mayor información del polinomio caracteŕıstico por medio
del criterio de Routh-Hurwitz, en [2] se propuso la siguiente hipótesis de
simplificación:

(A16) Sea K4 = 0. Biológicamente, equivale a suponer que los OBs no
afectan las tasas de crecimiento de las CCs de manera directa sino
sólo de manera indirecta al activar a los OCs.

Con esta nueva suposición, se tiene que los puntos de equilibrio son:

w∗a =
1 +K3B2 −B3

1 +K2K3
,

v∗a = (B2 −K2w
∗
a)

1
γ2 ,

u∗a = (B1 −K1w
∗
a)

1
γ1 . (3.1.10)

Dado que el signo de K2 puede ser positivo o negativo, en [2] se analizó la
estabilidad en cada caso, obteniendo los siguientes resultados:

CASO 1: K2 < 0. Este caso modela el efecto negativo que las células
cancerosas tienen sobre los osteoblastos, debido a la competencia de agen-
tes activadores. Usando el criterio de Routh-Hurwitz, el autor obtuvo la
siguiente condición de estabilidad:

Proposición 3.1.3 Supongamos que K4 = 0 y K2 < 0. Si

v3∗
(

1 +
1

K2γ1

)
<
B1

K1
y −K2K3 < 1, (3.1.11)

entonces el estado de equilibrio de invasión de cáncer adimensional (3.1.10)
es localmente asintóticamente estable.

A continuación se presenta una simulación numérica:
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Figura 3.3: Simulación del modelo (3.1.5) con los siguientes parámetros:
α1 = 0.3, α2 = 0.1, β1 = 0.2, β2 = 0.05, γ1 = −0.3, γ2 = 0.5, σ1 =
0.001, σ2 = −0.005, σ3 = 0.001, σ4 = 0.0, r = 0.055, K = 300, β3 = 0.05
k1 = 0.042, k2 = 0.0014. Condiciones iniciales: ua(0) = 10.0, va(0) = 5.0,
wa(0) = 1.0 z(0) = 100.0.

En la figura 3.3 se aprecia la persistencia del cáncer, la cual corresponde
a un punto de equilibrio estable. La dinámica exhibida puede estar asociada
a una lesión osteoĺıtica debido a la cantidad de osteoclastos presentes con
respecto a la de osteoblastos.

CASO 2: K2 > 0. Este caso modela el mutualismo que presentan las
células cancerosas y los osteoblastos, lo cual puede deberse a que el cáncer
estimula la proliferación de osteoblastos, aśı como la producción de RANKL.
En este caso el autor obtuvo el siguiente resultado:

Proposición 3.1.4 Supongamos que K4 = 0 y K2 > 0. Entonces el estado
de equilibrio de invasión de cáncer adimensional (3.1.10) es inestable

A continuación presentamos una simulación:
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Figura 3.4: Simulación del modelo (3.1.5) con los siguientes parámetros:
α1 = 0.3, α2 = 0.1, β1 = 0.2, β2 = 0.05, γ1 = −0.3, γ2 = 0.5, σ1 =
0.001, σ2 =0.0001, σ3 = 0.005, σ4 = 0.0, r = 0.055, K = 300, β3 = 0.05
k1 = 0.075, k2 = 0.00085. Condiciones iniciales: ua(0) = 10.0, va(0) = 5.0,
wa(0) = 1.0 z(0) = 100.0.

En esta simulación el estado de equilibrio de invasión de cáncer es ines-
table. Dado que el crecimiento del cáncer no logra estabilizarse, esto pro-
mueve un considerable aumento de osteoblastos, lo cual refleja una lesión
osteoblástica.

3.2. Modelos Estocásticos

Actualmente no hay ningún modelo estocástico que describe el cre-
cimiento del cáncer de hueso, pero śı hay un primer modelo diferencial
estocástico que incluye los variaciones medioambientales que afectan la
dinámica de la BMU [13].
Estas variaciones aleatorias se modelan mediante ruido blanco o Browniano
que se incluye aplicando la técnica de perturbación de parámetros (Apéndi-
ce A.5) al modelo KS. A continuación se presenta esta versión estocástica
del modelo KS y los resultados que se obtuvieron de su análisis usando
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herramientas del cálculo de Itô, véase Apéndice A.

3.2.1. Modelo KS estocástico

Jerez et al. en [13] construyen un modelo estocástico para describir la
dinámica de la BMU basado en el modelo determinista (3.1.3) y mediante
la técnica de perturbación de parámetros en las tasas de mortalidad de
los osteoclastos y osteoblastos. Consideran la degradación celular βi en el
intervalo [t, t+dt) donde dt es el cambio infinitesimal sobre la variable t, de
modo que redefinen dicho coeficiente bajo perturbación estocástica como

βi  βi + δidB
i
t, i = 1, 2, (3.2.1)

donde dBi
t = Bi

t+dt − Bi
t es el incremento de un movimiento Browniano

2-dimensional {Bt := (B1
t , B

2
t ), t ≥ 0} y δi representa la intensidad de la

variación ambiental en el proceso de remodelación ósea. Los autores asu-
men que las tasas de degradación celular de osteoclastos y osteoblastos se
distribuye normal con media βidt y varianza δ2

i dt. De este modo, conside-
rando las hipótesis (A1)-(A12) y sustituyendo (3.2.1) en (3.1.3), el modelo
propuesto por Jerez et al. es

dut = ut(α1v
γ1
t − β1)dt+ δ1utdB

1
t ,

dvt = vt(α2u
γ2
t − β2)dt+ δ2vtdB

2
t , (3.2.2)

donde ut, vt representan las poblaciones de osteoclastos y osteoblastos al
tiempo t respectivamente, y δi representa la peturbación aplicada a la tasa
βi.

Un primer resultado obtenido en el art́ıculo es la existencia, unicidad y
positividad de la solución del modelo (3.2.2):

Teorema 3.2.1 Si las siguientes condiciones

(i) γ1 < 0 y γ2 > 0,

(ii) |γ1| < γ2,

(iii) α1γ2 ≤ α2|γ1|,
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se satisfacen, entonces para toda condición inicial positiva (u0, v0) el siste-
ma (3.2.1) tiene una única solución positiva global (ut, vt) para toda t ≥ 0,
y dicha solución permanece en R2

+ = {(x, y) ∈ R2 : x, y > 0} con probabi-
lidad uno.

Teorema 3.2.2 Si las hipótesis (i)-(iii) se mantienen, y además para toda
condición inicial positiva (u0, v0) se verifica que

(iv) −1 < γ1 < 0 y 0 < γ2 < 1,

(v) existe p > 1 tal que βi >
1
2p(p− 1)σi para i = 1, 2,

la solución (ut, vt) del sistema (3.2.2) tiene acotado su p-ésimo momento
para p ≥ 1.

El único punto de equilibrio estocástico del sistema (3.2.2) es el trivial,
sin embargo los autores probaron que bajo ciertas condiciones la solución
tiene un comportamiento oscilatorio fluctuante, lo cual refleja lo estudiado
biológicamente bajo la intervención de ruido aleatorio. Dicho resultado se
exhibe a continuación:

Teorema 3.2.3 Asumiendo que las hipótesis (i)-(iii) se mantienen, en-
tonces para toda condición inicial positiva (u0, v0), la solución (ut, vt) del
sistema (3.2.2) satisface

ĺım sup
t→∞

ut ≥ ξ2, ĺım sup
t→∞

vt ≥ ξ1; a.s.,

y

ĺım inf
t→∞

ut ≤ ξ2, ĺım inf
t→∞

vt ≤ ξ1; a.s.,

donde

ξ1 =

(
β1 + 1

2σ
2
1

α1

) 1
γ2

y ξ2 =

(
β2 + 1

2σ
2
2

α2

) 1
2

.
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Figura 3.5: Simulación del modelo (3.2.2) con condición inicial (u0, v0) =
(10, 0.7).

La figura 3.5 exhibe el comportamiento de las células de la BMU bajo las
condiciones del teorema 2.2.3. La dinámica de los osteoclastos y osteoblas-
tos presentan fluctuaciones que, aunque no son constantes, se mantiene en-
torno al punto umbral (ξ1, ξ2) ≈ (1.56, 0.01). La población de osteoblastos,
tras un primer salto inicial, tiene una población baja que posteriormente
intenta recuperar, bajando nuevamente. La población de osteoclastos, por
el contrario, se mantiene casi constante. Este efecto refleja como la pro-
ducción de osteoblastos y osteoclastos puede variar según el individuo, sea
por causas biológicas o de enfermedad, y dicha variación se refleja en el
comportamiento fluctuante de la población. Para más detalles del análisis
y discusión biológica consultar el trabajo [13].
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Caṕıtulo 4

Modelo OC-OB-CC
Estocástico

En este caṕıtulo se construye el modelo diferencial estocástico basado en
el modelo determinista OC-OB-CC (3.1.5) y siguiendo el análisis realizado
al modelo (3.2.2) presentado en el caṕıtulo anterior. Para esto, se asume que
el crecimiento de las células del cáncer no siguen un patrón determinista,
lo cual tiene sentido biológico, puesto que en la vida real el crecimiento de
un tumor no es el mismo para todas las personas, aún bajo condiciones
similares.

4.1. Modelo OC-OB-CC

Sea (Ω,F , (Ft)t≥0, P ) un espacio de probabilidad completo con filtra-
ción que satisface las condiciones usuales (Apéndice A.1) y que está gene-
rado por un movimiento Browniano 3-dimensional {Bt = (B1

t , B
2
t , B

3
t )}t≥0

(Apéndice A.2). Dado que los modelos deterministas no consideran la va-
riabilidad inherente que existe en los factores de crecimiento y muertes de
las unidades de BMU y del cáncer, se presenta una extensión del modelo
(3.1.5), donde mediante la técnica de perturbación de parámetros (Apéndi-
ce A.5). Para ello, se considera la tasa de degradación celular de osteoclastos
y osteoblastos βi, i = 1, 2, y la tasa de crecimiento del cáncer r en el in-
tervalo [t, t+ dt), donde dt es un cambio infinitesimal en la variable t, y se

31
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redefinen dichos coeficientes por:

β1  β1 + δ1dB
1
t ,

β2  β2 + δ2dB
2
t ,

r  r + δ3dB
3
t ,

donde dBi
t = Bi

t+dt − Bi
t es un incremento en el movimiento Browniano

unidimensional Bi
t, i = 1, 2, 3, y δi representa la variación ambiental incor-

porada al sistema. Se asume que la tasa de mortalidad de osteoclastos y
osteoblastos se distribuye N (βidt, δ

2
i dt) para i = 1, 2, y la tasa de reproduc-

ción del cáncer se distribuye N (rdt, δ2
3dt). De esta forma, considerando las

hipótesis (A1)-(A15), se obtiene el siguiente modelo OC-OB-CC estocásti-
co:

dut = (α1utv
γ1
t − β1ut + σ1utwt)dt+ δ1utdB

1
t ,

dvt = (α2u
γ2
t vt − β2vt + σ2vtwt)dt+ δ2vtdB

2
t ,

dwt =
[
rwt

(
1− wt

K

)
− β3wt + σ3u

γ2
t wt + σ4v

γ1
t wt

]
dt

+δ3wt

(
1− wt

K

)
dB3

t . (4.1.1)

En las secciones siguientes, se estudiará la solución del sistema y se
proporcionarán algunos resultados anaĺıticos.

4.2. Existencia, Unicidad y Positividad de la so-
lución

En el caṕıtulo 1 se habló sobre la bioloǵıa del cáncer. Dado que las
células del cáncer, al formar tumores, van creciendo tanto como el ambiente
se los permita, es de esperar que su crecimiento esté limitado por el mismo
ambiente. De esta forma, se consideran las siguientes hipótesis:

(H1) La población de células cancerosas está acotada por la capacidad del
ambiente de brindarle nutrientes y espacio para su desarrollo,

(H2) γ1 < 0 y γ2 > 0,

(H3) |γ1| ≤ γ2,



4.2. EXISTENCIA, UNICIDAD Y POSITIVIDAD DE LA SOLUCIÓN33

(H4) γ1σ2 − γ2σ1 < 0,

(H5) γ2α1 + γ1α2 < 0,

y denotemos por Ω+ = {(x, y, z) : x, y > 0, z ∈ (0, N)} ⊂ R3
+ donde N ∈ N.

La hipótesis (H2) es biológica, pues describe el efecto inhibidor de los os-
teoblastos en la formación de osteoclastos (γ1) y el efecto estimulante de los
osteoclastos en la formación de osteoblastos (γ2) [12]. Las hipótesis (H3)-
(H5) son de ı́ndole matemático, que describe la relación del efecto paracrino
de los osteoclastos y osteoblastos en sus propias tasas de producción (α1,
α2), aśı como en la interacción que presentan con las células del cáncer (σ1,
σ2).

A partir de las hipótesis anteriores y asumiendo una interpretación del
tipo Itô para el sistema (4.1.1), se prueba el siguiente teorema:

Teorema 4.2.1 (Existencia, Unicidad y Positividad) Supongamos que
las condiciones (H1)-(H5) se satisfacen. Entonces para toda condición ini-
cial (u0, v0, w0) ∈ Ω+ el sistema (4.1.1) posee una solución global única por
trayectorias (ut, vt, wt) para toda t ≥ 0 y dicha solución permanece en Ω+

a.s.

Demostración: Para que el sistema esté bien definido, consideremos:

dut = 1Ω+(α1utv
γ1
t − β1ut + σ1utwt)dt+ 1Ω+(δ1ut)dB

1
t ,

dvt = 1Ω+(α2u
γ2
t vt − β2vt + σ2vtwt)dt+ 1Ω+(δ2vt)dB

2
t ,

dwt = 1Ω+

(
rwt

(
1− wt

K

)
− β3wt + σ3u

γ2
t wt + σ4v

γ1
t wt

)
dt

+1Ω+(δ3wt

(
1− wt

K

))
dB3

t .

Este sistema es continuamente diferenciable en Ω+, entonces para cual-
quier compacto C ⊂ Ω+ se puede aplicar el Teorema del Valor Medio1

1Teorema del Valor Medio: Sea A ⊂ Rd un conjunto abierto y convexo y f : A→ R
ua función real diferenciable en A. Entonces se tiene que

f(b)− f(a) = Df(c)(b− a),

donde Df(c) es la aplicación lineal que representa el jacobiano (gradiente) y c = a +
θ(b− a) con 0 < θ < 1.
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a los coeficientes del sistema y considerar la cota de la derivada de los
coeficientes la constante de Lipschitz, y por la definición A.4.5 se sigue
que los coeficientes son localmente Lipschitz en Ω+. De esta forma por
el teorema A.4.1 (Apéndice A.4) el sistema diferencial anterior posee una
solución local maximal única por trayectorias {(ut, vt, wt)}0≤t<τ que co-
mienza en (u0, v0, w0) ∈ Ω+, donde τ es un tiempo de paro (definiciones
A.4.1 y A.4.2). Más aún, para cada compacto C ⊂ Ω+ existe t < τ tal que
(ut, vt, wt) /∈ C. Usando la técnica de localización ([4] y [9]) veamos que
τ = ∞ para tener una solución global. Para ello procedamos por contra-
dicción: supongamos que τ < ∞ a.s. Sea k0 suficientemente grande para
u0, v0 y w0 tal que u0, v0 ∈ [ 1

k0
, k0] y w0 ∈ [ 1

k0
, N − 1

k0
]. Para cada entero

k > k0 definamos

τk := ı́nf{t ∈ [0, τ) : ut /∈ (1/k, k) ∨ vt /∈ (1/k, k) ∨ wt /∈ (1/k,N − 1/k)},

donde x∨y representa el máximo entre x y y. Dado que el proceso {(ut, vt, wt)}
es continuo, en particular es cadlag, luego por el teorema A.1.2 (Apéndi-
ce A.1) τk es tiempo de paro cada k ≥ k0. Considerando el compacto
Dk = [ 1

k , k] × [ 1
k , k] × [ 1

k , N −
1
k ] ⊂ Ω+, por el corolario A.4.2 se tiene

que ı́nf{t ∈ [0, τ) : (ut, vt, wt) /∈ Dk} < τ y por tanto τk < τ para cada
k ≥ k0. Dado que τk es creciente conforme k →∞, sea τ∞ = ĺım

k→∞
τk, donde

τ∞ ≤ τ a.s. Puesto que τ < ∞, entonces existen un par de constantes
T > 0 y ε ∈ (0, 1) tales que

P{τ∞ ≤ T} > ε.

Por lo tanto, existe un entero k1 > k0 tal que

P{Ωk} ≥ ε ∀k ≥ k1,

donde Ωk = {τk ≤ T}. Ahora, tomando Z = (x, y, z) ∈ Ω+
3 , definimos la

siguiente C2-función V : Ω3
+ → R+ por:

V (Z) = x−γ2yγ1 + xγ2 + yγ1 + z−1,

la cual es no-negativa. Aplicando la fórmula de Itô [20] en el sistema (4.1.1),
obtenemos

dV (Z) = f(Z)dt+ g(Z)dBt, (4.2.1)



4.2. EXISTENCIA, UNICIDAD Y POSITIVIDAD DE LA SOLUCIÓN35

donde

f(Z) = (−γ2x
−γ2yγ1 + γ2x

γ2)(α1y
γ1 − β1 + σ1z)︸ ︷︷ ︸

f1

+ (γ1x
−γ2yγ1 + γ1y

γ1)(α2x
γ2 − β2 + σ2z)︸ ︷︷ ︸

f2

+
(−1

z2

)(
rz
(

1− z

K

)
− b3z + σ3x

γ2z + σ4y
γ2z
)

︸ ︷︷ ︸
f3

+
1

2
δ2

1

(
− γ2(−γ2 − 1)x−γ2yγ1 + γ2(γ2 − 1)xγ2

)
︸ ︷︷ ︸

f4

+
1

2
δ2

2

(
γ1(γ1 − 1)x−γ2yγ1 + γ1(γ1 − 1)yγ1

)
︸ ︷︷ ︸

f5

+ δ2
3z

2
(

1− z

K

)2( 1

z3

)
︸ ︷︷ ︸

f6

,

g(Z) = (−γ2x
−γ2yγ1 + γ2x

γ2)δ1x+ (γ1x
−γ2yγ1 + γ1y

γ1)δ2y

+δ3z
(

1− z

K

)(−1

z2

)
.

Se acota cada sumando de f como sigue:

f1 ≤ γ2β1x
−γ2yγ1 − γ2σ1x

−γ2y−γ1z + γ2α1x
γ2yγ1 + γ2σ1x

γ2z,

f2 ≤ |γ1|β2x
−γ2yγ1 + γ1σ2x

−γ2y−γ1z + γ1α2x
γ2yγ1 + |γ1|β1y

γ1 + γ1σ2y
γ1z,

f3 ≤ r

K
+
β3

z
,

f4 ≤ 1

2
δ2

1γ2(γ2 + 1)x−γ2yγ1 ,

f5 ≤ 1

2
δ2

2

(
|γ1|(|γ1|+ 1)x−γ2yγ1 + |γ1|(|γ1|+ 1)yγ1

)
,

f6 ≤ δ2
3

z
+

δ2
3

K2
z.
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Agrupando f1 y f2:

f1 + f2 ≤ (γ2β1 + |γ1|β2)x−γ2yγ1 + |γ1|β2y
γ1 + (γ1σ2 − γ2σ1)︸ ︷︷ ︸

<0 por (H4)

x−γ2yγ1z

+ (γ2α1 + γ1α2)︸ ︷︷ ︸
<0 por (H5)

xγ2yγ1 + (γ2σ1x
γ2 + γ1σ2y

γ1)z

≤ (γ2β1 + |γ1|β2)x−γ2yγ1 + |γ1|β2y
γ1

+ (γ2σ1x
γ2 + γ1σ2y

γ1)N. (4.2.2)

Agrupando f3 y f6:

f3 + f6 ≤ r

K
+

β3 + δ2
3

z
+

δ2

K2
z

≤ r

K
+

β3 + δ2

z
+

δ2
3

K2
N︸ ︷︷ ︸

z<N

=
r

K
+

β3 + δ2

z
+

δ2
3

K2
N

≤ r

K
+

β3 + δ2

z
+

δ2
3

K2
N. (4.2.3)

Sumando (4.2.2) y (4.2.3):

f1 + f2 + f3 + f6 ≤ (γ2β1 + |γ1|β2)x−γ2yγ1 + |γ1|β2y
γ1

+
r

K
+

β3 + δ2
3

z
+

δ2
3

K2
N

+ (γ2σ1x
γ2 + γ1σ2y

γ1)N. (4.2.4)

Sustituyendo (4.2.4) en (4.2.1):

dV (Z) ≤ (a1x
−γ2yγ1 + a2x

γ2 + a3y
γ1 + a4z

−1 + a5)dt+ g(Z)dBt

≤ a(V (Z) + 1)dt+ g(Z)dBt, (4.2.5)
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donde

a1 = γ2β1 + |γ1|β2 +
1

2
δ2

1γ2(γ2 + 1) +
1

2
δ2

2 |γ1|(|γ1|+ 1),

a2 = γ2σ1N,

a3 = |γ1|β2 +
1

2
δ2

2 |γ1|(|γ1|+ 1),

a4 = β3 + δ2
3

a5 =
r

K
+

δ2
3

K2
,

a = max{a1, a2, a3, a4, a5}.

Integrando (4.2.5) se tiene que, para toda t ∈ [0, T ] y k ≥ k1:

Z(t ∧ τk)− Z(0) = a

∫ t∧τk

0
V (Z(s))ds+ a(t ∧ τk) +

∫ t∧τk

0
g(Z(s))dBs,

donde x∧ y denota el mı́nimo entre x y y. Tomando la esperanza y usando
propiedades de la integral de Itô y el teorema de Fubini2:

EV (Z(t ∧ τk)) ≤ V (Z(0)) + a(t ∧ τk) + aE
∫ t∧τk

0
V (Z(s))ds

= V (Z(0)) + a(t ∧ τk) + aE
∫ t

0
V (Z(s ∧ τk))ds

= V (Z(0)) + a(t ∧ τk) + a

∫ t

0
EV (Z(s ∧ τk))ds.

2Teorema de Fubini: Sean (X,M, µ) y (Y,N , ν) dos espacios de medida σ-finitos.
Si f : X × Y → R es medible y positiva, entonces las funciones

x → g(x) =

∫
Y

fxdν

y → h(y) =

∫
X

fydµ

son medibles y además se tiene:∫
X×Y

f(x, y)d(µ× ν) =

∫
X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)dµ(x)

)
dν(y).
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Aplicando la desigualdad de Gronwall3, obtenemos:

EV (Z(T ∧ τk)) ≤ C,

donde C = (V (Z0) + a(T ∧ τk))eaT . Dado que P{Ωk} ≤ ε para k ≥ k1,
entonces para toda ω ∈ Ωk, tenemos que uτk o vτk pertenecen a {1/k, k} o
wτk pertenece a {1/k,N − k}, y por (H3) se tiene que

V (Zτk(ω)) ≥ kγ2+γ1 .

De esta forma, se sigue que

C ≥ E
[
1ΩkV (Zτk(ω))

]
≥ P{Ωk}kγ2+γ1 ≥ εkγ2+γ1 ,

donde 1Ωk es la función indicadora de Ωk. Tomando k →∞ obtenemos la
contradicción ∞ > C =∞, y por tanto τ∞ = τ =∞ a.s. En consecuencia
por la continuidad del proceso (ut, vt, wt), se tiene que

{t ∈ [0,∞) : ut /∈ (0,∞) ∨ vt /∈ (0,∞) ∨ wt /∈ (0, N)} = ∅ a.s.

Por tanto la solución al sistema (4.1.1) es global y permanece en Ω+ a.s.

4.3. Comportamiento Asintótico de la Solución

Una vez garantizada la existencia, unicidad y positividad de la solución,
es de interés conocer el comportamiento de la misma, en especial conforme
t→∞. A pesar que el único punto de equilibrio estocástico del modelo es
el trivial, se estudia el comportamiento de las soluciones en torno a ciertos
puntos de interés, inspirados a partir de los puntos de equilibrio del modelo
(3.1.5). Bajo esta motivación, se tienen los siguientes teoremas:

3Desigualdad de Gronwall: Sea T > 0 y c ≥ 0. Sean u, v : [0, T ]→ [0,∞) funciones
continuas no negativas. Si

u(t) ≤ c+

∫ t

0

v(s)u(s)ds para toda t ∈ [0, T ],

entonces

u(t) ≤ cexp

(∫ t

0

v(s)ds

)
para toda t ∈ [0, T ].
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Teorema 4.3.1 (Extinción del cáncer) Dado el modelo (4.1.1), si se
satisfacen las hipótesis (H1)-(H5) y además:

(i) βi + 1
2δ

2
i − σiN > 0 para i = 1, 2,

(ii) r > δ2
3,

(iii) r − β3 + σ3
β2
α2

+ σ4
β1
α1

+ 1
2

(
σ3
α2
δ2

2 + σ4
α1
δ2

1 − δ2
3

)
< 0.

Entonces la solución (ut, vt, wt) ∈ Ω+ satisface lo siguiente:

ĺım sup
t→∞

ut > ξ2, ĺım sup
t→∞

vt > ξ1 a.s.; (4.3.1)

ĺım inf
t→∞

ut < ξ2, ĺım inf
t→∞

vt < ξ1 a.s.; (4.3.2)

ĺım
t→∞

wt = 0 a.s., (4.3.3)

donde

ξ1 =

(
β1 + 1

2δ
2
1

α1

) 1
γ1

y ξ2 =

(
β2 + 1

2δ
2
2

α2

) 1
γ2

.

Demostración: Dado que el proceso (ut, vt, wt) ∈ Ω+ a.s., consideremos
el proceso (xt, yt, zt) = (log (ut), log (vt), log (wt)). Entonces, por la fórmula
de Itô [20], se tiene que

log (ut) = log (u0) +

∫ t

0

(
α1v

γ1
s − β1 + σ1ws −

1

2
δ2

1

)
ds+M1(t),

log (vt) = log (v0) +

∫ t

0

(
α2u

γ2
s − β2 + σ2ws −

1

2
δ2

2

)
ds+M2(t),

log (wt) = log (w0) +

∫ t

0

[
r
(

1− ws
K

)
− β3 + σ3u

γ2
s + σ4v

γ1
s

−1

2
δ2

3

(
1− ws

K

)2]
ds+M3(t),

donde

M1(t) =

∫ t

0
δ1dB

1
s , M2(t) =

∫ t

0
δ2dB

2
s , M3(t) =

∫ t

0
δ3

(
1− ws

K

)
dB3

s .

Veamos primero que M1, M2 y M3 son martingalas y satisfacen la La Ley
de los grandes números para Martingalas (Apéndice A.2). Sea ψ(t) := δ1.
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Dado que ψ es idénticamente constante, entonces ψ ∈ M2([0, t];R) para
cada t ∈ [0,∞). Aśı, por el teorema A.3.2 (Apéndice A.3), M1 es una
martingala continua, y además

ĺım sup
t→∞

〈M1,M1〉t
t

= ĺım sup
t→∞

∫ t
0 |δ1|2ds

t
= ĺım sup

t→∞
δ2

1 <∞.

Por tanto M1 satisface el teorema A.2.1. Análogamente se sigue que M2

es martingala y satisface el teorema A.2.1. Para M3, dado que wt ∈ (0, N)
a.s., por propiedades de la integral de Itô, M3(t) <

∫ t
0 δ3dB

3
s a.s. Luego,

análogo a M1:

ĺım sup
t→∞

〈M3,M3〉t
t

≤ ĺım sup
t→∞

∫ t
0 |δ3|2ds

t
= δ2

3 <∞,

por lo que M3 satisface el teorema A.2.1. Ahora sean β̂i := βi + 1
2δ

2
i para

cada i = 1, 2, aśı se tiene

log (ut) = log (u0) +

∫ t

0
(α1v

γ1
s − β̂1 + σ1ws)ds+M1(t), (4.3.4)

log (vt) = log (v0) +

∫ t

0
(α2u

γ2
s − β̂2 + σ2ws)ds+M2(t), (4.3.5)

log (wt) = log (w0) +

∫ t

0

[
r
(

1− ws
K

)
− β3 + σ3u

γ2
s + σ4v

γ1
s

−1

2
δ2
(

1− ws
K

)2]
ds+M3(t). (4.3.6)

Para demostrar el teorema procedamos por contradicción: Primero veamos
el caso en el que σ2 > 0. Supongamos que (4.3.1) es falso, entonces existen
Ω1, Ω2 ⊂ Ω no P-nulos para los cuales existen constantes ε1, ε2 ∈ (0, 1)
suficientemente pequeñas y constantes positivas T1 = T1(ω), T2 = T2(ω)
tales que

vt(ω) ≤ ξ1 − ε1, ∀t ≥ T1, ω ∈ Ω1, (4.3.7)

ut(ω) ≤ ξ2 − ε2, ∀t ≥ T2, ω ∈ Ω2. (4.3.8)

Ahora, usando que wt ∈ (0, N) para toda t ≥ 0, de (4.3.4) tenemos que

log (ut) ≥ log (u0) +

∫ t

0
(α1v

γ1
s − β̂1)ds+M1(t).
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Tomando f1(v) = α1v
γ1 − β̂1, observemos que f1 es decreciente (pues γ1 <

0) y f1(v) = 0 si y sólo si v = ξ1. Además

f1(v) > 0 ∀v ∈ (0, ξ1) y f1(v) < 0 ∀v ∈ (ξ1,∞).

Aśı tenemos que, por (4.3.7), para ω ∈ Ω1

f1(vt(ω)) ≥ f1(ξ1 − ε1) > 0 ∀t ≥ T1. (4.3.9)

Además, por el teorema A.2.1 (Apéndice A.2), existe ΩM1 ⊂ Ω tal que

ĺım
t→∞

1

t
M1(t) = 0 a.s. (4.3.10)

De esta forma, fijando ω ∈ Ω1 ∩Ω2 ∩ΩM1 y usando (4.3.9) y (4.3.10) para
t ≥ T = T1 ∨ T2, se tiene que

log (ut(ω)) ≥ log (u0) +

∫ T

0
f1(vs(ω))ds+ f1(ξ1 − ε1)(t− T ) +M1(t, ω),

es decir

ĺım inf
t→∞

1

t
log (ut(ω)) ≥ f1(ξ1 − ε1) > 0,

lo que implica que ĺımt→∞ ut(ω) = ∞ a.s., lo cual, por (4.3.8), es una
contradicción. Por tanto se satisface (4.3.1) para ut. Aśı, existe Ω∗2 ⊂ Ω no
P-nulo para el cual existe una constante ε∗2 ∈ (0, 1) suficientemente pequeña
y una constante positiva T ∗2 = T ∗2 (ω) tal que

ut(ω) ≥ ξ2 + ε∗2 ∀t ≥ T ∗2 , ω ∈ Ω∗2. (4.3.11)

Usando nuevamente que wt ∈ (0, N) en (4.3.5) se sigue que

log (vt) ≥ log (v0) +

∫ t

0
(α2u

γ2
s − β̂2)ds+M2(t).

Tomando g1(u) = α2u
γ2 − β̂2, tenemos que es creciente (pues γ2 > 0) y

además g1(u) = 0 si y sólo si u = ξ2. Además

g1(u) < 0 ∀u ∈ (0, ξ2) y g1(u) > 0 ∀u ∈ (ξ2,∞).
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Aśı tenemos que, por (4.3.11), para ω ∈ Ω∗2

g1(ut(ω)) ≥ g1(ξ2 + ε∗2) > 0 ∀t ≥ T ∗2 . (4.3.12)

Además, por el teorema A.2.1, existe ΩM2 ⊂ Ω tal que

ĺım
t→∞

1

t
M2(t) = 0 a.s. (4.3.13)

Tomando ω ∈ Ω1 ∩ Ω∗2 ∩ ΩM2 y usando (4.3.12) y (4.3.13) para t ≥ T =
T1 ∨ T ∗2 , se sigue que

log (vt(ω)) ≥ log (v0) +

∫ T

0
g1(us(ω))ds+ g1(ξ2 + ε∗2)(t− T ) +M2(t, ω),

es decir

ĺım inf
t→∞

1

t
log (vt(ω)) ≥ g1(ξ2 + ε∗2) > 0,

lo que implica que ĺımt→∞ vt(ω) =∞ a.s., lo cual, por (4.3.7), es una con-
tradicción. Por tanto se satisface (4.3.1) para vt.
Para probar (4.3.2), en particular probaremos que ut lo satisface para

ξ∗2 :=
(
β̂2−σ2N

α2

) 1
γ2 y vt lo satisface para ξ∗1 :=

(
β̂1−σ1N

α1

) 1
γ1 , observando

que ξ∗1 y ξ∗2 existen por (i) y además ξ∗2 < ξ2 y ξ∗1 > ξ1. Para ello proceda-
mos nuevamente por contradicción: Supongamos que es falso, aśı existen
Ω3, Ω4 ⊂ Ω no P-nulos para los cuales existen constantes ε3, ε4 ∈ (0, 1)
suficientemente pequeñas y constantes positivas T3 = T3(ω) y T4 = T4(ω)
tales que

vt(ω) ≥ ξ∗1 + ε3, ∀t ≥ T3, ω ∈ Ω3, (4.3.14)

ut(ω) ≥ ξ∗2 + ε4, ∀t ≥ T4, ω ∈ Ω4. (4.3.15)

De (4.3.4), tenemos que

log (ut) ≤ log (u0) +

∫ t

0
(α1v

γ1
s − β̂1 + σ1N)ds+M1(t).

Tomando f2(v) = α1v
γ1− β̂1 +σ1N , tenemos que es decreciente y f2(v) = 0

si y sólo si v = ξ∗1 . Aśı, por (4.3.14):

f2(vt(ω)) ≤ f2(ξ∗1 + ε3) < 0, ∀t ≥ T3. (4.3.16)
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Luego, fijando ω ∈ Ω3 ∩ Ω4 ∩ ΩM2 y usando (4.3.10) y (4.3.16) para toda
t ≥ T = T3 ∨ T4

log (ut(ω)) ≤ log (u0) +

∫ T

0
f2(vs(ω))ds+ f2(ξ∗1 + ε3)(t− T ) +M1(t, ω),

es decir

ĺım sup
t→∞

1

t
log (ut(ω)) ≤ f2(ξ∗1 + ε3) < 0,

lo que implica que ĺımt→∞ ut(ω) = −∞ a.s., lo cual contradice (4.3.15).
Aśı existe Ω∗4 ⊂ Ω no P-nulo para el cual existe una constante ε∗4 ∈ (0, 1)
suficientemente pequeña y una constante positiva T ∗4 = T ∗4 (ω) tal que

ut(ω) ≤ ξ∗2 − ε∗4 ∀t ≥ T ∗4 , ω ∈ Ω∗4. (4.3.17)

Dado que

log (vt) ≤ log (v0) +

∫ t

0
(α2u

γ2
s − β̂2 + σ2N)ds+M2(t),

sea g2(u) = α2u
γ2 − β̂2 + σ2N creciente y que se anula en ξ∗2 . Aśı usando

g2 en (4.3.17), para ω ∈ Ω∗4

g2(ut(ω)) ≤ g2(ξ∗2 − ε∗4) < 0, ∀t ≥ T ∗4 . (4.3.18)

Tomando ω ∈ Ω3 ∩ Ω∗4 ∩ ΩM2 y usando (4.3.13) y (4.3.18) para t ≥ T =
T3 ∨ T ∗4

log(vt(ω)) ≤ log (v0) +

∫ T

0
g2(us(ω))ds+ g2(ξ∗2 − ε∗4)(t− T ) +M2(t, ω),

es decir

ĺım sup
t→∞

1

t
log(vt(ω)) ≤ g2(ξ∗2 − ε∗4) < 0,

lo cual implica que ĺımt→∞ vt(ω) = −∞ a.s., lo cual contradice (4.3.14).
Por tanto se satisface que ĺım inft→∞ vt < ξ∗1 . Ahora, suponiendo que existe
Ω∗3 ⊂ Ω no P-nulo tal que

vt(ω) ≥ ξ1 + ε∗3, ∀t ≥ T ∗3 , ω ∈ Ω∗3,
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al usar nuevamente (4.3.17) y (4.3.18), se sigue que se satisface (3.3.2) para
vt.
Ahora, para probar (4.3.3), consideremos las siguientes cotas:

r
(

1− wt
K

)
− 1

2
δ2

3

(
1− wt

K

)2
= r −

(r − δ2
3

K

)
︸ ︷︷ ︸
>0 por(ii)

wt −
1

2
δ2

3 −
δ2

3

2K
wt

≤ r − 1

2
δ2

3 . (4.3.19)

Además, como ut(ω) ≤ ξ2 − ε4∗, entonces

uγ2t (ω) ≤ (ξ2 − ε∗4)γ2 < ξγ22 =
β̂2

α2
, ∀t ≥ T ∗4 , ω ∈ Ω∗4. (4.3.20)

Análogamente, de (4.3.1) se sigue que existe Ω∗1 ⊂ Ω no P-nulo para el cual
existe ε∗1 ∈ (0, 1) suficientemente pequeña tal que

vγ1t (ω) ≤ (ξ1 + ε∗1)γ1 < ξγ11 =
β̂1

α1
, ∀t ≥ T ∗1 , ω ∈ Ω∗1. (4.3.21)

Además por el teorema A.2.1, existe ΩM3 ⊂ Ω tal que

ĺım
t→∞

1

t
M3(t) = 0 a.s. (4.3.22)

De esta forma, fijando ω ∈ Ω∗1 ∩ Ω∗4 ∩ ΩM3 , y usando (4.3.19)-(4.3.22) en
(4.3.6), se sigue que para toda t ≥ T = T ∗1 ∨ T ∗4 :

log (wt(ω)) ≤ log (w0) +

∫ T

0

[
r
(

1− ws(ω)

K

)
− β3 + σ3u

γ2
s (ω) + σ4v

γ1
s (ω)

−1

2
δ2
(

1− ws(ω)

K

)2]
ds+M3(t, ω)

+
(
r − 1

2
δ2

3 − β3 + σ3
β̂2

α2
+ σ4

β̂1

α1

)
(t− T ),

es decir

ĺım sup
t→∞

1

t
log (wt(ω)) ≤

(
r − 1

2
δ2

3 − β3 + σ3
β̂2

α2
+ σ4

β̂1

α1

)
< 0︸ ︷︷ ︸

por (iii)

.
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Por lo tanto ĺımt→∞wt(ω) = 0 a.s. y aśı se satisface (4.3.3).
Para el caso en el que σ2 < 0, la demostración es análoga procediendo
por contradicción: Se supone que (4.3.1) es falso para vt y ut con ξ1 y ξ2,
usando f1 y g2 descritos anteriormente. Luego se supone que (4.3.2) es falso
para vt con ξ∗1 y para ut con ξ2, usando f2 y g1 descritos anteriormente.
Nuevamente se supone que (4.3.2) es falso para vt con ξ1, y se usa que se
cumple para ut y g1. Finalmente se prueba que (4.3.3) se cumple de manera
análoga.

El único punto de equilibrio estocástico del modelo (4.1.1) es el tri-
vial, sin embargo es de interés poder caracterizar la solución cuando existe
persistencia del cáncer. Bajo esta motivación se propone un punto de fluc-
tuación para el cáncer, en el que se aprecie la interacción que tiene con la
dinámica de las BMUs. Para ello se parte de los integrandos de las ecuacio-
nes (4.3.4)-(4.3.5) y se igualan a cero. Aśı, de las primeras dos ecuaciones
se tiene que

vγ1t =
β1 + 1

2δ
2
1 − σ1wt

α1
y uγ2t =

β2 + 1
2δ

2
2 − σ2wt

α2
.

Sustituyendo en el integrando de la ecuación (4.3.6), se obtiene la ex-
presión

r
(

1−wt
K

)
−β3+σ3

(β2 + 1
2δ

2
2 − σ2wt

α2

)
+σ4

(β1 + 1
2δ

2
1 − σ1wt

α1

)
−1

2
δ2

3

(
1−wt

K

)2
.

Sea

ϕ(w) :=
(−δ2

3

2K2

)
w2 +

(
− µ+

δ2
3

K

)
w + λ+

1

2
δ

donde µ := r
K+σ3

σ2
α2

+σ4
σ1
α1

, λ := r−β3+σ3
β2
α2

+σ4
β1
α1

y δ := σ3
α2
δ2

2+ σ4
α1
δ2

1−δ2
3 .

Bajo el supuesto que r > δ2
3 , se tiene que ϕ es una parábola vertical hacia

abajo. Suponiendo además que λ + 1
2δ > 0, entonces ϕ posee dos ráıces

reales. Usando la fórmula general para ecuaciones cuadráticas, se verifica
que una ráız de ϕ es

ξ =
K2

d2
3

−µ+
δ2

3

K
+

√
µ2 +

2δ2
3

K2
(λ− µK) +

σ3

α2K2
δ2

2δ
2
3 +

σ4

α1K2
δ2

1δ
2
3

 ,
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la cual es positiva, pues de lo contrario se llega al absurdo λ+ 1
2δ < 0. Con

esta motivación y dado que la ráız positiva de φ tiene sentido biológico, se
prueba el siguiente teorema:

Teorema 4.3.2 (Persistencia del cáncer) Dado el modelo (4.1.1), si
se satisfacen las hipótesis (H1)-(H5) y además

(i) βi + 1
2δ

2
i − σiN > 0, para i = 1, 2,

(ii) r > δ2,

(iii) r − β3 + σ3
β2
α2

+ σ4
β1
α1

+ 1
2

(
σ3
α2
δ2

2 + σ4
α1
δ2

1 − δ2
3

)
> 0.

Entonces la solución (ut, vt, wt) ∈ Ω+ satisface lo siguiente:

ĺım sup
t→∞

ut > ξ̄2, ĺım supt→∞ vt > ξ̄1, ĺım sup
t→∞

wt > ξ̄3 a.s.,(4.3.23)

ĺım inf
t→∞

ut < ξ̄2, ĺım inft→∞ vt < ξ̄1, ĺım inf
t→∞

wt < ξ̄3 a.s., (4.3.24)

donde

ξ̄1 =
(β1 + 1

2δ
2
1 − σ1ξ̄3

α1

) 1
γ1 ,

ξ̄2 =
(β2 + 1

2δ
2
2 − σ2ξ̄3

α2

) 1
γ2 ,

ξ̄3 =
K2

d2
3

[
− µ+

δ2
3

K
+

√
µ2 +

2µδ2
3

K2
(w∗ −K) +

δ2
3

K2

(σ3

α2
δ2

2 +
σ4

α1
δ2

1

)]
.

con λ := r − β3 + σ3β2
α2

+ σ4β1
α1

, µ := r
K + σ2σ3

α2
+ σ1σ4

α1
y w∗ = λ

µ es el punto
de equilibrio de invasión del cáncer (3.1.9).

Demostración: Para demostrar el teorema procedamos por contradic-
ción: Primero veamos el caso en el que σ2 > 0. Supongamos que (4.3.23)
es falso para ut y vt, y que (4.3.24) es falso para wt, entonces existen Ω1,
Ω2, Ω6 ⊂ Ω no P-nulos para los cuales existen constantes ε1, ε2, ε6 ∈ (0, 1)
suficientemente pequeñas y constantes positivas T1 = T1(ω), T2 = T2(ω),
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T6 = T6(ω) tales que

vt(ω) ≤ ξ̄1 − ε1, ∀t ≥ T1, ω ∈ Ω1, (4.3.25)

ut(ω) ≤ ξ̄2 − ε2, ∀t ≥ T2, ω ∈ Ω2, (4.3.26)

wt(ω) ≥ ξ̄3 + ε6, ∀t ≥ T6, ω ∈ Ω6. (4.3.27)

Ahora, usando (4.3.27) en (4.3.4), tenemos que

log (ut) ≥ log (u0) +

∫ T

0
(α1v

γ1
s − β̂1 + σ1ws)ds

+

∫ t

T
(α1v

γ1
s − β̂1 + σ1(ξ̄3 + ε6))ds+M1(t),

donde β̂1 = β1 + 1
2δ

2
1 . Tomando f1(v) = α1v

γ1−β̂1 +σ1(ξ̄3 +ε6), observemos

que f1 es decreciente y f1(v) = 0 si y sólo si v =
(
β̂1−σ1(ξ̄3+ε6)

α1

) 1
γ1 , el cual

existe por (i). Aśı tenemos que, por (4.3.25), para ω ∈ Ω1

f1(vt(ω)) ≥ f1(ξ̄1 − ε1) > 0 ∀t ≥ T1. (4.3.28)

De esta forma, fijando ω ∈ Ω1 ∩Ω2 ∩Ω6 ∩ΩM1 y usando (4.3.10) y (4.3.28)
para t ≥ T = máx{T1, T2, T6}, se tiene que

log (ut(ω)) ≥ log (u0) +

∫ T

0
(α1v

γ1
s (ω)− β̂1 + σ1ws(ω))ds

+f1(ξ̄1 − ε1)(t− T ) +M1(t, ω),

es decir

ĺım inf
t→∞

1

t
log (ut(ω)) ≥ f1(ξ̄1 − ε1) > 0,

lo que implica que ĺımt→∞ ut(ω) = ∞ a.s., lo cual, por (4.3.26), es una
contradicción. Por tanto se satisface (4.3.23) para ut. Aśı, existe Ω∗2 ⊂ Ω
no P-nulo para el cual existe una constante ε∗2 ∈ (0, 1) suficientemente
pequeña y una constante positiva T ∗2 = T ∗2 (ω) tal que

ut(ω) ≥ ξ̄2 + ε∗2 ∀t ≥ T ∗2 , ω ∈ Ω∗2. (4.3.29)
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Usando (4.3.27) en (4.3.5), se sigue que

log (vt) ≥ log (v0)

∫ T

0
(α2u

γ2
s − β̂2 + σ2ws)ds

+

∫ t

T
(α2u

γ2
s − β̂2 + σ2(ξ̄3 + ε6))ds+M2(t),

donde β̂2 = β2 + 1
2δ

2
2 . Tomando g1(u) = α2u

γ2
s − β̂2 + σ2(ξ3 + ε6), tenemos

que es creciente y además g1(u) = 0 si y sólo si u =
(
β2−σ2(ξ̄3+ε6)

α2

) 1
γ2 , el

cuál existe por (i). Aśı tenemos que, por (4.3.29), para ω ∈ Ω∗2

g1(ut(ω)) ≥ g1(ξ̄2 + ε∗2) > 0 ∀t ≥ T ∗2 . (4.3.30)

Tomando ω ∈ Ω1 ∩ Ω∗2 ∩ Ω6 ∩ ΩM2 y usando (4.3.13) y (4.3.30) para t ≥
T = máx{T1, T

∗
2 , T6}, se sigue que

log (vt(ω)) ≥ log (v0) +

∫ T

0
(α2u

γ2
s (ω)− β̂2 + σ2ws(ω))ds

+g1(ξ̄2 + ε∗2)(t− T ) +M2(t, ω),

es decir

ĺım inf
t→∞

1

t
log (vt(ω)) ≥ g1(ξ̄2 + ε∗2) > 0,

lo que implica que ĺımt→∞ vt(ω) = ∞ a.s., lo cual, por (4.3.25), es una
contradicción. Por tanto se satisface (4.3.23) para vt.

Ahora, supongamos que (4.3.24) es falso para ut con ξ∗2 :=
(
β̂2−σ2N

α2

) 1
γ2

y es falso para vt con ξ∗1 :=
(
β̂1−σ1N

α1

) 1
γ1 , observando que ξ∗1 y ξ∗2 existen

por (i) y además ξ∗2 < ξ̄2 y ξ∗1 > ξ̄1. Aśı existen Ω3, Ω4 ⊂ Ω no P-nulos
para los cuales existen constantes ε3, ε4 ∈ (0, 1) suficientemente pequeñas
y constantes positivas T3 = T3(ω) y T4 = T4(ω) tales que

vt(ω) ≥ ξ∗1 + ε3, ∀t ≥ T3, ω ∈ Ω3, (4.3.31)

ut(ω) ≥ ξ∗2 + ε4, ∀t ≥ T4, ω ∈ Ω4, (4.3.32)

De (4.3.4), tenemos que

log (ut) ≤ log (u0) +

∫ t

0
(α1v

γ1
s − β̂1 + σ1N)ds+M1(t).
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Tomando f2(v) = α1v
γ1− β̂1 +σ1N , tenemos que es decreciente y f2(v) = 0

si y sólo si v = ξ∗1 . Aśı, por (4.3.31):

f2(vt(ω)) ≤ f2(ξ∗1 + ε3) < 0, ∀t ≥ T3. (4.3.33)

Luego, fijando ω ∈ Ω3 ∩ Ω4 ∩ ΩM1 y usando (4.3.10) y (4.3.33) para toda
t ≥ T = T3 ∨ T4

log (ut(ω)) ≤ log (u0) +

∫ T

0
f2(vs(ω))ds+ f2(ξ∗1 + ε3)(t− T ) +M1(t, ω),

es decir

ĺım sup
t→∞

1

t
log (ut(ω)) ≤ f2(ξ∗1 + ε3) < 0,

lo que implica que ĺımt→∞ ut(ω) = −∞ a.s., lo cual contradice (4.3.32).
Aśı existe Ω∗4 ⊂ Ω no P-nulo para el cual existe una constante ε∗4 ∈ (0, 1)
suficientemente pequeña y una constante positiva T ∗4 = T ∗4 (ω) tal que

ut(ω) ≤ ξ∗2 − ε∗4 ∀t ≥ T ∗4 , ω ∈ Ω∗4. (4.3.34)

Dado que

log (vt) ≤ log (v0) +

∫ t

0
(α2u

γ2
s − β̂2 + σ2N)ds+M2(t),

sea g2(u) = α2u
γ2 − β̂2 + σ2N creciente y que se anula en ξ∗2 . Luego por

(4.3.34), para ω ∈ Ω∗4

g2(ut(ω)) ≤ g2(ξ∗2 − ε∗4) < 0, ∀t ≥ T ∗4 . (4.3.35)

Tomando ω ∈ Ω3 ∩ Ω∗4 ∩ ΩM2 y usando (4.3.13) y (4.3.35) para t ≥ T =
T3 ∨ T ∗4

log(vt(ω)) ≤ log (v0) +

∫ T

0
g2(us(ω))ds+ g2(ξ∗2 − ε∗4)(t− T ) +M2(t, ω),

es decir

ĺım sup
t→∞

1

t
log(vt(ω)) ≤ g2(ξ∗2 − ε∗4) < 0,
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lo cual implica que ĺımt→∞ vt(ω) = −∞ a.s., lo cual contradice (4.3.31). Por
tanto se satisface que ĺım inft→∞ vt < ξ∗1 . Suponiendo que existe Ω∗3 ⊂ Ω
no P-nulo tal que

vt(ω) ≥ ξ̄1 + ε∗3, ∀t ≥ T ∗3 , ω ∈ Ω∗3,

al usar nuevamente (4.3.34) y (4.3.35), se sigue que se satisface (4.3.24)
para vt.
Ahora,, como ut(ω) ≤ ξ̄2 − ε4∗, entonces

uγ2t (ω) ≤ (ξ̄2 − ε∗4)γ2 < ξ̄γ22 =
β̂2 − σ2ξ̄3

α2
, ∀t ≥ T ∗4 , ω ∈ Ω∗4. (4.3.36)

Análogamente, de (4.3.23) se sigue que existe Ω∗1 ⊂ Ω no P-nulo para el
cual existe ε∗1 ∈ (0, 1) suficientemente pequeña tal que

vγ1t (ω) ≤ (ξ̄1 + ε∗1)γ1 < ξ̄γ11 =
β̂1 − σ1ξ̄3

α1
, ∀t ≥ T ∗1 (ω), ω ∈ Ω∗1. (4.3.37)

Sustituyendo (4.3.22), (4.3.36)-(4.3.37) en (4.3.6), tenemos que para ω ∈
Ω∗1 ∩ Ω∗4 ∩ ΩM3 y para toda t ≥ T = T ∗1 ∨ T ∗4

log (wt(ω)) ≤ log (w0) +

∫ T

0

[
r
(

1− ws(ω)

K

)
− β3 + σ3u

γ2
s (ω) + σ4v

γ1
s (ω)

−1

2
δ2

3

(
1− ws(ω)

K

)2]
ds+

∫ t

T

[
r
(

1− ws(ω)

K

)
− β3

+σ3

( β̂2 − σ2ξ̄3

α2

)
+ σ4

( β̂1 − σ1ξ̄3

α1

)
− 1

2
δ2

3

(
1− ws(ω)

K

)2]
ds

+M3(t, ω).

Del integrando de la segunda integral, tomemos

h(w) =
(−δ2

3

2K2

)
w2 +

(δ2
3 − r
K

)
w + λ− 1

2
δ2

3 +
(
− µ+

r

K

)
ξ̄3,

donde λ := r − β3 + σ3
β̂2
α2

+ σ4
β̂1
α1

y µ := r
K + σ3

σ2
α2

+ σ4
σ1
α1

. Dado que

r > δ2
3 , tenemos que h es una parábola vertical hacia abajo con vértice en

w = K(1− r
δ23

). Observemos que si w = ξ̄3, entonces

h(w) =
(−δ2

3

2K2

)
w2 +

(
− µ+

δ2
3

K

)
w + λ− 1

2
δ2

3 = φ(w).
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Por lo tanto, tenemos que ξ3 es la ráız positiva de h. Luego, por (4.3.27)

h(wt(ω)) ≤ h(ξ̄3 + ε6) < 0, ∀t ≥ T6. (4.3.38)

Sustituyendo (4.3.22) y (4.3.34)-(4.3.38) en (4.3.6), tenemos que para ω ∈
Ω∗1 ∩ Ω∗4 ∩ Ω6 ∩ ΩM3 y para toda t ≥ T = máx{T ∗1 , T ∗4 , T6}

log (wt(ω)) ≤ log (w0) +

∫ T

0

[
r
(

1− ws(ω)

K

)
− β3 + σ3u

γ2
s (ω) + σ4v

γ1
s (ω)

−1

2
δ2

3

(
1− ws(ω)

K

)2]
ds+ h(ξ̄3 + ε6)(t− T ) +M3(t, ω).

Es decir

ĺım sup
t→∞

1

t
log (wt(ω)) ≤ h(ξ̄3 + ε6) < 0.

Por lo tanto ĺımt→∞wt(ω) = 0 a.s., lo cual contradice (4.3.27). Por lo
tanto se satisface (4.3.24) para wt. Finalmente, supongamos que (4.3.23)
es falso para wt, luego existe Ω5 ⊂ Ω no P-nulo, una constante ε5 ∈ (0, 1)
suficientemente pequeña y una constante positiva T5 = T5(ω) tales que

wt(ω) ≤ ξ̄3 − ε5, ∀t ≥ T5, ω ∈ Ω5. (4.3.39)

Usando (4.3.22) para ut y (4.3.29) para vt, entonces

uγ2t (ω) ≥ β̂2 − σ2ξ̄3

α2
, ∀t ≥ T ∗2 , ω ∈ Ω∗2, (4.3.40)

vγ1t (ω) ≥ β̂1 − σ1ξ̄3

α1
, ∀t ≥ T ∗3 , ω ∈ Ω∗3. (4.3.41)

Sustituyendo (4.3.40)-(4.3.41) en (4.3.6), tenemos que para ω ∈ Ω∗2 ∩ Ω∗3 y
para toda t ≥ T = T ∗2 ∨ T ∗3

log (wt(ω)) ≥ log (w0) +

∫ T

0

[
r
(

1− ws(ω)

K

)
− β3 + σ3u

γ2
s (ω) + σ4v

γ1
s (ω)
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2
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3

(
1− ws(ω)
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)2]
ds+
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− β3

+σ3

( β̂2 − σ2ξ̄3
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)
+ σ4

( β̂1 − σ1ξ̄3

α1

)
− 1

2
δ2

3

(
1− ws(ω)

K

)2]
ds

+M3(t, ω).
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Tomando h como antes definida, tenemos que por (4.3.39)

h(wt(ω)) ≥ h(ξ3 − ε5) > 0, ∀t ≥ T5 (4.3.42)

Sustituyendo (4.3.40)-(4.3.42) en (4.3.6), tenemos que para ω ∈ Ω∗2 ∩ Ω∗3 ∩
ΩM3 ∩ Ω5 y para toda t ≥ T = máx{T ∗2 , T ∗3 , T5}

log (wt(ω)) ≥ log (w0) +

∫ T

0

[
r
(

1− ws(ω)

K

)
− β3 + σ3u

γ2
s (ω) + σ4v

γ1
s (ω)

−1

2
δ2

3

(
1− ws(ω)

K

)2]
ds+ h(ξ̄3 − ε5)(t− T ) +M3(t, ω),

es decir

ĺım inf
t→∞

1

t
log (wt(ω)) ≥ h(ξ̄3 − ε5) > 0.

Por lo tanto ĺımt→∞wt(ω) = ∞ a.s., lo cual contradice (4.3.39). Por lo
tanto se cumple (4.3.23) para wt.
Para el caso en el que σ2 < 0, la demostración es análoga procediendo por
contradicción: Se supone que (4.3.23) es falso para vt con ξ̄1 y para ut con
ξ∗2 , y que (4.3.24) es falso para wt, usando f1 y g2 descritos anteriormente.
Luego se supone que (4.3.22) es falso para vt con ξ∗1 y para ut con ξ̄2, usando
f2 y g1 descritos. Nuevamente se supone que (4.3.24) es falso para vt con
ξ̄1, y se usa que (4.3.24) se cumple para ut y g1. Finalmente se prueba que
(4.3.23) y (4.3.24) se cumplen para wt de manera análoga.

4.4. Ecuación para la Masa Ósea

Dado que la interacción del cáncer con las células de la BMU altera la
dinámica natural de la remodelación ósea, es de particular interés conocer
como afecta esto a la proceso de regeneración de la masa ósea durante dicha
dinámica. La ecuación (3.1.2), propuesta inicialmente en [16] fue adecuada
en los modelos deterministas anteriormente vistos, dado que, al conocer la
estabilidad de los puntos de equilibrio, se pueden ajustar los parámetros k1,
k2 en términos de la amplitud de la oscilación (la cual resulta ser constante a
partir de cierto tiempo t). Dado que en los modelos propuestos no es posible
garantizar tal comportamiento, y con el fin de amortiguar la variación en
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los crecimientos de los osteoclastos y osteoblastos, se propone la siguiente
ecuación:

dzt =
(
− k1

√
máx{ut − ξ2, 0}+ k2

√
máx{vt − ξ1, 0}

)
dt, (4.4.1)

donde ξ1 y ξ2 son los puntos de fluctuación de ut y vt respectivamente, en
el caso de extinción de cáncer, y k1, k2 son como antes. Para el caso de
persistencia del cáncer, se consideran ξ̄1 y ξ̄2. Dado que la ecuación (4.4.1)
es desacoplada del sistema (4.1.1), los resultados anteriores se mantienen
sin cambio alguno.
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Caṕıtulo 5

Simulaciones Numéricas

En el caṕıtulo anterior se realizó un análisis cualitativo de los mode-
los propuestos. En este caṕıtulo se presentan algunos resultados numéricos
aplicando el método de Steklov Lineal (Apéndice A.5.2). En la sección 5.1
se realiza una comparación gráfica de las soluciones de los modelos OC-OB-
CC determinista (3.1.5) y estocástico (4.1.1). En la sección 5.2 se muestra
que tomando distintas trayectorias de una misma semilla, la dinámica de
la solución (ut, vt, wt) no cambia. En la sección 5.3 se exhibe que el mode-
lo es robusto, al mostrar que pequeñas perturbaciones en las condiciones
iniciales no altera su comportamiento asintótico. Finalmente, en la sección
5.4 se muestra el comportamiento de la masa ósea con respecto a las BMUs.

El esquema iterativo del Steklov Lineal aplicado al modelo (4.1.1) es el
siguiente:

Uk+1 = eha1(Vk,Wk) + δ1Uk∆B
1
k, U0 = u0,

Vk+1 = eha2(Uk,Wk) + δ2Vk∆B
2
k, V0 = V0,

Wk+1 = eha3(Uk,Vk,Wk) + δ3Wk

(
1− Wk

K

)
∆B3

k, W0 = w0,

donde (Uk, Vk,Wk) denota la aproximación numérica al tiempo tk de la
solución (ut, vt, wt), a1(v, w) = α1v

γ1 − β1 + σ1w, a2(u,w) = α2u
γ2 − β2 +

σ2w, a3(u, v, w) = r
(
1− w

K

)
− β3 + σ3u

γ2 + σ4v
γ1 , bj = 0 y Ej = ∅ para

j = 1, 2, 3.

55
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5.1. Comparación Determinista-Estocástico

En esta sección se comparan gráficamente las soluciones de los modelos
(3.1.5) y (4.1.1) para visualizar su comportamiento y distinguir los efectos
externos aleatorios considerados en el modelo (4.1.1). Algunos parámetros
ya han sido estimados mediante datos experimentales en [16], de modo que
se tomarán fijos los valores de β1 y β2. Los demás parámetros serán ajusta-
dos mediante pruebas experimentales, de modo que satisfagan las hipótesis
(H1)-(H5), aśı como las condiciones propias de la solución (ut, vt, wt) según
su comportamiento asintótico. De esta forma, los valores tomados para
cada uno de los parámetros son los siguientes:

Parámetro Libre de cáncer Persistencia del cáncer Unidades

α1 0.05 0.05 µm/d́ıas
α2 0.25 0.25 µm/d́ıas
β1 0.2 0.2 µm/d́ıas
β2 0.02 0.02 µm/d́ıas
β3 0.05 0.05 µm/d́ıas
γ1 -0.3 -0.4 adimensional
γ2 0.4 0.5 adimensional
σ1 0.001 / 0.0001 0.0002 µm/d́ıas
σ2 -0.001 / 0.00001 -0.0001 / 0.0001 µm/d́ıas
σ3 0.001 0.005 / 0.0005 µm/d́ıas
σ4 0.001 0.00001 / 0.00005 µm/d́ıas
r 0.045 0.055 µm/d́ıas
K 300 300 1/µm
δ1 0.02 0.02 µm/d́ıas
δ2 0.002 0.002 µm/d́ıas
δ3 0.0045 0.0055 µm/d́ıas

Cuadro 5.1: Tabla de parámetros.

La condición inicial tomada para ambos modelos es (u0, v0) = (10, 0.7),
que representa un estado de osteoclastos activos y osteoblastos inactivos.
Para la variable del cáncer se fue considerando distintos valores, con el fin
de exhibir el efecto que tiene sobre las BMUs. Las tasas de crecimiento de
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las BMUs y del cáncer se han tomado casi iguales en todos los casos, con
el fin de resaltar más las tasas de interacción del cáncer con los BMUs.

El punto de equilibrio (ū, v̄) del modelo OC-OB-CC (3.1.5) y el punto
de fluctuación (ξ2, ξ1) del modelo OC-OB-CC estocástico (4.1.1) son espe-
cificados en cada caso.

Finalmente, para tener una referencia para distinguir cuando las pobla-
ciones presenta niveles altos o bajos de individuos, en [16] se estima que en
fase activa hay entre 10-20 osteoclastos y 1200-2000 osteoblastos.

Figura 5.1: Dinámica de las BMUs libre de cáncer con σ2 < 0, expresada en
82 años. Condición inicial (u0, v0, w0) = (10, 0.7, 35). Puntos de equilibrio
(ū, v̄) ≈ (0.001810, 0.009843) y (ξ2, ξ1) ≈ (0.001810, 0.009810).

En la figura 5.1 se observa el caso en el que el cáncer falla en la invasión
y eventualmente desaparece. Como σ2 < 0, existe competencia entre los os-
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teoblastos y las células del cáncer, lo cual se refleja en la baja población de
osteoblastos. En el primer modelo se aprecia que las poblaciones de osteo-
clastos y osteoblastos eventualmente oscilan de manera periódica, lo cual
coincide con lo probado en [2], y ocasiona que los osteoblastos no puedan
reponerse a niveles normales. Por el contrario, en el modelo estocástico,
aunque se aprecia igual que los osteoblastos disminuyen, eventualmente re-
cupera un nivel normal (800-1200) conforme el cáncer deja de tener efecto
significativo sobre éstos. En ambos casos se presenta osteoporosis, aunque
en el segundo modelo la dinámica se recupera.

Figura 5.2: Dinámica de las BMUs libre de cáncer con σ2 > 0, expresada en
82 años. Condición inicial (u0, v0, w0) = (10, 0.7, 35). Puntos de equilibrio
(ū, v̄) ≈ (0.001810, 0.009843) y (ξ2, ξ1) ≈ (0.001810, 0.009810).

En la figura 5.2 se muestra nuevamente el caso de extinción del cáncer.
Dado que σ2 > 0, existe mutualismo entre los osteoblastos y el cáncer.
En el primer modelo se aprecia que las poblaciones de las BMUs están
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ligeramente por encima de la media, mientras que en el segundo modelo
la presencia del cáncer es más significativa al descontrolar el crecimiento
de los osteoblastos. Para este último modelo se aprecia una lesión mixta,
pues ambas poblaciones de las BMUs se mantienen en niveles altos. Para
el modelo determinista no se aprecia alguna lesión significativa.

Figura 5.3: Dinámica de las BMUs donde el cáncer persiste en el sistema con
σ2 < 0, expresada en 82 años. Condición inicial (u0, v0, w0) = (10, 0.7, 10).
Puntos de equilibrio y fluctuación (u∗, v∗, w∗) ≈ (0.0064, 0.03125, 29.9933)
y (ξ̄2, ξ̄1, ξ̄3) ≈ (0.00846, 0.033629, 29.9262).

En la figura 5.3 se exhibe un caso de persistencia del cáncer, donde
existe competencia entre el cáncer y los osteoblastos. En el modelo OC-
OB-CC se aprecia que la competencia ocasiona que la población de os-
teoblastos termine por desaparecer, y en consecuencia la de osteoclastos
también, tratándose de una lesión osteoĺıtica (osteoporosis). Por el con-
trario, en el modelo estocástico se muestra un efecto contrario: los niveles
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de osteoblastos crecen de manera significativa, terminando por decaer a
niveles bajos y luego subir a niveles ordinarios. Esta dinámica representa
un descontrol en la formación ósea, tratándose de una lesión osteoblástica
(osteopetrosis) ocasionando huesos frágiles. Este comportamiento exhibe
que la competencia con el cáncer puede ocasionar ambos tipos de lesiones.

Figura 5.4: Dinámica de las BMUs donde el cáncer persiste en el sistema con
σ2 > 0, expresada en 82 años. Condición inicial (u0, v0, w0) = (10, 0.7, 10).
Puntos de equilibrio y fluctuación (u∗, v∗, w∗) ≈ (0.0064, 0.03125, 28.5195)
y (ξ̄2, ξ̄1, ξ̄3) ≈ (0.004709, 0.033502, 28.453258).

En la figura 5.4 se presenta un caso de persistencia del cáncer cuando
existe mutualismo entre los osteoblastos y las células cancerosas. La po-
blación de osteoblastos comienza inactiva (0.7) y su crecimiento es lento,
pero conforme crecen las células del cáncer, fomentan el crecimiento de los
osteoblastos, llegando a alcanzar magnitudes altas. En el primer modelo se
observa que las BMUs continúan creciendo conforme pasa el tiempo, aun-
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que de manera lenta. Los parámetros escogidos no garatizan que el punto
deequilibrio sea inestable ([2]), y en realidad las magnitudes de las BMUs
se mantienen en niveles ordinarios. En el modelo estocástico las BMUs al-
canzan también magnitudes altas, aunque eventualmente se controla dicho
crecimiento. El considerable aumento de osteoblastos exhibe una lesión os-
teoblástica en ambos casos.

Resumiendo, podemos observar los mismos comportamientos asintóti-
cos en las soluciones tanto para el modelo determinista como para el es-
tocástico, pero cabe destacar dos puntos:

(i) las fluctuaciones en la solución estocástica se acerca más al compor-
tamiento esperado en la dinámica de la BMU, y el conjunto de todas
las trayectorias representan el abanico de posibilidades que se puede
presentar en un grupo de población que presenta la enfermedad,

(ii) observamos en las simulaciones numéricas que cuando el punto de
equilibrio es inestable en el caso determinista (explotando) para el
caso estocástico se prueba que no explota ya que fluctúa asintótica-
mente en torno a un estado de referencia tal y como se ha mostrado
teóricamente.

(iii) La competencia del cáncer con los osteoblastos (caso σ2 < 0) favorece
la aparición de osteoporosis y enfermedades mixtas. El mutualismo
del cáncer con los osteoblastos (caso σ2 > 0) favorece la aparición de
osteopetrosis y enfermedades mixtas.

(iv) La competencia-mutualismo del cáncer con las BMUs (σ1 y σ2) no
es determinante para su persistencia o extinción, sino más bien la
hostilidad o apoyo que encuentre en el ambiente para favorecerse de
los nutrientes necesarios de las BMUs (σ3 y σ4).

5.2. Trayectorias por semilla

Una semilla es un generador de números aleatorios. En la presente tesis
se usaron distinta semillas para generar números aleatorios de distribución
N (0, 1), con el fin de construir la discretización del movimiento Browniano.
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Dichas semillas se etiquetarán por los nombres de seed -1, seed -2 y seed -3.
En las simulaciones presentadas en la sección anterior, se usó una única
trayectoria (Apéndice A.1) correspondiente a alguna de las semillas ante-
riores. Ahora se presentan tres trayectorias por semilla, de modo que se
aprecie que la dinámica de la solución se preserva sin importar la trayecto-
ria escogida, de modo que se pueden considerar las trayectorias presentadas
en la sección anterior como el promedio de las trayectorias de una semilla
dada.

Figura 5.5: Trayectorias correspondientes a la semilla seed -2 para el caso
libre de cáncer con σ2 < 0. Los d́ıas en las simulaciones están dados en
miles.

La figura 5.5 presenta distintas trayectorias para el caso libre de cáncer
del modelo (4.1.1), bajo los mismos parámetros que la figura 5.1. Puede
apreciarse que las escalas en las trayectorias se mantienen cercanas, y el
comportamiento que muestran es bastante similar. En la tercera colum-
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na la población de osteoblastos no alcanza una recuperación como en las
otras columnas, esto debido a que distintas trayectorias exhiben distin-
tas influencias medioambientales. No obstante los tres casos reflejan casos
biológicamente aceptables.

Figura 5.6: Trayectorias correspondientes a la semilla seed -1 para el caso
libre de cáncer con σ2 > 0. Los d́ıas en las simulaciones están dados en
miles.

La figura 5.6 muestra distintas trayectorias de la simulación hecha en la
figura 5.2. Es más notorio el cambio de escala de la población de osteoblas-
tos de la columna de en medio, debido a que el mutualismo con el cáncer
consigue estimular en gran medida su crecimiento, aunque en la población
de osteoclastos no hay cambios significativos.
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Figura 5.7: Trayectorias correspondientes a la semilla seed -3 para el caso
de persistencia del cáncer con σ2 < 0. Los d́ıas en las simulaciones están
dados en d́ıas.

En la figura 5.7 destaca que en las dos últimas columnas, la pobla-
ción de osteoblastos tiene un alcanza mayor que en la primera columna,
sin embargo la dinámica es similar y refleja el intento de persistir de los
osteoblastos ante el ataque del cáncer.
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Figura 5.8: Trayectorias correspondientes a la semilla seed -2 para el caso
de persistencia del cáncer con σ2 > 0. Los d́ıas en las simulaciones están
dados en d́ıas.

En la figura 5.8, la población de osteoblastos en la segunda columna
es por mucho mayor que las otras, no obstante la dinámica se preserva
en todos los casos, reflejando el mutualismo que el cáncer produce en las
BMUs.

5.3. Sensibilidad a la condición inicial

Un sistema es bien condicionado si admite una solución única que de-
pende continuamente de los datos. En la sección anterior se mostró que la
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solución (ut, vt, wt) es consistente ante distintas trayectorias de una misma
semilla. En esta sección se muestra que la solución sigue siendo consistente
ante pequeñas perturbaciones en la condición inicial (u0, v0, w0). Las gráfi-
cas siguientes corresponden a una misma trayectoria, correspondiente a la
condición inicial (u0 + ε, v0 + ε, w0 + ε), donde ε ∈ {−1,−0.1, 0, 0.1, 1}.

Figura 5.9: Caso libre de cáncer con σ2 < 0. La condición inicial perturbada
es (u0, v0, w0) = (10, 5, 50).
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Figura 5.10: Caso libre de cáncer con σ2 > 0. La condición inicial pertur-
bada es (u0, v0, w0) = (10, 5, 50).

Las figuras 5.09 y 5.10 muestran el caso libre de cáncer. En la figura
5.09 las soluciones se mantiene cercanas y conservan la misma dinámica,
con excepción de la perturbación ε = −0.1, lo cual muestra robustez a
la condición inicial. En la figura 5.10 se observa un mayor cambio en los
osteoblastos con la perturbación ε = 0.1, de modo que una vez que el
cáncer desaparece, la población de osteoblastos presenta un enorme creci-
miento. Biológicamente puede tratarse de una consecuencia de la presencia
de cáncer, haciendo que las BMUs no tengan un adecuado control en su
formación.
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Figura 5.11: Caso de persistencia del cáncer con σ2 < 0. La condición inicial
perturbada es (u0, v0, w0) = (10, 5, 16).

En la figura 5.11 se muestra que las trayectorias conservan la misma
dinámica en todas las perturbaciones. Los cambios más significativos se
presenta en los osteoblastos, donde la perturbación ε = 0.01 ocasiona un
mayor crecimiento en la población. En las demás perturbaciones, la presen-
cia del cáncer ocasiona que la población de osteoblastos decaiga a niveles
bajos.
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Figura 5.12: Caso de persistencia del cáncer con σ2 > 0. La condición inicial
perturbada es (u0, v0, w0) = (10, 0.7, 10).

En la figura 5.12 la perturbación ε = −0.01 ocasiona que la población
de osteoblastos crezca de modo exorbitante, favorecido por el mutualismo
presente con el cáncer. La población de osteoclastos se mantiene en niveles
normales.

En todas las figuras destaca el hecho que las soluciones para el cáncer
se mantiene siempre cercanas sin importar la perturbación aplicada. Esto
se debe a que, si el cáncer termina por extinguirse, no hay cambio en esa
dinámica, y en caso de persistir, su comportamiento no se ve alterado por
el de las BMUs, lo cual tiene sentido biológico, pues sin algún tratamiento
para el cáncer, es la misma población la que rige su crecimiento.

En conclusión, el sistema es robusto dado que se puede determinar
una región sobre cada condición inicial en la cuál la dinámica del sistema
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se preserva. Es importante destacar que dicha región está condicionada
también por los parámetros dados.

5.4. Masa Ósea

En esta sección se repiten las simulaciones realizadas en la sección 5.1
con el modelo OC-OB-CC estocástico, incorporando la ecuación de la masa
ósea (4.4.1).

Figura 5.13: Masa ósea del caso libre de cáncer con σ2 < 0. Los parámetros
usados fueron k1=0.153 y k2=0.0046. Los d́ıas son expresados en miles.
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Figura 5.14: Masa ósea del caso libre de cáncer con σ2 > 0. Los parámetros
usados fueron k1=0.062 y k2=0.0016. Los d́ıas son expresados en miles

En la figura 5.13 se aprecia que la población de osteoclastos decae drásti-
camente durante los primeros 41 años (15000 d́ıas), para luego ir creciendo
a niveles normales. Dado que la población de osteoclastos se mantiene con
poca variación, la masa ósea refleja una cáıda de porcentaje de hueso, in-
tentando recuperarse en el momento que la producción de osteoblastos se
eleva. En la figura 5.14 se que la población de osteoblastos crece y decrece
continuamente, mas sin embargo no decae por debajo de niveles normales.
Sin embargo la población de osteoclastos se mantiene constante en nive-
les normales. La masa ósea refleja este constante cambio en los niveles de
osteoblastos.
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Figura 5.15: Masa ósea del caso de persistencia del cáncer con σ2 < 0. Los
parámetros usados fueron k1=0.01 y k2=0.001. Los d́ıas son expresados en
miles.

La figura 5.15 muestra un caso de persistencia del cáncer. Dado que
la población de osteoblastos se mantienen en niveles mucho más altos con
respecto a los osteoclastos, lo cual se refleja en la masa ósea con el continuo
crecimiento durante los primeros 27 años. Posteriormente la población de
osteoblastos decae y luego intenta mantenerse en niveles ordinarios, lo cual
también refleja la masa ósea.
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Figura 5.16: Masa ósea del caso de persistencia del cáncer con σ2 > 0. Los
parámetros usados fueron k1=0.015 y k2=0.001. Los d́ıas son expresados
en miles

La figura 5.17 muestra un caso de persistencia de cáncer con mutualismo
con las células de osteoblastos El estado inicial inactivo de los osteoblas-
tos (0.7) hace que el crecimiento de su población se mantenga en niveles
normales, pero posteriormente el mutualismo con el cáncer promueve su
crecimiento hasta altos niveles. La masa ósea muestra dicho crecimiento
final al aumentar la pendiente la trayectoria.
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Conclusiones

Para finalizar, se enuncian algunas conclusiones del presente trabajo,
aśı como un panorama general para futuros trabajos.

El modelo presentado por Komarova en [16] sobre la interacción de os-
teoclastos y osteoblastos en la remodelación ósea marca una pauta para
futuros trabajos sobre dicha dinámica. El modelo de Jerez en [12] es una
simplificación del modelo de Komarova, que permite un mayor estudio a la
dinámica periódica de las BMUs. A partir de dicho modelo se generan dos
más: uno por Camacho en [2] que lo extiende al incorporar células cance-
rosas en la dinámica, y otro de Jerez en [13] que lo extiende al considerar
perturbaciones estocásticas en las tasas de mortalidad de las BMUs. A par-
tir de estos últimos dos modelos es que se propuso un modelo estocástico
con las siguientes caracteŕısticas:

(1) El modelo describe la interacción de 3 poblaciones: osteoclastos, os-
teoblastos y células cancerosas, considerando las variaciones medioam-
bientales que participan en dicha interacción, mediante perturbacio-
nes estocásticas del tipo Browniano.

(2) Aunque el modelo no presenta puntos de equilibrio estocásticos no
triviales, se hallaron puntos de interés sobre los cuales la solución
tiene un comportamiento asintótico de fluctuación, el cual describe
dinámicas de extinción y persistencia del cáncer, las cuales resultan
de interés y coinciden con la bioloǵıa estudiada.

(3) Se presentó una modificación a la ecuación desacoplada de masa ósea
dada en [16], la cual va acorde al comportamiento no lineal y fluc-
tuante de la solución en osteoclastos y osteoblastos.
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(4) Se presentaron varias simulaciones numéricas, que reflejan distintos
comportamientos de las poblaciones, y muestran consistencia ante la
perturbación estocástica incorporada por las semillas.

(5) A través de las simulaciones realizadas, se lograron caracterizar aque-
llos parámetros significativos para la aparición de enfermedades óseas
(osteoporosis y osteopetrosis), aśı como los parámetros significativos
para la persistencia o extinción del cáncer.

Una dificultad presentada en el trabajo es la falta de datos experimen-
tales sobre el fenómeno estudiado, de modo que los resultados obtenidos
son artificiales. Contando con alguna base de datos, los resultados obteni-
dos del modelo presentan grandes oportunidades de estudio y desarrollo de
medicamentos y tratamientos.

Existen otros tipos de células que afectan en la dinámica de remodela-
ción ósea, como la invasión de mieloma en las BMUs, dado que afectan a
sus tasas de crecimiento. De modo que incorporar dicha interacción puede
proveer mayor información.

Dado que uno de los propósitos del trabajo es proveer un estudio no
invasivo de la metástasis ósea, incorporar algún tratamiento al modelo me-
diante técnicas de control óptimo puede permitir un mejor desarrollo en
alternativas de tratamientos del cáncer.

El modelo trabajado se basa en una dinámica local, sin embargo las
células de osteoclastos y osteoblastos, e incluso las del cáncer, están en
constante movimiento y expansión, de modo que una extensión natural del
modelo seŕıa incorporar una variable espacial, de modo que se obtenga un
sistema en ecuaciones diferenciales parciales estocásticas.

Finalmente, describir algunas caracteŕısticas matemáticas del sistema,
tales como determinar si los momentos de la solución son acotados o si po-
see una distribución estacionaria, permitirá un mayor entendimiento de la
dinámica del cáncer con las BMUs y por tanto dará oportunidad a mejorar
los tratamientos existentes.



Apéndice A

Fundamentos Matemáticos

En esta sección vamos a repasar la teoŕıa básica de las ecuaciones dife-
renciales estocásticas, aśı como los métodos numéricos para resolverlas. Las
referencias utilizadas en cada sección son indicadas al inicio de las mismas.

A.1. Teoŕıa de Probabilidad y Procesos Estocásti-
cos

Los conceptos utilizados pueden consultarse en [1] y [20].

Definición A.1.1 Una colección F de subconjuntos de Ω es una σ-álgebra
si:

(i) Ω ∈ F .

(ii) Si A ∈ F entonces Ac ∈ F , donde Ac = Ω−A denota el complemento
de A en Ω.

(iii) Si {Ai}i∈I ⊂ F entonces
⋃
i∈I

Ai ∈ F .

A la tupla (Ω,F) se le llama espacio medible.

Definición A.1.2 Dado un espacio medible (Ω,F), una función real-valuada
X : Ω → R es F-medible si {ω : X(ω) ≤ a} ∈ F para toda a ∈ R. La fun-
ción X es llamada variable aleatoria F-medible real-valuada.
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Definición A.1.3 La función indicadora 1A de un conjunto A ⊂ Ω se
define como:

1A(ω) =

{
1 si ω ∈ A
0 si ω /∈ A.

Definición A.1.4 Una medida de probabilidad sobre un espacio medible
(Ω,F) es una función P : F → [0, 1] tal que:

(i) P (Ω) = 1.

(ii) Si {Ai}i∈I ⊂ F es una colección disjunta (Ai
⋂
Aj = ∅ si i 6= j),

entonces:

P

(⋃
i∈I

Ai

)
=
∑
i∈I

P (Ai).

A la tripleta (Ω,F , P ) se le llama espacio de probabilidad

Definición A.1.5 Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y considere-
mos

F̄ = {A ⊂ Ω : ∃B,C ∈ F tal que B ⊂ A ⊂ C y P (B) = P (C)}.

Entonces F̄ es una σ-álgebra llamada la completación de F . Si F = F̄ , el
espacio de probabilidad (Ω,F , P ) es completo.

Definición A.1.6 Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad. Si X es una
variable aleatoria real-valuada y es integrable respecto a la medida de pro-
babilidad P , entonces el número

EX =

∫
Ω
X(ω)dP (ω)

es llamada la esperanza de X con respecto a P .

Lema A.1.1 Si X es G-medible, entonces E(X|G) = X.

Definición A.1.7 Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad. Una filtración
es una familia {Ft}t≥0 de σ-álgebras crecientes de F , es decir Ft ⊂ Fs ⊂ F
para toda 0 ≤ t < s < ∞. La filtración es continua a la derecha si Ft =
∩s>tFs para toda t ≥ 0. Si el espacio de probabilidad es completo, se dice
que la filtración satisface las condiciones usuales si es continua a la derecha
y F0 contiene a todos los conjuntos P -nulos.
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Definición A.1.8 Un proceso estocástico real-valuado es un mapeo X :
R+ × Ω→ R de dos variables tal que:

(i) Para cada t ∈ R+ fija, Xt(ω) = X(t, · ) es una variable aleatoria.

(ii) Para cada ω ∈ Ω fija, Xω(t) = X(· , ω) es una trayectoria para el
proceso.

Definición A.1.9 Sea {Xt}t≥0 un proceso estocástico Rd-valuado. El pro-
ceso es continuo (respectivamente continuo a la derecha, continuo a la iz-
quierda) si para casi todos los ω ∈ Ω la función Xt(ω) es continua (respec-
tivamente continua a la derecha, continua a la izquierda) sobre t ≥ 0. El
proceso es cadlag si es continuo por la derecha y para casi todos los ω ∈ Ω
el ĺımite ĺıms→t− Xs(ω) existe y es finito para toda t > 0. El proceso es
{Ft}-adaptado si para cada t, Xt es {Ft}-medible.

Definición A.1.10 Una variable aleatoria τ : Ω → [0,∞] es un {Ft}-
tiempo de paro (o simplemente tiempo de paro) si {ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft para
cada t ≥ 0.

Teorema A.1.2 Sea {Xt}t≥0 un proceso {Ft}-adaptado cadlag Rd-valuado
y U ⊂ Rd abierto. Definiendo

τ := ı́nf{t ≥ 0 : Xt /∈ U},

donde por convención ı́nf ∅ =∞, entonces τ es un {Ft}-tiempo de paro, y
es llamado la primera salida de tiempo de U .

A.2. Movimiento Browniano o Proceso de Wie-
ner

Los conceptos y resultados utilizados pueden consultarse en [1] y [20].

Definición A.2.1 Un proceso integrable Rd-valuado {Ft}-adaptado {Mt}t≥0

es una martingala con respecto a {Ft} si E(Mt|Fs) = Ms a.s para toda
0 ≤ s < t <∞. La martingala es local si existe una sucesión no decreciente
de tiempos de paro {τk}k≥1 con τk →∞ a.s. tal que cada {Mτk∧t−M0}t≥0

es una martingala. El proceso {〈M,M〉t} es llamada la variación cuadráti-
ca de M
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Teorema A.2.1 Ley de los grandes números para Martingalas: Sea
M = {Mt}t≥0 una martingala local continua real-valuada que desaparece
en t = 0. Entonces:

ĺım sup
t→∞

〈M,M〉t
t

<∞ a.s ⇒ ĺım
t→∞

Mt

t
= 0 a.s.

Definición A.2.2 Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad con filtración
{Ft}t≥0 que satisface las condiciones usuales. Un movimiento Browniano
unidimensional es un proceso {Ft}-adaptado continuo real-valuado {Bt}t≥0

con las siguientes propiedades:

(i) B0 = 0 a.s.

(ii) Para 0 ≤ s < t <∞, el incremento Bt −Bs ∼ N (0, t− s).

(iii) Para 0 ≤ s < t <∞, el incremento Bt −Bs es independiente de Fs.

Definición A.2.3 Un proceso d-dimensional {Bt = (B1
t , · · · , Bd

t )}t≥0 es
un movimiento Browniano d-dimensional si cada {Bi

t} es un movimiento
Browniano unidimensional, y {B1

t }, · · · , {Bd
t } son independientes.

Se tiene que un proceso Browniano {Bt} es una martingala.

A.3. Integral de Itô

Los conceptos y resultados presentados pueden consultarse en [1] y [20]
para mayores detalles.

De aqúı en adelante sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad completo
con filtración {Ft}t≥0 que satisface las condiciones usuales, y sea {Bt}t≥0 un
movimiento Browniano d-dimensional definido en el espacio de probabilidad
adaptado a la filtración.

Definición A.3.1 Sea 0 ≤ a < b < ∞. Se denota por M2([a, b];Rd) al
espacio de todos los procesos {Ft}-adaptados medibles Rd-valuados f =
{f(t)}a≤t≤b tales que:

‖f‖2a,b = E
∫ T

0
|f(t)|2dt <∞ a.s.
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Teorema A.3.1 Sean f , g ∈M2([a, b];Rd) y sean α, β ∈ R. Entonces:

(i)
∫ b
a f(t)dBt es Fb-medible.

(ii) E
∫ b
a f(t)dBt = 0.

(iii)
∫ b
a [αf(t) + βg(t)]dBt = α

∫ b
a f(t)dBt + β

∫ b
a g(t)dBt.

Teorema A.3.2 Sea f ∈M([0, T ],Rd), entonces la integral indefinida de
Itô I = {It}0≤t≤T = {

∫ t
0 f(s)dBs}0≤t≤T es una martingala continua y su

variación cuadrática está dada por

〈I, I〉t =

∫ t

0
|f(s)|2ds, 0 ≤ t ≤ T.

A.4. Ecuaciones Diferenciales Estocásticas

Consultar [25] para mayores detalles.

Definición A.4.1 Un proceso localmente definido (X, τ) consiste de un
tiempo de paro τ junto con un mapeo X : {(ω, t) ∈ Ω × [0,∞) : t ≤
τ(ω)} → Rd.

Definición A.4.2 Sea U ⊂ Rd abierto y sean f : U → Rd y g : U →
Md×m(R) funciones medibles acotadas en conjuntos compactos. Una solu-
ción local de la ecuación diferencial estocástica

dXt = f(Xt)dt+ g(Xt)dBt

consiste de:

(i) Un espacio de probabilidad completo (Ω,F , P ) con filtración {Ft} que
satisface las condiciones usuales.

(ii) Un movimiento Browniano m-dimensional {Ft}-adaptado {Bt}.

(iii) Un proceso localmente definido {Ft}-adaptado continuo (X, τ) tal que

Xt = X0 +

∫ t

0
f(Xs)ds+

∫ t

0
g(Xs)dBs

para toda t ≤ τ .
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Definición A.4.3 Una solución local (X, τ) es maximal si para cualquier
otra solución local (Y, η) en el mismo espacio tal que Xt = Yt para toda
t < τ ∧ η, entonces η ≤ τ .

Definición A.4.4 La solución local (X, τ) es única por trayectorias si cua-
lesquiera dos soluciones X y Y tales que X0 = Y0 entonces P [Xt = Yt ∀t ≤
τ ] = 1.

Definición A.4.5 Sea U ⊂ Rd abierto. Una función f : U → Rd es local-
mente Lipschitz si para cada compacto C ⊂ U , f |C es Lipschitz.

Teorema A.4.1 Sea U ⊂ Rd y f : U → Rd y g : U → Md×m(R)
localmente Lipschitz. Entonces la ecuación diferencial estocástica dXt =
f(Xt)dt + g(Xt)dBt tiene una solución local maximal única por trayecto-
rias (X, τ) que comienza en x ∈ U . Más aún, para todo compacto C ⊂ U ,
para los eventos {τ <∞} se tiene que sup{t < τ : Xt ∈ C} < τ .

Corolario A.4.2 Del teorema A.4.1 se sigue, por la continuidad del pro-
ceso X, que para cada compacto C ⊂ U , existe t < τ tal que Xt /∈ C, y por
tanto {t < τ : Xt /∈ C} 6= ∅. Más aún ı́nf{t < τ : Xt /∈ C} < τ .

A.5. Métodos Numéricos

Para mayores detalles consultar [10], [5], [11] y [15].

Dado que el campo de estudio de las ecuaciones diferenciales estocásti-
cas es relativamente reciente, todav́ıa existe amplio trabajo en la elabora-
ción de métodos numéricos robustos. Los más elementales parten de la idea
del Euler determinista, entre los cuales se encuentra el Euler-Maruyama y
el Tamed Euler. Siguiendo la idea de estos, se presenta el método de Steklov
Lineal, en el cuál se apoya este trabajo, dado su robustez con las SDEs con
stiffness.

A.5.1. Método de Euler-Maruyama

El método de Euler-Maruyama para (A.3.1) está dado por la siguiente
regla recursiva:

Xj = Xj−1 + f(Xj−1)∆t+ g(Xj−1)(W (τj)−W (τj−1)), j = 1, 2, · · · , L
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donde ∆t = T/L es la discretización del intervalo [0, T ] para un cierto ente-
ro positivo L y τj = j∆t. La aproximación numérica a X(τj) la denotamos
por Xj , y ∆Wj = W (τj)−W (τj−1).

A.5.2. Método Tamed Euler

El método de Tamed Euler está basado en el Euler-Maruyama, median-
te un promedio en la parte del drift, permitiendo una convergencia en el
sentido fuerte a ecuaciones con crecimiento superlineal y cuyos coeficien-
tes no satisfacen la condición global de Lipschitz. Siguiendo el esquema
iterativo anterior, tenemos que el Tamed Euler está dado por la siguiente
regla:

Xj = Xj−1 +
∆tf(Xj−1)

1 + ∆t ‖f(Xj−1)‖
+ g(Xj−1)(W (τj)−W (τj−1))

A.5.3. Método de Steklov Lineal

El método de Steklov Lineal está basado en el esquema de diferencias
finitas exactas v́ıa la media de Steklov [5]. Considerando la ecuación (A.3.1)
en su versión autónoma, supongamos que f = (f (1), f (2), · · · , f (d)) puede
ser linealizada como

f (j)(x) = aj(x)x(j) + bj(x
(−j)), j = 1, 2, · · · , d

donde aj y bj son funciones escalares en Rd, h es el tamaño de paso y x(−j) =
(x(1), · · · , x(j−1), x(j+1), · · · , x(d)). Usando la media de Steklov, obtenemos
el siguiente sistema en diferencias finitas exactas definido por

Y ∗
(j)

k = Y
(j)
k + hϕf (j)(Y

(j)
k , Y ∗

(j)

k )

donde

ϕf (j)(Y
(j)
k , Y ∗

(j)

k ) =

 1

Y ∗
(j)

k − Y (j)
k

∫ Y ∗(j)
k

Y
(j)
k

du

aj,ku+ bj,k

−1

para aj,k = aj(Y
(1)
k , Y

(2)
k , · · · , Y (d)

k ) y bj,k = bj(Y
(−j)
k ). Mediante manipu-

laciones algebraicas, podemos obtener un esquema expĺıcito del método, el
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cual en forma vectorial es

Yk+1 = A
(1)
k,hYk +A

(2)
k,hb(Yk) + g(Yk)∆Bk, k = 1, · · · , N − 1

donde

A
(1)
k,h =

e
ha1(Yk) 0

. . .

0 ehad(Yk)



A
(2)
k,h =


(
eha1(Yk)−1
a1(Yk)

)
1{Ec1} 0

. . .

0
(
ehad(Yk)−1
ad(Yk)

)
1{Ecd}

+ h

1{E1} 0
. . .

0 1{Ed}


con b(Yk) = (b1(Y

(−1)
k ), · · · , bd(Y

(−d)
k ))T y considerando el conjunto Ej =

{y ∈ Rd : aj(y) = 0}.
Este es un método robusto que converge en el sentido fuerte para la SDE
(A.3.1) con condiciones locales Lipschitz [Apéndice A.3].

A.6. Técnica de Perturbación de Parámetros

Consultar [4], [9], [13] y [20] para mayores detalles.

En modelación matemática, es común utilizar un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias para representar la dinámica de un fenómeno en
término de dichas ecuaciones:

dx(t)

dt
= F (Θ, x(t)),

donde Θ = (θ1, θ2, · · · , θm) es un conjunto de parámetros en Rm, x(t) ∈ Rd,
y F : Rm+d → Rd. De esta forma, realizando un estudio cualitativo y cuan-
titativo del sistema, podemos obtener resultados sobre el fenómeno mismo.
Sin embargo, muchas veces este tipo de modelos deterministas no nos per-
miten tener un estudio realista del fenómeno, ya que en muchos casos existe
cierta variabilidad entre los elementos del fenómeno, por ejemplo: el desa-
rrollo de cierta enfermedad entre los individuos de una población puede
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variar dependiendo de la edad, genética, estilo de vida de cada individuo;
señales biomédicas tales como encefalogramas o electrocardiogramas suelen
presentar cierto “ruido” en sus mediciones; el ı́ndice de la bolsa de valores
e incluso el propio estudio del clima, donde intervienen diversos factores
interrelacionados que evolucionan en el espacio y tiempo (velocidad del
viento, humedad del aire, presión atmosférica, etc), son algunos ejemplos
donde los procesos estocásticos intervienen en el estudio de varios fenóme-
nos. De esta forma, la técnica de perturbación de parámetros nos permite
transformar un modelo determinista en uno estocástico, mediante el cam-
bio de ciertos parámetros por otros que presenten ruido, todo esto con el
fin de poder hacer el estudio más acorde a la realidad.
Siguiendo esta idea, podemos obtener un sistema de ecuaciones diferencia-
les estocásticas de la forma

dx(t) = F (Θ, x(t))dt+G(Θ̂, x(t))dB(t)

donde Θ̂ = (θj1 , θj2 , · · · , θjk) representa el conjunto de parámetros pertur-
bados, {B(t)} es un movimiento Browniano k-dimensional y G : Rk+d →
Md×k(R). De esta forma, la perturbación por el movimiento Browniano
sólo figura en aquellas ecuaciones del modelo determinista en el que apare-
ce algún parámetro perturbado.
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