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Guanajuato, Guanajuato, México Junio de 2016
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Resumen

Los problemas de optimización sobre variedades han sido estudiados por más de 40 años para
diferentes conjuntos de restricciones, sin embargo, es hasta los años 90’s que surgen trabajos que
encaran el problema de minimizar una función objetivo sujeto a restricciones de ortogonalidad,
a este conjunto de restricciones se le conoce como variedad de Stiefel. Investigar este tipo de
problemas ha generado gran interés en años recientes debido al gran número de aplicaciones que
han aparecido en diferentes áreas. En esta tesis se abordan problemas de optimización con res-
tricciones de ortogonalidad con la finalidad de proponer eficientes algoritmos para resolver esta
clase de problemas.

Utilizando el enfoque de algoritmos de optimización sobre variedades matriciales, se estu-
dian e implementan un total de cuatro algoritmos de búsqueda lineal que resuelven problemas
generales de optimización sobre la variedad de Stiefel, tres de los cuales son métodos basados
en proyecciones, inspirados en los métodos Adams-Bashforth y Adams-Moulton que se utilizan
para resolver ecuaciones diferenciales numéricamente, y el cuarto método es una generalización
de un algoritmo propuesto en años recientes. Además, se estudia un problema particular sobre la
variedad de Stiefel llamado Weighted Orthogonal Procrustes Problem, para el cual se obtiene una
reformulación de dicho problema y se implementa el conocido algoritmo Iteración de Bregman
para resolver dicha reformulación. Asimismo, para acelerar dichos métodos empleamos una técni-
ca no monótona para seleccionar el tamaño de paso combinada con el paso de Barzilai-Borwein.
Algunos resultados teóricos y de convergencia son estudiados para los algoritmos presentados
en esta tesis. Igualmente, en este trabajo se realiza un estudio comparativo de los algoritmos
propuestos versus algunos de los algoritmos publicados recientemente por diversos autores, con
la finalidad de analizar el desempeño y la eficiencia de los métodos como algoritmos generales
que resuelven problemas de optimización sobre la variedad de Stiefel.
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inspiración y de esperanza, aśı como también por apoyarme en todo momento y por los valores
que me han inculcado.

Mi especial agradecimiento a mi asesor de tesis Dr. Oscar S. Dalmau Cedeño por su labor de
dirección.

Asimismo, quisiera agradecer al todo el colectivo de profesores, investigadores y trabajadores
del CIMAT. En particular agradezco a aquellos profesores que con trabajo y dedicación lograron
trasmitirme sus conocimientos a través de sus excelentes clases: Dr. Johan Van Horebeek, Dr.
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la Organización de los Estados Americanos (OEA), ya que nada de esto hubiera sido posible sin
el apoyo económico brindado.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este trabajo consideramos el problema de optimización con restricciones de ortogonalidad
el cual se formula de la siguiente manera:

mı́n
X∈Rn×p

F(X) s.a. X>X = I, (1.1)

donde F : Rn×p → R es una función continuamente diferenciable y donde I ∈ Rp×p denota a
la matriz identidad de orden p. Al conjunto factible St(n, p) = {X ∈ Rn×p : X>X = I} se le
conoce como la variedad de Stiefel (ver [19]), el cual se convierte en la “esfera unitaria” cuando
p = 1 y en el caso cuando p = n se le conoce con el nombre de “grupo ortogonal”. Es conocido
que el conjunto factible del problema (1.1) es un conjunto compacto (ver [19]), esto garantiza la
existencia de un óptimo global, sin embargo la variedad de Stiefel no es convexa lo cual convierte
a (1.1) en un problema dif́ıcil de resolver, de hecho existen algunos aplicaciones del problema
(1.1) (con funciones objetivos particulares) como por ejemplo el “maxcut problem” y el “leakage
interference minimization” que son NP-hard (ver [18]). Por otra parte, diseñar algoritmos efi-
cientes de optimización sobre variedades para resolver el problema (1.1), es bastante complicado
debido a que preservar la factibilidad de cada iterado es muy costoso computacionalmente. Otra
caracteŕıstica que convierte a (1.1) en un problema dif́ıcil de resolver es que en general el conjunto
de factible hace que existan muchos mı́nimos locales y por lo tanto no hay garant́ıa de encontrar
un minimizador global exceptuando unos pocos casos.

1.1. Motivación

Existe un vasto número de aplicaciones que engloba el problema (1.1) tales como nearest
low-rank correlation matrix problem [1, 2, 3], el problema de autovalores lineal [4, 5], Kohn-Sham
total energy minimization [6], orthogonal procrustes problem [7, 8], weighted orthogonal procrustes
problem [9], sparse principal component analysis [10, 11, 12], joint diagonalization (blind-source
separation) [14, 15], entre otras. Además, muchos problemas bien conocidos tales como PCA,
LDA, escalamiento multidimensional, orthogonal neighborhood preserving projection pueden ser
formulados como el problema (1.1) (ver [16]) y la mayoŕıa de estos problemas se reducen a re-
solver un problema de valores propios, estas aplicaciones son muy utilizadas en análisis de datos
y mineŕıa de datos. La ventaja de utilizar algoritmos de optimización para resolver diversas
aplicaciones que pueden formularse como el problema (1.1) y que surgen en mineŕıa de datos
e ingenieŕıa, recae en el hecho de que la teoŕıa de optimización provee una base sólida para el
análisis de convergencia, además, la velocidad de convergencia es una propiedad intŕınseca de
los algoritmos de optimización, por ejemplo, es bien conocido que los algoritmos de optimización
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tipo gradiente convergen linealmente y algoritmos de optimización tipo Newton gozan de con-
vergencia cuadrática, si se inicia cerca del óptimo.

Desde los años 70’s diversos autores han propuestos algoritmos para resolver problemas de
optimización sobre diferentes variedades, sin embargo, es hasta los años 90’s que aparecieron los
primeros algoritmos para resolver el problema (1.1), por lo tanto el diseño de algoritmos de op-
timización sobre variedades para resolver problemas sobre la variedad de Stiefel es un problema
recientemente estudiado y que sigue siendo de gran interés en la actualidad. Desde entonces, se
han propuestos métodos que construyen geodésicas (ver [13, 23, 24, 26]) sobre la variedad de
Stiefel y que generan una secuencia de puntos descendiendo por dichas geodésicas hasta obte-
ner un minimizador local, este tipo de métodos encaran el problema (1.1) desde un punto de
vista geométrico (ver [13]), a pesar de que dichos métodos resuelven el problema (1.1) su princi-
pal desventaja es que la construcción de geodésicas sobre la variedad de Stiefel es muy costoso
computacionalmente debido a que, en general, dicha construcción implica calcular exponenciales
matriciales. Otros enfoques existentes en la literatura para resolver el problema (1.1), extienden
los métodos clásicos de optimización no-lineal vectorial para el caso de variedades tales como
métodos tipo Newton [27], métodos Quasi-Newton [19], un modificado descenso del gradiente
sobre la variedad de Stiefel [28], entre otros. Por otra parte, en [9] Francisco y Martini proponen
un método del gradiente proyectado espectral, el cual es un algoritmo de descenso no-monótono
[40, 44, 45] que garantiza el descenso de la función objetivo con respecto a al menos un punto
de los calculados en un número fijo de pasos previos; además este algoritmo utiliza un operador
de proyección basado en la descomposición SVD para asegurar la factibilidad de cada iterado.
Diferente a los putos de vista anteriores, existen métodos basados en retracciones [19] los cuales
construyen una secuencia factible de puntos que converge a una solución local, dichos métodos
pueden ser vistos como métodos de proyecciones o como una relajación de los métodos basados
en geodésicas pero con la particularidad de que no es necesaria la construcción expĺıcita de la
geodésica. Por ejemplo, en [21] Wen-Yin utilizan una retracción basada en la transformada de
Cayley, este método se muestra muy eficiente computacionalmente para resolver el problema
(1.1).

A pesar de que en la literatura existen varios algoritmos propuestos para abordar el problema
(1.1), muchos de dichos algoritmos son poco eficientes para resolver problemas grandes y algunos
inclusive son ineficientes para problemas de talla mediana, esto hace interesante investigar y
desarrollar nuevos algoritmos más eficiente para resolver el problema (1.1).

1.2. Objetivos

En este trabajo de investigación estamos interesados en cubrir los siguientes objetivos:

1. Estudiar e implementar métodos de optimización sobre variedades para resolver problemas
de optimización sobre la variedad de Stiefel.

2. Proponer algoritmos eficientes para resolver problemas de optimización con restricciones
de ortogonalidad.

1.3. Visión general y organización

En este trabajo proponemos y estudiamos cuatro algoritmos para resolver el problema (1.1),
donde dos de los cuales emplean esquemas de actualización inspirados en los métodos de Adams-
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Bashforth y Adams-Moulton que son métodos utilizados para resolver ecuaciones diferenciales
numéricamente. Nuestro tercer algoritmo propuesto utiliza una fórmula de actualización que se
construye a partir de una combinación lineal relacionada con los dos iterados previos. Estas tres
primeras propuestas se valen de un operador de proyección basado en la SVD, con la finalidad
de asegurar la factibilidad de cada iterado. El cuarto algoritmo que proponemos para resolver el
problema (1.1), hace uso de una modificación de la fórmula de actualización del método propues-
to en [21] para calcular el nuevo iterado, dicha modificación emplea la factorización de Cholesky
en cada paso y garantiza factibilidad de cada punto generado sin necesidad de recurrir a un ope-
rador de proyección. Por otra parte, presentamos un quinto algoritmo para resolver el Weighted
Orthogonal Procrustes Problem (ver [9]) el cual es un problema de mı́nimos cuadrados sobre
la variedad de Stiefel, para resolverlo proponemos utilizar el conocido algoritmo de Bregman o
también llamado Iteración de Bregman para resolver un problema equivalente al Weighted Ort-
hogonal procrustes Problem. Además hacemos el análisis de convergencia de nuestros algoritmos
y realizamos comparaciones numéricas con algunos algoritmos del estado del arte para estudiar
la eficiencia y el desempeño de nuestros algoritmos.

El resto del trabajo se describe a continuación: en el caṕıtulo 2 mostramos contenidos pre-
liminares relacionados con álgebra lineal matricial, elementos de análisis matemático, algunos
métodos para resolver ecuaciones diferenciales numéricamente y métodos de optimización sobre
variedades, los cuales son necesarios para comprender el contenido de este trabajo. En el caṕıtulo
3 describimos algunos algoritmos propuestos por diferentes investigadores para resolver el pro-
blema (1.1) o algunos casos particulares de dicho problema. El caṕıtulo 4 se centra en nuestras
propuestas. Describimos cada uno de nuestros algoritmos y mostramos algunas propiedades de
convergencia, aśı como también algunos resultados teóricos de cada método. El caṕıtulo 5 pre-
senta resultados numéricos que comparan nuestros algoritmos con varios algoritmos del estado
del arte. También presentamos un análisis comparativo de los resultados obtenidos en los experi-
mentos numéricos entre los diferentes algoritmos. En el caṕıtulo 6 presentamos las conclusiones
generales del trabajo y el trabajo futuro. Y por último culminamos con los anexos.



Caṕıtulo 2

Preliminares

Dado que el problema (1.1) corresponde a un problema de optimización sobre una variedad
matricial, se enunciarán algunas definiciones y teoremas fundamentales sobre análisis matricial,
análisis matemáticos, ecuaciones diferenciales y optimización sobre variedades, con la finalidad
de facilitar la comprensión y el análisis de los temas que serán desarrollados en los próximos
caṕıtulos. El propósito es establecer una base teórica suficiente para describir tanto los métodos
de optimización sobre variedades que han sido investigados por diversos autores, como tam-
bién los que nosotros proponemos para resolver el problema (1.1). En particular se estudiarán
algunos conceptos básicos de análisis matricial, elementos básicos de análisis matemático, dife-
renciabilidad, algunos métodos para resolver ecuaciones diferenciales numéricamente y métodos
de búsqueda lineal para optimización sobre variedades. Cada uno de estos tópicos pueden encon-
trarse en [4, 19, 25, 31, 33].

En lo que resta del trabajo denotaremos por: Rm×n al conjunto de las matrices de tamaño
m × n con entradas reales, In,p a la matriz identidad de tamaño n × p, 0 a la matriz nula
de apropiadas dimensiones, A> denotará la traspuesta de la matriz A, L(Rm×n,R) al conjunto
formado por todas las funciones lineales continuas que van de Rm×n en R.

2.1. Análisis matricial

En esta sección mostramos varias definiciones básicas y algunos resultados de análisis ma-
tricial, los cuales serán de gran utilidad para la comprensión del contenido presentado en los
caṕıtulos posteriores.

Definición 1 (Matriz simétrica y matriz anti-simétrica) Una matriz cuadrada A ∈ Rn×n
se dice que es simétrica si satisface que A> = A, y se dice que es anti-simétrica si A> = −A.

Definición 2 (Traza) Sea A ∈ Rn×n, la traza de A se define como la suma de los elementos
de la diagonal principal, es decir:

Tr[A] :=

n∑
i=1

aii

Teorema 1 (Propiedades de la traza) Sean A,B ∈ Rn×n, C ∈ Rm×n, D ∈ Rn×m, y k ∈ R
entonces:

Tr[kA] = kTr[A], en particular: Tr[−A] = −Tr[A]

4
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Tr[A+B] = Tr[A] + Tr[B]

Tr[A] = Tr[A>]

Tr[CD] = Tr[DC]

Tr[C>C] = Tr[CC>] =
∑m

i=1

∑n
j=1 c

2
ij

Tr[A] =
∑n

i=1 λi, donde λi es el i-ésimo valor propio de A.

Definición 3 (Producto interno Euclidiano matricial) Dadas dos matrices A,B ∈ Rm×n,
se define el producto interno Euclidiano entre A y B como:

〈A,B〉 :=
∑
i,j

aijbij = Tr[A>B] (2.1)

Definición 4 (Norma Frobenius) Dada una matriz A ∈ Rm×n, se define la norma Frobenius
de A como:

||A||F :=

√∑
i,j

a2
ij =

√
Tr[A>A] =

√
〈A,A〉 (2.2)

Proposición 1 Sean L,R ∈ Rn×p. Si definimos por W := LR> −RL> entones:

||W ||2F = 2Tr[L>WR ] (2.3)

Demostración.

||W ||2F = Tr[W>W ]

= Tr[ (LR> −RL>)>(LR> −RL>) ]

= Tr[ (RL> − LR>)(LR> −RL>) ]

= Tr[RL>LR> ]− Tr[RL>RL> ]− Tr[LR>LR> ] + Tr[LR>RL> ]

= Tr[RL>LR> ] + Tr[LR>RL> ]− 2Tr[RL>RL> ] (ya que Tr[A] = Tr[A>])

= 2Tr[LR>RL> ]− 2Tr[RL>RL> ] (ya que Tr[AB] = Tr[BA])

= 2 (Tr[L>LR>R ]− Tr[L>RL>R ] ) (ya que Tr[AB] = Tr[BA])

= 2 (Tr[L>LR>R− L>RL>R ] ) (ya que Tr[A+B] = Tr[A] + Tr[B])

= 2 (Tr[L> (LR> −RL> )R ] )

= 2Tr[L>WR ].2

(2.4)

Lema 1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean A,B ∈ Rm×n y consideremos el producto
interno definido en (2.1) entonces,

|〈A,B〉| ≤ ||A||F ||B||F
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Definición 5 (Complemento ortogonal) El complemento ortogonal de un subespacio vecto-
rial S ⊆ Rm se define como:

S⊥ := {y ∈ Rm : 〈y, x〉 = 0, ∀x ∈ S} (2.5)

donde 〈·, ·〉 denota el producto interno estándar de Rm.

Definición 6 (Matriz ortogonal) Una matriz Q ∈ Rn×n es ortogonal si sus columnas forman
una base ortonormal de Rn.

Teorema 2 Sea Q ∈ Rn×n arbitraria, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

Q es ortogonal

Q>Q = QQ> = I

Las filas de Q forman una base ortonormal de Rn

Q preserva los productos internos, es decir: 〈Qx,Qy〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ Rn

Q preserva norma, es decir: ||Qx|| = ||x||, ∀x ∈ Rn

La siguiente proposición establece que la norma Frobenius es invariante bajo transformaciones
ortogonales.

Proposición 2 Sea A ∈ Rm×n. Entonces se cumple que:

||A||F = ||QAZ||F (2.6)

para cualquier par de matrices ortogonales Q ∈ Rm×m y Z ∈ Rn×n.

Teorema 3 (Fórmula de Sherman-Morrison-Woodbury) Sean A ∈ Rn×n y U, V ∈ Rn×k,
entonces:

(A+ UV >)−1 = A−1 −A−1U(I + V >A−1U)−1V >A−1.

Definición 7 (Transformada de Cayley) Sea E un operador sobre un espacio complejo de
Hilbert tal que E+ iI tiene un kernel trivial, entonces se define la transformada de Cayley C(E)
como:

C(E) = (E − iI)(E + iI)−1

donde I es el operador identidad.

Nota 1 La definición de espacio de Hilbert se encuentra en la próxima sección (ver definición
18).

Nota 2 Para el caso de operadores lineales reales, la transformada de Cayley se reduce a:

Q = (I −A)(I +A)−1

donde A ∈ Rn×n es la matriz de representación del operador lineal. Además, en el caso cuando A
es una matriz anti-simétrica, se tiene que la transformada de Cayley Q es una matriz ortogonal.
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2.2. Elementos de análisis matemático

En esta sección presentamos algunas definiciones y resultados que serán usados en los caṕıtulos
posteriores. Dichos resultados se presentan en el espacio de número reales y sobre el espacio Rm,
sin embargo también son válidos para el caso del espacio de matrices Rn×p.

Definición 8 (Sucesión convergente) Una sucesión {xn} de números reales se dice que con-
verge a un número real x si para todo ε > 0 existe un número N ∈ N tal que:

n > N ⇒ |xn − x| < ε. (2.7)

Si {xn} converge a x, escribiremos ĺımn→∞ xn = x o xn → x.

Definición 9 (Sucesión monótona) Sea {xn} una sucesión de número reales. Diremos que la
sucesión es creciente si se cumple:

xn < xn+1, ∀n ∈ N. (2.8)

Diremos que la sucesión es decreciente si satisface que:

xn > xn+1, ∀n ∈ N. (2.9)

Diremos que la sucesión {xn} es monótona si es creciente o decreciente.

Definición 10 (Sucesión acotada) Sea {xn} una sucesión de número reales. Diremos que la
sucesión es acotada si existe un número real M > 0 tal que: |xn| ≤M, ∀n ∈ N.

Teorema 4 Toda sucesión monótona y acotada es convergente.

Definición 11 (Sucesión de Cauchy) Consideremos (X, d) un espacio métrico con métrica
d : X ×X → R+. Una sucesión {xn} de puntos en X es llamada sucesión de Cauchy en (X, d)
si dicha sucesión tiene la propiedad de que dado ε > 0, existe un entero N tal que:

d(xn, xm) < ε siempre que m,n ≥ N.

Definición 12 (Conjunto acotado) Diremos que el conjunto X ⊂ Rm es acotado si existe un
número real M > 0 tal que: ||x||2 ≤M, ∀x ∈ X.

Definición 13 (Clausura) Sea X ⊆ Rm. Se define la clausura de X como el siguiente conjunto:

X := {x ∈ Rm : Nε(x) ∩X 6= ∅, ∀ε > 0}. (2.10)

donde Nε(x) = {s ∈ Rm : ||x− s||2 < ε}.

Definición 14 (Punto ĺımite) Sean X ⊆ Rm y x ∈ X. Diremos que x es un “punto ĺımite” de
X si dicho punto pertenece a la clausura del conjunto X − {x}. Al conjunto de todos los puntos
ĺımites de X lo denotaremos por X ′.
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Definición 15 (Conjunto cerrado) Diremos que X ⊂ Rm es cerrado si y solo si X = X.

Definición 16 (Compacidad en Rm) Sea X ⊂ Rm. Diremos que X es compacto si y solo si
X es cerrado y acotado.

Definición 17 (Espacio completo) El espacio métrico (X, d) es llamado completo si toda
sucesión de Cauchy en X es convergente.

Nota 3 Dado un número natural n, se puede demostrar que el conjunto X = Rn, con la métrica
Euclidiana es un espacio métrico completo, y también es un hecho conocido que el espacio de
matrices X = Rm×p con la extensión de la métrica Euclidiana (es decir con la norma Frobenius)
es un espacio métrico completo.

Definición 18 (Espacio de Hilbert) Un espació vectorial H con producto interno 〈·, ·〉 que
puede ser real o complejo da lugar a una norma:

||x|| =
√
〈x, x〉

la norma inducida por el producto interno. Diremos que H es un espacio de Hilbert, si H es
completo con respecto a esta norma.

Teorema 5 Sea f : X → R una función continua sobre un conjunto compacto X ⊂ R. Entonces
existen números reales m,M ∈ R tales que:

m ≤ f(x) ≤M, ∀x ∈ X. (2.11)

Además, existen x1, x2 ∈ X tales que f(x1) = m y f(x2) = M , es decir, f alcanza máximo y
mı́nimo en X.

Definición 19 (Conjunto convexo) Un conjunto X es llamado convexo si dados x, y ∈ X y
θ ∈ [0, 1] arbitrarios se satisface que:

θx+ (1− θ)y ∈ X.

Definición 20 (Función convexa) Una función f : Rn → R es convexa si su dominio dom(f)
es un conjunto convexo y si además se satisface que para todo x, y ∈ dom(f), y todo θ ∈ [0, 1] se
verifica que:

f(θx+ (1− θ)y) ≤ θf(x) + (1− θ)f(y).

Teorema 6 (Teorema del valor medio) Sea f : [a, b] ⊂ R → R una función continua en
[a, b] y diferenciable en (a, b). Entonces existe c ∈ (a, b) tal que,

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
. (2.12)
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2.3. Derivadas

En este apartado presentamos algunas definiciones y resultados acerca de diferenciabilidad
para el caso de funciones que van del espacio de matrices en el conjunto de los números reales.
Comenzaremos introduciendo los conceptos de la diferencial, derivadas parciales y derivada di-
reccional, para culminar con un resultado que relaciona la derivada direccional con el producto
interno entre la diferencial y la matriz que representa la dirección, dicho resultado será bastante
utilizado en el caṕıtulo 4.

Definición 21 (La Diferencial) Sean E,F dos espacios vectoriales normados, y sea f : A ⊂
E → F una función definida sobre un abierto A ⊂ E y a ∈ A′. Diremos que la función f es
diferenciable en “a” si existe una aplicación lineal J : E → F tal que:

ĺım
h→0

f(a+ h)− f(a)− J(h)

||h||
= 0 (2.13)

donde 0 denota al vector nulo del espacio vectorial F .
A la función Lineal y continua J se le llama “diferencial de f en a” y la denotaremos por Df(a).

Nota 4 La diferencial Df es única.

Definición 22 (Derivada direccional) Dada una función f definida en un abierto A de un
espacio vectorial normado E con valores en un espacio vectorial normado F , es decir f : A ⊂
E → F , se llamará “Derivada direccional de f en a ∈ A con respecto al vector −→v ∈ E” al
elemento de F definido por:

Df(a,−→v ) := ĺım
t→0

f(a+ t−→v )− f(a)

t
(2.14)

siempre y cuando el ĺımite exista.

Nota 5 Sea ε > 0, si definimos la función φ : (−ε, ε) → F por φ(t) = f(a + t−→v ), es fácil ver
que se tiene la fórmula Df(a,−→v ) = φ′(0).

Definición 23 La función f de la Definición de Derivada Direccional se dirá parcialmente de-
rivable en “a”, si Df(a, v) existe para todo v ∈ E.

Teorema 7 Si f es una función definida en un abierto A de un espacio vectorial normado E,
con valores en un espacio vectorial normado F , diferenciable en a ∈ A, entonces ella es continua
en “a”, parcialmente derivable en “a” y además se satisface que:

Df(a)(v) = Df(a, v),∀v ∈ E (2.15)

Demostración.
Ver anexos.2
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Teorema 8 (Teorema de representación de Riesz) Sean H un espacio de Hilbert, y H∗ su
espacio dual (que consiste en todas las funciones lineales continuas de H en el cuerpo base R o
C). Para cualquier φ ∈ H∗, existe un único x0 ∈ H tal que φ(x) = 〈x, x0〉 para todo x ∈ H, en
este caso decimos que x0 representa a φ.

Para ver la demostración del teorema de representación de Riesz ver [34].

Consideremos ahora el espacio de matrices con entradas reales de tamaño m × n denotado
por Rm×n, sobre este espació definimos un producto interno dado por (2.1) este producto interno
induce una norma llamada “Norma Frobenius” sobre Rm×n, dada por (2.2). Se puede probar que
el espacio vectorial Rm×n es un espacio de Hilbert con respecto a este producto interno. Además,
para funciones de valores reales cuyo dominio sea el espacio de matrices Rm×n o un subconjunto
de dicho espacio vectorial, es decir funciones del tipo F : A ⊆ Rm×n → R se puede redefinir “La
Diferencial” gracias al Teorema de Representación de Riesz como sigue:

Definición 24 Sea F : A ⊂ Rm×n → R una función definida sobre un abierto A ⊂ Rm×n y
X ∈ A′. Diremos que la función F es diferenciable en X si existe una matriz GX ∈ Rm×n tal
que:

ĺım
H→0

F(X +H)−F(X)− 〈GX , H〉
||H||

= 0. (2.16)

Próximamente definimos la derivada parcial para funciones del tipo F : A ⊂ Rm×n → R,
para esto, recordaremos que el conjunto B = {X ∈ Rm×n : X = Eij para algun (i, j) ∈
{1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n}}, donde Eij denota a la matriz cuyas entradas son todas iguales
a cero excepto la entrada eij que es igual a uno, forma una base para el espacio vectorial de
matrices Rm×n.

Definición 25 (Derivada parcial) Sean F : A ⊂ Rm×n → R una función definida sobre un
abierto A ⊂ Rm×n y X ∈ A′. Se define la “Derivada Parcial de F en X respecto a xij” denotada

por ∂F(X)
∂xij

como:

∂F(X)

∂xij
:= ĺım

t→0

F(X + tEij)−F(X)

t
. (2.17)

Teorema 9 Sea F : Rm×n → R. Si F es diferenciable en X ∈ Rm×n entonces:

DF(X) := GX =
[∂F(X)

∂xij

]
1≤i≤m,1≤j≤n

.

Demostración.
Ver anexos.2

Teorema 10 Sea F : Rm×n → R una función diferenciable en X ∈ Rm×n, y Z ∈ Rm×n.
Entonces,

DF(X,Z) := ĺım
t→0

F(X + tZ)−F(X)

t
= 〈GX , Z〉

donde GX denota a la matriz de derivadas parciales de F en X.
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Demostración.
Ver anexos.2

Nota 6 En el caṕıtulo 4 denotaremos a la derivada direccional de F en X en la dirección Z por:
DF(X)[Z] en lugar de DF(X,Z).

2.3.1. Algunas derivadas de funciones matriciales

Proposición 3 La derivada de la función F : Rm×n → R dada por

F (X) =
1

2
||AXC −B||2F

donde A ∈ Rp×m, B ∈ Rp×q y C ∈ Rn×q es:

GX = A>(AXC −B)C>

Demostración.
Ver anexos.2

Proposición 4 La derivada de la función F : Rm×n → R dada por

F (X) = Tr[X>AX]

donde A ∈ Rm×m es una matriz simétrica, es:

GX = 2AX

Demostración.
Ver anexos.2

2.4. Ecuaciones diferenciales

En esta sección presentamos algunos métodos numéricos que se utilizan para resolver ecua-
ciones diferenciales tanto ordinarias como parciales, los métodos mostrados a continuación son
el método de Crank-Nicolson, Adams-Bashforth y el método de Adams-Moulton, una descripción
detallada de dichos métodos se encuentra en [25].

2.4.1. Método de Crank-Nicolson

El método de Crank-Nicolson es un método que utiliza diferencias finitas para la resolución
numérica de ecuaciones en derivadas parciales. Se trata de un método de segundo orden en tiempo,
impĺıcito y numéricamente estable. Este método resuelve numéricamente ecuaciones diferenciales
del tipo:

∂u

∂t
= F (u, x, t,

∂u

∂x
,
∂2u

∂x2
).

Si denotamos por u(i∆x, n∆t) = uni , el método de Crank-Nicolson realiza la actualización como:

un+1
i = uni +

∆t

2
[Fn+1
i (u, x, t,

∂u

∂x
,
∂2u

∂x2
) + Fni (u, x, t,

∂u

∂x
,
∂2u

∂x2
)].
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2.4.2. Métodos de Adams-Bashforth y de Adams-Moulton

El método de Adams-Bashforth es un método multipaso utilizado para resolver numérica-
mente ecuaciones diferenciales ordinarias del tipo:

∂y

∂x
= f(x, y) (2.18)

este método al igual que muchos otros métodos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias
de forma numérica (como por ejemplo el muy conocido método de Euler, ver [25]), procede
particionando el intervalo [0,1] en un gran número N de subintervalos, todos de longitud h = 1

N
y entonces desarrolla una fórmula recursiva que relaciona a yn con {yn−1, yn−2, . . .}, donde yn es
la aproximación a y(xn = nh); dicha recursividad primite integrar numéricamente a (2.18) sobre
el intervalo [0,1], puesto que (2.18) es equivalente a:

y = y0 +

∫ 1

0
f(x, y)∂x (Ecuación Integral) (2.19)

para el intervalo, [xn, xn+1], se tiene:

yn+1 = yn +

∫ xn+1

xn

f(x, y)dx.

A este procedimiento se le conoce como diferencias finitas. El método de Adams-Bashforth de
dos pasos, utiliza diferencias finitas y aproxima a yn+1 como:

yn+1 = yn + h(
3

2
fn −

1

2
fn−1) (2.20)

con un error de O(h3).

De manera similar, el método de Adams-Moulton de dos paso, es un método multipaso e
impĺıcito usado para resolver numéricamente una ecuación diferencial ordinaria, la fórmula de
actualización de dicho método viene dada por:

yn+1 = yn +
h

12
(5fn+1 + 8fn − fn−1) (2.21)

con un error de O(h4).

2.5. Optimización sobre variedades

Optimización sobre variedades hace referencia a algoritmos que mantienen factibilidad du-
rante las iteraciones donde el conjunto de restricciones del problema de optimización es una
variedad diferencial, muy parecido al caso de los algoritmos clásicos de “Punto Interior” (ver
[30]), sin embargo la principal diferencia entre estos métodos, es que en los métodos de Punto
Interior se actualizan los iterados por medio de una búsqueda lineal, mientras que en el caso de
optimización en variedades puede que la actualización de búsqueda lineal no genere un punto
que viva en la variedad. La generalización de búsqueda lineal sobre variedades viene siendo el
movimiento a lo largo de geodésicas que son curvas de longitud mı́nima que unen a dos puntos
que están sobre la variedad, esta es claramente la generalización puesto que en el espacio Eucĺıdeo
la recta es la curva de menor distancia que une a dos puntos.
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Al igual que los métodos clásicos de búsqueda lineal, se recurre a métodos iterativos que
de cierta forma relajan la idea de construir el camino de descenso mediante la solución de un
sistema de ecuaciones diferenciales (como el sistema gradiente, ver [32]), esta relajación hace más
eficiente los algoritmos. Generalmente en el caso de optimización sobre variedades, construir una
geodésica sobre la variedad es computacionalmente costoso, porque esto implica la solución de
ecuaciones diferenciales que a su vez involucra el computo de exponenciales y en gran cantidad
de aplicaciones conllevan a calcular exponenciales matriciales que es bastante caro, para hacer
más eficiente a los algoritmos de optimización sobre variedades, se puede relajar la construcción
de la geodésica por medio del concepto de retracción, el cual es una función que mapea vectores
tangentes en la variedad, es decir que nos movemos en dirección de un vector tangente mientras
al mismo tiempo nos mantenemos en la variedad.

La importancia de optimización en variedades surge en aquellas aplicaciones donde la fun-
ción objetivo este definida solo en el conjunto factible, lo cual hace imposible utilizar métodos
infactibles tales como algoritmos de penalización, o el bien estudiado “Método del Lagrangiano
Aumentado (ALM)” (ver [30]). Además, los métodos de optimización sobre variedades buscan no
romper la estructura del problema a resolver, es decir, en gran cantidad de aplicaciones existen
problemas donde la variedad es una variedad matricial (son los casos de estudios en esta inves-
tigación), si bien es cierto que estos problemas los podemos resolver con los métodos clásicos de
optimización como por ejemplo el Descenso del Gradiente, Método de Newton, Métodos Quasi-
Newton, Gradiente Conjugado entre otros, mediante la vectorización del problema y resolverlo
como si estuviésemos en Rn, lo que buscan los métodos de optimización sobre variedades es
no emplear la vectorización sino utilizar las variables como matrices y emplear las propiedades
matriciales, y factorizaciones que tenemos disponibles de análisis numérico matricial.

2.5.1. La variedad de Stiefel

El conjunto St(n, p) := {X ∈ Rn×p : X>X = Ip} es conocido como Variedad de Stiefel,
una prueba de que dicho conjunto en realidad es una variedad se encuentra en [19]. Claramente
St(n,p) esta contenida en Rn×p, además, es conocido que la variedad de Stiefel es una subvarie-
dad embebida de la variedad Rn×p [19, ver pág. 26-27] también es sabido que la dimensión de
dicha variedad es np− 1

2p(p + 1), una demostración de este hecho se encuentra en [19, ver pág.
27]. Debido a que la variedad de Stiefel es una subvariedad embebida de Rn×p su topoloǵıa es la
topoloǵıa del subconjunto inducida por Rn×p. También es conocido que St(n,p) es un conjunto
cerrado y acotado, por lo tanto es un conjunto compacto [19, ver pág. 27]. Nótese que si p = 1
entonces la variedad de Stiefel se reduce a la esfera unitaria (Sn−1) y cuando p = n entonces
coincide con el grupo ortogonal denotado por On y en este caso su dimensión es 1

2n(n+ 1).

Se puede demostrar fácilmente [19, ver pág. 41-42] que dada una matriz X ∈ Rn×p, el espacio
tangente de la variedad de Stiefel en X denotado por TXSt(n, p) viene dado por:

TXSt(n, p) = {Z ∈ Rn×p : X>Z + Z>X = 0}. (2.22)

Una caracterización alternativa para (2.22) es:

TXSt(n, p) = {XΩ +X⊥K : Ω> = −Ω, K ∈ R(n−p)×p}. (2.23)

donde X⊥ denota a cualquier matriz de orden n× (n−p) tal que el span(X⊥) es el complemento
ortogonal del span(X). Para el caso particular cuando n = p es decir, para el grupo ortogonal,
tenemos que el espacio tangente de On en X esta dado por:

TXOn = {Z = XΩ : Ω> = −Ω} = XSskew(n). (2.24)
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donde Sskew(n) := {A ∈ Rn×n : A> = −A}. Asimismo, es conocido [19, ver pág. 48] que dada
X ∈ Rn×p, el espacio normal de la variedad de Stiefel en X es:

(TXSt(n, p) )⊥ = {XS : S ∈ Ssym(p)}. (2.25)

donde Ssym(p) := {A ∈ Rp×p : A> = A}. Igualmente es sabido [19, ver pág. 48] que dado
ε ∈ TXSt(n, p), los operadores de proyección sobre el espacio tangente y sobre el espacio normal
de la variedad de Stiefel en X son:

PXε = (I −XX>)ε+X skew(X>ε), (2.26)

P⊥X ε = X sym(X>ε), (2.27)

respectivamente, donde sym(M) := 1
2(M +M>) y skew(M) := 1

2(M −M>).

A continuación definimos el operador de proyección sobre la variedad de Stiefel que será de
gran importancia en algunos de nuestros métodos que presentaremos en el caṕıtulo 4.

Definición 26 Sea X ∈ Rn×p una matriz de rango p. El operador de proyección π : Rn×p →
St(n, p) se definido como:

π(X) := arg mı́n
Q∈St(n,p)

||X −Q||2F . (2.28)

La siguiente proposición nos provee una forma expĺıcita para calcular π(X).

Proposición 5 Sea X ∈ Rn×p una matriz de rango p. Entonces π(X) esta bien definida. Ade-
más, si X = UΣV > es la SVD de la matriz X, entonces π(X) = UIn,pV

>.

Demostración.
Ver anexos.2

2.5.2. Algoritmos de optimización en variedades basados en retracciones

En esta subsección introducimos el concepto de retracción, el cual es la base de los métodos
de búsqueda lineal sobre variedades, posterior a esto, presentamos algunas retracciones conocidas
sobre la esfera unitaria, el grupo ortogonal y sobre la variedad de Stiefel puesto que son las
variedades que aparecen en las restricciones del problema de interés de este trabajo; por último
finalizamos mostrando el algoritmo general de búsqueda linial sobre variedades Rimenianas. En
nuestro caso, la variedad de Stiefel junto con el producto interno estándar definido a través de
la traza forma una variedad Rimeniana (ver [19]).

Retracciones

Uno de los algoritmos más populares y muy bien estudiados teóricamente es el llamado
Descenso del Gradiente, este algoritmo es utilizado para resolver problemas de optimización sin
restricciones donde la función objetivo f es continuamente diferenciable, dicho método traslada
un punto de prueba x(t) en la dirección de máximo descenso es decir en dirección de −∇f(x)
y el método se detiene cuando el gradiente de la función objetivo evaluado en el iterado actual
se anule. Una implementación numérica y continua de este método construye una curva que
satisface la siguiente ecuación diferencial:

˙γ(t) = −∇f(γ(t)) (2.29)
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el cual es llamado sistema gradiente que ha sido estudiado ampliamente (ver [32]). Una forma
de construir la curva γ es v́ıa los métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales, pero
hacer esto, es muy costoso computacionalmente lo cual lo hace poco práctico. En la práctica, se
recurre a los llamados métodos de búsqueda lineal los cuales son métodos iterativos que construyen
una sucesión {xk}K de puntos en Rn recursivamente de la siguiente manera:

xk+1 = xk + αη (2.30)

donde α > 0 es llamado tamaño de paso y η es una dirección de descenso en xk, es decir cualquier
vector que satisfaga∇f(xk)

>η < 0. En el caso del descenso del gradiente, se escoge η = −∇f(xk).

En general, para el caso de optimización continua sobre variedades la idea es análoga al caso
de optimización clásica, lo que se desea es construir una geodésica es decir, una curva que se
mueva a lo largo de un vector tangente sobre la variedad, nuevamente la construcción de dicha
geodésica implica resolver una ecuación diferencial (ver [13, 23, 24]) que en general conlleva a
calcular exponenciales matriciales, lo cual es muy costoso computacionalmente. Para tratar con
este problema, se recurre a un método iterativo donde se relaja la metodoloǵıa de construir una
geodésica, por un mapeo suave que traslada el punto que vive en la variedad (el iterado que se
obtuvo del paso anterior) a lo largo de una dirección tangente a la variedad en dicho punto (un
vector tangente al punto anterior) y a su vez dicho mapeo se mantiene sobre la variedad, es decir,
dicha función mapea vectores tangente a la variedad; estas funciones son llamadas retracciones.

Definición 27 (Retracción) Una “Retracción” sobre una variedad M, es un mapeo suave (de
clase C∞ sobre su dominio) R que va del haz TM sobre M con las siguientes propiedades. Sea
Rx la restricción de R a TxM.

1. Rx(0x) = x, donde 0x denota el elemento nulo de TxM.

2. Con la identificación canónica T0xTxM' TxM, Rx satisface

DR(0x) = idTxM, (2.31)

donde idTxM denota el mapeo identidad sobre TxM.

Para el caso de variedades M que son subvariedades embebidas en un espacio vectorial E
como por ejemplo la variedad de Stiefel, se puede calcular una retracción Rx de forma más fácil.
Dado x ∈M y ε ∈ TxM, calcular Rx(ε) por

1. moverse a lo largo de ε para obtener el punto x+ ε que vive en E ;

2. “proyectar” el nuevo punto x+ ε sobre la variedad M.

Nótese que para este tipo especial de variedades la retracción es básicamente moverse a lo largo
de un vector tangente y luego proyectar sobre la variedad, esto es muy parecido al método clásico
del Gradiente proyectado (ver [30]). Un estudio detallado de este tipo especial de retracciones se
encuentra en [20]. Para ver más detalles de la definición 27 y para el caso de la construcción de
retracciones cuando la variedadM es una subvariedad embebida en un espacio vectorial [19, ver
pág. 55-57]. Próximamente mostramos algunas retracciones sobre la esfera unitaria, la variedad
de Stiefel y sobre el grupo ortogonal.
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Ejemplo 1 (Retracción sobre la esfera unitaria Sn−1) Sea x ∈ Sn−1 y ε ∈ TxSn−1 enton-
ces se puede probar (ver pág.57 en [19]) que la siguiente función,

Rx(ε) :=
x+ ε

||x+ ε||2
, (2.32)

es una retracción sobre la esfera unitaria. Nótese que para ε fijo,

Rx(ε) := arg mı́n
||R||2=1

||(x+ ε )−R||22 (2.33)

es decir, Rx(ε) es el punto sobre la esfera unitaria que minimiza la distancia a x+ ε.

Ejemplo 2 (Retracciones sobre el grupo ortogonal) Sea X ∈ On y XΩ ∈ TxOn entonces
las siguientes funciones:

RX(XΩ) := X qf(I + Ω), (2.34)

RX(XΩ) := X(I + Ω)(I − Ω2)−1/2, (2.35)

RX(XΩ) := XGiv(Ω), (2.36)

RX(XΩ) := X(I − 1

2
Ω)(I +

1

2
Ω)−1, (2.37)

ExpX(XΩ) := X exp(Ω), (2.38)

son todas retracciones sobre el grupo ortogonal, donde qf(A) := Q representa la matriz ortogonal
Q que se obtiene de la factorización QR de la matriz A, y con Giv(Ω) = Π1≤i<j≤nG(i, j,Ωij)
donde G(i, j, θ) es la rotación de Givens de ángulo θ en el plano (i, j), y donde exp(A) repre-
senta la exponencial matricial de A. Una descripción más detallada de como verificar que estas
funciones son realmente retracciones la encontramos en [19, ver pág. 58-59].

Ejemplo 3 (Retracciones sobre la variedad de Stiefel) Sea X ∈ St(n, p) y consideremos
ε ∈ TXSt(n, p) entonces una retracción basada en la “descomposición polar” es,

RX(ε) := (X + ε)(Ip + ε>ε)−1/2, (2.39)

otra retracción sobre la variedad de Stiefel basada en la factorización QR es,

RX(ε) := qr(X + ε). (2.40)

Como podemos apreciar, se pueden definir muchas retracciones sobre la variedad de Stiefel
y sobre el grupo ortogonal, aqúı solo mostramos algunos ejemplos. Al momento de implementar
algoritmos de optimización basados en retracción, la tarea fundamental es la elección de la re-
tracción apropiada que tenga el mejor desempeño, es decir, aquella que requiera de poco cómputo
por iteración para tener un algoritmo más eficiente. Por ejemplo las retracciones basadas en la
descomposición polar (2.35) y (2.39) en general son poco eficientes puesto que dichas retracción
necesitan calcular la inversa de una matriz y además, deben calcular la ráız cuadrada matricial
que en general implica encontrar la descomposición espectral de una matriz lo cual es poco efi-
ciente. Sin embargo cuando p es pequeño (o n es pequeño en el caso de On) hacer dicho cómputo
no es tan dif́ıcil y puede ser una buena opción para el algoritmo.
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Otras retracciones como (2.38) y (2.36) también son poco eficientes en problemas de gran
tamaño puesto que el cálculo de rotaciones de Givens y de exponenciales matriciales es muy
costoso computacionalmente. Entre las retracciones más eficientes que mostramos en esta sección
están aquellas basadas en la factorización QR, es decir, las retracciones (2.34) y (2.40) dichas
retracciones emplean la factorización QR que al menos es más eficientes que las mencionadas
anteriormente. La retracción que al parecer es la más eficiente sobre el grupo ortogonal de las
que presentamos aqúı, es aquella que utiliza la transformada de Cayley (2.37), esto se debe a
que solo involucra multiplicaciones matriciales y el cálculo de una inversa matricial, de hecho
uno de los trabajos del estado del arte (ver [21]), utiliza precisamente la retracción basada en la
trasformada de Cayley para resolver eficientemente problemas de optimización con restricciones
de ortogonalidad y la extiende para el caso de la variedad de Stiefel .

Algoritmos de búsqueda lineal sobre variedades

Antes de explicar los métodos de búsqueda lineal introduciremos la siguiente definición.

Definición 28 (Sucesión gradiente-relacionada) Dada una función objetivo f de una va-
riedad diferencial M en R, una sucesión {εk} tal que εk ∈ TxkM se dice que es gradiente-
relacionada si para cualquier subsucesión {xk}k∈K de {xk} que converja a un punto no cŕıtico
de f , la correspondiente subsucesión {xk}k∈K es acotada y satisface que:

ĺım
k→∞

sup
k∈K
〈∇f(xk), εk〉 < 0. (2.41)

Los métodos de búsqueda lineal sobre variedades, son métodos iterativos que construyen una
sucesión de punto {xk}k∈K que viven en la variedad, de manera recursiva como sigue,

xk+1 = Rxk(tkεk), (2.42)

donde εk es un vector tangente a la variedad en xk, tk > 0 es el tamaño de paso, y Rx(ε) es una
retracción sobre la variedad. Además, el vector tangente εk se escoge de tal forma que descienda
monótonamente la función objetivo, es decir que la sucesión de vectores tangente {εk}k∈K debe
ser gradiente-relacionada, y el tamaño de paso tk se selecciona generalmente usando la regla de
Armijo, aunque existen muchos otros criterios para seleccionar el tamaño de paso adecuado.

El algoritmo general de búsqueda lineal para resolver problemas de minimización de una
función objetivo sobre una variedad se presenta a continuación:
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Algoritmo 1 Método de búsqueda lineal general LSM

Entrada: Variedad Rimeniana M; una función continuamente diferenciable F :M→ R (fun-
ción objetivo); una retracción R : TM → M; ρ, σ ∈ (0, 1); τ > 0; k = 0. Iterado inicial
X0 ∈M.
mientras No halla convergencia hacer

Seleccionar ηk ∈ TXk
M tal que la sucesión {ηi}i=0,1,... sea una sucesión gradiente-relacionada.

mientras F(RXk
(τηk)) ≥ F(Xk) + στDF(Xk)[ṘXk

(0)] hacer
τ = ρτ ;

fin mientras
Actualización del iterado: Xk+1 = RXk

(τηk);
k = k + 1;

fin mientras
X∗ = Xk.

Salida: X∗ el minimizador local.



Caṕıtulo 3

Estado del arte

Si bien es cierto que desde los años 70’s existen diversos trabajos que han estudiado el pro-
blema de minimizar una función objetivo sobre una variedad (ver [35, 36]), es hasta los años
90’s donde se proponen algoritmos generales para resolver problemas de optimización sobre la
variedad de Stiefel (ver [13, 17, 37]). A partir de dicha década se han propuesto algoritmos que
se mueven a lo largo de curvas que localmente minimizan la longitud de arco entre dos puntos de
la variedad, a dichas curvas se le conocen como Geodésicas, también se han propuesto métodos
factibles que utilizan diferentes operadores de proyección para garantizar la construcción de una
sucesión factible de puntos, asimismo se han estudiado también métodos basados en retracciones,
igualmente algunos investigadores han propuestos otros métodos tales como el método penalidad
cuadrática y la iteración de Bregman que no siguen la filosof́ıa de los algoritmos de optimización
en variedades.

3.1. Esquemas de actualización basados en geodésicas

En 1998, Edelman y otros [13] desarrollan el algoritmo del gradiente conjugado y el algoritmo
de Newton con el propósito de resolver problemas sobre la variedad de Stiefel, los mencionados
autores utilizan un esquema de actualización que construye una geodésica en la cual los iterados
están sobre la curva definida por:

Y (τ,X) := [X,Q] exp

(
τ

[
−X>H −R>
R 0

])[
Ip
0

]
, (3.1)

donde QR = −(In − XX>)H es la factorización QR de −(In − XX>)H, y donde la matriz
H ∈ Rn×p es construida mediante la fórmula de la dirección de Newton y la del gradiente conju-
gado pero sobre variedades, es decir, usando el gradiente y Hessiano Rimeniano (si desea entrar
más en detalle ver la definición de gradiente y Hessiano Rimeniano en [19]). En [13], se estudia
desde un punto de vista geométrico dichas propuestas que funcionan bien en problemas pequeños,
sin embargo en problemas grandes, la fórmula de actualización (3.1) es poco eficiente debido a
que esta involucra el cálculo de una exponencial matricial de una matriz de tamaño 2p × 2p, y
además, necesita calcular la factorización QR de una matriz de tamaño n × p, lo cual hace que
los algoritmos propuestos en [13] sean muy lentos para el caso cuando p >= n/2.

Otra propuesta que utiliza geodésicas es presentado por Abrudan y colabradores en [24],
dichos autores estudian el caso de minimización de una función objetivo matricial con restricciones
unitarias, es decir la variedad es el conjunto de matrices unitarias cuadradas, esto quiere decir
que estudian el caso cuando p = n y las entradas de la matriz X pueden ser reales o complejas.

19
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Espećıficamente, Abrudan y colaboradores proponen el método de gradiente conjugado utilizando
el siguiente esquema de actualización:

Y (τ,X) = exp(−τM1)X, (3.2)

donde M1 ∈ Cn×n es una matriz anti-hermitiana (anti-simétrica en el caso real) dada por la
actualización de la dirección del gradiente conjugado Rimeniano usando el parámetro propuesto
por Polak-Ribièrre, para más detalles sobre como dichos autores construyen la matriz M1 ver
[24]. La fórmula (3.2) resuelve más eficientemente el problema (1.1) para el caso cuando p >=
n/2 que el método propuesto por Edelman, sin embargo, todav́ıa es poco eficiente puesto que
necesita calcular la exponencial matricial de un matriz de tamaño n× n lo cual es muy costoso
computacionalmente si n es grande. También un algoritmo de descenso del gradiente ha sido
propuesto por Abrudan y otros en [23] que también emplea la construcción de una geodésica.
Otro algoritmo que utiliza una geodésica ha sido propuestos en [26].

3.2. Esquemas de actualización basados en proyecciones y en
retracciones

Existen varios métodos propuestos que emplean operadores de proyección para garantizar
que cada iterado se mantenga en la variedad de Stiefel, Manton en 2002 (ver [28]) propone un
Modificado descenso del gradiente dado por el siguiente esquema de actualización:

Y (τ,X) = π(X − τZ(sd) ), (3.3)

donde π(·) es el operador de proyección definido en (2.28), y Z(sd) := DX −XD>XX con DX ∈
Rn×p es cualquier matriz que satisface:

F(X − Z) = F(X)− Tr[D>XZ] +O(||Z||2F ), ∀Z ∈ TXSt(n, p).

Nótese que una selección válida para DX puede ser DX = DF(Xk), además observe que (3.3) es
una retracción debido a que la matriz Z(sd) ∈ TXSt(n, p). Manton en [28] también propone un
Modificado método de Newton el cual se mueve a lo largo de la dirección de Newton ZNew y luego
calcula el nuevo iterado como la proyección de X+ τZNew usando el operador de proyección π(·)
al igual que en (3.3).

Absil y otros en [19], también proponen un método que para la actualización de los iterados,
emplea un operador de proyección basado en la factorización QR, dicho método utiliza la siguiente
fórmula de actualización:

Y (τ,X) = qf(X +D), (3.4)

donde D ∈ TXSt(n, p) y qf(A) denota a la matriz ortogonal obtenida mediante la factorización
QR de la matriz A, nótese que la función qf(·) es también un operador de proyección sobre
la variedad de Stiefel. Además, en [19] Absil y otros proponen otro método que emplea una
retracción basada en la descomposición polar, dada por:

Y (τ,X) = (X − τD)(Ip + τ2D>D)−1/2, (3.5)

donde D ∈ TXSt(n, p).

Los esquemas de actualización propuestos por Absil, Manton y en general los métodos ba-
sados en proyecciones, casi siempre muestran mejor desempeño que los métodos que construyen
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geodésicas, debido a que por lo general estos últimos requieren calcular exponenciales matricia-
les, lo cual es más costoso computacionalmente que proyectar sobre la variedad de Stiefel. Sin
embargo para problemas grandes el solo cálculo de la proyección es también muy costoso, y esto
convierte lentos a los algoritmos que utilizan operadores de proyección.

En 2012, Wen y Yin en [21] proponen un esquema de actualización parecido a la fórmula que
utiliza el método de Crank-Nicolson (ver caṕıtulo 2), el cual viene dado por:

Y (τ,X) = X +
τ

2
AX(X + Y (τ,X)), (3.6)

donde AX = DF(X)X> −XDF(X)>, observe que (3.6) es un esquema impĺıcito, sin embargo
Wen y Yin demuestran en [21] que la fórmula (3.6) es equivalente al siguiente esquema expĺıcito
que emplea la transformada de Cayley :

Y (τ,X) = (I +
τ

2
AX)−1(I − τ

2
AX)X, (3.7)

el cual es una retracción sobre la variedad de Stiefel. Nótese que este último esquema de ac-
tualización, no requiere la utilización de un operador de proyección, lo cual lo hace bastante
eficiente computacionalmente, sin embargo, la fórmula (3.7) todav́ıa necesita invertir una matriz
de tamaño n× n que es bastante dif́ıcil si n es grande, para solventar este problema los autores
de [21] proponen utilizar la fórmula de Sherman-Morrison-Woodbury y a partir de esta, obtienen
una fórmula equivalente a (3.7) dada por:

Y (τ,X) = X − τU( I +
τ

2
V >U )−1V >X, (3.8)

donde AX = UV >, con U = [DF(X), X] y V = [X,−DF(X)]. Nótese que (3.8) es una fórmula
de actualización más eficiente que (3.7) para el caso cuando p < n

2 , debido a que esta requiere
invertir una matriz de tamaño 2p× 2p. De los algoritmos existentes en la literatura para resolver
el problema (1.1), el método propuesto por Wen-Yin es uno de los que presenta un mejor desem-
peño y eficiencia en la actualidad.

En 2014 Francisco y Martini [9] estudiaron el comportamiento de un algoritmo de región de
confianza para resolver el problema Weighted Orthogonal Procrustes Problem(WOPP), es cual
es un problema particular del esquema general de optimización (1.1). Dicho algoritmo, puede
ser visto como una variación del método Levenberg-Marquardt analizado por Birgin y otros en
[38] (ver también [42]). Más espećıficamente, Francisco y Martini proponen ajustar el siguiente
modelo cuadrático local:

Qkρ(X) = Tr[DF(Xk)
>(X −Xk)] +

σkρ + ρ

2
||X −Xk||2F , (3.9)

donde σkρ es un parámetro actualizado en cada iteración y ρ es un parámetro de regularización.
Dichos autores seleccionan el siguiente iterado como aquel que resuelve el modelo cuadrático
(3.9) sujeto a la variedad de Stiefel, es decir, como aquel que resuelve el siguiente problema de
optimización:

mı́n
X∈Rn×p

Qkρ(X) s.a. X>X = I, (3.10)

dicho problema (3.10) tiene solución cerrada dada por:

Wk+1 = Xk −
1

ρ+ σkρ
DF(Xk), (3.11)

Xk+1 = π(Wk+1), (3.12)
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donde π(·) es el operador de proyección definido en (2.28). Al esquema anterior, lo combinan con
una búsqueda lineal no-monótona (ver [43]) junto al paso de Barzilai-Borwein (ver [41]) para
seleccionar el tamaño de paso adecuado, dicho tamaño de paso tk debe satisfacer la siguiente
condición:

F(Xk+1) ≤ F(Xl(k)) + γtk||DF(Xk)||2F , (3.13)

donde γ ∈ (0, 1) y F(Xl(k)) = máx{F(Xk−j) : 0 ≤ j ≤ m(k)} con m(k) definido recursivamente
como sigue: m(0) = 0 y para k ≥ 1 se define como 0 ≤ m(k) ≤ mı́n{m(k − 1) + 1,M},
con M ∈ Z+. Existen muchas estrategias no-monótonas para la selección del tamaño de paso,
el algoritmo propuesto por Francisco y Martini emplea la técnica descrita arriba, nosotros a
diferencia de dichos autores, utilizaremos en nuestro algoritmo 3 (ver Caṕıtulo 4), otra técnica
no-monótona que es propuesta en [45] para la selección del tamaño de paso, debido a que esta
funcionó mejor en la práctica. La técnica de selección del tamaño de paso empleada por los
autores Francisco y Martini en su algoritmo, garantiza convergencia global de la sucesión de los
iterados a un punto estacionario bajo ciertas hipótesis, una demostración de este resultado se
encuentra en [43]. Nótese que en general, el algoritmo propuesto por Francisco y Martini es un
algoritmo de optimización basado en proyección, puesto que para resolver el modelo cuadrático
(3.9) necesita utilizar un operador de proyección para garantizar factibilidad de la sucesión de
iterados, por otra parte, dicho método puede llegar a ser bastante lento en problemas grandes,
puesto que requiere el cálculo de la SVD en cada iteración para resolver cada modelo cuadrático.

3.3. Otras propuestas

Existen otras algoritmos propuestos para resolver problemas de optimización sobre la varie-
dad de Stiefel que han sido investigados por diversos autores, pero que no son algoritmos de
optimización sobre variedades, es decir, algunos son métodos infactibles como lo es el bien cono-
cido método de penalidad cuadrática, también se ha propuesto la novedosa iteración de Bregman,
entre otros. En esta subsección mencionamos alguno de estos estudios realizados actualmente.

En 2014 R. Lai y S. Osher [29] estudian el siguiente problema general de optimización muy
relacionado al problema (1.1):

mı́n
X∈Rn×p

F(X) s.a. X>QX = I, (3.14)

donde F : Rn×p → R es considerada una función convexa y Q ∈ Rn×n es una matriz definida
positiva conocida. Directamente la iteración de Bregman no puede utilizarse para resolver el
problema (3.14), puesto que este no tiene restricciones lineales, para aplicar dicho algoritmo, Lai
y Osher introducen una variable auxiliar P ∈ Rn×p dada por P = LX, donde L>L = Q es la
factorización de Cholesky de la matriz Q. Aśı, los autores de [29] construyen una formulación
equivalente al problema (3.14) dada por:

mı́n
X,P∈Rn×p

F(X) s.a. LX = P y P>P = I, (3.15)

El algoritmo iteración de Bregman propuesto por R. Lai y S. Osher en [29] para resolver el
problema (3.15) procede de la siguiente forma:

1.−Xk+1 = argmı́n
X
F(X) +

r

2
||LX − P k +Bk||2F , (3.16)

2.− P k+1 = argmı́n
P

1

2
||P − LXk+1 −Bk||2F P>P = I, , (3.17)

3.−Bk+1 = Bk + LXk+1 − P k+1, (3.18)
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donde r > 0 es un parámetro dado. La ventaja del algoritmo anterior recae en el hecho de que el
problema del paso 1, es un problema de optimización convexa sin restricciones, el cual en general
es fácil de resolver y en muchas aplicaciones tiene solución cerrada, además el problema de opti-
mización sobre la variedad de Stiefel del paso 2 tiene solución anaĺıtica, estas dos caracteŕıstica
hacen que dicho algoritmo sea muy eficiente y veloz.

Wen y otros en [22] estudian el problema de valores propios lineales (ver [19]) y proponen
resolverlo mediante el conocido y bien estudiado método de penalidad cuadrática (ver [30]), es
decir que los autores de [22], plantean resolver el problema Linear Eigenvalues Problem (ver [19]),
mediante la resolución del siguiente problema de optimización irrestricto en cada iteración:

mı́n
X∈Rn×p

Fµ(X) := −1

2
Tr[X>AX] +

µ

4
||X>X − I||2F , (3.19)

donde µ > 0 es el parámetro de penalidad. Es conocido que el modelo clásico de penalidad cua-
drática se aproxima al problema con restricciones original solo cuando el parámetro de penalidad
tiende a infinito, sin embargo los autores de [22] muestran que el problema (3.19) es equivalente
al problema de valores propios lineales cuando el parámetro de penalidad es escogido apropiada-
mente.

Para resolver cada sub-problema de optimización sin restricciones Wen y colaboradores uti-
lizan el bien estudiado descenso del gradiente (ver [30]), el cual actualiza los iterados mediante
la siguiente fórmula recursiva:

Xk+1 = Xk − αk∇Fµ(Xk), (3.20)

donde ∇Fµ(·) es la derivada de la función de penalidad y αk > 0 es el tamaño de paso que es
seleccionado usando Backtracking combinado con el paso de Barzilai-Borwein.

Como podemos notar se han propuesto algunos métodos infactibles para resolver problemas de
optimización sobre la variedad de Stiefel, este último es decir el método de penalidad cuadrática
también se puede proponer para resolver el problema general (1.1), aunque es conocido que dicho
método genera mal condicionamiento de la matriz Hessiana de la función de penalidad cuando
el parámetro de penalidad se acerca a infinito, lo cual impide utilizar métodos tipo Newton para
acelerar la convergencia al resolver los sub-problemas de optimización sin restricciones de cada
iteración. Otra método infactible que puede aplicarse como alternativa de método de solución
para resolver el problema (1.1) es el conocido Método del Lagrangiano Aumentado (ALM) (ver
[30]), este método resuelve el problema del mal condicionamiento de la matriz Hessiana, sin
embargo en este trabajo de investigación estamos interesados en estudiar y proponer algoritmos
de optimización sobre variedades para resolver el problema (1.1), a los cuales les concierne generar
una sucesión factible de iterados que converja a un óptimo local del problema (1.1).



Caṕıtulo 4

Métodos propuestos para resolver
problemas de optimización con
restricciones de ortogonalidad

En este caṕıtulo presentamos nuestros cinco métodos propuestos para resolver problemas de
optimización con restricciones de ortogonalidad, todos ellos construyen una sucesión de puntos
factibles que converge a un mı́nimo local. Tres de nuestros métodos utilizan la proyección so-
bre la variedad de Stiefel definida en (2.28), para asegurar que la sucesión creada sea factible,
mientras que nuestro cuarto método propuesto utiliza una fórmula de actualización que emplea
la factorización de Cholesky de tal forma que garantiza factibilidad. Nuestras cuatro primeras
propuestas resuelven el problema general (1.1), mientras que nuestra quinta propuesta utiliza un
Splitting Bregman Algorithm para resolver elWeighted Orthogonal Procrustes Problem (WOPP).
En las siguientes secciones, explicamos de forma detallada cada una de las fórmulas de actualiza-
ción de todas nuestras cinco propuestas, también revelamos las estrategias que utilizaremos para
seleccionar el tamaño de paso de nuestros algoritmos. Además, mostramos algunos resultados de
convergencia de nuestros métodos y presentamos dichos algoritmos.

4.1. Condiciones de optimalidad

La función Lagrangiana asociada al problema de optimización (1.1) viene dada por:

L(X,Λ) = F(X)− 1

2
Tr[Λ(X>X − I)] (4.1)

donde Λ es la matriz de multiplicadores de Lagrange, dicha matriz es simétrica debido a que
la matriz X>X también lo es. De la función Lagrangiana se desprenden las condiciones de
optimalidad de primer orden para el problema (1.1):

G−XΛ = 0, (4.2a)

X>X − Ip = 0, (4.2b)

donde G := DF(X).

Lema 2 (cf. Wen-Yin [21], 2012, page 7) Supongamos que X es un minimizador local del pro-
blema (1.1). Entonces X satisface las condiciones de optimalidad de primer orden (4.2a) y (4.2b)
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con multiplicador de Lagrange asociado Λ = G>X. Definamos,

∇F(X) := G−XG>X and A := GX> −XG>,

entonces ∇F(X) = AX. Además, ∇F = 0 si y solo si A = 0.

Demostración.
Ver anexos.2

Nótese que el lema 2 nos provee una equivalencia de la condición (4.2a), es decir, si supo-
nemos que X es factible y que además satisface que ∇F(X) = 0 entonces la condición (4.2a)
también se satisface, por otro lado, si suponemos que las condiciones (4.2a) y (4.2b) se cumplen
para algun X entonces ∇F(X) = 0. Este hecho nos permite utilizar como criterio de parada
para nuestros algoritmos la condición ∇F(X) = 0, es decir nos detenemos cuando encontremos
un X ∈ St(n, p) tal que ∇F(X) = 0, de esta forma se garantiza que se satisfagan las condiciones
(4.2a)-(4.2b). Observe que la condición (4.2b) también se va a satisfacer debido a que nuestros
algoritmos construyen una secuencia factible y St(n, p) es un conjunto compacto.

Próximamente, estableceremos las condiciones de optimalidad de segundo orden para el pro-
blema (1.1):

Lema 3 1) (Condición necesaria de segundo orden, [30]) Supongamos que X ∈ St(n, p) es un
minimizador local del problema (1.1). Entonces X satisface:

Tr[Z>D(DF(X))[Z] ]− Tr[ ΛZ>Z ] ≥ 0, ∀Z ∈ TXSt(n, p), donde Λ = G>X. (4.3)

2) (Condición suficiente de segundo orden, [30]) Supongamos que para X ∈ St(n, p), existe un
multiplicador de Lagrange Λ tal que se satisfacen las condiciones de optimalidad de primer orden.
Además supongamos que

Tr[Z>D(DF(X))[Z] ]− Tr[ ΛZ>Z ] > 0, (4.4)

para cualquier matriz Z ∈ TXSt(n, p). Entonces X es un minimizador local estricto para el
problema (1.1).

4.2. Esquemas de actualización

En las siguientes subsecciones presentamos las fórmulas de actualización para cuatro de nues-
tros métodos. La primera se construye a partir de una combinación lineal del iterado actual con
otro término, las siguientes dos fórmulas de actualización están inspiradas en las fórmulas de
los métodos para resolver ecuaciones diferenciales numéricamente Adams-Bashforth y Adams-
Moulton que fueron presentadas en el caṕıtulo 2, la idea de estudiar estas últimas dos propuesta
surgió de hacer una analoǵıa a la investigación presentada por Wen-Yin en [21] donde el esquema
de actualización del método propuesto por dichos autores (ver (3.6)) esta inspirada en la fórmula
del método de Crank-Nicolson (ver caṕıtulo 2).

Por último en esta sección presentamos la fórmula de actualización de nuestro cuarto método
propuesto que emplea una factorización tipo Cholesky de forma inteligente para garantizar fac-
tibilidad sin necesidad de utilizar un operador de proyección sobre la variedad de Stiefel, dicha
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fórmula de actualización generaliza el método propuesto por Wen-Yin en [21], que actualiza los
iterados usando la transformada de Cayley, ver (3.7).

Los cuatro métodos que describiremos en esta sección emplearan el siguiente esquema general
de actualización:

Xk+1 = Zk(τ), (4.5)

donde τ > 0 representa el tamaño de paso, y Zk : Rn×p×R→ St(n, p) es una función cuyos que
depende del iterado anterior Xk y del tamaño de paso. Cada uno de nuestros cuatro métodos
utiliza una función Zk(·) diferente.

4.2.1. Esquema de actualización basado en una combinación lineal

Nuestra primera propuesta utiliza la siguiente fórmula de actualización:

Y CL
k (τ) := Xk − τ (λBkL+ µCkR ), (4.6)

donde Bk = GkL
> − LG>k , Ck = GkR

> −RG>k , L,R ∈ Rn×p, τ es el tamaño de paso y donde λ
y µ son escalares que satisfacen:

λ||Bk||2F + µ||Ck||2F > 0.

El siguiente lema muestra que la curva Y CL
k (τ) definida en (4.6) es una curva de descenso en

τ = 0.

Lema 4 Y CL
k (τ) definido en (4.6) es una curva de descenso en τ = 0, esto es:

F ′τ (Y CL
k (0) ) :=

∂F(Y CL
k (τ) )

∂τ

∣∣∣
τ=0

= −λ
2
||Bk||2F −

µ

2
||Ck||2F < 0. (4.7)

Demostración.
Del teorema 10 sabemos que la diferencial la podemos escribir como:

F ′τ (Y CL
k (0) ) = 〈DF(Xk), Ẏ

CL
k (0)〉,

por notacion sabemos que Gk = DF(Xk) y además Ẏ CL
k (0) = −(λBkL+ µCkR ), luego,

F ′τ (Y CL
k (0) ) = −Tr[G>k (λBkL+ µCkR ) ],

o equivalentemente,

F ′τ (Y CL
k (0) ) = −λTr[G>k BkL ]− µTr[G>k CkR ],

luego por (2.3) obtenemos,

F ′τ (Y CL
k (0) ) = −λ

2
||Bk||2F −

µ

2
||Ck||2F < 0,

por lo tanto, Y CL
k (τ) es una curva de descenso en τ = 0.2
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Nota 7 Observe que en la fórmula de actualización (4.6), se pueden utilizar inclusive las ma-
trices L y R construidas de forma aleatoria junto con los parámetros µ y λ seleccionados de
forma apropiada (por ejemplo ambos positivos); y de esta forma se garantiza que el método haga
descender la función objetivo y eventualmente puede converger a un mı́nimo local. Sin embargo,
lo más adecuado es escoger las matrices L y R de tal forma que estén relacionadas con el proble-
ma, es decir que contengan cierta información del problema, en general se debeŕıan comportar
mejor aquellas escogencia de estas matrices que estén relacionadas con direcciones que lleven la
información del gradiente o del hessiano de la función objetivo en el iterado actual. En vista de
esto, para la implementación de este método, tomaremos L = Xk y R = Xk−1 con λ = 2/3 y
µ = 1/3, es decir la dirección de descenso es una combinación lineal del gradiente en la iteración
actual ∇F(Xk) = BkL = BkXk y un término que se aproxima al gradiente de la iteración an-
terior si τ es pequeño. Escogeremos los parámetros λ y µ de tal forma que se le de mayor peso
al gradiente en la iteración actual en lugar de la otra dirección. Es decir que para efectos de la
implementación proponemos utilizar la siguiente fórmula de actualización:

Y CL
k (τ) := Xk − τ (λAkXk + µBkXk−1 ), (4.8)

donde Ak = GkX
>
k −XkG

>
k y Bk = GkX

>
k−1 −Xk−1G

>
k .

4.2.2. Los esquemas Adams-Bashforth y Adams-Moulton

Nuestra segunda propuesta esta inspirada en el método de Adams-Bashforth el cual fue
presentado en el caṕıtulo 2, esta propuesta actualiza el nuevo iterado utilizando los dos iterados
previos, más espećıficamente:

Y AB
k (τ) := Xk −

τ

2
Ak ( 3Xk −Xk−1), (4.9)

donde Ak esta definido igual que en nuestro esquema basado en una combinación lineal.

Por otro lado, nuestra tercera propuesta esta inspirada en el método de Adams-Moulton el
cual también fue presentado en el caṕıtulo 2, esta propuesta actualiza el siguiente iterado como
sigue:

Y AM
k (τ) := Xk −

τ

12
Ak ( 5Y AM

k (τ) + 8Xk −Xk−1 ). (4.10)

En nuestras tres primeras propuestas, los esquemas tipo Adams-Bashforth, tipo Adams-
Moulton y el esquema (4.6) construyen puntos Y AB

k (τ), Y AM
k (τ), Y CL

k (τ) que no necesariamente
viven sobre la variedad de Stiefel, aśı que para garantizar que estos métodos construyan una
secuencia factible, proyectaremos estos puntos sobre St(n, p), es decir que para dichos métodos,
emplearemos el esquema general de actualización del siguiente iterado (4.5) con Zk(·) definida
como:

Zk(τ) := π(Yk(τ)), (4.11)

donde Yk(τ) es cualquiera de las tres actualizaciones (4.6), (4.9) o (4.10) y donde π(·) es el opera-
dor de proyección sobre la variedad de Stiefel que presentamos en la definición 26 (ver caṕıtulo 2).

Note que en la ecuación (4.10), Y AM
k (τ) esta definida en forma impĺıcita, para implementar

esta fórmula necesitamos un esquema expĺıcito, el siguiente lema resuelve este problema y además
nos provee una expresión cerrada para calcular la derivada de la curva Y AM

k (τ).
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Lema 5 1) Sea W ∈ Rn×n una matriz anti-simétrica, entonces la matriz Q = (I + W )−1 esta
bien definida.
2) Yk(τ) definida como en (4.10) puede escribirse como:

Y AM
k (τ) = (I +

5τ

12
Ak)

−1(Xk −
τ

12
Ak ( 8Xk −Xk−1 ) ), (4.12)

3) y su derivada con respecto a τ es:

Ẏ AM
k (τ) = − 1

12
( I +

5τ

12
Ak )−1Ak ( 5Y AM

k (τ) + 8Xk −Xk−1 ), (4.13)

en particular, Ẏ AM
k (0) = − 1

12Ak ( 13Xk −Xk−1 ).

Demostración.
1) Supongamos que W es anti-simétrica, veamos que la matriz Q = (I +W )−1 es invertible. Sea
v ∈ Rn, como v>Wv ∈ Rn entonces

v>Wv = ( v>Wv )>

= v>W>v

= −v>Wv ( ya que W> = −W ),

aśı, v>Wv = 0, ∀v ∈ Rn. Ahora dado v ∈ Rn,

v>( I +W )v = v>v + v>Wv = v>v = ||v||22,

lo cual implica que ( I + W ) es una matriz definida positiva y por lo tanto Q = ( I + W ) es
invertible.2.

2) Del esquema de actualización (4.10) tenemos que:

Y AM
k (τ) = Xk −

τ

12
Ak ( 5Y AM

k (τ) + 8Xk −Xk−1 ),

o equivalentemente,

( I +
5τ

12
Ak )Y AM

k (τ) = Xk −
τ

12
Ak ( 8Xk −Xk−1 ),

por lo tanto,

Y AM
k (τ) = ( I +

5τ

12
Ak )−1(Xk −

τ

12
Ak ( 8Xk −Xk−1 ) ).2

3) Derivando la curva Y AM
k (τ) definida en (4.10) con respecto a τ tenemos que:

Ẏ AM
k (τ) = − 5

12
AkY

AM
k (τ)− 5τ

12
AkẎ

AM
k (τ)− 1

12
Ak( 8Xk −Xk−1 ),

o equivalentemente,

( I +
5τ

12
Ak ) Ẏ AM

k (τ) = − 1

12
Ak( 5Y AM

k (τ) + 8Xk −Xk−1 ),

luego,
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Ẏ AM
k (τ) = − 1

12
( I +

5τ

12
Ak )−1Ak ( 5Y AM

k (τ) + 8Xk −Xk−1 ). (4.14)

En particular, cuando τ = 0 tenemos en (4.10) que Y AM
k (0) = Xk luego, sustituyendo τ = 0

en (4.14) tenemos finalmente,

Ẏ AM
k (0) = − 1

12
Ak ( 13Xk −Xk−1 ).

Con lo cual hemos probado el lema 5.2

Lema 6 Sean U = [Gk, Xk] y V = [Xk,−Gk]. Si la matriz I + 5τ
12V

>U es invertible entonces
(4.12) es equivalente a:

Y AM
k (τ) = Xk −W (τ) ( 13Xk −Xk−1 ) (4.15)

donde W (τ) = τ
12U( I + 5τ

12V
>U )−1V >.

Demostración.
Nótese que de la definición de U , V y Ak tenemos que I + 5τ

12Ak = I + 5τ
12UV

>, si aplicamos la
fórmula SMW:

(B + αUV >)−1 = B−1 − αB−1U(I + αV >B−1U)−1V >B−1, (4.16)

con B = I y α = 5τ
12 obtenemos:

( I +
5τ

12
Ak )−1 = I − 5τ

12
U( I +

5τ

12
V >U )−1V >,

además, nótese que (I− 8τ
12Ak)Xk = (I− 8τ

12UV
>)Xk aśı, si denotamos por T1 = (I+ 5τ

12Ak)
−1(I−

8τ
12Ak)Xk tenemos que:

T1 = [ I − 5τ

12
U( I +

5τ

12
V >U )−1V > ] ( I − 8τ

12
UV > )Xk

= Xk −
5τ

12
U
( 8

5
I + ( I +

5τ

12
V >U )−1( I − 8τ

12
V >U )

)
V >Xk

= Xk −
5τ

12
U( I +

5τ

12
V >U )−1

[8

5
( I +

5τ

12
V >U ) + ( I − 8τ

12
V >U )

]
V >Xk

= Xk −
5τ

12
U( I +

5τ

12
V >U )−1(

13

5
I )V >Xk

= Xk −
13τ

12
U( I +

5τ

12
V >U )−1V >Xk

= Xk − 13W (τ)Xk, (4.17)



30

T2 = τ
12( I + 5τ

12A )−1(AXk−1 ) obtenemos:

T2 =
τ

12
[ I − 5τ

12
U( I +

5τ

12
V >U )−1V > ] (UV >Xk−1 )

=
τ

12
UV >Xk−1 −

5τ2

122
U( I +

5τ

12
V >U )−1V >UV >Xk−1

=
τ

12
U
(
I − 5τ

12
( I +

5τ

12
V >U )−1V >U

)
V >Xk−1

=
τ

12
U( I +

5τ

12
V >U )−1

[
( I +

5τ

12
V >U )− 5τ

12
V >U

]
V >Xk−1

=
τ

12
U( I +

5τ

12
V >U )−1V >Xk−1

= W (τ)Xk−1, (4.18)

Ahora, del lema 5 sabemos que,

Y AM
k (τ) = ( I +

5τ

12
Ak )−1

(
Xk −

τ

12
Ak( 8Xk −Xk−1 )

)
= ( I +

5τ

12
Ak )−1( I − 8τ

12
Ak )Xk +

τ

12
( I +

5τ

12
Ak )−1AkXk−1

= T1 + T2

= (Xk − 13W (τ)Xk ) + (W (τ)Xk−1 ) (por(4.17) y (4.18))

= Xk −W (τ)(13Xk −Xk−1),

lo cual prueba el lema.2

Observación 1 El lema anterior nos provee otra forma de calcular Y AM
k (τ), para el caso cuan-

do p� n invertir la matriz (I+ 5τ
12V

>U) ∈ R2p×2p es mucho menos costoso computacionalmente
que invertir la matriz (I+ 5τ

12Ak) ∈ Rn×n, aśı que en este caso conviene usar la fórmula de actua-
lización (4.15). Más espećıficamente, para efectos de la implementación de nuestros Algoritmos 2
y 3 (dichos algoritmos son presentados más adelante en este mismo caṕıtulo) cuando utilicemos
nuestro método basado en Adams-Moulton usaremos la fórmula de actualización (4.10) para el
caso cuando p ≥ n

2 y en caso contrario emplearemos la fórmula de actualización (4.15), con la
finalidad de reducir el cómputo de invertir la matriz I + 5τ

12Ak.

Observación 2 En las fórmulas de actualización (4.9) y (4.10) podemos introducir parámetros
calculados de forma adecuada para garantizar que las direcciones utilizadas por estos métodos
sean de descenso en Xk, es decir podemos modificar dichas fórmulas de actualización por:

Y AB
k (τ) := Xk −

τ

2
Ak ( 3αkXk −Xk−1) (4.19)

Y AM
k (τ) := Xk −

τ

12
Ak ( 5βkY

AM
k (τ) + 8Xk −Xk−1 ) (4.20)

donde los parámetros αk y βk los calculamos como:

αk =

{
1 + ( 2Tr[G>k AkXk−1] ) / 3||Ak||2F si DF(Xk)[Ẏ

AB
k (0)] ≥ 0

1 en otro caso.

y

βk =

{
2Tr[G>k AkXk−1] / 5||Ak||2F si DF(Xk)[Ẏ

AM
k (0)] ≥ 0

1 en otro caso.
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y de esta forma se puede probar que las curvas (4.19) y (4.20) son curvas de descenso en τ = 0.

En efecto, consideremos la fórmula de actualización (4.19), si DF(Xk)[Ẏ
AB
k (0)] < 0 no hay

nada que probar y en este caso se toma αk = 1 y aśı la fórmula de actualización (4.19) coincide
con (4.9), en caso contrario se selecciona αk = 1 + ( 2Tr[G>k AkXk−1] ) / 3||Ak||2F y en este caso
tenemos que:

DF(Xk)[Ẏ
AB
k (0)] = Tr[G>k Ẏ

AB
k (0)]

= Tr[G>k (
−3αk

2
AkXk +

1

2
AkXk−1 )]

= −3αk
2
Tr[G>k AkXk] +

1

2
Tr[G>k AkXk−1]

= −3αk
4
||Ak||2F +

1

2
Tr[G>k AkXk−1] ( por (2.3) )

= −3

4
(1 +

2

3

Tr[G>k AkXk−1]

||Ak||2F
)||Ak||2F +

1

2
Tr[G>k AkXk−1]

= −3

4
||Ak||2F −

1

2
Tr[G>k AkXk−1] +

1

2
Tr[G>k AkXk−1]

= −3

4
||Ak||2F

< 0

y por lo tanto (4.19) es una curva de descenso en τ = 0.

Por otro lado consideremos la fórmula de actualización (4.20), en el caso cuando DF(Xk)[Ẏ
AM
k (0)] <

0 no hay nada que demostrar y en este caso se toma βk = 1 y aśı la fórmula de actualización
(4.19) es exactamente igual a (4.10), en caso contrario, el método escoge βk = 2Tr[G>k AkXk−1] / 5||Ak||2F
y en este caso tenemos que:

DF(Xk)[Ẏ
AB
k (0)] = Tr[G>k Ẏ

AM
k (0)]

= Tr[G>k (−5βk + 8

12
AkXk +

1

12
AkXk−1 )]

= −5βk + 8

12
Tr[G>k AkXk] +

1

12
Tr[G>k AkXk−1]

= −5βk + 8

24
||Ak||2F +

1

12
Tr[G>k AkXk−1] ( por (2.3) )

= −1

3
||Ak||2F −

5

24
(
2

5

Tr[G>k AkXk−1]

||Ak||2F
)||Ak||2F +

1

12
Tr[G>k AkXk−1]

= −1

3
||Ak||2F −

1

12
Tr[G>k AkXk−1] +

1

12
Tr[G>k AkXk−1]

= −1

3
||Ak||2F

< 0

y por lo tanto (4.20) es una curva de descenso en τ = 0.

En nuestra observación del comportamiento numérico de ambos métodos hemos visto que
dichos métodos siempre seleccionan αk = βk = 1 en todas las iteraciones, lo cual puede ser
evidencia de que en realidad las direcciones utilizadas por las fórmulas de actualización (4.9) y
(4.10) son de descenso en Xk, sin embargo no hemos podido demostrar esto y se dejará como
trabajo futuro.
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4.2.3. Método basado en la factorización de Cholesky

Antes de presentar la fórmula de actualización de nuestro cuarto método introducimos la
siguiente definición:

Definición 29 Denotemos por C∞(SSkew(n)) al conjunto de funciones infinitamente continua-
mente diferenciables que van del conjunto de las matrices anti-simétricas de orden n al conjunto
Rn×n. Ahora definimos el siguiente subconjunto de C∞(SSkew(n)) por:

Φ := {L ∈ C∞(SSkew(n)) : L(0) = In, L(Ω)>L(Ω) = In − Ω2, ∀Ω ∈ SSkew(n)}. (4.21)

Ejemplo 4 . A continuación mostraremos algunos ejemplos de funciones que pertenecen a Φ,
definido en (4.21). Se puede verificar fácilmente que las siguientes funciones Li(·) pertenecen al
conjunto Φ.

a)

L1(Ω) = I + Ω, ∀Ω ∈ SSkew(n), (4.22)

b) Además, L1 no es única existen diferentes elecciones de funciones L ∈ Φ:

L2(Ω) = R(Ω), ∀Ω ∈ SSkew(n). (4.23)

donde R(Ω) es la matriz obtenida de la factorización QR de la matriz (I + Ω), es decir
Q(Ω)R(Ω) = I + Ω.

c)

L3(Ω) = (I − Ω2)
1
2 , ∀Ω ∈ SSkew(n). (4.24)

dada por la descomposición polar.

d) También la matriz triangular R obtenida mediante la factorización tipo Cholesky de la matriz
(I − Ω2) dada por:

L4(Ω) = R(Ω), (4.25)

con R(Ω) siendo la matriz triangular obtenida de la factorización QR de la matriz Σ(Ω)1/2U(Ω)>,
donde las matrices Σ(Ω) y U(Ω) son obtenidas a través de la SVD de la matriz In−Ω2. Vea-
mos que esta elección (4.25) pertenece al conjunto Φ, en efecto, supongamos que In−Ω2 =
U(Ω)Σ(Ω)V (Ω)> es una descomposición de valores singulares de la matriz In−Ω2, entonces
como In − Ω2 es simétrica y definida positiva tenemos que U(Ω) = V (Ω), ∀Ω ∈ SSkew(n),

luego consideremos la factorización QR de la matriz Σ(Ω)1/2U(Ω)> = Q(Ω)R(Ω), aśı
R(Ω) = Q(Ω)>Σ(Ω)1/2U(Ω)>, luego:

R>(Ω)R(Ω) = (U(Ω)(Σ(Ω)1/2)>Q(Ω) )(Q(Ω)>Σ(Ω)1/2U(Ω)> ),

= U(Ω)Σ(Ω)U(Ω)>,

= In − Ω2, ∀Ω ∈ SSkew(n),

por lo tanto R(Ω) es una factorización de Cholesky de la matriz In − Ω2, además R(·) ∈
C∞(SSkew(n)) puesto que la que la factorización QR puede obtenerse mediante un proce-
so C∞ v́ıa Gram-Schmidt y la descomposición SVD también es un proceso C∞, observe
también que R(0) = 0 y por lo tanto concluimos que R ∈ Φ.
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Observación 3 Consideremos la factorización clásica de Cholesky L>(Ω)L(Ω) = In − Ω2, ob-
serve que esta función L(·) también satisface que L(0) = In sin embargo no puede garantizarse
que dicha función pertenezca a C∞(SSkew(n)). Pese a este inconveniente existen diferentes facto-
rizaciones tipo Cholesky que pueden obtenerse mediante procesos diferenciables tales como L2(·),
L4(·) entre otras.

Fórmula de actualización

Nuestro cuarto método propuesto para resolver el problema (1.1) utiliza la siguiente fórmula
de actualización

Zk(τ) := Γ(τ) (I + τAk)
−1Xk, (4.26)

donde la curva Γ(·) esta dada por Γ(τ) := L(τAk) con L ∈ Φ. Nótese que a diferencia de las
fórmulas de actualización de nuestros tres primeros métodos, la fórmula (4.26) no necesita el uso
de un operador de proyección.

En nuestros experimentos (ver caṕıtulo 5), usamos como función L(·) la que corresponde a
factorización clásica de Cholesky de la matriz I − τ2A2

k, en lugar de la función L4(·) mostrada
en el ejemplo anterior, no obstante para efectos teóricos de nuestro método supondremos que se
utiliza cualquier función L(·) ∈ Φ.

Aspectos teóricos

El siguiente lema establece que siempre es posible calcular la factorización de Cholesky de la
matriz I − τ2A2

k, también establece que si Xk es factible entonces Zk(τ) calculado mediante el
esquema (4.26) también es factible, además prueba que la derivada direccional de F en Xk en la
dirección de Żk(0) es negativa.

Lema 7 1) Dada cualquier matriz anti-simétrica W ∈ Rn×n, entonces, la matriz P = (I −W 2)
es definida positiva.
2) Dada Xk ∈ St(n, p) entonces Zk(τ)>Zk(τ) = I.
3) Si Γ(τ) es diferenciable entonces la derivada respecto a τ de Zk(τ) satisface:

Γ(τ)>Żk(τ) = −AkXk − Γ̇(τ)>Zk(τ), (4.27)

y en particular en τ = 0 tenemos,

Żk(0) = −∇F(Xk). (4.28)

4) La curva Zk(τ) es una curva de descenso en τ = 0, esto es:

DF(Xk)[Żk(0)] = −1

2
||Ak||2 < 0. (4.29)

Demostración.
1) Supongamos que W es anti-simétrica, veamos que la matriz P = (I−W 2) es definida positiva.
En efecto, sea v ∈ Rn no nulo, entonces:

v>Pv = v>(I −W 2)v = ||v||22 − v>W 2v = ||v||22 + ||Wv||22 > 0,
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por lo tanto P = (I −W 2) es definida positiva.2

2) Tomemos Xk ∈ St(n, p) arbitraria, entonces:

Zk(τ)>Zk(τ) = X>k (I − τAk)−1Γ(τ)>Γ(τ)(I + τAk)
−1Xk

= X>k (I − τAk)−1(I − τ2A2
k)(I + τAk)

−1Xk

= X>k (I − τAk)−1[(I − τAk)(I + τAk)](I + τAk)
−1Xk

= X>k Xk

= I.2 (4.30)

3) Nótese que Γ(0) = I, además como Γ(τ)>Γ(τ) = I − τ2A2
k entonces derivando esta ecuación

con respecto a τ obtenemos que Γ̇(τ)>Γ(τ) + Γ(τ)>Γ̇(τ) = −2τA2
k y en particular para τ = 0

tenemos que Γ̇(0)> + Γ̇(0) = 0, como Γ̇(τ) es triangular superior (suponiendo que se utiliza una
L ∈ Φ obtenida mediante una factorización tipo Cholesky) entonces se concluye que Γ̇(0) = 0.
Por otra lado, de la definición de Zk(τ) tenemos:

Γ(τ)>Zk(τ) = (I − τAk)Xk,

derivando con respecto de τ esta última ecuación obtenemos,

Γ̇(τ)>Zk(τ) + Γ(τ)>Żk(τ) = −AkXk

o equivalentemente,

Γ(τ)>Żk(τ) = −AkXk − Γ̇(τ)>Zk(τ) (4.31)

en particular para τ = 0 de la ecuación (4.31) y el hecho de que Γ̇(0) = 0 tenemos que:

Żk(0) = −AkXk = −∇F(Xk).2 (4.32)

4) Consideremos la diferencial de F en Xk en dirección de Żk(0):

DF(Xk)[Żk(0)] = Tr[G>k Żk(0)], (por teorema 10)

= −Tr[G>k AkXk] (por (4.32))

= −1

2
||Ak||2F (por (2.3))

< 0.2

Con lo cual queda demostrado el lema.2

Proposición 6 Sea X ∈ O(n), definamos la aplicación RX : TX(O(n) )→ O(n) por:

RX(ξ = XΩ) = XL(Ω)(I − Ω)−1 (4.33)

donde L ∈ Φ. Además supongamos que las curvas definidas por Γ(t) := L(tΩ),∀Ω ∈ SSkew(n)

satisfacen que Γ̇(0) = 0, entonces RX(ξ) es una retracción en X sobre el grupo ortogonal.

Demostración.
Solo debemos probar que las dos condiciones de la definición 27 se cumplen para (4.33) debido
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a que claramente RX(ξ) es suave por ser un producto de funciones C∞.

Nótese que 0 = 0X ∈ TX(O(n) ) es el cero del espacio tangente en X del grupo ortogonal,
como L(0) = I entonces:

RX(0X) = XL(0)(I − 0)−1 = X (4.34)

por otro lado, sea ξ = XΩ ∈ TX(O(n) ) arbitrario.

DRX(0X)[ξ] = ĺım
t→0

RX(0X + tξ)−RX(0X)

t

= ĺım
t→0

XL(tΩ)(I − tΩ)−1 −X
t

= X( ĺım
t→0

L(tΩ)(I − tΩ)−1 − I
t

)

= X( ĺım
t→0

L(tΩ)(I + tΩ)(L(tΩ)>L(tΩ))−1 − I
t

)

= X( ĺım
t→0

[L(tΩ)(I + tΩ)− L(tΩ)>L(tΩ)](L(tΩ)>L(tΩ))−1

t
)

= X( ĺım
t→0

[L(tΩ) + tL(tΩ)Ω− L(tΩ)>L(tΩ)](L(tΩ)>L(tΩ))−1

t
)

= X( ĺım
t→0

[(L(tΩ)− L(tΩ)>L(tΩ) ) + tL(tΩ)Ω](L(tΩ)>L(tΩ))−1

t
)

= X( ĺım
t→0

{ [(I − L(tΩ)>)L(tΩ)](L(tΩ)>L(tΩ))−1

t
+ L(tΩ)Ω(L(tΩ)>L(tΩ))−1

}
) (4.35)

como ĺımt→0 L(tΩ) = ĺımt→0 L(tΩ)> = I entonces tenemos que:

ĺım
t→0

L(tΩ)Ω(L(tΩ)>L(tΩ))−1 = Ω (4.36)

ĺım
t→0

L(tΩ)(L(tΩ)>L(tΩ))−1 = I (4.37)

además, si definimos f(t) = I − hΩ(t)> y g(t) = t tenemos que:

ĺım
t→0

I − L(tΩ)>

t
= ĺım

t→0

f(t)

g(t)

= ĺım
t→0

f ′(t)

g′(t)
(4.38)

= ĺım
t→0

f ′(t)

= 0 ( ya que Γ̇(0) = 0 ) (4.39)

donde la segunda igualdad (4.38) se obtiene aplicando la Regla de L’Hopital componente a
componente. Luego, de (4.35), (4.36), (4.37) y (4.39) obtenemos:

DRX(0X)[ξ] = XΩ = ξ = idTX(O(n))[ξ]

como ξ es arbitrario entonces tenemos que:

DRX(0X) = idTX(O(n)) (4.40)

por lo tanto de (4.34) y (4.40) se concluye que RX(XΩ) es una retracción de X sobre el grupo
ortogonal.2
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Nota 8 Nótese que al construir las curvas Γ(t) := L(tΩ), ∀Ω ∈ SSkew(n) donde la función
L(·) ∈ Φ es obtenida mediante la factorización tipo Cholesky de la matriz In−Ω2, ∀Ω ∈ SSkew(n),

entonces se verifica que Γ̇Ω(0) = 0 esto se obtuvo en la demostración del lema anterior. Por lo
tanto nuestra fórmula de actualización es una retracción sobre el grupo ortogonal. Esto implica
que para nuestro algoritmo en el caso cuando n = p en el problema (1.1) se tienen los resultados
de convergencia presentados en [19].

4.3. Estrategias para seleccionar el tamaño de paso

Es conocido que los métodos de búsqueda lineal pueden no converger cuando se utiliza un
tamaño de paso τ fijo para todas las iteraciones, en vista de esto, conviene seleccionar el tamaño
de paso de forma que se garantice convergencia. Existen muchos criterios para escoger el tamaño
de paso, es por esta razón, que en esta sección presentamos tanto un criterio clásico que garantiza
descenso de la función objetivo en cada iteración, como también, otro criterio que no obliga el
descenso de la función objetivo en cada iteración, los métodos que calculan el tamaño de paso
de esta manera se conocen como algoritmos no-monótonos.

4.3.1. Condición de Armijo

Los algoritmos monótonos construyen una sucesión {Xk} tal que la sucesión {F(Xk)} es
monótona decreciente, generalmente estos métodos calculan el tamaño de paso τ como la solución
del siguiente problema de optimización:

mı́n
τ>0

φ(τ) := F(Zk(τ) ). (4.41)

En la mayoŕıa de los casos el problema de optimización (4.41) no tiene una solución cerrada,
lo cual hace que sea necesario estimar el tamaño de paso satisfaciendo condiciones que relajen
este problema de optimización, pero que a su vez garantice descenso de la función objetivo. Una
de las condiciones de descenso más populares en la llamada condición de suficiente descenso o
también condición de Armijo, usando esta condición se escoge el tamaño de paso de la iteración
k-ésima τk como el mayor número real positivo que satisfaga:

F(Zk(τk) ) ≤ F(Xk) + ρ1τkTr[DF(Xk)
>Żk(0)], (4.42)

donde 0 < ρ1 < 1.

Esta condición de Armijo para seleccionar el tamaño de paso de la iteración k-ésima, la em-
plearemos únicamente para nuestro método que utiliza la fórmula de actualización basada en
la factorización de Cholesky (4.26) y la implementaremos por medio de la heuŕıstica llamada
backtracking, para nuestras otras propuestas basadas en proyecciones es decir, las que utilizan
las fórmulas de actualización (4.9), (4.10) y (4.6) emplearemos otra condición que será explicada
en la siguiente subsección.

Si bien es cierto que existen otras condiciones para escoger el tamaño de paso, que también
relajan el problema (4.41) tales como condiciones débiles de Wolfe, condiciones fuertes de Wolfe,
condición de Goldstein, (ver [30]) entre otras, usaremos la condición de Armijo puesto que re-
quiere menos cómputo y además basta con esta condición para hacer el análisis de convergencia
del método, usando la fórmula de actualización (4.26).
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4.3.2. Una condición de descenso

En vista de la dificultad de calcular la derivada de la curva Zk(τ) en τ = 0 (debido al operador
de proyección) para nuestros métodos tipo Adams-Bashforth, Adams-Moulton y el basado en la
combinación lineal (4.6), introducimos una nueva condición de descenso como sigue, escogeremos
el tamaño de paso de la iteración k-ésima τk como el mayor número real positivo que satisfaga
simultáneamente las siguientes condiciones:

F(Zk(τk)) ≤ F(Xk) + στkTr[DF(Xk)
>Ẏk(0)], (4.43a)

Tr[DF(Zk(τk))
>Ẏk(0)] ≥ c2 Tr[DF(Xk)

>Ẏk(0)], (4.43b)

con 0 < σ < c2 < 1 y donde Ẏk(0) es la derivada de cualquiera de las curvas Y AB
k (τ), Y AM

k (τ) o
Y CC
k (τ) en τ = 0.

Observación 4 Note que las ecuaciones (4.43a), (4.43b) no son exactamente las bien conocidas
condiciones débiles de Wolfe (ver [30]), puesto que en lugar de Żk(0) utilizamos Ẏk(0) y esto no
concuerda con las condiciones débiles de Wolfe. Por otro lado, si utilizamos únicamente la condi-
ción (4.43a) con el propósito de calcular el tamaño de paso, entonces esta garantiza el descenso de
la función objetivo siempre y cuando aseguremos que la derivada direccional Tr[DF(Xk)

>Ẏk(0)]
sea negativa y aśı siempre podremos encontrar un tamaño de paso que satisfaga esta condición.
Observe que al emplear la expresión Tr[GkẎk(0)] en la nueva condición de descenso, estamos
utilizando información de la función objetivo, además empleamos dicha expresión puesto a que
esta es más fácil de calcular que Tr[G>k Żk(0)].

Usando la heuŕıstica de Backtracking con las condiciones anteriores (4.43a)-(4.43b), no podemos
garantizar que exista un tamaño de paso que satisfaga ambas condiciones simultáneamente. En
este caso, podemos garantizar descenso usando únicamente la condición (4.43a). Aśı, para la
implementación de nuestro algoritmo 2, escogeremos el tamaño de paso satisfaciendo (4.43a)-
(4.43b) siempre que sea posible y de no ser posible entonces escogeremos dicho tamaño de paso
satisfaciendo solo (4.43a).

4.3.3. Búsqueda no monótona con tamaño de paso de Barzilai-Borwein

Además del problema (4.41) para calcular τ , existen otros criterios de optimización para
escoger el tamaño de paso. Entre estos se encuentra un criterio que se fundamenta en la ecuación
de la secante. Más espećıficamente, se escoge el τ > 0 que resuelve alguno de los siguientes
problemas de optimización:

mı́n
τ
||B(τ)Sk −Rk||F , (4.44)

o,

mı́n
τ
||Sk −B(τ)−1Rk||F , (4.45)

donde Sk = Xk+1 − Xk, Rk = ∇F(Xk+1 ) − ∇F(Xk ) y donde la matriz B(τ) = (τI)−1 es
considerada una aproximación del Hessiano de la función objetivo, aśı, el tamaño de paso es
obtenido forzando una propiedad Quasi-Newton. Se puede probar fácilmente que las soluciones
de los problemas de optimización (4.44)-(4.45) son:

τBB1
k =

||Sk||2F
Tr[S>k Rk]

y τBB2
k =

Tr[S>k Rk]

||Rk||2F
(4.46)
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respectivamente. Para asegurar que τ sea estrictamente positivo, en general, se toma el valor
absoluto en alguna o ambas opciones (4.46). A estas selecciones de tamaños de paso (4.46) se
le conoce como paso de Barzilai-Borwein o simplemente como paso BB. Cuando el método del
descenso del gradiente se combina con el paso BB al método se le conoce como gradiente espec-
tral, además cuando el método del gradiente proyectado emplea este tamaño de paso se le conoce
como gradiente proyectado espectral estos métodos son estudiados ampliamente en [38, 39, 40].

Es conocido que esta escogencia del tamaño de paso BB puede acelerar, en ocasiones, a los
métodos de búsqueda lineal (ver [41]). Sin embargo, estos tamaños de paso no garantizan el
descenso de la función objetivo en cada iteración, lo cual puede implicar que el algoritmo no con-
verja. Para solventar este problema, se suele combinar esta escogencia del tamaño de paso con
estrategias de globalización no monótonas, las cuales garantizan convergencia al óptimo global
bajo ciertas hipótesis (ver [40, 44]). Para uno de nuestros algoritmos (ver Algoritmo 3 ) recurri-
remos a un método de búsqueda lineal no-monótono que es estudiado en [45].

Más concretamente, usamos Backtracking para estimar el tamaño de paso, iniciando en τBB1
k

o τBB1
k . El criterio de paro es

F(Zk(τk)) ≤ Ck + ρ1τkTr[DF(Xk)
>Żk(0)], (4.47)

y las τk, se actualizan en cada iteración h según τk = τBB1
k δh o τk = τBB2

k δh, donde 0 < δ <
1. La Zk(τ) es calculada mediante alguna de las ecuaciones (4.11), (4.26); Ck+1 es calculado
mediante una combinación convexa de Ck y F(Xk+1) de la siguiente forma: Ck+1 = (ηQkCk +
F(Xk+1))/Qk+1, con Qk+1 = ηQk + 1 y Q0 = 1, C0 = F(X0).

4.4. Algoritmos de busqueda lineal propuestos para resolver pro-
blemas de optimización sobre la variedad de Stiefel

El algoritmo 2, es un algoritmo monótono general que construye una sucesión factible que
hace descender la función objetivo en cada iteración, el cual engloba nuestras cuatro primeras
propuestas para resolver el problem (1.1), es decir nuestros métodos basados en proyecciones
(Adams-Bashforth, Adams-Moulton y el de la combinación lineal) y nuestro método que emplea
la factorización de Cholesky en cada iteración. El tamaño de paso para este último método (el
basado en la factorización de Cholesky) es calculado usando la técnica de Backtracking seleccio-
nando dicho tamaño de paso satisfaciendo la condición de Armijo ver (4.42), mientras que para
nuestros tres métodos basados en proyecciones se escoge el tamaño de paso también usando la
técnica de Backtracking pero seleccionado el tamaño de paso más grande que satisfaga las con-
diciones (4.43a) y (4.43b) simultáneamente o bien que satisfaga únicamente la condición (4.43a).
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Algoritmo 2 Algoritmo monótono

Entrada: X0 ∈ St(n, p), 0 < ε < 1, τ0 > 0, X−1 = X0, k=0.
Salida: X∗ el optimizador.

1: mientras ||∇F(Xk)||F > ε hacer
2: Calcular Gk = DF(Xk)
3: Calcular Ak = GkX

>
k −XkG

>
k .

4: Calcular Bk = GkX
>
k−1 −Xk−1G

>
k si se desea utilizar la fórmula de actualización (4.8).

5: Calcular el tamaño de paso τk satisfaciendo (4.43a) y (4.43b) o satisfaciendo la regla de
Armijo (4.42).

6: Calcular Yk(τk) como en (4.8), (4.19), o (4.20), en caso de que no se desee utilizar el método
basado en la factorización de Cholesky.

7: Xk+1 = Zk(τk) con Zk(·) definida como en (4.11) o bien en (4.26).
8: k = k + 1
9: fin mientras

Nuestro algoritmo 3, es un algoritmo no-monótono el cual construye una secuencia factible
utilizando cualquiera de las fórmulas de actualización de nuestras primeras cuatro propuestas, es
decir (4.8), (4.19), (4.20) o (4.26) que resuelve el problema que se estudia en el presente trabajo.
El tamaño de paso se obtiene utilizando la técnica de Backtracking combinada con el paso de
Barzilai-Borwein y con la estrategia de búsqueda no-monótona presentada en la sección previa.
Dicho algoritmo es presentado a continuación:

Algoritmo 3 Algoritmo no-monótono con paso BB

Entrada: X0 ∈ St(n, p), τ > 0, 0 < τm < τM , ρ1, ε, η, δ ∈ (0, 1), X−1 = X0, C0 = F(X0),
Q0 = 1, k=0.

Salida: X∗ el optimizador.
1: mientras ||∇F(Xk)||F > ε hacer
2: mientras F(Zk(τ)) ≥ Ck + ρ1τF

′
τ (Zk(0)) hacer

3: τ = δτ
4: fin mientras
5: Xk+1 = Zk(τ), Qk+1 = ηQk + 1 y Ck+1 = (ηQkCk + F(Xk+1))/Qk+1

6: Seleccionar τ = |τBB1
k | o bien τ = |τBB2

k |, donde τBB1
k y τBB2

k se calculan como en (4.46).
7: Asignar, τ = máx(mı́n(τ, τM ), τm)
8: k = k + 1
9: fin mientras

En dicho algoritmo se calcula Zk(τ) como la fórmula de actualización presentada en (4.26)
o bien como la proyección de cualquiera de nuestros tres primeros métodos, es decir como en
(4.11), donde Yk(τ) es cualquiera de las fórmulas (4.8), (4.19) o (4.20).

4.5. Análisis de convergencia

En esta sección mostramos algunos resultados teóricos acerca de la convergencia de nuestros
métodos propuestos tanto los basados en proyecciones ((4.6), (4.19) y (4.20)) como el que emplea
la factorización de Cholesky.
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Lema 8 Sea {Xk} una sucesión infinita generada por el Algoritmo 2 usando la condición (4.43a)
para seleccionar el tamaño de paso. Entonces la sucesión {F (Xk)} converge, además cualquier
punto de acumulación X∗ de {Xk} es factible, es decir X>∗ X∗ = I.

Demostración.
Representemos por Yk(τ) a cualquiera de los esquemas de actualización (4.6), (4.19) o (4.20).
Por construcción de los algoritmos tenemos, para todo k ∈ N,

F (Xk+1) ≤ F (Xk) + στkTr[G
>
k Ẏk(0)], (4.48)

o equivalentemente,

F (Xk)− F (Xk+1) ≥ −στkTr[G>k Ẏk(0)] (4.49)

> 0 ( ya que Yk(τ) es curva de descenso en τ = 0 ), (4.50)

aśı, la sucesión {F (Xk)} es monótona decreciente. Ahora como la Variedad de Stiefel es un con-
junto compacto y F (·) es continua entonces F (·) alcanza máximo y mı́nimo sobre la St(n,p)
luego como Xk es factible para todo k tenemos que la sucesión {F (Xk)} es acotada, aśı {F (Xk)}
es monótona y acotada, por lo tanto la sucesión {F (Xk)} converge.

Por otro lado, sea {Xk}k∈K una subsucesión convergente de {Xk} que converge a X∗ es decir
{Xk}k∈K → X∗, como Xk es factible para todo k ∈ K y St(n,p) es compacto entonces tenemos
que X∗ ∈ St(n, p) es decir:

X>∗ X∗ = I

por lo tanto todo punto de acumulación es factible.2

El lema anterior y próximo teorema son válidos para el Algoritmo 2 usando como fórmula
de actualización Zk(τ) = π(Yk(τ)) donde Yk(τ) es cualquiera de los esquemas de actualización
(4.6), (4.19), o (4.20).

Teorema 11 Sea {Xk} una sucesión de puntos generada por el Algoritmo 2 escogiendo el ta-
maño de paso satisfaciendo las condiciones (4.43a) y (4.43b) simultáneamente. Supongamos que
ĺımk→∞Xk = X∗ y que la derivada de la función objetivo F , es Lipschitz continua, es decir, que
existe una constante M > 0 tal que:

||DF(X)−DF(Y )||F ≤ M ||X − Y ||F , ∀X,Y (4.51)

Entonces X∗ satisface las condiciones de optimalidad de primer orden.

Demostración.

De el lema 8 sabemos que X∗ es factible, falta probar que ∇F(X∗) = 0. Por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz y usando la hipótesis de que DF(·) es Lipschitz continua tenemos que:

Tr[(DF(Xk+1)−DF(Xk) )>Ẏk(0)] ≤ ||DF(Xk+1)−DF(Xk)||F ||Ẏk(0)||F
≤ M ||Xk+1 −Xk||F ||Ẏk(0)||F

aśı,

Tr[(DF(Xk+1)−DF(Xk) )>Ẏk(0)] ≤ M ||Xk+1 −Xk||F ||Ẏk(0)||F (4.52)
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por otro lado, de la condición (4.43b) se tiene que:

Tr[(DF(Xk+1)−DF(Xk) )>Ẏk(0)] ≥ (c2 − 1)Tr[DF(Xk)
>Ẏk(0)] (4.53)

de (4.52) y (4.53) obtenemos:

(c2 − 1)Tr[DF(Xk)
>Ẏk(0)] ≤ M ||Xk+1 −Xk||F ||Ẏk(0)||F (4.54)

ahora, como Tr[·], DF(·) y Ẏk(·) son continuas, al aplicar ĺımite cuando k → ∞ en (4.54)
obtenemos,

(c2 − 1)Tr[DF(X∗)
>(−A∗X∗)] ≤ 0 (4.55)

o equivalentemente,

1− c2

2
||A∗||2F ≤ 0 (4.56)

y como c2 < 1 obtenemos,
||A∗|| = 0

lo cual implica que 0 = A∗X∗ = ∇F(X∗).2

El siguiente teorema establece la convergencia de nuestro Algoritmo 2 cuando se utiliza la
fórmula de actualización (4.26) y se selecciona el tamaño de paso satisfaciendo la condición de
Armijo en cada iteración.

Teorema 12 Sea {Xk} una sucesión infinita de iterados generados por el Algoritmo 2, emplean-
do la fórmula de actualización (4.26) en el paso 7 de dicho algoritmo y seleccionando el tamaño
de paso como el mayor número real positivo que satisface la condición de Armijo. Entonces todo
punto de acumulación de {Xk} satisface las condiciones de optimalidad de primer orden.

Demostración.
Supongamos por absurdo que existe una subsucesión {Xk}k∈K tal que Xk → X∗ y que∇F(X∗) 6=
0. Como L ∈ Φ, es decir, L(·) es infinitamente continuamente diferenciable sobre el conjunto de
las matrices anti-simétricas, tenemos que la función Γ(τ) ∈ C∞(R) y por lo tanto, la función Zk(·)
es también de clase C∞(R) para todo k ∈ K, por ser un producto de funciones continuamente
diferenciables.

Ahora, como {F (Xk)} es estrictamente decreciente y acotada sobre la variedad de Stiefel,
entonces {F (Xk)} converge, y como F (·) es continua entonces F (Xk) → F (X∗) aśı, F (Xk) −
F (Xk+1)→ 0. Por construcción del algoritmo tenemos:

F (Xk)− F (Xk+1) ≥ −στkTr[DF(Xk)
>Żk(0)], (4.57)

luego, como {Żk(0)} es gradiente-relacionada y F (Xk)−F (Xk+1)→ 0 entonces tenemos que
{τk}k∈K → 0.

Además, como los τ ′ks son determinados por la condición de Armijo (usando Backtracking)
esto implica que para todo k mayor que algún k, τk = βmkτ donde mk ∈ N es el número natural
más pequeño de tal forma que se satisface la Regla de Armijo para el k-ésimo iterado, y donde
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0 < τ y 0 < β < 1 son el tamaño de paso inicial con el que empieza a iterar el Backtracking y el
parámetro de contracción utilizado por el Backtracking respectivamente. Esto significa que para
el tamaño de paso τk

β no se satisface (4.57), es decir:

F (Xk)− F (Zk(
τk
β

)) < −στk
β
Tr[DF(Xk)

>Żk(0)] ∀k ∈ K, k ≥ k, (4.58)

Definamos por τ̃k := τk
β > 0 y Wk(τ) = F ◦ Zk(τ), entonces (4.58) puede escribirse como:

−Wk(τ̃k)−Wk(0)

τ̃k − 0
< −σTr[DF(Xk)

>Żk(0)] ∀k ∈ K, k ≥ k, (4.59)

como F (·) es C1(M(n, p)) y Zk(·) es C∞(R), ∀k ≥ k entonces la función Wk(·) : R → R es
continua sobre [0, τ̃k] y diferenciable en (0, τ̃k), luego por el Teorema del Valor Medio existe
t ∈ (0, τ̃k) tal que:

−Ẇk(t) < −σTr[DF(Xk)
>Żk(0)], ∀k ∈ K, k ≥ k,

o equivalentemente,

−DF(Zk(t))[Żk(t)] < −σTr[DF(Xk)
>Żk(0)] ∀k ∈ K, k ≥ k,

es decir,

−Tr[DF(Zk(t))
>Żk(t)] < −σTr[DF(Xk)

>Żk(0)] ∀k ∈ K, k ≥ k. (4.60)

Como DF(·), Zk(·), Żk(·), Tr[·] son continuas y {τ̃k} → 0 entonces al aplicar ĺımite en la de-
sigualdad (4.60) obtenemos:

−Tr[DF(X∗)
>(−∇F (X∗))] ≤ −σTr[DF(X∗)

>(−∇F (X∗))], (4.61)

o equivalentemente,

Tr[DF(X∗)
>∇F (X∗)] ≤ σTr[DF(X∗)

>∇F (X∗)], (4.62)

lo cual implica que Tr[DF(X∗)
>∇F (X∗)] ≤ 0 ya que σ < 1, pero como {−∇F (Xk)}k es

gradiente-relacionada entonces tenemos Tr[DF(X∗)
>∇F (X∗)] > 0, lo cual es una contradic-

ción. Por lo tanto todo punto de acumulación X∗ de la sucesión {Xk} satisface:

0 = ∇F (X∗) = A∗X∗.

Por otro lado, por construcción del algoritmo se tiene que X>k Xk = Ip , ∀ k ∈ K y como
St(n, p) es un conjunto compacto entonces se tiene que X>∗ X∗ = Ip, aśı, X∗ es factible. Por lo
tanto X∗ satisface:

0 = ∇F (X∗) = A∗X∗ = DF(X∗)−X∗DF(X∗)
>X∗,

y
X>∗ X∗ = Ip,

es decir, todo punto de acumulación de {Xk} satisface las condiciones de optimalidad de primer
orden.2
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4.6. Un Splitting Bregman Algorithm para resolver WOPP

El algoritmo de Bregman o también conocido como iteración de Bregman es un método nove-
doso que apareció en ciencias de la información el cual fue propuesto por S. Osher y colaboradores
en [46] para resolver problemas relacionados con variación total que surgen en procesamiento di-
gital de imágenes. Este algoritmo es utilizado para resolver el siguiente problema de optimización
con restricciones:

mı́n
x
J (x) s.a. Ax = b, (4.63)

donde J (·) es una función convexa y A es un operador lineal. El optimizador del problema
(4.63) puede ser aproximado eficientemente usando el método de la iteración de Bregman el cual
procede como sigue:

xk+1 = arg mı́n
x
BpkJ (x, xk) +

τ

2
||Ax− b||22

pk+1 = pk − τA>(Axk+1 − b), (4.64)

donde BpkJ (x, xk) = J (x)−J (xk)−〈pk, x−xk〉 es la distancia de Bregman (ver [47]). Los autores
en [29] demostraron que el esquema iterativo (4.64) es equivalente al siguiente método el cual es
mucho más simple:

xk+1 = arg mı́n
x
J (x) +

τ

2
||Ax− b+ dk||22

dk+1 = dk −Axk+1 − b, (4.65)

es conocido que el esquema iterativo (4.65) es equivalente al bien estudiado método del Lagran-
giano aumentado (ver [48, 50]).

En esta sección presentamos otra de nuestras propuestas que consiste en utilizar la iteración
de Bregman para resolver el Weighted Orthogonal Procrustes Problem (WOPP), el cual se for-
mula como sigue: dados X ∈ Rm×n, A ∈ Rp×m, B ∈ Rp×q y C ∈ Rn×q el WOPP consiste en
resolver el siguiente problema de optimización,

mı́n
X

1
2 ||AXC −B||

2
F

sujeto a X>X = In. (4.66)

Nótese que no podemos aplicar el algoritmo de Bregman directamente sobre(WOPP) puesto
que las restricciones no son lineales. Aśı, nuestra propuesta consiste en reformular el WOPP,
en un problema de optimización para el cual si podamos resolverlo eficientemente utilizando
la iteración de Bregman. Para ello, consideremos la descomposición en valores singulares de la
matriz A como A = UΣV >, debido a que la norma Frobenius es invariante bajo transformaciones
ortogonales tenemos que el WOPP es equivalente a:

mı́n
Z

1
2 ||ΣZC −H||

2
F

sujeto a Z>Z = In, (4.67)

donde H = U>B ∈ Rp×q y Z ∈ Rm×n, el cual es otro WOPP del mismo tamaño pero con una
matriz diagonal en lugar de la matriz A que puede ser densa. Observe que si Z∗ es el optimizador
de (4.67), entonces X∗ = V Z∗ es optimizador para el problema (4.66). Introduciendo una variable
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auxiliar Y (usando la técnica “Splitting”) obtenemos un problema equivalente al problema (4.67)
como sigue:

mı́n
Y,Z

J(Y ) = 1
2 ||ΣY −H||

2
F

sujeto a Y = ZC y Z>Z = In. (4.68)

La siguiente proposición muestra que la función J(Y ) = 1
2 ||ΣY −H||

2
F es convexa, el cual es

un requisito para aplicar el algoritmo de Bregman.

Proposición 7 Consideremos la función J : Rm×q → R dada por J(Y ) = 1
2 ||ΣY − H||2F ,

entonces J(Y ) es una función convexa.

Demostración.

Primero probemos que la función dada por F (Y ) = ||ΣY − H||F es convexa. En efecto, sean
Y1, Y2 ∈ Rm×q y α ∈ (0, 1), entonces:

F (αY1 + (1− α)Y2) = ||αΣY1 + (1− α)ΣY2 −H||F (4.69)

= ||α(ΣY1 −H) + (1− α)(ΣY2 −H)||F (4.70)

≤ α||(ΣY1 −H)||F + (1− α)||(ΣY2 −H)||F (4.71)

= αF (Y1) + (1− α)F (Y2), (4.72)

por lo tanto F (·) es convexa. Ahora, como la función g(x) = x2 es convexa y creciente sobre
R+ tenemos que:

g(F (αY1 + (1− α)Y2) ) ≤ g(αF (Y1) + (1− α)F (Y2) ) (4.73)

≤ αg(F (Y1) ) + (1− α)g(F (Y2) ), (4.74)

o equivalentemente,

J(αY1 + (1− α)Y2) ≤ αJ(Y1) + (1− α)J(Y2), (4.75)

por lo tanto la función J(·) es convexa. 2

Observe que el problema (4.68) el cual es equivalente al problema (4.66) ahora si tiene res-
tricciones lineales con función objetivo convexa, por lo tanto podemos aplicar la Iteración de
Bregman. Para resolver el problema de optimización (4.68) haremos uso de un Alternating Al-
gorithm , es decir, lo haremos de forma desacoplada, primero resolvemos (4.68) considerando el
grupo de variables Z fijas, y luego resolvemos para la variable Z considerando las Y fijas las
cuales fueron obtenidas en el paso anterior. Nótese que cuando Z esta fija, el problema (4.68)
puede resolverse utilizando la iteración de Bregman, puesto que las restricciones son lineales. A
continuación mostramos el algoritmo de Bregman para resolver el problema espećıfico (4.68):
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Algoritmo 4 Iteración de Bergman para WOPP genérico

Entrada: τ > 0, k=0, Z0 ∈ St(m,n), D0 = 0, A ∈ Rp×m, B ∈ Rp×q y C ∈ Rn×q.
Salida: X∗ el optimizador.

1: Calcular la SVD de la matriz A como: A = UΣV >,
2: Fijar H = U>B,
3: para k = 0, 1, 2, . . . hacer
4: Yk+1 = argmı́nY J(Y ) + τ

2 ||Y − ZkC +Dk||2F ,
5: Zk+1 = argmı́nZ

1
2 ||ZC − Yk+1 −Dk||2F st. Z>Z = In,

6: Dk+1 = Dk + Yk+1 − Zk+1C,
7: k = k + 1,
8: fin para
9: Z∗ = Zk,

10: X∗ = V Z∗.

Gracias a la forma particular de la función J(Y ), podemos calcular una expresión cerrada
que resuelve el problema de optimización sin restricciones que aparece en el paso 4 del algoritmo
anterior, la siguiente proposición muestra este hecho.

Proposición 8 El optimizador global del problema de optimización sin restricciones mı́nY J(Y )+
τ
2 ||Y − ZkC +Dk||2F viene dado por:

Y ∗ = (Σ>Σ + τI)−1(Σ>H + τ(ZkC −Dk)), (4.76)

Demostración.
Consideremos el problema de optimización:

mı́n
Y ∈Rm×q

Ī(Y ) = J(Y ) +
τ

2
||Y − ZkC +Dk||2F (4.77)

Sea Y ∗ un minimizador local del problema (4.77), entonces Y ∗ debe satisfacer que:

∇Ī(Y ∗) = 0 ⇔ Σ>( ΣY ∗ −H ) + τ(Y ∗ − ZkC +Dk ) = 0

⇔ (Σ>Σ + τI)Y ∗ = Σ>H + τ(ZkC −Dk)

⇔ Y ∗ = (Σ>Σ + τI)−1( Σ>H + τ(ZkC −Dk) )

Por otro lado, de la proposición 7 sabemos que la función J(·) es convexa lo cual implica
que la función objetivo Ī(·) es convexa por ser una suma de funciones convexas, aśı cualquier
óptimo local del problema (4.77) es también un óptimo global. Por lo tanto concluimos que
Y ∗ = (Σ>Σ + τI)−1( Σ>H + τ(ZkC −Dk) ) es un minimizador global del problema (4.77).2

Por otra parte, el problema de optimización sobre la variedad de Stiefel que aparece en el
paso 5 del algoritmo anterior, es un problema bien conocido llamado “Orthogonal Procrustes
Problem”(OPP) el cual tiene también una expresión cerrada (ver [51]). Este hecho se establece
en la siguiente proposición adaptada a la notación del problema que aparece en el paso 5 del
Algoritmo 4.

Proposición 9 Si rank(C) = n entonces la solución del problema de optimización mı́nZ
1
2 ||ZC−

Yk+1 −Dk||2F st. Z>Z = In es:
Z∗ = V In,mU

>,

donde C(Yk+1 +Dk)
> = USV > es la descomposición en valores singulares de la matriz C(Yk+1 +

Dk)
>.
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Demostración.
Ver anexos.2

De las proposiciones 8 y 9 podemos reescribir el algoritmo 4 como sigue:

Algoritmo 5 Iteración de Bergman para WOPP

Entrada: τ > 0, k=0, Z0 ∈ St(m,n), D0 = 0, A ∈ Rp×m, B ∈ Rp×q y C ∈ Rn×q.
Salida: X∗ el optimizador.

1: Calcular la SVD de la matriz A como: A = UΣV >,
2: Fijar H = U>B,
3: para k = 0, 1, 2, . . . hacer
4: Yk+1 = (Σ>Σ + τI)−1(Σ>H + τ(ZkC −Dk)),
5: Zk+1 = V In,mU

> donde C(Yk+1 +Dk)
> = USV >.

6: Dk+1 = Dk + Yk+1 − Zk+1C,
7: k = k + 1
8: fin para
9: Z∗ = Zk,

10: X∗ = V Z∗,

La eficiencia de esta propuesta recae en el hecho de que no se resuelven problemas de op-
timización en cada iteración gracias a que ambos problemas de optimización que aparecen en
el algoritmo Iteración de Bergman para WOPP genérico tienen soluciones cerradas. Próxima-
mente mostramos un resultado teórico que obtuvimos probando nuestro algoritmo Iteración de
Bergman para WOPP.

Proposición 10 Sean A ∈ Rp×m, B ∈ Rp×q y C ∈ Rn×q, además, supongamos que A = UΣV >

es una SVD de la matriz A. Y sea X∗ la solución de (4.66), es decir:

X∗ := arg mı́n
X∈St(m,n)

1

2
||AXC −B||2F . (4.78)

Consideremos la primera iteración del algoritmo 4, usando como parámetro inicial τ = 0, es
decir:

Y ∗ := arg mı́n
Y ∈Rm×q

1

2
||ΣY −H||2F , (4.79)

y,

Z∗ := arg mı́n
Z∈St(m,n)

1

2
||ZC − Y ∗||2F . (4.80)

Entonces se satisface que: Si ||AX∗C −B||F = 0 entonces Y ∗ = Z∗C.

Demostración.
Consideremos una descomposición en valores singulares de la matriz A dada por A = UΣV >, y
hagamos Z = V >X∗, como ||AX∗C −B||2F = 0 entonces debemos tener que ||ΣZC −H||2F = 0.
Supongamos por absurdo que Y ∗ 6= Z∗C, aśı ||Y ∗ − Z∗C||2F > 0, luego por (4.80) tenemos que:

0 < ||Y ∗ − Z∗C||2F ≤ ||Y ∗ − ZC||2F ,

ahora,
0 < ||Y ∗ − ZC||2F ≤ ||Σ†||2F ||ΣZC − ΣY ∗||2F , (4.81)
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donde Σ† denota a la pseudo-inversa de la matriz Σ. Por otro lado, de (4.79) obtenemos:

||ΣY ∗ −H||2F ≤ ||ΣZC −H||2F = 0, (4.82)

luego, de (4.81) y (4.82) tenemos que:

0 < ||Σ†||2F ||ΣZC −H||2F ,

o equivalentemente,
0 < ||ΣZC −H||2F ,

lo cual es una contradicción puesto que ||ΣZC −H||2F = 0. 2

Observación 5 Nótese que la proposición 10 establece que si el valor de la función objetivo
evaluada en el optimizador X∗ del problema (4.66) es igual a cero, entonces el algoritmo 4
converge en una iteración, y la solución del problema (4.66) esta dada por X∗ = V Z∗ donde Z∗

es calculado como en el enunciado de la proposición anterior.

4.7. Resumen del caṕıtulo

En este caṕıtulo se presentaron de forma detallada cuatro métodos de busqueda lineal pro-
puestos para resolver porblemas generales de optimización sobre la variedad de Stiefel, donde
tres de los cuales son métodos basados en proyecciones y el otro es una generalización del es-
quema de actualización (3.7) porpuesto en [21], dicha generalización, emplea una factorización
tipo Cholesky de tal forma que garantiza factibilidad del nuevo iterado. Asimismo, se obtuvo
una reformulación equivalente del problema Weighted Orthogonal Procrustes Problem (WOPP)
para la cual se propuso el conocido algoritmo Iteración de Bergman para resolver el WOPP
eficientemente.

Por otra parte, parece haber suficiente evidencia experimental de que las fórmula de ac-
tualización (4.9) y (4.10) son curvas de descenso en τ = 0, sin embargo, esto quedará como
trabajo futuro. Además, se estudiaron diferentes estrategias para la selección del tamaño de paso
para nuestros algoritmos 2 y 3, entre ellas se introdujo una nueva condición de descenso tipo
Armijo-Wolfe (ver (4.43a)-(4.43b)) que funcionó bien en la práctica, no obstante, no se reali-
zó un estudio teórico para determinar si siempre existen tamaños de paso que satifagan dichas
condiciones simultaneamente, esto último también quedará como trabajo futuro.



Caṕıtulo 5

Experimentos numérico

En este caṕıtulo analizamos el desempeño de todos nuestros métodos mediante la solución
de varios experimentos simulados de diversos problemas con el formato del problema (1.1), para
diferentes funciones objetivos y diferentes tamaños de problemas. Además realizamos compara-
ciones entre algunos métodos del estado del arte contra nuestros métodos, con el propósito de
medir el comportamiento y la eficiencia de dichos algoritmos.

5.1. Detalles de Implementación

Todos nuestros experimentos fueron ejecutados usando Matlab R2013a en un procesador
intel CORE i3-380M, CPU 2.53 GHz con 500Gb de HD y 8Gb de Ram. Para las distintas
constantes de nuestro Algoritmo 3, utilizamos los siguiente valores: tamaño de paso inicial τ =
1e-2, ρ1 = 1e-4, η = 0.85, δ = 0.1 (estos son los valores por defectos empleados por el algoritmo
propuesto en [21]). Por otra parte, como la convergencia de los métodos de primer orden (métodos
que utilizan la primera derivada de la función objetivo) puede ser muy lenta a medida que
dichos métodos se acercan al óptimo local, es importante detectar esta cercańıa al óptimo para
detener el algoritmo apropiadamente. Para lidiar con esto, es necesario emplear varios criterios
de parada. En nuestra implementación de todos nuestros algoritmos, además de considerar la
norma del gradiente ||∇F(Xk)||F revisamos el error absoluto entre dos iterados consecutivos,
aśı como también, el error relativo entre los valores objetivos de dos iterados consecutivos. Más
espećıficamente, nuestros algoritmos ejecutaran un máximo de M iteraciones y se detendrán en
la iteración k < M si se satisface alguno de los siguientes tres criterios de parada:

1. tolxk := ||∇F(Xk)||F < ε

2. tolfk :=
||Xk+1−Xk||F√

n
< xtol y

F(Xk)−F(Xk+1)
|F(Xk)|+1 < ftol

3. mean([tolxk−min(k,T )+1, . . . , tolxk]) < 10xtol y mean([tolfk−min(k,T )+1, . . . , tolfk ]) < 10ftol.

Los valores por defecto son xtol = 1e-6, ftol = 1e-12, T = 5 y K = 1000.

En todos los experimentos que presentaremos en las siguientes subsecciones denotaremos por:

Nfe : Al número de evaluaciones de la función objetivo.

Nitr : El número de iteraciones realizadas por el algoritmo hasta convergencia.

Time : El tiempo (en segundos) utilizado por el algoritmo hasta converger.
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NrmG : La norma del gradiente de la función Lagrangiana respecto a las variables primales
evaluado en el “óptimo” estimado por el algoritmo.

Fval : La evaluación de la función objetivo en el “óptimo” estimado por el algoritmo.

Feasi : La distancia entre la matriz identidad y la matriz producto resultante de multiplicar
la traspuesta del “óptimo” estimado por el algoritmo multiplicado con sigo misma, es decir,
Feasi = ||X>∗ X∗ − Ip||F , donde X∗ denota al “óptimo” estimado por el algoritmo.

Además, denotaremos por: OptiStiefel al método propuesto en [21], Sgmin al método pro-
puesto en [13], PGST al algoritmo presentado en [9], MSteepest al “Modified Steepest Descent
Method” propuesto en [28], utilizando el paso de Barzilai Borwein como tamaño de paso ini-
cial con el cual empieza a iterar el Bactracking. Mientras que: Ad-Bash, Ad-Moul, Linear-Co,
Chol-Retrac denotaran a nuestro algoritmo 3, cuando este utilice como Yk(τ) las fórmulas de
actualización (4.19), (4.20), (4.8) (con los parámetros (λ, µ) fijados como λ = 2/3 y µ = 1/3) y
(4.26) respectivamente. Y por último llamaremos BregmanWOPP a nuestro algoritmo 5.

5.2. Weighted Orthogonal Procrustes Problem (WOPP)

Dados X ∈ Rm×n, A ∈ Rp×m, B ∈ Rp×q y C ∈ Rn×q, el WOPP consiste en resolver el
siguiente problema de optimización con restricciones:

mı́n 1
2 ||AXC −B||

2
F

sujeto a X>X = I.

Para los experimento numéricos, consideramos n = q, p = m, A = PSR> y C = QΛQ>, don-
de P y Q son matrices ortogonales generadas de manera aleatoria con Q ∈ Rn×n y R,P ∈ Rm×m,
Λ ∈ Rn×n es una matriz diagonal con entradas generadas siguiendo una distribución uniforme
en el intervalo [1

2 , 2] y S es una matriz diagonal definida para cada tipo de problema (mas abajo
se explica como se generará la matriz S para cada problema). Como punto inicial X0 ∈ Rm×n
para que comiencen a iterar los algoritmos, generamos una matriz aleatoria perteneciente a la
variedad de Stiefel, donde cada entrada de X0 sigue una distribución uniforme en el intervalo
[0,1]. Cuando no se especifique como se generan los valores aleatorios, serán generados bajo una
distribución Normal estándar.

Para tener control sobre el óptimo del problema generado, creamos la solución Q∗ ∈ Rm×n
de manera aleatoria en la variedad de Stiefel, y construimos la matriz B de problema como
B = AQ∗C, de esta forma, podemos medir el error de convergencia al óptimo global. La cons-
trucción de la matriz S se hace de tres formas diferentes como se explica a continuación:

Problema 1: Cada elemento de la diagonal de la matriz S es generado siguiendo una distri-
bución Normal truncada en el intervalo [10,12].

Problema 2: La diagonal de S está dada por Sii = i + 2ri, donde cada ri es una número
aleatorio uniformemente distribuido en el intervalo [0, 1].

Problema 3: Cada elemento de la diagonal de S se genera de la siguiente manera: Sii =
1+ 99(i−1)

m+1 +2ri, donde cada ri es una número aleatorio uniformemente distribuido en el intervalo
[0, 1].
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5.2.1. Comparación entre la búsqueda no monótona y la búsqueda monótona

Primero que todo, realizamos un estudio comparativo de nuestros métodos utilizando tanto
la técnica monótona como la técnica no monótona para la selección del tamaño de paso en pro-
blemas sobre la variedad de Stiefel, aśı como también en problemas sobre el Grupo Ortogonal,
dicho estudio es presentado en la Tabla 5.1. Para este estudio se construyeron 100 Orthogonal
Procrustes Problems (OPP), el cual se formula de forma similar que el WOPP pero cuando la
matriz C es igual a la identidad, se tomo como número máximo de iteraciones de 3000 y como
tolerancia de ε = 1e-4 (tolerancia para la norma del gradiente) para todos los algoritmos. Para
este experimento se generaron las matrices A ∈ Rm×m y B ∈ Rm×n aleatoriamente donde cada
entrada de dichas matrices siguen una distribución normal estándar, y como punto inicial se
generó una matriz X0 = UIm,nV

>, donde R = UΣV > es la descomposición en valores singulares
de la matriz aleatoria R ∈ Rm×n, con entradas escogidas mediante una distribución uniforme en
el intervalo [0,1].

En dicha tabla la palabra monótono se refiere a que emplearemos el algoritmo 2 y la palabra
no monótono se refiere al algoritmo 3. En la Tabla 5.1 se observa claramente que la estrategia no
monótona es más eficiente que la estrategia monótona para cada uno de nuestros métodos, sin
embargo se muestra un desempeño muy similar cuando se utiliza como fórmula de actualización
a (4.26), es decir, en el caso del método basado en la factorización de Cholesky.

Nota 9 En los próximos experimentos mostrados en las siguientes secciones y subsecciones em-
plearemos nuestros métodos usando la estrategia no monótona para la selección del tamaño de
paso, debido a que en este estudio se observa que nuestros métodos logran un mejor desempeño
cuando utilizan dicha estrategia.

5.2.2. Estudio comparativo de los métodos resolviendo el problema WOPP

Para cada una de las siguientes 12 tablas (Tablas: 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11,
5.12 y 5.13) se construyeron un total de 300 problemas WOPP’s generados como se explicó al
inicio de esta sección, creando la matriz S de acuerdo a los problemas: Problema 1, Problema
2 y Problema 3 respectivamente; y se utilizó un número máximo de iteraciones de 8000 con
una tolerancia de ε = 1e-4 (tolerancia para la norma del gradiente) para todos los métodos. En
dichas tablas se denotará por Error a la norma del error en la solución, es decir a: ||Xk −Q∗||,
donde Xk es el óptimo estimado por el algoritmo, además, min, mean, max denotan el valor
mı́nimo, máximo y el promedio obtenido por cada algoritmo en los 300 problemas, mientras que
var denotará la varianza de cada valor a comparar en dichas 300 corridas.

En dichas tablas estudiamos el desempeño de nuestros algoritmos en problemas tanto bien
condicionados (Problema 1) como en problemas mal condicionados (Problema 2 y Problema
3) de diversos tamaños, además, comparamos nuestros 5 algoritmos con 2 de los algoritmos del
estado del arte.

Nota 10 En todos los experimentos mostrados en las 12 tablas (Tablas: 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6,
5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12 y 5.13), se obtuvo una error en la factibilidad promedio del orden
1e-14 para todos los métodos.

En todos los experimentos mostrados en esta subsección, observamos que el algoritmo más
eficiente es nuestro BregmanWOPP, el cual solo requiere a lo sumo 5 iteraciones para llegar a
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ó
to

n
o

A
d
-B

a
sh

m
o
n

ó
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convergencia, además, dicho método parece comportarse igual de bien tanto en problemas bien
condicionados como en los mal condicionados. El resto de los métodos en general resuelven rápi-
damente los problemas bien condicionados, sin embargo les tomas mas iteraciones, evaluaciones
de la función objetivo y más tiempo en converger.

En los problemas bien condicionados (Tablas: 5.2, 5.3, 5.4, 5.5), notamos que todos los mé-
todos muestran similar eficiencia en cuanto a iteraciones y evaluaciones de la función objetivo,
aunque el algoritmo PGST es el que realiza en promedio menor cantidad de iteraciones (con
excepción de BregmanWOPP), sin embargo todos los algoritmos llegan al óptimo global con
bastante precisión en promedio.

En problemas mal condicionados (Tablas: 5.6, 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12 y 5.13), observa-
mos que en ocasiones nuestros métodos propuestos (con excepción de BregmanWOPP) pueden
conseguir mucho error al óptimo global en promedio (ver Tabla 5.6 y Tabla 5.10) que los métodos
del estado del arte, sin embargo en el restos de los experimentos (Ex.6, Ex.7, Ex.8, Ex.10, Ex.11 y
Ex.12), obtienen un Error promedio similar al error logrado por los métodos del estado del arte.
Por otra parte, notamos que nuestro método Chol-Retrac le toma menos tiempo en converger
que al método PGST, aunque en ocasiones puede realizar más iteraciones nuestro método basado
en Cholesky. También nuestros métodos Ad-Bash y Ad-Moul convergen más rápido en tiempo y
en a veces también en iteraciones que el método PGST.

En adición a esto, observamos que el método OptiStiefel es el segundo método que mejores
resultados obtiene en cada uno de los problemas mostrados en dichas 12 tablas, sin embargo al-
gunos de nuestros métodos (Por ejemplo Ad-Bash, Ad-Moul, en las Tablas 5.6 y 5.8) en ocasiones
pueden realizar menos iteraciones que los métodos del estado del arte OptiStiefel y PGST.

En la Figura 5.1 presentamos las gráficas de la función objetivo promedio y de la norma
del gradiente promedio versus las primeras 25 iteraciones, correspondientes a los experimentos
presentados en las tablas: 5.2, 5.4, 5.6, 5.9, 5.11 y 5.13. En dichas gráficas se observa que el mé-
todo que converge más rápido es nuestro método BregmanWOPP, también se nota claramente
que todos nuestros métodos muestran un comportamiento muy similar. Además, vemos que el
algoritmo PGST en los problemas bien condicionado (Figura 5.1(a) y Figura 5.1(b)) desciende
la norma del gradiente un poco más rápido que el resto de los métodos(exceptuando a Bregman-
WOPP), sin embargo para problemas mal condicionados (Figura 5.1(c), Figura 5.1(d), Figura
5.1(e) y Figura 5.1(f)), varios de nuestros métodos descienden la norma del gradiente un poco
más rápido que el algoritmo PGST.

Nota 11 Para el resto de los otros 6 experimentos (Ex.2, Ex.4, Ex.6, Ex.7, Ex.9 y Ex.11) mos-
trados en las tablas: 5.3, 5.5, 5.7, 5.8, 5.10 y 5.11 se observó un comportamiento similar entre
los métodos y por tanto no mostramos sus gráficas.

5.2.3. Comparación entre los métodos OptiStiefel y BregmanWOPP

En esta subsección comparamos solo los métodos OptiStiefel y BregmanWOPP, puesto que
fueron los más eficientes en las comparaciones previas. En las tablas: 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7,
5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12 y 5.13, vimos que el algoritmo BregmanWOPP fue mucho más efi-
ciente (tanto en problemas bien condicionados como en los mal condicionados) que el método
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Tabla 5.2: Desempeño de los métodos sobre problemas WOPP’s bien condicionados (Problema 1) con
m = 100 y n = 50

Ex.1: Problema 1 con m=100 y n = 50

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Error

min 46 47 0.0690 2.93e-06 1.10-13 7.78e-08
OptiStiefel mean 56.51 57.51 0.0946 6.74e-05 4.06e-11 1.24e-06

max 64 65 0.1542 9.95e-05 1.62e-10 3.27e-06
var 17.89 17.88 0.0005 5.83e-10 1.82e-21 7.43e-13

min 45 46 0.1653 5.52e-06 8.08e-14 5.30e-08
Ad-Bash mean 57.35 58.35 0.2219 6.63e-05 4.00e-11 1.25e-06

max 69 70 0.3642 9.99e-05 1.61e-10 3.25e-06
var 24.61 24.61 0.0024 5.64e-10 1.60e-21 7.15e-13

min 47 48.00 0.1712 2.04e-05 5.53e-13 9.00e-08
Ad-Moul mean 56.13 57.13 0.2523 6.58e-05 4.02e-11 1.26e-06

max 69 70 0.4386 9.90e-05 1.57e-10 3.17e-06
var 19.35 19.35 0.0033 4.93e-10 1.67e-21 7.06e-13

min 48 49 0.1621 4.60e-06 1.59e-13 9.56e-08
Linear-Co mean 58.23 59.23 0.2273 6.94e-05 4.37e-11 1.33e-06

max 72 73 0.3724 9.97e-05 1.49e-10 3.10e-06
var 21.15 21.15 0.0021 5.80e-10 1.81e-21 7.13e-13

min 31 34 0.1461 1.51e-05 3.36e-13 1.09e-07
PGST mean 38.83 39.49 0.1964 1.00e-04 4.37e-11 1.23e-06

max 46 42 0.3597 4.24e-04 1.44e-10 2.97e-06
var 9.11 2.96 2.1e-03 4.87e-09 1.32e-21 5.72e-13

min 51 52 0.0966 8.85e-06 6.12e-13 9.00e-08
Chol-Retrac mean 61.41 62.41 0.1404 7.24e-05 3.41e-11 1.07e-06

max 75 76 0.2374 5.15e-04 2.10e-10 2.97e-06
var 19.92 19.92 1.00e-03 3.09e-09 1.56e-21 6.59e-13

min 3 4 0.0091 1.53e-09 3.64e-21 6.43e-12
BregmanWOPP mean 3 4 0.0118 2.15e-09 5.87e-21 7.81e-12

max 3 4 0.0212 2.61e-09 8.04e-21 9.09e-12
var 0 0 7.49e-06 4.55e-20 8.64e-43 3.16e-25
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Tabla 5.3: Desempeño de los métodos sobre problemas WOPP’s bien condicionados (Problema 1) con
m = 500 y n = 70

Ex.2: Problema 1 con m=500 y n = 70

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Error

min 49 50 0.8021 1.23e-05 5.98e-13 1.45e-07
OptiStiefel mean 57.46 58.46 1.0532 6.79e-05 5.01e-11 1.45e-06

max 70 71 1.4797 9.86e-05 1.43e-10 3.08e-06
var 24.78 24.7841 0.0368 5.31e-10 2.01e-21 8.57e-13

min 51 52 2.4564 1.35e-05 7.81e-13 1.55e-07
Ad-Bash mean 57.44 58.44 3.1662 8.44e-05 5.23e-11 1.36e-06

max 66 67 4.9007 7.61e-04 4.77e-10 4.15e-06
var 15.03 15.02 0.3259 1.01e-08 5.66e-21 1.00e-12

min 49 50 2.0818 2.79e-05 6.20e-13 1.19e-07
Ad-Moul mean 56.66 57.66 2.7779 6.91e-05 4.94e-11 1.45e-06

max 65 66 3.8186 9.93e-05 1.57e-10 3.19e-06
var 16.27 16.26 0.2226 5.43e-10 2.09e-21 8.27e-13

min 48 49 2.6009 1.33e-05 7.13e-13 1.44e-07
Linear-Co mean 59.72 60.72 3.7167 6.10e-05 3.63e-11 1.27e-06

max 71 72 5.0644 9.95e-05 1.34e-10 2.92e-06
var 24 24.0016 0.3924 6.22e-10 1.28e-21 5.56e-13

min 36 38 1.8673 9.63e-06 7.96e-13 1.75e-07
PGST mean 41.62 44.04 2.3654 7.85e-05 3.68e-11 1.12e-06

max 49 53 3.2158 2.23e-04 1.35e-10 2.98e-06
var 11.02 1.8678 0.1415 1.83e-09 1.48e-21 7.15e-13

min 52 53 4.8960 1.89e-05 1.95e-13 3.93e-08
Chol-Retrac mean 60.40 61.4 6.1676 8.60e-05 4.83e-11 1.42e-06

max 69 70 8.9264 4.30e-04 1.31e-10 2.90e-06
var 15.06 15.0612 0.5813 4.29e-09 1.50e-21 6.71e-13

min 3 4 0.1272 2.32e-09 9.07e-21 9.33e-12
BregmanWOPP mean 3 4 0.1676 2.57e-09 1.06e-20 1.02e-11

max 3 4 0.2659 2.95e-09 1.29e-20 1.09e-11
var 0 0 0.0011 1.99e-20 7.85e-43 1.09e-25
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Tabla 5.4: Desempeño de los métodos sobre problemas WOPP’s bien condicionados (Problema 1) con
m = 150 y n = 150

Ex.3: Problema 1 con m = 150 y n = 150

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Error

min 42 43 0.3025 6.55e-06 5.83e-14 4.66e-08
OptiStiefel mean 50.46 51.66 0.4711 6.04e-05 8.53e-12 5.59e-07

max 62 66 0.8487 9.88e-05 3.59e-11 1.50e-06
var 11.20 12.81 0.0080 5.39e-10 7.93e-23 1.47e-13

min 45 46 0.8317 4.30e-06 4.17e-14 4.14e-08
Ad-Bash mean 51.90 52.95 1.1888 7.79e-05 1.82e-11 6.52e-07

max 66 67 1.7733 1.60e-03 7.91e-10 2.56e-06
var 15.06 15.40 0.0440 2.58e-08 6.19e-21 2.17e-13

min 42 43 0.8411 1.76e-06 4.40e-15 1.33e-08
Ad-Moul mean 50.24 51.28 1.2423 6.55e-05 1.08e-11 6.41e-07

max 61 63 1.7344 9.99e-05 3.88e-11 1.57e-06
var 10.55 11.03 0.0486 5.53e-10 1.08e-22 1.95e-13

min 44 45 0.8931 1.09e-05 1.85e-13 4.60e-08
Linear-Co mean 53.40 54.45 1.2279 6.99e-05 1.11e-11 6.37e-07

max 66 68 1.9491 4.23e-04 5.18e-11 1.61e-06
var 15.54 16.23 0.0402 1.96e-09 1.24e-22 1.79e-13

min 33 35 0.8992 1.68e-04 1.89e-11 4.16e-07
PGST mean 37.64 41.02 1.2803 6.62e-04 1.07e-09 6.45e-06

max 43 44 1.7722 9.97e-04 3.63e-09 1.49e-05
var 6.17 2.91 0.0437 4.89e-08 9.55e-19 1.78e-11

min 47 48 0.4415 1.47e-05 2.08e-13 6.33e-08
Chol-Retrac mean 56.07 57.57 0.6303 5.97e-05 8.36e-12 5.41e-07

max 66 68 1.0052 2.43e-04 3.55e-11 1.50e-06
var 19.90 21.00 0.0148 9.69e-10 8.71e-23 1.43e-13

min 3 4 0.0531 3.46e-09 6.76e-21 8.54e-12
BregmanWOPP mean 3 4 0.0750 4.16e-09 9.80e-21 1.02e-11

max 3 4 0.1202 5.10e-09 1.45e-20 1.23e-11
var 0 0 0.0002 8.90e-20 1.58e-42 3.95e-25
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Tabla 5.5: Desempeño de los métodos sobre problemas WOPP’s bien condicionados (Problema 1) con
m = 200 y n = 200

Ex.4: Problema 1 con m=200 y n = 200

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Error

min 45 46 0.6945 5.25e-06 8.09e-14 2.87e-08
OptiStiefel mean 51.66 52.74 1.0213 5.97e-05 9.53e-12 6.01e-07

max 63 65 1.5491 9.97e-05 3.59e-11 1.48e-06
var 14.71 16.01 0.0311 6.37e-10 9.39e-23 1.70e-13

min 45 46 1.6943 9.72e-06 2.27e-13 5.39e-08
Ad-Bash mean 51.53 52.54 2.4482 6.58e-05 1.20e-11 6.84e-07

max 66 67 4.0893 9.95e-05 3.70e-11 1.53e-06
var 13.69 13.69 0.1839 5.83e-10 1.23e-22 2.03e-13

min 44 45 1.7656 1.08e-05 2.98e-13 6.90e-08
Ad-Moul mean 51.07 52.13 2.6669 7.38e-05 1.25e-11 6.41e-07

max 61 63 3.9080 9.16e-04 2.25e-10 1.51e-06
var 12.33 13.02 0.2343 7.77e-09 5.47e-22 1.59e-13

min 46 47 1.7694 1.35e-05 9.35e-14 4.51e-08
Linear-Co mean 53.06 54.10 2.6375 6.16e-05 1.08e-11 6.40e-07

max 63 65 3.8103 9.97e-05 3.94e-11 1.58e-06
var 13.27 13.79 0.1975 6.02e-10 1.12e-22 1.89e-13

min 33 36 1.8616 1.64e-04 2.25e-11 5.48e-07
PGST mean 38.23 42.01 2.7528 6.56e-04 9.62e-10 5.95e-06

max 43 45 3.7282 9.99e-04 3.83e-09 1.55e-05
var 6.22 2.86 0.2112 5.84e-08 8.13e-19 1.54e-11

min 49 50 0.9660 6.12e-06 1.29e-13 2.96e-08
Chol-Retrac mean 57.68 59.72 1.4378 6.25e-05 1.02e-11 6.23e-07

max 77 79 2.5175 9.96e-05 3.49e-11 1.49e-06
var 25.65 26.73 0.0729 5.66e-10 1.08e-22 1.83e-13

min 3 4 0.1045 4.20e-09 1.05e-20 1.08e-11
BregmanWOPP mean 3 4 0.1585 4.81e-09 1.31e-20 1.19e-11

max 3 4 0.2367 5.29e-09 1.61e-20 1.35e-11
var 0 0 0.0012 6.78e-20 1.58e-42 3.19e-25
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Tabla 5.6: Desempeño de los métodos sobre problemas WOPP’s mal condicionados (Problema 2) con
m = 100 y n = 50

Ex.5: Problema 2 con m=100 y n = 50

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Error

min 496 516 0.6950 7.18e-05 4.18e-12 6.74e-07
OptiStiefel mean 947.64 983.67 1.4822 9.40e-04 3.68e-09 2.30e-05

max 4202 4320 6.3298 1.67e-02 2.74e-08 7.69e-05
var 2.04e+05 2.14e+05 0.4881 4.83e-06 1.93e-17 2.57e-10

min 615 643 2.0454 1.14e-04 2.81e-11 1.79e-06
Ad-Bash mean 1449.40 1496.00 5.8582 2.00e-03 3.78e+00 0.661

max 8000 8176 44.0102 4.90e-02 17.7 1.61
var 1.23e+06 1.28e+06 33.9137 4.12e-05 23.8 4.54e-01

min 586 610 2.2492 1.20e-04 4.26e-11 1.56e-06
Ad-Moul mean 998.17 1034.80 4.3623 9.34e-04 7.99e-01 0.237

max 3468 3551 18.5796 7.80e-03 11.3 1.53e+00
var 1.97e+05 2.04e+05 5.6050 2.42e-06 4.74e+00 0.278

min 596 628 2.1075 6.25e-05 3.29e-12 8.24e-07
Linear-Co mean 1470.50 1520.60 37.7982 1.70e-03 3.62 0.688

max 8000 8223 2232.9 2.70e-02 17.7 1.61
var 1.50e+06 1.59e+06 7.09e+04 1.37e-05 20.6 4.64e-01

min 757 831 3.2030 1.72e-05 1.40e-12 2.10e-07
PGST mean 1341.50 1403.30 5.9058 1.57e-04 3.78e-10 7.17e-06

max 2471 2526 11.7753 2.28e-04 1.21e-09 2.04e-05
var 1.53e+05 1.73e+05 3.5353 2.62e-09 1.19e-19 2.50e-11

min 644 668 1.3122 6.57e-05 5.65e-12 8.21e-07
Chol-Retrac mean 1368.20 1412.90 2.9728 9.47e-04 2.66e-05 5.98e-03

max 3797 3905 7.9177 1.04e-02 1.49e-03 1.59e-02
var 5.41e+05 5.67e+05 2.8141 1.92e-06 1.37e-02 4.63e-03

min 3 4 9.00e-03 1.58e-05 1.56e-14 4.67e-09
BregmanWOPP mean 3.70 4.70 0.0135 2.07e-04 5.93e-12 5.22e-08

max 4 5 0.0369 1.20e-03 7.28e-11 2.97e-07
var 0.21 0.21 1.47e-05 6.96e-08 1.73e-22 4.43e-15
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Tabla 5.7: Desempeño de los métodos sobre problemas WOPP’s mal condicionados (Problema 2) con
m = 300 y n = 20

Ex.6: Problema 2 con m=300 y n = 20

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Error

min 2002 2065 2.6180 4.51e-04 1.03e-08 4.15e-05
OptiStiefel mean 4719.30 4848.40 6.0856 1.27e-02 5.33e-02 5.32e-02

max 8000 8261 11.9580 0.425 0.886 0.5
var 2.52e+06 2.64e+06 4.3966 2.50e-03 2.92e-02 1.99e-02

min 1986 2053 14.0136 4.34e-04 6.93e-10 6.80e-06
Ad-Bash mean 4804.10 4.94e+03 37.1042 4.73e-02 9.08e-02 7.80e-02

max 8000 8229 67.9388 3.25 0.991 0.489
var 2.58e+06 2.71e+06 196.2429 0.132 5.07e-02 2.74e-02

min 2240 2310 12.8783 3.81e-04 2.80e-09 2.60e-05
Ad-Moul mean 4772.30 4.90e+03 30.3373 4.00e-03 5.05e-02 4.82e-02

max 8000 8259 55.2121 4.03e-02 0.886 0.5
var 2.62e+06 2.75e+06 141.5461 5.10e-05 2.89e-02 1.87e-02

min 2078 2133 16.3560 5.20e-04 4.17e-09 2.38e-05
Linear-Co mean 4732.20 4.86e+03 40.2486 1.01e-02 9.57e-02 8.04e-02

max 8000 8229 72.3710 0.340 0.991 0.489
var 2.62e+06 2.75e+06 234.4277 1.50e-03 5.33e-02 2.71e-02

min 3118 3280 18.1472 6.52e-05 1.59e-13 1.46e-07
PGST mean 6373.10 6.74e+03 37.3798 0.467 8.66e-02 8.14e-02

max 8000 8678 53.7511 26.20 1.22 0.496
var 1.95e+06 2.11e+06 73.6521 8.76 5.15e-02 2.89e-02

min 2370 2453 21.8324 7.58e-04 5.56e-09 3.46e-05
Chol-Retrac mean 5002.90 5.14e+03 45.9841 4.16e-02 0.114 8.54e-02

max 8000 8226 75.2888 1.49 1.51 0.575
var 3.05e+06 3.20e+06 256.4498 3.99e-02 7.16e-02 2.89e-02

min 3 4 0.0162 2.03e-06 4.06e-17 2.30e-10
BregmanWOPP mean 3.025 4.025 0.0179 2.29e-05 1.40e-14 2.21e-09

max 4 5 0.0308 1.50e-04 2.10e-13 1.39e-08
var 0.0247 0.0249 7.32e-06 7.84e-10 1.29e-27 8.15e-18
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Tabla 5.8: Desempeño de los métodos sobre problemas WOPP’s mal condicionados (Problema 2) con
m = 100 y n = 100

Ex.7: Problema 2 con m=100 y n = 100

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Error

min 470 491 1.2599 7.31e-05 5.21e-12 6.25e-07
OptiStiefel mean 698.21 732.67 2.2601 7.32e-04 3.74e-09 2.23e-05

max 1150 1202 4.5162 8.40e-03 1.29e-07 1.86e-04
var 2.36E+04 2.55e+04 0.4272 1.17e-06 1.65e-16 4.41e-10

min 428 453 3.2538 4.90e-05 3.95e-12 7.30e-07
Ad-Bash mean 684.99 716.53 5.9783 7.90e-04 2.56e-09 2.02e-05

max 1290 1335 12.5499 5.90e-03 2.12e-08 6.56e-05
var 2.92e+04 3.07e+04 3.4566 9.89e-07 7.73e-18 1.83e-10

min 454 469 3.8384 1.21e-04 3.09e-11 2.30e-06
Ad-Moul mean 696.31 728.49 6.4396 9.82e-04 2.65e-09 2.00e-05

max 1491 1538 17.4251 1.20e-02 1.88e-08 7.22e-05
var 2.99e+04 3.17e+04 4.1027 2.95e-06 1.15e-17 2.14e-10
min 423 443 3.2542 4.62e-05 1.20e-11 1.13e-06

Linear-Co mean 702.17 734.43 6.0978 9.42e-04 3.01e-09 2.15e-05
max 1513 1561 16.1990 1.57e-02 4.82e-08 1.02e-04
var 3.04e+04 3.22e+04 3.7451 3.52e-06 2.70e-17 2.57e-10

min 639 675 7.0615 1.74e-04 6.07e-12 6.87e-08
PGST mean 1155.10 1174.10 14.1745 8.16e-04 4.57e-09 2.46e-05

max 2782 3177 46.8151 1.00e-03 2.01e-08 8.91e-05
var 1.47e+05 1.92e+05 33.6195 2.60e-08 1.96e-17 3.81e-10

min 526 551 1.7912 5.39e-05 8.28e-12 8.21e-07
Chol-Retrac mean 926.40 965.53 3.5897 7.13e-04 2.54e-09 2.03e-05

max 1764 1839 6.8566 4.60e-03 3.27e-08 1.07e-04
var 5.69e+04 6.08e+04 1.1152 6.74e-07 1.30e-17 2.15e-10

min 3 4 0.0209 3.70e-05 4.52e-14 6.72e-09
BregmanWOPP mean 3.54 4.54 0.0330 5.16e-04 1.66e-11 7.47e-08

max 4 5 0.0694 2.90e-03 2.01e-10 3.97e-07
var 0.25 0.26 7.28e-05 4.11e-07 1.37e-21 8.70e-15
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Tabla 5.9: Desempeño de los métodos sobre problemas WOPP’s mal condicionados (Problema 2) con
m = 150 y n = 150

Ex.8: Problema 2 con m=150 y n = 150

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Error

min 686 716 4.7328 1.40e-04 8.25e-12 7.19e-07
OptiStiefel mean 1140.70 1188.00 8.4452 1.40e-03 1.49e-08 4.02e-05

max 2245 2316 17.1876 2.18e-02 6.17e-07 3.65e-04
var 7.76e+04 8.24e+04 4.9983 8.17e-06 4.10e-15 1.90e-09

min 662 696 11.5057 1.01e-04 1.39e-11 1.53e-06
Ad-Bash mean 1146.50 1190.60 20.1947 1.30e-03 7.69e-09 3.43e-05

max 2186 2255 38.0823 1.27e-02 7.96e-08 1.60e-04
var 9.40e+04 9.85e+04 30.6897 3.14e-06 1.06e-16 5.67e-10

min 676 711 12.4192 2.06e-04 2.87e-11 1.90e-06
Ad-Moul mean 1159 1205.10 21.9395 1.20e-03 7.97e-09 3.54e-05

max 1872 1942 35.6667 1.51e-02 1.17e-07 1.36e-04
var 8.59e+04 9.13e+04 31.2668 3.18e-06 1.54e-16 4.34e-10
min 576 775 13.4751 1.20e-04 6.74e-11 2.66e-06

Linear-Co mean 1164.10 1210.60 20.8039 1.30e-03 1.06e-08 3.71e-05
max 1881 1945 33.5554 1.29e-02 2.56e-07 2.53e-04
var 6.85e+04 7.26e+04 21.5239 3.60e-06 9.38e-16 1.25e-09

min 1125 1162 27.1616 1.67e-04 3.66e-12 6.59e-08
PGST mean 2039.60 2101.10 50.6247 8.52e-04 5.50e-09 2.85e-05

max 3521 3558 116.3565 1.00e-03 1.98e-08 8.50e-05
var 3.30e+05 3.65e+05 247.4626 2.51e-08 2.29e-17 3.71e-10

min 744 770 6.5042 8.78e-05 1.38e-11 1.28e-06
Chol-Retrac mean 1568.30 1624.80 13.9113 1.50e-03 9.28e-09 3.77e-05

max 3424 3550 32.6171 1.12e-02 9.84e-08 1.25e-04
var 2.17e+05 2.30e+05 18.6499 4.26e-06 2.00e-16 4.53e-10

min 3 4 0.0525 9.54e-05 1.02e-13 6.49e-09
BregmanWOPP mean 3.70 4.70 0.0749 1.30e-03 5.04e-11 8.60e-08

max 4 5 0.1074 7.20e-03 5.27e-10 4.39e-07
var 0.2100 0.2121 1.49e-04 2.95e-06 1.31e-20 1.18e-14
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Tabla 5.10: Desempeño de los métodos sobre problemas WOPP’s bien condicionados (Problema 3)
con m = 100 y n = 50

Ex.9: Problema 3 con m=100 y n = 50

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Error

min 565 593 0.8862 7.60e-05 5.69e-11 3.42e-06
OptiStiefel mean 922.90 957.44 1.5990 6.42e-04 3.50e-09 2.46e-05

max 1561 1610 3.0633 2.80e-03 1.13e-08 6.06e-05
var 6.42e+04 6.82e+04 0.3025 4.26e-07 6.70e-18 1.73e-10

min 690 722 2.4038 7.13e-05 3.93e-11 2.64e-06
Ad-Bash mean 1354.20 1399.60 6.0294 1.20e-03 2.52 0.590

max 6249 6410 35.7016 9.20e-03 12.6 1.54
var 7.94e+05 8.34e+05 25.6153 2.45e-06 11.3 0.458

min 590 610 2.8954 9.29e-05 5.58e-11 2.56e-06
Ad-Moul mean 1235.60 1277.60 6.2601 1.30e-03 1.35 0.287

max 6149 6319 39.94 1.98e-02 9.31 1.47
var 1.01e+06 1.06e+06 41.9638 1.08e-05 7.87 0.303

min 590 616 2.3169 9.75e-05 7.52e-11 3.20e-06
Linear-Co mean 1221.20 1263.20 5.4358 7.40e-04 1.80 0.441

max 3682 3792 19.3750 3.50e-03 10.3 1.54
var 3.91e+05 4.13e+05 10.1415 4.26e-07 8.95 0.423

min 730 751 3.8403 6.84e-05 1.54e-12 6.66e-08
PGST mean 1497.70 1546.80 7.5341 1.61e-04 4.17e-10 7.59e-06

max 5676 5918 27.0817 2.41e-04 1.50e-09 2.12e-05
var 5.59e+05 6.62e+05 13.7644 2.16e-09 1.51e-19 3.04e-11

min 666 686 1.5634 1.81e-04 3.72e-10 5.73e-06
Chol-Retrac mean 1726.20 1778.90 4.2702 1.50e-03 3.96e-03 7.80e-03

max 7360 7545 19.5379 1.31e-02 1.48e-02 0.154
var 1.66e+06 1.75e+06 11.7044 6.14e-06 0.177 0.458

min 3 4 9.00e-03 2.05e-05 2.22e-14 5.34e-09
BregmanWOPP mean 3.72 4.72 0.0149 2.49e-04 9.55e-12 6.17e-08

max 4 5 0.0231 1.60e-03 1.08e-10 3.14e-07
var 0.21 0.21 1.49e-05 1.28e-07 4.91e-22 7.17e-15
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Tabla 5.11: Desempeño de los métodos sobre problemas WOPP’s bien condicionados (Problema 3)
con m = 500 y n = 20

Ex.10: Problema 3 con m=500 y n = 20

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Error

min 983 1020 4.1092 1.16e-04 4.81e-10 1.66e-05
OptiStiefel mean 1889.50 1948.60 7.5236 8.79e-04 3.87e-08 1.49e-04

max 3330.00 3423 13.6319 1.05e-02 7.37e-07 6.28e-04
var 1.95e+05 2.04e+05 3.3653 2.57e-06 8.13e-15 8.09e-09

min 1082 1125 27.0043 1.28e-04 3.49e-09 5.27e-05
Ad-Bash mean 1848.50 1.91E+03 46.0724 9.64e-04 3.84e-08 1.49e-04

max 3288 3314 81.2410 1.19e-02 9.22e-07 9.67e-04
var 1.61e+05 1.68e+05 103.5515 3.89e-06 1.19e-14 1.35e-08

min 1146 1192 19.7332 1.07e-04 3.23e-10 1.43e-05
Ad-Moul mean 1808.30 1.87e+03 31.0771 1.00e-03 4.26e-08 1.63e-04

max 3132 3223 53.9565 1.25e-02 5.10e-07 7.26e-04
var 1.54e+05 1.62e+05 47.0689 3.78e-06 5.72e-15 1.35e-08

min 1193 1247 35.3059 1.23e-04 2.74e-10 1.47e-05
Linear-Co mean 1856.80 1.92e+03 55.1726 7.26e-04 3.59e-08 1.48e-04

max 3514 3608 105.2558 7.20e-03 6.33e-07 6.30e-04
var 1.85e+05 1.94e+05 167.9982 1.43e-06 5.82e-15 8.48e-09

min 1494 1615 28.1761 4.21e-05 4.54e-12 1.74e-06
PGST mean 2562.70 2.63e+03 47.0365 8.88e-05 1.12e-09 2.76e-05

max 4256 4456 77.1138 1.07e-04 2.66e-09 5.53e-05
var 3.57e+05 6.50e+04 109.7266 2.64e-10 6.22e-19 2.15e-10

min 1269 1323 93.0690 6.08e-05 6.33e-10 1.80e-05
Chol-Retrac mean 1886.10 1.95e+03 138.5358 1.10e-03 3.58e-08 1.54e-04

max 3208 3304 227.5429 1.19e-02 2.87e-07 4.94e-04
var 1.70e+05 1.79e+05 900.33 3.07e-06 2.03e-15 6.74e-09

min 3 4 0.0510 1.10e-06 9.72e-17 6.76e-10
BregmanWOPP mean 3 4 0.0570 4.51e-06 3.48e-15 3.40e-09

max 3 4 0.0738 2.32e-05 4.61e-14 1.44e-08
var 0 0 1.90e-05 1.72e-11 6.53e-29 9.17e-18
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Tabla 5.12: Desempeño de los métodos sobre problemas WOPP’s bien condicionados (Problema 3)
con m = 150 y n = 150

Ex.11: Problema 3 con m=150 y n = 150

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Error

min 483 513 2.6585 9.07e-05 7.13e-11 2.12e-06
OptiStiefel mean 772.3 808.79 4.6259 7.79e-04 3.24e-09 2.44e-05

max 1192 1245 13.8069 1.05e-02 4.72e-08 1.01e-04
var 2.67e+04 2.85e+04 2.7324 1.35e-06 2.55e-17 2.15e-10

min 474 503 6.8173 8.78e-05 5.27e-11 2.36e-06
Ad-Bash mean 775.61 809.81 11.9164 9.68e-04 3.15e-09 2.47e-05

max 1324 1371 26.482 1.33e-02 1.62e-08 6.48e-05
var 3.57e+04 3.83e+04 11.7727 3.24e-06 7.72e-18 1.93e-10

min 458 480 8.0387 7.67e-05 2.38e-12 4.38e-07
Ad-Moul mean 767.94 803.25 12.6462 8.08e-04 4.01e-09 2.43e-05

max 1162 1223 27.0107 1.43e-02 1.10e-07 1.46e-04
var 2.78e+04 2.95e+04 8.9717 2.60e-06 1.30e-16 3.98e-10

min 502 527 7.955 1.28e-04 2.96e-11 1.95e-06
Linear-Co mean 781.4 817.03 12.1716 9.23e-04 3.94e-09 2.64e-05

max 1378 1434 29.2381 7.60e-03 6.03e-08 1.21e-04
var 3.02e+04 3.02e+04 11.7465 1.48e-06 4.53e-17 3.40e-10

min 666 681 12.7661 2.91e-04 2.56e-11 2.20e-07
PGST mean 1333.6 1376.5 26.6159 8.05e-04 5.89e-09 3.13e-05

max 3450 3374 65.4974 9.98e-04 2.58e-08 1.14e-04
var 2.18e+05 2.28e+05 92.5951 3.91e-08 3.48e-17 6.01e-10

min 650 682 4.29 4.99e-05 6.81e-12 1.03e-06
Chol-Retrac mean 1049.8 1091.1 7.1067 1.20e-03 1.85e-08 2.99e-05

max 2239 2318 20.6407 4.19e-02 1.53e-06 4.74e-04
var 7.93e+04 8.42e+04 6.1716 1.76e-05 2.33e-14 2.22e-09

min 3 4 0.0423 6.06e-05 1.02e-13 8.79e-09
BregmanWOPP mean 3.57 4.57 0.0547 5.50e-04 1.96e-11 7.86e-08

max 4 5 0.0944 3.20e-03 2.25e-10 4.39e-07
var 0.25 0.25 1.00e-4 5.08e-07 2.14e-21 9.91e-15
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Tabla 5.13: Desempeño de los métodos sobre problemas WOPP’s bien condicionados (Problema 3)
con m = 200 y n = 200

Ex.12: Problema 3 con m=200 y n = 200

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Error

min 506 533 5.6492 1.02e-04 2.09e-12 6.22e-07
OptiStiefel mean 830.89 869.09 9.2928 7.84e-04 4.82e-09 2.99e-05

max 1308 1365 14.611 6.10e-03 6.53e-08 1.49e-04
var 3.42e+04 3.64e+04 4.3007 9.26e-07 7.96e-17 6.41e-10

min 478 507 13.7358 6.61e-05 2.45e-12 7.30e-07
Ad-Bash mean 825.51 862.65 23.3411 1.00e-03 4.56e-09 2.95e-05

max 1381 1427 39.0457 8.20e-03 8.42e-08 1.44e-04
var 3.29e+04 3.49e+04 25.7105 1.63e-06 9.25e-17 4.80e-10

min 509 529 15.3845 1.24e-04 3.38e-11 2.35e-06
Ad-Moul mean 829.83 866.26 25.154 1.10e-03 5.57e-09 3.13e-05

max 1307 1343 39.5962 1.39e-02 8.88e-08 2.05e-04
var 2.91e+04 3.06e+04 25.8994 4.27e-06 1.42e-16 8.08e-10

min 530 565 15.4902 1.29e-04 2.32e-11 2.61e-06
Linear-Co mean 843.9 880.68 24.1485 9.31e-04 4.60e-09 3.06e-05

max 1784 1534 42.8174 5.80e-03 5.38e-08 1.51e-04
var 3.65e+04 3.85e+04 29.0578 1.32e-06 5.61e-17 5.77e-10

min 735 784 27.1321 8.20e-05 5.84e-13 3.43e-07
PGST mean 1407 1465.6 52.646 8.26e-04 6.65e-09 3.44e-05

max 4473 4817 174.0447 9.99e-04 2.39e-08 9.95e-05
var 2.44e+05 3.14e+05 374.7758 2.98e-08 4.07e-17 6.45e-10

min 653 678 8.3250 8.02e-05 7.07e-12 9.00e-07
Chol-Retrac mean 1124.3 1168.8 14.2194 1.20e-03 5.43e-09 3.04e-05

max 1968 2014 24.5911 2.10e-02 1.52e-07 2.69e-04
var 7.67e+04 8.10e+04 11.9617 7.29e-06 2.90e-16 9.75e-10

min 3 4 0.0846 6.03e-05 9.38e-14 8.94e-09
BregmanWOPP mean 3.65 4.65 0.1035 5.67e-04 1.81e-11 7.96e-08

max 4 5 0.1293 3.20e-03 2.01e-10 3.75e-07
var 0.23 0.23 1.79e-04 4.55e-07 1.71e-21 8.59e-15



65

(a) Norma del Gradiente promedio, Ex.1,
Tabla 5.2

(b) Norma del Gradiente promedio, Ex.3,
Tabla 5.4

(c) Norma del Gradiente promedio, Ex.5,
Tabla 5.6

(d) Norma del Gradiente promedio, Ex.8,
Tabla 5.9

(e) Norma del Gradiente promedio, Ex.10,
Tabla 5.11

(f) Norma del Gradiente promedio, Ex.12,
Tabla 5.13

Figura 5.1: Gráficas comparativas de la norma del gradiente promedio de los métodos sobre
problemas WOPP’s
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OptiStiefel sobre problemas para los cuales el óptimo evaluado en la función objetivo es exacta-
mente igual a cero. Para realizar un estudio comparativo más completo entre ambos métodos,
estudiamos el desempeño de los métodos mencionados, en problemas para los cuales el valor op-
timal no sea igual a cero, dicho estudio se muestra en las tablas: 5.14, 5.15, 5.16, 5.17, 5.18 y 5.16.

Para los problemas presentados en dichas tablas (tablas: 5.14, 5.15, 5.16, 5.17, 5.18 y 5.16),
se construyeron un total de 100 WOPP’s, siguiendo la construcción de las matrices A, X0 y C
descrita en los problemas: problema 1 y problema 2 explicados al inicio de esta sección, y la
matriz B ∈ Rm×n se generó de manera aleatoria, donde cada entrada de la matriz B sigue una
distribución uniforme en el intervalo [0,1]; además tomamos como número máximo de iteraciones
de 5000 y tolerancia de ε = 1e-3. En las tablas 5.14, 5.15 y 5.16, se comparan ambos métodos en
problemas bien condicionados (generando la matriz A como se explica en problema 1), mientras
que en las tablas 5.17, 5.18 y 5.16 se muestra la comparación en problemas mal condicionados
(generando la matriz A como se explica en problema 2).

En dichas tablas se denota por τ , al parámetro que recibe de entrada nuestro algoritmo 5
(BregmanWOPP). Por otra parte, en las tablas: 5.17, 5.18 y 5.16, denotaremos por OptiStiefel1,
al método propuesto en [21] cuando este comienza a iterar con un punto inicial Xrand

0 elegido
aleatoriamente, y denotamos por OptiStiefel2 al mismo método cuando el punto inicial es un
punto Xaprox que esta próximo a un óptimo local del problema; de igual manera para nuestro
algoritmo, es decir denotaremos por BregmanWOPP1 cuando este inicie en un punto aleatorio
(el mismo punto Xrand

0 ) y por BregmanWOPP2 cuando inicie en Xaprox. En vista de que no
tenemos conocimiento del óptimo verdadero, construiremos al punto Xaprox como sigue: primero
resolvemos el problema usando el método OptiStiefel1 con el punto inicial Xrand

0 , obteniendo
X∗ como la solución estimada por dicho método, luego construimos una matriz aleatoria R con
entradas todas menores o iguales a 1e-2, después calculamos la SVD de la matriz X∗+R, de tal
forma que X∗ +R = UΣV > y por último tomamos Xaprox = UIm,nV

>.

En los experimentos presentados en las tablas: 5.14, 5.15 y 5.16 (problemas bien condiciona-
dos), se observa que nuestro algoritmo BregmanWOPP necesita en promedio un menor número
de iteraciones y de evaluaciones de la función objetivo para converger, en contraste con el mé-
todo OptiStiefel. Además, ambos algoritmos convergen en un tiempo similar. En contraparte, en
problemas mal condicionados (ver tablas: 5.17, 5.18 y 5.19), nuestro algoritmo BregmanWOPP
obtiene un pobre desempeño y realiza el número máximo de iteraciones sin llegar a converger
cuando el punto inicial es elegido al azar (ver los resultados del algoritmo BregmanWOPP1 en las
tablas: 5.17, 5.18 y 5.19), a diferencia del método OptiStiefel que si logra llegar a un óptimo local
y en un tiempo razonable. Sin embargo, nuestro algoritmo BregmanWOPP si logra converger a
un óptimo local cuando el punto inicial esta próximo a un óptimo local (ver los resultados del
algoritmo BregmanWOPP2 en las tablas: 5.17, 5.18 y 5.19), pero sigue realizando en promedio
muchas más iteraciones y evaluaciones de la función objetivo que el método OptiStiefel, y en
consecuencia, también le toma más tiempo en converger a nuestro algoritmo 5.

En la Figura 5.2, mostramos las gráficas promedios de las evaluaciones de la función objetivo
y de la norma del gradiente versus las iteraciones (a lo sumo 500 iteraciones), correspondientes a
los experimentos Ex.5 y Ex.6 cuyos resultados están contenidos en las tablas 5.16 y 5.17 respec-
tivamente. En dichas gráficas notamos que para el problema bien condicionado (Ex.5), a nuestro
algoritmo le toma menos iteraciones en converger en promedio que al algoritmo OptiStiefel, sin
embargo en las gráficas asociadas al problema mal condicionado (Ex.6) vemos que ocurre lo con-
trario, no obstante, nuestro algoritmo BregmanWOPP va descendiendo la función objetivo pero
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lo hace muy lentamente.

Nota 12 En la Figura 5.2 solo mostramos las gráficas de los experimentos Ex.5 y Ex.6, sin
embargo, para las gráficas del resto de los experimentos se obtuvo un comportamiento similar y
por tanto solo mostramos las gráficas de los experimentos Ex.5 y Ex.6.

De los experimentos realizados en esta sección concluimos que nuestro método Bregman-
WOPP es más eficiente que el resto de los métodos comparados en problemas para los cuales
el valor optimal de la función objetivo es exactamente igual a cero y también en casos donde
el problema de optimización (WOPP) esta bien condicionado, en el resto de los casos nuestro
BregmanWOPP es poco eficiente y por tanto, conviene utilizar el método OptiStiefel.

5.3. Problemas de valores propios lineales

Dada una matriz simétrica A ∈ Rn×n y una matriz X ∈ St(n, p) arbitraria, la traza de
X>AX es maximizada cuando X es una base ortonormal de espacio generado por los vectores
propios asociados a los p mayores valores propios de la matriz A. Sean λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn los
valores propios de A. El problema de valores propios lineales, puede ser formulado como:

p∑
i=1

λi =: máx
X∈St(n,p)

Tr[X>AX], (5.1)

el cual, es un problema que podemos resolver minimizando la función F(X) = −Tr[X>AX]
sobre la variedad de Stiefel. Observe que la función objetivo del problema (5.1) es una generali-
zación del cociente de Raleigh.

En esta subsección comparamos el desempeño de cuatro de nuestros algoritmos junto con dos
algoritmos del estado del arte (OptiStiefel, Sgmin). Para dicha comparación se construyeron tres
grupos de problemas, con n = 100, 500, 1000 y variando el valor de p, los resultados para cada
uno de estos grupos de problemas (problemas con n = 100, 500, 1000) son presentados en las
tablas 5.20, 5.21 y 5.22 respectivamente. Para todos los experimentos mostrados en dichas tablas
se crearon un total de 100 problemas de valores propios lineales, generando la matriz A de la
siguiente forma: A = Ā>Ā, donde la matriz Ā ∈ Rn×n fue generada aleatoriamente con cada una
de sus entradas siguiendo una distribución Normal estándar, y generando al punto inicial X0 (con
el cual empieza a iterar los algoritmos) aleatoriamente en la variedad de Stiefel. Tomamos co-
mo número máximo de iteraciones 2000 y una tolerancia para la norma del gradiente de ε = 1e-4.

En las tablas 5.20, 5.21 y 5.22, se presentan el promedio para cada valor a comparar (Nitr,Nfe,...)
obtenido por cada método, además como conocemos teóricamente el valor óptimo del problema
(la suma de los p mayores valores propios de A) también comparamos el error relativo entre el
valor objetivo dado por la función eig de Matlab y el valor objetivo del óptimo estimado por
cada algoritmo, dicho error relativo será denotado en la tablas por Error, es decir:

Error = |
∑p

i=1 λ
eig
i − Tr[X>∗ AX∗]
Tr[X>∗ AX∗]

|, (5.2)

donde λeigi denota el i-ésimo valor propio obtenido con la función eig de Matlab y X∗ es la
aproximación del óptimo estimado por cada algoritmo.
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é
to

d
o

N
it

r
N

fe
T

im
e

N
rm

G
F

v
a
l

F
e
a
si

m
in

97
98

0.
07

98
3.

01
e-

04
3.

48
e+

0
3

2.
70

e-
1
5

O
p
ti

S
ti

e
fe

l
m

ea
n

18
1.

43
19

0.
25

0.
15

49
3.

30
e-

03
4
.1

9e
+

03
6
.9

1e
-1

4
m

ax
53

6
56

6
0.

35
51

1.
62

e-
02

5
.1

4e
+

03
9
.7

0e
-1

4
va

r
41

24
.9

46
90

.1
0.

00
33

1.
11

e-
05

1
.2

4e
+

05
2
.2

7e
-2

8

m
in

32
33

0.
05

88
3.

93
e-

04
3.

48
e+

0
3

1.
99

e-
1
4

B
re

g
m

a
n
W

O
P

P
m

ea
n

24
0.

5
24

1.
5

0.
50

36
1.

50
e-

03
4.

19
e+

0
3

2.
16

e-
1
4

m
ax

27
56

27
57

5.
13

97
3.

60
e-

03
5.

14
e+

0
3

2.
43

e-
14

va
r

1.
32

e+
05

1.
32

e+
05

0.
57

15
5.

71
e-

07
1
.2

4e
+

05
8
.5

2e
-3

1

L
o
s

va
lo

re
s

o
b
te

n
id

o
s

d
e
τ

en
el

E
x
.1

fu
er

o
n
:

(m
in

,m
ea

n
,m

a
x
,v

a
r)

=
(

1
1
7
,1

1
8
,8

1
,1

2
0
,0
,3

6
)

L
o
s

va
lo

re
s

o
b
te

n
id

o
s

d
e
τ

en
el

E
x
.2

fu
er

o
n
:

(m
in

,m
ea

n
,m

a
x
,v

a
r)

=
(

1
2
1
,1

2
6
,7

4
,1

5
0
,3

7
,8

1
)



69

T
ab

la
5.

15
:

C
om

p
ar

ac
ió
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é
to

d
o

N
it

r
N

fe
T

im
e

N
rm

G
F

v
a
l

F
e
a
si

m
in

60
61

0.
08

15
4.

26
e-

05
2.

94
e+

0
3

4.
25

e-
1
4

O
p
ti

S
ti

e
fe

l
m

ea
n

71
.1

7
72

.1
8

0.
12

77
1.

90
e-

03
3.

79
e+

0
3

5.
36

e-
1
4

m
ax

87
88

0.
41

52
1.

62
e-

02
4.

80
e+

0
3

6.
89

e-
1
4

va
r

33
.6

33
.7

5
3.

00
e-

03
6.

82
e-

06
1
.3

4
e+

05
2
.7

8e
-2

9

m
in

19
20

0.
04

94
1.

51
e-

04
2.

94
e+

0
3

1.
94

e-
1
4

B
re

g
m

a
n
W

O
P

P
m

ea
n

21
.0

3
22

.0
30

0
0.

07
10

4.
27

e-
04

3.
79

e+
0
3

2.
15

e-
1
4

m
ax

26
27

0.
20

13
7.

84
e-

04
4.

80
e+

0
3

2.
44

e-
1
4

va
r

2.
45

2.
45

36
7.

28
e-

04
1.

72
e-

08
1
.3

4
e+

05
9
.3

8e
-3

1

E
x
.4

:
P

ro
b
le

m
a

1
co

n
m

=
10

0
y

n
=

10
0

M
é
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(a) Función objetivo promedio, Ex.5, Tabla
5.16

(b) Norma del Gradiente promedio, Ex.5,
Tabla 5.16

(c) Función objetivo promedio, Ex.6, Tabla
5.17

(d) Norma del Gradiente promedio, Ex.6,
Tabla 5.17

(e) Función objetivo promedio, Ex.6, Tabla
5.17

(f) Norma del Gradiente promedio, Ex.6,
Tabla 5.17

Figura 5.2: Gráficas comparativas de la función objetivo y de la norma del gradiente promedio
entre los métodos OptiStiefel y BregmanWOPP sobre problemas WOPP’s
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Nota 13 Observe que tres de nuestros cuatro métodos ( Ad-Bash, Ad-Moul y Linear-Co) utilizan
la SVD en cada iteración, como el cálculo de la factorización SVD es más costoso que calcular
directamente los valores propios de la matriz A del problema (5.1), no tiene sentido utilizar estos
métodos para resolver dicho problema en aplicaciones reales. Sin embargo, en esta sección rea-
lizamos experimentos sobre este problema, con la finalidad de estudiar el potencial de nuestros
algoritmos, como algoritmos que resuelven problemas generales de optimización sobre variedades.

Aśı, lo que queremos demostrar en esta sección de experimentos es que nuestros métodos
propuestos obtienen buenos resultados en cuanto al error ( Error) de la solución. Note además
que nuestro algoritmo Chol-Retrac, no emplea uso de un operador de proyección (y por tanto no
usa SVD), aśı que para dicho método si deseamos realizar un estudio comparativo en cuanto a
velocidad de convergencia e iteraciones promedio con los algoritmos del estado del arte.

En los resultados de los experimentos presentados en la tablas 5.20, 5.21 y 5.22 se observa
que nuestros cuatro métodos obtienen al menos un error relativo (Error) del orden de 1e-7 en
promedio y en la mayoŕıa de los experimentos, dicho error es del orden de 1e-10. Además, en
los experimentos mostrados en dichas tablas, todos los métodos obtienen un error de factibilidad
(Feasi) promedio al menos del orden de 1e-14, y en la mayoŕıa de los experimentos, la norma del
gradiente (NrmG) estuvo por el orden de 1e-2 para todos los métodos, note que no se obtuvo
mucha precisión para NrmG puesto que se uso una tolerancia de 1e-4 y por tanto todos los
métodos en algunos experimentos se detuvieron con los otros criterios de parada en lugar de la
norma del gradiente, a pesar de esto, todos los métodos lograron conseguir un punto factible con
un error relativo de la función objetivo muy pequeño.

En cuanto a velocidad, observamos claramente que el método que realiza menos tiempo en
todos los experimentos es OptiStiefel, mientras que el segundo mejor fue Chol-Retrac (en los
experimentos mostrados en las tablas 5.20 y 5.21), sin embargo para los experimentos de la tabla
5.22 el segundo mejor método en cuanto a tiempo fue Ad-Moul. En contra parte, los métodos
más lentos fueron Linear-Co y Sgmin para los problemas con n = 500 y n = 1000. El algoritmo
Sgmin fue el más rápido en lo que respecta al número de iteraciones y al número de evaluaciones
de la función objetivo promedio, no obstante, dicho algoritmo es muy lento en cuanto al tiempo
cuando la dimensión del problema es cada vez más grande.

En general, todos los algoritmos comparados realizan más iteraciones y evaluaciones de la
función objetivo a medida que la dimensión del problema crece, en los experimentos presentados
en las tablas 5.21 y 5.22, se nota claramente que nuestros métodos Linear-Co y Chol-Retrac se
vuelven muy ineficiente cuando el valor de p aumenta. A pesar de que el algoritmo de Chol-
Retrac realiza un número cercano de iteraciones que el realizado por el método OptiStiefel sobre
problemas grandes n = 1000, a nuestro algoritmo (Chol-Retrac) le toma mucho más tiempo
en converger, por tanto para poder obtener beneficio de nuestro algoritmo (Chol-Retrac), es
recomendable utilizarlo solo en aplicaciones de dimensiones pequeñas.

5.4. Joint diagonalization problem on the Stiefel manifold (JDP)

El “Joint diagonalization problem” (JDP) para N matrices A1, A2,..., AN reales simétricas de
tamaño n× n, por lo general es un problema de optimización donde el conjunto de restricciones
es el grupo ortogonal O(n). El problema consiste en encontrar una matriz ortogonal de tamaño
n × n, que minimize la suma de los cuadrados de las entradas fuera de la diagonal principal de
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Tabla 5.20: Resumen computacional de los métodos resolviendo el problema de valores propios lineales
sobre matrices densas generadas aleatoriamente fijando n = 100 y variando p

p 1 2 3 10 50 95

Sgmin

Nitr 11.21 12.81 13.43 18.66 29.98 17.02
Nfe 45.84 52.24 54.72 75.64 120.92 69.08
Time 0.14 0.3045 0.3329 0.4521 3.2073 6.3478
NrmG 0.0036 0.0057 0.0072 0.0135 0.0246 0.0238
Fval 383.96 743.4321 1.09e+03 3.16e+03 8.92e+03 9.98e+03
Feasi 5.77e-17 1.89e-16 2.48e-16 6.22e-16 2.60e-15 4.73e-15
Error 1.65e-10 2.65e-10 3.44e-10 9.78e-10 2.28e-09 5.95e-09

OptiStiefel

Nitr 41.9 51.66 54.56 73.87 101.24 294.21
Nfe 44.86 55.33 58.1 77.94 103.8 313.79
Time 0.0076 0.013 0.0148 0.0242 0.1152 0.5647
NrmG 3.97e-04 4.72e-04 8.82e-04 0.0021 0.0034 0.0044
Fval 383.9603 743.4321 1.09e+03 3.16e+03 8.92e+03 9.98e+03
Feasi 1.80e-14 8.27e-15 1.38e-15 1.16e-15 6.03e-14 5.25e-15
Error 3.96e-12 3.39e-12 7.33e-12 5.56e-11 6.46e-11 1.86e-09

Ad-Bash

Nitr 138.96 143.9 143.27 146.57 111.53 289.48
Nfe 169.73 177.09 175.74 177.4 120.44 307.29
Time 0.0642 0.0997 0.1083 0.1609 0.3453 1.4694
NrmG 4.60e-04 5.65e-04 8.78e-04 0.0012 0.0037 0.0049
Fval 383.9603 743.4321 1.09e+03 3.16e+03 8.92e+03 9.98e+03
Feasi 2.89e-16 6.90e-16 1.07e-15 3.21e-15 1.21e-14 1.54e-14
Error 2.64e-12 3.04e-12 4.17e-12 2.39e-11 6.50e-11 1.92e-09

Ad-Moul

Nitr 41.89 50.21 54.34 70.14 100.97 291.99
Nfe 44.35 52.9 56.95 73.02 103.69 310.64
Time 0.0159 0.0282 0.0336 0.0681 0.3537 1.681
NrmG 3.74e-04 6.67e-04 0.0011 0.0015 0.0032 0.0043
Fval 383.96 743.43 1.09e+03 3.16e+03 8.92e+03 9.98e+03
Feasi 3.26e-16 6.49e-16 1.07e-15 3.21e-15 1.14e-14 1.54e-14
Error 3.84e-12 7.20e-12 7.47e-12 3.58e-11 5.26e-11 1.98e-09

Linear-Co

Nitr 84.04 149.48 157.03 337.01 536.72 4487.70
Nfe 85.18 157.78 165.75 342.4 651.08 5065.10
Time 0.04 0.1115 0.1245 0.4883 1.7922 29.2412
NrmG 0.0014 0.0026 0.0031 0.0073 0.0144 0.0234
Fval 383.9603 743.4321 1.09e+03 3.16e+03 8.92e+03 9.98e+03
Feasi 2.84e-16 6.72e-16 1.30e-15 2.67e-15 1.00e-14 1.52e-14
Error 1.22e-11 2.39e-11 2.86e-11 2.18e-10 4.26e-10 1.88e-07

Chol-Retrac

Nitr 45.58 53.8 56.7 80.38 122.3 398.67
Nfe 48.5 57.13 60.03 84.4 126.12 416.51
Time 0.0285 0.036 0.0401 0.0701 0.1899 0.9115
NrmG 4.44e-04 5.53e-04 8.15e-04 0.0018 0.0036 0.0051
Fval 383.9603 743.4321 1.09e+03 3.16e+03 8.92e+03 9.98e+03
Feasi 1.87e-14 2.62e-15 2.38e-15 1.09e-15 6.78e-14 5.10e-15
Error 3.65e-12 8.53e-12 7.56e-12 1.03e-10 5.92e-11 3.78e-08



77

Tabla 5.21: Resumen computacional de los métodos resolviendo el problema de valores propios lineales
sobre matrices densas generadas aleatoriamente fijando n = 500 y variando p

p 1 2 3 6 10 100

Sgmin

Nitr 17.78 19.25 23.16 23.48 23.57 46.8
Nfe 72.12 78 93.64 94.92 95.28 188.2
Time 1.1965 1.3799 2.1639 3.5806 3.8909 34.5653
NrmG 0.0231 0.0343 0.0433 0.0615 0.0787 0.2219
Fval 1.98e+03 3.91e+03 5.80e+03 1.14e+04 1.85e+04 1.34e+05
Feasi 8.88e-17 1.82e-16 2.84e-16 3.63e-16 4.54e-16 4.42e-15
Error 6.65e-10 6.60e-10 1.41e-09 1.36e-09 2.05e-09 5.78e-09

OptiStiefel

Nitr 67.61 75.88 83.58 98.36 100.13 145.58
Nfe 70.62 79.26 86.97 102.22 103.79 152
Time 0.037 0.0465 0.0645 0.1664 0.1958 1.8035
NrmG 0.0035 0.005 0.0051 0.0073 0.0095 3.37e-02
Fval 1.98e+03 3.91e+03 5.80e+03 1.14e+04 1.85e+04 1.34e+05
Feasi 4.54e-15 7.59e-16 1.00e-15 1.51e-15 2.02e-15 8.79e-15
Error 2.76e-11 4.52e-11 3.62e-11 4.53e-11 8.07e-11 3.04e-10

Ad-Bash

Nitr 146.03 147.9 146.03 147.61 151.49 163.09
Nfe 186.71 187.47 185.03 189.18 192.3 198.44
Time 2.0154 2.0125 2.6025 3.0504 74.7037 7.3169
NrmG 0.0021 0.0036 0.0043 0.0059 0.0071 0.0255
Fval 1.98e+03 3.91e+03 5.80e+03 1.14e+04 1.85e+04 1.34e+05
Feasi 5.33e-16 9.11e-16 1.39e-15 2.57e-15 4.05e-15 2.30e-14
Error 1.13e-11 1.26e-11 9.35e-12 1.02e-11 2.74e-11 1.42e-10

Ad-Moul

Nitr 68.21 74.16 83.3 95.56 99.95 146.18
Nfe 70.36 76.38 85.57 98.5 102.49 151.63
Time 0.3638 0.4188 0.6376 0.9622 1.1275 5.5688
NrmG 0.0025 0.0043 0.0059 0.0072 0.0107 0.0392
Fval 1.98e+03 3.91e+03 5.80e+03 1.14e+04 1.85e+04 1.34e+05
Feasi 5.37e-16 9.93e-16 1.36e-15 2.51e-15 3.82e-15 2.27e-14
Error 2.53e-11 3.62e-11 3.47e-11 5.18e-11 7.57e-11 2.70Ee-10

Linear-Co

Nitr 200.63 251.75 264.71 352.99 384.44 1035.60
Nfe 201.75 339.03 417.6 483.23 515.27 1134.80
Time 3.5778 4.7737 7.124 9.5033 10.0098 52.166
NrmG 0.0149 0.0148 0.0165 0.0327 0.0415 0.1413
Fval 1.98e+03 3.91e+03 5.80e+03 1.14e+04 1.85e+04 1.34e+05
Feasi 5.57e-16 8.97e-16 1.62e-15 2.76e-15 3.64e-15 1.78e-14
Error 8.87e-11 6.52e-11 7.61e-11 1.32e-10 2.08e-10 1.20e-09

Chol-Retrac

Nitr 74.41 87.21 95.05 111.1 112.29 180.69
Nfe 77.36 90.36 98.23 114.97 115.91 188.65
Time 4.9314 5.2923 2.6346 8.1163 7.077 7.7161
NrmG 0.0032 0.0046 0.0055 0.0089 0.011 0.0315
Fval 1.98e+03 3.91e+03 5.80e+03 1.14e+04 1.85e+04 1.34e+05
Feasi 2.86e-15 7.38e-16 9.95e-16 1.54e-15 1.95e-15 8.53e-15
Error 2.20e-11 2.51e-11 3.24e-11 5.52e-11 1.17e-10 3.45e-10
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Tabla 5.22: Resumen computacional de los métodos resolviendo el problema de valores propios lineales
sobre matrices densas generadas aleatoriamente fijando n = 1000 y variando p

p 1 2 3 6 10 100

Sgmin

Nitr 21.78 22.24 26.7 30.84 30.88 54.44
Nfe 88.12 89.96 107.8 124.36 124.52 218.76
Time 4.9506 6.2456 9.0335 14.0035 15.487 85.1332
NrmG 0.05 0.0734 0.0894 0.1281 0.1656 0.4794
Fval 3.97e+03 7.89e+03 1.18e+04 2.32e+04 3.81e+04 3.14e+05
Feasi 8.10e-17 2.45e-16 2.82e-16 5.55e-16 7.98e-16 4.33e-15
Error 1.11e-09 1.22e-09 1.84e-09 1.21e-06 2.59e-09 6.89e-09

OptiStiefel

Nitr 90.7 89.9 104.96 119.99 123.88 161.69
Nfe 94.46 93.1 109.4 125.4 129.38 170.18
Time 0.1602 0.1824 0.2993 0.5403 0.6618 4.2221
NrmG 0.005 0.0101 0.0176 0.0177 0.0229 0.0768
Fval 3.97e+03 7.89e+03 1.18e+04 2.32e+04 3.81e+04 3.14e+05
Feasi 1.23e-15 1.09e-15 1.50e-15 2.40e-15 3.15e-15 1.20e-14
Error 4.04e-11 3.59e-11 7.77e-11 1.07e-10 1.32e-10 1.09e-07

Ad-Bash

Nitr 156.99 149.39 158.4 157.29 159.33 178.81
Nfe 199.45 190.03 202.57 202.89 205.01 228.46
Time 8.0621 9.3993 11.0763 14.0338 16.7469 25.2045
NrmG 0.0054 0.0075 0.0075 0.0147 0.0134 0.0659
Fval 3.97e+03 7.89e+03 1.18e+04 2.32e+04 3.81e+04 3.14e+05
Feasi 6.89e-16 1.28e-15 1.80e-15 3.19e-15 4.61e-15 2.38e-14
Error 3.28e-11 8.20e-12 1.11e-11 4.17e-11 7.84e-11 1.69e-10

Ad-Moul

Nitr 92.08 89.76 102.67 120.17 126.47 160.4
Nfe 94.81 92.11 105.79 124.4 131.21 167.45
Time 1.8272 2.201 3.0029 5.175 7.0678 16.3578
NrmG 0.0092 0.0095 0.014 0.021 0.0228 0.0734
Fval 3.97e+03 7.89e+03 1.18e+04 2.32e+04 3.81e+04 3.14e+05
Feasi 7.13e-16 1.22e-15 1.80e-15 3.01e-15 4.57e-15 2.32e-14
Error 7.61e-11 3.79e-11 1.04e-10 1.03e-10 1.32e-10 1.09e-07

Linear-Co

Nitr 430.13 346.89 505.19 621.39 686.04 1.18e+03
Nfe 431.14 348.29 507.8 625.81 693.67 1.22e+03
Time 29.6307 29.7896 46.8031 67.5162 82.9327 186.7298
NrmG 0.0292 0.0413 0.0506 0.071 0.0926 0.3123
Fval 3.97e+03 7.89e+03 1.18e+04 2.32e+04 3.81e+04 3.14e+05
Feasi 7.43e-16 1.28e-15 1.81e-15 3.07e-15 3.95e-15 1.86e-14
Error 1.34e-10 1.05e-10 1.76e-10 2.44e-10 2.92e-10 1.13e-09

Chol-Retrac

Nitr 86.15 86.6 103.7 132.22 142.1 187.26
Nfe 87.27 89.2 106.8 136.6 147.2 196.2
Time 31.4545 30.9952 38.6503 53.665 61.1489 99.0271
NrmG 0.0017 0.0133 0.0134 0.0508 0.0165 0.0592
Fval 3.98e+03 7.90e+03 1.18e+04 2.33e+04 3.81e+04 3.13e+05
Feasi 4.44e-15 1.01e-15 1.58e-15 2.72e-15 2.87e-15 9.76e-15
Error 8.27e-13 2.15e-11 5.06e-11 6.21e-11 4.23e-10 2.43e-10
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las matrices X>AlX, l = 1, 2, . . . , N , o equivalentemente, maximize la suma de los cuadrados
de las entradas de las diagonales principales de las matrices X>AlX, l = 1, 2, . . . , N , ver [53].
Conseguir una solución para este problema (JDP) es de gran valor para aplicaciones como In-
dependent Component Analysis (ICA) y también para The Blind Source Separation Problem ver
[49].

En [15, 27] se han estudiado distintos métodos sobre variedades para resolver el problema
JDP sobre la variedad de Stiefel en lugar del grupo ortogonal, más espećıficamente, consideran
el siguiente problema:

minimizar F(X) = −
N∑
l=1

||diag(X>AlX)||2F , s.a. X ∈ St(n, p), (5.3)

donde A1, A2,..., AN son matrices reales simétricas de tamaño n×n y donde diag(Y ) es la matriz
cuya diagonal principal coincide con la diagonal principal de la matriz Y y el resto de entradas
son nulas.

En esta sección probamos la eficiencia de nuestros algoritmos al momento de resolver el pro-
blema (5.3), además comparamos nuestros métodos con dos de los métodos del estado del arte
(OptiStiefel y MSteepest). Para probar los métodos, fijamos N = 10 y construimos 100 proble-
mas (100 JDPs) generando cada una de las N matrices A1, A2, . . . , AN de la siguiente forma:
primero generamos aleatoriamente una matriz Ā ∈ Rn×n con todas sus entradas siguiendo una
distribución Normal estándar, luego construimos Al por Al = Ā>Ā y aśı aseguramos que cada Al
sea simétrica. Por otra parte, generamos al punto inicial X0 (con el cual empezaran a iterar los
algoritmos) aleatoriamente en la variedad de Stiefel. En las tablas: 5.23, 5.24, 5.25 y 5.26 se mues-
tran los resultados obtenidos por los métodos para diferentes tamaños de problemas, en dichas
tablas mostramos el mı́nimo, media, máximo y varianza (denotados por min, mean, max, var) de
los valores a comparar. Además, el número máximo de iteraciones lo fijamos en 10000, utilizamos
una tolerancia para la norma del gradiente de ε = 1e-5 y tomamos los siguientes valores: xtol =
1e-12 y ftol =1e-15 como tolerancias para los otros criterios de parada. Asimismo, para nuestro
método Linear-Co usamos la fórmula de actualización (4.8) pero ajustando los parámetros (λ y
µ) por λ = 3/4 y µ = 1/4 (en lugar de λ = 2/3 y µ = 1/3 que fue como se utilizaron en todos
los experimentos anteriores).

En las tablas 5.23, 5.24, 5.25 y 5.26 los métodos que obtienen el peor desempeño son nuestros
métodos Linear-Co y Ad-bash puesto que son a los que les tomas más tiempo e iteraciones en
promedio en converger, de hecho en los experimentos Ex.1 y Ex.2 mostrados en las tablas 5.23 y
5.24 en ocasiones dichos métodos realizan el número máximo de iteraciones. Por otra parte, en
los cuatro experimentos mostrados en dichas cuatro tablas, vemos que nuestro método Ad-Moul
muestra un comportamiento muy similar al método del estado del arte MSteepest, inclusive le
toma ligeramente menos tiempo en promedio llegar a converger que al método MSteepest. En
general, los dos métodos más eficientes en los experimentos mostrados en las tablas 5.23, 5.24
fueron OptiStiefel y Chol-Retrac debido a que fueron los métodos que convergieron más rápido
en promedio, sin embargo el método que realizó menos iteraciones en los cuatro experimentos
fue el método MSteepest. En las tablas 5.23, 5.24 observamos que los métodos OptiStiefel y
Chol-Retrac, muestran resultados muy parecidos y que inclusive en la tabla 5.24, nuestro método
Chol-Retrac le toma menos iteraciones y menos evaluaciones de la función objetivo en promedio
para converger que al método OptiStiefel ; mientras que el tiempo promedio fue casi el mismo para
ambos métodos. Por otro lado, para experimentos de tallas más grandes (ver tablas 5.25 y 5.26),
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observamos que nuestro método Chol-Retrac obtiene buenos resultados en cuanto a predicción,
no obstante dura mucho tiempo en converger. Note que en los experimentos Ex.3 y Ex.4 (tablas
5.25 y 5.26) se observa además que los tres métodos más eficientes fueron los dos del estado del
arte junto con nuestro método Ad-Moul.

De los resultados mostrados en las tablas 5.23, 5.24, 5.25 y 5.26 podemos concluir que para
problemas de talla pequeña, los mejores métodos fueron OptiStiefel y Chol-retrac, mientras que
para problemas de talla más grande (con n � p), los dos mejores métodos fueron OptiStiefel y
nuestro Ad-Moul. Sin embargo es de hacer notar que todos los métodos funcionan bien puesto
que obtienen una matriz que satisface las condiciones de optimalidad de primer orden con cierta
tolerancia si se utiliza un número máximo de iteraciones y tolerancia apropiados.

En la Figura 5.3 presentamos tanto la gráfica de las evaluaciones de la función objetivo prome-
dio versus las primeras 25 iteraciones como también la gráfica de la norma del gradiente promedio
versus las primeras 60 iteraciones, para cada uno de los métodos comparados en los experimen-
tos Ex.2 y Ex.3 cuyos resultados están contenidos en las tablas 5.24 y 5.25 respectivamente. En
dichas gráficas se observa claramente que todos los métodos a excepción del método Linear-Co
muestran un comportamiento muy similar tanto en las evaluaciones de la función objetivo como
en la norma del gradiente promedio. Además, observamos que nuestro método Linear-Co des-
ciende la función objetivo más lento que el resto de los métodos en ambos experimentos y de
igual manera ocurre con la norma del gradiente, sin embargo notamos que dicho método muestra
una tendencia decreciente para las dos gráficas en ambos experimentos.

Nota 14 En la Figura 5.3 solo mostramos las gráficas de los experimentos Ex.2 y Ex.3. Sin em-
bargo, las gráficas para los experimentos Ex.1 y Ex.4 mostraron un comportamiento muy similar
para todos los métodos y por tanto las omitimos.



81

Tabla 5.23: Desempeño de los métodos en problemas JDP’s sobre la variedad de Stiefel generados
aleatoriamente con n = 100 y p = 75

Ex.1: n=100 y p = 75

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Feasi

min 560 596 2.81 4.42e-06 -1.2664e+07 3.72e-15
OptiStiefel mean 1060.00 1128.90 5.38 2.97e-05 -1.2373e+07 4.30e-15

max 6295 6455 31.91 5.20e-04 -1.2087e+07 4.81e-15
var 3.79e+05 4.01e+05 9.72 3.77e-09 1.6781e+10 5.02e-32

min 572 831 5.89 1.55e-06 -1.2669e+07 1.10e-14
Ad-Bash mean 3281.40 4302.00 36.03 2.30e-03 -1.2374e+07 1.18e-14

max 10000 12761 120.10 3.30e-02 -1.2095e+07 1.26e-14
var 1.01e+07 1.55e+07 1369.00 3.03e-05 1.6618e+10 1.31e-31

min 602 670 5.27 4.60e-06 -1.2668e+07 1.11e-14
Ad-Moul mean 1074.30 1177.80 9.56 2.08e-04 -1.2373e+07 1.18e-14

max 2392 2545 20.94 4.10e-03 -1.2083e+07 1.27e-14
var 1.12e+05 1.31e+05 9.02 3.29e-07 1.6859e+10 1.08e-31

min 2541 3164 24.06 2.14e-05 -1.2663e+07 1.12e-14
Linear-Co mean 6397.10 7865.40 70.89 2.66e-01 -1.2373e+07 1.23e-14

max 10000 12819 131.80 9.27 -1.2090e+07 2.28e-14
var 6.15e+06 9.66e+06 1178.00 1.65 1.6689e+10 3.94e-30

min 456 609 5.04 2.30e-03 -1.2667e+07 1.08e-14
Msteepest mean 930.80 1169.90 9.66 1.48e-02 -1.2373e+07 1.18e-14

max 1592 1917 15.98 2.67e-02 -1.2095e+07 1.24e-14
var 7.54e+04 1.11e+05 7.75 3.77e-05 1.6688e+10 1.22e-31

min 528 559 2.87 3.37e-06 -1.2661e+07 3.73e-15
Chol-Retrac mean 1116.10 1185.10 6.09 8.12e-06 -1.2373e+07 4.30e-15

max 2241 2336 12.52 9.99e-06 -1.2096e+07 4.96e-15
var 1.30e+05 1.43e+05 3.79 3.23e-12 1.6488e+10 4.87e-32
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Tabla 5.24: Desempeño de los métodos en problemas JDP’s sobre el grupo ortogonal generados aleato-
riamente con n = 100 y p = 100

Ex.2: n=100 y p = 100

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Feasi

min 780 837 7.26 6.10e-06 -1.3974e+07 4.93e-15
OptiStiefel mean 1578.20 1663.60 16.42 1.17e-04 -1.3706e+07 5.23e-15

max 4432 4578 44.90 2.60e-03 -1.3290e+07 5.91e-15
var 4.53e+05 4.78e+05 46.03 1.75e-07 1.9696e+10 2.81e-32

min 939 1329 21.14 4.88e-06 -1.3969e+07 1.40E-14
Ad-Bash mean 2597.40 3482.30 54.94 3.40e-03 -1.3707e+07 1.49e-14

max 10000 12807 224.79 1.22e-01 -1.3300e+07 1.57e-14
var 3.59e+06 5.59e+06 1723.40 3.02e-04 1.9721e+10 1.43e-31

min 713 776 11.80 6.71e-06 -1.3972e+07 1.40e-14
Ad-Moul mean 1314.30 1426.20 23.36 4.71e-04 -1.3706e+07 1.48e-14

max 2564 2773 46.09 5.20e-03 -1.3296e+07 1.55e-14
var 1.66e+05 1.90e+05 54.84 8.92e-07 1.9502e+10 1.13e-31

min 5159 6273 105.09 2.39e-05 -1.3973e+07 1.42e-14
Linear-Co mean 8926.90 10897.00 194.71 3.88e+01 -1.3706e+07 1.80e-14

max 10000 12505 236.72 9.35e+02 -1.3292e+07 3.30e-14
var 2.09e+06 3.23e+06 1543.70 2.40e+04 1.9770e+10 3.37e-29

min 661 810 12.30 5.00e-03 -1.3972e+07 1.35e-14
Msteepest mean 1263.40 1565.70 25.05 1.63e-02 -1.3706e+07 1.49e-14

max 2534 3058 48.64 2.93e-02 -1.3296e+07 1.59e-14
var 1.87e+05 2.66e+05 67.97 3.30e-05 1.9892e+10 1.61e-31

min 854 914 9.84 3.84e-06 -1.3964e+07 4.66e-15
Chol-Retrac mean 1543.60 1622.90 16.98 1.06e-04 -1.3708e+07 5.08e-15

max 3264 3424 36.13 1.80e-03 -1.3299e+07 5.44e-15
var 3.18e+05 3.46e+05 37.48 1.10e-07 1.9508e+10 3.22e-32
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Tabla 5.25: Desempeño de los métodos en problemas JDP’s sobre la variedad de Stiefel generados
aleatoriamente con n = 300 y p = 20

Ex.3: n=300 y p = 20

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Feasi

min 320 343 3.11 4.80e-03 -4.9755e+07 1.65e-15
OptiStiefel mean 619.20 674.74 6.65 9.44e-02 -4.9146e+07 2.42e-15

max 1196 1296 13.39 7.13e-01 -4.8452e+07 3.19e-15
var 3.51e+04 4.09e+04 4.33 2.45e-02 8.6397e+10 1.26e-31

min 330 451 7.74 3.66e-05 -4.9755e+07 3.74e-15
Ad-Bash mean 696.96 1003.70 16.35 1.83e-02 -4.9152e+07 5.08e-15

max 1633 2256 38.28 3.73e-01 -4.8452e+07 6.47e-15
var 7.52e+04 1.55e+05 42.54 2.80e-03 8.7358e+10 2.64e-31

min 284 308 4.70 6.30e-04 -4.9755e+07 4.31e-15
Ad-Moul mean 554.64 622.08 9.85 7.84e-02 -4.9146e+07 5.09e-15

max 1538 1679 26.63 6.33e-01 -4.8452e+07 6.92e-15
var 4.95e+04 6.02e+04 15.54 1.45e-02 8.7175e+10 2.42e-31

min 969 1131 19.84 2.48e-04 -4.9737e+07 3.88e-15
Linear-Co mean 2155.40 2745.90 49.74 1.80e-02 -4.9156e+07 5.05e-15

max 8094 9050 174.72 8.55e-02 -4.8443e+07 6.09e-15
var 2.16e+06 3.23e+06 1227.90 4.54e-04 8.6413e+10 2.22e-31

min 311 406 6.88 5.41e-02 -4.9755e+07 3.98e-15
Msteepest mean 513.58 654.06 11.78 2.12e-01 -4.9148e+07 5.07e-15

max 777 981 17.36 4.21e-01 -4.8463e+07 6.60e-15
var 1.44e+04 2.05e+04 6.71 8.70e-03 8.8309e+10 3.00e-31

min 356 376 11.07 3.34e-05 -4.9755e+07 2.12e-15
Chol-Retrac mean 586.02 631.54 18.38 4.80e-03 -4.9152e+07 4.56e-14

max 1088 1145 32.68 4.94e-02 -4.8440e+07 9.90e-14
var 3.15e+04 3.65e+04 30.25 9.01e-05 8.8413e+10 4.87e-28
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Tabla 5.26: Desempeño de los métodos en problemas JDP’s sobre la variedad de Stiefel generados
aleatoriamente con n = 500 y p = 15

Ex.4: n=500 y p = 15

Método Nitr Nfe Time NrmG Fval Feasi

min 304 328 10.22 1.45e-02 -1.0749e+08 1.73e-15
OptiStiefel mean 581.68 631.28 20.74 1.48e-01 -1.0639e+08 2.54e-15

max 1488 1629 56.64 4.98 -1.0550e+08 3.50e-15
var 4.11e+04 4.86e+04 56.68 5.44e+01 1.7494e+11 1.63e-31

min 289 391 19.59 1.10e-03 -1.0749e+08 2.79e-15
Ad-Bash mean 654.88 957.30 47.27 6.80e-02 -1.0640e+08 3.77e-15

max 1321 1912 93.92 2.27e-01 -1.0547e+08 5.03e-15
var 4.90e+04 1.11e+05 273.33 5.20e-03 1.8007e+11 2.45e-31

min 294 324 14.49 5.59e-04 -1.0749e+08 2.77e-15
Ad-Moul mean 567.38 624.44 28.65 1.22e-01 -1.0639e+08 3.84e-15

max 2354 2479 117.62 1.14 -1.0538e+08 5.66e-15
var 1.11e+05 1.21e+05 276.59 4.15e-02 1.8057e+11 3.95e-31

min 651 1041 54.14 1.90e-03 -1.0749e+08 2.48e-15
Linear-Co mean 1694.30 2551.80 136.83 9.48e-02 -1.0640e+08 3.85e-15

max 7608 13068 733.25 3.46e-01 -1.0542e+08 5.23e-15
var 1.40e+06 3.43e+06 10823.00 5.00e-03 1.8517e+11 3.44e-31

min 244 326 17.02 8.39e-02 -1.0749e+08 2.82e-15
Msteepest mean 441.88 559.44 29.60 6.62e-01 -1.0640e+08 3.77e-15

max 1074 1299 69.18 1.48 -1.0545e+08 5.31e-15
var 2.31e+04 3.37e+04 91.11 1.01e-01 1.8446e+11 3.00e-31

min 339 365 40.08 2.79e-04 -1.0749e+08 1.33e-15
Chol-Retrac mean 545.40 593.52 67.48 2.27e-02 -1.0640e+08 5.22e-14

max 904 984 117.08 2.35e-01 -1.0548e+08 9.30e-14
var 1.86e+04 2.25e+04 305.99 1.90e-03 1.8100e+11 3.13e-28
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(a) Función objetivo promedio, Ex.2, Tabla
5.24

(b) Norma del Gradiente promedio, Ex.2,
Tabla 5.24

(c) Función objetivo promedio, Ex.3, Tabla
5.25

(d) Norma del Gradiente promedio, Ex.3,
Tabla 5.25

Figura 5.3: Gráficas comparativas de la función objetivo y de la norma del gradiente promedio
de los métodos sobre problemas JDP’s



Caṕıtulo 6

Conclusiones generales y trabajo
futuro

En esta tesis se abordó el problema de optimización con restricciones de ortogonalidad, con el
interés de implementar y proponer algoritmos eficientes para resolver dicho problema. El trabajo
realizado se basó en estudiar y proponer algoritmos de búsqueda lineal sobre variedades, inspi-
rado en los métodos para resolver ecuaciones diferenciales numéricamente de Adams-Bashforth
y Adams-Moulton, combinado con un esquema de proyección, aśı como también, se propuso un
método basado en retracción para resolver problemas generales de optimización sobre la variedad
de Stiefel. Por otra parte, se investigó un problema particular Weighted Orthogonal Procrustes
Problem (WOPP), para el cual se obtuvo una reformulación equivalente a dicho problema y
se propuso utilizar el conocido algoritmo Iteración de Bregman para resolver dicha reformula-
ción. Asimismo, en este trabajo especial de grado, se realizó el análisis de convergencia para el
Algoritmo 2. Además se demostraron varios resultados teóricos para cada uno de los métodos
propuestos.

6.1. Principales contribuciones

1. Se propusieron métodos tipo Adams-Bashforth, Adams-Moulton y uno basado es una com-
binación lineal para resolver problemas sobre la variedad de Stiefel. De los experimentos
numéricos realizados, se observó que entre estas tres propuestas se recomienda utilizar el
método tipo Adams-Moulton puesto que este obtuvo un mejor desempeño.

2. Se Generalizó el método basado en la transformada de Cayley presentado en [21] a través
de la factorización de Cholesky de una matriz determinada, además, se demostró que dicha
generalización es una retracción sobre el grupo ortogonal, mientras que para el caso de
optimización sobre la variedad de Stiefel, se obtuvo un resultado de convergencia.

3. Se propuso el conocido algoritmo Iteración de Bregman para resolver una reformulación
equivalente del problema Weighted Orthogonal Procrustes Problem (WOPP). De los ex-
perimentos numéricos realizados, se concluye que este método propuesto es más eficiente
que los métodos del estado del arte considerados en este trabajo sobre problemas bien
condicionados y en problemas donde el valor optimal es igual a cero.

4. Se realizó un estudio teórico detallado de cada uno de nuestros métodos propuestos.

5. Se desarrolló un estudio comparativo de los métodos propuestos en esta tesis con algunos
de los algoritmos del estado del arte, donde se obtuvieron buenos resultados en cuanto
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a precisión de la solución y en ocasiones en tiempo de convergencia de los métodos pro-
puestos versus algunos métodos del estado del arte, resolviendo problemas simulados de
optimización sobre la variedad de Stiefel y sobre el grupo ortogonal.

6.2. Trabajo futuro

En esta sección se señalan algunos problemas abiertos, y algunos temas que no fueron consi-
derados en esta tesis y que pudieran investigarse para desarrollar mejores métodos para resolver
problemas con restricciones de ortogonalidad:

1. Estudiar si en realidad las curvas construidas por los métodos tipo Adams-Bashforth y
Adams-Moulton (ver ecuaciones (4.9) y (4.10)) son curvas de descenso en τ = 0.

2. Responder la siguiente pregunta: ¿Siempre existen valores del tamaño de paso τ que satis-
facen las condiciones de descenso tipo Armijo-Wolfe presentadas en las ecuaciones (4.43a)-
(4.43b) simultáneamente?.

3. Estudiar posibles mejoras para los métodos tipo Adams-Bashforth y el de la combinación
lineal, puesto que fueron las propuestas que tuvieron un peor desempeño.

4. Estudiar e implementar algoritmos tipo Newton, Quasi-Newton, Gradiente Conjugado,
Región de Confianza, entre otros, sobre variedades para abordar problemas de optimización
sobre la variedad de Stiefel.

5. Investigar el desempeño de algoritmos infactibles como por ejemplo el algoritmo del La-
grangiano aumentado (ALM) y los algoritmos de penalización para resolver el problema
investigado en esta tesis.

6. Estudiar el desempeño de los algoritmos propuestos en aplicaciones tales como PCA, LDA,
separación de imágenes entre otras.



Anexos

En este apartado, presentamos las demostraciones de algunos teoremas, lemas y proposicio-
nes enunciadas en los caṕıtulos 2 y 4 con la finalidad de complementar el presente trabajo de
investigación. Todos estas demostraciones se encuentran contenidas en [28, 33, 51, 52].

Teorema 13 Si f es una función definida en un abierto A de un espacio vectorial normado E,
con valores en un espacio vectorial normado F , diferenciable en a ∈ A, entonces ella es continua
en a, parcialmente derivable en a y, se tiene la igualdad

Df(a)(v) = Df(a, v),∀v ∈ E (6.1)

Demostración.
Como f es diferenciable en a de la definición 21 haciendo x = a + h obtenemos que para todo
ε > 0 existe δ > 0 tales que:

||x− a|| < δ ⇒ ||f(x)− f(a)−Df(a)(x− a)|| < ε||x− a|| (6.2)

⇒ ||f(x)− f(a)|| − ||Df(a)(x− a)|| < ε||x− a||

y como Df(a) es una función lineal continua (Lipschitz con constante de Lipschitz ||Df(a)||),
obtenemos

||x− a|| < δ ⇒ ||f(x)− f(a)|| < ||Df(a)(x− a)||+ ε||x− a|| (6.3)

⇒ ||f(x)− f(a)|| < ||Df(a)||||x− a||+ ε||x− a||
⇒ ||f(x)− f(a)|| < (||Df(a)||+ ε)||x− a||

lo que implica que f es continua en a.
Ahora, dado v ∈ E no nulo, para h = tv en la definición 21, tenemos que:

ĺım
t→0

f(a+ tv)− f(a)−Df(a)(tv)

|t|||v||
= 0

multiplicando por ||v|| y usando la linealidad de Df(a) obtenemos,

ĺım
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
= Df(a)(v)

y por lo tanto, Df(a)(v) = Df(a, v),∀v ∈ E. El caso para v = 0 es trivial.2
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Teorema 14 Sea F : Rm×n → R. Si F es diferenciable en X ∈ Rm×n entonces:

GX =
[∂F(X)

∂xij

]
1≤i≤m,1≤j≤n

Demostración.
Como F es diferenciable en X por la definición 24 tenemos que existe una matriz GX ∈ Rm×n
tal que:

ĺım
H→0

F(X +H)−F(X)− 〈GX , H〉
||H||

= 0

Como GX ∈ Rm×n, entonces:

GX =


g11 g12 . . . g1n

g21 g22 . . . g2n
...

...
. . .

gm1 gm2 . . . gmn


luego, de la definición de derivada direccional y de derivada parcial tenemos que para la matriz
canónica Eij con 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n arbitrarios se cumple:

∂F(X)

∂xij
= DF(X,Eij) (6.4)

Por otro lado, por el teorema 7 y como DF(X)(Eij) = 〈GX , Eij〉 obtenemos:

DF(X,Ei,j) = 〈GX , Eij〉

o equivalentemente,

DF(X,Ei,j) = gij (6.5)

de (6.4) y (6.5) obtenemos:
∂F(X)

∂xij
= gij

como i, j son arbitrarios concluimos que GX es la matriz de derivadas parciales de la función F
en X.2

Teorema 15 Sea F : Rm×n → R una función diferenciable en X ∈ Rm×n, y Z ∈ Rm×n.
Entonces,

DF(X,Z) := ĺım
t→0

F(X + tZ)−F(X)

t
= 〈GX , Z〉

donde GX denota a la matriz de derivadas parciales de F en X.

Demostración.
Como Rm×n es un espacio vectorial normado y F es diferenciable en X, entonces por el teorema
7 tenemos que:

DF(X,Z) = DF(X)(Z), ∀Z ∈ Rm×n
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además, por el Teorema de Representación de Riesz y el teorema 9 tenemos que DF(X) ∈
L(Rm×n,R) se puede escribir como:

DF(X)(Z) = 〈GX , Z〉, ∀Z ∈ Rm×n

donde GX es la matriz de derivadas parciales de F en X. Luego,

DF(X,Z) = 〈GX , Z〉, ∀Z ∈ Rm×n.

2

Proposición 11 La derivada de la función F : Rm×n → R dada por

F (X) =
1

2
||AXC −B||2F

donde A ∈ Rp×m, B ∈ Rp×q y C ∈ Rn×q es:

GX = A>(AXC −B)C>

Demostración.
Sean X,H ∈ Rm×n,

F (X +H)− F (X) =
1

2
( ||A(X +H)C −B||2F − ||AXC −B||2F )

=
1

2
( 〈A(X +H)C −B,A(X +H)C −B〉 − ||AXC −B||2F )

=
1

2
( ||AXC −B||2F + 2〈AXC −B,AHC〉+ ||AHC||2F − ||AXC −B||2F )

= 〈AXC −B,AHC〉+
1

2
||AHC||2F

(6.6)

luego,

F (X +H)− F (X)− 〈GX , H〉 = 〈AXC −B,AHC〉+
1

2
||AHC||2F − 〈GX , H〉

= Tr[(C>X>A> −B>)AHC] + ||AHC||2F
−Tr[C(C>X>A> −B>)AH]

=
1

2
||AHC||2F (ya que Tr[XY ] = Tr[Y X])

Aśı,

|F (X +H)− F (X)− 〈GX , H〉| =
1

2
||AHC||2F

≤ q

2
||A||2F ||H||2F ||C||2F (6.7)

luego, dado ε > 0 existe δ = 2ε
q||A||2F ||C||

2
F

tal que:
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||H||F < δ ⇒ |F (X +H)− F (X)− 〈GX , H〉|
||H||F

≤
q||A||2F ||H||2F ||C||2F

2||H||F
=

q

2
||A||2F ||H||F ||C||2F

< δ
q

2
||A||2F ||C||2F

=
2ε

q||A||2F ||C||2F
q

2
||A||2F ||C||2F

= ε

Por lo tanto,

ĺım
H→0

F (X +H)− F (X)− 〈GX , H〉
||H||

= 0.

2

Proposición 12 La derivada de la función F : Rm×n → R dada por

F (X) = Tr[X>AX]

donde A ∈ Rm×m es una matriz simétrica, es:

GX = 2AX

Demostración.
Sean X,H ∈ Rm×n,

F (X +H)− F (X) = Tr[(X +H)>A(X +H)]− Tr[X>AX]

= Tr[(X> +H>)A(X +H)]− Tr[X>AX]

= (Tr[X>AX] + Tr[X>AH] + Tr[H>AX] + Tr[H>AH] )− Tr[X>AX]

= Tr[X>AH] + Tr[H>AX] + Tr[H>AH]

= 2Tr[X>AH] + Tr[H>AH], (ya que Tr[Z] = Tr[Z>] y A> = A)

luego,

|F (X +H)− F (X)− 〈GX , H〉| = |2Tr[X>AH] + Tr[H>AH]− Tr[(2AX)>H] |
= | 2Tr[X>AH] + Tr[H>AH]− 2Tr[X>AH] |
= |Tr[H>AH] |
= |〈H,AH〉|
≤ ||H||F ||AH||F (por el lema 1)

≤ ||A||F ||H||2F , (6.8)

aśı, dado ε > 0 existe δ = ε
||A||F > 0 tal que:
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||H||F < δ ⇒ |F (X +H)− F (X)− 〈GX , H〉|
||H||F

≤
||A||F ||H||2F
||H||F

= ||A||F ||H||F
< δ||A||F
=

ε

||A||F
||A||F

= ε

(6.9)

Por lo tanto,

ĺım
H→0

F (X +H)− F (X)− 〈GX , H〉
||H||

= 0.

2

La siguiente proposición junto con su demostración se encuentra contenida en [28].

Proposición 13 Sea X ∈ Rn×p una matriz de rango p. Entonces π(X) esta bien definida.
Además, si X = UΣV > es la SVD de la matriz X, entonces π(X) = UIn,pV

>.

Demostración.

De la definición 26 y de la proposición 2 se desprende inmediatamente que dado X ∈ Rn×p,

π(X) = Uπ(Σ)V > (6.10)

donde X = UΣV > es la SVD de la matriz X. Aśı, basta demostrar que Q∗ = In,p es la solución
de :

mı́n
Q∈St(n,p)

||Σ−Q||2F . (6.11)

En efecto, como

||Σ−Q||2F = Tr[(Σ−Q)>(Σ−Q)],

= p+ Tr[Σ>Σ]− 2Tr[Σ>Q],

(6.12)

entonces el problema 6.11 es equivalente al siguiente problema:

máx
Q∈St(n,p)

Tr[Σ>Q]. (6.13)

Aśı que para probar que Q∗ = In,p es la solución del problema 6.11, es suficiente demostrar
que Tr[Σ>Q] ≤ Tr[Σ>In,p], ∀Q ∈ St(n, p) y que la igualdad se satisface únicamente cuando
Q = In,p.

Si denotamos por σij y qij denotan las entradas (i, j) de las matrices Σ y Q respectivamente,
entonces:
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Tr[Σ>Q] =

p∑
i=1

σiiqii (6.14)

≤
p∑
i=1

σii|qii| (6.15)

≤
p∑
i=1

σii (ya que Q ∈ St(n, p)) (6.16)

= Tr[Σ>In,p]. (6.17)

Además, como qii = 1, para i = 1, 2, . . . , p si y solo si Q = In,p entonces la igualdad se
satisface en (6.17) solo cuando Q = In,p. Por lo tanto Q∗ = In,p es el óptimo global del problema
(6.11), lo cual prueba la proposición. 2

El próximo lema y su demostración es provéıda por Wen-Yin en [21].

Lema 9 Supongamos que X es un minimizador local del problema (1.1). Entonces X satisface
las condiciones de optimalidad de 1er orden: DXL(X,Λ) = G−XG>X = 0 y X>X = I con la
asociada matriz de multiplicadores de Lagrange Λ = G>X. Además, si definimos por:

∇F(X) := G−XG>X y A := GX> −XG>

entonces ∇F(X) = AX y se satisface que: ∇F = 0 si y solo si A = 0.

Demostración.
Derivando la función Lagrangiana (4.1) respecto a X tenemos que:

DXL(X,Λ) = G− 1

2
(2X)Λ = G−XΛ

y derivando la función Lagrangiana respecto a Λ tenemos que:

DΛL(X,Λ) = X>X − I

luego las condiciones de optimalidad de 1er orden son:

G−XΛ = 0 (6.18)

X>X = I (6.19)

multiplicando la ecuación (6.18) por la izquierda por la matriz X> se tiene,

X>G−X>XΛ = 0

de la ecuación de arriba y la ecuación (6.19) se obtiene,

Λ = X>G (6.20)

y por lo tanto, como la matriz de multiplicadores de Lagrange es simétrica (debido a la forma
particular del conjunto de restricciones de problema (1.1)), las condiciones de optimalidad de 1er
orden se pueden escribir de la siguiente forma:

DXL(X,Λ) = G−XG>X = 0 y X>X = I
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con la asociada matriz de multiplicadores de Lagrange Λ = G>X.

Por otro lado, de la notación del enunciado del lema tenemos que ∇F(X) = G−XG>X aśı,
∇F(X) = GX>X −XG>X ya que X>X = I, luego ∇F(X) = (GX>−XG>)X y por lo tanto
se obtiene que:

∇F(X) = AX.

de este último resultado se desprende claramente que ∇F = 0 si y solo si A = 0.2

La siguiente proposición junto con su demostración es presentada en [51].

Proposición 14 Sea X ∈ Rn×k con rank(X) = n y B ∈ Rm×k. Entonces la solución del
Orthogonal Procrustes Problem:

mı́n
Q∈St(m,n)

||QX −B||2F , (6.21)

viene dada por Q∗ = V Im,nU
>, donde UΣV > = XB> es la SVD de la matriz XB>.

Demostración.
De la definición de la norma Frobenius tenemos que:

||QX −B||2F = Tr[(QX −B)>(QX −B)], (6.22)

= Tr[X>Q>QX]− 2Tr[QXB>] + Tr[B>B], (6.23)

= ||X||2F − 2Tr[QXB>] + ||B||2F (ya que Q>Q = In), (6.24)

aśı, el problema de optimización (6.21) es equivalente a:

máx
Q∈St(m,n)

Tr[QXB>], (6.25)

para resolver (6.25), consideremos la SVD de la matriz XB>, dada por XB> = UΣV >, entonces

Tr[QXB>] = Tr[QUΣV >] = Tr[V >QUΣ] = Tr[ΣZ] =
n∑
i=1

σiizii, (6.26)

con Z = V >QU , y donde σij y zij denotan las entradas (i, j) de las matrices Σ y Z respectiva-
mente.

Como Z ∈ Rm×n es ortonormal, entonces se satisface que zij ≤ |zij | ≤ 1 para todo i =
1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n. Luego, la sumatoria en (6.26) es maximizada cuando Z = Im,n, y por
lo tanto, el valor optimal del problema 6.21 se alcanza cuando Q∗ = V Im,nU

>.2



Bibliograf́ıa
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http://pgajardo.mat.utfsm.cl/optimizacion/Diferenciabilidad.pdf.

[53] Wax, M. y Sheinvald, J., A least-squares approach to joint diagonalization. Signal Pro-
cessing Letters, IEEE, 4(1997) pp. 52-53.


