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CIMAT

Resumen

Centro de Investigacion en Matematicas, A.C.
Probabilidad y Estadistica

Maestria en Ciencias

Inferencia Bayesiana en el Modelo SIR.

por JUAN CARLOS DURAN AGUILAR

Las epidemias han tenido un impacto significativo en la historia de la humanidad,
por lo que el conocimiento oportuno de los pardmetros que producen los reportes
de infectados puede ser de gran utilidad para la rapida y eficaz implementacién de
un plan de accion para atenuar o aplicar la respuesta mas pertinente para combatir

las epidemias.

Es costumbre utilizar la funcién de verosimilitud para identificar los parametros
que mejor describan o se acerquen a la informacion observada; no obstante, en
ocasiones la forma analitica de esta expresién resulta intratable siquiera computa-

cionalmente.

Se plantea el problema desde su definicién més bésica, en la cual se tiene infor-
macién perfecta y se realiza la inferencia los parametros deseados, se procedera a
hacer supuestos acerca de informacién incompleta y realizar diversas pruebas de
inferencia utilizando técnicas de Computacién Bayesiana Aproximada o por sus si-
glas en inglés ABC (Approximate Bayesian Computation) variando: El estadistico
utilizado para resumir la informacion observada, la funcion Kernel utilizada para
la evaluacién de los estadisticos y el método Monte Carlo que permita obtener la

muestra de la distribucién aproximada.

Se desarrollan distintos ejercicios de simulacién y se compara entre las metodologias
para determinar la opciéon mas eficiente computacionalmente para aplicarlos a
datos reales en un caso de Influenza espanola en San Francisco en 1918. Se realiza
ademas, un analisis exhaustivo sobre los aspectos, ventajas y desventajas de cada

una de las metodologias.
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INTRODUCCION

Las epidemias han tenido un impacto significativo en la historia de la humanidad,
pues han afectado directamente la economia, la demografia, la politica. Influyendo
de manera importante el curso de las guerras, las creencias e incluso en el compor-
tamiento religioso. Ejemplos de estos se tienen desde la peste negra, siendo ésta la
pandemia méas devastadora de la historia de la humanidad la cual afecté durante el
siglo XIV; la viruela que fue una catastrofe demografica en América con la llegada
de los europeos; asi, existen muchos ejemplos y entre los mas recientes, estan los

causados por los virus de influenza.

Los modelos matematicos son una herramienta indispensable para el entendimiento
y la representacién del comportamiento de los fenémenos naturales, en particular,
en este trabajo se estd interesado en la propagacion de una enfermedad. Es im-
portante notar que se trata de sistemas dindmicos, los cuales evolucionan a través
del tiempo y que ademads no son exactos, pues tienen un componente aleatorio en

la ocurrencia de los eventos.

El conocimiento oportuno de los pardmetros que rigen el fenémeno puede ser de
gran utilidad para la réapida y eficaz implementacién de un plan de acciéon para

atenuar o aplicar la respuesta mas pertinente para combatir las epidemias.

El modelo SIR es de los mas comunes para modelar el fenémeno de las epidemias,
este modelo se ha atacado de diversas formas, desde el método determinista re-

solviendo una serie de ecuaciones diferenciales, hasta la utilizacion de procesos



estocasticos con diversas consideraciones que van haciendo mas complejo el mode-
lo al suponer la interaccién de mas variables involucradas. A grandes rasgos, el
modelo SIR presenta una poblacion cerrada en la que se presenta una enfermedad
transmisible y la poblacién se divide en tres segmentos, aquellos susceptibles de
contagio, los que se han contagiado y aquellos que después de estar contagiados
han adquirido inmunidad o han muerto a causa de la enfermedad. Los tiempos de
infeccién se suponen como variables aleatorias y se desea conocer la evolucion de

la enfermedad a través del tiempo.

El primer problema que se presenta al modelar este tipo de fenémeno es el des-
conocimiento de la informacion completa del proceso, ya que no se conocen los

tiempos exactos de ocurrencia de las infecciones.

Si se conociera el momento exacto de la ocurrencia de cada uno de los eventos y
su tipo, ya sea infeccién o remocién, el problema se reduce en gran medida y se
trata de un problema clasico de inferencia bayesiana. Sin embargo, la estimacién
se complica debido a que se conoce informacion parcial de individuos infectados

en tiempos determinados.

Es costumbre utilizar la funcién de verosimilitud para identificar los pardametros
que mejor describan o se acerquen a la informacion observada; no obstante, en
ocasiones la forma analitica de esta expresién resulta intratable siquiera computa-
cionalmente. La utilizacion de un espacio de tiempo continuo lleva a considerar
una infinidad de posibilidades entre dos datos en dos instantes de tiempo; por lo
que se consideraran variaciones de técnicas novedosas para trabajar el problema
cuando no se tiene una funcién de verosimilitud. Otro problema que se presenta es
establecer o fijar el punto inicial en el tiempo a partir del cual se inicia la epidemia,

puesto que es esencial para la modelacion.

El problema se complica cuando se tienen dos enfermedades que compiten dentro
de una misma poblacién y la incidencia de una puede generar inmunidad en ambas
enfermedades. Actualmente existen diversas variaciones del modelo SIR, para un
caso especifico se plantea el problema de inferir los parametros tanto de contagio

como de recuperacion.

En el presente trabajo se desarrollan diversos programas computacionales uti-
lizando software libre como Python para programar los algoritmos que calculen la
distribucion de los parametros, se opta por esta opcién al ser un lenguaje numéri-

camente poderoso y eficiente para el cdlculo de un gran ntimero de simulaciones.



Se plantea el problema desde su definicién més bésica, en la cual se tiene infor-
macién perfecta y se realiza la inferencia los parametros deseados, se procedera a
hacer supuestos acerca de informacién incompleta y realizar diversas pruebas de
inferencia utilizando técnicas de Computacién Bayesiana Aproximada o por sus si-
glas en inglés ABC (Approzimate Bayesian Computation) variando: El estadistico
utilizado para resumir la informacién observada, la funcién Kernel utilizada para
la evaluacién de los estadisticos y el método Monte Carlo que permita obtener la

muestra de la distribucién aproximada.

El objetivo del primer capitulo es mostrar el planteamiento del problema basico
para la inferencia del modelo SIR en el cual se describen a grandes rasgos los

componentes involucrados y la teoria desarrollada para su tratamiento.

El segundo capitulo explicara las herramientas tedricas que se utilizaran para el
desarrollo de las simulaciones y las ventajas y dificultades de aplicar dichas técni-

cas.

En el capitulo 3 y 4 se desarrollan e implementan los métodos del capitulo 2 para
la estimacion de los parametros del modelo SIR. Donde en el capitulo 3 se hara la
inferencia en el caso de una enfermedad utilizando datos sintéticos y en el capitulo
4 se hara utilizando datos reales de la pandemia de influenza espanola en la ciudad

de San Francisco en el ano de 1918.



CAPITULO 1

MODELO SIR

1.1. Introduccion

Los modelos matematicos ayudan a comprender el comportamiento de los fenéme-
nos que nos rodean y buscan explicar de manera préactica las leyes que los go-
biernan, asi como predecir el comportamiento de dichos fenémenos; en cuanto a
las ciencias de la salud, estos modelos son de gran importancia, ya que permiten
la evaluacién de los factores de riesgo dentro de una poblaciéon que pueden tener
un efecto considerable en la mortalidad, razén por la cual han sido estudiados

extensamente.

1.2. Modelo de propagacion de infecciones SIR

El modelo de propagacién de enfermedades SIR (Susceptible-Infeccioso-Removido)
con el cual se trabajara se centra en determinar la evolucién en el tiempo de una
enfermedad especifica en una poblacién donde el total de habitantes se mantiene
constante durante el periodo de analisis. Dicha poblacién se divide en tres gru-
pos ajenos: aquellos individuos libres de la enfermedad que son susceptibles de

adquirirla (S); los individuos que se han contagiado y que pueden transmitir la

4
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enfermedad al entrar en contacto con algun individuo susceptible (1); y los indivi-
duos que tuvieron la enfermedad pero que se recuperaron y adquirieron inmunidad

ante la enfermedad se identifican como removidos (R).

El siguiente diagrama muestra el flujo que tiene cualquier individuo en dicho pro-

ceso de infeccidn.

Este modelo es de los mas sencillos para epidemias y se deriva de un conjunto mas
general, donde se divide a la poblacién en estados mutuamente ajenos y que puede
determinarse por el modelo MSEIRS (M — S — E —1— R— 5)

donde

» M = Nacidos con inmunidad temporal.
= S = Susceptibles. Libres de la enfermedad pero que pueden contraerla.

» [/ = Expuestos. Tienen la enfermedad pero no son capaces de infectar.

I = Infecciosos. Tienen la enfermedad y son capaces de infectar.

R = Recuperados. Adquieren inmunidad temporal ante la enfermedad.

0; = tasas de incidencia.

1 = tasa de mortalidad.

Adicionalmente, existen variantes en el modelo, como tiempos de retardo entre las
transiciones de estados, tasas de nacimiento, mortalidad natural de la poblacién
(1), efectos de vacunacién e incluso la interaccién entre mas de un tipo de enfer-

medad.
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El caso que se estudiard del modelo STR supone una poblacion libre de entradas
o salidas por nacimientos, mortalidad o migracién, con lo cual se definen los es-
tados S = Susceptibles, I = Infecciosos, R = Removidos, en cada uno de estos
estados S(t) = S; = Nimero de individuos susceptibles de la poblacién al tiempo
t, analogamente para los individuos infecciosos y los removidos, de tal manera que

S;+ I; + R, = N = poblacion total, la cual permanece fija a lo largo del tiempo.

1.2.1. Supuestos Basicos de la Propagacion de la Enfer-

medad.

Para establecer los lineamientos que regirdan el modelo se establecen una serie de

supuestos:

1 Los individuos susceptibles no son inmunes a la enfermedad.
2 Los individuos infectados dispersan la enfermedad hacia los susceptibles.
3 El estado de remocién asume inmunidad de por vida.

4 Para tener un nuevo infectado, es necesario tener al menos un individuo

infectado y uno susceptible.

5 Se establecen condiciones iniciales para que el proceso tenga efecto, tanto
susceptibles como infecciosos al tiempo cero, son mayores que cero y por

comodidad se asume que los removidos son cero.

6 Supone una poblacién grande, homogénea y distribuida uniformemente, de

tal manera que cualquiera dos individuos puedan entrar en contacto.

1.3. Modelo SIR Deterministico

El modelo inicialmente propuesto por O. Kermack y A. G. McKendrick [12] en
1927 para estudio de la evolucion de la propagacién de enfermedades se representa

en el siguiente diagrama.
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Este modelo supone que la poblacién es homogénea en el sentido de que cualquiera
dos individuos tienen la misma probabilidad de entrar en contacto (3, por lo que la
razon de cambio de la poblacién susceptible se ve disminuida por dicho parametro,
asi como la proporciéon de individuos infectados y de los susceptibles como lo

expresa la siguiente ecuacion:

ds

& = s (1.1)

De la misma manera, se supone que pasado un tiempo, un individuo infectado
adquiere inmunidad o muere a causa de la enfermedad, la tasa v se aplica a la

proporcién de la poblacion infectada, resultando la siguiente ecuacién:

dr

— = 1.2
= = (1.2)
Finalmente, la razén de cambio de los individuos infectados varia conforme cam-

bian la de los susceptibles y los removidos de acuerdo con la siguiente ecuacion.

di S
i Bsi — i (1.3)

Las expresiones 1.1,1.2 y 1.3 determinan un sistema no lineal de ecuaciones difer-
enciales y por consiguiente, no admite una solucién analitica genérica, pero se
rescata el término R|, conocido como el nimero bdsico de reproduccion y que es

resultado de la razén siguiente.

R, = (1.4)

=™

La interpretacion de éste es que representa el nimero esperado de casos nuevos
que producird una persona infectada durante su periodo de contagio, v es de

gran importancia, pues ayuda a determinar si una infeccion se propagard en una
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poblacién, cuando R < 1 la enfermedad se extinguira eventualmente; pero cuando

es mayor que uno, la enfermedad puede ser capaz de propargarse en la poblacién.

L0 T T T T

(=
T
1

=  Susceptibles
== |nfecciosos
== Removidos

.
T
|

Proporcion de Individuos

0.0 L : L .
0 bl 10 15 20 25 30 35 40

Tiempo

FiguraA 1.1: Modelo SIR Deterministico con parametros 8 = 0.5, v = 0.25 y
condiciones iniciales (s, i, r0)" = (0.95,0.05,0.0)’

En la Figura 1.2 se observa el efecto que tiene el variar cada parametro alrededor
de un 20 % por separado conservando el resto de las condiciones del modelo. Se
puede percibir que el efecto del parametro de infeccion tiene un efecto mas violento
en la rapidez con la que se propaga la infeccion, el efecto del parametro v acentia

la duracion de la enfermedad.
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Proporcién de Individuos
Proporcién de Individuos

Tiempo

Variando Variando

FiGURA 1.2: Modelo SIR Deterministico variando los pardmetros.

1.4. Modelo SIR Estocastico

El paradigma que se pretende utilizar en este trabajo esta ligado con el concepto
de aleatoriedad y existen argumentos fuertes para utilizar modelos estocasticos en

lugar de deterministicos como:

= Los procesos en la vida real son estocasticos, las ocurrencias se suceden de
acuerdo con una naturaleza estocdastica pues existen muchas fuentes de incer-
tidumbre al tratar de modelar este fenémeno como la dinamica de contacto
entre la poblacién, las vias de comunicacion, eventos de aproximacion social,
temporalidades en actividades; anadir aleatoriedad al modelo le da flexibili-

dad y el modelo se ajusta mejor a los datos reales.

= Una estructura estocastica permite identificar parametros que no podrian

ser identificados en el problema determinista.

= Se pueden asociar distribuciones con caracteristicas del proceso de gran in-

terés.

= La simulacién puede ser facil aunque pesada computacionalmente.
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Para realizar las simulaciones del modelo SIR se escogié hacerlo de acuerdo con un
proceso de Markov de saltos puros, el cual se basa en las ecuaciones de Kolmogorov

y su implementacion computacional mediante el algoritmo Gillespie.

1.4.1. Procesos Estocasticos, la Ecuaciéon Maestra y el

Algoritmo Gillespie

A continuacién se muestra una linea de tiempo en la que se pueden apreciar los
antecedentes del algoritmo heuristico implementado y popularizado por Daniel T.
Gillespie en su trabajo “Fzact Stochastic Simulation of Coupled Chemical Reac-

tions” [7], pero que fue creado originalmente por Joseph L. Doob [4], [5].

1931 1942,1945 1950 1953 1977

Kolmogorov Feller “ Doob Kendall Bartlett " Gillespie
sEstablece las *Relaciona las sExtiende el simplementa en *Continda con sIntroduce el
Ecuaciones de ecuaciones de resultado de la computadora  estudios de algoritmo que
Kolmogoroy Kolmogorow con Feller Manchester brotes de lleva su nombre
w3 version los processos Mark | epidemiasen la  con argumentos
simplificadaes  estocdsticos computadora heuristicos.
conocidacomo  sLos tiempos de Manchester
la Ecuacion salto son Mark |
Maestra exponenciales.
+La probabilidad
del proximo
salto es

proporcional a la
tasa del tiempo
de salto.

FicurA 1.3: Linea del tiempo del algoritmo Gillespie

1.4.2. Ecuacién maestra.

Una versién mas simplificada del las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov es la
conocida como Ecuacién Maestra o Chemical Master Equation (CME), muy uti-
lizada en ciencias fisicas y quimicas para describir la evolucién en el tiempo de
un sistema compuesto por particulas en las que cada una puede encontrarse en

uno de una cantidad numerable de estados diferentes en un momento especifico, y
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algin cambio de estado se hace de forma probabilistica, estos cambios se llaman

reacciones.

Una ecuacién maestra consiste en un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer
orden que describen algiin fendmeno que cambia a través del tiempo, la descripcién

mas comun es de acuerdo con la ecuacién:

g =RX (1.5)
dt

donde X es un vector columna que contiene los estados posibles y R es una matriz
que relaciona los estados con un conjunto de reacciones. Si las reacciones depen-
den del tiempo R = R(t) en la ecuacién 1.5 el procesos es no estacionario; por el
contrario, si las tasas de reaccion son independientes del tiempo, la ecuaciéon maes-
tra representa un esquema cinético y el proceso es Markoviano, en consecuencia,

cualquier tiempo de salto del sistema tinene una distribucién exponencial.

Sea u la cantidad de estados posibles que se pueden visualizar en el vector X =
(X1,...,X.) v v las posibles reacciones, la ecuacién que describe a la k-ésima

reaccion del sistema se representa como:

h
R :pu X+ + praXe —= @ Xa + -+ + qeuXu (1.6)

donde py; representa el estado inicial del j-esimo reactante X; y qi; representa el
producto final de la reacciéon en el componente, asi el efecto de la reaccién en la

J-ésima componente es la diferencia qx; — pr;

Cada reaccién tiene asociado una tasa de reaccion, de tal manera que el tiempo
de la siguiente reaccion se distribuye exponencialmente con parametro hy(X6y),
es decir, el parametro de la reaccién es funcién de 6y, el cual es el vector de tasas

de incidencia del sistema.

De lo anterior se obtienen dos condiciones:

= Puesto que el tiempo de cualquier reacciéon se distribuye exponencial, el

tiempo a la primer reaccion se distribuye exponencialmente con pardmetro
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S h(x6) (17)

= La probabilidad de que la k-ésima reaccion sea la primera en ocurrir tiene

probabilidad de ocurrencia

—f’“<X9’“) (1.8)
Zi:l hi(Xei)

El modelo SIR se puede describir mediante la Ecuacion Maestra o CME por sus
siglas en inglés (Chemical Master Equation), donde el pardmetro 6 = (64,...,6,)
depende del tiempo, esto es, § = 6(t), en el caso del modelo SIR, existen u = 3
reactantes: (S, I, R) y v = 2 reacciones posibles: Infeccién (R;) y Remocion (Ry),

y se representan como sigue:

Infeccion Ry: S+1-2%02r0
ho

Remocion Ry : I —= R

1.4.3. Algoritmo Gillespie

El algoritmo fue creado en 1945 por Doob, pero popularizado en 1977 por Dan
Gillespie [7] para la simulacién de reacciones bioquimicas utilizando recursos com-
putacionales limitados, involucra una variacion de un método Monte Carlo Dindmi-

co similar a métodos Monte Carlo Cinéticos.

El algoritmo permite una simulacién discreta en el espacio de estados con saltos
estocasticos, en la que cada una de las reacciones posibles es simulada explicita-
mente, pero donde los saltos en el tiempo son en un espacio continuo, el algoritmo

se describe a continuacion.
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Algoritmo

1 Inicializar los componentes que intervienen: nimero de elementos de cada

clase, tasas.

2 Calculo del tiempo en que sucederan los posibles eventos y determinar el

tipo de evento, como lo indican las ecuaciones 1.7 y 1.8.

3 Actualizar, aumentar el tiempo que tomé el proceso y las modificaciones

hechas por la reaccién efectuada.

4 Iterar hasta una condicion de paro.

Puesto que la demanda computacional es considerable, existen técnicas adaptadas
para acelerar la simulacién tales como Tau-leaping. Sin embargo, se pierde exac-
titud tedrica. La finalidad de este trabajo no es obtener un método éptimo para
la simulacion que sacrifique un grado de precision en la simulacién, por lo que no

se consideran dichas técnicas de aceleracion.

1.4.4. Ejemplo con datos sintéticos

Con fines de comparacion posterior entre los métodos de simulacion para inferencia
de los parametros se considerara una muestra sintética, proveniente de parametros

conocidos f = 0.5,y = 0.25, a partir de los cuales se pretende realizar la inferencia.

En la Figura 1.4 se puede comparar el comportamiento de 200 trayectorias es-
tocéasticas contra el modelo deterministico con los pardmetros fijos establecidos

anteriormente.
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F1GurA 1.4: Simulacién del ntimero de individuos conforme pasa el tiempo en
el modelo SIR estocéstico con parametros = 0.5y v = 0.25

El resultado de una simulacion se aprecia en las Figuras 1.5y 1.6, en las que se varia
la cantidad de individuos de la poblacién, considerandose 100 y 1,000 individuos
respectivamente; en ambas se observa la relacion con el modelo deterministico.
Los datos sintéticos producidos con 100 habitantes se utilizaran como referencia
sobre todo el andlisis para comparacion de los resultados entre las metodologias

utilizadas.
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200+ =

FIGURA 1.5: Simulacién del modelo SIR estocédstico con parametros 8 = 0.5y
v = 0.25 y una poblacién N = 100

Al incrementar el nimero de individuos de la poblacion a 1,000, se observa que las
curvas se parecen mas al modelo deterministico; sin embargo el costo computa-

cional de dicha simulacién también se incrementa.
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400
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F1GURA 1.6: Simulacién del modelo SIR estocéastico con pardmetros 8 = 0.5y
v = 0.25 y una poblacién N = 1,000



CAPITULO 2

INFERENCIA BAYESIANA SIN
VEROSIMILITUD: ABC

2.1. Introduccion

En este capitulo se exponen de manera breve las herramientas que seran de utilidad

para el desarrollo de la inferencia en el modelo SIR.

La aplicacion de la inferencia en la Estadistica permite obtener estimadores para
los parametros que rigen ciertos modelos, su desarrollo depende en gran medida
de la funcién de verosimilitud. No obstante, en ocasiones las expresiones pueden
ser muy complicadas de calcular o simplemente no existe una forma analitica que
las defina, es por eso que se han desarrollado técnicas para tratar de resolver este
problema. Los requerimientos del procedimiento desarrollado implican el poder
proponer parametros y ser capaces de producir datos simulados de acuerdo con

un modelo.

Una vez obtenidos los datos simulados se requerird un estadistico que permita
resumir la informacion tanto de las simulaciones como de los datos observados
del fenémeno. También se requerira un mecanismo que permita evaluar aquellos

parametros que produzcan resultados mas cercanos a los observados, para lo cual

16
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serd de utilidad la teoria de Estimacion por Kernel para aproximar la distribu-
cién objetivo, considerandose en el estudio los kernels Uniforme, Epanechnikov
y Normal. Se mostrara cémo el primero coincide con el algoritmo clasico de la

metodologia ABC y se expondra la robustez del kernel Normal ante los demaés.

Se requerirda en gran medida la teoria de simulacion Monte Carlo, para ello se
necesitara del algoritmo Metropolis-Hastings y se explicara la modificaciéon para

la aplicacion del algoritmo en un contexto libre de verosimilitud.

2.2. Inferencia libre de Verosimilitud

El problema cléasico de inferencia en Estadistica hace gran uso de la funcion de
verosimilitud, tanto en el paradigma Frecuentista como en el Bayesiano. En el
segundo, la inferencia se basa en encontrar la llamada distribuciéon posterior, la
cual toma en consideracién la informacién previa que se tiene del parametro 6,

asi como de la informacion que aportan los datos observados y:

m(Oly) oc w(0)  f(yl0) (2.1)
—— ~ N——
Posterior a priort Verosimilitud

El caso que se presenta en el modelo SIR con informacion parcial refleja una funcién
de verosimilitud que es intratable computacionalmente, pues no existe una forma

analitica cerrada para esta expresion.

Las herramientas que han favorecido a los estadisticos para generar muestras de
distribuciones complejas son los métodos Monte Carlo. Para realizar inferencia,
se recurre a métodos bayesianos computacionalmente intensivos, es por eso que
es posible apoyarse en estos métodos para dar soluciéon al problema, el cual se
basa en encontrar una distribucién posterior aproximada 7*(0|y) ~ w(0|y) de la

distribucién real.

Para plantear una solucion a este tipo de problemas se considera un modelo que rige
al fenémeno, en el cual, dado un parametro 6 € © se generan datos u observaciones
y = f(0) € D que posiblemente contienen ruido. El problema de inferencia consiste

en que se tienen observaciones y del fenémeno y a partir de estas se desea obtener
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el parametro 6 que las produce. Este esquema es el mismo que relaciona a los

llamados Problemas Inversos.

y<—i6

El problema clasico en inferencia se ataca mediante el uso de una estadistico sufi-
ciente ¢t. Sin embargo, cuando no existe una expresién de verosimilitud, tampoco
se tiene un estadistico suficiente, entonces es posible recurrir a un estimador de la

densidad posterior 7* utilizando alguna estadistica sobre los datos.

2.2.1. El Estadistico

Como medida para resumir la informacion que proporcionan los datos, se utilizan
funciones de dichas observaciones, en este caso el estadistico que se utiliza es aquel
que mide de cierta forma la discrepancia entre las observaciones reales (y) y las

simulaciones obtenidas () dado un parametro fijo 6.

En primer lugar se realiza una transformacion n : D — S que es utilizada para
resumir la informacién, la cual se aplica tanto a observaciones como a simulaciones
y mediante la transformacién p : § x § — RP, que proporciona una medida
de comparaciéon entre las observaciones reales y las simulaciones del modelo. Lo
anterior se puede resumir mediante una funcién ¢ que no depende de cantidades

desconocidas, donde ¢t : D x D — R? de tal manera que t(z,y) = p(n(x),n(y))

La alta dimensionalidad de algunos problemas ha generado variaciones en las que
se recurre a estadisticos que resumen demasiado la informacion. La desventaja
inmediata es la pérdida de informacién, sobre todo en modelos complejos, por lo

que resulta importante determinar el como se establece dicho estadistico.

El sentido de aproximacion a la distribucion posterior se cuantifica en cierta medida
considerando algunos aspectos de la informacién obtenida, por lo que es necesario
obtener un estadistico que extraiga la informacién y algtin tipo de comparacién

entre los datos y el modelo.

Una vez que se tiene el estadistico, se debe cuantificar entre las distintas pro-

puestas, lo cual se harda mediante la estimacion kernel. Siendo la estimacién kernel
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herramienta fundamental de este andlisis, a continuacién se dara una breve expli-
cacion de la teoria de estimacién kernel tanto para el caso univariado como para

el multivariado.

2.2.2. Estimacion Kernel

Durante la realizacién de este trabajo se han encontrado publicaciones de Fuku-

mizu [8] y Nakagome [16] en los cuales se fomenta el uso de la estimacién Kernel.

Puesto que los estadisticos t que se utilizaran pueden ser tanto univariados como

multivariados, se expondra el caso general multivariado.

Sea una muestra xi,...,x, donde cada uno de los elementos es de dimensién d,
proveniente de una densidad f, el estimador de la densidad kernel f para x € R?

se define como:

n

fux) = =3 Kn(x - x)

n <
=1
1 - —1/2
— W;K(H (x —x;)) (2.2)
donde x = (z1,%s,...,74)7 y las observaciones x; = (Zi1, Tiz, ..., Tiq)’, i =
1,2,...,ny H representa el ancho de banda, el cual consiste de una matriz d x d,

simétrica y definida positiva. K es la funcion Kernel, la cual cumple ser una funcién
de densidad multivariada de dimensién d, simétrica y Kg(x) = [H|~/2K (H™/?x)

es la funcién kernel escalada simétrica y |H| el determinante de la matriz H.

Existen dos tipos de kernel que se pueden crear a partir de un kernel k& univariado

simétrico:

Un kernel producto, el cual se utilizara en los casos Uniforme y Epanechnikov

y un kernel esférico simétrico, el cual serd de utilidad en el caso Gaussiano
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K500) k ( XTX)
[k (V)

La diferencia en la eleccién entre estos dos tipos de kernel no es tan significativa
como la elecciéon del ancho de banda H. Sea H la clase de todas la matrices
positivas definidas simétricas de d x d, la matriz completa H € H tiene d(d+ 1)/2
posibles entradas, lo cual se puede simplificar imputando restricciones como ser

matriz diagonal o atin més, que H = h%1,.

Entre los distintos tipos de Kernel que se utilizaran para la aproximacion estan:

1—u?)P
General K(u) = ml{wﬁl}

Uniforme K(u) = 5 1gu<y

Epanechnikov K(u) = %(1 — ) Lgju<1y

Normal K(u) = e 2v

Un problema con el que se debe lidiar es encontrar el ancho de banda éptimo
para la estimacion; sin embargo, ésto depende de cada problema en particular y
es dificil dar una regla general, pero la mejor opcién es evaluar distintas opciones
hasta encontrar la que se ajuste mejor a las necesidades y que obtenga un balance

entre la precision y el esfuerzo computacional.

Como ejemplo, en el caso de utilizar un Kernel Normal, aplicado a un estadistico

multivariado se obtiene

Ku(z) = (2n)"Y*H| eap(—1/22"TH ')
y en el caso univariado

1 1 22
Ky(t) = ——exp (-2
#(@) <2w>1/2|m“p< 2H>

en este caso, resulta claro que el ancho de banda asume el papel del parametro de

dispersion en la densidad Normal.
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2.3. Esquema General para Estimacién Libre de

Verosimilitud

Una alternativa para la estimacién de la densidad se propone via estimacién de
densidad por Kernel; dicha estimacién estarda muy ligada tanto a la funcién
kernel utilizada K, como al ancho de banda H asociado, lo anterior se muestra

esquematicamente en el siguiente diagrama.

m(0ly) — m(Olt(y) — 7Ol y)) — T a@t(y) — I

Posterior Aproximacidn muestra

Se introducen pseudo-observaciones x € D que corresponden a una simulacion del
modelo, que provienen de utilizar un parametro 6 propuesto, de tal manera que
se realiza la aproximacion que se expresa modificando la notacion que establece

Marin [9], retomada por Del Moral [2] como:

(8ly) ~ e Oly) = [ wK,Hw,xw)dx
/ l’|9 KHy( ) du
fKH o T(0)f(x|0)dzdd
oc/w(@)f(x|0)KH7y(x)dx (2.3)
x /ﬁ(e)f(xw) H[K (H (2, y))] de

El estadistico ¢ puede ser univariado (p = 1) o multivariado (p > 1), esta definido
por t : D x D — RP y representa un estadistico aplicado a los datos y y las

simulaciones x para ser evaluados por el estimador kernel.

Dicho método permite la obtencion de una muestra independiente de la distribu-
cién:

wiu (0]y)

Cuando |H| — 0, el ancho de banda tiende a cero, entonces
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/ F(lO) | H| V2 (H ez, y))de — f(y0)

tal como lo indica la teoria de Estimacién de densidad por kernel o KDE (Kernel

Density Estimation) y por eso

/KH,y(e,a;w)dx s 2 (0ly)

2.4. Inferencia sin Verosimilitud: ABC

Los métodos ABC (Tavare [17], Beaumont [1]) o también llamados métodos li-
bres de verosimilitud, son una serie de métodos que proponen una aproximacion
de la verosimilitud en procesos complejos que resultan tener una verosimilitud

intratable.

Para establecer lo que significa intratable se hara referencia a una clasificacién
hecha por Murray [11], que distinguié tres niveles de intratabilidad de verosimi-
litudes: la primera tiene que ver con que la verosimilitud es conocida salvo una
constante de proporcionalidad P(y|f) = % donde f se puede calcular, y C'
es una constante desconocida independiente del parametro 6. El segundo tipo se
refiere con que la constante C' en el punto anterior dependa del parametro #, para
estos dos primeros casos se necesita la funcion de verosimilitud y es posible utilizar
métodos Monte Carlo para encontrar las distribuciones posteriores. El tercer tipo,
y motivador para el desarrollo del método ABC consiste en conocer el modelo
estocastico del cual se originan los datos; sin embargo, no se conoce parte alguna

de la verosimilitud.

El método ABC originalmente tratado por Diggle y Graiton [3] en 1984 considerd la
inferencia estadistica desde el enfoque frecuentista, condicionando al parametro 6 y
generando los datos bajo el modelo P(X|#). La intuicién que subyace es que entre
las simulaciones de distribuciones conjuntas de los parametros y los datos, aquellos
parametros que corresponden a observaciones del fendmeno similares a los datos
observados ¥, son aproximadamente proporcionales a la verosimilitud y por ende a
la distribucion posterior. Si se pidiera que los datos simulados fueran exactamente

iguales a los datos observados, entonces la inferencia seria exacta, la complicacién
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para que esto ocurra esta ligada con el modelo mismo, pues puede ser que se tengan
datos continuos y/o que la dimensién de los pardmetros y observaciones sea muy

elevada.

2.4.1. Muestreo de Aceptacion Exacto

Conocido en inglés como Rejection Sampling. Si los parametros 1), ... %) pro-
puestos son aplicados al modelo y éstos resultan en datos simulados que coinciden
exactamente con las observaciones reales del fenémeno, se obtiene una muestra de

la distribucién posterior exacta;

El algoritmo se puede resumir en los siguientes pasos:

1 Generar 6 de una distribucién a priori

0<+—m(:)

2 Simular datos sintéticos del modelo con parametro 6 obtenido

z < f(:|0)

3 Aceptar el parametro 6 propuesto si x = y y regresar al paso uno hasta

obtener el tamano de muestra deseado

Esto produce una muestra exacta de la posterior m(f|y). Sin embargo, en espacios
discretos, conforme se tenga un mayor nimero de observaciones del fenémeno,
el obtener valores simulados que coincidan exactamente con los observados se
vuelve mas improbable, este problema deja de ser manejable cuando se trabaja
con espacios de estados continuos, por lo que se recurre a aproximaciones de la

distribucién verdadera.

2.4.2. Muestreo de Aceptaciéon Aproximado: ABC Clasico

Un caso particular de la idea de utilizar una distribucién aproximada con esti-
macion kernel, es utilizar una funcién kernel uniforme, la cual produce el llamado
ABC clasico.
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De la expresiéon mostrada por la ecuacion 2.3 utilizando un kernel uniforme se

obtiene

Tr.u(0ly) /W(@)f(ZL‘W)KHy(fE)dIL‘ = /ﬂ(@)f(ﬂ@)]IH,y(x)dx

donde
Iiy(7) ={x € D: p(n(y),n(z)) < H}

y que establece la idea de que usando un estadistico t acompanado de kernel con
una tolerancia H lo suficientemente pequena, se puede producir una aproximacién

suficientemente buena de la distribucién posterior

T (0ly) = / a1 (6, x\y)dw

/ ($!9)KH(( y)) "
Sk xo™ 9’ (@0 K ((z, y))d=do’

~ (0y)

conforme la tolerancia referida aumenta H — oo se obtienen observaciones de la
distribucion a priori y si H — 0 se llega a la situacién en la que x = y, por lo que

las observaciones provendran de la distribucién 7(6|y).

2.4.3. Algoritmo Metropolis-Hastings
El algoritmo Metropolis-Hastings se puede resumir en:

= Simular 6 ~ ¢(.|0*Y)

_ , 0 6¢t—Djg
= Calcular a(f|0%) = min {1, f(§<§31>) Zgawufl);}

= Con probabilidad o = a(f|0*)) asignar #) = 6, de otra manera ¢ =
gt—1)

En el caso que se plantea para este trabajo, se utiliza una aproximacion de la dis-
tribucion posterior exacta mediante estimacion kernel, por lo que la probabilidad

de aceptacién se modifica como lo muestra la ecuacién 2.4.
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Estando en un valor del parametro 6’ se propone moverse a # mediante un kernel
de transicién ¢(0]0’) y se calcula la razén de Metropolis-Hastings para evaluar la

calidad del siguiente punto propuesto.

o = i [, T () o101 010

) (
m(0) f (2]0) K ((«',)) a(0']0) f(«']6")
— min Ky (t(z,y)) q(010")7(0")
N {1’ Krr (t(z' ) q(0]0)7(0) } (2.4)

En el caso en el cual se tiene una propuesta ¢(0'|f) simétrica, éste término se

cancela y la expresion de la ecuacién 2.4 se reduce atn maés.

En el caso en el que, en la estimacién kernel se utiliza un kernel uniforme, se
obtiene la reciente clase de métodos computacionales conocido como Computacién

Bayesiana Aproximada (ABC).

2.5. MOCMC sin Verosimilitud: ABC - MCMC

En la practica utilizar propuestas provenientes directamente de la distribucién a
priori 7(+) resulta ineficiente, porque no contempla los datos en la fase de la pro-
puesta y produce valores en regiones de baja probabilidad. Marjoram [13] propone
una solucién al introducir el algoritmo ABC-MCMC, el cual hace referencia a la
simulaciéon mediante Markov Chain Monte Carlo (MCMC) y que se describe a

continuacion:

Algoritmo ABC-MCMC

» Utilizando el algoritmo de Rejection Sampling, obtenga una primera real-

izacion (00, 2(9)) de la distribucion 7y (6, z|y)
» Parat=1: N

e Generar ¢ de un Kernel de transicién q(-|¢1)
e Generar 2/ de f(-]0')

e Generar u ~ Uy
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(000D ) K (1 )
* Siu < TG 0 ) Ky (He)

(0, 2®) = (¢, 2")

donde = y 2’ son las pseudo observaciones generadas por los pardmetros

) , de acuerdo con la ecuacion 2.4 entonces

0 y 0’ respectivamente. Cuando no se cumple esta desigualdad, entonces
(0D M) = (U1 g (t=1)

La naturaleza del algoritmo es realizar una caminata aleatoria o bien un Ran-
dom Walk Metropolis-Hastings. En el caso que se abordara en este trabajo, se
utilizara un kernel de transicion con distribuciéon de perturbaciéon normal multi-
variada como propuesta para la caminata, al no tener informacion previa se supon-
drd una matriz de covarianza de tipo diagonal, la cual considera independencia

entre los parametros.

2.6. Meétodo Monte Carlo Secuencial libre de
Verosimilitud: ABC - SMC

Toni [18] propone un método que consiste en un procedimiento para mejorar las
implementaciones de MCMC en el ABC, aprendiendo secuencialmente sobre la

distribucién objetivo.

Existen dos desventajas con los métodos MCMC, el primero consiste en determinar
el momento en el cual la cadena ha convergido a la distribucion objetivo, el segundo
es que los métodos MCMC propuesto por Del Moral [14] no pueden ser usados
en un contexto de estimacién bayesiana secuencial. La alternativa viene de la

propuesta basada en métodos Monte Carlo Secuenciales, conocidos en inglés como
Sequential Monte Carlo (SMC).

La idea basica es obtener una gran coleccion de muestras aleatorias ponderadas, las
cuales se denominan particulas, y cuya distribucién empirica converge asintotica-

mente conforme el tamano de estas particulas N — oo a m,.

Las particulas evolucionan a través del tiempo haciendo uso de ideas de remuestreo
y Muestreo por Importancia o IS (Importance Sampling); sin embargo, las ideas
estandares de algoritmos SMC no aplican para métodos libres de verosimilitud,

por lo que aqui se realizan ajustes que permitan su tratamiento.

A continuacién se describe el algoritmo propuesto por Toni [18] para realizar SMC.
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Algoritmo ABC-SMC

1 Inicializar las tolerancias eq,...,er y fijar el indicador de la poblacién en
= 0.

2 Fijar el indicador de particula en ¢ = 1

2.1 Si t = 0 simular de forma independiente §** proveniente de ().
De otra manera, simular §* de la poblacién anterior {Qt(i)l} con pesos
wy_1 y perturbar la particula para obtener 8 ~ K,(0|0*) donde K; es
el Kernel de perturbacion.
Si pi(0**) = 0 regresar a [2.1]
Simular una pseudo-observacién x* ~ f(x]0**).
Si d(xz*,x0) > €, regresar a [2.1]

2.2 Fijar Qii) = 0** y calcular los pesos para las particulas (93’ de acuerdo

con:
1 51 t=0

wi) = m(0;")

y y , s1t>0
N 7
SY w? K070

Sii < N, asignar ¢ =i+ 1 y regresar al paso [2.1]

3 Normalizar los pesos. Si t < T, asignar t =t + 1 e ir al paso [2]



CAPITULO 3

INFERENCIA EN EL MODELO SIR

3.1. Inferencia con informacion perfecta en el

modelo SIR

En el Capitulo 1 se generaron datos en forma sintética, por lo que se conocen los
tiempos exactos de ocurrencia de eventos y los eventos ocurridos en cada salto,
entonces se cuenta con informacion perfecta, en este caso la inferencia se puede
calcular de manera explicita, pues al considerar una distribucién a priori Gam-
ma para cada uno de los pardmetros y de acuerdo con la CME, se sabe que las
observaciones saltan de acuerdo con una distribucion exponencial, por lo que la dis-

tribucién posterior resultara en una distribucién conjugada Exponencial-Gamma.

3.1.1. Inferencia con enfoque clasico

Al presentarse el modelo como un proceso de saltos puros, los eventos se presentan
de acuerdo con un Proceso Poisson no homogéneo, en el cual se sabe que para un
momento determinado, entonces, es posible encontrar expresiones cerradas que

ayuden a determinar la inferencia de los pardmetros.

28
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- S, S,
L] <6 ]3 I, + m) exp {—ti (/%Iti + m) }

Ltls,7) = [ [

Al saber cudl fue el evento en cada instante, se discriminan los eventos de un sélo

) =TT (955 ) exw { -t (65 0+ 1) |

i€lg

tipo

obteniéndose una expresion de la cual se pueden obtener los parametros.

3.1.2. Inferencia con enfoque bayesiano

Para el desarrollo de esta inferencia se necesita una distribucién a priori que repre-
senta el conocimiento previo respecto de los parametros que se pretende actualizar
con la informacién proveniente de los datos observados y. Al ser los tiempos dis-
tribuidos de acuerdo con una ley exponencial lo mas conveniente para obtener una
distribucion conjugada seria utilizar distribuciones a priori gamma, pues concuerda

con la naturaleza de los parametros al abarcar valores positivos.

3.2. Inferencia en el modelo SIR con informacion

parcial

Se ha establecido que para hacer una inferencia de los parametros de infeccién y re-
mocion se necesitan los momentos exactos de ocurrencia de cada uno de los eventos
a lo largo de su historia, en la realidad esto no es posible y sélo se pueden detectar

en algunos puntos en el tiempo, el nimero de infectados que son reportados.

Al analizar una enfermedad que se propaga de acuerdo con el modelo SIR, es nece-
sario contar con al menos algunos registros de pacientes infecciosos; no obstante

se deben considerar algunas deficiencias de registro como:

= No toda la poblacién que se ve infectada por cierta enfermedad acude a los

centros de salud.
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= No toda persona que acude al centro de salud puede ser diagnosticada co-

rrectamente a tiempo.
= No se conoce la cantidad de personas susceptibles en una poblacion.

= Se desconocen las condiciones iniciales en las cuales se inicia el proceso de

infeccion.

Puesto que se desea en primera instancia obtener resultados comparativos, se
haran algunos supuestos basicos, al considerarse periodos de anélisis de un ano, se

considera que durante ese intervalo la poblacion es cerrada.

3.3. Caracteristicas del modelo

Con fines comparativos se realizé6 una simulacién con datos sintéticos a partir
de pardametros que coinciden con Fuchs [6], donde en el caso del parametro de
propagacién de la infeccién se considera una tasa de contacto de f = 0.5; mientras
que para el parametro de remocién se utiliza una tasa de v = 0.25, se trabaja
con una poblacién fija de N = 100 individuos, los cuales se dividen en S = 95

susceptibles, I = 5 infecciosos y R = 0 removidos.

100 T T T T T T

60 - 8

Individuos

20+ .

0 bl 10 15 20 25 30 35
Tiempo

FicurA 3.1: Distribucién de curvas generadas con parametro
0= (8,v) = (0.5,0.25).



Capitulo 3. Inferencia en el modelo SIR 31

Resulta interesante, antes de abordar el problema directamente, explorar la vari-
abilidad de la distribucion de las curvas de los procesos de infeccién con los
pardametros anteriores fijos, por lo que se realizé una simulacién con 100 curvas, la

cual se muestra en la Figura 3.2

FI1GURA 3.2: Distribucién de curvas generadas con parametro
6= (8,v) =(0.5,0.25).
La Figura muestra que las curvas representan un patrén comin, ademas se incor-
pora la curva correspondiente al modelo deterministico con los mismos parametros
y resulta claro que las curvas estocasticas se distribuyen cercanas al modelo deter-

ministico.

3.4. Consideraciones

En las siguientes secciones se exponen los resultados al llevar a cabo la inferencia de
los parametros, tanto de infeccién como de remocion en un modelo SIR clasico, el
cual se aborda desde un esquema de un proceso de saltos puros con datos sintéticos.
Este analisis sirve para entender la sensibilidad de los pardametros involucrados.
En este caso, se asume una poblacion total inicial N = 100 conocida de individuos

que se supondra constante durante el estudio.
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3.4.1. Estadistico

Se consideran dos tipos de funciones de distancia aplicados a los estadisticos uti-
lizados para evaluar la discrepancia entre los datos observados y los simulados: la
primera, corresponde a una estadistica multidimensional que considera la difer-
encia absoluta en cada componente de las observaciones contra las simulaciones
Iovs — Isim, por lo que la dimensién correspondiente es igual a la cantidad de
observaciones obtenidas. La segunda, corresponde a una comparacion que resume
la informacién conocida como la distancia de Pearson, definida por ), W

para aquellas observaciones que son distintas de cero, y donde por facilidad en

/ . . , Tai —1I 2
célculos posteriores se obtiene la raiz \/ > %
S

3.4.2. Estimaciéon Kernel y Ancho de Banda

La notacién utilizada es de acuerdo con lo expuesto por Marin [9], en el que refe-
rencia a Wilkinson [15] donde se propone un cambio de perspectiva y reemplazar
un error de aproximacion con una inferencia exacta sobre una aproximacién con-
trolada a la distribucién objetivo basada en una funcién kernel Ky arbitraria, la

cual se considera como una generalizaciéon del ABC clasico.

Asociado con el estimador kernel utilizado, explicitamente incluye un ancho de
banda H, el cual tomara el papel de la tolerancia €, pues en el caso de utilizar un
kernel uniforme, corresponde al caso del ABC con muestreo por aceptacion; por

lo que la distribucién objetivo se expresa como.

[ 7(0)F (2]0) K (t(, y))da
[ 7(0)f (2]6) K (t(x y))drdd

wion(®l) = [ (6. 5ly) =
En el presente analisis se consideran las funciones kernel:

» Uniforme
= Epanechnikov

= Normal
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3.4.3. Meétodo de simulacion de la muestra

Para hacer inferencia eficiente en el caso en el que se utilizaran datos reales, se eva-
luaran diferentes alternativas utilizando datos sintéticos y se elegira la combinacién

que produzca mejores resultados.

Entre los métodos a utilizar se consideran:

= ABC Muestreo por Aceptacion
= ABC MCMC

= ABC SMC

En resumen, se analizaran distintas combinaciones en la implementacion del la
inferencia de los parametros en el modelo de infeccion, que se dividen en tres
elementos:

= El estadistico que compare las discrepancias

e Multidimensional: [Iops — Igim|

Tops;

- : Tobs, —I'sim, )?
e Unidimensional: \/ > {obe; ~Lsim;)”
» La funcién kernel

e Uniforme
e Epanechnikov

e Normal
= El método de muestreo por Monte Carlo

e Muestreo por aceptacion
e MCMC
e SMC
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3.5. Implementaciéon del Método de Inferencia

En el caso que se ha venido trabajando se establecen algunos tiempos de obser-
vacién. En el ejemplo siguiente se escogieron en particular ¢t = (t1,1s,...,t15) =
(1.5,3.5,5.5,7.5,9.5, 11.5,13.5,15.5, 17.5,19.5, 21.5, 23.5, 25.5, 27.5, 29.5), con la tini-
ca caracteristica de ser equidistantes, sin tener ésto importancia relevante en el

andalisis.

La Figura 3.3 muestra los puntos donde se obtuvieron dichas observaciones prove-
nientes de parametros f = 0.5 y v = 0.25, la cantidad de individuos infecciosos
en este caso es de {Iy ;il = {7,8,11,18,21,23,19,14,16,11,9,6,5,4,2}. Estos
datos seran utilizados en todas las combinaciones de metodologias para

comparar la que tenga un mejor desempeno.

100

80 -

60 - Susceptibles
Infecciosos
Removidos

Observaciones ||

Individuos

L
L

40 +

20 -

Tiempo

Ficura 3.3: Ejemplo de un modelo SIR estocéastico con parametro
6 = (0.5,0.25).
En este caso se sabe que los parametros reales que producen los datos observados
son § = 0.5y~ = 0.25, ademas, al ser esta una simulacién se conocen los momentos

exactos en los cuales ocurre cada infeccién y remocién del proceso.

Los estimadores de maxima verosimilitud obtenidos suponiendo informacién per-

fecta son los siguientes:
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5 Z‘el N;
= ! = 0.622654
ﬂ Zie[ irz * Sz * ]1
N,
A= % = (0.25678
ZTERTT * ]7“

donde N;, N, corresponden al nimero total de observaciones de infeccién y remo-

cién respectivamente.

Se observa que los resultados, en este caso son muy parecidos a los parametros
reales, adicionalmente, se puede hacer un andlisis bayesiano que podria incluir

informacion que se tenga del fenémeno.

3.5.1. Recursos para la Simulacion

La simulacion se programé en el lenguaje Python 2.7 y se corrié en una méquina
Desktop, con procesador AMD FX, Quad-Core, 8Gb de memoria RAM en un

sistema operativo Windows 7.

3.6. Muestreo de Aceptacion

En este método las propuestas provienen de una distribucién a priori, para ello
se trabaja con una distribucién Wishart independiente a priori, lo que para cada
parametro corresponde a distribuciones gamma con parametros I';(1, 1), cada uno
de ellos coincide con una distribucién exponencial. Lo anterior con finalidad de
tener una distribucién a priori que contenga la menor informacién posible acerca

de los pardmetros.
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Ficura 3.4: Distribuciones a priori de los parametros.

3.6.1. Rejection Sampling-Kernel Uniforme-Estadistico

Univariado

En el caso donde se establece una estadistica univariada como medida de compara-
cién, por cada punto observado se establece una cantidad h’, la cual servird como
medida de comparacion entre simulaciones, de modo que el ancho de banda to-
tal permitido para el ejercicio con 15 datos sintéticos tomando h' = 5 resulta

h=nh'"=15%5 = T75.

El generar 100 valores tomé 2,362 iteraciones y 48.65 segundos lo que equivale a
un 95.76 % de rechazos con un ancho de banda de h = 75, en la Figura 3.5 se

observa la distribucién de las curvas aceptadas.
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FiGurA 3.5: Distribucién de las curvas que fueron aceptadas.

En la Figura 3.6 se puede apreciar los puntos que fueron propuestos y aquellos

que fueron aceptados con un ancho de banda univariado h = 75.

FicurA 3.6: Puntos rechazados y propuestos.
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En la Figura 3.7 se puede observar solamente los pardmetros 8% que producen
curvas aceptadas y adicionalmente se grafica con un diamante el punto que corre-
sponde a la media marginal en cada componente del vector de pardametros, dicho
estimador resulta en un valor muy préximo al parametro real que produce los
datos; adicionalmente se observa una estructura de correlacion entre los paramet-

ros de infeccién y remocion.

]
0.5+ e ° |
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°
041 . o . * |
..o. . ° .
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e 0.3F e ® o * = [ |
° ] °
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g e .
-*
0.1 e®° )l
(X}
e®
] + ¢ media=(0.506,0.267)
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Ficura 3.7: Distribucion de los puntos aceptados.

Al conservar las mismas condiciones y solamente reducir el valor ' = 3, el ancho de
banda se reduce y se produce una mejor aproximacién a los datos reales mostrado
en la Figura 3.8; sin embargo, como es de esperarse, se produjo una mayor cantidad
de rechazos 98.65 %, en esta ocasién fue necesario producir 7,417 propuestas, las

cuales se evaluaron en un tiempo de 137.04 segundos.
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FiGurA 3.8: Distribucién de las curvas que fueron aceptadas.

Se observa que las curvas generadas se encuentran mas cercanas a los puntos ob-
servados, lo que significa que se tiene una mejor distribucién posterior aproximada
mi.m(0ly). En la Figura 3.9 se puede apreciar los puntos que fueron propuestos y

aquellos que fueron aceptados

14

120

10

FicurA 3.9: Puntos rechazados y propuestos.
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Al comparar la distribucién de los puntos entre los distintos anchos de banda se
puede observar que en la de menor ancho de banda, los puntos presentan ligera-

mente menor dispersion que los de la Figura 3.6.
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FiguraA 3.10: Distribucién de los puntos propuestos.

Una vez que se obtiene una muestra de tamano suficiente, esto ultimo depende de
las caracteristicas de cada problema, entonces es posible obtener los estimadores
que uno desee, ya sean medidas de centralidad, de dispersién o correlaciéon entre
variables. En el ejercicio de simulacion se extrajo una muestra de tamano 10,000,

para un parametro bidimensional.

Se puede hacer inferencia sobre cada parametro, al tomar las densidades marginales,
lo cual se observa en la Figura 3.11. Sin embargo, la muestra misma revela una

ligera correlacion entre los elementos del parametro.

El tiempo que requirié el algoritmo para generar la muestra de tamano 10,000 fue
de 6,688.61 segundos, el niimero de parametros propuestos fue 382,197, resultando

en un porcentaje de rechazos del 97.38 %.

La media de cada componente de la distribucion marginal para la infeccién es B =
0.5252 y para la remocion 4 = 0.25493, las correspondientes varianzas muestrales
marginales son Sg = 0.044742993 y 52, = 0.006864013, ademas calculando el

coeficiente de correlacién se obtiene pg. = 0.684295.
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En la Figura 3.11 se observa que los datos han generado aprendizaje en el modelo,
las curvas representan la distribucion a priori, mientras que la region sombreada

es la distribucién posterior.
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FiguraA 3.11: Distribucién a priori y posterior marginal de los pardmetros.

La distribucion conjunta de los parametros se puede observar en la siguiente Figu-
ra 3.12

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.

()
—_
e

FicgurA 3.12: Distribucién conjunta de los pardmetros.
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El método de Muestreo de Aceptacion utilizando kernel Uniforme o Epanechnikov,
resulta similar, por lo que no se explota mejoria del segundo en puntos de mayor
cercania con los observados, en el caso del kernel Normal, se muestra una incon-
sistencia, ya que el pedir que se rechacen ciertos valores después de un umbral,

conlleva a utilizar un kernel uniforme con un ancho de banda posiblemente distinto.

3.7. Caminata Aleatoria con Metropolis-Hastings:

MCMC ABC

Utilizando una modificacién del algoritmo para la simulacion en el cual se pue-
da aprovechar la estimaciéon kernel y comparando entre las funciones kernel se

desarrolla el siguiente analisis.

Se desarroll6 un algoritmo en el que las propuestas fueran caminatas aleatorias
con dos tipos de kernel de transiciéon Normal. El primero con una dispersion en la
que cada componente explore en puntos lejanos, mientras que el segundo, con una

dispersién menor, sea capaz de obtener puntos cercanos y enriquecer la muestra.

En todas las simulaciones Caminata Aleatoria con Metropolis-Hastings o RWMH
(Random Walk Metropolis-Hastings) se generaron 5,000 propuestas para el algo-
ritmo, posteriormente se considera el tiempo de burn-in y la extraccién de una
muestra independiente calculando el Tiempo de Autocorrelacién Integrada o TAT

(Integrated Autocorrelated Time).

Se consideran pasos en los cuales no hay correlacién en los parametros, por lo que

la matriz de dispersién del kernel de transicién se puede ver como:

De tal forma que las propuestas del parametro 6 se obtienen mediante:

0 = ]Ia;:oN(G(i’”, X))+ (01— szo)/\[(e(kl), ¥s)
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donde z se distribuye Bernoulli con probabilidad de éxito p = 0.5, por lo que se
tienen dos tipos de pasos y es posible realizar una exploracion del espacio mas
eficiente. Inicialmente se propone que no haya correlacion entre los datos, pero

esto se podria corregir conforme se conoce mas del proceso.

3.7.1. El caso Multidimensional

En el caso donde se utiliza un estadistico multidimensional entre las observa-
ciones y las simulaciones, se utiliza la diferencia elemento a elemento, (|/ops,1 —
Isimls - - s |[Lobsp — Lsimpl), donde p es la cantidad de observaciones del fendmeno.
Al ser el estadistico resultante de caracter multidimensional, la estimacién por
kernel utiliza también las formas multivariadas de los mismos, en los cuales se

supondra la matriz de ancho de banda de la siguiente forma.

_hll 0 e 0 1
0 hy --- 0 '
H = . . ) . = dlag(hn,hgg,...,hpp), h” >0
0 0 - hy

Recordando la distribuciéon de curvas generadas por el verdadero parametro en la
Figura 3.2 se observa que en los puntos més altos se concentra una mayor dispersion
de las curvas, por lo que se establecera que el ancho de banda sea proporcional a

la magnitud de cada valor observado en Ipys.

Al utilizar un kernel uniforme, la propuesta inicial es muy importante, puesto que
si estd muy alejado del verdadero parametro y el kernel de transiciéon Markoviano
no es lo suficientemente extenso en el soporte, de tal manera que propicie una
exploracion del espacio, sera dificil que se acerque a los verdaderos parametros,
por lo que se opta por los kernels de transicién de tipo gaussiano para generar
propuestas. Ademas, se consideran dos kernels de transicion, gaussianos, uno con
parametro de dispersion o7 = 0.5 y el otro con o5 = 0.02, de tal manera que se
pueda explorar el espacio y también obtener muestras de puntos con probabilidad

alta.
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3.7.2. RWMH-Kernel Uniforme-Estadistico Multivariado

Se realizaron diversas pruebas para comprobar la sensibilidad de los componentes

involucrados en la estimacién.

En todos los casos se realizan 5,000 valores propuestos sin quitar los puntos corre-
spondientes al burn-in, utilizando un ancho de banda igual a H = diag(0.510ys),
con punto inicial precisamente en los valores exactos del pardmetro (0.5,0.25), se
obtuvieron muy pocos puntos que aparecen en la Figura 3.14, que producen las

curvas de la Figura 3.13.
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FicuraA 3.13: Curvas de paramet- FicuraA 3.14: Pardametros acepta-
ros aceptados. dos.

Lo cual indica que el valor 0.5 es muy restrictivo, por lo que se amplia H =
diag(0.61pps), de igual manera se considera que el punto inicial es el pardmetro

exacto (0.5,0.25), resultando las distribuciones de la Figura 3.15
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FIGURA 3.15: Distribucién de las curvas aceptadas (izquierda) y Pardmetros
aceptados (derecha).

Bajo las mismas condiciones, solamente al cambiar el punto inicial por (5,5), y al
realizar varias veces el ejercicio no se obtuvieron valores aceptados, adicionalmente
se realizé el ejercicio con punto inicial en (2,1), con los mismos resultados, esto

indica la gran sensibilidad del modelo a iniciar en puntos alejados.

Se exploré la opcién de cambiar a un kernel H = diag(0.751pps), con punto inicial

el pardmetro exacto. El resultado se observa en las Figuras 3.16 y 3.17.
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FigurA 3.16: Distribucion de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.

En la Figura 3.17 el punto inicial es (1,1) donde se observa que conforme el punto

inicial esté més alejado del verdadero parametro, en promedio se necesitara de
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una mayor cantidad de simulaciones para alcanzar el burn-in, esto se nota en la

densidad de las curvas, respecto de las de las generadas por la Figura 3.16.
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Fi1GurA 3.17: Distribucién de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.

3.7.3. RWMH-Kernel Epanechnikov-Estadistico

Multivariado

Este kernel tiene problemas parecidos al kernel uniforme para alcanzar la regién
que abarca el ancho de banda, pero una vez que alcanza dicha region, es més facil
acercarse a puntos de probabilidad alta, cosa que no pasa con el kernel uniforme,
en el cual s6lo importa que las discrepancias estén en la region que abarca el ancho
de banda.
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FicurA 3.18: Distribucién de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.
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En la Figura 3.18 se observa la simulaciéon con instancias similares a las vistas
para el kernel uniforme, en este caso el ancho de banda se establece por H =

diag(0.7510ps) v el punto inicial es (1,1).

En el experimento de cambiar el punto inicial por el (2,2), todas las propuestas

fueron rechazadas.

En la Figura 3.19 se muestra que tampoco es bueno permitir un ancho de banda

demasiado grande, H = diag(1.51pps), en este caso el punto inicial es (2,2).

F1GUurA 3.19: Distribucién de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.

Algo conveniente seria que una vez alcanzada la regién y se obtengan puntos de

alta probabilidad, se reduzca el tamano del ancho de banda.

3.7.4. RWMH-Kernel Normal-Estadistico Multivariado

Este kernel resulta mas robusto puesto que se tiene un soporte mas extenso y es
posible comparar puntos en cualquier parte del espacio, la ventaja es que por
las propiedades del recocido simulado involucrado en el algoritmo Metropolis-

Hastings, es posible acercarse a puntos de probabilidad alta de manera eficiente.

En la siguiente Figura se observa la evoluciéon de las propuestas, en las que se

comienza con el punto inicial (5,5), el cual es muy lejano del valor real, el ancho
de banda se fija por H = diag(0.7510ps).
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FiGUurA 3.20: Distribucién de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.

En la siguiente Figura se observa un ancho de banda més reducido H = diag(0.610ps),
con punto inicial (1,1). Resalta la lejania de una de las curvas en el cuadro de la

izquierda de la Figura 3.21 la distribucion del punto inicial.
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F1GUurA 3.21: Distribucién de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.

Otra ventaja de utilizar kernel normal se puede observar al reducir el ancho de
banda de tal manera que H = diag(0.110ps), con punto inicial (1,1). Recordando
que con el kernel uniforme el factor mas chico explorado fue 0.5 y casi todo fue

rechazado, en este caso se tiene un valor de 0.1.
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FiguraA 3.22: Distribucion de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.

3.7.5. Caso del Estadistico Univariado

El estadistico utilizado para llevar la comparacién de forma univariada es la si-

p  (Iobs,i—Isim,i)?

uiente . donde es la cantidad de observaciones.
i=1 1ops,i !
S,1

El ancho de banda se establece como un factor que se multiplicara por el nimero

de observaciones, esto es, H = fp, en este caso p = 15.

3.7.5.1. RWMH-Kernel Uniforme-Estadistico Univariado

Como en el caso multidimensional se exploré la sensibilidad del ancho de banda y

el punto inicial en el cual se comienza la simulacion.

En primer lugar se probé utilizando un ancho de banda H = 0.5%xd = 0.5%15 = 7.5,
y comenzando en el punto (1,1). No se obtuvo ninguna aceptacién. Al incrementar
el ancho de banda a H = 1 x 15 = 15 tampoco se aceptaron puntos; sin embargo,

para el ancho de banda H = 1.5x15 = 22.5 se obtuvieron los siguientes resultados:
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Fi1GURA 3.23: Distribucién de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.

Es de notar que la dispersion comparada con el kernel multivariado resulta visual-

mente menor.

Al cambiar el ancho de banda a H = 2.5 % 15 = 37.5 y conservar el punto inicial

en (1,1), se presenté el resultado de la Figura 3.24.
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FigurA 3.24: Distribucion de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.

Lo cual resulta en una mayor cantidad de puntos aceptados respecto de la forma
multivariada, al conservar el ancho de banda y explorar la convergencia en un

punto mas lejano (2,2), el resutado fue el que se muestra en la Figura 3.25.
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FiGURrA 3.25: Distribucién de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.

El utilizar un estadistico univariado permite una mejor aproximacion a los datos,
puesto que se evaliia de manera global la dispersién total permitida que evalia el

ancho de banda.

3.7.5.2. RWMH-Kernel Epanechnikov-Estadistico Univariado

Los resultados de esta implementacién resultan parecidos a los de utilizar un kernel
uniforme; sin embargo, una vez que se encuentra dentro del ancho de banda, las

propuestas se enfocan en puntos de mayor probabilidad.

Considerando un ancho de banda H = 0.5%15 = 7.5 y punto inicial (1,1) se obtuvo

la siguiente distribucién, que arroja pocos datos aceptados.
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FI1GURA 3.26: Distribucién de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.

La cantidad de puntos aceptados es muy poca, por lo que se aumenta el ancho de
banda a H = 15, conservando el punto inicial (1,1), el resultado se observa en la
Figura 3.27
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FiguraA 3.27: Distribucion de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.

En la Figura 3.28 se observa una mejoria en la obtencién de la muestra, de manera

similar con el kernel uniforme se propone un ancho de banda H = 1.5 % 15 = 22.5.
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FiGUurA 3.28: Distribucién de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.

Finalmente se compara con un ancho de banda H = 2.5 x 15 = 37.5, el resultado

mostrado en la Figura 3.29 presenta mayor dispersién como se espera.
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F1GUurA 3.29: Distribucién de las curvas aceptadas y Parametros aceptados.

3.7.5.3. RWMH-Kernel Normal-Univariado

En el caso multivariado se mostré que el utilizar el kernel normal resulta mas
robusto para encontrar puntos que reflejen curvas que se parezcan a las observa-

clones.
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Explorando para un ancho de banda pequeno en el contexto de este problema
H = 0.1 %15 = 1.5 con punto inicial para la simulacién (1,1), se obtiene la
Figura 3.30.
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Ficura 3.30: Pardmetros aceptados H = 0.1 % 15 = 1.5, 6O = (1,1).

Al experimentar con puntos iniciales que se encuentran alejados se observa que el
método se desempena muy bien, acercando rapidamente a curvas con valores muy

cercanos a los datos observados.
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FI1GURA 3.31: Pardametros aceptados H = 0.5 x 15 = 7.5, 6 = (5,5).

Después de las Figuras anteriores, resulta claro que con un ancho de banda mas
holgado y un punto inicial no tan alejado, se obtiene un buen desempeno del

algoritmo.
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FIGURA 3.32: Pardmetros aceptados H = 1 x 15 = 15, 0 = (1,1).

En la siguiente Figura se experimenta con un ancho de banda més grande y el
mismo punto inicial; es de notar que se preserva la forma y la distribucién es muy

parecida a la de las curvas generadas por el parametro exacto.

FiGurA 3.33: Parametros aceptados H = 2 % 15 = 30, 90 = (1,1).

Contemplando en este caso un punto relativamente lejano #() = (5,5) se puede
observar en la Figura 3.34 de las curvas descritas por los parametros aceptados que
a la izquierda se generan curvas delgadas, las cuales provienen de los parametros
aceptados en el burn-in. Una vez que la distribucién converge, se observa que las

curvas se ajustan de manera cercana a los puntos observados.
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F1GURA 3.34: Pardmetros aceptados H = 2 x 15 = 30, 0 = (5,5).

El resultado es considerablemente mejor que las otras funciones kernel vistas an-
teriormente por ser mas robusto y permitir anchos de banda mas reducidos que

los anteriores.

Con el fin de mostrar la robustez de hacer uso de un kernel normal, utilizando un
estadistico univariado y un kernel Gaussiano se presenta una simulacién utilizando
una Caminata Aleatoria con Metropolis-Hastings, en el cual el punto inicial se
encuentra muy lejano al pardmetro que origina las observaciones, el punton inicial
0 = (50, 50). El ancho de banda utilizado fue de H = 1.75 * 15, como resultado

se obtuvo la caminata aleatoria que se muestra en la Figura 3.35.

120

FIGURA 3.35: Pardmetros aceptados H = 1.75 % 15 = 26.25, 6 = (50, 50)
con burn-in.
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Como puede observarse en la grafica de la izquierda de la Figura 3.35 hay algunas
trayectorias que no se parecen a los datos observados; no obstante, estos represen-
tan las simulaciones antes de quitar el burn-in, después de quitar los parametros

propuestos antes de la convergencia se obtienen las graficas de la Figura 3.36.

FIGURA 3.36: Pardmetros aceptados H = 1.75 % 15 = 26.25, 6 = (50, 50)
quitando el burn-in.

En la Figura 3.37 se observa la distribucién conjunta antes de quitar el burn-in
a la izquierda y a la derecha después del burn-in, en la que los puntos blancos
corresponden a las propuestas aceptadas por el algoritmo, a pesar de la larga
trayectoria, se observa que la masa de los puntos se concentra cerca del parametro

real.
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Ficura 3.37: Distribucion conjunta antes y después del burn-in.

Al quitar el burn-in se observa con mayor detalle la densidad acumulada de las

observaciones, la cual se centra cerca de los pardametros reales.

A continuacién se desea mostrar una muestra considerable de la distribucién pos-
terior aproximada, utilizando un estadistico univariado, kernel Normal, mediante
el método de simulacion de Caminata Aleatoria con Metropolis-Hastings, el pun-
to inicial que se elige es (1,1) y el valor & = 1.75, los resultados se muestran a

continuacion.

FIGURA 3.38: Pardmetros aceptados H = 2 x 15 = 30, 6 = (5,5).
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Es muy notorio que los puntos se sitian alrededor del parametro que generé los
datos, dicho parametro es (0.5,0.25). En la Figura 3.39 se muestra la distribucién

conjunta de la muestra.
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FicuraA 3.39: Distribucién conjunta de la muestra

Al graficar las densidades marginales de cada parametro se generan las graficas
de la Figura 3.40, donde la grafica de la izquierda corresponde al parametro de
infeccién, en el cual la media de la muestra es B = 0.5323, valor muy cercano
al verdadero parametro § = 0.5. Por otro lado, el pardametro de recuperacion se
muestra en la grafica de la derecha, el promedio de la muestra es 4 = 0.2452, el

cual también es muy cercano al verdadero valor v = 0.25.
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Ficura 3.40: Distribuciéon conjunta de la muestra.

3.8. ABC SMC

Una alternativa para mejorar la estimacién de los métodos anteriores correspon-
deria en tratar de combinar ambos métodos. Esta idea se explota secuencian-
do, puesto que se desearia tomar puntos de acuerdo con cierta propuesta, discri-
minando los que no son de interés y, en aquellos que si son puntos que presentan
similaridad con las observaciones, realizar una exploracién en vecindades de dichos
puntos. Ademads, se desearia que el ancho de banda se ajustara conforme evolu-
ciona el algoritmo, de tal manera que cada vez se tenga una mejor aproximacién

a la distribucion posterior real.

Inicialmente se consideran parametros provenientes de una distribucién a priori,
dichos puntos se evaliian y resultan en realizaciones del proceso, de estas realiza-
ciones se obtienen aquellas que cumplan con un ancho de banda incial Hy, las
curvas se ponderan de acuerdo con la estimacion kernel y de ellas se remuestrea

para obtener los propuestas que contengan mayor probabilidad.

En la Figura 3.41 se observan los puntos por los que pasan las distribuciones pro-

puestas, y se marcan las trayectorias que quedan dentro del ancho de banda inicial.
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Posteriormente se toman los parametros aceptados y se perturban en regiones
cercanas y se ajusta el ancho de banda. Lo anterior se realiza de forma secuencial,

para finalmente obtener algo como se muestra en las Figuras 3.41 y 3.42.
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FIGURA 3.41: Distribucion de las curvas con SMC.
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FiGURA 3.42: Distribucién del parametro.

En la Figura 3.42 se puede observar cémo va evolucionando la distribucién tanto
de los puntos como de las curvas y se perciben como capas en las que se mejora

la precisién de la distribucion aproximada g (6|y).
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3.9. Comparacion entre Métodos

El utilizar un estadistico univariado simplifica el hecho de observar las discrepan-
cias una a una, como lo hace el estadistico multivariado, ademas se observa una
discrepancia global, en lugar de discrepancias individuales, lo cual es bueno, ya
que permite cierta flexibilidad en el algoritmo. Resulta mas natural el poder tener
discrepancias globales, pues cada una de nuestras observaciones pesa lo mismo y
el que se cometa cierto error en una de ellas, a pesar de que el resto tuviera una
muy buena aproximacién, resultando en descartar la propuesta, se distingue por
ser un criterio muy restrictivo. Ademas, el establecer los tamanos de las compo-
nentes de la matriz de ancho de banda en kernel mltivariado, resultan un trabajo
extenuante. Es comun reducir la dimensionalidad de algunos problemas, aunque
ello implique en algunos casos la pérdida de informacién, en este caso, lo que se

gana es un poco de eficiecia, pues se simplifica el trabajo de simulacion.

Se realizaron distintos ejercicios, en los cuales se comprobd la robustez de utilizar
estimacion de densidad por Kernel, y sobre todo, el hacerlo utilizando un kernel
que tuviera un soporte méas extenso, la eficacia radica en el hecho de que es posible
comparar las propuestas respecto al parametro en el cual se encuentra en el algo-
ritmo, no importando la lejania entre la propuesta y el punto actual. En el caso
de distribuciones que estan truncadas no es posible comparar los puntos cuando
la propuesta genera valores fuera del soporte de la distribucion. Siendo ésta una
dificultad, lo mas conveniente es utilizar un kernel que tenga un soporte lo mas
amplio posible, en el caso abordado en este trabajo, utilizar un kernel Normal

generé muy buenos resultados.

Finalmente, el método de muestreo, en el cual se mostré que el de Muestreo por
Aceptacion estd muy limitado y no permite la utilizacion de un kernel mas exten-
so; al comparar éste método con la Caminata Aleatoria con Metropolis-Hastings,
se observd que la caminata tiene un mejor desempeno, se exploté el utilizar difer-
entes tipos de pasos como propuestas, tanto para explorar el espacio como para
obtener valores que tuvieran alta probabilidad, lo que permitié una mejor tasa de
aceptacion en éste algoritmo. El utilizar SMC, obtiene muy buenos resultados; sin
embargo, en este tipo de problema puede tardar en converger, puesto que consiste
en la generacién de una cadena completa para cada ancho de banda (tolerancia);

algoritmos como este pueden ser utilizados para distribuciones multimodales o
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aquellas en las cuales los parametros evolucionan a través del tiempo. En cuestién

de eficiencia, se prefiere el desempeno del método utilizando Caminatas Aleatorias.



CAPITULO 4

INFERENCIA CON DATOS REALES

4.1. Inferencia de los parametros con

Datos Reales

En este capitulo se implementa el método tedrico de inferencia desarrollado en
los capitulos previos con informacién real, para lo cual se utilizaron los datos
provenientes de la pandemia de influenza espanola que se desato en 1918 y que se

estima que afecté a alrededor de 500 millones de personas alrededor del mundo.

El nimero de muertes debidas a la pandemia fue mucho mayor que el nimero de
muertes ocasionados por la recién terminada Primera Guerra Mundial que tuvo

un impacto de 9 millones de pérdidas humanas.

Los datos a los que se hace referencia corresponden a la distribucion temporal de

influenza espafiola en San Francisco, Estados Unidos en 1918. !

!Departamento de Higiene, 1922. Capitulo 7, Seccién 2. de los Registros Epidémicos y métodos
preventivos de influenza en los Estados Unidos de América En: Influenza (Ryukousei Kanbou).
pag. 431-484. Tokyo, Japon: Ministerio del Interior.

64
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CUADRO 4.1: Distribucién temporal de influenza espafiola en San Francisco,

EEUU, 1918

Fecha

Tiempo Casos

Fecha

Tiempo Casos

23-sep
24-sep
25-sep
26-sep
27-sep
28-sep
29-sep
30-sep
0l-oct
02-oct
03-oct
04-oct
05-oct
06-oct
07-oct
08-oct
09-oct
10-oct
11-oct
12-oct
13-oct
14-oct
15-oct
16-oct
17-oct
18-oct
19-oct
20-oct
21-oct
22-oct
23-oct
24-oct
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124
150
201
320
438
510
698
689
856
1104
1189
1190
1143
2058
1943

25-oct
26-oct
27-oct
28-oct
29-oct
30-oct
31-oct
01-nov
02-nov
03-nov
04-nov
05-nov
06-nov
07-nov
08-nov
09-nov
10-nov
11-nov
12-nov
13-nov
14-nov
15-nov
16-nov
17-nov
18-nov
19-nov
20-nov
21-nov
22-nov
23-nov
24-nov

32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
20
51
52
23
o4
95
o6
57
o8
59
60
61
62

2319
1916
1443
1424
1450
1481
672
257
467
385
379
457
305
337
221
234
115
132
185
240
130
104
100
36
38
26
34
36
50
43
19




Capitulo 4. Implementacion con Datos Reales 66

En el Cuadro 4.1 se puede observar el registro de la evoluciéon del nimero de
personas infectadas de forma diaria, la cual, revela la grafica de la figura 4.1,
donde resultan muy notorios los saltos en el rango de tiempo 30 a 39, permitiendo
la pregunta sobre el criterio que se utilizé para determinar si una persona ain

seguia enferma y si dicho criterio fue homogéneo.

Incidencia de personas infectadas
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FiGURA 4.1: Casos de Influenza espanola en San Francisco, 1918.

En el capitulo anterior se analizé que para este tipo de problema la combinacién
de Estadistico, Kernel y Método Monte Carlo que resulté mas eficiente en la ge-
neracién de una muestra de la distribucién de aproximada fue el utilizar un es-
tadistico univariado, porque resume la informacién global; un Kernel Normal, el
cual le proporciona robustez al algoritmo; y un método de muestreo basado en
Random-Walk Metropolis Hastings, en el cual, se consideraron dos tipos de pasos
para explorar de mejor forma el espacio utilizando dos tipos de Kernel de transicién

Normal, que se diferenciaron por el tamano del parametro de dispersion.

El primer problema al tomar estos datos, es enfrentarse a la poblacion en la ciudad
de San Francisco en 1918, la cual se estima en alrededor de medio millon de

personas; debido al volumen de poblacién y a que el Algoritmo Gillespie simula el
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comportamiento de cada una de las particulas a la vez, el costo computacional es
demandante. Otro problema es el del subregistro, al ser una enfermedad nueva, los
métodos de registro al inicio de la enfermedad no son tan precisos; sin embargo,
conforme evoluciona la enfermedad y al ser de alto riesgo, se destinan mayores

recursos para obtener una mayor precision de los datos.

Al realizarse las simulaciones correspondientes para obtener la distribuciéon apro-
ximada, se obtuvieron las curvas descritas en la grafica de la Figura 4.2. Al ser una
enfermedad nueva, es posible que toda la poblacién se halla visto afectada, pero
solo algunos tuvieron registro de haberse enfermado, como lo muestra el total de
casos a lo largo de la pandemia en el Cuadro 4.1, en el cual se registraron 28,310
casos, lo que representa aproximadamente el 5% de la poblacién en dicha ciudad.
Esto permite establecer una estimaciéon del ntimero de personas susceptibles en
el modelo al inicio de la simulacion, estableciéndose como poblacion inicial Sy un
total de 25,000 personas, se comienza con un total inicial de infectados de Iy = 4

y ningin individuo recuperado Ry = 0.

2500 . . . . . .
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1000
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FIGURA 4.2: Distribucién de curvas del parametro



Capitulo 4. Implementacion con Datos Reales 68

Se puede notar que las simulaciones se ajustan de manera cercana a los datos
observados, aunque existen puntos que se alejan de las curvas simuladas, esto
podria ser debido a diversos factores, que van desde la precisién con la que se
hace el registro de los individuos, la concientizaciéon de la poblaciéon a prevenir y
no exponerse a la enfermedad, el subregistro, el criterio de acuerdo con el cual se
diagnostica a las personas, el que el modelo que se haya escogido sea el adecuado,
etcétera. Todo ello implicando cambios en la medida con la cual se desarrolla el
fenémeno. Sin embargo, es notorio que aun asi, el modelo se ajusta muy bien y

cubre la mayoria de los puntos observados.
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F1GURA 4.3: Distribucién del pardmetro

El costo computacional fue enorme pues el volumen de la poblacion susceptible
demanda recursos tanto de memoria, como de proceso para llevar a cabo cada
una de las simulaciones. Se realizaron 10,000 propuestas, en el cual se permitié un

ancho de banda de H = 40(#/oss), recordando que en los datos reales, entre el 22
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y el 23 de octubre existe un salto de casi mil casos, por lo que se considera una

buena aproximacién a la distribucién aproximada.
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FIGURA 4.4: Distribucién del pardmetro

Al calcular la media en cada una de las componentes de 6, se obtuvo que para el
parametro de contagio B = 0.654, mientras que que en el caso del parametro de
recuperacion se obtuvo 4 = 0.348, lo cual tiene asociado un ntimero de reproduc-
cién bésica de Rf, = 1.879. Este nimero es muy cercano a 2 e implica, al ser mayor
que 1, que la infeccién puede llegar a propagarse extensamente en la poblacion y

que concuerda con el rango que expone Mills [10].
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De acuerdo con lo anterior, se ha reforzado la utilidad de los métodos de aproxi-
macién bayesiana aplicados a problemas en los cuales no se cuenta con una funcién
de verosimilitud tratable computacionalmente y en los cuales, hasta la fecha no se

ha ideado alguna alternativa diferente que permita realizar la inferencia.



CAPITULO 5

CONCLUSIONES

Los modelos son caricaturas inteligentes de la realidad; es decir, son visiones en
gran medida simplificadas que intentan capturar la esencia de fendémenos reales,
puesto que existen infinidad de variables involucradas que tienen un efecto so-
bre el fenémeno. Las menos significativas provocando pequenas desviaciones que
percibimos como ruido en las mediciones del fenémeno. Cuando dichas desvia-
ciones presentan un tipo de comportamiento estable, se puede construir una teoria

que involucre estos factores que se perciben como estocasticos.

Entre mayor sea la capacidad del ser humano por entender el medio que lo rodea,
mayor serd la capacidad para enfrentar los posibles riesgos a los que se pueda
enfrentar. Es por tal motivo que el ser humano busca constantemente la explicacién
de los mecanismo y las leyes que gobiernan su entorno, ayudédndose de todas las
herramientas disponibles a su alcance. En ocasiones las expresiones matematicas de
las cuales nos valemos para desarrollar una teoria de los modelos son insuficientes,
pero la incesante necesidad de explicacion vence la impotencia, es entonces cuando

se recurre a herramientas que provean algin tipo de aproximacién a los resultados.

De manera similar, la inferencia estadistica que se ha construido depende en gran
medida de la funcién de Verosimilitud. Sin embargo, en ocasiones ésta resulta
intratable. Es por eso que se han desarrollado métodos que puedan ofrecer resul-

tados aproximados para obtener resultados ttiles. La técnica desarrollada hasta el

71
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momento es lo que se conoce como Computaciéon Bayesiana Aproximada, la cual
aun sigue definiéndose, puesto que no existen métodos estandares o definiciones
que se puedan aplicar de manera general. Los problemas se abordan de manera
muy particular, lo cual ha ampliado la diversidad de metodologias para mejorar

la eficiencia de los algoritmos desarrollados para su implementacién.

La aplicacion de éstos modelos en salud resulta 1til como ya se expuso para las
ciencias bésicas, pero ain mas, para el desarrollo de politicas publicas en salud
que permitan controlar, prevenir y atender emergencias epidemiolégicas oportuna-
mente. Otra aplicacion es en el estudio de la evolucién de la resistencia a medica-

mentos.

El modelo de compartimentos que se abordé es sencillo, pero ain asi, presenta
muchas dificultades para su desarrollo. EI problema se complica conforme aumen-
tan el nimero de observaciones y la definicién de factores involucrados, la definicién
de los anchos de banda adecuados, o la del kernel de transicion para realizar nuevas

propuestas son decisivos en la eficiencia del modelo.

El modelo se puede especializar, ya que se hicieron algunos supuestos inicial-
mente, y que bien podrian incluirse en un modelo més robusto para obtener una
mejor aproximacion de la realidad. Por ejemplo, se hicieron supuestos sobre que
se conocia la cantidad inicial de individuos en cada compartimento; se supuso que
no habia efectos de mortalidad, natalidad ni migracion, se asumio que sélo habian
tres tipos de compartimentos y que no habia tiempos de latencia para cambiar la
transicién entre dichos compartimentos. Mas atin, se supuso un modelo especifico
para la inferencia, pero se descartd hacer una comparacion o un método secuencial

que revelara un modelo matematico que se ajustara mejor a los datos.

Otro problema concerniente al modelo que se utiliza para tratar los datos es que
en inferencia estadistica usual, a pesar de que los datos provengan de un modelo
en particular, quiza éstos datos se parezcan mas a los de otro modelo, por lo que

siempre cabe la posibilidad de cometer un error de especificacion.

5.0.1. Datos de Epidemias

Es conocido que los registros de personas con infeccion estén subestimados, por
multiples circunstancias. En primer lugar, muchas personas interpretan sintomas

y los relacionan con base en su experiencia en alguna otra enfermedad de menor
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riesgo o simplemente no asiste a un centro de salud donde se pueda realizar aten-
cién médica y obtener registro del caso. En algunas otras ocasiones, el diagnéstico
podria no ser preciso y provocar que la enfermedad no sea detectada a tiempo.
Finalmente, los sistemas de salud en muchas ocasiones carecen de los recursos
suficientes, ya sean técnicos, humanos, tecnolégicos o de alguna otra indole para
llevar a cabo sus labores, por lo que también el registro se puede ver afectado por
no existir los medios para su difusién, o bien para su captura. El problema de
subestimacion del volumen de informacion es todo un tema, para el cual también

se desarrolla teoria y para el cual se pueden extender resultados.

Si bien es posible utilizar modelos deterministicos para la inferencia de los parame-
tros de infeccién y contagio utilizando métodos de optimizacion de minimos cuadra-
dos, el objetivo de este trabajo se centr6 en utilizar un tipo de modelo estocastico
y existen razones fuertes para introducir un modelo de este tipo. Aunque es posi-
ble realizar una combinacién, en la que mediante éstos modelos deterministicos se
propongan parametros que aproximen trayectorias a las observaciones obtenidas.
En la vida real, los procesos ocurren de forma estocéstica, lo cual le proporciona
flexibilidad y se ajusta mejor a los datos. El modelo estocastico permite traba-
jar con conteos pequenos, ya que el deterministico se basa en conteos grandes en

promedio.

La inferencia estadistica para estos modelos puede resultar desafiante, puesto
que las verosimilitudes asociadas a estos fenémenos resultan computacionalmente

caras, e incluso intratables.

Existe mas de una forma de plantearse un modelo estocastico de propagacién de
enfermedades. El que se abordo en el presente trabajo es utilizando un proceso de
saltos puros, en el cual el principal supuesto es que los saltos corresponden a un
Proceso Poisson no Homogéneo en el cual las tasas dependen de las cantidades de
individuos en cada compartimento. La desventaja de este método es que conforme
el nimero total de individuos crece, el tiempo computacional requerido para re-
alizar cada simulacion es méas demandante. La ventaja es que se tiene detalle del
salto de cada individuo entre los compartimentos en el tiempo. Otro modelo es-
tocastico posible el cual puede manejar el problema de tener poblaciones grandes

es utilizando procesos de difusion.

Siempre que se realiza una investigacién de este tipo es necesario recibir una

retroalimentacion por parte de expertos de la salud, los cuales indicaran relaciones
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efectos y consecuencias, en este caso los virdlogos son parte indispensable para el
entendimiento del problema, pues conocen mas de la dindmica de los fenémenos
relacionados como coinfeccién o superinfeccion. Se debe reconocer que la base
de un buen modelo estd directamente relacionada con el claro entendimiento del
fenomeno, los factores principales que lo afectan y el reconocimiento de los ele-

mentos que intervienen en él.

En el caso de las IRA’s (Infecciones Respiratorias Agudas), se tiene una especial
vigilancia por parte de las autoridades, haciendo uso de reportes en hospitales para

monitoreo y determinar cual es el virus dominante.

En los resultados expuestos se comprobd que es posible realizar inferencia sobre los
parametros de infeccién y remocion, se verifico que el costo computacional tanto

en memoria como en proceso crece demasiado conforme la poblacién aumenta.

Se observé que utilizar métodos de estimacién kernel proporcionan un enfoque

mas robusto a la utilizacién de métodos ABC estandar.

Para este tipo de problema se mostré que la mejor combinacién se obtuvo haciendo
uso de un estadistico univariado, pues es capaz de resumir la informacion y permite
mayor holgura en el error de pocas observaciones sin descuidar las discrepancias
globales respecto de los valores observados. También el utilizar un kernel que
tuviera un soporte extenso para permitir la exploracién y comparacion de puntos
en el espacio de parametros, en el caso tratado aqui, el kernel Normal, fue el que
presentd mayores ventajas. En cuanto al método para generar la muestra, utilizar
una Caminata Aleatoria con Metropolis-Hastings, en el que se proponen diferentes

tipos de pasos, conlleva una mas eficiente exploracion del espacio.

La inferencia misma no es un proceso que permita la determinacién exacta de
los parametros a menos que se posea una cantidad infinita de informacion, rep-
resenta el problema mismo de la modelacién matematica, al llevar un problema
real al lenguaje de las matematicas de manera simplificada para que pueda ser

interpretada y calculada.

Los métodos ABC permiten abordar problemas de inferencia de una extensa can-
tidad de modelos, los cuales no se pueden abordar con métodos tradicionales. Por
lo tanto, es una alternativa cuando se han agotado los métodos para atacar el

problema. Es por eso que se ha abierto el interés en temas tedricos y aplicaciones,
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la eficiencia del método puede ser mejorada mediante técnicas secuenciales y re-

gresién post-proceso en la salida de datos.

Se espera que avances futuros se enfoquen en herramientas que hagan 1til el ABC
en una mas amplia gama de modelos paralelamente al pre y post métodos de

procesamiento.

La utilizacion de la Computacion Bayesiana Aproximada es muy empirica, es nece-
sario establecer algunos principios para el analisis de datos y una suficiencia apro-

ximada.

En estudios posteriores se puede abordar temas como:

= Métodos relacionados con la eficiencia de los algoritmos.
» Velocidad de convergencia y creacion de estadisticos suficientes.

= Generalizacién del modelo SIR con distintas cepas interactuando en una

poblacién.

= Utilizar distintos tipos de modelos de compartimentos y comparacién entre

ellos.

= Modelos que permitan la evolucién de los parametros en el tiempo.
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