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Resumen

Muchas de las reacciones en la cinética de enzimas se rigen por la ecuaciéon de Michaelis-Menten.
La caracterizacién de estas reacciones requiere la estimacion de los pardametros de K, y Viner que
determinan la ecuacién de Michaelis-Menten y esto se hace mediante la observacién de las tasas de
reacciones en un conjunto de concentraciones de sustrato. Esta eleccién de las concentraciones de
sustrato se investigd mediante la determinacién del diseio éptimo usando el criterio D-6ptimo que
maximiza el determinante de la matriz de informacién de Fisher.

La matriz de informacién de Fisher se formula para el modelo no lineal de Michaelis-Menten y para las
distribuciones normales. Disefiar experimentos para modelos no lineales de ajuste, se complica por el
hecho de que las varianzas de las estimaciones de los parametros dependen de los valores desconocidos
de estos parametros. Se hace una revisién del modelo no lineal con distintos enfoques para el diseno
o6ptimo y se recomienda el diseio D-6ptimo local y el diserio D-6ptimo bayesiano para el modelo no

lineal de Michaelis-Menten.
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Capitulo 1

Introduccion.

En el nivel actual de desarrollo de la ciencia y la tecnologia muchas investigaciones en la fisica, la
biologia, la quimica, la metalurgia, etc, requieren creacién de experimentos complicados y costosos. La
medicién de una cantidad experimental se realiza siempre bajo la influencia de algunos obstaculos que
no pueden ser eliminados por completo a pesar de los esfuerzos de los investigadores para mantenerlos
al minimo. Debido a esto, el investigador no se ocupa de cantidades deterministas, pero con cantidades
aleatorias. En algunos casos, las cantidades medidas son al azar, por la variedad de su naturaleza. Es
necesario hacer frente a la mediciéon de las cantidades en la mecanica cuéntica, en las investigaciones
biolégicas, en ciertos problemas de cinética quimica, y otras ramas de la ciencia. La necesidad de
aplicar estadistica matemaética a la reduccién de los resultados de las mediciones es evidente cuando
los componentes aleatorios son acordes con los mismos resultados. Los métodos correspondientes de
reduccion han sido utilizados en la practica experimental.

Durante mucho tiempo, la atencién de la estadistica matemaética se centré en la perfeccion de los
métodos de reduccion cuando el método de llevar a cabo el experimento fue preestablecido. La eleccion
de la propia experiencia, es decir, cudndo y dénde llevar la medicién, se determina principalmente por
la intuicion del experimentador. Durante este tiempo fue necesario para hacer frente a los problemas
que son relativamente sencillos de puntos de vista tedricos y experimentales, y que no requieren gastos
significativos, es decir, los recursos financieros, tiempo, recursos materiales limitados. Las pérdidas
relativas a los errores de la solucién intuitiva para el método de llevar a cabo el experimento no se
cumplen muy a menudo y no eran esenciales.

El desarrollo de la ciencia y la tecnologia llevé a la complicacién natural en la interpretacion tedrica de



los resultados obtenidos, y en los métodos para llevar a cabo investigaciones experimentales necesarias.
Muchas situaciones experimentales complicadas condujeron a un fuerte aumento en el costo de las
investigaciones experimentales. Como un ejemplo, se pueden citar las investigaciones en el ambito de
la fisica de las particulas elementales donde la necesidad de la construccién de aceleradores de gran
alcance hace mediciones muy caras. Por lo tanto, el problema de la extracciéon de una mayor cantidad
de datos a partir de los procesos, en estudio con recursos finitos, es actualmente muy real. Confiar en la
intuiciéon del investigador para la solucién de un problema dado, porque cada vez hay menos esperanzas.
En relacién con esto, es absolutamente necesario para dar una amplia clase de métodos que darian
no sélo los medios de reduccién de los datos experimentales, pero también permitiria la organizacion
del experimento de la manera 6ptima. El aparato matematico utilizado en la organizacién éptima de
los experimentos se basa en una composiciéon de métodos estadisticos y los métodos de resolucion de
problemas mateméticos externos. Cada vez mas a menudo, la estadistica matematica es necesaria para
la construccion racional y la elucidacion de las propiedades basicas de los criterios de optimalidad
de un experimento. Después, el problema de la organizacién 6ptima de un experimento conduce a la
solucién de algun problema extremo.

El diseno se utiliza en ese caso, cuando el experimentador esté interesado en condiciones en las que el
proceso que estd siendo investigado satisface algunos de los criterios de optimalidad. Por ejemplo, en el
desarrollo de un nuevo proceso tecnolégico quimico, los criterios de optimalidad requieren la produccion
maxima de los productos de las reacciones . En este caso, el disenio consiste en encontrar los valores de
la temperatura, la presion de los reactivos, su porcentaje de concentracion, y asi sucesivamente, para
que los requisitos establecidos sean satisfacidos.

El uso cada vez mayor de técnicas de optimizaciéon y potentes ordenadores modernos da lugar a la
utilizacién de modelos més complejos y realistas en la modelacion de datos. Sin embargo, a juzgar
por una revisiéon de la literatura en el disefio 6ptimo de experimentos (Silvey (1980); Atkinson et
al (2007)), la mayoria de la investigacion en esta area se mantiene enfocada en modelos lineales,
mientras que, de hecho, los modelos no lineales son cominmente utilizados en muchas areas tales
como la quimica, la farmacologia y la farmacocinética. Atkinson et al. (2007), por ejemplo, dieron una
excelente introduccién a la teoria del diseno 6ptimo de experimentos.

El disefio 6ptimo ha sido estudiado desde tan temprano como en 1918, cuando el articulo de Smith
(1918) define el objetivo de minimizar el error de prediccion del peor caso en la construcciéon de modelos

polinomiales. En este trabajo, se presenta lo que se conoce como G-optimalidad que minimiza el maximo



sobre el espacio de disefio de la varianza normalizada, tal como se define por Kiefer y Wolfowitz (1959).
En el mismo articulo de Kiefer y Wolfowitz (1959), le dieron el nombre de D-optimalidad el criterio
introducido por Wald (1943), que pone el énfasis en la calidad de las estimaciones de los pardmetros. Un
diseno D-6ptimo maximiza el determinante de la matriz de informacion de Fisher, por lo tanto, reducir
al minimo el volumen de la confianza elipsoide de cualquier ofrece estimaciones de los parametros.
Kiefer y Wolfowitz (1959) también se relacionan estos dos criterios alfabéticos por el Teorema General
de Equivalencia. Todos los documentos mencionados hasta ahora sélo tienen en cuenta los modelos
que son lineales en sus pardmetros. Ciertas complicaciones surgen en el disenio 6ptimo de experimentos
cuando el modelo no es lineal en los parametros, el mas notable de los cuales es que los modelos no
lineales requieren estimaciones de los pardmetros del modelo que se caracterizan por un disenio éptimo
que se construird. Tipicamente las estimaciones iniciales de los pardmetros se basan en los resultados
de los estudios anteriores o conjeturas de los expertos. Los disenos 6ptimos encontrados mediante
estimaciones puntuales se dice que son localmente 6ptimos.

Aunque el trabajo en la teoria de diseno 6ptimo para los modelos lineales se remonta hasta 1918, los
modelos no lineales no aparecen en la literatura diseno éptimo hasta 1959. Investigaciones de disenos
localmente D-6ptimos para modelos no lineales, en los que los autores justifican la dependencia de
tales disenos antes de conocimiento de los valores de los parametros al afirmar que "en los problemas
practicos es casi invariablemente el caso de que parte de dicha informacion esta disponible, y esto
proporcionara entonces la base de un primer diseno". La metodologia de la regresiéon no lineal se
discute en detalle por Ratkowsky (1990), Bates y Watts (1988), y Seber y Wild (2003). Un método
para obtener y presentar intervalos de varios tamanos para un tdnico pardmetro en un modelo no
lineal de multiples parametros se presenta por Cook y Weisberg (1990). Muchos de los criterios se han
aplicado para el disefio de los modelos no lineales. Por ejemplo, Box y Lucas (1959), Ford et al. (1989),
Haines (1993), y Hedayat et al. (2003) obtienen Disenos D-6ptimos. El disefio Minimax lo estudio Dette
y Sahm (1998). Dette y O’Brien (1999) proponen un nuevo criterio de optimizacion, que ellos llaman
I-L-optimalidad. En base a la varianza predicha, este criterio es invariante con respecto a diferentes
parametrizaciones del modelo. G- y D-optimalidad pueden ser vistos como sus casos especiales. El uso
de E-optimalidad se discute en Dette y Haines (1994) y Dette et al. (2004).

Ratkowsky (1990) ofrece una introduccion a los modelos no lineales, con énfasis en las propiedades de
una variedad de modelos para uno o unos pocos factores. Algunos modelos no lineales han recibido

una especial atencién debido a la importancia del papel que desempenan en algunas investigaciones



cientificas. Por ejemplo, el disefio para el modelo propuesto por Michaelis y Menten (1913) se discute
por Dette et al. (2003), Dette y Biedermann (2003) y Dette et al. (2005). Dette et al. (2003) investigan
los disefios eficientes mediante la maximizacién de un minimo de estdndar E-eficiencia en el modelo
de Michaelis-Menten. Se muestra en muchos casos que los disefios 6ptimos son compatibles en sblo
dos puntos y que los puntos de apoyo y los pesos correspondientes se pueden caracterizar de forma
explicita. Por otra parte, un estudio numeérico indica que dos disenos de puntos son por lo general muy
eficientes, incluso si no son 6ptimos.

El modelo de Michaelis-Menten es uno de los modelos mas utilizados en las ciencias biolégicas. El
modelo es quizas el mas cominmente usado para estudiar la reaccién enzimatica que es de gran
importancia en la farmacologia, la biologia y la investigaciéon médica. Méas especificamente, el modelo
se utiliza para describir las funciones de saturacién para numerosos fenémenos fisicos y biologicos. Las
aplicaciones especificas se pueden encontrar en Cressie y Keightley (1979), Johansen (1984), Beverton
y Holt (1957), Cornish-Browden (1979), Hay, Meznarich, DiGiacomo, Hirst, Zerbe (1988), sélo por
nombrar a algunos pocos. Los disefios 6ptimos para el modelo de Michaelis-Menten se han estudiado
por numerosos autores. Dette y Biedermann (2003) sugirieron disefios D-6ptimos durante un cierto
intervalo para el pardmetro no lineal para el modelo de Michaelis-Menten. La literatura sobre el diseno
6ptimo para modelos no lineales ha sido relativamente escasa debido a esta dependencia de los valores
de los parametros. Chaloner y Verdinelli (1995) y Clyde (2001), revizaron un método para evitar la
necesidad de estimaciones puntuales en el disefio 6ptimo, es el uso de disenos experimentales bayesianos,
en el que antes de las distribuciones se colocan en los parametros del modelo. Song y Wong (1998)
propusieron disenos D-6ptimos bayesianos para el modelo de Michaelis-Menten. Matthews y Allcock
(2004), presentaron una variedad de disefios 6ptimos bayesianos para el modelo de Michaelis-Menten
con aplicaciones en enzimologia.

En el area de la farmacocinética (PK, el estudio de la evoluciéon temporal de la concentracién cambiante
de un farmaco en el cuerpo), por ejemplo, cuando se utilizan comtnmente modelos no lineales, la
mayoria del trabajo en el disenio 6ptimo ha sido teoérico, con poco en el camino de la aplicacién. La
literatura en la zona comienza con D’Argenio (1981), que discute la eleccion 6ptima de los tiempos de
muestreo en un estudio PK, pero limita la optimizacién de un tnico sujeto.

Los objetivos principales de esta tesis son de discutir los disenos 6ptimos para modelos no lineales y en
particular obtener disenos 6ptimos para el modelo de Michaelis-Menten, tanto con el criterio clésico

de D-6ptimalidad local como en el enfoque bayesiano, se presentan también aplicaciones a ejemplos de



la vida real que se plantean en la cinética enzimatica. Aunque la aplicaciéon de estas técnicas ha sido
la novela en si misma, esta tesis ha presentado los métodos de diseno de experimentos con el modelo
no lineal.

En primer lugar nos centramos en lo que es la cinética de enzimas, la relacién entre la cinética enzimatica
y el modelo de Michaelis-Menten y luego se discute el mecanismo del modelo de Michaelis-Menten en
el capitulo 2. En el siguiente capitulo, Capitulo 3, se describe el modelo lineal y el modelo no lineal, se
describira el procedimiento de estimaciéon de los pardmetros. Se presenta una manera mucho mas facil
de estimar los parametros de las estimaciones encontradas utilizando el modelo lineal.

En el capitulo 4 se representa la teoria del disefio 6ptimo, diversos criterios sobre el diseno 6ptimo.
En el capitulo 5 se hace una extensa revision de la teoria sobre el teorema de equivalencia, asi como
los puntos de soporte y los pesos del diseno.

En el capitulo 6 se discute el diseno 6ptimo para el modelo de Michaelis-Menten.



Capitulo 2

Introducciéon a la Cinética de la

Enzima

2.1. Introduccion.

Cinética es el estudio de los tipos de procesos quimicos en un esfuerzo por entender qué es lo que influye
en estos tipos y para desarrollar las teorias que se pueden usar para predecir ellos. El conocimiento
de las velocidades de reaccion tiene muchas aplicaciones practicas, por ejemplo en el disefio de un
proceso industrial, en la comprension de la compleja dindmica de la atmosfera y en la comprension de
la compleja interaccion de las reacciones quimicas que son la base de la vida, etc.

En un nivel mas fundamental, queremos entender lo que ocurre con las moléculas en una reaccion
quimica, que es lo que sucede en un solo encuentro reactivo entre dos moléculas reactivas. La mayoria
de las reacciones son reacciones espontaneas. Estos reaccién se produce de izquierda a derecha hasta
que todos los reactivos se convierten en productos. Una reaccién puede ser lento o puede ser rapido.
Al comprender esto podemos ser capaces de desarrollar teorias que pueden ser utilizados para predecir

el resultado y la velocidad de las reacciones.



2.2. Velocidad de Reaccion.

La velocidad de una reaccion dice en cuanto a qué velocidad se produce la reaccion. Consideremos una
simple reaccién

A— B

donde A es reactivo y B es el producto. La concentracion de la sustancia reaccionante A decrese y la
de B aumenta a medida que pasa el tiempo. La velocidad de reacciéon se define como la concentracion

cambiante de cualquiera reactivo o producto por unidad de tiempo. Por lo tanto,

velocidad de reaccion = velocidad de desaparicion de A

= velocidad de aparicién de B

velocidad = ———

= —"—7’

donde [ ] representa la concentracion. La tasa positiva significa que la concentracion de B esta aumen-
tando con el tiempo, por ejemplo, un producto, y una tasa negativa significa que la concentracién de
A esta disminuyendo con el tiempo, por ejemplo, un reactivo. La velocidad de reaccién es influenciada
por algunos factores tales como la temperatura, la presion, la concentracion y catalizador, etc. Depen-
diendo de la relacién entre la concentracion y la velocidad de reaccion, desarrollamos la ley y el orden

de la velocidad de reaccion.

2.3. Leyes de Velocidad y Orden de Reaccién.

La relacién exacta entre la concentracién y la tasa se determina por la medicion de la velocidad de
reaccion con diferente concentracion inicial del reactivo. La relaciéon entre la tasa y estas concentra-
ciones a menudo se pueden expresar mateméaticamente en la forma de un ecuacion llamada ley de

velocidad. Para numerosas reacciones, la velocidad de una reaccion es directamente proporcional a la



concentracion del reactivo, cada concentracion se eleva a algunos de energia. Para una reaccién

2A + B — productos, (2.1)

la velocidad de reaccién con respecto a A o B se determina mediante la variaciéon de la concentracion
de un reactivo, manteniendola de la otra constante. Por lo tanto la velocidad de reaccién puede ser

expresada como

velocidad = K[A]*[B]', (2.2)

donde k es constante, caracteristica de una reaccién particular, llamada la constante de velocidad o el
coeficiente de tasa. La suma de la potencia de las concentraciones en la ley de velocidad, que es (k+1)

se conoce como el orden de la reaccion.

2.4. Catalisis.

Berzelius (1836) se di6 cuenta de que hay sustancias que aumentan la velocidad de una reaccién sin
que ellas mismas se consuman. El creia que la funcién de dicha sustancia era para aflojar los lazos que
mantiene los a&tomos en las moléculas que reaccionan entre si. Asi que llamo el término catalisis. No
hay duda de que por lo general un catalizador acelera una reaccién como se pensaba originalmente
por Berzelius. Hoy en dia un catalizador se define como una sustancia que altera la velocidad de una
reaccion quimica, en si restante quimicamente sin cambios al final de la reaccién. Este proceso se
llama catalisis. Por ejemplo, la conversion de sacarosa en dioxido decarbono (CO3) y agua (H20) en
presencia de oxigeno es un proceso altamente exergénico, la liberacién de energia libre que se puede
utilizar para pensar, moverse, el gusto y ver. Sin embargo, una bolsa de azticar puede permanecer
en el estante durante afios sin ninguna conversiéon obvio para COy y H20 , este proceso quimico es
muy lento. Sin embargo, cuando la sacarosa es consumida por humanos, libera su energia quimica en
cuestion de segundos. La diferencia es la catalisis. Sin catélisis, reacciones quimicas, como la oxidacién
sacarosa no podian producirse en un tiempo util. Hay diferentes tipos de catélisis utilizados en la
reaccién. Un tipo de catélisis comin se conoce como la catélisis enzimética, que es en gran medida de

interés biologico.



2.4.1. Catalisis Enzimatica y Cinética.

Muchas de las reacciones bioquimicas de las que el metabolismo humano depende para avanzar a
una velocidad ttil son catalizadas por los compuestos organicos conocidos como enzimas. Las enzimas
son las mas notables, muy especificas en sus acciones y tienen un extraordinario poder catalitico. El
estudio de las propiedades de estas enzimas puede conducir a una comprension méas profunda de la
forma en que funciona el cuerpo en la salud y puede proporcionar datos importantes en como los
problemas que surgen cuando los procesos habituales se ven afectados por la enfermedad, trauma o
agentes ambientales. Si cualquier enzima actua como un catalizador en una reaccion al catalizador se le
denomina catalisis enzimatica. Por ejemplo, la reaccion que produce la glucosa (CgH12Cs) y fructosa
(CeH12Cg) de la sacarosa precursor (C12H22C11), que requiere la presencia de la catalisis enziméatica

invertasa.

C1aHapChy + HyO —INVERTASA ol C + O Hy2C.

Ahora proporcionamos la cinética de las reacciones catalizadas por enzimas. Cinética de la enzima
es el estudio de las reacciones quimicas que son catalizadas por enzimas. En cinética de la enzima,
la velocidad de reacciéon se mide y los efectos de variar las condiciones de la reacciéon investigada. El
estudio de la cinética de una enzima de esta manera puede revelar el mecanismo catalitico de esta
enzima, su papel en el metabolismo, cémo se controla su actividad, y como un farmaco o un veneno
podrian inhibir la enzima. En 1913 un mecanismo general de la cinética enzimética fue desarrollado

por el bioquimico estadounidense Leonor Michaelis y Maud Menten médico canadiense.

2.5. Mecanismo de Michaelis-Menten.

El mecanismo de Michaelis-Menten implica una enzima F primero combina reversiblemente con el
sustrato S para formar el £'S un complejo enzima-sustrato, a continuacion, este tltimo se descompone
en una segunda etapa a partir de la enzima libre y el producto P. Este mecanismo esta representado

por la figura (2.1).

.(58}

Figura 2.1: Mecanismo del Modelo de Michaelis-Menten.



Matematicamente, este mecanismo puede escribirse como
E+S=} ES—FE+P (2.3)

donde k1, k_1 y ko denotan las constantes de velocidad de las tres reacciones. Aqui, la tasa de reaccion
inicial v se determina por la descomposicién de ES complejo para dar el producto. La velocidad de
reaccion v es igual al producto de la concentracion de la [ES] complejo y ko es la constante de velocidad
de descomposicién complejo E.S

v = ko[ES). (2.4)

Porque [ES] en la ecuacion (2.4) no es facil de medir experimentalmente, tenemos que empezar por
encontrar una expresion alternativa para este término. En primer lugar se introduce el término [Ft], que
representa la concentracion total de enzima. Enzima libre se puede representar entonces por [Et]—[ES].
También, debido a que [S] es normalmente mucho mayor que [Et], la cantidad de sustrato obligado
por la enzima en un momento dado es insignificante en comparacion con el total de [S]. Con estas
condiciones en mente, la expresion para v en términos de parametros facilmente medibles se describe de
la siguiente manera: la velocidad de formacioén y la descomposicion de ES se determina por la constante
de velocidad k; (formacion) y k_1 + ko (desglose de reactivos y productos, respectivamente), de acuerdo

con las expresiones

velocidad de formacion de ES = ki ([Et] — [ES])[S], (2.5)
indice de depresion de ES = k_1[ES] + ka[ES]. (2.6)

Ahora hacemos un supuesto importante, que la velocidad inicial de reaccion refleja un estado esta-
cionario en el que [ES] es constante, la tasa de formacion de ES es igual a la tasa de su degradacion.

Esto se llama suposicion de estado estacionario (Lehninger et al., 2005). Las expresiones en las ecua-
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ciones (2.5) y (2.6) se puede equiparar el estado estacionario,

ki ([B] = [ESD[S] = k-1 [ES]+ ks [ES]
= ki [E4] [S] — k1 [ES][S] = (k-1 + ko) [ES]
=k [E][S] = ki [ES][s]+ (k=1 + ko) [ES]
= kl [Et} [S] = (k’l [S] + kfl + k2) [ES]
_ k1 [E¢] [S]
= [BS] = ki [S) 4+ k_1 + ko
[E4] [S]
ERCE Gy Ay >0
La ecuacién (2.7) se puede simplificar mediante la definicion de una nueva constante
k_1+ ko
Ky = B (2.8)

que es conocida como constante de Michaelis, y entonces la ecuacién de estado estacionario (2.7) se

convierte
(4] [S]

[ES] = S+ K

(2.9)
Ahora podemos expresar v en términos de [ES]. Sustituyendo el valor de [ES] en la ecuacion (2.4) da

o kaIE1S]

SRy (2.10)

La tasa aumenta a medida que la concentraciéon de sustrato [S] se incrementa (de acuerdo a la ley
de velocidad) hasta un punto donde se dice que la enzima esta "saturado" con el sustrato. El tipo
de medida v inicial llega a un valor méximo V., y no se ve afectada por nuevos aumentos en la
concentraciéon de sustrato, debido a que el sustrato que estd presente es més grande que la enzima.
Por ejemplo, si una enzima con un peso molecular de 100,000 actiia sobre un sustrato con una peso
molecular de 100 y ambos estan presentes a una concentracion de 1mg/ml, hay 1,000 mol de sustrato
por cada mol de enzima (Murray et al., 2000). Es decir, la tasa maxima V,,,, se alcanza cuando los
sitios de enzimas estén saturados con sustrato, que es cuando [S] es mucho rallador de Ky, por lo que
[S]/(KM + [S]) acercamiento a 1. Asi

Vinae = ka [E4] . (2.11)
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Sustituyendo en la ecuacion (2.10), obtenemos

_ Vinaz [S]
o (2.12)

Esta es la ecuacién de Michaelis-Menten, la ecuaciéon de velocidad para una reaccion catalizada por
la enzima de un sustrato. Se trata de una declaracién de la relacién cuantitativa entre v, Ve ¥
[S], todos relacionados a través de la K; constante de Michaelis-Menten. La Figura (2.2) muestra la

representacion grafica de la ecuacién de Michaelis-Menten (2.12).

'

Vmax

Vmax

Km S

Figura 2.2: Efecto de la concentracion del sustrato en la velocidad de una reacciéon catalizada por la
enzima.

La Figura (2.2) muestra que los parametros cinéticos definen los limites de la curva a alta y baja [S].

1. A baja [S], donde [S] << Ky, el término [S] en el denominador de la ecuacion (2.12) se convierte

en insignificante, por lo que el término [S] puede ser dado de baja del denominador.
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A continuacion, la ecuacion (2.12) se simplifica a

V’TLax [S]
[S]+ K
Vmam [S]
Ky
Vmaw [S]

- T (2.13)

=

Q

y v exhibe una dependencia lineal en [S].

2. A altas [S], donde [S] >> K, el término K en el denominador de la ecuacion (2.12) se
convierte en significativa, por lo que la expresion Kj; puede ser dado de baja del denominador

y la ecuacion (2.12) se simplifica a

Vinaa [S]
[S]+ Kum
Vinaz [S]
5]
— Vi (2.14)

=

y v es consistente con alto [S].

La ecuaciéon de Michaelis-Menten por lo tanto, es consistente con la dependencia observada de v en
[S], y la forma de la curva se define por los términos Vi,a./Kar a baja [S] v Vinas en alto [S]. Esa es
una definicion muy util y practica de la Kjy;. Kj; es equivalente a la concentraciéon de sustrato en la

que v es un medio Vi, 4z

2.6. Estimacion de los Parametros del Modelo de Michaelis-
Menten.

Con el fin de estimar los pardmetros de Kp; y Vinasz, los investigadores observan las velocidades
de las reacciones, v; en una secuencia de concentraciones de sustrato de z;, ¢ = 1,..., N y luego la
ecuacion (2.12) se ajusta a estos datos. El investigador puede elegir las concentraciones de sustrato,
principalmente mediante la aplicacion de la teoria de diseno 6ptimo al problema. Con el fin de hacer
esto es necesario para ser mas precisos acerca de como se monta la ecuacion (2.12) para los datos. En

el primer caso, se supone que
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gi= Ty (2.15)

donde &; ~ N (0,0?) ; y sea

: (2.16)

donde 6 = (01, 92) .

La ecuacién (2.15) es el modelo de regresion no lineal, porque diferenciando (2.16) con respecto a 61 y

92 da
(25,01) = — (2.17)
n\rq,v1 92+.’E1’ .
91mi
n(x;,0) = ————, (2.18)
( ) (92+$i)2

y ambas derivadas implican al menos uno de los pardmetros.
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Capitulo 3

Modelos Estadisticos.

Disenos experimentales 6ptimos dependen del modelo, aunque por lo general no para los modelos
lineales, en los valores de los pardmetros de los modelos. Esta seccién pretende dar una discusiéon de

la elecciéon de una forma apropiada para un modelo.

3.1. Modelos Lineales.

En el modelo estadistico, la variable de respuesta es por lo general denota por y, mientras que las
variables explicativas k son tipicamente representados por x1,...,z;. La dependencia de la variable

respuesta de los niveles de los factores explicativos se modela mediante la funcién de respuesta

Bo + Bix1 + PBoxa + ... + Brxy

= ()8, (3.1)

<
Il

donde f es la expansion polinémica de las variables explicativas © = (z1,...,xx) y 8 es el vector de
parametros de p x 1. Debido a que la observacion experimental estd sujeta a variacion aleatoria, el
modelo estadistico anade un término de error aleatorio € para la funcién de respuesta. La i-ésima

observacion experimental a continuacion, se puede escribir como

yi = Po+ Bz + Poxiz + ..o+ Brxik + &

= fT (l‘i)ﬁ—‘réi, 1=1,..,n, (32)
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coneg; ~ N (0, 02) . En esta expresion, x; representa el ajuste de las variables explicativas en la i-ésima
prueba experimental y se conoce como el punto de disenio o el tratamiento correspondiente a la i-ésima

observacion.

3.1.1. Estimacién del Modelo Lineal.

Se puede aplicar el método de minimos cuadrados para estimar los coeficientes del modelo lineal (3.1).
Supongamos que se dispone de n > k observaciones, y sea y; la i-ésima respuesta observadad, y z;; la -
ésima observacion o nivel del regresor x;. Los datos apareceran como en la tabla (3.1). Se supone que el

término del error ¢ del modelo tiene E (g) = 0, Var (¢) = o2, y que los errores no estan correlacionados.

Observacién  Respuesta Regresores
1 Yy X1 To . Tk
1 Y1 11 Z21 ... 1k
2 Y2 To1  Tog ... Tk
n Yn Tni Ln2 e Tnk

Tabla 3.1: Datos para el modelo lineal.

En esta seccion se supondra que las variables regresoras zi, xo,...,x; son fijas, es decir, que son
matematicas o no aleatorias, y que se miden sin error. Esto es realmente importante, porque cuan-
do se toman datos del modelo lineal en un estudio observacional, algunos o la mayor parte de los
regresores son variables aleatorias. Cuando los datos son el resultado de un experimento disenado es
més probable que las = sean variables fijas. Cuando las x son variables aleatorias s6lo es necesario
que las observaciones con cada regresor sean independientes, y que la distribucién no dependa de los
coeficientes del modelo lineal (las 8) o de 0. Cuando se prueban hipétesis o se establecen intervalos
de confianza, se debe suponer que la distribucién condicional de y dadas z1, xo9, ...,z es normal con
promedio By + f1z1 + Poxa + ... + Brxy v varianza o2

La funcién de minimos cuadrados es

s = Y
=1

2

n k
= > |vi—Bo=D_Bmij | - (3.3)
i=1 j=1

Se debe minimizar la funcién S respecto a Sy, f1, ..., Bx. Los estimadores de (g, 51, ..., B por minimos
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cuadrados deben satisfacer

9S n k
ol - AZ—QZ yi—ﬁo—ZBjxij =0
0180,81,-..,8k i=1 j=1
as u a
%1 A:—QZ yi—ﬁo—25j$ij xy; =0, J=12,. k.
5J BosB1s---5Bk i=1 j=1

Al simplificar la ecuacion (3.4) se obtienen las ecuaciones normales de minimos cuadrados

nBo + 1 an +52233i2 + .. +Bkzxik
i=1 i=1

i=1

n n n n
Bo Zﬂcﬂ + b1 Z z} + B Z T Tiz + ... + Bk Z T ik
i=1 i=1 i=1 i=1

Bo Z Tik + P Z TinTi + Pe Z Tir@i2 + oo + Bi Z T3,
i=1 i=1 i=1 i=1

n
> v
i=1

n
Z Ti1Yi
i=1

n
E TikYi-
i=1

(3.4)

(3.6)

Notese que hay p = k + 1 ecuaciones normales, una para cada uno de los coeficientes desconocidos del

modelo lineal. La solucion de las ecuaciones normales serén los estimadores por minimos cuadrados

BO?BD "'7Bk-

Es méas comodo manejar modelos lineales cuando se expresan en notacién matricial. Eso permite

presentar en forma muy compacta al modelo, los datos y los resultados. En notaciéon matricial el

modelo expresado por la ecuacion (3.2) es

y=XpB+e,
en donde ) _ )
Y1 1 z11 12
Yo 1 @o1 a2
y: s X:
_yn_ _1 Tnl Tnp2
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_BO- _51_
PN I IR (37)
_5]6_ _577,_

En general, y es un vector de n x 1 de las observaciones, X es una matriz de n x p de los niveles de
las variables regresoras, S es un vector de p x 1 de los coeficientes del modelo lineal y € es un vector
de n x 1 de errores aleatorios.

Se desea determinar el vector 5 de estimadores de minimos cuadrados que minimice

SB) = Zs?

Notese que S ()se puede expresar como sigue:

SB) = yly—-y'xp-pTXTy+ 8 XX

= yly—28TXTy+pTXTXp3 (3.9)

ya que ST XTy es una matriz de 1 x 1, es decir, un escalar, y que su transpuesta (BTXTy)T =4t Xp

es el mismo escalar. Los estimadores de minimos cuadrados deben satisfacer

oL} _ ~XTy+2xTXB =0, (3.10)
9B |5

lo que simplifica a

XTxp=X"Ty. (3.11)

Las ecuaciones (3.11) son las ecuaciones normales de minimos cuadrados. Son la forma matricial de
la presentacion escalar, ecuaciones (3.6). Para resolver las ecuaciones normales se multiplican ambos

lados de (3.11) por la inversa de X7 X. Asi, el estimador de 8 por minimos cuadrados es
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Xy, (3.12)

. . . -1 . -1 . . .

siempre y cuando exista la matriz inversa (X7 X) . La matriz (X7 X) ~ siempre existe si los regre-
sores son linealmente independientes, esto es, si ninguna columna de la matriz X es una combinacion
lineal de las demés columnas.

La matriz de varianza y covarianza se puede expresar como

Var (8) = o (X7X) ", (3.13)

y la matriz de informacién sobre el pardmetro 8 viene dado por
M=0c?%(X"X). (3.14)

Una vez que el modelo es estimado, se utiliza para predecir la respuesta de varias combinaciones x de

los factores experimentales. La respuesta predicha esta dada por
y(z) =" (x) B, (3.15)
y la varianza puede ser escrita como

Var [y (z)] = 0% fT (2) (XTX)71 f(x). (3.16)

3.2. Modelos No Lineales.

Hay muchas situaciones en las que puede no ser lo adecuado un modelo lineal de regresion, por ejemplo,
cuando se tiene el conocimiento directo de la forma de la relacién entre la variable de respuesta y los
regresores, quiza con base en la teoria que gobierna los fenémenos. La relacion real entre la respuesta y

los regresares puede ser una ecuacion diferencial, o su solucion; con frecuencia, esa ecuaciéon conducira
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a un modelo de forma no lineal. Cualquier modelo que no sea lineal en los parametros desconocidos es

un modelo de regresion no lineal. En general, se escribird el modelo de regresion no lineal en la forma
y=mn(z,0)+e, (3.17)

donde 6 es el vector de pardmetros de p x 1y g; ~ N (0,02) . También, se supondré habitualmente

que los errores tienen distribucién normal, como en la regresion lineal. Como

Ely) = E(z,0)+¢]

= n(z,0) (3.18)

a la funcion 7 (x,0) se le llama funcién de valor esperado para el modelo no lineal. Esto se parece
mucho al caso del modelo lineal, excepto que ahora la funcién de valor esperado es una funcién no
lineal de los parametros.

En un modelo de regresion no lineal, al menos una de las derivadas de la funcién de valor esperado con
respecto a los pardmetros depende de cuando menos uno de los pardmetros. En la regresion lineal, esas
derivadas no son funciones de los parametros desconocidos. Para ilustrar lo anterior, consideremos el

modelo lineal (3.1), cuya funcion de valor esperado 7 (z,6) = By + 2521 Bjx;. Ahora bien,

In (x,0) ,
=z, =0,1,...,k 3.19
siendo zg = 1. Obsérvese que en el caso lineal las derivadas no son funciones de las 8. Ahora considérese

el modelo no lineal de Michaelis-Menten de cinética quimica, para relacionar la velocidad inicial de

una reaccion enziméatica con la concentracion x del sustrato. El modelo es

y = n(x0)+e

01x
= 3.20
Oy + 7 +e ( )

Las derivadas de la funcién de valor esperado con respecto a #; y 62 son

on (z,0) x
= 21
891 92 + 1'7 (3 )

20



on (z,0) b1z
=— , 3.22
902 (0 + ) (8.22)

Como las derivadas son funcién de los pardmetros desconocidos #; y 02, el modelo es no lineal .

3.2.1. Estimacién del Modelo No lineal.

Supoéngase que una muestra de n observaciones de la respuesta y los regresores es vy;, Ti1, Ti2,---, Tik
para i = 1,2,...,n. El estimador de minimos cuadrados de €, denotado por 6 minimiza la suma de

cuadrados del error,
n

S0) ="y —n(z:,0)*. (3.23)

i=1
Para encontrar el estimador de minimos cuadrados 6 es necesario diferenciar la ecuacion (3.23) con
respecto a . Esto proporciona p ecuaciones normales, las que deben ser resueltas para . Las ecuaciones

normales son tomadas de la forma

> - nan0) [ 210

i=1

=0. (3.24)
é

para j = 1,2,....,p. En un modelo de regresiéon no lineal, las derivadas entre corchetes grandes seran
funciones de los parametros desconocidos. Ademaés, la funcion del valor esperado también es no lineal,
por lo que las ecuaciones normales pueden ser muy dificiles de resolver.

Para el modelo no lineal de regresion, en la ecuacion (3.20) las ecuaciones normales de minimos cuadra-

dos para este modelo son

Sl
il
I

()

Estas ecuaciones son no lineales en 6, y 5, y no existe solucién sencilla de forma cerrada. En general,

=0 (3.25)

se deben usar métodos iterativos para determinar los valores 61 y 65. Para complicar mas el problema,
a veces hay varias soluciones de las ecuaciones normales, lo que nos lleva a que hay diferentes valores

estacionarios para la funcién suma de cuadrados de residuales, S (6).
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3.3. Transformacion a un Modelo Lineal.

A veces es util considerar una transformaciéon que induzca la linealidad en la funcién de valor esperado
del modelo. Por ejemplo, se tiene el modelo (3.20), donde se ve que la funcién se puede linealizar con

facilidad, ya que

1 . 92+J,‘+1
n(z,0) b €
R
a 91 0133 e
= B+ Pru+e”. (3.26)

Consecuentemente es muy atractivo usar un modelo lineal para estimar Gy y (1. Sin embargo, los
estimados por minimos cuadrados de los parametros de la ecuacién (3.26) no seran, en general, equiv-
alentes a los estimados no lineales de pardmetros en el modelo original, ecuaciéon (3.20). La razon es
que en el modelo no lineal original, los minimos cuadrados implican la minimizacién de la suma de
los residuales al cuadrado respecto a y, mientras que en el modelo transformado, ecuacion (3.26), se
estd minimizando la suma de los residuales al cuadrado respecto a la inversa de y, si €* sigue una
distribucién normal, se aplicaran todas las propiedades del modelo lineal.

Un modelo no lineal que se puede transformar en una forma lineal equivalente se llama intrinsecamente
lineal, sin embargo, lo importante suele implicar la estructura de los errores: ;jse aplican las suposiciones
estandar de los errores al modelo no lineal original o alinealizado? Esta pregunta a veces no es facil de
contestar.

Los datos en la tabla (3.2) corresponden a la velocidad inicial de reacciéon para una enzima tratada

con puromicina (Bates y Watts (1988)), y se grafican en la figura (3.1).

Concentracion del sustrato  Velocidad

(ppm) ca;rlltilr(lizad
0.02 47 76
0.06 97 107
0.11 123 139
0.22 152 159
0.56 191 201
1.10 200 207

Tabla 3.2: Velocidad de reaccién y concentracién de sustrato en el experimento de puromicina.
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Figura 3.1: Gréfica de velocidad de reaccion en funcién de concentracién de sustrato, para el experi-
mento de puromicina.

por lo que se puede tratar de ajustar el modelo lineal

y* = Po+ fru+e”, (3.27)

en donde y* = 1/y y u = 1/z. El ajuste resultante por minimos cuadrados es

g = 0.005107 + 0.0002472u. (3.28)

La figura (3.2) muestra un diagrama de dispersion de los datos transformados y* y u, con la recta
superpuesta. Como hay réplicas en los datos, es facil ver, en la figura (3.1), que la varianza de los datos
originales es aproximadamente constante, mientras que segin la figura (3.2), la suposicion de varianza

constante en la escala transformada es irrazonable.
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Figura 3.2: a) Grafica del inverso de la velocidad en funcién del inverso de la concentracion, para los
datos de puromicina. b) Curva ajustada en la escala original.

Ahora bien, como

entonces

1
0.005107 = — y 0.0002472 = A—z,
91 91

por lo que se pueden estimar 6; y 03 en el modelo original como sigue:
6, =19581 y 6y =0.04841.

La figura (3.2) muestra la curva ajustada en la escala original, junto con los datos. Obsérvese en
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la figura que la asintota ajustada es demasiado baja. La varianza en los puntos replicados ha sido
distorsionada por la transfermacion, por lo que las corridas con baja concentracién (alta concentracion
reciproca) dominan el ajuste por minimos cuadrados, y en consecuencia el modelo no se ajusta bien a

los datos cuando las concentraciones son altas.

3.4. Estimacion de los Parametros en un Sistema No Lineal.

Un método muy usado en los algoritmos de cémputo para regresiéon no lineal es la linealizacion de la
funcién no lineal, seguida por el método iterativo de Gauss-Newton para estimar parametros. La lineal-
izacion se hace con un desarrollo en serie de Taylor de f(z;,0) respecto al punto 6 = [019, 620, ..., Op0],

reteniendo s6lo los términos lineales. Asi se obtiene

0 i, 0
yi = n(@i,b0)+ % (0 — o) (3.29)
J 0=0,
Si se definen
77? = 7N (zia 90)
Bl = 0i—"0
i 0
! 05 Jyg_g,

se nota que el modelo de regresién no lineal se puede escribir en la forma
p
yi — Y :ZB?Z%—FQ, 1=1,2,...,n. (3.31)
j=1

Esto es, ahora se cuenta con un modelo lineal. Se acostumbra llamar 6y a los valores iniciales de los

parametros. La ecuacion (3.31) se puede escribir en la forma

Yo = ZoPo + ¢, (3.32)
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por lo que el estimado de 8y es

Bo = (ZOTZO)_lonyo

(28 20) " 28 (v —mo) . (3.33)

Ahora bien, como By = 0 — 6y, se puede definir

91 = BO + 6o, (3.34)

como los estimados corregidos de 6. A veces a Bo se le llama vector de incrementos. Ahora se pueden
reemplazar los estimados corregidos 61 en la ecuacion (3.29) (en los mismos papeles que desempenaban
los estimados iniciales ), para a continuacién producir o otro conjunto de estimados corregidos, por
ejemplo, 05 , v asi sucesivamente.

En general, en la k-ésima iteracion se tiene

Opi1 = O+ B
A -1
= O+ (ZiZ)  Zi (y—m), (3.35)
siendo
Zx = 23]
e =[5 n5m)
O = [0k, Ooyor Opi]” (3.36)

Este procedintiento de iteracién continta hasta la convergencia, esto es, hasta que

-
AL TR s i =1,2,.,p (3.37)

Ok

en donde § es un ntimero pequeiio, por ejemplo 1.0 x 1075, En cada iteraciéon se debe evaluar la suma
de cuadrados de residuales, S (ék) para asegurar que se haya obtenido una reduccién en su valor.
Bates y Watts (1988) aplican el método de Gauss-Newton para ajustar el modelo de Michaelis-Menten

a los datos de la puromicina, en la tabla (3.2), con los valores iniciales 619 = 205 y 629 = 0.08. En este
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punto de partida, la suma de cuadrados de residuales es S(6y) = 3155; los datos, los valores ajustados,
los residuales y las derivadas, evaluadas en cada observacion, se ven en la tabla (3.3). Para ilustrar

como se calcularon las cantidades necesarias, obsérvese que

on(x,0)  «x
801 B 92 + 1’7
y que
on(z,0) bz
06> (6 + 2)*

y como la primera observaciéon de x es 1 = 0.02, entonces

9133

02 + 2 |9, —205. 9,=0.08
(205)(0.02)
0.08 + 0.02

= 41.00

x

02+ 02=0.08
0.02

0.08 + 0.02

= 0.2

1
Z?2 = —172
(02 + )" 16, =205, 6,=0.08
~(205) (0.02)

(0.08 + 0.02)*

= —410.00

Ahora se agrupan las derivadas Z?j en la matriz Zj y el vector de incrementos se calcula con la ecuacién

3.33, resultando
8.03

Bo = ; (3.38)
—0.017
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{ T4 Yi ;) yi — 1) Z) Zy

1 0.02 47 41.00 6.00 0.2000 -410.00
2 002 76 41.00 35.00 0.2000 -410.00
3 0.06 97 87.86 9.14 0.4286 -627.55
4 0.06 107 87.86 19.14  0.4286 -627.55
5 0.11 123 118.68 4.32 0.5789 -624.65
6 0.11 139 118.68 20.32 0.5789 -624.65
7 0.22 152 150.33 8.67 0.7333 -501.11
8 0.22 159 150.33 1.67 0.7333 -501.11
9 0.56 191 179.38 11.62  0.8750 -280.27
10 0.56 201 179.38 21.62 0.8750 -280.27
11 1.10 200 191.10 15.90 0.9322 -161.95
12 1.10 207 191.10 8.90 0.9322 -161.95

Tabla 3.3: Datos, valores ajustados y derivadas para el experimento de puromicina en éOT

El estimado corregido de 6, de la ecuacion (3.34) es

Bo + 6o

8.03

_|_

-0.017

213.03
0.063

205

0.08

(205, 0.08)7.

(3.39)

La suma de cuadrados de residuales, en este punto, es S (él) = 1206, bastante menor que S (). Por

consiguiente, se adopta 6, como el estimado corregido de 6 y se corre otra iteracion. El algoritmo de

Gauss-Newton convergié hacia 67 = (212.7,0.0641)7, con S(6) = 1195.

La figura (3.3) muestra el modelo ajustado. Obsérvese que este modelo no lineal produce un ajuste

mucho mejor a los datos que la transformacion seguida por el modelo lineal (compérense las Figs. (3.3)

y (3.2)).
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Concentracion(ppm)
Figura 3.3: Gréfica del modelo ajustado del modelo no lineal de Michaelis-Menten.

La matriz de varianza y covarianza se puede expresar como
-1
Var () = 0% (2§ Zo) (3.40)
y la matriz de informacién sobre el pardmetro 8 desconocido viene dado por

M =072 (23 Z) . (3.41)
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Capitulo 4

Criterios de Optimalidad.

4.1. Introduccion.

{,Qué entendemos por disefio 6ptimo de un experimento? ;Como entender la expresion “el mejor de los
disefios posibles”?. Estas preguntas no tienen una respuesta féacil. Si bien es verdad que nos interesara
el diseno que haga minima la varianza, también es cierto que un diseno puede hacer minima la varianza
para un funcional lineal, y excesivamente grande para otro.

El diseno 6ptimo, también conocido como disenos 6ptimos, es una clase de diseno experimental que se
optimiza con respecto a algin criterio estadistico. Un disefio no éptimo requiere un mayor ntumero de
corridas experimentales para estimar los pardmetros con la misma precisién que un diseno 6ptimo, es
decir, un diseno 6ptimo puede reducir los costos de la experimentacién. La optimalidad de un diseno
depende del modelo estadistico que se va a utilizar se analiza y se evaltia con respecto a un criterio
estadistico. Especificar un modelo apropiado y especificar una funcién criterio adecuada requiere la

comprensién de la teoria estadistica y el conocimiento practico con el diseno de experimentos.

4.2. Teoria del Disefio Optimo

El propésito de la teoria de diseno 6ptimo es determinar los valores de las variables explicativas = cada
vez que una observacion experimental se hizo (Goos, 2002). En la literatura, el problema matematico

de encontrar el disefio 6ptimo se vir6 en dos formas conocidas como el diseno continuo y exacto.
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4.2.1. Disenos Continuos y Disenos Exactos.

En el diseno continuo el nimero de la observacién en un determinado punto de diseno debe ser un
entero. En el disefio continuo estén representados por una medida £ sobre el diseno en la region X. Si

el disenio tiene observaciones en k puntos distintos, se denota por

1 o ... Tk
&= , (4.1)
wp w2 ... Wk
donde x1, x2, ...xx son los niveles del factor experimental en cada punto de diseno y wy, ws, ..., wg son

los pesos asociados con cada punto de diseno. Asi £ es una medida,fX édr =1y w; > 0 para toda 1.

Un diseno exacto con n observaciones puede ser denotado como

ry T2 ... Tk

ny ng ... Ng

donde n1,ns, ..., n; es el nimero entero de ensayos en x1, To, ..., T y Zle n; = n.

Los disenos continuos son de gran importancia practica en los casos en que £ resulta dar pesos racionales
simples para un pequeno nimero de puntos de disefio, ya que esto permite a los disenos elegir, para
algtin n, que son conocidos por ser 6ptimo. Para los modelos no lineales los pesos son ntimeros racionales
raramente simples. Para n grande por lo general es posible encontrar £, que es una buena aproximacion
a &, en cuyo caso &, da un disenio exacto casi 6ptimo. Para las pequenas o moderadas n puede que no sea
posible encontrar £, que de buena aproximacion a £. Se ha demostrado, por ejemplo, por Bohachevsky
et al. (1986), que aproximar £ lo mejor posible no es suficiente, ya que los disefios obtenidos pueden
ser lejos de ser éptimos. Por lo tanto, para la experimentacién préctica se necesitan disenos exactos y

en este informe se utilizan disenos 6ptimos exactos.
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4.2.2. Matriz de Informacién para los Disenos Continuos y los Disenos

Exactos.

Para un diseno continuo £ la matriz de informacion es definida como

M (£)

/ f (@) f7 (2) € (d)
X
k

- ; w; M (&)

k
Zwif(afi)fT (@), (4.3)

donde la medida & pone unidades de masa a cada z;. Debido a la presencia de los pesos wj, la tltima
forma de (4.3), resumido en los puntos de disefio k, se convierte en la matriz de informacién del disefio

exacto &,. Es decir

k
M (&) =02 an‘f (2:) 7 (i) - (4.4)

i=1

La varianza de la respuesta predicha para un disefio de n ensayos se da en (3.13) como
. -1
var [ (z)] = o7 (x) (XTX) f (). (4.5)

Para disenos continuos la varianza normalizada de la respuesta predicha es

d ({,C, 6) = w
_ AT @ME (@)
0-2
= fM@)ME" f(2). (4.6)

una funcién tanto del diseno £ y el punto en el que se hizo la prediccién. Si el diseno es exacto, la

varianza normalizada de la respuesta predicha es

d(@,&) = no 2fT (z) M (&) f(2)

= no 2var[j(z)]. (4.7
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4.3. Criterios de Optimalidad.

Necesitamos por tanto elegir un criterio que nos sirva para buscar el mejor diseno en algin sentido. Su
eleccion dependera de los intereses que se busquen al realizar el experimento, de la facilidad de célculo,
o de otros aspectos méas o menos subjetivos.

Damos ahora una primera definicién de lo que va a ser una funcién criterio. Mas tarde daremos una
definicién méas completa. Para diferenciar una de otra, a la segunda la llamaremos funcién criterio

convexa.

Definicién 1. Diremos que una funcion:
P: M — RU{+o0}
acotada inferiormente es una funcién criterio si se cumple lo siguiente:
vareg < varyg para todo funcional g = ®[M(§)] < [M (n)]
Diremos entonces que se trata de un criterio de ®—optimizacion. Un disefio que minimice ®[M ()] se

denominara diseno ®—o6ptimo.

Proposicion 2. Toda funcon criterio ®, tal y como se ha definido anteriormente es siempre decre-

ciente, en el sentido siequiente:
M (&) = M () = ®[M (§)] < ®[M (n)]

Observacion 3. Puede ocurrir que dos funciones criterio den lugar a un mismo criterio de optimiacioén.
Es precisamente lo que demostrara el teorema de equivalencia para algunos criterios que veremos mas

adelante.

Definicién 4. Llamaremos M, = {M € M :det M > 0}. L (M) es un subespacio vectorial de las
matrices simétricas de orden m generado por el conjunto M. Si ® es una funcién criterio definimos los
conjuntos

Mo ={MeM:d(M)< o}

*

E ={{€Z:¢&es P-Optimo}

33



*

Proposicion 5. Si ¢ es una funcion convezra entonces el conjunto Z* es convezo.

Demostracion. Supongamos que:

@ [M (&1)]

@ (M (&)]
= min®[M (€]

§€E

entonces, por ser ® convexa tendremos

P{[M((1=pF)& + 6} = {(1-F)M (&) +SM (&2)}

< (1=P) @M (&)] + AP [M (&)]
= min®M(¢)]

O

Observacion 6. En algunas ocasiones no es necesario estimar mas que un subconjunto de los pardmetros
o algunas funciones de ellos, de modo que la funcién criterio restringe su atencién a dichos pardmetros.
Hablaremos entonces de criterios de optimizacién parcial o criterios de optimizacién singulares. Un

ejemplo de criterio de optimizacién parcial viene dado por la funcién:
O M (&) = vareg

Aunque la funcion criterio global sea continua, la funcién criterio parcial correspondiente no siempre
es continua en todo M. Ademsés el diseno ®-6ptimo tiene matriz de informaciéon singular en algunos
casos. Si los parametros en los que estamos interesados son los s primeros entonces la funcion criterio
centrard su atencién en las varianzas y covarianzas de estos s parametros, es decir, en la caja superior
izquierda de orden s x s de la matriz de informacion.

A partir de los criterios que se estudiaran en el siguiente capitulo pueden definirse criterios parciales

de manera natural.

4.4. Funciones criterios y sus propiedades.

Para la definiciéon y propiedades de algunas funciones criterio necesitaremos de las siguientes defini-

ciones:
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Definicién 7. Sea M,, (R) = R™*™ el conjunto de las matrices cuadradas con términos reales de

orden m. En este espacio vectorial se puede definir el siguiente producto escalar:

(A,B) =trATB

de donde la norma de una matriz cuadrada cualquiera de orden m vendria dado por:

I|A|]? = trAT A

Sabemos que cualquier otra norma definida en este espacio euclideo es topoldgicamente equivalente a

ésta. En lo sucesivo utilizaremos esta norma.

Definicién 8. Sea ® una funcién definida en un entorno a la matriz A en el espacio M., (R). Se define

el gradiente de ® en la matriz A como la matriz de componentes:

Damos ya la definicion de las funciones criterio mas utilizadas:

4.4.1. D-optimalidad.

Definicion 9. El criterio de D-optimizacién viene definido por la funcién criterio siguiente:

log detM ~1(¢) = —log det M (¢) sidet M(€) #0
Pp[M(E)] =

00 sidet M(&) =0

Proposicion 10. ¢ tiene las siguientes propiedades:
1. ®p es continua en M.
2. La funcion ®p es convexa en M y estrictamente convexa en M.

3. En las matrices en que ®p es finita, también es diferenciable. Ademds su gradiente es:

V [~ logdet M (§)] = —M " (€)
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Observacion 11. La gran ventaja de esta funcion criterio radica en la facilidad de célculo respecto al

resto.

4.4.2. A-optimalidad.

Definicién 12. El criterio de A-optimizacion viene definido por la funcién criterio siguiente:

k M-l  det M 0
AM(E)] =) varea; = r (©) si det M(§) #
- 00 si det M(€) =0

La segunda igualdad es consecuencia del hecho de que:
_ tas-1
varga; = e, M~ (E)e;

si los parametros son estimables.
Proposicion 13. ¢4 tiene las siguientes propiedades:
1. ®4 es continua en M.
2. La funcion ®4 es convexa en M y estrictamente convera en M.

3. En las matrices en que ®p es finita, también es diferenciable. Ademds su gradiente es:

v [trMTH(E)] = -MT2(9)

4.4.3. G-optimalidad.

Definicion 14. El criterio de G-optimizacion viene definido por la funcion criterio siguiente:

QG [M(E)] = sup varegs, { € 2
zeEX

Puesto que:

gz(0) =0(x),z € X,0€0©

entonces:

varegy = fAz) M) f(z)
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Cuando M () es regular. De modo que la funcién puede escribirse de la forma:

méxoex fH@)M U f(x)  sidet M(€)#0

00 sidet M(&)=0

Pa[M(8)] =

Proposicion 15. ®g tiene las siguientes propiedades:
1. ®¢ es continua en M.

2. La funcion ®g es convexa en M vy estrictamente convexa en M .

4.4.4. E-optimalidad.

Definicion 16. El criterio de E-optimizacién viene definido por la funcién criterio siguiente:

@M ()] = sup{varcale: |c|| =1}, £ € E

Denotando por A¢ el minimo autovalor de M (§), la funcién toma la siguiemte forma:

At si det M(£) #0

Pp[M(£)] =
00 sidet M(&)=0

Proposicion 17. &g tiene las siguientes propiedades:
1. &g es continua en M.

2. La funcion @ es convera en M y estrictamente convexa en M.

4.4.5. c-optimalidad.

Con este criterio el interés se centra en la estimacién de combinaciones lineales de los pardmetros c'6

con minima varianza. De este modo se da la siguiente definicion:

Definicion 18. El criterio de c-optimizacién para un vector ¢ de dimension k viene definido por la

funcioén criterio siguiente:

Op[M(€)] = c"M(&)c
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4.4.6. L-optimalidad.

La siguiente definicion es debida a Atwood

Definicion 19. El criterio de L-optimizaciéon viene definido por la funcion criterio siguiente:

WML (E) si det M(€) £ 0
L[M(§)] =
o) sidet M(§) =0

donde W es una matriz definida positiva de orden k.
Proposicion 20. ¢y, tiene las siguientes propiedades:
1. ®;, es continua en M.
2. La funcion @y es convera en M y estrictamente convexa en M.

3. En las matrices en que @y, es finita, también es diferenciable. Ademds su gradiente es:

v [rWMTH (@] = -MT WM ()

4.4.7. & -optimalidad.

La siguiente definicion es devida a Atwood

Definicién 21. El criterio de ®,-optimizacién es el asociado a la siguiente funcién criterio:

k=M P ()] si det M(€) # 0
@p[M(g)] = [ ]
00 sidet M(&) =0

siendo p un namero real positivo.

4.4.8. L,-optimalidad.

Este caso viene a generalizar gran parte de los criterios de optimizacién mas usuales:
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Definicién 22. El criterio de L,-optimizacién es asociado a la siguiente funcién criterio:

1/p

(k=Ytr (HM~1(&)HY)"] si det M(&) #0

@, [M(E)] =
00 sidet M(§) =0

siendo p un ntmero real positivo y H una matriz regular de orden k.

Proposicion 23. Sip es un entero positivo, entonces ® 4 tiene las siguientes propiedades:
1. &1, es continua en M.
2. La funcion @1, es conveza en M y estrictamente convera en M.

3. En las matrices en que ®r es finita, también es diferenciable. Ademds su gradiente es:

vop [M ()] = ]#11/1’ {tr [HM (¢) Ht]p}(l/p)_l ZM’“’T’ © (Ht)pHPMfkfl ©
k=0

4.4.9. I-optimalidad.

Teniendo en cuenta que ff(x)M~1(¢)f(z) es la varianza de la prediccion de la respuesta en el punto
x, este criterio se interesard en minimizar el valor esperado de dichas varianzas sobre el conjunto X'.

Suponiendo que p es una medida de probabilidad sobre X se define la funcién criterio como:

[ F@M ) f@)dp i det M(€) £ 0

e sidet M(§) =0

@;[M(¢)] =

4.4.10. MV-optimalidad.

Dicho criterio busca minimizar el méximo de las varianzas de los estimadores de los parametros. De
este modo se centra la atencion en las varianzas de los estimadores de todos los parametros a la vez,

sin tener en cuenta las covarianzas. La funcién criterio serd entonces:

max; vareq; si det M(£) #0
Qv [M(E)] = ;
00 sidet M(£)=0

es decir, se tratard de minimizar el maximo de los elementos de la diagonal de la matriz inverza de
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informacién:

méx; {M~1(¢ sidet M(£) #0
Qv [M(E)] = { ©) &7

00 sidet M(£) =0

4.4.11. Criterio minimax.

Denotando por |.| una norma cualquiera en el espacio R*, se define la funcién criterio:

méx; {! M1 ()c:c e RF, || =1} sidet M(&) #0
O [M(§)] =
00 sidet M(§)=0

El siguiente teorema muestra al relacién entre algunos criterios.
Teorema 24. .

1. Si en la L,—optimizacion hacemos H = I y hacemos tender a p a infinito obtendremos E-

optimizacion.
2. Si se toma W =k 'H'H yp =1 la Ly-optimizacion se transforma en L-optimizacion.
3. Haciendo H = I y p que tienda a cero la Ly-optimizacion se convierte en D-optimizacion.
4. Si en la L-optimizacion hacemos W = I coincidird con A-optimizacion.
5. La ®,-optimizacion es un caso particular de Ly,-optimizacion tomando H = I.
6. Llamando W = [, f'(x)f(x)du en L-optimizacion se tiene I-optimizacion.

7. Si el criterio minimaz se utiliza la norma |.|1 entonces obtenemos el criterio MV, utilizando la

norma |.|2 se obtienen el criterio E y utilizando la siguiente norma se obtiene el criterio G:

lc|® = mf{a>0:c€aR}

donde R es el cierre convezxo del conjunto:

{fl):ze X} U{-f(zx) :z € X}

Demostracion. Para demostrar los apartados segundo, cuarto y quinto bastard hacer la sustitucion

indicada. Para probar el primer apartado denotemos por Ay, ..., Ay los autovalores de M () y sea A; el
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minimo de los autovalores. Entonces:

1/p

k

Jim [ P©]' = i lZ o
i=1

1/p

X\ 7P
o , —1 i
= 1+Z()\i>
i#ig 0
— )\;01

Para demostrar el tercer apartado hacemos H = I de modo que

1/p 1k -p
1 log £+ >0 1 A
{ _ -p — ‘ k i=1""
t o 172116 | =S

—% log det M ()

Veamos ahora que se cumple el sexto apartado. En efecto, tomando en L-optimizacion W = [, f*(z)f(x)dpu

se tendra

aWMNE =t [ ) @ ©)
=t [ F@ @M
=t [ PN @)
= | F@M O @

Para probar el séptimo apartado vemos que

@, M) = max{c'M Y (&c:ceRF |c[y =1}

= méxelM 1 (&)e;

siendo ey, ..., e, la base canoénica. La segunda igualdad es debida al ehcho de que ¢!M~1(€)c es una

funcién convexa en c y por tanto el méximo se alcanzara en los vértices del conjunto {c¢ € R¥ : |c|; = 1},
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que vienen dados por los vectores de la base canénica. Por otra parte,

P r[M(E)] = méx{c'M~(&)c: c € OR}

= max fi(z)M () f(x)

zeX

Para justificar la primera y segunda igualdades bastara observar que la norma |.|® caracteriza el

conjunto R como la bola unitaria y el borde de la misma serd precisamente el conjunto

{f(x) :x e X}U{-f(x): 2z € X}

4.5. Eficiencia de los disenos.

Observe que los disefios 6ptimos dependen del criterio de optimalidad usado. Una forma de comparar
dos disenos &1, & es a partir del calculo de las ¢-eficiencias. La ¢-eficencia del diseno £, abreviada por

¢-ef(€), esta definda como:

p-ef (§) = &*

SUP¢x ez # (&%)

La funcién ¢-ef (£) esté entre cero y uno. Proporciona una medida de cuanto porcentaje en informacion
esté suministrando el disenio & con respecto a la méxima. As4, si &; fue obtenido a partir de un criterio
de optimalidad ¢;, entonces al calcular la eficiencia de cualquier otro disenio &5 este valor dard una

idea de que tan cercano o alejado estd éste de la informacién suministrada por el diseio ¢;-6ptimo.

Esta nocién es clara en el caso de los disenos c-6ptimos, pues:

("M~ (€) 0)71

Supe- (@M1 () )"

infe M1 (E%) ¢
T @

d)c'ef (6) =

es el cociente de dos varianzas de c'f aportada por el disefio £ y la varianza minima posible.

En el caso de D-optimalidad:

1/m

(M (E) |

¢p-ef (§) = SUPgxe= |M (€% | ’
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es proporcional al niumero de puntos de soporte del disefio, Atkinson y Donev (1992). Lo anterior per-
mite dar una interpretacion de la eficiencia obtenida en funcién del nimero de observaciones requeridas
para que el disefio en cuestion sea tan eficiente como el 6ptimo.

Antes de continuar con la teoria concerniente a los disenos optimos para modelos no lineales, en la

siguiente seccién se estudian los teoremas de equivalencia.
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Capitulo 5

Teorema de Equivalencia.

Kiefer y Wolfowitz demostraron en 1960 la equivalencia de los criterios D-6ptimo y G-6ptimo. Esto

quiere decir que utilizando ambos criterios siempre se llegard al mismo diseno éptimo.

Teorema 25. Suponiendo que o(x) es una constante para todo x de X, un diserio &* es D-dptimo si,

y solo si es G-optimo. Es decir los siguientes enunciados son equivalentes:
1. det M (¢*) = max{det M (§) : £ € =}.
2. maxgex f(x) M~ (%) f (2) = mingez méx,cx f1(x) M~ (€%) f (z).
Ademés, la ultima expresion es igual a m.

Demostracion. 1.- Suponga primero que £* es D-6ptimo, es decir que la funcién ¢ p, alcanza su minimo

en M (£*). Por la proposicion (4.10) esta funcion es finita, continua y diferenciable en el conjunto

{A: AR™™ |logdet A —logdet M (£%)] < 1}

v {~logdet M (£7)} = ~ M1 (£"). (1)

Esto sigue que la funcién

B € (0,1] = —logdet [(1 — B) M (¢*) + Bf () f'(z)]
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es finita, continua y diferenciable y alcanza su minimo en el punto § = 0. Usando la ecuacion (1)

obtenemos
0 < Od-logdet[(L—5) M (&) + Bf(z)f ()]}
< 93 o
= —tr[Viogdet M ()] [f(z)f"(x) — M (£)]
= [ (x) M (&) f(x) +m,
esto es que

méx f(z) M~ (€7) f(z) < m.

O de otra forma se tiene que

méx f*(z) M~ (€) f(x)

zeX

Y

Y F@)MTHE) f)()

reX
trM (€)M (€)

para cada diseno no singular £. Asi se tiene que £* es G-6ptimo, y

méx f' ()M~ (€7) f(z) = m. (2)

zeX

2.- Suponga ahora que £* es G-6ptimo.

Se sabe que M (£*) es una matriz no singular. Sea 7 cualquier diseno D-6ptimo. Entonces

1 < det M () M~ (£")
1T (3)
i=1

donde A;..., A\, son los eigenvalores de la matriz M () M ! (¢*). Usando la desigualdad bien descono-
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cida entre la media aritmética y la media geométrica obtenemos de la ecuacion (2)

1
i)’ -

i=1 i=1
1

A

3 |
(]
2

= —uM () M)
= LY S @ME) fan (@)
rxeX
1 ~1
S —méx ()M (&) f(@)
— ()

Comparando las ecuaciones (3) y (4) se obtiiene
det M (£*) = det M (n),

asi £€* es un diseno D-6ptimo. O

Observacion 26. 1.- Si o(z) no es constante, el teorema de equivalencia se cumple también haciendo

una pequena precision. En este caso puede demostrarse que £* es D-6ptimo si, y sélo si

mix o~ (a)H(@)M 7 (€) f(a) = minmigeo ™ ()M () f(a).

siendo ademés la ultima expresién igual a m.

5.1. Teorema General de Equivalencia.

En 1973 Whittle y en 1974 Kiefer J. generalizan el teorema de equivalencia para funciones criterio
mas generales. Con el objeto de enunciar estos resultados damos una definicién a o mas rigurosa de
funcion criterio. Para ello nos fijaremos en las propiedades que verificaban las funciones criterio vistas
anteriormente. Observamos que todas las funciones criterio vistas son convexas y continuas. Con el

objeto de salvaguardar estas propiedades daremos la siguiente definicion:

Definicién 27. Diremos que una funcién real ® en las condiciones de las funciones criterio, segin la

definicién dada més arriba, es una funcién criterio convexa si cumple las propiedades:

1. Existe Ug abierto de £L(M) tal que Up D M y ® esta definida, es finita y convexa en Usg.
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2. Si:
M,eMi,n=1,2..y lim M,=Me M- M,

n—oo

entonces:

lim ® (M,) = oo

n—oo

Observacion 28. No es necesario que Ug sea convexo. Entenderemos entonces que ¢ debe ser convexa

en los subconjuntos convexos de Usg.

Proposicion 29. Si U es un abierto de L(M) y ® es conveza y finita en U, entonces ® es continua

en U.

Demostracion. Denote la dimension de £ (M) por r. Escogiendo L; € U. Puesto que U es abierto hay

una esfera abierta r-dimensional

G={L:LeL(M),||L~-Li| <}

y un simplex r-dimensional J asi que G C J C U. Denote los vertices del simplex 7 por Vi, ..., V,. De

la convexidad de ® resulta que

(L) <méx{®(V;): i=0,..,r} =d < o0; (Leg).

Tomando ¢ € (0,1) y denotando

G.={L:LeL(M),||L— L <ed}.

Para L € G, defina W = (L — L) /e, tal que

LZ(l*E)L1+€(L1+W)

y la convexidad de ® implica

O(L) < (1—e)®(Ly)+ed. (5)
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Por otra parte, se tiene la igualdad

1 1
L= L 1—— ) (L1 —W).
1+e¢ +( 1—%5)(1 )

Por lo tanto, usando la convexidad de ® otra vez, se tiene

1 ed
O(L .
1+e ()+1+5

P (L) < (6)

De las ecuaciones (5) y (6) resulta que para cada ¢ € (0,1)
[®(L) =@ (L1)| <eld =P (L1)]

cuando L € G.. La continuidad requerida de ® en L; se sigue inmediatamente. O
Proposicion 30. Cualquier funcion criterio conveza, con la definicicon dada, es continua en M.

Demostracion. La proposicion anterior implica la continuidad en Ug, y por lo tanto en M . Por otra

parte la segunda condicién de la definicion asegura la continuidad en M — M. O
Todavia necesitamos dar una definiciéon de derivada direccional debida a Frechét.

Definicion 31. Dada una funcién real ®, convexa y definida en un subconjunto convexo de eun espacio
euclideo, y dados dos puntos en ese conjunto x y v, se define la derivada direccional de ® en el punto

x y en la direcciéon de v como

O[(1- Bz + Bu] — B(x)
B0+ B '

Observacion 32. La derivada direccional existe siempre gracias a la convexidad de ®. En efecto, de-

mostraremos que la funcioén:

[(1—pB)x+ pv] — O(x)

p:8€(0,1)— 3

es creciente en (0, 1). Por tanto el limite siguiente siempre existe, siendo finito o menos infinito

2 (1 =B)z+ Bv] - ‘P(w).
B—0+ B
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Veamos que ¢ es una funcion creciente. Para ello tomando 0 < 8 < f2 < 1 y calculamos:

B0+l - o) = o210+ sl+ (1-2) o} - o)
B1 B1
< Rola- et pul+ (1) 00 - 0w

- % {®[(1 = B2) & + Bov] — ®(x)}

Pueden darse otras definiciones de derivada dirrecional, pero nos interesara la anterior dado al uso de

las funciones convexas. Si existe el gradiente de ® entonces por su definicién, podemos escribir:

00(z,v) = tr{[v®(x)](v—2x)}

= (VO(z),v—x).

Reciprocamente, se puede definir el gradiente como aquella matriz que encaja en la expresion anterior.

Proposicion 33. Si © es finito y convezo en un subconjunto abierto de U de L y si V@ (L|L) es

definido en cualquier L € L, entonces el mapeo
LeUwvy®(L|L)

es continuo.

Teorema 34. (Teorema general de equivalencia) Sea ® una funcion criterio convexa y £ un diserio
tal que
0P [M (f*) ?M(f)} > —00, f €=,

Entonces son equivalentes:
1. £&* es ®-6ptimo.

2. £* es ®-6ptimo local, es decir, para cada disefio £ la funcion:
p:fel0,1) = [(1—-B) M)+ BM(S)]

tiene un minimo local en 5 = 0.
3. 0B [M (&), M(£)] 20, (€E
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Demostracion. Es obvio que 1 implica 2. Si £* es ®-6ptimo local, entonces para cada £ € = hay § > 0,

tal que
(1 —B)M(g") + BM (§)] — P [M (£)]
B

para cada S € (0,4). Resulta que 0P [M (¢*), M (£)] > 0, es decir, 2 = 3 se ha demostrado.

>0

Para probar 3 = 1 supongase que £* no ®-6ptimo. Entonces hay un diseiio ¢ talque ® [M (¢)] <
O [M (£*)]. Por lo tanto para cada 5(0,1)

QA-PME)+ MO - 2ME)] _ (=P LM ()] + AP [M(§)] — P[M (£)]
B - B
= QM (§]-2[M(£)],

asi 0D [M (&%), M (§)] < @ [M (§)] — @ [M (€*)] < 0, por lo que la desigualdad en 3) no se cumple. [J

Obsérvese que este teorema aporta un criterio general (tercer apartado) para contrastar si un disefio
dado es o no ®-6ptimo, tanto si la funcion criterio es diferenciable como si no lo es. Cuando n o la

funcion @ sea diferenciable, se puede dar el siguiente teorema:

Teorema 35. Si @ es diferenciable en un entorno de M (£*), entonces son equivalentes:

1. £ es ®-6ptimo.

2. f{2)Ve M ()] f(z) = trM (£7) VO [M (£)], = € X. (7)

3. mingrex fH(z) VR [M ()] f(2') = Lpex [1(@) VR [M (€7)] f(2)€ (2) . (®)
Demostracion. De la definiciéon de derivada direecional de @ se tiene

0P [M(£), f(2)f' ()] = f'(2) VR [M (£7)] f(x) — trM (£7) VO [M (£7)].

Por lo tanto la implicacién 1 = 2 es una consecuencia de la tltima proposicion asi f(z)f(z) = M (&) .

Si, a su vez, la ecuacion (7) es multiplicada por £(z), y el resultado es sumado bajo X, entonces

R [M (%), M ()] =0;  (E€F).

Por lo tanto, segtn la ultima proposicién, £* es ®-6ptimo. La implicacién 3 = 2 se sigue claramente
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de
trM (€) VR [M (§9)] = Y trf(x) f'(x) VO [M (&) ¢ (2).]

reX

A la inversa de 2) y de la desigualdad

min f'(a) V@ [M (£7)] f(a') < Y fH(2)VP [M (€] f(2)¢" (),

z'eX
reX

se obtiene el enunciado en 3). O
Teorema. En un disenio D-dptimo los pesos son uniformes.

Demostracion. Supongamos que la medida £ concentra su masa en wy, wa, ..., w, (> i, w; =1), en

n puntos distintos 1, zs, ..., z,,, respectivamente. Para esta eleccion de £ los elementos de M () son
n
mig =Y wifi (@) fi (x)
1=1

haciendo a; = wi fi (1) y bji = fj (1) para 4,5,l =1,2,...,n. Se deduce que el determinante toma la

forma
{le} {det I fi () szzo}z
=1

silas f1, fo,...fn son especificadas como
fi(x) = ' \1/? (2), i=1,2,..,n, x € [a,b],

entonces se tiene
n

[Twll @) II (-

=1 I=1 0<i<j<n

maximizando con respecto a w’s se tiene

(= Zlogwl +Zlog)\(:rl) + Z 2log (z; — x;)
1=1 1=1

0<i<j<n

para ello utilizaremos multiplicadores de Lagrange

L= Zlogwl —i—Zlog)\(ml) + Z 2log (z; — zj) — « <Zwl - 1)
=1 =1 =1

0<i<j<n
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derivando con respecto a w; obtenemos

o 1

8wl wy

igualando a cero y despejando w; se llega a que

w; =

)

1
o
recordando que Z?Zl w; = 1 se tiene que a = n. Por lo tanto w; = % O
Yang y Stufken (2009)proponen un nuevo enfoque para identificar los puntos de soporte para un disefio
localmente éptimo cuando el modelo es un modelo no lineal. En contraste con el enfoque geométrico
comunmente utilizado, usaron un enfoque basado en herramientas algebraicas. Consideraron limita-

ciones a modelos con dos pardmetros, y llegaron a la conclusién para el modelo d eMichaelis-Menten

solo es necesario dos puntos de soporte.
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Capitulo 6

Modelo de Michaelis-Menten.

6.1. Introduccidon.

Muchos modelos estadisticos comunes pueden ser expresados como un modelo no lineal, que son
parametros asociados con una poblacién entera o con ciertos niveles repetibles de factores experi-
mentales. Un ejemplo de modelos no lineales son los modelos racionales en donde le daremos maés
enfasis al modelo de Michaelis-Menten para la cinética de la enzima, que relaciona la velocidad inicial
de reaccién de la enzima para la concentracion de sustrato el cual esta constituidos por dos parametros.
Es el modelo no lineal que se describe brevemente en el capitulo 2. Por ejemplo, el diseno para el mod-
elo propuesto por Michaelis y Menten (1913) se discute por Dette et al. (2003), Dette y Biedermann
(2003) y Dette et al. (2005). El diseno 6ptimo de experimentos cuando los modelos son exponenciales

se investigd por Mukhopadhyay y Haines (1995), Dette y Neugebauer (1997), y Han y Chaloner (2003).

6.2. Modelo de Michaelis-Menten.

Supongamos que tenemos n observaciones (y;, z;), ¢ = 1,---,n, se encuentran disponibles en la tasa ob-
servada de la reaccién y la concentraciéon de sustrato correspondiente, entonces el modelo de Michaelis-
Menten puede ser escrito como

Or;

i = +&;
Y O + x;

n(x,0) + &, (6.1)
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Donde 7 (x;,0) = 61x;/02 + x;, 0 = (91,02)/ ye,~N (0,02) . Por lo tanto y; ~ N (7] (24,0) ,02) .

Ahora, la funcion de verosimilitud para un punto del soporte y;, ¢ = 1,...,n puede ser escrita como,

L(o) =

La log verosimilitud puede ser escrita como,

1(0) = f% log (2ma?) — % [yi — 1 (z:,0)]*. (6.3)

Utilizando la ecuacion (6.3) se construye la matriz de informacion de Fisher para encontrar el disefio

oOptimo.

6.3. Matriz de Informacion de Fisher.

Para un modelo que implica el vector de parametros 6 y un disefio de medida &, en la ecuacion (4.2)
en el intervalo (0, z() con puntos de disefio finitos, donde los puntos de disefio finitos corresponden a la
ubicacién de las observaciones y los pesos dan las proporciones relativas del total de observaciones que
deben adoptarse en los puntos correspondientes. A continuacién, la matriz de informacién de Fisher

se basa en los valores esperados de las segundas derivadas parciales, y esta dada por

M<9,§n>:E{ 621(9)},

0000

donde j = 1,2 y 1 () es la funcion de log verosimilitud definida en la ecuacion (6.3).

Las primeras derivadas parciales de la log verosimilitud son

891 o ?[yz _"7(33179)] 024—1’7;7
al(0) 1 bhz;
= 5 Y — i>0 - 92
00, 2 [y n (:L‘ )] (92 n -Ti)2

Tomando esperanza en la segunda derivada parcial de la log veroximilitud con respecto a todos los

parametros y multiplicando por -1 daria la matriz de informacién de Fisher 2 x 2 para los pardmetros
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01 y 92.

_E - _El = — A = (s ) —
|: 89% :l |:O—2 [yl n(m’w )] 891 (924-.%'1 89177(1'17 )924-.%'1
_ 1l @ om
o 020y +x; 00+ 2,
_ 1 o
02 (0 + ;)%
821 (0):| 1 0 01‘%1 1o} Hlxi
e\ o | - (20,0)]) - — 2 (i,
- i (91.231 91.731
o2 (0, + xi)2 (02 + xi)Q
1 g
0% (0 + x;)*
_E — B |y —(2,0)] (a0
{891892] L? i = (@3, 0)] 557 (ez —i—mi) a6, @9 g0
o 7i 01%1' xX;
o? (92 + 131')2 62 + x;
_ L1 O}
0% 0y + ;)%
Entonces la matriz de informacién puede ser escrita como
wf 919312
_ (O24z:)  (Oatm)® )
M) = Z B 29130? 92%9012 Wi
*1,%2 (O2+x,)3 (O2+x:)*
> now; =Y af
o 1,22 (fa+x;)2 Y 1,22 (Oa+z;)° ¢
B 612? ) o7} )
_Z$17$2 (02+x;)% Z$115E2 (024x;)* "
a:fwl $§IU2 N Qla:fw] N 91w§w2
— (024z1)* (02+72)2 (O24z1)3 (02+x2)°%
. 91w§w1 _ Bi1zows O%w%wl + szgwg
(02+x1)3 (02+x2)3 (2+z1)* (02+x2)%
23wy (O2+12)2 +a2ws (02+21)? _0 [w?wl(92+x2)3+3:§'w2(92+961)3}
_ (02+21)2 (02 +x2)2 1 (02+21)%(02+x2)® (6.5)
2 3,2 3 2 4, .2 4 ’ :
9 [m1w1(62+w2) +a5wz(024x1) } 92 [I1w1(92+$2) +a5wa(02+x1) :|
1 (02+1)° (B2+a2)° 1 (Gat21)* (Bata2)?

ya que M (£) es una combinacion ponderada de las matrices de informacion de Fisher asociada a cada
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punto de soporte x; del diseno. La matriz de la informacion dependen de los parametros desconocidos,
por lo tanto, el diseno 6ptimo depende sobre los pardmetros desconocidos y este diseno 6ptimo es

conocido como el diseno 6ptimo local (Atkinson et al., 2007).

6.4. Disenos Localmente D-6ptimos.

Introducidos por Chernoff (1953), son los primero disefios que aparecieron para el caso no lineal.
Consisten en dar inicialmente un valor a priori para 6, 6y, que esté cercano al valor verdadero del
parametro, luego utilizar la aproximacion lineal de Taylor para n(z,6) al rededor de 6y y construir
disefios 6ptimos para el modelo linealizado: Y*(z) = fB'g(x,00) + *. Los disefios resultantes son
disenos 6ptimos locales. Varios autores han construido disefios con este enfoque; véase por ejemplo:
Ford et al. (1992), Dette et al. (2004), Dette et al. (2004), entre otros.

Suponiendo que el modelo (6.1) y el disefio &, en la ecuacion (4.2), la matriz de informacion de Fisher
esperada de 6 en la ecuacion (5.5) y el disenio D-6ptimo local maximiza el determinante de la matriz

de informacion a partir de (4.9). El determinante de la matriz de informacion es:

{Jﬁwl (62 + 4102)2 + mng (02 + 131)2 } {02 [ﬁwl (62 + 372)4 + wng (62 + 301)4} }
(02 + 331)2 (02 + I2)2 ! (62 + 231)4 (62 + $2)4

_ {_91 |:Il’%w1 (62 + $2)3 + z5ws (02 + $1)3] }2
(02 + 21)° (02 + 22)°

_ g [ziw? (02 + 22)° + 22zdwiws (02 4+ 21)* (02 + 22)° + 2223wiws (02 + 21)° (B2 + x2)* + z5w? (02 + 21)°
i (02 + 21)° (62 + 22)°

_ g [ziw? (02 4 22)° + zizdwiws (02 + 21)° (02 + 22)° + 2Fadwiws (02 + 21)* (02 + 22)° + zdw3 (02 + 21)°
i (02 + 21)° (02 + 22)°

- [2iziwiws (02 + $1)4 (02 + -’Ez)Q + 2?23 wiws (02 + 331)2 (62 + 2172)4 — 2z3z3wiws (02 + x1)3 (02 + 962)3}
! L (02 +$1)6 (02 +$2)6

2f 2 2 4 o [(B2 + 1) —2(02 + 21) (02 + x2) + (02 + x2)°
= 67 {xl:rzwlwg (02 + 21)" (02 + x2) { 62+ :171)6 T 132)6 } }
- @ {ﬁﬁf%wﬂm [(62 JZ:IH) — (924+ z2))? }
(02 + z1)" (02 + x2)
Q%fE%wl (361 — $2)2 $§w2
(02 4+ x1)* (02 + x2)*

Si z1 < zo esta funcién es creciente en x9 en [L, R], asi x5 = R. Con esta opcion el determinante se

convierte en
032wy (z— R)* R(1 — wy)

T(@) 02+ 2) (602 +R)

, (6.7)
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donde x = z1, wy = 1 — wq. Ahora se realiza la maximizacion de la funcién criterio,

—log|M(§)| = —logT(x)
log (9%:1:2101 (x —4R)2 R(1 —4 w1)>
(02 + )" (A2 + R)
= —log#? —2logz — logw;, — 2log(z — R) — log R?

— log(1 —wy) + 4log(fs + x) + log(fs + R)* (6.8)

Ahora para determinar los valores de x y w; se derivara con respecto a x y a w;, como se muestra a

continuacion:

—dlog |M(&)| 2 2 4

ox r x—R + 0y +x
—2(x — R)(02 + z) — 22(02 + x) + 4x(z — R)
z(x — R)(02 + x)

—2(z? + 203 — Rz — Rfy) — 2(263 + 2?) + 4(2® — Rx)
xz(x — R)(02 + x)

—222% — 2205 + 2Rz + 2ROy — 2265 — 222 + 422 — 4ARx
z(z — R)(02 + x)

—4x05 + 2R05 — 2Rz

= ) 6.9
z(x — R)(02 + x) (6.:9)
Por otro lado tenemos
—Olog|M(§| 1 1
Owq N w1 —w
o —1+w +w
w1 (]. — U}l)
1-2
S e (6.10)

w1 (1 — wl)
Igualando a cero y despejando z y w; de (6.9) y (6.10) respectivamente, se obtiene

RO, 1
wr = 3,

T+ R 2

por lo tanto el diseno D-6ptimo para el modelo de Michaelis-Menten es

R6>
§* _ 20>+R R
1 1
2 2
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Veamos que se trata realmente del diseno D-6ptimo utilizando para ello el teorema de equivalencia:

1

4l

(03+z1)t(02+w2)t

]

1

il

]

(02+21)1(02+w2)1

02 23wy (9z4p) % +afwy (03 +21)% 0, 23wy (O3+w9)3+aFwy (0+21)3
1 (62+21)4(03+22)% (02+21)3(03+22)3
o[ 23w (w1 —w2)222wy o [ 22wy (w1 —wg)2wdwy

22wy (Og+w9)3+a3wy (0g+21)3 ]

o

23wy (O3+9)2 23wy (0g+21)2

(6p+1)2(02+w2)2

2wy (21 —wp)2awy
P Py
(02+x1)*(02+x2)

2

|

2

1 i

(62+x1)3 (02 +x2)3
| 1

23wy (O2+2) +aiws (f2+a1)*
a:fwl (9317932)213102

[lfwl (B2+x2)® +a2ws (O2+, )3] (O24x1)(02422)

2wy (z) —wp)22wy
P 2o
(Oa+x1)*(02+w2)

]

[m%wl (02+x2)3+x§w2(92+x1)3](02+x1)(92+$2)

Or1zw (9317912)213102

[£3 w1 (B2422)° +@3wa (02+21)2 ]| (O2+21)? (B2 +22)°

Olszl (11712)21571)2
a B
By

) 2.2
0iziwy (1 —x2)°T3Wwo

veamos a que se reduce cada entrada de esta matriz sustituyendo los valores de las s y wis

2wy (w1 — 22)% 2dwy = (

ROy
20+ R

) (

1

2

)

i)

R%0,

ROy
20, + R

— ROy — R?

)

1

2

)

20> + R

) (

20> + R

;

—R20 (RO, + R
(292 + R)2
RS2 (6, + R)®

) (e

I

(292 + R)4

)

2 4
l‘%wl (02 + 1‘2)4 + xgw2 (62 + 331)4 = (%) <;> (02 + R)4 + R? (;) (92 + 2;;%)
 R202(0,+ R)'  R2 (203 + 2R6,)"
~ 2(20, + R)? 2(20, + R)*
_ R%03(6:+R)'  R2(205)" (2 + R)*
~ 2(20,+ R)? 2(20, + R)*

_ R?03 (0 + R)" (202 + R)* + R? (202)" (62 + R)"

_ R%03(6, + R)*
2(205 + R)*

58

2(26, + R)*

(20, + R)* + 160%}



[szl (02 + ©2)° + aZws (02 + 911)3] (02 + 21) (02 + 22) = [( 20 )2 (1) (02 + R)® + R? (%) (92 + ﬂ)j

205 + R 2 205 + R
R02
0o+ ——— ) (h2+R
8 ( 2+202+R>( 2+ R
_ [R262(62 + R)®  R?(20% +2R6,)°
| 2(20: 4+ R)? 2(20, + R)®

<20§ + 2R6,

6 R
20, T R )(2+ )

_ [R?62 (62 + R)® | R*(262)° (2 + R)S} (202 (02 + R)

02+ R
| 2(202 + R)? 2(205 + R)® 20, + R >(2+ )

_ [R?62 (62 + R)® (262 + R)® + R?(262)° (62 + R)® | (262 (62 + R)?
i 2(262 + R)® 202 + R

[ R262 (6 + R)?

= | =227 "% (20, + R) + 86

| 2(20: + R)® (202 + R) + 86]

R?63 (02 + R)® (1002 + R)

(262 + R)*

20> + R

202 (02 + R)2)

[z’;’wl (02 + 22)* + 22w, (02 + 11)2] (02 + 21)2 (02 + 2)° = [( 120 )2 (3) (62 + R)? + R? (3) (02 4 R )2]

20, + R 2 2 205 + R
ROy \?2 )
x (624 —>—) (B2+R
( 2+292+R> (024 1)
_ [R2602(62+ R)®>  R* (203 +2R0.)*
T 2202+ R)? 2 (202 + R)?
2
203 + 2R N
2R ) .+ R
x ( 2,k ) Gt
_ [R?63 (62 + R)® | R?(262)? (92 + R)? (292 (62 + R)>2 (62 + R)?
T | 2202+ R)? 2(20; + R)? 20, + R ?
_ [R262 (62 + R)? + R® (202)% (62 + R)*| [ (262)2 (62 + R)*
T 2(202 + R)? (262 + R)?
_ [20R?63 (62 + R)® | [ 462 (62 + R)*
N 2 (202 + R)? 20> + R
_ 10R%03 (62 + R)°
T (202 + R)*

asi llegamos a que

22 4
peon [(292 + R+ 1693]

R602(02+R)?
(4) (Fe)
2 (0, + R)? [(292 +R)?+ 1695]
R4

o =

99



R203(02+R)°®
Hahyam (106 + )

R602(02+R)?
(5) (")
46 (62 + R)® (100, + R)

8=

10R?605(02+R)°
DR 00 1+10)
(202+R)

7= () (R69§(92+R)2>

4 (202+R)*
4002 (0, + R)*

Por lo tanto

2(02+R)*[(202+R)*+1663]  40,(6,+R)® (1002 +R)
R4 01 R*

4605 (02+R)3(1002+R) 2002 (62 +R)*
01 R4 9% R4

(20 + R)* + 1663 202(0etI)(00:4 1)

2 (92 + R)2
R4

205 (02+R)(1002+R) 2002 (02 +R)?
01 02

Una vez obtenida la inversa de la matriz de informacion evaluada en el diseno optimo, se calcula la

funcién de varianza

d(z,€) = f(a)" M~ (€") f(@),
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T
donde f (z) = (62+x’_(920jr7§7)2> ’

T (202 + R)* + 16065 %W
_x 2 ©
d(z,€) = P 2(02+ R)” o
’ _ bz R4 ez
(62+x)2 205 (02+R) (10054 R) 2003 (2+R)? (02 +x)2
01 07

X
(02+x)2 Oo+x
2052(02+R)(02+2) (1002 +R) —20022 (024 R)> T
01 (02+2)2 (02+)2

02+R ( 2(205+R)? (92+z)+16921(02+z) 2052 (02+R)(1002+R)

92 + R)? (m (202 + R)? (B2 + x) + 160322 (02 + ) — 26222 (A2 + R) (1002 + R))
(62 +z)°
92 + R)? (zagm (62 + R) (62 + ) (1062 + R) — 200322 (A2 + R)Q)
(62 + )
92 + R)? 2 2 2
(z* (262 + R)? (02 + x) + 16052° (A2 + x) — 402> (A2 + R) (62 + ) (100 + R))
% (20052 (62 + R)?)

cuyo maximo, 2, se alcanza en x = 2;”‘12]% y ¢ = R. Puesto que 2 es el nimero de parametros, el

teorema de equivalencia nos dice que £* es un diseno G-6ptimo, y por tanto D-6ptimo.
Ahora, consideremos que la concentracién x se encuentra entre 0 y 1, y utlizando la estimacion de los

pardmetros en el capitulo 3, en donde #7 = (212.7,0.0641)7, se tiene que el disefio optimo es

0.0568 1
1
2 2
En la Figura (6.1) se muestra que la funcion, d(x;£*) tiene todos sus valores por debajo de cero, y en

los puntos de soporte alcanza su maximo, luego ¢ es D-6ptimo para estimar el vector de pardmetros

0.
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Figura 6.1: Grafico de la funcién de varianza d (x,£*), del modelo de Michaelis-Menten.

6.5. Disenos D-6ptimos Bayesianos.

Enfoques bayesianos para el disenio 6éptimo de experimentos en el modelo estadistico no lineal han sido

revisados recientemente por Atkinson et al. (2007) y por Chaloner y Verdinelli (1995). Para el modelo
lineal de la teoria normal con varianza conocida o2, supongamos que la informacién anterior es que
se distribuye normalmente con media y y matriz de covarianza o 2 M1 (ng). La informacion de la
matriz M (ng) formaliza la informacién previa como equivalentes a los resultados de las observaciones,
donde ng no necesita ser un niimero entero. El diseno de las observaciones anteriores se puede escribir
noM (&), cuando M (ng) = noM (&). El experimento consiste en n ensayos con disefio de medida &,
La matriz de informacién para la distribucion posterior de 0 es

M (§n) = noM (&) +nM (&) - (6.11)

Disefios D-6ptimos bayesianos para el modelo lineal maximizan |M (&) ], que hace que no depende del

valor apriori de 6. Estos disenos maximizan la ganancia esperada en la informacién de Shannon entre
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las distribuciones aprioris y posterioris de 6:

[0 ’)(Z'E’e’f%(wy,gn) dbdy. (6.12)

La distribucion apriori no depende del disetio £, por lo que el diseio £ maximiza la ganancia esperada

en la informacién de Shannon es el que maximiza

U (€)= / log {p (ly-£4)} p (Bly, &,) dbdy. (6.13)

Esta es la informacion esperado de Shannon de la distribucion posteriori. Esta utilidad esperada U ()
podria ser apropiada cuando el experimento se lleva a cabo para la inferencia en el vector de 5. La
informacién apriori se vuelve menos importante, es que ng/n — 0, el criterio bayesiano (6.11) tiende
a D-optimalidad estandar. La ecuacion (6.11) es la misma que la utilizada en el aumento de disenos
frequentistas, cuando los ensayos Ny forman el diseno de un experimento anterior y los resultados de
todos los ng + n ensayos son para ser analizados en conjunto.

La teoria de los modelos no lineales 7 (x;, 8), el enfoque bayesiano para encontrar el disefio éptimo
exacto consiste en especificar la distribucion apriori de 6 que es p (6), es mas complicado y requiere el
uso de aproximaciones a la distribucién del estimador 0 posteriori. Si la matriz de informacién previa
en el equivalente de (6.11) se ignora y el estimador de minimos cuadrados 0 se utiliza en lugar de
0, el estimador sera asintéticamente normal con una distribuciéon que sélo depende de la matriz de
informacién del experimento. Luego, aproximadamente, el diseno maximiza la informacién esperada

de Shannon que maximizara la utilidad esperada

(I)(fn) = E010g|M(67§n)|

/9 log [M (0, £,) p (6) do. (6.14)

donde M (6,&,,) es la matriz de informacion esperada de Fisher definida por la ecuacion (6.5) y (6.14)
se conoce como criterio D-6ptimo bayesiano. Tenga en cuenta que esta enfoque bayesiano no implica
que los métodos bayesianos de anélisis de los datos se van a utilizar (Murphy et al., 2003). Este enfoque
es de vez en cuando, y tal vez mas apropiadamente, llamado disenio 6ptimo promedio, pero el nombre
bayesiano se ha convertido en norma y vamos a seguir para utilizarla. Después de haber obtenido una

expresion para el criterio (6.14), tenemos que evaluar su esperanza sobre la distribucion apriori de
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para cada diseno considerado. Dado que la integral es casi siempre imposible de evaluar, nosotros lo
aproximamos numéricamente mediante el muestreo de p (#). Supongamos que probamos m puntos de

distribucién de cada parametro para obtener 614, ...,6,, y, para cada disefio considerado, aproximada
® (&n) por

b (€,) = {Zlog|M (9—03,&1) |}. (6.15)

Para el caso en que no se tiene informacion sobre los parametros se utilizaron distribuciones uniformes,
es decir, 1 ~ U(a,b) y 02 ~ U(c,d), a continuaciéon se muestra el proceso de maximizaciéon de la

informacién de Shannon con dichas distribuciones.

Ey [log [M (,0) ]

/ log M (€.6) |dr (6)

df1dbs
(b—a)(d—0)

df1d0s
+/ / [log(1L = w1) — 4log(f + 1) — 4log(th + m)] — v

B 210g91d91d92 210gx1d91d92 b logw1d91d92
SR R T R
210g T —.’11‘2 d91d92 210gx1d91d92 log (1 —wy) db1dBs
A= // // (EnIcEn

/ / 410g 92+$1 d91d92 / / 410g 92-‘1-1‘2) df,dOy

= // [2log 61 + 2log 1 + logwy + 2log(x; — x2) + 2log x4]

(b—a) —¢)
_ / (blogh —b— aloga+a) db, +/ 2logx1d02 N /d log w1 dfs
c (b—a)(d—c) e (d=o e ([d=o
/d 2log (x1 — x2) dfy /d 21og z1dfs /d log (1 — wy) dfy
c (d—c) e (d=o c (d—c)
/d 410g (03 + 1) dby /d 41og (03 + x2) dby
c (d—c) ) (d—c)
— 2 (blogb _(bb —;z)loga +a) + 2logz1 4 logw; + 2log(z1 — x2) + 2log 25 + log(1 — wy)

4[(d+x1)log(d+m1)—(d+x1)—(

d—c
4 |:(d+l'2)10g(d+l‘2)—(d+$2)—(C+(L‘2)10g(c+l‘2)+(6+$2):|
d—c '

c+x1)log (c+ x1) + (c+x1)}

(6.16)

Si 1 < x9 esta funcion es creciente en x9 en [L, R, asi x5 = R. Por lo que el problema se reduce en
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maximizar con respecto a x1, wy y ws. Derivando con respecto a x1, y wy 6.16 se tiene

OE log|M (€.0)] _ 2 2 [log{d+z)—log(et+an)] 617
Oy 1 w1 —R d—c

—Olog|M(©] _ 1 1

Ow, B wr  1—w

_ “ltwitw

wl(lfwl)

1-2

o 1-2w (6.18)

w1 (1 — wl)

Igualando a cero y despejando x; y w; de (6.17) y (6.18) respectivamente, se obtiene los valores
deseados. Para encontrar el valor de x; se realiz6 numericamente ya que 6.17 no tiene una solucién

analitica, para ello se utilizo que 02 ~ U(0,0.1) y R = 1. Asi el disefio 6ptimo bayesiano es

0.0364 1

1

2

N[

Para el caso en que 8 = (01, 05) tenga otras distribuciones, el criterio a utilizar es la aproximacion a la

informacion de Shannon (6.15).
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Capitulo 7

Conclusiones.

En esta tesis se describe el diseno 6ptimo de experimentos no lineal del modelo de Michaelis-Menten,
con aplicaciones a ejemplos de la vida real que se plantean en la cinética enzimética. Aunque la
aplicaciéon de estas técnicas ha sido la novela en si misma, esta tesis ha presentado los métodos de
disenio de experimentos con el modelo no lineal.

En primer lugar nos centramos en lo que es la cinética de enzimas, la relacién entre la cinética enzimatica
y el modelo de Michaelis-Menten y luego se discute el mecanismo del modelo de Michaelis-Menten en
el capitulo 2. En el siguiente capitulo, Capitulo 3, se describe el modelo lineal y el modelo no lineal se
describir el procedimiento de estimacion de los pardmetros. Presentamos una manera mucho maés facil
de estimar los parametros de las estimaciones encontradas utilizando el modelo lineal.

En el capitulo 4 se representa la teoria del disefio 6ptimo, diversos criterios sobre el diseno 6ptimo.
En el capitulo 5 se hace una extensa revision de la teoria sobre el teorema de equivalencia, asi como
los puntos de soporte y los pesos del diseno.

En el capitulo 6 se discute el diseno 6ptimo para el modelo de Michaelis-Menten y obtenemos un diseno
optimo de 2 puntos sobre la base del criterio D-6ptimo maximizando el determinante de la matriz de
informacion de Fisher, en un punto situado en Rf3/ (202 + R) en donde se involucra un parametro de
Michaelis-Menten y otro punto situado en el extremo derecho del intervalo donde se desea encontrar
el diseno 6ptimo.

Los modelos 6ptimos para modelos no lineales necesariamente requieren de un conocimiento previo
de los parametros. Las alternativas que se han estudiado en esta tesis son: la clésica en donde se

minimiza un criterio adecuado suponiendo valores puntuales (locales) de los parametros; la segunda
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alternativa postula que la incertidumbre que tenemos sobre los pardmetros la representemos mediante
una distribucién apriori, esto da lugar a los disenos 6ptimos bayesianos que fueron bien estudiados en

el capitulo 6.
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Apendice.

Proposicién 10:

(1) Directamente de la definicion estandar de un determinante obtenemos

detM = Z (—1)7T {M}lw(l) {M}Qﬂ(z) {M}mw(m) )

donde la suma es bajo todas las permutaciones 7 de m-tuplas (1,2,...,m), y donde (-=1)" =1 (o
(—1)" = —1) si la permutacion 7 (1), ..., 7 (m) es obtenida por un nimero par (o un impar) de inter-
cambios de parejas en la m-tupla (1,2,...,m). Se deduce que el det M es un polinomio homegeneo de
elementos de la matriz M. Como una consecuencia la funcién M — —logdet M es continua.

(2) Tenemos que probar que para cada 3 € [0,1], My, My e M
logdet [(1 — 8) My + SMs] > (1 — B)log det My + Blog det Mo.

Esta desigualdad se hace evidente cuando det M; = 0 o det M5 = 0. Por lo tanto, suponer que My, Ms
son no singulares. Por la descomposicion espectral existe una matriz U no singular tal que UM, UT = I,

UM, U =A= diag (A1, ..., Amm). Usando la estricata concavidad del logaritmo obtenemos

log det [(1 — 3) My + BM,] logdet U [(1 —B) T + BAJ U

logdet U =2 + Z [(1—=08)14 BA]

i=1

= (1—pB)logdetU 2+ Blogdet U *AU !

v

(1 — 8)logdet My + Blogdet Ms.

La desigualdad es estricta si € (0,1) y Ay # 1 al menos para un i € {1,...,m}, es decir, My # M.
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3) Cuando —logdet M < oo, M es no singular. El conjunto
g
{A:AeR™™ |logdet A —logdet M| < 1}

es una vecindad de M que contiene matrices no singulares por la continuidad de log det. Por lo tanto

la siguiente derivada es correcta:

1 OdetM
det M O{M},;
1 0 - .
= — M},, det M)
det M 9 (M}, l;{ Far det ]

det M (i)
det M

= {M_l}ij )

[log det M]

0]
6{M}ij

donde det M) es le complemento algebraico de {M }i en la matriz M.

Proposicion 13:

(1) Si -, vareay; < oo, entonces varga; < oo para i = 1,...,m, y la continuidad en el punto M (§) se
sigue de la proposicion I11.14 (Pazman 1986).

En caso de que Y ", varca; = oo considere una secuencia {M (&,)},—, tendiendo a M (§). Hay al

menos un ¢ € {1,...,m} tal que vargcy; = oo asi, por la proposicion III.14 (Pazman 1986)

lim varga; = oo.
n—oo

Se sigue que
m

lim inf g varg, o; > lim vargoy; = oo.
n—00 P— n—00
i

(2) La convexidad es una consecuencia directa de la proposicion I11.13 (Pazman 1986).
(3) Si Yo, varga; < oo, entonces los pardmetros ar, ..., a,,son estimables asi la matriz M (£) es no
singular, y

Zvargai =trM ! (¢).

i=1
tomemos las derivadas de

I=MM*
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con respecto a los elementos de la matriz M. Obtenemos

M OM~1
0=—— M '+ My §j=1,..,m
o{M}, o{M},
y
OM~1 OM
o o M MY, ii=1,.,m.
a{M},, o {M},;

Por lo tanto

VutrtM ™t = — M2,

Proposicion 15:

(1) Si supvargg, = oo, entonces hay un zo € X tal que vargg,, = o0o. En efecto, asumiendo que
zeX

vareg, < oo para cada x € X', obtenemos que para cada funcional g, es estimable. Se deduce que f(z) €

M[M (§)]; (x € X, M(M) = {Mu : uR™}) por lo tanto M [M (§)] = R™, y M (£)es no singular. Como
una consecuencia, la funcién

v € X fl(x)M™! f(z) = vareg,
es continua, por lo tanto acotado en el conjunto compacto X

Supongamos ahora que vargg,; = 00 y que

lim M (&,) =M (€).

n—oo

de la proposicién I11.14 (Pazman 1986) se sigue que
nl;ngo vare, gz, = 00,

por lo tanto

lim sup varg, g, = 00 = sup vargg,.
N0 gex TEX

Cuando det My # 0, el conjunto My = {M, My : M, My € M,%det My < det M < 2det Mo} es un-

conjunto abierto de M .Por lo tanto

¢ (M) = max f(z)M ™" f(z); M € My,

asi la continuidad de ®¢ en M e suna consecuencia de la proposicion IV.4 (Pazman 1986).
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(2) La convexidad de ®¢ se sigue de la proposicion II1.13 (Pazman 1986). Denotemos por x al punto

méaximo de la funcién

ze X fT(x)[(1 - B) My + BM] ™" f(x).

de la proposicion I11.13 se sigue que

F(@o) (1= B8) My + BM] ™" f(zo) < (1= B) fT (o) M~ f(wo) + BT (o) M~ f(o)

< (1= B)mix f1 (@) M () + Brodx [1 (2) M [ (),

es decir, la convexidad estricta de ®¢.
Proposicién 17:
(1) supongamos que

lm M (&) = M ().

n—oo

Si @ [M (§)] = oo, entonces hay un vector g € M [M (§)]; por lo tanto, segin la proposicion I11.14

(Pazman 1986), lim vare, g = vargg = co. De
n—roo
O [M (&,)] > varg, g, n=12 ..

se sigue que

lim ®g [M (&,)] = oo.

n—oo

Si det M (£) # 0 podemos escribir
&g (M) = méax {gTM_lg 1g € Gl}
para cada M perteneciente al conjunto
Mo = {M M e M,%detM(&) <det M < 2detM(§)}.

(Observe que G es un conjunto compacto, por lo tanto sup = mdx) La continuidad de @5 en My se
sigue de proposicion IV.4 (Pazman 1986). Por lo tanto M, es abierto en M, la funcién ® g es continua
en M en el punto M.

(2) Sea My, My € M, det My # 0, det M1 #£ 0, 8 € (0,1) . Denotemos por gg al vector correspondiente
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al méaximo de la funcién

g€G1—gT[(1—B) M+ BM) ' g.

Se sigue de la proposicién II1.13 que

g [(1 - B) My + BM,] gl (1= B) My + BMs] " go

< (1=PB)gd M g0+ Bgo M5 ' go

< (1=p)®g (M) + 8P (M),

que implica la convexidad estricta de ® g en el conjunto M. La convexidad en el conjunto M se sigue,
desde det M = 0 implica que ®¢ (M) = oo.
Proposicion 20:

(1) Por la descomposicion espectral existe una matriz no singular U tal que
UTMU =1.

Podemos escribir

tr (UTMU)™" si det (UTMU) #0,
®p (M) =

0 en otro caso.
El mapeo

U, : MeMe—UTMU

es lineal y es continuo. El conjunto ¥; (M) = {UTMU M e ./\/l} es el conjunto de toda la infor-
macion de matrices en el experimento considerado (X, ©0,1) pero con una base lineal cambiada de
O: (UTf)1 s ey (UTf)m. Esto puede ser vist6 de

}T

UM (U =Y [UTf(@)] [UT f(2)] & (x).

reX

Definamos otra funcién ¥y en el conjunto ¥, (M) por

tr (UTMU) ™" si det (UTMU) # 0,
Wy (U7 MU = ( ) ( )

00 si det(UTMU):().
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De acuerdo a la proposicion 13, la funciéon W es continua lo que implica la continuidad de & = Wo0W;.
(2) La convexidad requerida de @y, se sigue de la convexidad de ¥4 (ver proposicion 13) y de la estricta
convexidad de ¥4 en el conjunto {¥; (M) : M € M,det M # 0} .

(3) Usando la proposiciéon 13 obtenemos

O, [Ty (M)]
O{ M},

= —{U}, (UTMU) P {UT}

{VattWM ™'}

que implica lo que queriamos demostrar.
Proposicién 23:
(1) El mapeo
MeM;— HM'HT

es continua (ver proposicién proposicion IV.4 (Pazman 1986)). Ademaés, el mapeo
A ||A]lp

es continuo en el conjunto de todas la matrices positivas semidefinidas, asi de la proposiciéon IV.11
(Pazman 1986) se sigue que

Al = [1Bll»] < [|A = Bllp-

Asi &, es continua en M.

Probar ahora la continuidad de ®, en M (§) € M — M. Denotemos por g; el funcional
gi (V) ={H},; o (W=a"feo).

De la proposicion 17 se sigue que

vareg gi, = o0

para algun iy € {1,...,m} . Asi de la proposicién I11.14 (Pazman 1986) obtenemos

nh_)ngo varg, gi, = 00 (7.1)
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siempre que lim M (¢,) = M (£). Sea A= HM~'(¢,)HT, B=1I, r = p en la desigualdad
n—oo

1 1 1/r 1 (r—=1)/r
—trAB < [trA’“] [trBT/(Tl)] ; r> 1.
m m m

Obtenemos

_ 1 _
M ) BTl > M (6) T

1 m
= *E vareg, g;.
m <
=1

Por lo tanto, de la ecuacion (7.1)

lim ||[HM ™" (&) HT ||, = 00 = @1, [M (¢)].

n—oo

(2) Por la proposiciéon 111.13 (Pazman 1986), para cada 8 € (0,1), M, My € My, u € R™, u # 0

tenemos
WTHI[(1—B) My + BMa) " HTu < (1= B)uT HMT H u + pu” HM; ' H  u.
Usando la proposicion IV.11 (Pazman 1986) a la hora de establecer las matrices

(1-B)HM;'H" + pHM; 'H"

H[(1— )M +BMy) ' HT
obtenemos
|H [(1—8) My + BM,) ™ H” ||, < || (1= 8) EM{ H” + BHM; ' H"||,. (7.2)
Sea A = (1—B)HM'HT, B = BHMy; "H” en [Ltr(A+ B)]Y" < [Ltrd’]"" + [2trB]'"

comparando con la ecuacién (7.2), obtenemos la estricta convexidad de &7, en M. La convexidad

de M se sigue del hecho de que det M = 0 implica &1, (M) = oo.
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(3) Denotemos por I(»7) la matriz de m x m

{I(i’j)}kl: 0 sii#£koj#I,

’ 1 sii=koj=1

Por induccién con respecto a p se puede verificar que

HA~P = -
- _ A*hflj(m)A*sz’
044k hz:%

para cada matriz positiva definida A, asi que

p—1
Vatr (WA™) = =Y APy, (7.3)
h=0
para cada matriz sumetrica W. En particular el caso cuando W = I obtenemos

VaAtrA™P = pr*pfl.

Usando la ecuacién (7.3) obtenemos lo que queriamos demostrar.
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