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Introducción ii

La aproximación de la difusión de procesos de ramificación en medios aleatorios la con-

jenturó Keiding (1975) y fue formalizado por Kurtz (1978). Esta aproximación se logra

a través de procesos de ramificación en medios aleatorios debidamente escalados, de tal

forma que el medio aleatorio resultante es un movimiento browniano con deriva. El pro-

ceso de ramificación en medio aleatorio puede pensarse como un proceso de ramificación

clásico cuando se condiciona en el medio, de tal forma que la ley de la progenie evo-

luciona de acuerdo al medio. Aunque puede haber modelos más generales, incluyendo

por ejemplo ciertos procesos de Lévy como medios aleatorios, el tener al movimiento

browniano como medio aleatorio resulta en fórmulas expĺıcitas para varios cálculos, ya

que el movimiento browniano es uno de los principales procesos que se han estudiado.

Las difusiones ramificantes en medios aleatorios, BDRE por sus siglas en inglés, son

un modelo cómodo para aplicaciones, ya que depende solamente de tres parámetros. A

diferencia de los procesos de ramificación clásicos, los BDRE presentan un cambio de fase

y tienen 5 clasificaciones: supercŕıtico, cŕıtico, subcŕıtico fuerte, subcŕıtico intermedio y

subcŕıtico débil. En este trabajo se estudian los art́ıculos de Böinghoff & Hutzenthaler

[2] y Hutzenthaler [4], más precisamente, nos enfocamos en estudiar el comportamiento

asintótico de las probabilidades de supervivencia de la ley de la población, en donde

la clasificación de estos procesos será evidente, aśı como la conexión que hay entre la

ley de la población de los BDRE supercŕıticos condicionados a la extinción y la ley

de la población de un BDRE subcŕıtico. Esta es otra diferencia con los procesos de

ramificación clásicos, pues un BDRE supercŕıtico condicionado a la extinción es una

difusión bidimensional, no necesariamente es un BDRE, mientras que en un proceso de

ramificación śı lo es. También obtendremos que un BDRE supercŕıtico condicionado en

{S∞ = −∞} (donde S es el medio aleatorio) resulta en un BDRE subcŕıtico.

El objetivo de este trabajo es presentar de manera digerida los cálculos y detalles que se

hicieron en ambos art́ıculos en la cual se basa esta tesina, aśı como hacer expĺıcito el desa-

rrollo de las técnicas que se utilizaron, además de proporcionar las referencias necesarias

para poder seguir el texto. Para asimilar este trabajo se necesita tener conocimiento de

cálculo de Itô y difusiones.
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Preliminares

Los procesos de ramificación en medios aleatorios fueron introducidos por Smith y Wil-

kinson (1969); últimamente ha habido un gran interés en estos modelos, por un lado,

por ser más realistas comparado con los modelos clásicos de procesos de ramificación,

por otro lado, por sus propiedades interesantes, como la transición de fase en el caso

subcŕıtico.

En este trabajo nos enfocaremos en la aproximación a la difusión de procesos de ra-

mificación en medios aleatorios. La aproximación fue conjenturada por Keiding (1975)

y formalizada por Kurtz (1978). Nos referiremos a dicha aproximación como difusio-

nes ramificantes en medios aleatorios. Estos procesos pueden verse como un proceso de

ramificación de masa continua en medios aleatorios. La principal observación de este

trabajo es que la aproximación a la difusión de procesos de ramificación en medios alea-

torios es un modelo sencillo, de tres parámetros, que tiene fórmulas expĺıcitas para varias

expresiones, lo cual lo hace atractivo para aplicaciones.

A partir de ahora, haremos referencia a las difusiones ramificantes en medios aleatorios

como BDRE, por sus siglas en inglés, y denotaremos a los procesos de ramificación en

medios aleatorios como BPRE, igualmente por sus siglas en inglés.

1.1. Difusión de Feller

Sea X = (Xt)t≥0 un proceso estocástico càdlàg tal que es una solución fuerte de

dXt =
√

2σ2XtdBt, (1.1.1)

donde B = (Bt)t≥0 es un movimiento browniano estándar y σ2 ≥ 0.

1
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Definición 1. Sea X = (Xt)t≥0 un proceso estocástico, decimos que X es una difusión

de Feller si es solución fuerte de (1.1.1).

Primero notemos que cuando el proceso inicia en cero, X ≡ 0, es la única solución fuerte

de (1.1.1). Ahora, si X0 = x > 0, queremos encontrar unicidad trayectorial para (1.1.1),

aśı el Teorema de Yamada-Watanabe garantizaŕıa la unicidad fuerte de la solución.

Observemos que la deriva de la ecuación diferencial es idénticamente cero, y que la parte

de la difusión está dada por σ(x) =
√

2σ2x. Esto implica que

|σ(x)− σ(y)| =
√

2σ2|
√
x−√y| ≤

√
2σ2
√
|x− y|,

por lo que es Lipschitz continua, condición necesaria para usar el Teorema 3.5 del Caṕıtu-

lo IX en [7], el cual nos garantiza la unicidad trayectorial. En otras palabras, tenemos

la existencia de una única solución no negativa para (1.1.1).

A continuación veremos que la difusión de Feller es una difusión ramificante en un medio

constante, es decir, X satisface la propiedad de ramificación,

lEx+y

[
e−λXt

]
= lEx

[
e−λXt

]
lEy

[
e−λXt

]
,

para toda t ≥ 0 y x, y ≥ 0.

Proposición 2. Sea X = (Xt)t≥0 una difusión de Feller, entonces X es una difusión

ramificante.

Demostración. Es suficiente demostrar que X satisface la propiedad de ramificación.

Sean X̂ = (X̂t)t≥0 y X̃ = (X̃t)t≥0 dos copias independientes de X, con X̂0 = x y X̃0 = y.

Basta ver que Z = X̂ + X̃ satisface (1.1.1). Para ello, observemos que

Zt = x+ y +

t∫
0

√
2σ2X̂udB̂u +

t∫
0

√
2σ2X̃udBu

= x+ y +

t∫
0

√
2σ2ZudMu,

donde

dMu =

√
2σ2X̂udB̂u +

√
2σ2X̃udBu√

2σ2(X̂u + X̃u)
1l{X̂u 6=0,X̃u 6=0}.

Si el proceso M = (Mt)t≥0 resulta ser un movimiento browniano, la prueba estará ter-

minada, ya que Z satisfacerá (1.1.1). Con este objetivo, como M es una martingala local
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continua, calculemos la variación cuadrática de M ,

〈M〉t =

〈 ·∫
0

√
2σ2X̂udB̂u +

√
2σ2X̃udBu√

2σ2(X̂u + X̃u)

〉
t

=

t∫
0

2σ2X̂u

2σ2(X̂u + X̃u)
du+

t∫
0

2σ2X̃u

2σ2(X̂u + X̃u)
du = t.

Por el Teorema de caracterización de Lévy, se tiene que M es un movimiento browniano.

Por lo tanto X satisface la propiedad de ramificación y es un proceso de ramificación

continuo.

Proposición 3. (Transformada de Laplace de la difusión de Feller) Sea (Xt)t≥0

una solución fuerte de dXt =
√

2κXtdBt. Entonces

lEz

[
e−λXt

]
= exp

{
− z

κt+ 1
λ

}
,

para toda t ≥ 0.

Demostración. Sea (Xt)t≥0 una difusión de Feller con X0 = z. Sea t > 0, fija. Apli-

quemos la fórmula de Itô a H(s,Xs) = exp

{
−λXs

1 + κλ(t− s)

}
, entonces tenemos que para

toda 0 ≤ s ≤ t,

H(s,Xs) = exp

{
−λz

1 + κλ(t− s)

}
−

t∫
0

λ

1 + κλ(t− u)
exp

{
−λXu

1 + κλ(t− u)

}
dXu

−
t∫

0

κλ2Xu

(1 + κλ(t− u))2
exp

{
−λXu

1 + κλ(t− u)

}
du

+
1

2

t∫
0

(
−λ

1 + κλ(t− u)

)2

exp

{
−λXu

1 + κλ(t− u)

}
2κXudu

= exp

{
−λz

1 + κλ(t− s)

}
−

t∫
0

λ

1 + κλ(t− u)
exp

{
−λXu

1 + κλ(t− u)

}
dXu

= exp

{
−λz

1 + κλ(t− s)

}
−

t∫
0

λ
√

2κXu

1 + κλ(t− u)
exp

{
−λXu

1 + κλ(t− u)

}
dBu,

por lo tanto exp

{
−λXs

1 + κλ(t− s)

}
es una martingala local, y al estar acotada por 1 es

una martingala uniformemente integrable. Aśı

lEz

[
exp

{
−λXs

1 + κλ(t− s)

}]
= lEz

[
exp

{
−λX0

1 + κλ(t− 0)

}]
= exp

{
−λz

1 + κλt

}
,
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para 0 ≤ s ≤ t. Tomando s = t, tenemos

lEz

[
e−λXt

]
= exp

{
−λz

1 + κλt

}
.

Proposición 4. (Probabilidad de extinción de la difusión de Feller) Sea X =

(Xt)t≥0 una solución fuerte de (1.1.1), es decir, X es una difusión de Feller. Entonces X

se extingue con probabilidad 1.

Demostración. Como X es un proceso estocástico positivo, por la Proposición 3, vemos

que se cumple

Pz (Xt = 0) = ĺım
λ→∞

lEz [exp{−λXt}] = ĺım
λ→∞

exp

{
− z

κt+ 1
λ

}
= exp

{
− z

κt

}
.

Ahora, note que {Xt+s = 0} ⊇ {Xt = 0}, para toda s ≥ 0, ya que el punto 0 es un

estado absorbente. Aśı, por la continuidad de la medida de probabilidad P tenemos

Pz (X∞ = 0) = ĺım
t→∞

Pz (Xt = 0) = ĺım
t→∞

exp
{
− z

κt

}
= 1.

Por lo tanto, con probabilidad 1 la difusión de Feller se extingue.

Ahora veremos que la difusión de Feller puede verse como un movimiento browniano

cambiado de tiempo. Recordemos que,

Xt = x+

t∫
0

√
2σ2XsdBs, t ≥ 0.

Sea τ0 = ı́nf{s ≥ 0 : Xs = 0}. Note que X es una martingala local y su variación

cuadrática está dada por

〈X〉t =

t∫
0

2σ2Xsds.

Tambien observemos que Xt = 0, para toda t ≥ τ0, lo cual implica

〈X〉∞ =

∞∫
0

2σ2Xsds =

τ0∫
0

2σ2Xsds = 〈X〉τ0 .

Por el Teorema generalizado de Dubins-Schwarz, vease Teorema 1.7 del caṕıtulo V en

[7], tenemos que existe un movimiento browniano estándar β independiente de X, tal
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que

Bt =

{
X〈X〉−1

t
si t < 〈X〉∞

X∞ + βt−〈X〉∞ si t ≥ 〈X〉∞

es un movimiento browniano que empieza en x y donde 〈X〉−1t = ı́nf{s ≥ 0 : 〈X〉s > t}.
Como X∞ = Xτ0 = 0, concluimos que

Xt = B〈X〉t , para t < τ0.

1.2. Procesos de ramificación en medios aleatorios

La aproximación a la difusión fue conjeturada por Keiding (1975) y formalizada por

Kurtz (1978). Esta aproximación a la difusión es la solución fuerte (Zt, St)t≥0 de la

ecuación diferencial estocástica

dZt =
σ2e
2
Ztdt+ ZtdSt +

√
σ2bZtdW

(b)
t

dSt = αdt+
√
σ2edW

(e)
t (1.2.1)

para t ≥ 0, donde S0 = 0, α ∈ R, σe ∈ [0,∞) y σb ∈ (0,∞). Los procesos (W
(b)
t )t≥0 y

(W
(e)
t )t≥0 son movimientos brownianos independientes. Decimos que (Zt, St)t≥0 es una

difusión ramificante en medios aleatorios (BDRE).

Sea ∆ el espacio polaco de medidas de probabilidad en N0 = {0, 1, 2, . . .} dotado con la

métrica de variación total. Sea n ∈ N, fija. Sea Π(n) = {Q(n)
1 , Q

(n)
2 , . . .} una sucesión de

variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tomando valores en ∆.

Condicionado en Π(n) el proceso de ramificación en medios aleatorios (BPRE) (Z
(n)
i )i∈N0

esta definida recursivamente como sigue

Z
(n)
i+1 :=

Z
(n)
i∑
j=1

ξ
(n)
j,i , i ∈ N0,

donde Z
(n)
0 es independiente de Π(n) y

(
ξ
(n)
j,i

)
condicionado en Π(n) son variables inde-

pendientes con distribución

P
(
ξ
(n)
j,i = k

∣∣∣Π(n)
)

= Q
(n)
i (k),

para todo j, i, k ∈ N0. Definamos la media del medio al tiempo i ∈ N como

m(Q
(n)
i ) :=

∞∑
k=0

kQ
(n)
i (k).
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Ahora, definiremos una versión continua del BPRE mediante Z
(n)
t := Z

(n)
btc , donde btc :=

máx{m ∈ N0 : m ≤ t}, para toda t ≥ 0. Sea
(
S
(n)
t

)
t≥0

la caminata aleatoria definida

como

S
(n)
t :=

√
n

btc−1∑
i=1

log(m(Q
(n)
i )),

para t ≥ 0. Esta caminata aleatoria desempeña un papel importante para el BDRE ya

que determina la media del BDRE

lE
[
Z

(n)
t

∣∣∣Π(n)
]

= lE
[
Z

(n)
0

] btc−1∏
i=1

m(Q
(n)
i ) = lE

[
Z

(n)
0

]
exp

{
S
(n)
t√
n

}
, t ∈ [0,∞).

Al hacer n→∞ obtendremos la aproximación a la difusión. Las siguientes condiciones

nos aseguran que la caminata aleatoria converge a un movimiento browniano con deriva

α ∈ R y desviación estándar σe ∈ [0,∞):

ĺım
n→∞

n · lE
[
m(Q

(n)
1 )− 1

]
= α ∈ R, (1.2.2)

ĺım
n→∞

n · lE
[
(m(Q1)

(n) − 1)2
]

= σ2e ∈ [0,∞), (1.2.3)

sup
n∈N

lE

 ∞∑
k=0

∣∣∣∣∣ k

m(Q
(n)
1 )
− 1

∣∣∣∣∣
3

·Q(n)
1 (k)

 <∞, (1.2.4)

Además, suponemos que la media de la variación de la ramificación en cada generación

se estabiliza en el ĺımite cuando n→∞,

ĺım
n→∞

lE

 ∞∑
k=0

(
k

m(Q
(n)
1 )
− 1

)2

Q
(n)
1 (k)

 = σ2b ∈ (0,∞). (1.2.5)

Aśı, α es un parámetro que nos dirá cuando el proceso es supercŕıtico/subcŕıtico, σ2e

es un parámetro de desviación estándar de la media de progenie y σ2b es la media de

la varianza de la progenie por individuo por generación. Bajo las condiciones arriba

impuestas, Kurtz en [5] mostró en el Corolario 2.18 que el BPRE convenientemente

reescalado converge en distribución a una difusión.

Proposición 6. Suponga que Z
(n)
0 /n → Z0 en distribución cuando n → ∞. Bajo las

condiciones (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4) y (1.2.5) tenemos(
Z

(n)
tn

n
,
S
(n)
tn√
n

)
t≥0

ley−→ (Zt, St)t≥0 cuando n→∞,
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en la topoloǵıa de Skorohod, donde el ĺımite a la difusión es una solución fuerte de

(1.2.1).

Con lo anterior vemos que los BDRE existen y se pueden obtener mediante la aproxima-

ción que se propone en la Proposición anterior. Note que la contribución del proceso de

ramificación y el medio aleatorio a la difusión ĺımite es expĺıcita a través de los paráme-

tros. Nos referiremos al parámetro α como un parámetro cŕıtico, diremos que el BDRE

es supercŕıtico si α > 0, cŕıtico si α = 0 y subcŕıtico si α < 0. En el caso de las difusiones

ramificantes en medios aleatorios, el caso subcŕıtico tiene a su vez tres subclasificacio-

nes más, débilmente subcŕıtico si −σ2e < α < 0, intermedio subcŕıtico si α = −σ2e y

fuertemente subcŕıtico si α < −σ2e .

Ahora calcularemos el generador del proceso (Zt, St)t≥0, para ello nos apoyaremos en

la fórmula de Itô. Para hacer más legible el texto utilizaremos la siguiente notación,

fz(z, s) =
∂

∂z
f(z, s), fs(z, s) =

∂

∂s
f(z, s), fzs(z, s) =

∂

∂z∂s
f(z, s), fzz(z, s) =

∂2

∂2z
f(z, s)

y fss(z, s) =
∂2

∂2s
f(z, s), para toda z ∈ [0,∞) y s ∈ R.

Proposición 7. Sea (Zt, St)t≥0 un BDRE, es decir, es solución fuerte de (1.2.1). Enton-

ces su generador está dado por

Gf(z, s) =

(
α+

σ2e
2

)
zfz(z, s) + αfs(z, s) +

1

2
(σ2ez

2 + σ2bz)fzz(z, s)

+
1

2
σ2efss(z, s) + σ2ezfzs(z, s).

Demostración. Note que

dZu =

(
α+

σ2e
2

)
Zudu+

√
σ2eZ

2
udW (e)

u +
√
σ2bZudW (b)

u ,

d 〈S〉u = σ2edu,

d 〈Z〉u =
(
σ2eZ

2
u + σ2bZu

)
du,

d 〈Z, S〉u = σ2eZudu.



Caṕıtulo 1. Preliminares 8

Sea f ∈ C2
0([0,∞)× R,R). Aplicando la fórmula de Itô a f(Zt, St), tenemos que

f(Zt, St) = f(z, s) +

t∫
0

fz(Zu, Su)dZu +

t∫
0

fs(Zu, Su)dSu

+
1

2

t∫
0

fss(Zu, Su)d 〈S〉u +
1

2

t∫
0

fzz(Zu, Su)d 〈Z〉u

+

t∫
0

fzs(Zu, Su)d 〈Z, S〉u .

Aśı,

df(Zt, St) = fz(Zt, St)

[(
α+

σ2e
2

)
Ztdt+

√
σ2eZ

2
t dW

(e)
t +

√
σ2bZtdW

(b)
t

]
+ fs(Zt, St)

[
αdt+

√
σ2edW

(e)
t

]
+

1

2
fss(Zt, St)σ

2
edt

+
1

2
fzz(Zt, St)

(
σ2eZ

2
t + σ2bZt

)
dt+ fzs(Zt, St)σ

2
eZtdt.

Despejando, obtenemos

dHt = df(Zt, St)− fz(Zt, St)
(
α+

σ2e
2

)
Ztdt− αfs(Zt, St)dt−

1

2
fss(Zt, St)σ

2
edt

− 1

2
fzz(Zt, St)

(
σ2eZ

2
t + σ2bZt

)
dt− fzs(Zt, St)σ2eZtdt,

donde dHt = fz(Zt, St)

(√
σ2eZ

2
t dW

(e)
t +

√
σ2bZtdW

(b)
t

)
+ fs(Zt, St)

√
σ2edW

(e)
t , aśı Ht

es una martingala local para toda f ∈ C2
0([0,∞)× R,R). Por lo tanto

Gf(z, s) =

(
α+

σ2e
2

)
zfz(z, s) + αfs(z, s) +

1

2
(σ2ez

2 + σ2bz)fzz(z, s)

+
1

2
σ2efss(z, s) + σ2ezfzs(z, s),

para toda z ∈ [0,∞) y s ∈ R. Esto es consecuencia de la Proposición 2.2 del Caṕıtulo

VII en [7].



Caṕıtulo 2

Probabilidad de Extinción

En este Caṕıtulo expondremos algunos resultados concernientes a las difusiones rami-

ficantes en medios aleatorios, que nos ayudarán en el siguiente Caṕıtulo a calcular las

probabilidades asintóticas del BDRE en sus diferentes clasificaciones. También serán de

gran utilidad para calcular las probabilidades del BDRE supercŕıtico condicionado a la

extinción.

2.1. Probabilidad de extinción para difusiones ramificantes

en medios aleatorios

La siguiente Proposición nos será de gran utilidad, ya que nos proporciona una represen-

tación de la difusión ramificante en medios aleatorios expresada a través de una difusión

de Feller con un cambio de tiempo aleatorio y un movimiento browniano con deriva.

Con dicha representación es sencillo calcular la transformada de Laplace del BDRE

condicionado en el medio.

Proposición 1. Sean α ∈ R, σb ∈ (0,∞) y σe ∈ [0,∞). Además, sean
(
W

(b)
t

)
t≥0

y
(
W

(e)
t

)
t≥0

dos movimientos brownianos estándar independientes. Śı (Ft)t≥0 es una

solución fuerte de

dFt =
√
FtdW

(b)
t ,

para t ∈ [0,∞), y si St := αt + σeW
(e)
t , para t ∈ [0,∞). Definiendo el siguiente tiempo

aleatorio (τ(t))t≥0 como

τ(t) :=

t∫
0

e−Suσ2bdu,

9
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para t ∈ [0,∞), tenemos que

(Fτ(t)e
−St , St)t≥0,

es una solución débil de (1.2.1), es decir, es una versión del BDRE.

Demostración. Sean α, θ ∈ R, σb ∈ (0,∞) y σe ∈ [0,∞), fijos. Sea (Ft)t≥0 una solución

fuerte de

dFt =
√
FtdW

(b)
t .

Sean St y τ(t) definidas como antes. Integrando por partes, y utilizando la independencia

entre (Ft)t≥0 y (St)t≥0, tenemos

Fτ(t)e
St = Fτ(0)e

S0 +

t∫
0

eSudFτ(u) +

t∫
0

Fτ(u)de
Su +

〈
Fτ(·), e

S·
〉
t

= Fτ(0)e
S0 +

t∫
0

eSudFτ(u) +

t∫
0

Fτ(u)de
Su , (2.1.1)

note que
〈
Fτ(·), e

S·
〉
t

= 0 c.s., esto se ve al hacer un cambio en el tiempo y usando que

σ(Ft, t ≥ 0) es independiente de σ(St, t ≥ 0), pues los movimientos brownianos asociados

a cada proceso son independientes, es decir

〈
Fτ , e

S
〉
t

=
〈
F, eSτ−1

〉
τ(t)

= 0.

Por otro lado, de la fórmula de Itô, tenemos

eSt = eS0 +

t∫
0

eSudSu +
1

2

t∫
0

eSud 〈S〉u = eS0 +

t∫
0

eSudSu +
1

2

t∫
0

eSuσ2edu.

Aśı

deSt = eStdSt +
σ2e
2
eStdt. (2.1.2)

Ahora, de (2.1.1) y (2.1.2) vemos que Fτ(t)e
St satisface la siguiente ecuación diferencial

estocástica

dFτ(t)e
St = eStdFτ(t) + Fτ(t)

(
eStdSt +

1

2
eStσ2edt

)
= eStdFτ(t) + eStFτ(t)dSt +

1

2
σ2ee

StFτ(t)dt

= eSt
√
Fτ(t)dW

(b)
τ(t) + eStFτ(t)dSt +

1

2
σ2ee

StFτ(t)dt,
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haciendo Zt = eStFτ(t), por la igualdad anterior y la definición de τ , tenemos que

dZt = eSt
√
Fτ(t)dW

(b)
τ(t) + ZtdSt +

1

2
σ2eZtdt

=
1

2
σ2eZtdt+ ZtdSt +

√
σ2bZt

1√
σ2be
−St

dW
(b)
τ(t).

Sea Mt =
t∫
0

1√
σ2
be
−Su

dW
(b)
τ(u). La prueba termina si probamos que M = (Mt)t≥0 es

un movimiento browniano independiente de (W
(e)
t )t≥0. Para ello veamos que Mt es

una martingala local, que resultará ser cuadrado integrable y por ende una martingala,

después calcularemos su variación cuadrática y por el Teorema de caracterización de

Lévy tendremos que M es un movimento browniano.

Para ver queM = (Mt)t≥0 es martingala local hacemos un cambio de tiempo y utilizamos

la independencia entre (St)t≥0 y (W
(b)
t )t≥0, es decir

Mt =

t∫
0

1√
σ2be
−Su

dW
(b)
τ(u)

=

τ−1
t (t)∫
0

1√
σ2be
−Sτ−1(u)

dW (b)
u .

Por lo tanto M es una martingala local. Note que τ−1 existe y es biyectiva, pues τ es

una función creciente. Por otro lado, para ver que M es una martingala es suficiente ver

que es cuadrado integrable, lo cual es equivalente a que lE [〈M〉t] <∞, para toda t ≥ 0.

Aśı, tenemos

〈M〉t =

〈 τ−1(·)∫
0

1√
σ2be
−Sτ−1(u)

dW (b)
u

〉
t

=

τ−1(t)∫
0

 1√
σ2be
−Sτ−1(u)

2

d
〈
W (b)

〉
u

=

t∫
0

1

σ2be
−Su

dτ(u) = t <∞,

para toda t ≥ 0, pues dτ(u) = σ2be
−Sudu. Por el Teorema de caracterización de LévyM es

un movimento browniano. Ahora, para ver que (Mt)t≥0 y
(
W

(e)
t

)
t≥0

son independientes
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basta con ver que
〈
M,W (e)

〉
t

= 0, para toda t ≥ 0. Aśı

〈
M,W (e)

〉
t

=

〈 ·∫
0

1√
σ2be
−Su

dW
(b)
τ(u),W

(e)

〉
t

=

t∫
0

1√
σ2be
−S−1

τ (u)
d
〈
W

(b)
τ(·),W

(e)
〉
u

=

t∫
0

1√
σ2be
−S−1

τ (u)
d
〈
W (b),W

(e)
τ−1(·)

〉
τ(u)

= 0,

pues
(
W

(e)
t

)
t≥0

es independiente de
(
W

(b)
t

)
t≥0

y τ es una función medible respecto a

σ(W
(e)
t , t ≥ 0).

Corolario 2. Sean α ∈ R, σb ∈ (0,∞) y σe ∈ [0,∞). Sea (Zt, St)t≥0 una solución fuerte

de (1.2.1). Entonces, tenemos

lE(z,0)

[
e−λZt

∣∣∣ (Su)u≤t

]
= exp

−
z

t∫
0

σ2
b
2 exp{−Su}du+ 1

λ exp{−St}

,
para toda t, z, λ ∈ [0,∞) c.s.

Demostración. Gracias a la Proposición 1, basta probarlo para
(
Fτ(t)e

St
)
t≥0, pues

tienen la misma ley. Por la Proposición 1.3, sabemos que la transformada de Laplace de

la difusión de Feller está dada por

lEz

[
e−λXt

]
= exp

{
− z

t
2 + 1

λ

}
.

Aśı

lE(z,0)

[
e−λFτ(t)e

St
∣∣∣ (Su)u≤t

]
= exp

{
− z
τ(t)
2 + 1

λeSt

}

= exp

−
z

t∫
0

σ2
b
2 exp{−Su}du+ e−St

λ

,

ya que τ(t) y eSt son medibles con respecto a la filtración σ(Su, u ≤ t).
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Corolario 3. Sean α ∈ R, σb ∈ (0,∞) y σe ∈ [0,∞). Sea (Zt, St)t≥0 una solución fuerte

de (1.2.1). Entonces

P(z,0)

(
Zt > 0

∣∣∣(Su)u≤t

)
= 1− exp

−
z

t∫
0

σ2
b
2 exp{−Su} du

,

para toda t ∈ (0,∞) y toda z ∈ [0,∞) c.s. Sea β := −2α
σ2
e
, si β > −1 y σ2e > 0, entonces

Pz (Zt > 0) = lE

f
 z

2A
(β)
tσ2
e/4

 =

∞∫
0

f(za)ptσ2
e/4,β

(a)da,

para toda t > 0 y z ≥ 0, donde la función f(x) := 1 − exp

{
−σ

2
e

σ2b
x

}
, A

(β)
t esta definida

como

A
(β)
t =

t∫
0

exp
{

2(βu+W (e)
u )du

}
, t ≥ 0, (2.1.3)

y la función de densidad de
(

2A(β)
v

)−1
satisface

pv,β(a)da : = P

(
1

2A
(β)
v

∈ da

)

=
e−β

2v/2eπ
2/(2v)

π2
√

2v
Γ

(
β + 2

2

)
e−aa−(β+1)/2

×
∞∫
0

∞∫
0

e−ξ
2/(2v)s(β−1)/2e−as

sinh(ξ) cosh(ξ) sin(πξ/v)(
s+ cosh2(ξ)

)β+2
2

dξdsda,

para toda a ∈ (0,∞) y toda v ∈ (0,∞). Se requiere que β > −1, ya que aśı la integral

de la densidad es finita, sino diverge. Veáse la relación (2.5) en Matsumoto & Yor [6]

para más detalle.

Demostración. Sean z, t ∈ [0,∞), fijas. Por el Teorema de convergencia dominada, se

satisface

ĺım
λ→∞

lE(z,0)

[
1− exp{−λZt}

∣∣∣ (Su)u≤t

]
= ĺım

λ→∞

1− e
− z
t∫
0

σ2
b
2 exp{−Su} du+ e

−St
λ



= 1− exp

−
z

t∫
0

σ2
b
2 exp{−Su} du

 . (2.1.4)
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Recordemos que para una variable aleatoria X positiva, se tiene

ĺım
λ→∞

lE
[
1− e−λX

]
= P (X > 0) . (2.1.5)

Por lo tanto de (2.1.4), (2.1.5) y por ser Zt un proceso positivo, vemos que se satisface

P(z,0)

(
Zt > 0

∣∣∣(Su)u≤t

)
= ĺım

λ→∞
lE(z,0)

[
1− e−λZt

∣∣∣ (Su)u≤t

]

= 1− exp

−
z

t∫
0

σ2
b
2 exp{−Su} du

 . (2.1.6)

Por otro lado, sean σe > 0 y β = −2α/σ2e . Se tiene que(
−αs− σeW (e)

s

)
s≤t

ley
=
(
−αs+ σeW

(e)
s

)
s≤t

=

(
2

(
−2α

σ2e

)
σ2e
4
s+ 2

σe
2
W (e)
s

)
s≤t

ley
=

(
2β
σ2e
4
s+ 2W

(e)
σ2e
4
s

)
s≤ 4t

σ2e

,

por simetŕıa y la propiedad de escala (a1/2W
(e)
t

ley
= W

(e)
at , t ≥ 0), del movimiento brow-

niano. Aśı, sustituyendo St = αt+ σ2eW
(e)
t en (2.1.6) y utilizando la igualdad en distri-

bución anterior, vemos que se satisface

P(z,0)

(
Zt > 0

∣∣∣(Su)u≤t

)
= 1− exp

−
z

t∫
0

σ2
b
2 exp

{
−αu− σeW (e)

u

}
du


ley
= 1− exp

−
z

t∫
0

σ2
b
2 exp

{
2β σ

2
e
4 u+ 2W

(e)
σ2e
4
u

}
du

,

haciendo s =
σ2e
4
u, tenemos

P(z,0)

(
Zt > 0

∣∣∣(Su)u≤t

)
= 1− exp

−
z

σ2
et/4∫
0

σ2
b
2

4
σ2
e

exp
{

2βs+ 2W
(e)
u

}
du


= 1− exp

− σ2ez

2σ2bA
(β)
σ2
et/4

 = f

 z

2A
(β)
σ2
et/4

 ,
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donde f(x) = 1− exp
{
−σ2

e

σ2
b
x
}

. Por lo tanto

Pz (Zt > 0) = lEz

[
lEz

[
1l{Zt>0}

∣∣∣ (Su)u≤t

]]
= lEz

f
 z

2A
(β)
σ2
et/4

 .

Lema 4. Sea (Yt)t≥1 una familia de v.a. no negativas. Suponga que existe una fun-

ción ct : [1,∞) → [0,∞) y una constante a ∈ [0,∞) tal que ĺımt→∞ ctlE [Yt] = a y

ĺım supt→∞ ctlE
[
Y 2
t

]
= 0. Entonces, tenemos

ĺım
t→∞

ctlE [1− exp{−λYt}] = λa,

para toda λ ∈ [0,∞).

Demostración. Sea λ ∈ [0,∞), fija. Note que 1 − e−λx ≤ λx y 1 − e−λx ≥ λx − λ2x2

2 ,

para x ≥ 0. Aśı

ctlE [1− exp{−λYt}] ≥ ctlE
[
λYt −

λ2Y 2
t

2

]
= λctlE [Yt]−

λ2ct
2

lE
[
Y 2
t

]
.

Por hipótesis tenemos que ĺımt→∞ ctlE [Yt] = a y ĺım supt→∞ ctlE
[
Y 2
t

]
= 0, por lo tanto

ĺım inf
t→∞

ctlE [1− exp{−λYt}] ≥ ĺım inf
t→∞

(
λctlE [Yt]−

λ2ct
2

lE
[
Y 2
t

])
≥ ĺım inf

t→∞
λctlE [Yt]− ĺım sup

t→∞

λ2ct
2

lE
[
Y 2
t

]
= λa.

Pero, por otro lado tenemos

ĺım sup
t→∞

ctlE [1− exp{−λYt}] ≤ λ ĺım sup
t→∞

ctlE [Yt] = λa.

Note que por el Teorema de Girsanov, para un movimento browniano estándar (Ws)s≥0,

se tiene que

lE [h((Ws + ζs)0≤s≤t)] = lE
[
exp
{
ζWt − ζ2t/2

}
h((Ws)0≤s≤t)

]
, ∀t > 0.

Lo anterior nos será de utilidad para demostrar el siguiente Lema.
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Lema 5. Sea γ ∈ R y sea
(
A

(γ)
t

)
t≥0

como se definió en (2.1.3). Entonces, tenemos

lE

[
1

2A
(γ)
t

]
= e−(2γ−2)tlE

[
1

2A
(−(γ−2))
t

]
,

lE

 1(
2A

(γ)
t

)2
 ≤ e−(2γ−2)tlE

 1

2A
(γ−2)
t/2

 lE

 1

2A
(−(γ−2))
t/2

 ,
para toda t ∈ (0,∞).

Demostración. Sea t ∈ (0,∞) y σ ∈ R, fijos. Del Teorema de Girsanov, aplicándolo a

h1((W
(e)
s )s≤t) =

1

2
t∫
0

exp
{

2((γ − 2)s+W
(e)
s )
}

ds

,

se tiene que

lE

[
1

2A
(γ)
t

]
= lE

 1

2
t∫
0

exp
{

2(γs+W
(e)
s )ds

}
 = lE

 exp
{

2W
(e)
t − 22t/2

}
2
t∫
0

exp
{

2((γ − 2)s+W
(e)
s )ds

}


= e−2tlE

 1

2
t∫
0

exp
{

2((γ − 2)s+W
(e)
s −W (e)

t )ds
}
 .

Ahora, por la propiedad de simetŕıa y retorno en el tiempo del movimento browniano,

(W
(e)
s −W (e)

t
ley
= W

(e)
t−s, t ≥ 0), tenemos

lE

[
1

2A
(γ)
t

]
= e−2tlE

 1

2
t∫
0

exp
{

2((γ − 2)s+W
(e)
t−s)ds

}
 .

Haciendo un cambio de variable u = t− s, obtenemos

lE

[
1

2A
(γ)
t

]
= e−2tlE

 1

2
t∫
0

exp
{

2((γ − 2)(t− u) +W
(e)
u )ds

}


= e−2te2(2−γ)tlE

 1

2
t∫
0

exp
{

2(−(γ − 2)u+W
(e)
u )ds

}
 .
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Aśı

lE

[
1

2A
(γ)
t

]
= e(2−2γ)tlE

[
1

2A
(−(γ−2))
t

]
Lo que prueba la primera afirmación. Análogamente, del Teorema de Girsanov aplicado

a

h2((W
(e)
s )s≤t) =

1(
2
t∫
0

exp
{

2((γ − 2)s+W
(e)
s )ds

})2 ,

se tiene que

lE

 1(
2A

(γ)
t

)2
 = lE

 1(
2
t∫
0

exp
{

2(γs+W
(e)
s )ds

})2



= lE

 exp
{

2W
(e)
t − 22t/2

}
(

2
t∫
0

exp
{

2((γ − 2)s+W
(e)
s )ds

})2



≤ lE


(
e−2t

) (
exp
{

2W
(e)
t

})
(

2
t/2∫
0

exp
{

2((γ − 2)s+W
(e)
s )ds

})(
2

t∫
t/2

exp
{

2((γ − 2)s+W
(e)
s )ds

})


= e−2tlE

 1

A
(γ−2)
t/2



× lE

lE


 1

2
t∫

t/2

exp
{

2((γ − 2)s−
(
W

(e)
t −W

(e)
s

)
)ds
}


∣∣∣(W (e)

s )s≤t/2



= e−2tlE

 1

A
(γ−2)
t/2

 lE

 1

2
t∫

t/2

exp
{

2((γ − 2)s−W (e)
t−s)ds

}


= e−2tlE

 1

A
(γ−2)
t/2

 lE

 1

2
t∫

t/2

exp
{

2((γ − 2)s+W
(e)
t−s)ds

}
 ,

la desigualdad se tiene ya que
1

(a+ b)2
≤ 1

2ab
≤ 1

ab
, si a, b ∈ [0,∞). Note que en la

expresión anterior, por incrementos independientes del movimiento browniano, tenemos

que la esperanza del producto de variables aleatorias independientes es el producto de
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las esperanzas, también se utilizó la propiedad de simetŕıa y retorno en el tiempo del

movimiento browniano. Nuevamente, haciendo un cambio de variable u = t − s, en la

segunda esperanza de la parte derecha, obtenemos

lE

 1

2
t∫

t/2

exp
{

2((γ − 2)s+W
(e)
t−s)ds

}
 = lE

 1

2
t/2∫
0

exp
{

2((γ − 2)(t− u) +W
(e)
u )du

}


= lE

 e2(2−γ)t

2
t/2∫
0

exp
{

2((2− γ)u+W
(e)
u )du

}
 .

Por lo tanto

lE

 1(
2A

(γ)
t

)2
 ≤ e−2te2(2−γ)tlE

 1

A
(γ−2)
t/2

 lE

 1

2
t/2∫
0

exp
{

2((2− γ)u+W
(e)
u )ds

}


≤ e(2−2γ)tlE

 1

2A
(γ−2)
t/2

 lE

 1

2A
(−(γ−2))
t/2

 .

El siguiente Lema, debido a Dufresne, se presentará sin demostración, puede ver [8]

para la demostración. En el siguiente Caṕıtulo nos será de utilidad como herramienta

para calcular algunas probabilidades asintóticas del BDRE supercŕıtico condicionado a

la extinción.

Lema 6. (Dufresne) Sea (Wt)t≥0 un movimiento browniano estándar. Para toda a 6= 0

y b > 0, se tiene que  ∞∫
0

exp{(aWs − bs)ds}

−1 ley
=

a2

2
G 2b
a2
,

donde

P (Gv ∈ dx) =
xv−1e−x

Γ (v)
dx,

es decir, Gv es una variable aleatoria con distribución gama con parámetro de forma v

y de escala 1.
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Lema 7. Sea g : [0,∞) → [0,∞) una función Borel medible. Suponga que existen

constantes c, p ∈ (0,∞) tal que g(x) ≤ cxp para toda x ≥ 0. Entonces se satisface que

ĺım
t→∞

√
tlE

[
g

(
1

2At

)]
=

∞∫
0

g(a)
e−a

a
√

2π
da <∞,

en donde At := A
(0)
t , con A

(0)
t definida como en (2.1.3).

Demostración. Por el Teorema 4.1 en [3], la función de densidad de (2At)
−1 esta dada

por

pt(a)da := P

(
1

2At
∈ da

)

=

√
2eπ

2/(8t)

√
π2at

∞∫
0

exp

{
−a cosh2(y)− y2

2t

}
cosh(y) cos

(πy
2t

)
dyda,

para toda a > 0 y t ≥ 0. Por otro lado, tenemos que para toda x > 0,

ex

2
≤ cosh(x) ≤ ex y | cos(x)| ≤ 1.

Sea g una función tal que satisface las hipótesis del Lema, aśı obtenemos que para toda

t ≥ 1,

√
tlE

[
g

(
1

2At

)]
≤
√

2

π

∞∫
0

∞∫
0

sup
t≥1

∣∣∣∣∣∣e
π2

8t g(a)√
a

exp

{
−a cosh2(y)− y2

2t

}
× cosh(y) cos

(πy
2t

)∣∣∣dyda

≤ k1

∞∫
0

∞∫
0

e
π2

8 ap−1/2 exp

{
−ae

2y

4

}
eydyda, (2.1.7)

donde 0 < k1 = c
√
2
π <∞, aqúı utilizamos que el supremo del producto es menor o igual

al producto de los supremos. Haciendo un cambio de variable z = ax, vemos que

∞∫
0

ap−1/2e−axda =

∞∫
0

zp−1/2x1/2−pe−z
1

x
dz =

1

xp+1/2
Γ (p+ 1/2) , (2.1.8)
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para toda x > 0. Utilizando el Teorema de tonelli en (2.1.7) y la igualdad en (2.1.8), se

satisface

√
tlE

[
g

(
1

2At

)]

≤ k2

∞∫
0

∞∫
0

ap−1/2 exp

{
−ae

2y

4

}
eydyda = k2

∞∫
0

∞∫
0

ap−1/2 exp

{
−ae

2y

4

}
eydady

= k2

∞∫
0

Γ (p+ 1/2)

(
4

e2y

)p+1/2

eydy = k2Γ (p+ 1/2) 22p+1

∞∫
0

e−2pydy

= k2Γ (p+ 1/2) 22p+1 1

2p
<∞.

donde 0 < k2 = e
π2

8 k1 < ∞. Por lo tanto
√
tlE
[
g( 1

2At
)
]

es finita, para toda t ≥ 1. Por

el Teorema de convergencia dominada tenemos

ĺım
t→∞

√
tlE

[
g

(
1

2At

)]
= ĺım

t→∞

√
t

∞∫
0

g(a)pt(a)da

=

∞∫
0

g(a)

∞∫
0

ĺım
t→∞

√
t

√
2e

π2

8t

√
π2at

exp

{
−a cosh2(y)− y2

2t

}
× cosh(y) cos

(πy
2t

)
dyda

=

∞∫
0

g(a)

∞∫
0

√
2

π
√
a

exp
{
−a cosh2(y)

}
cosh(y)dyda.

Para terminar la prueba, note que cosh2(y) = sinh2(y) + 1, para toda y ∈ R. Haciendo

un cambio de variable x =
√

2a sinh(y), vemos que se satisface

∞∫
0

√
2

π
√
a

exp
{
−a cosh2(y)

}
cosh(y)dy =

∞∫
0

√
2

π
√
a

exp
{
−a(1 + sinh2(y))

}
cosh(y)dy

=

∞∫
0

√
2

π
√
a

exp

{
−a− x2

2

}
1√
2a

dx

=
e−a

a
√

2π
,

para toda a > 0. Por lo tanto

ĺım
t→∞

√
tlE

[
g

(
1

2At

)]
=

∞∫
0

g(a)
e−a

a
√

2π
da <∞.
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Lema 8. Sea γ > 0 y sea g : [0,∞) → [0,∞) una función Borel medible. Suponga que

para toda x ≥ 0, g(x) ≤ cxb, para algún b > γ/2 y c > 0. Entonces

ĺım
t→∞

t3/2eγ
2t/2lE

[
g

(
1

2A
(γ)
t

)]
=

∫ ∞
0

g(a)φγ(a)da,

donde

φγ(a) =

∞∫
0

∞∫
0

1

π
√

2
Γ

(
γ + 2

2

)
e−aa−γ/2u(γ−1)/2e−u

× sinh(ξ) cosh(ξ)ξ

(u+ a cosh2(ξ))(γ+2)/2
dξdu.

Demostración. Sea γ > 0, fija. Sea g una función tal que satisface las hipótesis del

Lema con constantes b > γ/2 y c > 0. Recordemos la densidad de 1

2A
(γ)
t

, para γ > 0.

Aśı, para t > 0, tenemos

t3/2eγ
2t/2lE

[
g

(
1

2A
(γ)
t

)]

= t3/2eγ
2t/2

∞∫
0

g(a)pt,γ(a)da

= t3/2eγ
2t/2 e

−γ2t/2eπ
2/(2t)

π2
√

2t
Γ

(
γ + 2

2

) ∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

g(a)e−aa−(γ+1)/2

× e−ξ2/(2t)s(γ−1)/2e−as sinh(ξ) cosh(ξ) sin(πξ/t)(
s+ cosh2(ξ)

) γ+2
2

dξdsda.

Haciendo un cambio de variable u = as, obtenemos

t3/2eγ
2t/2lE

[
g

(
1

2A
(γ)
t

)]
=

te
π2

2t

π2
√

2
Γ

(
γ + 2

2

) ∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

g(a)e−aa−(γ+1)/2e−ξ
2/(2t)

×
(u
a

)(γ−1)/2
e−u

sinh(ξ) cosh(ξ) sin(πξ/t)(
u/a+ cosh2(ξ)

) γ+2
2

dξ
du

a
da

=
te

π2

2t

π2
√

2
Γ

(
γ + 2

2

) ∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

g(a)e−aa−γ/2

× e−ξ2/(2t)u(γ−1)/2e−u sinh(ξ) cosh(ξ) sin(πξ/t)(
u+ a cosh2(ξ)

) γ+2
2

dξduda.

Ahora veremos que la integral de la parte derecha esta dominada por una función inte-

grable para toda t ≥ 1, después utilizaremos el Teorema de convergencia dominada para
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obtener el resultado. Tenemos que se satisfacen las siguientes desigualdades

| sin(x)| ≤ x, sinh(x) ≤ cosh(x) ≤ ex, ex

2
≤ cosh(x), ∀x ≥ 0.

Y por hipótesis g(x) ≤ cxb, para toda x ≥ 0. Entonces para t ≥ 1, tenemos que se

satisface

t3/2e
γ2t
2 lE

[
g

(
1

2At

)]
≤
∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

sup
t≥1

 te
π2

2t

π2
√

2
Γ

(
γ + 2

2

)
g(a)e−aa−γ/2

× e−
ξ2

2t u
γ−1
2 e−u

sinh(ξ) cosh(ξ) sin(πξ/t)(
u+ a cosh2(ξ)

) γ+2
2

dξduda

≤
∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

sup
t≥1

 te
π2

2t

π2
√

2
Γ

(
γ + 2

2

)
cabe−aa−

γ
2

× e−
ξ2

2t u
γ−1
2 e−u

πe2ξ ξt(
u+ ae2ξ

4

) γ+2
2

dξduda

≤ c1

∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

e−aab−
γ
2 u

γ−1
2 e−u

e2ξξ

(4u+ ae2ξ)(γ+2)/2
dξduda

= c1

 1∫
0

∞∫
0

∞∫
0

e−aab−
γ
2 u

γ−1
2 e−u

e2−γξξ

(4ue−2ξ + a)(γ+2)/2
dξduda

+

∞∫
1

∞∫
0

∞∫
0

e−aab−
γ
2 u

γ−1
2 e−u

e2−γξξ

(4ue−2ξ + a)(γ+2)/2
dξduda

 ,
donde 0 < c1 =

ceπ
2/2

π2
√

2
Γ

(
γ + 2

2

)
<∞. Ahora veamos que cada sumando es finito, para

aśı obtener que la suma lo es. Para el primer término, sea ε ∈ (0,mı́n(b − γ/2, γ/2)),

note que ε existe, ya que tenemos γ > 0 y b− γ/2 > 0. Además utilizando que ax ≤ ay

para toda a ∈ [0, 1] y 0 ≤ y ≤ x, vemos que se satisface

1∫
0

∞∫
0

∞∫
0

e−aab−γ/2u(γ−1)/2e−u
e2−γξξ

(4ue−2ξ + a)(γ+2)/2
dξduda

≤
1∫

0

∞∫
0

∞∫
0

aεu(γ−1)/2e−u
e2−γξξ

(4ue−2ξ + a)(γ+2)/2
dξduda
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por el Teorema de Tonelli y notando que aε ≤ (4ue−2ξ + a)ε, para a, u, ξ ≥ 0, tenemos

1∫
0

∞∫
0

∞∫
0

e−aab−γ/2u(γ−1)/2e−u
e2−γξξ

(4ue−2ξ + a)(γ+2)/2
dξduda

≤
∞∫
0

∞∫
0

1∫
0

(4ue−2ξ + a)εu(γ−1)/2e−u
e−ξγξ

(4ue−2ξ + a)(γ+2)/2
dadudξ

≤
∞∫
0

∞∫
0

u(γ−1)/2e−ue−ξγξ

1∫
0

1

(4ue−2ξ + a)(γ+2)/2−εdadudξ

=

∞∫
0

∞∫
0

u(γ−1)/2e−ue−ξγξ

(
1

(4ue−2ξ)γ/2−ε
− 1

(4ue−2ξ + 1)γ/2−ε

)
1

γ/2− ε
dudξ

≤
∞∫
0

∞∫
0

u(γ−1)/2e−ue−ξγξ

(
1

(4ue−2ξ)γ/2−ε

)
1

γ/2− ε
dudξ

=
4ε−γ/2

γ/2− ε

∞∫
0

∞∫
0

uε−1/2e−ue−2εξξdudξ

=
4ε−γ/2

γ/2− ε
Γ

(
1

2
+ ε

)
1

4ε2
<∞,

ya que ε > 0. Para el segundo término, utilizando que

e2−γξξ

(4ue−2ξ + a)(γ+2)/2
≤ e2−γξξ

a(γ+2)/2
,

obtenemos

∞∫
1

∞∫
0

∞∫
0

e−aab−γ/2u(γ−1)/2e−u
e2−γξξ

(4ue−2ξ + a)(γ+2)/2
dξduda

≤
∞∫
1

∞∫
0

∞∫
0

e−aab−γ/2u(γ−1)/2e−u
e2−γξξ

a(γ+2)/2
dξduda.

Pero

∞∫
1

∞∫
0

∞∫
0

e−aab−γ/2u(γ−1)/2e−u
e2−γξξ

a(γ+2)/2
dξduda

=

∞∫
1

∞∫
0

e−aab−γ/2u(γ−1)/2e−u
1

a(γ+2)/2

1

γ2
duda =

1

γ2

∞∫
1

e−aab−γ/2
1

a(γ+2)/2
Γ

(
γ + 1

2

)
da

≤ 1

γ2
Γ

(
γ + 1

2

)
Γ
(

1 + b− γ

2

)
<∞,
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pues se tiene γ > 0 y b− γ/2 > 0. Note que también utilizamos que
1

a`
≤ 1, para toda

a ≥ 1 y ` ≥ 0. Por lo tanto

t3/2eγ
2t/2lE

[
g

(
1

2At

)]
<∞,

para toda t ≥ 1. Utilizando el Teorema de convergencia dominada y que

t sin(πξ/t)→ πξ, cuando t→∞,

para toda ξ ∈ [0,∞), obtenemos

ĺım
t→∞

t3/2eγ
2t/2lE

[
g

(
1

2At

)]
= Γ

(
γ + 2

2

) ∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

ĺım
t→∞

t sin(πξ/t)eπ
2/(2t)e−ξ

2/(2t)

π2
√

2

× g(a)e−aa−γ/2u(γ−1)/2e−u
sinh(ξ) cosh(ξ)(
u+ a cosh2(ξ)

) γ+2
2

dξduda

= Γ

(
γ + 2

2

) ∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

πξ

π2
√

2

× g(a)e−aa−γ/2u(γ−1)/2e−u
sinh(ξ) cosh(ξ)(
u+ a cosh2(ξ)

) γ+2
2

dξduda

=
1

π
√

2
Γ

(
γ + 2

2

) ∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

g(a)e−aa−γ/2u(γ−1)/2e−u

× sinh(ξ) cosh(ξ)ξ(
u+ a cosh2(ξ)

) γ+2
2

dξduda

=

∞∫
0

g(a)φγ(a)da.

Lema 9. Sean σb, σe, α ∈ (0,∞). Definamos las funciones U : [0,∞) → (0,∞) y V :

R→ (0,∞), como

U(z) := (σ2ez + σ2b )
− 2α

σ2e y V (s) := exp

{
−2α

σ2e
s

}
,

para toda z ∈ [0,∞) y s ∈ R. Entonces U es una función de escala para (Zt)t≥0 y V

es una función escala para (St)t≥0, es decir, (U(Zt))t≥0 y (V (St))t≥0 son martingalas.

Además sus generadores infinitesimales valen cero, es decir, GU(z) = 0 = GV (s).
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Demostración. Aplicando la fórmula de Itô a U(Zt), vemos que se satisface

U(Zt) = U(Z0) +

t∫
0

dU(Zu)

dz
dZu +

1

2

t∫
0

d2U(Zu)

dz2
d 〈Z〉u

= U(Z0) +

t∫
0

−2α
(
σ2eZu + σ2b

)−(1+ 2α

σ2e

)((
α+

1

2
σ2e

)
Zudu

+
√
σ2eZ

2
udW (e)

u +
√
σ2bZudW (b)

u

)
+

1

2

t∫
0

(4α2 + 2ασ2e)
(
σ2eZu + σ2b

)−(2+ 2α

σ2e

)

×
(
σ2eZ

2
u + σ2bZu

)
du

= U(Z0) +

t∫
0

−2α
(
σ2eZu + σ2b

)−(1+ 2α

σ2e

)√
σ2eZ

2
udW (e)

u

+

t∫
0

−2α
(
σ2eZu + σ2b

)−(1+ 2α

σ2e

)√
σ2bZudW (b)

u

= U(Z0) +

t∫
0

∂U(Zu)

∂z

√
σ2eZ

2
udW (e)

u +

t∫
0

∂U(Zu)

∂z

√
σ2bZudW (b)

u .

Aqúı utilizamos que dZt =

(
α+

1

2
σ2e

)
Zudu +

√
σ2eZ

2
udW (e)

u +
√
σ2bZudW (b)

u y que

d 〈Z〉t =
(
σ2eZ

2
u + σ2bZu

)
du. Por lo tanto GU(z) = 0 y (U(Zt))t≥0 es una martingala

local. Por ser U una función acotada por (1/σ2b )
−2α

σ2e , tenemos que (U(Zt))t≥0 es una

martingala, aún más, es una martingala uniformemente integrable.

Por otro lado, como V es doblemente diferenciable, aplicando la fórmula de Itô a V (St),

vemos que se cumple

V (St) = V (S0) +

t∫
0

dV (Su)

ds
dSu +

1

2

t∫
0

d2V (Su)

ds
d 〈S〉u

= V (S0) +

t∫
0

−2α

σ2e
e
−2α

σ2e
Su
(
αdu+

√
σ2edW

(e)
u

)

+
1

2

t∫
0

4α2

σ4e
e
−2α

σ2e
Su
σ2edu

= V (S0) +

t∫
0

−2α

σ2e
e
−2α

σ2e
Su√

σ2edW
(e)
u

= V (S0) +

t∫
0

∂V (Su)

∂s

√
σ2edW

(e)
u .
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Por lo tanto GV (s) = 0 . Además, tenemos que V (St)t≥0 es una martingala, pues para

s ≤ t, se tiene que lE
[
e−λBt

∣∣∣Fs] = e−λBs+
λ2

2
(t−s), donde (Bt)t≥0 es un movimiento

browniano estándar y (Ft)t≥0 una filtración en la cuál (Bt)t≥0 es adaptada.

Lema 10. Sean α, σe, σb ∈ (0,∞). Entonces el semigrupo del BDRE (Zt, St)t≥0 condi-

cionado a la extinción satisface

lE(z,s)

[
f(Zt, St)

∣∣∣Z∞ = 0
]

=
lE(z,s) [U(Zt)f(Zt, St)]

U(z)
,

el semigrupo del BDRE (Zt, St)t≥0 condicionado en {S∞ = −∞} satisface que

lE(z,s)

[
f(Zt, St)

∣∣∣S∞ = −∞
]

=
lE(z,s) [V (St)f(Zt, St)]

V (s)
,

y el semigrupo del BDRE (Zt, St)t≥0 condicionado en {Z∞ > 0} satisface

lE(z,s)

[
f(Zt, St)

∣∣∣Z∞ > 0
]

=
lE(z,s) [(U(0)− U(Zt)) f(Zt, St)]

U(0)− U(z)
,

para toda z ∈ [0,∞), s ∈ R, t ≥ 0, y toda función medible y acotada f : [0,∞)×R→ R.

Demostración. Sea f ∈ C2
0([0,∞) × R,R). Sea τx = ı́nf{t ≥ 0 : Zt = x}, para

x ∈ [0,∞), un tiempo de llegada. Como U es una función escala para (Zt)t≥0 un proceso

continuo, tenemos que

Pz (τ0 <∞) = ĺım
`→∞

Pz (τ0 < τ`) = ĺım
`→∞

U(`)− U(z)

U(`)− U(0)
=
U(z)

U(0)
,

pues ĺım supt→∞ St =∞ y ĺım`→∞ U(`) = 0. Note que

{Z∞ = 0} = {τ0 <∞} = ĺım
`→∞
{τ0 < τ`} =

⋃
`∈Q+

{τ0 < τ`}.

Aśı

lE(z,s)

[
f(Zt, St)

∣∣∣Z∞ = 0
]

= lE(z,s)

[
f(Zt, St)

∣∣∣ τ0 <∞]
=

lE(z,s) [f(Zt, St)PZt (τ0 <∞)]

Pz (τ0 <∞)

=
lE(z,s) [f(Zt, St)U(Zt)]

U(z)
,

para toda z ∈ [0,∞), s ∈ R y t ≥ 0. Análogamente, sea Tx = ı́nf{t ≥ 0 : St = x} un

tiempo de llegada, para x ∈ R. Como V es una función escala para (St)t≥0, tenemos que

Ps (T−n <∞) = ĺım
k→∞

Ps (T−n < Tk) = ĺım
k→∞

V (k)− V (s)

V (k)− V (−n)
=

V (s)

V (−n)
,
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para toda n ∈ N, ya que ĺım supt→∞ St = ∞ y ĺımk→∞ V (k) = 0. Note que {S∞ =

−∞} = ĺımn→∞{T−n <∞} =
⋂
n∈Q+

{T−n <∞}, ya que el proceso (St)t≥0 es continuo

c.s. Aśı

lE(z,s)

[
f(Zt, St)

∣∣∣S∞ = −∞
]

= ĺım
n→∞

lE(z,s)

[
f(Zt, St)

∣∣∣T−n <∞]
= ĺım

n→∞

lE(z,s) [f(Zt, St)PSt (T−n<∞)]

P(z,s) (T−n <∞)

=
lE(z,s)

[
f(Zt, St)

V (St)
V (−n)

]
V (s)
V (−n)

=
lE(z,s) [f(Zt, St)V (St)]

V (s)
,

para toda z ∈ [0,∞), s ∈ R y t ≥ 0. Por último, note que

{Z∞ > 0} = { ĺım
t→∞

Zt =∞} =
⋂
`∈Q+

{τ` < τ0}.

Aśı, por ser U una función escala para (Zt)t≥0, tenemos

Pz (Z∞ > 0) = Pz

(
ĺım
t→∞

Zt =∞
)

= ĺım
`→∞

Pz (τ` < τ0)

= ĺım
`→∞

U(0)− U(z)

U(0)− U(`)
=
U(0)− U(z)

U(0)
,

para toda z ∈ [0,∞). Por lo tanto

lE(z,s)

[
f(Zt, St)

∣∣∣Z∞ > 0
]

= lE(z,s)

[
f(Zt, St)

∣∣∣ ĺım
t→∞

Zt =∞
]

= ĺım
`→∞

lE(z,s)

[
f(Zt, St)

∣∣∣ τ` < τ0

]
= ĺım

`→∞

lE(z,s) [f(Zt, St)PZt (τ` < τ0)]

Pz (τ` < τ0)

= ĺım
`→∞

lE(z,s)

[
f(Zt, St)

(
U(0)−U(Zt)
U(0)−U(`)

)]
U(0)−U(z)
U(0)−U(`)

=
lE(z,s) [f(Zt, St) (U(0)− U(Zt))]

U(0)− U(z)
.
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Resultados principales

En este último Caṕıtulo nos enfocaremos en la probabilidad de superviviencia del BDRE

en el caso supercŕıtico (α > 0) condicionado a la extinción, que gracias a los resultados

del Caṕıtulo 2, en conjunto con algunos resultados que demostraremos en este Caṕıtulo,

se podrá solucionar sin dificultad. Con ello, sabemos como se comporta asintóticamente

esta probalibidad y como es su decaimiento.

Sabemos que un proceso de ramificación supercŕıtico en un medio constante condicionado

a la extinción es un proceso de ramificación subcŕıtico. En el caso de las difusiones, tene-

mos que el BDRE supercŕıtico condicionado a la extinción es una difusión bidimensional

la cuál no satisface (1.2.1). Sin embargo, veremos que el BDRE supercŕıtico condiciona-

do en {S∞ = −∞}, resulta en un BDRE subcŕıtico de parámetro −α, además, también

veremos que la ley del tamaño de la población de un BDRE supercŕıtico condicionado

a la extinción es igual en ley al tamaño de la población de un BDRE subcŕıtico con

parámetro −α. Aśı, también tenemos una transición de fase para el BDRE supercŕıtico

condicionado a la extinción. Por lo tanto, el obtener una conexión entre la ley margi-

nal del tamaño de la población de un BDRE supercŕıtico condicionado a la extinción y

un BDRE subcŕıtico, será una herramienta crucial para calcular dichas probalibidades

asintóticas.

3.1. Probabilidades asintóticas de difusiones ramificantes

en medios aleatorios

El siguiente Teorema será nuestra herramienta principal, pues nos dará casi de forma

inmediata, en conjunto con otros resultados, las probabilidades asintóticas del BDRE

condicionado a la extinción.

28
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Teorema 1. Sean α ∈ R y σb, σe ∈ R+. Sea (Zt, St)t≥0 una solución fuerte de (1.2.1).

Entonces

ĺım
t→∞

Pz (Zt > 0) = 1−
(

1 +
σ2e
σ2b
z

)− 2α

σ2e
> 0 si α > 0,

ĺım
t→∞

√
tPz (Zt > 0) =

√
2

σe
√
π

log

(
1 +

σ2e
σ2b
z

)
> 0 si α = 0,

ĺım
t→∞

√
t3e

α2t

2σ2e Pz (Zt > 0) =
8

σ3e

∞∫
0

f(za)φβ(a)da > 0 si α ∈ (−σ2e , 0),

ĺım
t→∞

√
te

σ2et

2 Pz (Zt > 0) =
σe
√

2

σ2b
√
π
z > 0 si α = −σ2e ,

ĺım
t→∞

e(α−
σ2e
2
)tPz (Zt > 0) = −2(α+ σ2e)

σ2b
z > 0 si α < −σ2e ,

para toda z ∈ (0,∞), donde β := −2α
σ2
e
, φa esta definida como en el Lema 2.8 y f(x) :=

1− exp

{
−σ

2
e

σ2b
x

}
, para toda x ≥ 0.

Demostración. Sean z ≥ 0 y α > 0. Como 1 − e−x ≤ 1, para toda x ≥ 0, podemos

aplicar el Teorema de convergencia dominada. Por el Corolario 2.3 y el Lema 2.6, vemos

que se satisface

ĺım
t→∞

Pz (Zt > 0) = ĺım
t→∞

lE

1− exp

 2z

σ2b
∫ t
0 exp

{
−αs− σeW (e)

u

}
du




= lE

1− exp

 2z

σ2b
∫∞
0 exp

{
−αs− σeW (e)

u

}
du




= lE

[
1− exp

{
−σ

2
e

σ2b
zG 2α

σ2e

}]
,

donde Gv es una variable aleatoria con distribución gama con parámetro de forma v =
2α

σ2e
y parámetro de escala 1. Como lE [exp{−λGv}] =

1

(1 + λ)v
, se tiene que

ĺım
t→∞

Pz (Zt > 0) = 1−
(

1 +
σ2e
σ2b
z

)− 2α

σ2e
.

Ahora, sea α = 0. Como f(xz) ≤ σ2ez

σ2b
x, para toda x ≥ 0, las condiciones del Lema 2.7

se satisfacen con g = f . Utilizando el Corolario 2.3 y Lema 2.7, obtenemos

ĺım
t→∞

√
tPz (Zt > 0) =

2

σe
ĺım
t→∞

√
σ2e t

4
lE

[
f

(
z

2Aσ2
et/4

)]
=

2

σe

∞∫
0

f(za)
e−a

a
√

2π
da.
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Utilizando el Teorema de Tonelli, tenemos que para toda c ≥ 0,

∞∫
0

(1− e−cx)
e−x

x
dx =

∞∫
0

c∫
0

e−yxe−xdydx =

c∫
0

∞∫
0

e−(y+1)xdxdy

=

c∫
0

1

1 + y
dy = log(1 + c).

Aśı,

ĺım
t→∞

√
tPz (Zt > 0) =

2

σe

∞∫
0

(
1− exp

{
−σ

2
e

σ2b
za

})
e−a

a
√

2π
da

=

√
2

σe
√
π

log

(
1 +

σ2e
σ2b
z

)
.

Ahora, sea α ∈ (−σ2e , 0) y β := −2α
σ2
e
. Por el Corolario 2.3, tenemos

ĺım
t→∞

t3/2e
α2

2σ2e
t
Pz (Zt > 0) =

8

σ3e
ĺım
t→∞

(
σ2e t

4

)3/2

e

(
2α

σ2e

)2

·σ
2
et

4
· 1
2
lE

f
 z

2A
(β)
σ2
et/4

 .
Como f(zx) ≤ σ2ez

σ2b
x, para toda x ≥ 0, y 0 < β < 2, las condiciones del Lema 2.8 se

satisfacen con g = f , γ = β y b = 1 > β/2. Aśı, por el Lema 2.8, tenemos

ĺım
t→∞

t3/2e
α2

2σ2e
t
Pz (Zt > 0) =

8

σ3e

∞∫
0

f(za)φβ(a)da.

Ahora sea α = −σ2e (β = 2). El Lema 2.5 nos afirma que

lE

[
1

2A
(2)
t

]
= e−2tlE

[
1

2At

]
,

y

lE

[
1

(2A
(2)
t )2

]
≤ e−2t

(
lE

[
1

2At/2

])2

,

para t > 0. Además, por el Lema 2.7

ĺım
t→∞

√
tlE

[
1

2At

]
=

∞∫
0

e−a√
2π

da <∞,

basta considerar g(x) = x, p = 1 y c > 1. Por lo tanto
(

lE
[

1
2At/2

])2
decae como

t−1, cuando t → ∞. Aśı, las condiciones del Lema 2.4 se satisfacen con ct = e2t
√
t y
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Yt = 1

2A
(2)
t

, para toda t ≥ 1. Por el Corolario 2.3 y el Lema 2.4, tenemos

ĺım
t→∞

√
te

σ2e
2
tPz (Zt > 0) =

√
4

σ2e
ĺım
t→∞

√
σ2e t

4
e2

σ2e
4
tlE

f
 z

2A
(2)
σ2
et/4


=

2

σe

σ2ez

σ2b

∞∫
0

a
e−a

a
√

2π
da =

σe
√

2

σ2b
√
π
z.

Por último, consideremos el caso α < −σ2e . Sea t > 0, fijo. Por el Lema 2.5, tenemos que

lE

[
1

2A
(β)
t

]
= e−(2β−2)tlE

[
1

2A
(−(β−2))
t

]
, (3.1.1)

lE

[
1

(2A
(β)
t )2

]
≤ e−(2β−2)lE

 1

2A
(β−2)
t/2

 lE

 1

2A
(−(β−2))
t/2

 , (3.1.2)

para toda t ∈ (0,∞). Como β > 2, por el Teorema de convergencia monótona y el Lema

2.6, vemos que se satisface

ĺım
t→∞

lE

 1

2A
(−(β−2))
t/2

 = lE

[
1

2A
(−(β−2))
∞

]
= lE [Gβ−2] = β − 2 <∞, (3.1.3)

donde Gβ−2 tiene una distribución gama con parámetro de forma β−2 > 0 y parámetro

de escala 1. Utilizando la relación (1.1) de [6], que dice que para u > 0{
1

A
(−u)
t

, t > 0

}
ley
=

{
1

A
(u)
t

+ 2γu, t > 0

}
,

donde γu ∼ gama(u) es independiente de (A
(u)
t , t ≥ 0), y el Teorema de convergencia

monótona, obtenemos

ĺım
t→∞

lE

 1

2A
(β−2)
t/2

 = ĺım
t→∞

lE

 1

2A
(−(β−2))
t/2

− lE [Gβ−2] = 0.

Aśı, las condiciones del Lema 2.4 se satisfacen con ct = e(2β−2)t y Yt = 1

2A
(β)
t

, para toda

t ≥ 1. Gracias al Corolario 2.3, el Lema 2.4 y (3.1.3), tenemos

ĺım
t→∞

e(2β−2)σ
2
et/4Pz (Zt > 0) = ĺım

t→∞
e(2β−2)σ

2
et/4lE

f
 z

2A
(β)
σ2
et/4


=
σ2e
σ2b
z ĺım
t→∞

lE

 1

2A
(−(β−2))
σ2
et/4

 = −2(α+ σ2e)

σ2b
z.
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Con esto queda demostrado el Teorema 1.

Teorema 2. Sea σe ∈ (0,∞) y σb, z ∈ [0,∞), tales que σb + z > 0. Si (Zt, St)t≥0 es

solución de (1.2.1) con parámetro cŕıtico α > 0, entonces

L ((Zt, St)t≥0|Z∞ = 0) = L
(
(Žt, Št)t≥0

)
,

donde (Žt, Št)t≥0 es una difusión bidimensional que satisface Ž0 = Z0, Š0 = 0 y

dŽt =

(
σ2e
2
−

2ασ2b
σ2e Žt

+ σ2b

)
Žtdt+ ŽtdŠt +

√
σ2b ŽtdW

(b)
t ,

dŠt =

(
α− 2ασ2e Žt

σ2e Žt + σ2b

)
dt+

√
σ2edW

(e)
t ,

para t ≥ 0.

Demostración. Para demostrar el Teorema es suficiente ver cual es el generador Ĝ del

proceso condicionado. El generador es la derivada respecto al tiempo del semigrupo del

proceso condicionado evaluado en t = 0. Sea f ∈ C2([0,∞) × R,R). Gracias al Lema

2.10, tenemos que el generador del proceso condicionado ((Zt, St)t≥0|Z∞ = 0) es

Ĝf(z, s) = ĺım
h→0

lE(z,s)

[
f(Zt, St)− f(z, s)

∣∣∣Z∞ = 0
]

h

= ĺım
h→0

lE(z,s) [U(Zt)f(Zt, St)− U(z)f(z, s)] /U(z)

h

=
G(U · f)(z, s)

U(z)
.

De la fórmula de Itô, aplicado a h(Zt, St) = U(Zt)f(Zt, St), y utilizando nuevamente la

notación
∂f(x, y)

∂y
= fy(x, y), etc. Obtenemos

U(Zt)f(Zt, St) = U(z)f(z, s) +

t∫
0

∂h(Zt, St)

∂z
dZu +

t∫
0

∂h(Zt, St)

∂s
dSu

+
1

2

t∫
0

∂2h(Zt, St)

∂2s
d 〈S〉u +

1

2

t∫
0

∂2h(Zt, St)

∂2z
d 〈Z〉u

+

t∫
0

∂2h(Zt, St)

∂z∂s
d 〈Z, S〉u . (3.1.4)
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Note que

∂h(Zt, St)

∂z
= fz(Zt, St)U(Zt) + f(Zt, St)

dU(Zt)

dz
,

∂h(Zt, St)

∂s
= U(Zt)fs(Zt, St),

∂2h(Zt, St)

∂z∂s
= fs(Zt, St)

dU(Zt)

dz
+ U(Zt)fzs(Zt, St),

∂2h(Zt, St)

∂2s
= U(Zt)fss(Zt, St),

∂2h(Zt, St)

∂2z
= 2fz(Zt, St)

dU(Zt)

dz
+ f(Zt, St)

d2U(Zt)

dz
+ U(Zt)fzz(Zt, St).

Sustituyendo lo anterior en (3.1.4), obtenemos

U(Zt)f(Zt, St) = U(z)f(z, s) +

t∫
0

(
fz(Zu, Su)U(Zt) + f(Zu, Su)

dU(Zu)

dz

)

×
((

α+
1

2
σ2e

)
Zudu+

√
σ2eZ

2
udW (e)

u +
√
σ2bZudW (b)

u

)

+

t∫
0

U(Zu)fs(Zu, Su)
(
αdu+

√
σ2edW

(e)
u

)

+

t∫
0

(
fs(Zu, Su)

dU(Zu)

dz
+ U(Zu)fzs(Zu, Su)

)
σ2eZudu

+
1

2

t∫
0

U(Zu)fss(Zu, Su)σ2edu

+
1

2

t∫
0

(
2fz(Zt, St)

dU(Zt)

dz
+ f(Zt, St)

d2U(Zt)

dz
+ U(Zu)fzz(Zu, Su)

)
×
(
σ2eZ

2
u + σ2bZu

)
du. (3.1.5)

Ya que tenemos que se satisface

dZu =

(
α+

1

2
σ2e

)
Zudu+

√
σ2eZ

2
udW (e)

u +
√
σ2bZudW (b)

u ,

dSu = αdu+
√
σ2edW

(e)
u ,

d 〈Z, S〉u = σ2eZudW (e)
u ,

d 〈Z〉u = (σ2eZ
2
u + σ2bZu)du,

d 〈S〉u = σ2edu.
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Ahora, haciendo

g(Zt, St) = U(Zt)f(Zt, St)− U(z)f(z, s)−
t∫

0

(
fz(Zu, Su)U(Zt) + f(Zu, Su)

dU(Zu)

dz

)

×
(
α+

1

2
σ2e

)
Zudu−

t∫
0

U(Zu)fs(Zu, Su)αdu

− 1

2

t∫
0

U(Zu)fss(Zu, Su)σ2edu

−
t∫

0

(
fs(Zu, Su)

dU(Zu)

dz
+ U(Zu)fzs(Zu, Su)

)
σ2eZudu

− 1

2

t∫
0

(
2fz(Zt, St)

dU(Zt)

dz
+ f(Zt, St)

d2U(Zt)

dz
+ U(Zu)fzz(Zu, Su)

)
×
(
σ2eZ

2
u + σ2bZu

)
du,

vemos que g(Zt, St) es una martingala local, ya que de (3.1.4) se tiene

g(Zt, St) =

t∫
0

(
fz(Zu, Su)U(Zt) + f(Zu, Su)

dU(Zu)

dz

)

×
(√

σ2eZ
2
udW (e)

u +
√
σ2bZudW (b)

u

)

+

t∫
0

U(Zu)fs(Zu, Su)
√
σ2edW

(e)
u .

Recordemos que GU(z) = 0, por lo tanto

G(U · f)(z, s) =
(
f(z, s)U ′(z) + U(z)fz(z, s)

)(
α+

1

2
σ2e

)
z + U(z)fs(z, s)αdt

+
1

2
U(z)fss(z, s)σ

2
e +

1

2
(f(z, s)U ′′(z) + 2U ′(z)fz(z, s) + U(z)fzz(z, s))

×
(
σ2ez

2 + σ2bz
)

+ (U ′(z)fs(z, s) + U(z)fzs(z, s))σ
2
ez

= U(z)

(
zfz(z, s)

(
α+

σ2e
2

)
+ αfs(z, s) + zfzs(z, s)σ

2
e +

σ2e
2
fss(z, s)

+
1

2
fzz(z, s)(σ

2
ez

2 + σ2bz)

)
+ fz(z, s)U

′(z)(σ2ez
2 + σ2bz) + U ′(z)fs(z, s)

= f(z, s)GU(z) + U(z)Gf(z, s) + fz(z, s)U
′(z)(σ2ez

2 + σ2bz)

+ U ′(z)fs(z, s) + f(z, s)

(
zU ′(z)

(
α+

σ2e
2

)
+

1

2
U ′′(z)(σ2ez

2 + σ2bz)

)
= U(z)Gf(z, s) + fz(z, s)U

′(z)(σ2ez
2 + σ2bz) + U ′(z)fs(z, s).
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Note que U ′(z)/U(z) = − 2α
σ2
ez+σ

2
b
, para toda z ≥ 0. Aśı

Ĝf(z, s) =
G(U · f)(z, s)

U(z)
= Gf(z, s)− 2α

σ2ez + σ2b

(
fz(z, s)(σ

2
ez

2 + σ2bz) + fs(z, s)
)

= Gf(z, s)− 2αzfz(z, s)−
2ασ2ez

σ2ez + σ2b
fs(z, s)

= zfz(z, s)(α+ σ2e/2) + αfs(z, s)− 2αzfz(z, s)−
2ασ2ez

σ2ez + σ2b
fs(z, s)

+
σ2e
2
fss(z, s) +

1

2
fzz(z, s)(σ

2
ez

2 + σ2bz) + zfzs(z, s)σ
2
e

=

(
σ2e
2
− α

)
zfz(z, s) +

(
α− 2ασ2ez

σ2ez + σ2b

)
fs(z, s)

+
1

2
(σ2ez

2 + σ2bz)fzz(z, s) +
σ2e
2
fss(z, s) + σ2ezfzs(z, s),

para toda z ∈ [0,∞), s ∈ R y toda f ∈ C2
0 ([0,∞) × R,R). Ahora veamos que el

generador del proceso (Žt, Št)t≥0 coincide con el que calculamos anteriormente, como el

generador caracteriza al proceso, si estos coinciden los procesos tienen la misma ley. Sea

f ∈ C2
0([0,∞)× R,R). De la fórmula de Itô aplicado a f(Žt, Št), obtenemos

f(Žt, Št) = f(z, s) +

t∫
0

fz(Žu, Šu)dŽu +

t∫
0

fs(Žu, Šu)dŠu +

t∫
0

fzs(Žu, Šu)d
〈
Ž, Š

〉
u

+
1

2

t∫
0

fss(Žu, Šu)d
〈
Š
〉
u

+
1

2

t∫
0

fzz(Žu, Šu)d
〈
Ž
〉
u

= f(z, s) +

t∫
0

fz(Žu, Šu)

((
σ2e
2
− α

)
Žudu+

√
σ2e Ž

2
udW (e)

u +
√
σ2b ŽudW (b)

u

)

+

t∫
0

fs(Žu, Šu)

((
α− 2ασ2e Žu

σ2e Žu + σ2b

)
du+

√
σ2edW

(e)
u

)

+

t∫
0

fzs(Žu, Šu)σ2e Žudu+
1

2

t∫
0

fss(Žu, Šu)σ2edu

+
1

2

t∫
0

fzz(Žu, Šu)(σ2e Ž
2
u + σ2b Žu)du.

Por lo tanto

Gf(ž, š) =

(
σ2e
2
− α

)
žfz(ž, š) +

(
α− 2ασ2e ž

σ2e ž + σ2b

)
fs(ž, š)

+
1

2
(σ2e ž

2 + σ2b ž)fzz(ž, š) +
σ2e
2
fss(ž, š) + σ2e žfzs(ž, š).
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Teorema 3. Sea σe ∈ (0,∞) y σb, z ∈ [0,∞), tal que σb+z > 0. Sea (Z
(α)
t , S

(α)
t )t≥0 una

solución de (1.2.1) con parámetro cŕıtico α, con α ∈ R. Si α > 0, entonces

L
(

(Z
(α)
t , S

(α)
t )t≥0

∣∣∣S∞ = −∞
)

= L
(

(Z
(−α)
t , S

(−α)
t )t≥0

)
,

donde Z
(−α)
0 = Z

(α)
0 .

Demostración. Análogamente a la prueba anterior, calcularemos los generadores de

ambos procesos y veremos que coinciden. Śı su dominio es el mismo, esto implicará que

los procesos tienen la misma ley. Sea f ∈ C2
0([0,∞)× R,R) y (Zt, St)t≥0 un BDRE con

parámetro cŕıtico α > 0, gracias al Lema 2.10 tenemos que el generador Ġ del proceso

condicionado en {S∞ = −∞} es

Ġf(z, s) = ĺım
h→0

lE(z,s)

[
f(Zt, St)− f(z, s)

∣∣∣S∞ = −∞
]

h

= ĺım
h→0

lE(z,s) [V (St)f(Zt, St)] /V (s)

h

=
G(V · f)(z, s)

V (s)
.

Aplicando la fórmula de Itô a h(Zt, St) = V (St)f(Zt, St) obtenemos

V (St)f(Zt, St) = V (z)f(z, s) +

t∫
0

∂h(Zt, St)

∂z
dZu +

t∫
0

∂h(Zt, St)

∂s
dSu

+

t∫
0

∂2h(Zt, St)

∂z∂s
d 〈Z, S〉u +

1

2

t∫
0

∂2h(Zt, St)

∂2s
d 〈S〉u

+
1

2

t∫
0

∂2h(Zt, St)

∂2z
d 〈Z〉u . (3.1.6)

Note que

∂h(Zt, St)

∂s
= fs(Zt, St)V (St) + f(Zt, St)

dV (St)

ds
,

∂h(Zt, St)

∂z
= V (St)fz(Zt, St),

∂2h(Zt, St)

∂z∂s
= fz(Zt, St)

dV (St)

ds
+ V (St)fzs(Zt, St)

∂2h(Zt, St)

∂2z
= V (St)fzz(Zt, St),

∂2h(Zt, St)

∂2s
= 2fs(Zt, St)

dV (St)

ds
+ f(Zt, St)

d2V (St)

ds
+ V (St)fss(Zt, St).
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Sustituyendo en lo anterior en (3.1.6) y observando que

dZu =

(
α+

1

2
σ2e

)
Zudu+

√
σ2eZ

2
udW (e)

u +
√
σ2bZudW (b)

u ,

dSu = αdu+
√
σ2edW

(e)
u ,

d 〈Z, S〉u = σ2eZudW (e)
u ,

d 〈Z〉u = (σ2eZ
2
u + σ2bZu)du

d 〈S〉u = σ2edu.

Se tiene

dV (St)f(Zt, St) =
(
f(Zt, St)V

′(St) + V (St)fs(Zt, St)
) (
αdt+

√
σ2edW

(e)
t

)
+ V (St)fz(Zt, St)

((
α+

1

2
σ2e

)
Ztdt+

√
σ2eZ

2
t dW

(e)
t

+
√
σ2bZtdW

(b)
t

)
+

1

2
V (St)fzz(Zt, St)

(
σ2eZ

2
t + σ2bZt

)
dt

+
1

2
(f(Zt, St)V

′′(St) + 2V ′(St)fs(Zt, St)

+ V (St)fss(Zt, St))σ
2
edt+ (V ′(St)fz(Zt, St)

+ V (St)fzs(Zt, St))σ
2
eZtdt.

Aśı,

G(V · f)(z, s) = α
(
f(z, s)V ′(s) + V (s)fs(z, s)

)
+ zV (s)fz(z, s)

(
α+

1

2
σ2e

)
+

1

2
V (s)fzz(z, s)

(
σ2ez

2 + σ2bz
)

+
σ2e
2

(f(z, s)V ′′(s) + 2V ′(s)fs(z, s)

+ V (s)fss(z, s)) + σ2ez(V
′(s)fz(z, s) + V (s)fzs(z, s))

= V (s)Gf(z, s) + f(z, s)GV (s) + σ2ezV
′(s)fz(z, s) + σ2eV

′(s)fs(z, s)

= V (s)Gf(z, s) + σ2ezV
′(s)fz(z, s) + σ2eV

′(s)fs(z, s),

donde GV (S) = 0. Note que V ′(s)/V (s) = −2α/σ22. Por lo tanto

Ġf(z, s) =
G(V · f)(z, s)

V (s)

= Gf(z, s)− 2αzfz(z, s)− 2αfs(z, s)

=

(
−α+

σ2e
2

)
zfz(z, s)− αfs(z, s) +

σ2ez
2 + σ2bz

2
fzz(z, s)

+
σ2e
2
fss(z, s) + σ2ezfzs(z, s),
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para toda z ∈ [0,∞), s ∈ R y toda f ∈ C2
0 ([0,∞) × R,R). El generador anterior es el

generador de un BDRE con parámetro cŕıtico −α < 0.

Corolario 4. Sean σe ∈ (0,∞) y σb, z ∈ [0,∞), con σb + z > 0. Sea (Z
(α)
t , S

(α)
t )t≥0

una solución de (1.2.1) con parámetro cŕıtico α, para toda α ∈ R. Si α > 0, entonces la

ley marginal condicionada a la extinción concuerda con la ley marginal del BDRE con

parámetro cŕıtico −α, esto es

L
((

Z
(α)
t

)
t≥0

∣∣∣∣Z∞ = 0

)
= L

((
Z

(−α)
t

)
t≥0

)
,

donde Z
(−α)
0 = Z

(α)
0 .

Demostración. Sea (Zt, St)t≥0 definidas como antes. Por el Teorema 2, tenemos que la

ley del BDRE condicionado a la extinción ((Zt, St)t≥0|Z∞ = 0) es igual en distribución

al proceso (Žt, Št)t≥0, donde (Žt, Št)t≥0 es una difusión bidimensional que satisface Ž0 =

Z0, Š0 = 0 y

dŽt =

(
σ2e
2
− 2ασ2bσ

2
e Žt + σ2b

)
Žtdt+ ŽtdŠt +

√
σ2b ŽtdW

(b)
t ,

dŠt =

(
α− 2ασ2e Žt

σ2e Žt + σ2b

)
dt+

√
σ2edW

(e)
t .

De aqúı, deducimos que (
(Zt)t≥0|Z∞ = 0

)
ley
=
(
Žt

)
t≥0

.

Por otro lado, si sustituimos a dŠt en la definición de dŽt, vemos que se satisface

dŽt =

(
σ2e
2
− α

)
Žtdt+

√
σ2e Ž

2
t dW

(e)
t +

√
σ2b ŽtdW

(b)
t .

Ahora, sea (Z
(−α)
t , S

(−α)
t ) una solución de (1.2.1) con parámetro −α < 0, de manera

análoga al sustituir dS
(−α)
t en dZ

(−α)
t en (1.2.1) vemos que dZ

(−α)
t satisface la siguiente

ecuación

dZ
(−α)
t =

(
σ2e
2
− α

)
Ztdt+

√
σ2eZ

2
t dW

(e)
t +

√
σ2bZtdW

(b)
t .

Aśı, tenemos que (
Žt

)
t≥0

ley
=
(
Z

(−α)
t

)
t≥0

,

ya que ambas satisfacen la misma ecuación diferencial estocástica.
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Teorema 5. Sea σe ∈ (0,∞) y σb, z ∈ [0,∞), tal que σb + z > 0. Sea (Zt, St)t≥0 una

solución de (1.2.1) con parámetro cŕıtico α > 0, entonces

L ((Zt, St)t≥0|Z∞ > 0) = L
(

(Ẑt, Ŝt)t≥0

)
,

donde (Ẑt, Ŝt)t≥0 es una difusión bidimensional que satisface Ẑ0 = Z0, Ŝ0 = 0 y

dẐt =

(
σ2e
2

+ 2α
σ2bU(Ẑt)

(σ2e Ẑt + σ2b )(U(0)− U(Ẑt))

)
Ẑtdt+ ẐtdŜt +

√
σ2b ẐtdW

(b)
t

dŜt =

(
α+ 2α

σ2e ẐtU(Ẑt)

(σ2e Ẑt + σ2b )(U(0)− U(Ẑt))

)
dt+

√
σ2edW

(e)
t , (3.1.7)

para toda t ≥ 0. La ley marginal condicionada a la no extinción satisface

L ((Zt)t≥0|Z∞ > 0) = L
(

(Ẑt)t≥0

)
,

donde (Ẑt)t≥0 es la solución de una SDE unidimensional que satisface Ẑ0 = Z0 y

dẐt =

(
σ2e
2

+ α+ 2α
U(Ẑt)

U(0)− U(Ẑt)

)
Ẑtdt+ σeẐtdW

(e)
t +

√
σ2b ẐtdW

(b)
t ,

para t ≥ 0.

Demostración. De manera análoga a la prueba del Teorema 2, calcularemos los ge-

neradores de ambos procesos y veremos que coinciden, śı su dominio es el mismo, esto

implicará que los procesos tienen la misma ley. Sea f ∈ C2
0([0,∞)× R,R) y (Zt, St)t≥0

un BDRE con parámetro cŕıtico α > 0. Gracias al Lema 2.10 tenemos que el generador

G̈ del proceso condicionado ((Zt, St)t≥0|Z∞ > 0) es

G̈f(z, s) = ĺım
h→0

lE(z,s)

[
f(Zt, St)− f(z, s)

∣∣∣Z∞ > 0
]

h

= ĺım
h→0

lE(z,s)

[
(U(0)−U(Zt))f(Zt,St)−(U(0)−U(z))f(z,s)

U(0)−U(z)

]
h

=
G((U(0)− U) · f)(z, s)

U(0)− U(z)
=
U(0)Gf(z, s)

U(0)− U(z)
− G(U · f)(z, s)

U(0)− U(z)
,

ya que el operador es lineal. Como Gf(z, s) y G(U ·f)(z, s) ya se calcularon anteriormente,

tenemos que
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G̈f(z, s) =
U(0)

U(0)− U(z)
Gf(z, s)− 1

U(0)− U(z)
[U(z)Gf(z, s)

+ fz(z, s)U
′(z)(σ2ez

2 + σ2bz) + U ′(z)fs(z, s)
]

= Gf(z, s)− 1

U(0)− U(z)

[
fz(z, s)U

′(z)(σ2ez
2 + σ2bz) + U ′(z)fs(z, s)

]
.

Ahora note que
U ′(z)

U(0)− U(z)
=

−2α

σ2ez + σ2b
× U(z)

U(0)− U(z)
.

Por lo tanto

G̈f(z, s) =

[(
α+

σ2e
2

)
zfz(z, s) + αfs(z, s) +

1

2
(σ2ez

2 + σ2bz)fzz(z, s) +
1

2
σ2efss(z, s)

+ σ2ezfzs(z, s)
]

+
2α

σ2ez + σ2b
· U(z)

U(0)− U(z)
[fz(z, s)(σ

2
ez

2 + σ2bz) + fs(z, s)]

=

(
α+

σ2e
2

+
2αU(z)

U(0)− U(z)

)
zfz(z, s) +

(
α+

2ασ2ezU(z)

(σ2ez + σ2b )(U(0)− U(z))

)
× fs(z, s) +

σ2ez
2 + σ2bz

2
fzz(z, s) +

σ2e
2
fss(z, s) + σ2ezfzs(z, s),

para toda z ∈ [0,∞), s ∈ R y toda f ∈ C2
0 ([0,∞)× R,R).

Por otro lado, calcularemos el generador del proceso (Ẑt, Ŝt)t≥0, con parámetro α > 0,

el cual satisface (3.1.7). Sea f ∈ C2
0([0,∞) × R,R), aplicando la fórmula de Itô a f

obtenemos

f(Ẑt, Ŝt) = f(z, s) +

t∫
0

fs(Ẑu, Ŝu)dŜu +

t∫
0

fz(Ẑu, Ŝu)dẐu +

t∫
0

fzs(Ẑu, Ŝu)d
〈
Ẑ, Ŝ

〉
u

+
1

2

t∫
0

fss(Ẑu, Ŝu)d
〈
Ŝ
〉
u

+
1

2

t∫
0

fzz(Ẑu, Ŝu)d
〈
Ẑ
〉
u

= f(z, s) +

t∫
0

fs(Ẑu, Ŝu)

[(
α+

2ασ2e Ẑu

σ2e Ẑu + σ2b

U(Ẑu)

U(0)− U(Ẑu)

)
du

+
√
σ2edW

(e)
u

]
+

t∫
0

fz(Ẑu, Ŝu)

[(
σ2e
2

+ α+
U(Ẑu)

U(0)− U(Ẑu)

)
Ẑudu

+

√
σ2e Ẑ

2
udW (e)

u +

√
σ2b ẐudW (b)

u

]
+

t∫
0

fzs(Ẑu, Ŝu)σ2e Ẑudu

+
1

2

t∫
0

fss(Ẑu, Ŝu)σ2edu+
1

2

t∫
0

fzz(Ẑu, Ŝu)(σ2e Ẑ
2
u + σ2b Ẑu)du
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Por lo tanto el generador del proceso (Ẑt, Ŝt)t≥0

G̈f(z, s) =

(
α+

2ασ2ez

σ2ez + σ2b

U(z)

U(0)− U(z)

)
fs(z, s)+

(
σ2e
2

+ α+
2αU(z)

U(0)− U(z)

)
× zfz(z, s) +

σ2e
2
fss(z, s) +

1

2
(σ2ez

2 + σ2bz)fzz(z, s) + σ2ezfzs(z, s).

Como tienen el mismo generador, los procesos son iguales en distribución.

Teorema 6. Sean α, σe, σb ∈ (0,∞) y (Zt, St)t≥0 la única solución de (1.2.1) con S0 = 0.

Entonces

ĺım
t→∞

√
t3e

α2t

2σ2e Pz

(
Zt > 0

∣∣∣Z∞ = 0
)

=
8

σ3e

∞∫
0

f(za)φβ(a)da > 0 si α ∈ (0, σ2e), (3.1.8)

ĺım
t→∞

√
te

σ2et

2 Pz

(
Zt > 0

∣∣∣Z∞ = 0
)

=
σe
√

2

σ2b
√
π
z > 0 si α = σ2e , (3.1.9)

ĺım
t→∞

e(α−
σ2e
2
)tPz

(
Zt > 0

∣∣∣Z∞ = 0
)

= 2

(
α− σ2e

)
σ2b

z > 0 si α > σ2e , (3.1.10)

para toda z ∈ (0,∞), donde β := 2α
σ2
e

y la función φβ : (0,∞) → (0,∞) esta definida

como

φβ(a) =

∞∫
0

∞∫
0

1

π
√

2
Γ

(
β + 2

2

)
e−aa−β/2u(β−1)/2e−u

× sinh(ξ) cosh(ξ)ξ

(u+ a(cosh(ξ))2)(β+2)/2
dξdu,

para toda a ∈ (0,∞).

Demostración. Sea α > 0, fijo, y (Z
(α)
t , S

(α)
t )t≥0 una solución fuerte de (1.2.1) con

parámetro cŕıtico α. Gracias al Corolario 4, tenemos

L
(

(Z
(α)
t )t≥0

∣∣∣Z∞ = 0
)

= L
(

(Z
(−α)
t )t≥0

)
,

donde Z
(−α)
0 = Z

(α)
0 . Aśı, por el Teorema 1, para −α ∈ (−σ2e , 0), obtenemos

ĺım
t→∞

√
t3e

α2

2σ2e
t
Pz

(
Z

(α)
t > 0

∣∣∣Z(α)
∞ = 0

)
= ĺım

t→∞

√
t3e

α2

2σ2e
t
Pz

(
Z

(−α)
t > 0

)
=

8

σ3e

∞∫
0

f(za)φβ(a)da.
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Por otra parte, sea α = σ2e . Por el Teorema 1 y el Corolario 4, tenemos

ĺım
t→∞

√
te

σ2et

2 Pz

(
Z

(α)
t > 0

∣∣∣Z∞ = 0
)

= ĺım
t→∞

√
te

σ2et

2 Pz

(
Z

(−α)
t > 0

)
=
σe
√

2

σ2b
√
π
z > 0.

Por último, sea α > σ2e . Nuevamente, por el Teorema 1 y el Corolario 4, tenemos

ĺım
t→∞

e(α−
σ2e
2
)tPz

(
Z

(α)
t > 0

∣∣∣Z∞ = 0
)

= ĺım
t→∞

e(2β−2)
σ2e
4
tPz

(
Z

(−α)
t > 0

)
=
σ2ez

σ2b
(β − 2)

=
2(α− σ2e)

σ2b
z.

Con esto queda demostrado el Teorema 6.
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