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Resumen

La tomografía de impedancia eléctrica intenta formar una imagen de la conducti-
vidad eléctrica en el interior de una sección del cuerpo humano a partir de mediciones
tomadas por electrodos en su superficie. La idea es que tal imagen pueda ayudar al
médico a conocer el estatus clínico del cuerpo en estudio.

Este trabajo de tesis tiene por objetivo plantear una estrategia computacional-
mente eficiente para resolver el problema directo asociado, junto con su implemen-
tación numérica. Tal estrategia pretende ser usada para muestrear de la distribución
posterior que la tomografía de impedancia eléctrica define, tomando el enfoque Baye-
siano para el problema de inversión de datos correspondiente. Esta forma de abordar
el problema es necesaria pues existen fuentes de error e incertidumbre que de ig-
norarse a la hora de hacer predicciones del fenómeno a partir de los datos podrían
ocasionar un diagnóstico diferente al estatus clínico del paciente y poner en riesgo su
vida.
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CAPÍTULO 1

Introducción

La tomografía de impedancia eléctrica es una técnica de formación de imágenes
médicas en la cual se infiere la conductividad o permitividad de alguna parte de un
cuerpo (humano) a partir de mediciones eléctricas en la superficie del cuerpo. Para
recolectar datos, se colocan electrodos en la piel del paciente y se aplica corrien-
te alterna a algunos electrodos, y se miden los voltajes eléctricos resultantes. Este
proceso requiere diseño experimental para determinar que información es necesaria
recolectar para inferir la conductividad en un caso determinado.

El problema de estimar la conductividad eléctrica a partir de mediciones de po-
tencial en la superficie del cuerpo es un problema inverso no lineal y severamente mal
planteado en el sentido de Hadamard. La formulación matemática de este problema
se conoce en la literatura matemática de los problemas inversos como “Problema
Inverso de Calderón". Este problema ha recibido mucha atención en diversas co-
munidades matemáticas. Se han establecido resultados de existencia y unicidad de
soluciones [4].

En los últimos años ha habido un desarrollo importante de métodos estadísticos
para problemas inversos [6], y existen diversas formulaciones Bayesianas de este pro-
blema [5]. Sin embargo, reconstruir la conductividad o permitividad de un cuerpo

14



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 15

sigue siendo un problema activo como tema de investigación [6, 7, 13].
Este trabajo de tesis tiene por objetivos hacer una formulación Bayesiana de la

cuantificación de incertidumbre del problema de tomografía de impedancia eléctrica
para el caso bidimensional y proponer métodos computacionalmente eficientes para
resolver el problema directo asociado. El propósito de fondo es usarlos como herra-
mienta para muestrear de la distribución posterior del problema de tomografía de
impedancia eléctrica en búsqueda de información estadísticamente significativa. Adi-
cionalmente, tenemos por objetivo implementar en Python las estrategias numéricas
que se proponen y ver como funciona el código resultante cuando el dominio tiene
presentes diferentes tipos de inclusiones, esto para tener idea de su funcionamiento
e identificar los detalles relevantes para el problema inverso que pueden presentarse
como resultado de la solución de múltiples problemas directos.

La tesis tiene la siguiente estructura: en el primer capítulo planteamos el problema
de tomografía de impedancia eléctrica y hacemos una discusión acerca de lo que se
entiende por cuantificación de incertidumbre en el contexto científico. Además, se
introduce un modelo que describe la física del fenómeno. El segundo capítulo trata
sobre el enfoque Bayesiano de problemas inversos y el método de elemento finito
para aproximar la solución del problema directo para un dominio en el plano. Un
algoritmo de como resolver el sistema lineal resultante es propuesto basándonos en el
método de gradiente conjugado. Los resultados de implementar éste en Python, para
un dominio particular y diferentes tipos de inclusiones, son mostrados en el capítulo
tres. El cuarto capítulo es una discusión de como usar el algoritmo propuesto en la
formulación Bayesiana y de sus principales ventajas. Finalmente, el último capítulo
muestra las conclusiones de este trabajo.
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CAPÍTULO 2

Planteamiento del problema

2.1. Tomografía de Impedancia Eléctrica
La impedancia eléctrica es una medida de la oposición de un cuerpo al flujo

de corriente alterna. De forma dual, la conductividad eléctrica es la magnitud de
aceptación a este flujo. Aunque se sabe que la propiedad de impedancia eléctrica
varía dependiendo del tipo de objeto al que se le aplique corriente, algunos hechos
importantes son conocidos tratándose de tejido biológico [1, 3]:

Se encuentra estrechamente ligada a la frecuencia de corriente que se aplica.

Está en función de la estructura del tejido en cuestión. En otras palabras,
tejidos cuya conformación difiere presentan distintos valores de impedancia.

Existen enfermedades (como cáncer de seno, piel, vejiga y cuello del útero)
cuyos efectos cambian sustancialmente los valores de impedancia eléctrica entre
tejido sano y enfermo. Es decir, esta magnitud física puede reflejar el estatus
clínico de un tejido en estudio.

4



CAPÍTULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 5

La información anterior sugiere que la aplicación de corriente alterna a un orga-
nismo (dentro de algún rango de frecuencias) y el estudio de sus datos de respuesta
eléctrica puede servir para diferenciar entre tipos de tejidos. Además parece plau-
sible usar las mediciones de impedancia eléctrica como un indicador de anomalías
ocasionadas por enfermedades que alteran estructuralmente a los tejidos. Este par
ideas son la base de la técnica de tomografía de impedancia eléctrica.

En términos precisos, dentro del contexto de formación de imágenes médicas, se
busca generar un gráfico que describa de manera fidedigna el perfil de impedancia
eléctrica de una sección del cuerpo humano donde se presumen anomalías de tejido
(por ejemplo, un corte transversal del torso o seno). La idea es que esta imagen sirva
como una herramienta auxiliar para el médico en el diagnóstico, como lo hacen las
radiografías.

Con este propósito, varios electrodos son colocados alrededor de la sección del
cuerpo humano que se desea estudiar y a través de ellos se aplican valores controlados
de corriente. Después, los datos de la respuesta eléctrica provocada (voltaje) son
recabados por estos dispositivos.

Figura 2.1: Paciente con electrodos alrededor del pecho
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En contraste con otras técnicas que tienen el mismo propósito, la tomografía
basada en impedancia eléctrica evita el uso de radiación. El proceso de hecho no usa
sustancias que penetren físicamente el cuerpo del paciente, por lo que se considera
no invasivo. Adicionalmente, el costo implicado es relativamente bajo.

Sin embargo, si bien es cierto que los datos recolectados por los electrodos con-
tienen información del perfil de impedancia eléctrica en la región de interés, éstos
no pueden ser tomados expresamente como válidos puesto que existe un error aso-
ciado a las mediciones. Ignorar esta circunstancia podría provocar que se ofrezca un
diagnóstico completamente distinto al estatus clínico del paciente.

Nos encontramos pues ante la necesidad de adoptar un enfoque matemático que,
además de ser capaz de hacer pronósticos de la condición clínica en una región basados
en la información de los electrodos, permita cuantificar la incertidumbre presente.
El propósito de este último punto es tener un indicador que permita determinar la
efectividad y limitaciones de los pronósticos hechos. Este es el objetivo central del
trabajo de tesis.

En la siguiente sección hablaremos con mayor profundidad del concepto de cuan-
tificación de incertidumbre.

2.2. Cuantificación de Incertidumbre
Una ambiciosa meta de la ciencia es lograr hacer pronósticos de la realidad que

aporten información relevante a la hora de tomar decisiones. Éstos buscan llevarse a
cabo juiciosamente a través de la teoría científica y la observación del fenómeno de
interés.

Desde el punto de vista de las matemáticas aplicadas, la teoría corresponde con
las leyes de la física, biología y demás, que rigen al fenómeno y también a los modelos
matemáticos, basados en estos principios, que son asociados a su descripción. Por su
parte, las observaciones son los datos que tenemos disponibles sobre él a través de
mediciones hechas con instrumentos.

Sin embargo, intentar hacer pronósticos de un fenómeno físico adoptando tal
enfoque involucra fuentes de error e incertidumbre en múltiples partes del proceso.
Estas se describen en términos generales a continuación:
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Los modelos matemáticos y las leyes que se usan para plantearlos son abstrac-
ciones de la realidad. Puede ocurrir que el modelo considerado sea formulado
en términos de principios que no capturan con precisión la naturaleza del fe-
nómeno por falta de información. Además, es frecuente que sus expresiones
involucren parámetros de los cuales se tiene conocimiento incompleto o nulo.
Es decir, existe un error de modelación inherente al usar este enfoque para
describir la realidad.

Las mediciones son contaminadas por imperfecciones en los instrumentos. Lle-
varlas acabo requiere de un acertado diseño experimental para determinar cua-
litativa y cuantitativamente como se efectuará la recolección de los datos. Nos
referiremos a este punto con el nombre de error de observación.
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Figura 2.2: Modelación computacional imperfecta: Imperfecciones del modelo mate-
mático, datos incompletos de las observaciones hechas con instrumentos imperfectos
y corrupción del modelo al ser discretizado para hacer cálculos. Imagen tomada de
[11]

A menudo los modelos computacionales considerados (versiones discretas de
los modelos matemáticos que permiten llevar a cabo cálculos en un ordenador)
introducen errores a los resultados, aunados a los propios del uso de aritmética
de punto flotante. El nombre con el que nos referiremos a este punto es error
de discretización.

Todos estos factores de error e incertidumbre afectan cada aspecto del pronóstico
que se desea hacer. Es necesario pues contar con un procedimiento sistemático para
tratar la incertidumbre del modelo matemático asociado y de los datos, además de
su propagación a través del modelo computacional con el objetivo de lograr buenos
pronósticos del fenómeno de interés.
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En el problema de tomografía de impedancia eléctrica nos interesa de hecho con-
tar con una técnica que permita la cuantificación de incertidumbre inversa. Es decir,
queremos una estrategia que, a partir de los datos experimentales y los resultados
obtenidos mediante simulación computacional, estime la discrepancia entre el ex-
perimento y el modelo matemático. Además, también deseamos que sea capaz de
hacer estimaciones de los parámetros desconocidos que aparecen en el modelo (ya
que describen a la conductividad eléctrica σ).

El desarrollo de teoría y metodologías de cuantificación inversa de incertidumbre
es un área activa de investigación. Es importante señalar que en este rubro se enfren-
tan dos puntos notables: la identificabilidad de parámetros y la alta dimensionalidad
de los problemas. Este último implica un fuerte costo computacional y hace necesario
el diseño de métodos eficientes.

Para efectos de este trabajo, adoptaremos el paradigma Bayesiano de cuantifi-
cación inversa de incertidumbre. Este enfoque sugiere representarla en términos de
probabilidad. Fundamentalmente, la probabilidad juega el papel de nuestra confianza
en una afirmación, dada la información que tenemos disponible. Además, el Teorema
de Bayes permite actualizar esa confianza (probabilidad) cuando nuevos datos están
disponibles.

Nuestro objetivo bajo este enfoque es diseñar una estrategia que, usando un mo-
delo matemático que capture fielmente la física del fenómeno, pueda ofrecer eficiencia
computacional para lidiar con la alta dimensionalidad del problema. En la siguiente
sección describiremos el modelo matemático que nos servirá como base.

2.3. Modelo matemático
En esta sección, vamos a introducir un modelo asociado al problema de tomogra-

fía de impedancia eléctrica, propuesto originalmente en [2]. Remarcamos que en este
trabajo sólo abordaremos el caso bidimensional.

Representamos la parte del cuerpo en estudio como un dominio Ω de R2. Este es
pensado como un conjunto acotado cuyo complemento es conexo, que además cuenta
con una frontera suave.
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Vamos a suponer que los campos electromagnéticos que actúan en Ω son armó-
nicos en el tiempo y que sus frecuencias son bajas. En la aproximación cuasiestática
éstos pueden ser descritos en términos de un potencial de voltaje escalar u que sa-
tisface la llamada ecuación de conductividad:

∇ · (σ∇u) = 0 en Ω. (2.1)

Dentro de esta ecuación, la función σ : Ω → R+ describe a la conductividad
eléctrica, que, como fue mencionado, es una medida de la aceptación de Ω al flujo
de la corriente. Suponemos que este coeficiente pertenece a una clase admisible de
funciones A = A(Ω), definida por las siguientes condiciones:

1. Para algún N ≥ 1 existe una familia {Ωj }Nj=1 de subconjuntos de Ω, disjuntos
a pares, que son abiertos y cuentan con una frontera suave a pedazos. Además
cumplen

Ω =
N⋃
j=1

Ωj. (2.2)

2. Para cada 1 ≤ j ≤ N se tiene que

σ|Ωj
∈ C(Ωj). (2.3)

3. Existen dos constantes c, C ∈ R+ tales que

0 < c < σ(x) < C <∞ para x ∈ Ω. (2.4)

En nuestro contexto los conjuntos Ωj pueden representar órganos o tejidos dife-
rentes, en donde la conductividad es continua dentro de Ωj y hasta la frontera de este
conjunto. Además, como corresponde a la realidad física, se toma que la magnitud σ
de los tejidos es positiva y acotada dentro de ciertos valores.

Para describir la inyección de corriente y la medición de voltaje en la superficie
del cuerpo, definimos porciones de ∂Ω

el ⊂ ∂Ω para 1 ≤ l ≤ L, (2.5)
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que representan a los electrodos. Dado que no queremos que éstos se empalmen,
imponemos que cumplan:

ek ∩ el = ∅ si k 6= l. (2.6)

Denotamos con las letras Il y Ul, respectivamente, a la corriente y al voltaje
producidos en el. Ambos magnitudes se suponen constantes en la superficie de cada
electrodo. Suponemos que se satisface la ley de conservación para la corriente:

Conservación de corriente
L∑
l=1

Il = 0. (2.7)

Por otro lado, mediante una adecuada elección de voltaje a tierra, es posible
suponer:

Elección de voltajes
L∑
l=1

Ul = 0. (2.8)

La inyección de corriente en la superficie del cuerpo produce una densidad (de
corriente). En la frontera del cuerpo, la expresión del vector normal hacia el interior
correspondiente a dicha densidad, denotado por j, está dada por la ecuación:

j = σ · ∂u
∂n

en ∂Ω (2.9)

En términos de j, supondremos que cada electrodo satisface:

∫
el

σ
∂u

∂n
dS = Il; 1 ≤ l ≤ L (2.10)

y que fuera de los electrodos se cumple

σ
∂u

∂n
= 0 en Ω \ el, 1 ≤ l ≤ L (2.11)

Estas ecuaciones dicen que la densidad de corriente hace efecto exactamente en
los electrodos adheridos a la frontera del cuerpo y que en la sección que está libre de
ellos no existen pérdidas de corriente o fuentes.

Ahora añadiremos una ecuación para contar el efecto electroquímico inducido
por el contacto entre el electrodo y el cuerpo. Esto se debe a la formación de una
delgada capa, altamente resistiva, entre ambos. La impedancia de esta capa está
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caracterizada por un número zl > 0 al que llamaremos impedancia de contacto
efectivo o simplemente impedancia de contacto. La relación entre estas variables es

u+ zlσ
∂u

∂n
= Ul en el, 1 ≤ l ≤ L (2.12)

En resumen, han sido establecidas las siguientes ecuaciones:

∇ · (σ∇u) = 0 en Ω
∫
el

σ
∂u

∂n
dS = Il; 1 ≤ l ≤ L

σ
∂u

∂n
= 0 en ∂Ω \ el, 1 ≤ l ≤ L

u+ zlσ
∂u

∂n
= Ul en el, 1 ≤ l ≤ L

L∑
l=1

Il = 0
L∑
l=1

Ul = 0

(2.13)

Este modelo captura la física del fenómeno de inyección de corriente al cuerpo Ω,
en el sentido de que permite predecir los datos de voltaje con la precisión del sistema
de medición [10].

En el resto del trabajo supondremos que un acertado diseño experimental, hecho
previamente, nos brinda los datos de impedancia de contacto. Además, pensamos que
se tiene un dispositivo que permite controlar los valores de corriente inyectada en los
electrodos. En otras palabras, vamos a suponer que los datos z1, . . . , zL y I1, . . . , IL

son conocidos.
Si tuviéramos bien caracterizada la conductividad σ del cuerpo, encontrar la

función u dentro de Ω y los valores U1, . . . , Ul en los electrodos, descritos por (2.13),
brindaría un pronóstico del perfil de voltaje dentro de la sección estudiada y de los
datos recabados en cada el. Este es un problema de teoría de ecuaciones diferenciales
parciales al que denominaremos problema directo.

Sin embargo, en general ignoramos el tipo de tejidos que integran al cuerpo en
estudio y por ende, su perfil conductivo σ. De hecho, en el problema de tomografía
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de impedancia, buscamos inferir información de la conductividad eléctrica de Ω a
partir de las mediciones de voltaje en los electrodos, usando (2.13). Este recibe el
nombre de problema inverso de Calderón.

En el siguiente capítulo expondremos el enfoque Bayesiano para problemas in-
verso. También se mostrarán los materiales y métodos para resolver eficientemente
el problema directo.



CAPÍTULO 3

Materiales y métodos

En este capítulo se tienen dos objetivos: describir el enfoque Bayesiano de cuan-
tificación inversa de incertidumbre y proponer una técnica que permita aproximar la
solución del problema directo de forma eficiente, para el caso bidimensional.

Este segundo punto lo llevamos acabo basándonos en el método elemento finito
[8]. Tal procedimiento deriva en un sistema lineal cuyas entradas están dadas en
términos de integrales. Por ello, discutimos esquemas que permiten su aproximación
numérica. Probamos algunas propiedades de submatrices involucradas y proveemos
esquemas para su formación. Además, proponemos un algoritmo de solución basado
en el método de gradiente conjugado.

Mostramos también un esquema de malla cuando Ω es un círculo centrado en
el origen y discutimos la estructura de las matrices involucradas en el método de
elemento finito para este ejemplo.

3.1. Enfoque Bayesiano
El enfoque Bayesiano se fundamenta en la teoría de inversión estadística. Tiene

por objetivos extraer información y evaluar la incertidumbre acerca de las variables

14
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basándose en el conocimiento adquirido en el proceso de medición y aprovechando lo
que se sabe previamente acerca de las incógnitas y sus modelos. Los puntos principales
de los que se parte son:

Todas las variables incluidas en el modelo se representan como variables alea-
torias.

La aleatoriedad describe el grado de información que tenemos acerca de las
realizaciones de estas variables aleatorias.

El grado de información concerniente a estos valores se codifica en sus distri-
buciones de probabilidad.

Procederemos a describir como se interpreta el problema inverso desde esta pers-
pectiva. Supondremos que todas las variables aleatorias que aparecen desde ahora
son absolutamente continuas. Es decir, se pueden expresar en términos de una den-
sidad de probabilidad. Estas se denotan con letras mayúsculas y sus realizaciones
con minúsculas. Remarcamos que los parámetros del modelo se consideran también
como variables aleatorias.

En nuestro contexto se cuentan con mediciones de una cantidad y ∈ Rm que
esta relacionada con otra cantidad de interés x ∈ Rn que no podemos determinar
directamente. Sin embargo, existe una relación entre estas que sí es conocida, a través
de una función modelo f : Rn × Rk → Rm

y = f(x, e)

donde e ∈ Rk representa ruido en la medición. El problema de inverso consiste en
determinar x a partir de y.

Definimos tres variables aleatorias Y ∈ Rm, X ∈ Rn y E ∈ Rk que serán asocia-
das, respectivamente, a las mediciones, la incógnita y el ruido. Pensaremos que los
datos observados corresponden a una realización de Y , esto es Y = yobs. Usando la
función modelo, estas cumplen:

Y = f(X,E).
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Esta expresión permite relacionar las funciones de densidad de las variables alea-
torias involucradas.

Ahora bien, para el enfoque Bayesiano, la solución del problema de inversión es la
distribución posterior πpost(x). Ésta codifica la información de la incógnita respecto
a las mediciones disponibles y la incertidumbre involucrada. El Teorema de Bayes
nos ofrece una expresión de la posterior.

Teorema 3.1 (Teorema de Bayes) Supongamos que la variable aleatoria X ∈ Rn

tiene una densidad de probabilidad πpr(x) conocida y los datos yobs corresponden a
una realización de la variable aleatoria observable Y ∈ Rm tal que π(yobs) > 0. En-
tonces, la distribución de probabilidad posterior de X dados los datos yobs, denotada
πpost(x) := π(x|yobs), tiene la expresión

πpost(x) = πprior(x) · π(yobs|x)
π(yobs)

.

Las distribuciones πprior(x) y π(yobs|x) reciben los nombres, respectivamente, de
distribución a priori y verosimilitud. La información previa que conocemos acerca
de la incógnita está codificada en la primera. La segunda representa nuestro conoci-
miento acerca de como se relacionan los datos y la incógnita.

La distribución posterior debe ser explorada por algún método en búsqueda de
información estadísticamente significativa para el problema. Los métodos Markov
Chain Monte Carlo (MCMC) son útiles para tal efecto y serán el tema de la siguiente
sección.

3.2. Métodos MCMC
En la sección pasada mostramos que, en el enfoque Bayesiano, la solución del

problema de inversión es una distribución de probabilidad. Para obtener extraer
información estadísticamente significativa debemos integrar numéricamente con res-
pecto de ésta. Sin embargo, si el espacio de parámetros Rn es demasiado grande, el
uso de métodos de cuadratura es ineficiente desde el punto de vista numérico. Una
buena alternativa son los métodos Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Su idea
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central es generar un muestra representativa de puntos {x1, . . . , xN } ⊂ Rn, distri-
buidos de acuerdo a la medida ν respecto a la que se integra, de tal manera que, por
el Teorema del límite central, tengamos

∫
Rn
f(x)ν(dx) ≈ 1

N

N∑
i=1

f(xi). (3.1)

La muestra de puntos {x1, . . . , xN } se genera usando cadenas de Markov que
satisfacen propiedades, respecto a ν y al tipo de saltos, útiles para garantizar (3.1).
Con esta técnica es posible aproximar eficientemente integrales en dimensiones altas.
Dos métodos relevantes son Metropolis-Hastings y Gibbs Sampler [6].

3.3. Esquema del Método de Elemento Finito
Una sección del cuerpo humano puede presentar varios tipos de tejido con valores

de conductividad muy diferentes entre sí. Esta observación nos obliga a presumir dis-
continuidades de la función σ sobre el dominio de interés. Se hace necesario entonces
reinterpretar las soluciones del problema directo (2.13) en forma débil.

Suponiendo que la conductividad es parte de la clase admisible A, descrita en la
sección 2.3, el funcional

Bσ,z((u, U), (v, V )) =
∫

Ω
σ(∇u · ∇v) dx dy +

L∑
l=1

1
zl

∫
el

(u− Ul)(v − Vl)dS (3.2)

(donde v ∈ H1(Ω), V ∈ RL) permite debilitar el sistema de ecuaciones en cuestión.
En [9] y [10] fueron probados resultados de existencia y unicidad de la solución del
problema directo en esta versión.

Una ventaja importante de este enfoque es que nos permite usar técnicas como
el Método de Elemento Finito (MEF) con el propósito de aproximar la solución
buscando dentro un espacio de dimensionalmente finito, digamos Span{ϕi | 1 ≤ i ≤
N }. Usaremos tal estrategia para obtener una aproximación de la solución cuya
expresión sea del estilo

uh =
N∑
i=1

αi · ϕi (3.3)
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donde {ϕi } es un conjunto de funciones base relacionadas con la malla definida en
el dominio, sobre un conjunto de N nodos de interés. Como es usual en el MEF, h
denota el tamaño de la malla a Ω.

El voltaje en el, denotado Ul, será aproximado por la cantidad Uh
l , la cual corres-

ponde con los valores de uh en ese electrodo. Impondremos la condición de que el
vector Uh = [Uh

1 , . . . , U
h
L−1, U

h
L]T , se describa como

Uh =
L−1∑
j=1

βj · nj (3.4)

donde
n1 = [1,−1, 0, . . . , 0]T , . . . , nL−1 = [1, 0, . . . , 0,−1]T ∈ RL, etc.

La expresión anterior se puede reescribir como

Uh
1 =

L−1∑
j=1

βj, (3.5)

Uh
2 = −β1, . . . , UL = −βL−1. (3.6)

Esto tiene como consecuencia que
∑L
l=1 U

h
l = 0.

Observemos en particular para ϕi, ϕj la expresión (3.2) es:

Bσ,z((ϕi, U), (ϕj, V )) =
∫

Ω
σ(∇ϕi · ∇ϕj) dx dy +

L∑
l=1

1
zl

∫
el

(ϕi − Ul)(ϕj − Vl)dS

De acuerdo a lo expuesto en [12], los coeficientes (3.3) y (3.4), asociados al método
de elemento finito, se pueden obtener mediante la solución del sistema lineal:

Ab = f, (3.7)

donde A queda definida por cuatro submatrices

A =
 B C

CT D

 ∈ R(N+L−1)×(N+L−1) (3.8)



CAPÍTULO 3. MATERIALES Y MÉTODOS 19

con B ∈ RN×N , C ∈ RN×(L−1) y D ∈ R(L−1)×(L−1).

La matriz B es la suma de un par de matrices M,W ∈ RN×N , llamadas respec-
tivamente matriz de masas y matriz de rigidez. Es decir

B = M +W (3.9)

Las entradas de estas matrices tienen la expresión

M(i, j) =
L∑
l=1

1
zl

∫
el

ϕiϕjdS, W (i, j) =
∫

Ω
σ(∇ϕi · ∇ϕj) dx dy 1 ≤ i, j ≤ N

(3.10)

Por su parte, C y D están descritas como

C(i, j) = −
(

1
z1

∫
e1
ϕidS −

1
zj+1

∫
ej+1

ϕidS

)
;

en donde i = 1, . . . ,N , j = 1, . . . , L− 1
(3.11)

D(i, j) =


|e1|
z1

si i 6= j
|e1|
z1

+ |ej+1|
zj+1

si i = j
; i, j = 1, . . . , L− 1 (3.12)

Por otro lado, el vector b ∈ RN+L−1 queda definido en términos de α = (α1, . . . , αN )T ∈
RN y β = (β1, . . . , βL−1)T ∈ RL−1 como

b =
α
β

 (3.13)

Finalmente, el vector f ∈ RN+L−1 esta dado por Ĩ = (I1−I2, . . . , I1−IL)T ∈ RL−1

como

f =
0
Ĩ

 ∈ RN+L−1 (3.14)
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3.4. Consideraciones y funciones lineales a peda-
zos

Para nuestro análisis consideramos los siguientes puntos:

Tratamos solamente con casos bidimensionales, i.e., casos en que Ω ⊂ R2.

La malla de Ω para el MEF consta únicamente de elementos triangulares.

Cada electrodo es representado como una poligonal contenida en la frontera
de la malla, presumiblemente no cerrada, determinada por segmentos de recta
que unen a varios nodos. Es términos precisos, cada electrodo el corresponde
en la malla a una poligonal de la forma

[N l
r1 , N

l
r2 ] ∪ [N l

r2 , N
l
r3 ] ∪ . . . ∪ [N l

rm−1 , N
l
rm

]

donde [x, y] denota al segmento de recta que une a x con y.

Las funciones ϕi que determinan a uh, véase (3.3), son continuas en Ω y lineales
a pedazos. En otras palabras, suponemos que cada función ϕi es continua en
el dominio y que sobre cada triangulo T de la malla tiene la expresión

ϕi(x, y) = ai,T + bi,Tx+ ci,Ty para (x, y) en T (3.15)

Las funciones {ϕi }Ni=1 satisfacen:

ϕi(Nj) =

1 si i = j

0 si i 6= j
; 1 ≤ i, j ≤ N (3.16)

donde Nj denota el j-ésimo nodo de la malla. Conviene observar que esta
condición implica

uh(Nj) =
N∑
i=1

αiϕi(Nj) = αj.

Es decir, los coeficientes αj corresponden con la aproximación del voltaje en el
nodo Nj.

Para la implementación será necesario tener a la mano una estrategia de cálculo
de coeficientes de ϕi sobre cada triángulo. Esta será mostrada en la siguiente parte.



CAPÍTULO 3. MATERIALES Y MÉTODOS 21

3.4.1. Funciones de forma y sus coeficientes

Consideremos a una función ϕi de la base elegida y a un triángulo T de la ma-
lla. Daremos el nombre de función de forma a la restricción de esta a T , es decir a
la función ψTµ (x, y) = ϕi(x, y)|(x,y)∈T . De acuerdo con las consideraciones hechas al
inicio de la sección 3.4, ψTµ está definida por tres coeficientes que dependen de T de
manera ψTµ (x, y) = a + bx + cy dentro de tal elemento. En esta parte del trabajo
mostraremos como calcularlos en términos de los vértices de T .

Sea T un elemento de la malla y (x1, y1), (x2, y2) y (x3, y3) sus vértices . Consi-
deremos a ϕ1, ϕ2 y ϕ3, las funciones asociadas a éstos. Si ψTi es la función de forma
asociada a ϕi en T , sabemos que para (x, y) ∈ T tenemos expresiones

ψT1 (x, y) = a1 + b1x+ c1y,

ψT2 (x, y) = a2 + b2x+ c2y,

ψT3 (x, y) = a3 + b3x+ c3y.

(3.17)

Por otro lado, echando mano de la condición (3.16), se tiene:

ψTi (xj, yj) =

1 si i = j

0 si i 6= j
; i, j = 1, 2, 3 (3.18)

La combinación de (3.17) y (3.18) implica al sistema matricial


1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3



a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 . (3.19)

De aquí que si

Q =


1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

 .
Entonces

Q−1 =


a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 .
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Consecuentemente, la inversión de la matriz Q proporciona los coeficientes de
{ϕi }3

i=1 referidos al triángulo T .

Antes de proseguir debemos hacer algunas observaciones técnicas:

1. Un resultado de geometría euclidiana garantiza que si los puntos (x1, y1),
(x2, y2), (x3, y3) determinan un triángulo T en el plano, entonces su área, de-
notada por |T |, guarda la relación

2|T | = | det(Q)|. (3.20)

Además

| det(Q)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣det


1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3


∣∣∣∣∣∣∣∣ = |(x1−x3)(y2− y1)− (x1−x2)(y3− y1)| (3.21)

2. Resolver la ecuación matricial (3.19) es equivalente a resolver


1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3



a1

b1

c1

 =


1
0
0

 , (3.22)


1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3



a2

b2

c2

 =


0
1
0

 , (3.23)


1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3



a3

b3

c3

 =


0
0
1

 . (3.24)

3. La solución de los sistemas anteriores puede ser obtenida a través de la regla
de Crammer. A saber
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a1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣


1 x1 y1

0 x2 y2

0 x3 y3


∣∣∣∣∣∣∣∣

|Q|
; b1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣


1 1 y1

1 0 y2

1 0 y3


∣∣∣∣∣∣∣∣

|Q|
; c1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣


1 x1 1
1 x2 0
1 x3 0


∣∣∣∣∣∣∣∣

|Q|
; (3.25)

a1 = x2y3 − x3y2

|Q|
; b1 = y2 − y3

|Q|
; c1 = x3 − x2

|Q|
;

Análogamente

a2 = x3y1 − x1y3

|Q|
; b2 = y3 − y1

|Q|
; c2 = x1 − x3

|Q|
;

a3 = x1y2 − x2y1

|Q|
; b3 = y1 − y2

|Q|
; c3 = x2 − x1

|Q|
;

Las expresiones (3.20) y (3.21) junto con la discusión anterior permiten obtener
fórmulas para calcular los coeficientes de (3.17) en T :

a1 = x2y3 − x3y2

2|T | , b1 = y2 − y3

2|T | , c1 = x3 − x2

2|T | ,

a2 = x3y1 − x1y3

2|T | , b2 = y3 − y1

2|T | , c2 = x1 − x3

2|T | ,

a3 = x1y2 − x2y1

2|T | , b3 = y1 − y2

2|T | , c3 = x2 − x1

2|T | .

(3.26)

Esto se resume en el siguiente cuadro:
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Algorithm 1 Cálculo de los coeficientes de ϕi sobre Tk
Data: Índice i y triángulo Tk
Result: Coeficientes a, b, c de ϕi sobre Tk

1: Lista los vértices del triángulo donde Tk

Nj1 = (x1, y1), Nj2 = (x2, y2), Nj3 = (x3, y3)

2: if i ∈ { j1, j2, j3 } then
3: 2|T | ← |(x1 − x3)(y2 − y1)− (x1 − x2)(y3 − y1)|
4: if i = j1 then

a1 ←
x2y3 − x3y2

2|T | b1 ←
y2 − y3

2|T | c1 ←
x3 − x2

2|T |

5: else if i = j2 then

a2 ←
x3y1 − x1y3

2|T | b2 ←
y3 − y1

2|T | c2 ←
x1 − x3

2|T |

6: else
a3 ←

x1y2 − x2y1

2|T | b3 ←
y1 − y2

2|T | c3 ←
x2 − x1

2|T |
7: end if
8: a← aj, b← bj, c← cj
9: else

10: a, b, c← 0
11: end if

Más adelante usaremos las expresiones de los coeficientes de las funciones de forma
definidas en esta sección para demostrar propiedades interesantes de las matrices
de masas y de rigidez. También para proponer un algoritmo de formación para la
implementación usando el mapeo de numeración local a global.

3.4.2. Otros resultados

Agregaremos tres resultados que serán de utilidad más adelante:

Proposición 3.2 Suponiendo que Tk es un triángulo no degenerado con vértices

Nk1 = (x1, y1), Nk2 = (x2, y2), Nk3 = (x3, y3),



CAPÍTULO 3. MATERIALES Y MÉTODOS 25

entonces ϕi se anula en Tk si i /∈ { k1, k2, k3 }.

Tomemos i /∈ { k1, k2, k3 }. En virtud de (3.16), sucede ϕi(Nk1) = ϕi(Nk2) =
ϕi(Nk3) = 0. Esto implica que si Q es la matriz definida en (3.25) con respecto a
estos vértices y η = [a, b, c]T es el vector de los coeficientes que definen a ϕi en T ,
entonces Qη = 0. Como los vértices del triángulo no son colineales se sigue que la
matriz Q es invertible1, así η es cero. �

De la proposición anterior se desprende un resultado que involucra a dos funciones
de la base:

Proposición 3.3 Suponiendo que Tk tiene por vértices a los puntos

Nk1 = (x1, y1), Nk2 = (x2, y2), Nk3 = (x3, y3),

entonces el producto de funciones ϕi · ϕj se anula en Tk, si alguno de los índices i y
j no pertenece al conjunto { k1, k2, k3 }.

Vamos a demostrar otra proposición relativa al hecho de que ϕi se anule en dos
nodos de la malla.

Proposición 3.4 Supongamos que se tienen dos nodos de la malla Nj y Nk de modo
que el segmento que une a dichos puntos, [Nj, Nk], es arista de un elemento T . Si se
cumple que ϕi(Nj) = ϕi(Nk) = 0 entonces ϕi es la constante cero sobre [Nj, Nk].

Supongamos que sobre T la función ϕi(x, y) = a + bx + cy y que Nk = (xk, yk)
y Nj = (xj, yj). Tomemos t ∈ [0, 1]. Observando que si x = (x1, x2) y y = (y1, y2)
entonces

ϕi(x+ t(y − x)) = ϕi(x1 + t(y1 − x1), x2 + t(y2 − x2))
= a+ b[x1 + t(y1 − x1)] + c[x2 + t(y2 − x2)]
= (a+ bx1 + cx2) + t[b(y1 − x1) + c(y2 − x2)]
= ϕi(x) + t · [ϕi(y)− ϕi(x)].

1Véase por ejemplo en.wikipedia.org/wiki/Collinearity



CAPÍTULO 3. MATERIALES Y MÉTODOS 26

Dado que todo punto del segmento [Nj, Nk] es de la forma Nj + t(Nk − Nj),
t ∈ [0, 1], se tiene por lo anterior

ϕi(Nj + t(Nk −Nj)) = ϕi(Nj) + t · (ϕi(NK)− ϕi(Nj)) = 0.

Así ϕi se anula sobre el segmento de recta [Nj, Nk]. �

3.5. Aproximaciones numéricas de las integrales
De acuerdo a la sección 3.3, las integrales que aparecen en el proceso del MEF y

que debemos aproximar numéricamente para la implementación son

∫
Ω
σ · (∇ϕi · ∇ϕj) dx dy (3.27)

∫
ei

ϕiϕj dS (3.28)

∫
ei

ϕi dS (3.29)

|ei| :=
∫
ei

1 dS (3.30)

En las siguientes secciones mostramos esquemas para llevar acabo este propósito.

3.5.1. Integral ∫Ω σ · ∇ϕi · ∇ϕj dx dy

Primero trataremos el caso de una aproximación numérica∫
T
σ · ∇ϕi · ∇ϕj dx dy. (3.31)

Una manera de aproximar la integral de una función regular f sobre el triángulo
T es usar la regla de cuadratura:∫

T
f dx dy ≈ |T | · f(x, y) (3.32)

cuyo orden es 1, es decir, ésta integra exactamente polinomios de grado 1.
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La expresión (x, y) denota el centroide del triángulo. Este punto notable de T se
puede localizar con sus vértices N1, N2, N2 mediante la relación:

(x, y) = N1 +N2 +N3

3 .

Usaremos pues la regla de cuadratura (3.32) para aproximar
∫
T σ · ∇ϕi · ∇ϕj dx.

Para ello, observemos que por (3.15) se sigue que ∇ϕi = (bi, ci) sobre un elemento T
y en consecuencia ∇ϕi · ∇ϕj = bibj + cicj. Hemos establecido∫

T
σ∇ϕi · ∇ϕj dx dy = (∇ϕi · ∇ϕj)

∫
T
σdx dy ≈ (bibj + cicj) |T |σ(x, y)

∫
T
σ∇ϕi · ∇ϕj dx dy ≈ (bibj + cicj) · |T | · σ(x, y) (3.33)

La discusión anterior puede ser resumida en el siguiente cuadro:

Algorithm 2 Aproximación numérica de
∫
Tk
σ∇ϕi · ∇ϕj dx dy

Data: Índices i, j y triángulo Tk
Result: Aproximación numérica de I =

∫
Tk
σ∇ϕi · ∇ϕj dx dy

1: Lista los vértices del triángulo Tk:

Nk1 = (x1, y1), Nk2 = (x2, y2), Nk3 = (x3, y3)

2: if { i, j } ⊆ { k1, k2, k3 } then
3: Calcula los coeficientes de ϕi en Tk usando algoritmo 1
4: Calcula los coeficientes de ϕj en Tk usando algoritmo 1
5: ∇ϕi · ∇ϕj ← bibj + cicj
6: |Tk| ← 1

2 |(x1 − x3)(y2 − y1)− (x1 − x2)(y3 − y1)| . Área de Tk
7: (x, y)← 1

3(Nk1 +Nk2 +Nk3) . Centroide de Tk
8: σc := σ(x, y) . Valor de σ en el centroide de Tk
9: I ← σc · (∇ϕi · ∇ϕj) · |Tk| . Regla de Cuadratura

10: else
11: I ← 0
12: end if

Ahora nos ocuparemos de la aproximación numérica de (3.27). Su valor es apro-
ximado al de la integral de la misma función sobre la región definida por la malla
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del MEF. Por teoría integración, esta última se puede descomponer como la suma
de las aportaciones de cada triángulo. Es decir, podemos pensar que∫

Ω
σ(∇ϕi · ∇ϕj)dx dy ≈

∑
T∈T

∫
T
σ(∇ϕi · ∇ϕj)dx dy,

donde T denota el conjunto de elementos de la malla. Este argumento permite ex-
presar la aproximación de

∫
Ω σ(∇ϕi · ∇ϕj)dx dy en términos de integrales sobre los

elementos de la malla, las cuales podemos calcular por lo expuesto al inicio de esta
sección.
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3.5.2. Integral ∫el
ϕiϕj dS

Consideraremos en primera instancia el cálculo de esta integral sobre el segmento
que une a dos nodos de la malla x y y, denotado como [x, y], suponiendo que se
encuentra contenido en la frontera que esta define. Denotamos

Iij :=
∫

[x,y]
ϕiϕj dS

Esta integral tiene una forma paramétrica:

Iij :=
∫ 1

0
ϕi(x+ t(y − x))ϕj(x+ t(y − x)) · |y − x| dt

Iij := |y − x| ·
∫ 1

0
ϕi(x+ t(y − x))ϕj(x+ t(y − x)) dt

Como los nodos x y y están en la frontera de la malla, existe un único nodo z tal
que los puntos x, y y z determinan un elemento T := T (x, y) con [x, y] ⊆ T . Usando
el Algoritmo 1 es posible calcular los coeficientes de la expresión

ϕi(u, v) = a+ bu+ cv y ϕj(u, v) = α + βu+ γv

sobre T y en consecuencia sobre [x, y].

De este modo si x = (x1, x2) y y = (y1, y2) entonces

ϕi(x+ t(y − x)) = ϕi(x1 + t(y1 − x1), x2 + t(y2 − x2))
= a+ b[x1 + t(y1 − x1)] + c[x2 + t(y2 − x2)]
= (a+ bx1 + cx2) + t[b(y1 − x1) + c(y2 − x2)]
= ϕi(x) + t · [ϕi(y)− ϕi(x)]

Análogamente

ϕj(x+ t(y − x)) = ϕj(x) + t · [ϕj(y)− ϕj(x)]

De este modo
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ϕi(x+ t(y − x))ϕj(x+ t(y − x)) = ϕi(x)ϕj(x)
+ t · [ϕi(x)(ϕj(y)− ϕj(x)) + ϕj(x)(ϕi(y)− ϕi(x))]
+ t2(ϕi(y)− ϕi(x))(ϕj(y)− ϕj(x))

Consecuentemente

∫ 1

0
ϕi(x+ t(y − x))ϕj(x+ t(y − x))dt = ϕi(x)ϕj(x)

+ 1
2 · [ϕi(x)(ϕj(y)− ϕj(x)) + ϕj(x)(ϕi(y)− ϕi(x))]

+ 1
3 · (ϕi(y)− ϕi(x))(ϕj(y)− ϕj(x))

Iij = |y − x|ϕi(x)ϕj(x) + |y − x|2 · [ϕi(x)(ϕj(y)− ϕj(x)) + ϕj(x)(ϕi(y)− ϕi(x))]

+ |y − x|
3 · (ϕi(y)− ϕi(x))(ϕj(y)− ϕj(x))

La discusión anterior permite plantear el Algoritmo 3 para el cálculo de la
integral.

Ahora vamos a describir un algoritmo para el cálculo de la integral
∫
el
ϕiϕj dS.

Supongamos el electrodo el es representado en la malla como un poligonal de la forma

[N l
r1 , N

l
r2 ] ∪ [N l

r2 , N
l
r3 ] ∪ . . . ∪ [N l

rm−1 , N
l
rm

]

Esta expresión permite aproximar la integral de interés usando el cálculo de in-
tegrales sobre segmentos∫

el

ϕi · ϕjdS ≈
m−1∑
q=1

∫
[N l

rq
,N l

rq+1 ]
ϕi · ϕj dS

Este proceso puede llevarse acabo a través del Algoritmo 3. Tal argumento es
expuesto en el Algoritmo 4.
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Algorithm 3 Aproximación numérica de
∫

[Nr,Ns] ϕiϕj dS

Data: Índices i, j y nodos Nr, Ns de la malla
Result: Aproximación numérica Iij =

∫
[Nr,Ns] ϕiϕj dS

1: Calcula |Ns −Nr|
2: Usando (3.16) calcula

ϕi(Nr), ϕi(Ns), ϕj(Nr), ϕj(Ns).

3:

Iij ← |Ns −Nr| · ϕi(Nr)ϕj(Nr)

+ |Ns −Nr|
2 · [ϕi(Nr)(ϕj(Ns)− ϕj(Nr)) + ϕj(Nr)(ϕi(Ns)− ϕi(Nr))]

+ |Ns −Nr|
3 · (ϕi(Ns)− ϕi(Nr))(ϕj(Ns)− ϕj(Nr))

Algorithm 4 Aproximación numérica de I
Data: Índices i, j y electrodo el
Result: Aproximación numérica de I :=

∫
el
ϕiϕj dS

1: Lista los vértices de el:
N l
r1 , . . . , N

l
rm

. El electrodo el esta definido como la unión de poligonales
el = [N l

r1 , N
l
r2 ] ∪ . . . ∪ [N l

rm−1 , N
l
rm

]
2: I ← 0
3: for q ∈ { 1, . . . ,m− 1 } do
4: Calcula

∫
[N l

rq ,N
l
rq+1 ] ϕiϕj dS usando el Algoritmo 3

5:
I ← I +

∫
[N l

rq
,N l

rq+1 ]
ϕiϕj dS

6: end for

3.5.3. Integral ∫el
ϕi dS

Análogo al caso tratado anteriormente, primero abordaremos la integral de la
función sobre un segmento de recta [x, y] contenido en la frontera de ésta, definido
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por dos de sus nodos, x y y. Es decir, nos ocuparemos de la integral Iij :=
∫

[x,y] ϕi dS.
Esta se puede representar de forma paramétrica

Iij :=
∫ 1

0
ϕi(x+ t(y − x)) · |y − x| dt

Iij = |y − x| ·
∫ 1

0
ϕi(x+ t(y − x)) dt

Dado que x y y se encuentran en la frontera de la malla existe un único nodo
z tal que los puntos x, y y z determinan un elemento T := T (x, y) con [x, y] ⊆ T .
Usando el Algoritmo 1 es posible calcular los coeficientes de la expresión

ϕi(u, v) = a+ bu+ cv

sobre T y en consecuencia sobre [x, y].

Por otro lado, si x = (x1, x2) y y = (y1, y2) entonces

ϕi(x+ t(y − x)) = ϕi(x1 + t(y1 − x1), x2 + t(y2 − x2))
= a+ b[x1 + t(y1 − x1)] + c[x2 + t(y2 − x2)]
= (a+ bx1 + cx2) + t[b(y1 − x1) + c(y2 − x2)]
= ϕi(x) + t · [ϕi(y)− ϕi(x)]

De este modo∫ 1

0
ϕi(x+ t(y − x))dt = ϕi(x) + 1

2 · (ϕj(y)− ϕj(x))

Iij = |y − x| ·
[
ϕi(x) + 1

2 · (ϕj(y)− ϕj(x))
]

La discusión anterior se resume en el siguiente cuadro:

Ahora describiremos un esquema para aproximar la integral
∫
el
ϕidS. Supongamos

que el electrodo el se representa en la malla como la poligonal

[N l
r1 , N

l
r2 ] ∪ [N l

r2 , N
l
r3 ] ∪ . . . ∪ [N l

rm−1 , N
l
rm

]
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Algorithm 5 Aproximación numérica de I
Data: Índice i y nodos Nr, Ns de la malla
Result: Aproximación numérica de I =

∫
[Nr,Ns] ϕi dS

1: Calcula |Ns −Nr|
2: Usando (3.16) calcula

ϕi(Nr), ϕi(Ns)

3:

I ← |Ns −Nr| ·
[
ϕi(Nr) + 1

2 · (ϕi(Ns)− ϕi(Nr))
]

Entonces ∫
el

ϕidS ≈
m−1∑
q=1

∫
[N l

rq
,N l

rq+1 ]
ϕi dS

Esta ecuación muestra que para obtener una aproximación de
∫
el
ϕidS basta calcu-

lar un número finito de integrales sobre segmentos. Esto ya sabemos hacerlo mediante
el algoritmo descrito en la primera parte de esta sección. El cuadro muestra como
proceder:

Algorithm 6 Aproximación numérica de
∫
el
ϕi dS

Data: Índice i y electrodo el
Result: Aproximación numérica de I :=

∫
el
ϕi dS

1: Lista los vértices de el:
N l
r1 , . . . , N

l
rm

. El electrodo el esta definido como la unión de poligonales
el = [N l

r1 , N
l
r2 ] ∪ . . . ∪ [N l

rm−1 , N
l
rm

]
2: I ← 0
3: for q ∈ { 1, . . . ,m− 1 } do
4: Calcula la integral

∫
[N l

rq
,N l

rq+1 ] ϕi dS usando el Algoritmo 5
5:

I ← I +
∫

[N l
rq
,N l

rq+1 ]
ϕi dS

6: end for
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3.5.4. Integral |el|

El hecho de que el sea representado por una poligonal de la forma

[N l
r1 , N

l
r2 ] ∪ [N l

r2 , N
l
r3 ] ∪ . . . ∪ [N l

rm−1 , N
l
rm

]

facilita aproximar |el| como la longitud total de esta. Este valor coincide con la suma
de las longitudes de los segmentos de recta que lo forman. Es decir

|el| ≈
l−1∑
i=1
| [Ni, Ni+1] | =

l−1∑
i=1

d(Ni, Ni+1).

Dicha observación se explota en el siguiente cuadro:

Algorithm 7 Aproximación numérica de |el|
Data: Índice electrodo el
Result: Aproximación numérica de I = |el| =

∫
el

1dS
1: Lista los vértices de el:

N l
r1 , . . . , N

l
rm

. El electrodo el esta definido como la unión de poligonales
el = [N l

r1 , N
l
r2 ] ∪ . . . ∪ [N l

rm−1 , N
l
rm

]
2: I ← 0
3: for q ∈ { 1, . . . ,m− 1 } do
4: d(N l

rq
, N l

rq+1)← ||N l
rq
−N l

rq+1||2
5:

I ← I + d(N l
rq
, N l

rq+1)

6: end for

Los esquemas de aproximación de las integrales que han sido descritos dan pie a
proponer técnicas para formar a las matrices M,W,B,C y D. Esto será el tema de
la próxima sección.

3.6. Formación de las matrices del sistema
Los Algoritmos 6 y 7 permiten definir las entradas de C y D como se muestra

a continuación:
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Algorithm 8 Armado la matriz C
Data: Número de nodos N , número de electrodos L
Result: Matriz C

1: C ← 0 ∈ RN×L−1

2: for 1 ≤ i ≤ N do
3: for 1 ≤ j ≤ L− 1 do
4: Calcula la aproximación Alij de

∫
e1
ϕidS usando el Algoritmo 6.

5: Calcula la aproximación Bl
ij de

∫
ej+1

ϕidS usando el Algoritmo 6.
6: Cij ← Cij − Aij

z1
+ Bij

zj+1

7: end for
8: end for

Algorithm 9 Armado la matriz D
Data: número de electrodos L
Result: Matriz D

1: D ← 1 ∈ RL−1×L−1, 1 matriz con todas las entradas igual a 1.
2: Calcula la aproximación I de |e1| usando el Algoritmo 7
3: D ← I ∗D
4: for 1 ≤ i ≤ L− 1 do
5: Calcula la aproximación J de |ej+1| usando el Algoritmo 7
6: Dii ← Dii + J

zj+1

7: end for
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Por otro lado, el Algoritmo 10 es una estrategia de como formar a M usando
el Algoritmo 4 y aprovechando que las entradas de la matriz de rigidez cumplen
Mij = Mji.

Algorithm 10 Armado la matriz de masas M
Data: Número de nodos N , número de electrodos L
Result: Matriz de masas M

1: M ← 0 ∈ RN×N
2: for 1 ≤ i ≤ N do
3: for i ≤ j ≤ N do
4: for 1 ≤ l ≤ L do . Aproxima ∑L

l=1
1
zl

∫
el
ϕiϕjdS

5: Calcula la aproximación I lij de
∫
el
ϕiϕjdS usando el Algoritmo 4

6: Mij ←Mij + 1
zl
I lij

7: end for
8: Mji ←Mij . Llena entrada simétrica, M = MT

9: end for
10: end for

La técnica para formar la matriz W será un poco distinta a las anteriormente
presentadas. Fundamentalmente nos basaremos en la propiedad

Wij =
∫

Ω
σ(∇ϕi · ∇ϕj)dx dy ≈

∑
T∈T

∫
T
σ(∇ϕi · ∇ϕj)dx dy

donde T representa al conjunto de elementos de la malla. Notemos que en particular
la expresión anterior dice que calculando los valores de las integrales en cada triángulo
se puede obtener una aproximación de Wij.

Supongamos que tenemos a un elemento T con vértices (x1, y1), (x2, y2) y (x3, y3)
que corresponden a los nodos Nj, Nk y Nl, respectivamente. Del mismo modo supon-
gamos que las funciones asociadas a los nodos son ϕ1, ϕ2 y ϕ3, en mismo el orden
descrito.

De acuerdo a que ϕi lineal sobre T , tenemos la expresión de su gradiente ∇ϕi =
[bi, ci] para cada i = 1, 2, 3 sobre dicho elemento. Denotaremos σ := σ(x), donde x
es el centroide de triángulo.

Definimos la matriz de rigidez local de T , W T , como
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W T =



∫
T σ(∇ϕ1 · ∇ϕ1)dx

∫
T σ(∇ϕ1 · ∇ϕ2)dx

∫
T σ(∇ϕ1 · ∇ϕ3)dx

∫
T σ(∇ϕ2 · ∇ϕ1)dx

∫
T σ(∇ϕ2 · ∇ϕ2)dx

∫
T σ(∇ϕ2 · ∇ϕ3)dx

∫
T σ(∇ϕ3 · ∇ϕ1)dx

∫
T σ(∇ϕ3 · ∇ϕ2)dx

∫
T σ(∇ϕ3 · ∇ϕ3)dx


Usando la regla de cuadratura de la sección 3.5.1 podemos escribir

W T ≈ σ · |T | ·


b2

1 + c2
1 b1b2 + c1c2 b1b3 + c1c3

b2b1 + c2c1 b2
2 + c2

2 b2b3 + c2c3

b3b1 + c3c1 b3b2 + c3c2 b2
3 + c2

3


De este modo, si definimos el mapeo de numeración local al global loc2glbT que

se encargue de traducir la numeración local de los nodos del triángulo T en la que
se tiene de manera global, es decir, la función:

loc2glbT : [1, 2, 3 ] → [i, j, k]
1 7→ i

2 7→ j

3 7→ k

podemos escribir

∑
T∈T

W T
δT (i),δT (j) ≈

∑
T∈T

∫
T
σ(∇ϕi · ∇ϕj)dx ≈ Wij

donde δT (i) = [loc2glbT ]−1(i), δT (j) = [loc2glbT ]−1(j)
Es decir

Wij ≈
∑
K∈T

W T
δT (i) δT (j)

Esto es, basta hacer la suma sobre lo índices de la numeración local en cada
triángulo para obtener el aporte de la integral para conseguir la integral global. Por
lo tanto, si hacemos la sumas sobre los índices locales exportándolos de manera global
con las funciones loc2glbT sobre cada triángulo como se indica arriba, obtenemos la
aproximación de las integrales que determinan las entradas de W . Esta discusión es
resumida en el Algoritmo 11.
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Algorithm 11 Armado la matriz de rigidez W
Data: Matrices de los nodos y el conjunto de elementos de la malla T
Result: Matriz de rigidez W

1: W ← 0 ∈ RN×N
2: for K ∈ T do . Arma las integrales que determinan las entradas de M

sumando las contribuciones a estas por triángulo
3: Lista los vértices de K,

Nj1 = (x1, y1), Nj2 = (x2, y2) y Nj3 = (x3, y3)

4: x← 1
3(Nj1 +Nj2 +Nj3) . Centroide de K

5: σ ← σ(x) . Valor de σ en el centroide de K
6: |K| ← 1

2 |(x1 − x3)(y2 − y1)− (x1 − x2)(y3 − y1)| . Área de K
7: for i = 1, 2, 3 do
8: Calcula ai, bi, ci asociados a ϕji usando el Algoritmo 1
9: end for

10:

WK ← σ · |K| ·

 b2
1 + c2

1 b1b2 + c1c2 b1b3 + c1c3
b2b1 + c2c1 b2

2 + c2
2 b2b3 + c2c3

b3b1 + c3c1 b3b2 + c3c2 b2
3 + c2

3


. Matriz de rigidez local de K

11: Define el mapeo de numeración local al global

loc2gbl : [1, 2, 3] 7→ [N1, N2, N3]

12: for i = 1, 2, 3 do
13: for j = 1, 2, 3 do
14:

Wloc2glbi,loc2glbj
= Wloc2glbi,loc2glbj

+WK
ij

15: end for
16: end for
17: end for
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3.7. Malla de la implementación
En esta sección describiremos la malla de un dominio particular que será usada

para resolver el problema directo mediante el MEF. En términos precisos, vamos
aproximar la solución del problema directo cuando Ω un círculo con centro en el
origen y radio r > 0.

La malla tendrá un número nb > 0 de nodos colocados en ∂Ω que determinarán
su frontera. Nuestra construcción de los nodos tiene como base a una colección de
puntos que se obtiene multiplicando por r a las nb raíces de la unidad. Es decir,
consideraremos los puntos

wk :=
(
r cos

(
2π(k − 1)

nb

)
, r sin

(
2π(k − 1)

nb

))
; k = 1, 2, . . . , nb

Tomemos una colección finita { ci }ki=1 de números reales tal que

0 < ck < . . . < c2 < c1 = 1

Haremos homotecias de la colección {wk} usando a las constantes ci a través de
los conjuntos

Ci = { ci · w1, . . . , ci · wnb
} para i = 1, . . . , k

Notemos que la elección de la sucesión { ci } garantiza que los puntos de Ci se
localizan en círculos de radio cada vez más pequeño. Ahora bien, ordenaremos los
vértices de cada Ci empezando desde el punto ci ·w1 siguiendo la dirección contraria
a las manecillas del reloj. A los puntos del nivel C1, que son los de la frontera de Ω,
agregaremos los del siguiente nivel interior, es decir C2. A este agregaremos entonces
el del siguiente nivel interior C3 y así sucesivamente hasta agregar los del nivel Ck.
Por último añadiremos a esta construcción al origen.

Los puntos de malla quedan ordenados en niveles:

Círculo 1: N1 = c1w1, . . . , Nnb
= c1wnb

.

Círculo 2: N1+nb
= c2w1, . . . , N2nb

= c2wnb
.

...
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Círculo j: N1+(j−1)nb
= cjw1, . . . , Nj·nb

= cjwnb
.

...

Círculo k: N1+(k−1)nb
= ckw1, . . . , Nk·nb

= ckwnb

N1+k·nb
= (0, 0).

Vamos a suponer, por simplicidad, que el número de nodos en la frontera nb es
par.

Abusando de la notación identificaremos a cada electrodo el con la poligonal de
los nodos de la malla que lo define.

Cada electrodo e1 en la malla será representado por una poligonal que se encuen-
tra en la frontera de esta, determinada por un número rl de nodos. Supondremos
que estos son algunos de los primeros nb nodos definidos. Ésta condición asegura que
los electrodos se encuentran de verdad en la frontera de la región que nuestra malla
define. Adicionalmente los electrodos están colocados desde el primer cuadrante uno
tras otro según su índice, siguiendo el sentido contrario a las manecillas del reloj. El
número de nodos sobre la frontera de la malla que separan al electrodo el del el+1

será denotado por sl para 1 ≤ l ≤ L − 1. Denotando con sL al de nodos sobre la
frontera de la malla que separan e1 y eL. Más aún, la descripción de electrodos que
impondremos será

e1 = [N1, N2] ∪ . . . ∪ [Nr1−1, Nr1 ],
e2 = [Nt1+1, Nt1+2] ∪ . . . ∪ [Nt1+r2−1, Nt1+r2 ]; t1 = s1 + r1 + 1

...

ej+1 = [Ntj+1, Ntj+2] ∪ . . . ∪ [Ntj+rj+1−1, Nt1+rj+1 ]; tj =
j∑

d=1
(sj + rj + 1)

...

eL = [Nnb−sL−rL
, Nnb−sL−rL+1] ∪ . . . ∪ [Nnb−sL−1, Nnb−sL

];

Describiremos los elementos de la malla. Tomemos un índice i de la forma

i = 1 + 2 · κ para 1 ≤ κ <
nb
2 − 1.
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Tomaremos bloques de 6 nodos definidos en términos de los niveles C1 y C2,
agrupando 3 nodos del nivel 1 y 3 del nivel 2, con elementos definidos por ternas
índices como sigue

(i, i+ 1, i+ nb), (i+ 1, i+ 2, i+ 2 + nb)

(i+ 2 + nb, i+ 1 + nb, i+ 1), (i+ 1 + nb, i+ nb, i+ 1)

Un representación de estos bloques y los elementos recién definidos en ellos se
muestra:

Figura 3.1: Bloque

Por otro lado, para i = nb − 1 se considera a los elementos

(i, i+ 1, i+ nb)
(i+ 1, 1, 1 + nb),

(1 + nb, i+ 1 + nb, i+ 1),
(i+ 1 + nb, i+ nb, i+ 1)

Tal proceso, para C1 y C2, construye un anillo triangulado como en la figura (3.2)
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Figura 3.2: Anillo triangulado

Dicha construcción se aplica recursivamente en cada anillo determinado por los
conjuntos Ci y Ci+1, creando más anillos con el mismo patrón de triangulación, como
se aprecia en la figura (3.3).

Figura 3.3: Anillos triangulados
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Finalmente para los puntos del nivel Ck, se añaden los elementos que tienen por
vértices a dos nodos vecinos de Ck y el origen, esto es elementos de la forma

(i, i+ 1, nb · k + 1) para i = nb(k − 1) + s con 1 ≤ s ≤ nb − 1 (3.34)
(nb · k, nb · (k − 1) + 1, nb · k + 1) (3.35)

El resultado de añadir estos elementos a la malla se muestra en la figura (3.4)

Figura 3.4: Malla resultado de nuestra construcción

En la figura 3.4 el número de nodos en la frontera se tomó como nb = 64. Hay
L = 16 electrodos adheridos a la superficie del cuerpo y están descritos como:
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e1 = [N1, N2] ∪ [N2, N3],
e2 = [N5, N6] ∪ [N6, N7],

...

ej = [N1+4(j−1), N2+4(j−1)] ∪ [N2+4(j−1), N3+4(j−1)], (3.36)
...

e16 = [N61, N62] ∪ [N62, N63].
s1 = . . . = s16 = 1

El siguiente es un diagrama de la posición de los electrodos en la malla.

Figura 3.5: Malla con electrodos

Cerraremos esta sección agregando tres comentarios acerca de la malla construida
en esta sección:
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Si se considera a la sucesión 0 < ck < . . . < c2 < c1 = 1 para definir a la malla,
el número de puntos de ésta es nb · k + 1.

Suponiendo que nb es par, el número de elementos entre Ci y Ci+1 es 2nb y el
número de elementos que tienen un vértice en el origen son nb. De este modo
si se usa un número k de homotecias, se tienen (2k + 1)nb elementos.

Podemos variar el número de niveles y puntos tiene la malla, así como la cerca-
nía entre éstos, y su distancia a la frontera de la malla considerando diferentes
sucesiones 0 < ck < . . . < c2 < c1 = 1.

3.8. Sobre la solución del sistema lineal del MEF

3.8.1. Características de las submatrices de A

Con el propósito de obtener una estrategia eficiente para la solución del sistema
lineal asociado al MEF, mostraremos propiedades de las submatrices de A (véase la
sección 3.3), independientes de la base de funciones con que se aproxima la solución,
y otras que son propias de la elegida por nosotros. Además, discutiremos la estructura
que la malla construida en la sección 3.7 tiene como resultado de estas propiedades
y de su construcción particular.

3.8.1.1. Matriz B

Recordemos que las matrices, M y W tienen definidas sus entradas para i, j =
1, . . . ,N como

Mij =
L∑
l=1

1
zl

∫
el

ϕiϕj dS, Wij =
∫

Ω
σ(∇ϕi · ∇ϕj) dxdy

y que la matriz B es la suma de W y M . Estas matrices tienen propiedades intere-
santes que serán usadas en la implementación.

La primera propiedad relevante es el hecho de matriz B es simétrica. Esto es
consecuencia de queM yW son simétricas. Por otro lado, las proposiciones siguientes
muestran que las matrices de masas y de rigidez son también semidefinidas positivas.
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Proposición 3.5 La matriz de rigidez W es semidefinida positiva.

Tomemos ξ ∈ RN . Se tiene

ξTWξ =
N∑

i,j=1
ξiWijξj

=
N∑

i,j=1
ξi

(∫
Ω
σ(∇ϕi · ∇ϕj)dxdy

)
ξj

=
∫

Ω
σ ·

∇( N∑
i=1

ξiϕi

)
· ∇

 N∑
j=1

ξjϕj

 dxdy
=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∇
 N∑
j=1

ξjϕj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

L2(Ω),σ

Es decir, hemos establecido

ξTWξ =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∇
 N∑
j=1

ξjϕj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

L2(Ω),σ

≥ 0, (3.37)

donde || · ||L2(Ω),σ denota a la norma en L2(Ω) inducida por el producto interior
< f, g >=

∫
Ω σ · fg dx dy y la función de conductividad σ > 0. �

Proposición 3.6 La matriz de masas M es semidefinida positiva.

Notemos que

M = 1
z1
M1 + . . .+ 1

zL
ML donde M l

ij =
∫
el

ϕiϕjdS

De modo que si probamos que cada matriz M l es semidefinida positiva, como
las impedancias de contacto en cada electrodo son positivas, entonces M también
cumplirá esta condición.
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Tomemos pues ξ ∈ RN y 1 ≤ l ≤ L. Entonces

ξTM lξ =
N∑

i,j=1
ξiM

l
ijξj

=
N∑

i,j=1
ξi

(∫
el

ϕiϕjdS
)
ξj

=
∫
el

( N∑
i=1

ξiϕi

)
·

 N∑
j=1

ξjϕj

 dS
=

∫
el

( N∑
i=1

ξiϕi

)2

dS ≥ 0

En consecuencia

ξTMξ =
L∑
i=

1
zl

∫
el

( N∑
i=1

ξiϕi

)2

dS ≥ 0. (3.38)

Es decir, hemos probado que M es semidefinida positiva. �

Dado que B es la suma de las matrices de rigidez y masas, W y M , se tiene en
particular el siguiente resultado.

Proposición 3.7 La matriz B es semidefinida positiva.

Nuestra elección de la base de funciones ϕi permitirá probar que es definida
positiva. Para verificarlo primero debemos ver algunos lema relativos a la estructura
de ésta.

Lema 3.8 Dada un malla Ω ⊂ R2 formada por elementos triangulares, que consta
de N número de nodos y {ϕj }Nj=1 la base funciones continuas lineales a pedazos
asociada a ésta que cumple

ϕi(Nj) =

1 si i = j

0 si i 6= j

donde Nj denota el j-ésimo nodo de la malla, se tiene que
∑N
j=1 ϕj es la función

constante 1 sobre la malla.
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Bastará demostrar que
∑N
j=1 ϕj es la constante 1 sobre cualquier triángulo T de la

malla. Tomemos pues a T un elemento triangular de la malla con nodosNil = (xil , yil)
con l = 1, 2, 3. Para cada 1 ≤ j ≤ N representemos ϕj(x, y) = aj + bjx + cjy

sobre T . Observemos que si Ni es diferente de los nodos de T , entonces ϕi se anula
sobre Ni1 , Ni2 y Ni3 (véase proposición 3.3). Como ϕi es lineal sobre T , esto implica
que se anula T , este decir ai = bi = ci = 0 (véase Proposición 3.2). Entonces∑N
j=1 ϕj(x, y) = ∑3

l=1 ϕil(x, y) para (x, y) ∈ T . Esto se puede reescribir como

N∑
j=1

ϕj(x, y) =
3∑
l=1

ail +
( 3∑
l=1

bil

)
x+

( 3∑
l=1

cil

)
y para (x, y) ∈ T

Es decir, la suma de funciones queda en términos de

al1 , bl1 , cl1 , al2 , bl2 , cl2 , al3 , bl3 , y cl3 .

Recordemos estos coeficientes se pueden calcular (véase 3.26) mediante las fór-
mulas

al1 = x2y3 − x3y2

2|T | bl1 = y2 − y3

2|T | cl1 = x3 − x2

2|T |

al2 = x3y1 − x1y3

2|T | bl2 = y3 − y1

2|T | cl2 = x1 − x3

2|T |

al3 = x1y2 − x2y1

2|T | bl3 = y1 − y2

2|T | cl3 = x2 − x1

2|T |
De estas ecuaciones se sigue que

∑3
l=1 bil = ∑3

l=1 cil = 0. Esto implica que∑N
j=1 ϕj(x, y) es una función constante, pues

N∑
j=1

ϕj(x, y) =
3∑
l=1

ail para (x, y) ∈ T

Observando que
∑N
j=1 ϕj(Nl1) = 1, se tiene que dicha función toma el valor cons-

tante igual a 1 sobre T . �
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Lema 3.9 Tomemos una malla de elementos triangulares de Ω, que consta de N
número de nodos y sea {ϕj }Nj=1 un base asociada a la malla del MEF que satisface∑N
j=1 ϕ = 1 y (3.16). Son ciertas las siguientes afirmaciones:

(i) Dado ξ ∈ RN , se tiene la igualdad ξTWξ = 0 si ξ es de la forma ρ(1, . . . , 1)T

para algún ρ ∈ R.

(ii) Recíprocamente, dado ξ ∈ RN , si ξTWξ = 0 entonces ξ es de la forma ρ(1, . . . , 1)T

para algún ρ ∈ R.

(iii) Dado ξ ∈ RN , si ξ es de la forma ρ(1, . . . , 1)T para algún ρ ∈ R, ρ 6= 0,
entonces ξTMξ > 0

Tomemos ξ ∈ RN . Verificaremos los incisos:

(i) Supongamos que ξ es de la forma ρ(1, . . . , 1)T para algún ρ ∈ R. La ecuación
(3.37) garantiza

ξTWξ =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∇
 N∑
j=1

ξjϕj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

L2(Ω),σ

= ρ2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∇
 N∑
j=1

ϕj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

L2(Ω),σ

Por el Lema 3.9 se sigue∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∇
 N∑
j=1

ϕj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

L2(Ω),σ

= ||∇1||2L2(Ω),σ = ||0||2L2(Ω),σ = 0

Es decir ξTWξ = 0.

(ii) Supongamos ahora que se da la igualdad ξTWξ = 0.

En esta situación, por la ecuación (3.37), se tiene que el gradiente de ∑Nj=1 ξjϕj

es cero en Ω

Entonces, existe ρ ∈ R tal que
∑N
j=1 ξjϕj = ρ. Si evaluamos esta expresión en

el i-ésimo nodo se tiene ρ = ∑N
j=1 ξjϕj(Ni) = ξi para cada 1 ≤ i ≤ N . Es decir

ξ = ρ(1, . . . , 1)T .
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(iii) Dado ξ ∈ RN , si ξ es de la forma ρ(1, . . . , 1)T para algún ρ ∈ R, ρ 6= 0. Notemos
que en virtud de 3.38

ξTMξ =
L∑
i=

1
zl

∫
el

( N∑
i=1

ξiϕi

)2

dS =
L∑
i=

ρ2

zl

∫
el

( N∑
i=1

ϕi

)2

dS

De acuerdo al Lema 3.9 se sigue

L∑
i=

ρ2

zl

∫
el

( N∑
i=1

ϕi

)2

dS =
L∑
i=

ρ2

zl

∫
el

1dS =
L∑
i=

ρ2|el|
zl

> 0

Es decir, hemos probado que ξTMξ > 0.�

El lema anterior es válido en particular para la familia {ϕi} que elegimos en este
trabajo para el MEF, por el Lema 3.8.

Ahora procederemos a probar que la matriz B es definida positiva. Esto es con-
secuencia directa del Lema 3.9 y la siguiente proposición:

Proposición 3.10 Consideremos una malla de elementos triangulares de Ω, que
consta de N número de nodos y sea {ϕj }Nj=1 un base asociada a la malla del MEF
que satisface

∑N
j=1 ϕj = 1 y (3.16). Entonces la matriz B, construida con respecto a

esta información, es definida positiva.

Tomemos ξ ∈ RN con ξ 6= 0. La prueba se hará considerando casos:

(1) Supongamos que ξ no es de la forma ξ = ρ(1, . . . , 1)T con ρ ∈ R. De acuerdo
con el Lema (3.9), ξTWξ 6= 0. Como esta matriz es semidefinida positiva esto
implica que ξTWξ > 0. Entonces ξTBξ = ξTWξ+ ξTMξ > 0, pues ξTMξ ≥ 0.

(2) Ahora supongamos que ξ = ρ(1, . . . , 1)T con ρ 6= 0. El Lema (3.9) garantiza
que ξTWξ = 0 y ξTMξ > 0. Es decir ξTBξ = ξTWξ + ξTMξ > 0.

En ambos casos probamos que ξTBξ > 0, es decir B es definida positiva. �

Haremos un par de comentarios respecto a lo establecido en la proposición 3.10.
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Ya sabíamos con antelación que la matrizW era semidefinida positiva. De hecho
el punto medular de la prueba de la proposición 3.10 fue caracterizar al conjunto
de vectores EW donde ξTWξ = 0 y en consecuencia a la colección de éstos donde
ξTWξ > 0. En términos precisos mostramos que EW = { ρ(1, . . . , 1)T : ρ ∈ R }.

Uno de los argumentos usados fue que la igualdad 0 = ξTWξ implica la exis-
tencia de un ρ ∈ R tal que

∑N
j=1 ξjϕj = ρ y de la condición (3.16) se sigue

ρ = ξ1 = . . . = ξN . Si sucediera que ρ 6= 0 entonces se tendría que
∑N
i=1 ϕj = 1.

Si esta condición se cumple, sabemos que la proposición 3.10 garantiza que B
es definida positiva.

Sin embargo, si esta propiedad no se verificara, tendríamos automáticamente
que ξTWξ > 0 para ξ 6= 0. Por ello W sería definida positiva y en consecuencia
B también.

Estos puntos implican que si cambiamos {ϕi} por funciones cuadráticas lineales
a pedazos o con mayor grado, la matriz B sigue siendo positiva definida.

Ahora vamos a describir la estructura de las matrices de masas y rigidez, cualita-
tivamente, con respecto a cualquier malla y relativa a la usada en la que fue definida
en la sección 3.7.

Sobre la matriz de masas M se puede decir en general, que Mij no se anula a
menos que las funciones ϕi y ϕj compartan soporte en Ω. Dado que el soporte de
estas funciones es relativamente pequeño con respecto a los elementos de la malla,
esto implica que la mayoría de las entradas deM son cero. Del mismo modo se puede
asegurar que las entradas de la matriz W son en su mayoría cero. Esto implica que
B es una matriz rala.

Por otro lado, poniendo nuestra atención en la malla definida en la sección 3.7, ña
numeración de los nodos comienza desde los puntos en el círculo exterior y continua
hacia los puntos de los círculos que se localizan más al centro. De hecho, ésta fue
construida de tal manera que los vértices de cada electrodo el se encuentran entre
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los del conjunto {N1, N2, . . . , Nnb
}. Esta observación, junto con (3.16), implica que

ϕi(Nk) = 0 si i > nb y 1 ≤ k ≤ nb,

de este modo, si i > nb, entonces ϕi se anula en cada segmento [Nk, Nk+1] para
k = 1, . . . , nb − 1 (véase la proposición 3.4).

Por otro lado, de acuerdo a las consideraciones expuestas al inicio de la sección
3.7, los vértices que definen a la poligonal que representa al electrodo el se encuentran
entre los del conjunto {N1, . . . , Nnb

}. Esta observación, junto con lo observado en el
párrafo pasado implican que

∫
el

ϕiϕj dS = 0 si i > nb ó j > nb y 1 ≤ l ≤ L

Es decir, la entradas de la matriz de masas M (véase la sección 3.3) reflejan que
la aportación de integrales de frontera sólo corresponden a funciones ϕi cuyo índice
es el de alguno de los nb nodos de la malla, ya que estos definen la frontera del círculo
Ω. De esta discusión tenemos que para la malla propuesta, la matriz de masas tiene
la estructura

M =
M 0

0 0

 (3.39)

donde M ∈ Rnb×nb recoge las aportaciones de los electrodos a las integrales de
frontera. Procederemos a analizar su estructura.

Observemos que para cada nodo i en los vértices de el la integral
∫
el
ϕiϕj dS se

anula cuando j no es un nodo vecino de i o no forma parte de los nodos que definen
a el. Es decir, suponiendo que el electrodo el en la malla está dado como la poligonal

el = [Nn1 , Nn2 ] ∪ [Nn2 , Nn3 ] ∪ . . . ∪ [Nnrl−1 , Nnrl
]

Si i es un nodo inicial, i = n1, sólo tenemos aportaciones de las integrales∫
[Nn1 ,Nn2 ]

ϕn1ϕn1 dS;
∫

[Nn1 ,Nn2 ]
ϕn1ϕn2dS

Si i es un nodo final, i = nr, sólo tenemos aportaciones de la integral∫
[Nnk−1 ,Nnk

]
ϕnk

ϕnk
dS;

∫
[Nnk−1 ,Nnk

]
ϕnk

ϕnk−1dS
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Si ni 6= n1, nk, es decir no está al inicio o al final de la poligonal que define al
electrodo, sólo tenemos aportaciones de las integrales∫

[Nnk−1 ,Nnk
]∪[Nnk

,Nnk+1 ]
ϕnk

ϕnk
dS;

∫
[Nnk−1 ,Nnk

]
ϕnk−1ϕnk

dS;
∫

[Nnk
,Nnk+1 ]

ϕnk
ϕnk+1dS.

Si Ml es la matriz describe la aportación del electrodo l a las integrales de
frontera, lo anteriormente este pues indica una estructura de la forma

Ml =



× ×
× × ×
× . . . . . .

. . . . . . ×
× × ×
× ×


, Ml ∈ Rrl.

Además, si los primeros r1 nodos de la malla corresponden al electrodo 1, los siguien-
tes s1 a un espacio sin electrodos, los siguientes r2 a vértices que corresponden al
electrodo 2 y después s2 que corresponden a un espacio sin electrodos, y así sucesiva-
mente hasta llegar a los rl vértices del electrodo eL y después sL vértices que separan
al electrodo e1 del eL, la submatrizM tiene una estructura de la forma



M1

0s1

. . .
ML

0sL


para 0si

∈ Rsi×si . Estructura puede observase en el siguiente figura donde los
pixeles coloreadas en negro representan las entradas no nulas de la matriz M en un
caso particular:
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Figura 3.6: Estructura de matriz M , creada con 64 nodos en la frontera. Cada elec-
trodo consta de 3 vértices y hay espacio de un vértice entre electrodos contiguos en
la frontera de la malla

Ahora vamos a relacionar la malla de la sección 3.7 con la estructura de la matriz
de rigidez. Tomemos un nodo N que se localiza en el nivel Cl y supongamos que está
definido el siguiente nivel interior de puntos Cl+1 de la misma. Si N corresponde al
índice n2 y el que precede en el nivel Cl es n1 y el que sucede a éste es n3 en el nivel
Cl, entonces los vértices que corresponden a éstos en el siguiente nivel son n1 + nb,
n2 + nb y n3 + nb. De acuerdo a la construcción de la malla los vértices vecinos de
N que corresponden a índices mayores a N en la numeración encuentra únicamente
entre los siguientes: n3, n1 + nb, n2 + nb y n3 + nb. Esto es, tres pertenecen al nivel
Cl+1 como se especifica arriba.

Supongamos ahora que N pertenece al último nivel Ck. Si la numeración del
vértice N es n2 y el que precede en el nivel Cl es n1 y el que sucede a este es n3 en el
nivel Cl, entonces, de acuerdo a la construcción de la malla, los vértices vecinos de N
que corresponden a índices mayores a N en la numeración de la malla se encuentra
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únicamente entre los siguientes: n3 y el del origen 1 + nb · k. Esto dice que dado un
índice i,

Si 1 ≤ i ≤ N − nb, la expresión
∫

Ω σ(∇ϕi · ∇ϕj)dxdy, en términos generales,
se anula para casi todo j ≥ i salvo en los valores

j = i, i+ 1, i+ nb, i+ 1 + nb, i− 1 + nb.

Si N − nb ≤ i ≤ N , la expresión
∫

Ω σ(∇ϕi · ∇ϕj)dx se anula para casi todo
j ≥ i excepto para

j = i, i+ 1, 1 + nb · k.

Figura 3.7: Estructura de matriz W

Dicha estructura se aprecia en la imagen 3.7. La banda D1 tiene ancho 2, está
centrada justamente en la diagonal de la matrizW . Por otro lado, las bandas D2 y D3

tienen longitud 3 y están colocadas a partir del lugar nb + 1 a partir de la diagonal
principal de W . Las partes en rojo representan vectores de tamaño nb, situada a
partir del lugar 1 + nb · k de la diagonal. Las partes restantes representan ceros de la
matriz.
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Figura 3.8: Estructura de matriz W , creada con 64 nodos en la frontera. Cada elec-
trodo consta de 3 vértices y hay espacio de un vértice entre electrodos contiguos en
la frontera de la malla

En virtud de lo expuesto hasta aquí, la matriz B tiene las siguientes caracterís-
ticas:

B es simétrica y rala

B es definida positiva, en el caso de que la base de funciones continuas lineales
a pedazos y con la propiedad (3.16).

Dado que se necesita una malla con suficientes nodos N , la matriz B es presu-
miblemente grande.

Para explotar las características de esta matriz a la hora de resolver un sistema
lineal de la forma Bx = d, proponemos un método iterativo basado en multiplica-
ciones matriz-vector y vector-vector. Dado que B es simétrica y positiva definida
proponemos usar el método de gradiente conjugado. La idea de este método consiste
en desplazarse desde un punto inicial en direcciones que son ortogonales con respecto
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al producto interior inducido por la matriz del sistema (véase el cuadro Algoritmo
12).

Algorithm 12 Algoritmo de gradiente conjugado
Data: A ∈ RN×N matriz definida positiva , b ∈ RN , tol > 0
Result: Obtiene una aproximación de la solución del sistema Ax = b

1: Toma x0 ∈ RN . vector de búsqueda inicial
2: s0 = r0 = b− Ax0
3: while ||rk|| > tol do
4: αk = rTk rk/s

T
kAsk

5: xk+1 = xk + αksk
6: rk+1 = rk − αkAsk
7: βk+1 = rTk+1rk+1/r

T
k rk

8: sk+1 = rk+1 + βk+1sk
9: k = k + 1

10: end while

3.8.1.2. Matriz C

Las entradas de esta matriz han sido determinadas como

C(i, j) = −
(

1
z1

∫
e1
ϕidS −

1
zj+1

∫
ej+1

ϕidS

)
;

en donde i = 1, . . . ,N , j = 1, . . . , L− 1

Recordemos que en la sección 3.7, la malla se construyó de modo que los vértices
que determinan cada electrodo el son parte del conjunto de los nodos 1 hasta el nb.
De este hecho se sigue que∫

el

ϕi dS = 0 si i > nb y 1 ≤ l ≤ L

Con base en la observación de los párrafos anteriores tenemos que

La entrada C(i, j) = 0 si i > nb, pues las integrales
∫
e1
ϕidS y

∫
ej+1

ϕidS se
anulan.

Fijemos un índice j tal que 1 ≤ j ≤ L− 1.
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• Sucede
∫
ej+1

ϕidS = 0 para 1 ≤ i ≤ r1. Esto sucede porque los electrodos
en los que se integra son e2 hasta eL, cuyos vértices son distintos de i en
el rango especificado. Así

C(i, j) = − 1
z1

∫
e1
ϕidS si 1 ≤ i ≤ r1

Remarcamos que en esta situación, la entrada depende sólo del número
de renglón.

• Por otro lado
∫
e1
ϕidS = 0 si r1 < i. Así

C(i, j) = 1
zj+1

∫
ej+1

ϕidS si r1 < i

• El punto anterior implica que, para r1 < i, C(i, j) se anula cuando i no
es uno de los nodos del electrodo ej+1.

Dado que los nb nodos de la frontera de la malla se han acomodado de tal manera
que los primeros r1 corresponden a e1, los siguientes s1 a un espacio sin electrodos,
los siguientes r2 a vértices que corresponden a e2 y después s2 que corresponden a un
espacio sin electrodos, y así sucesivamente hasta llegar a los rl vértices del electrodo
eL y después sL vértices que separan al electrodo e1 del eL, tenemos que en cada
columna se calculará primero − 1

z1

∫
e1
ϕidS en las primeras r1 entradas y después

todo se anulará hasta la posición en la que i no es uno de los nodos del electrodo
ej+1. Esto permite una representación de la matriz C como sigue
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E1 E1 . . . . . . E1 E1

0s1 0s1 . . . . . . 0s1 0s1

E2

0s2

E3

0s3

. . . . . .
EL
0sL

0(N−nb)×(L−1)


donde El es una matriz columna de dimensión rl, esto es el número de nodos que
corresponden al electrodo el y 0sl

es la matriz de columna de dimensión sl, esto es,
el número de vértices entre el electrodo el y el electrodo siguiente en la frontera.

Simplificando C se pude escribir como una matriz de la forma

C =
C

0

 con C ∈ Rnb×(L−1) (3.40)

Su estructura puede observase en la siguiente figura donde los pixeles coloreadas
en negro representan las entradas no nulas de la matriz C en un caso particular:
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Figura 3.9: Estructura de matriz C, creada con 64 nodos en la frontera con 16
electrodos. Cada electrodo consta de 3 vértices y hay espacio de un vértice entre
electrodos contiguos en la frontera de la malla
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3.8.2. Estrategia de solución del sistema

Buscamos resolver el sistema Af = b, cuya expresión es: B C

CT D

 α
β

 =
0
Ĩ

 .
Equivalentemente, este sistema se puede representar como

Bα + Cβ = 0 (3.41)
CTα +Dβ = Ĩ (3.42)

donde 0 ∈ RN es el vector cero (columna).

Multiplicando la ecuación (3.41) por la izquierda con la matriz B−1 y despejando
β obtenemos

α = −B−1Cβ (3.43)
Sustituyendo esta expresión en (3.41) se sigue

(D − CTB−1C)β = Ĩ (3.44)
Por otro lado, si definimos a la matriz G := B−1C, entonces BG = C. En

consecuencia para cada 1 ≤ i ≤ L− 1 sucede que si gi y ci son la columna i de G y
la de C respectivamente, entonces Bgi = ci. Es decir, las columnas de G se pueden
encontrar mediante la solución de L − 1 sistema lineales. Esto permite plantear un
algoritmo para obtener G ≈ B−1C.

Es importante señalar que la solución de cada sistema lineal del ciclo es inde-
pendiente de la de los demás. Esto abre la posibilidad de implementar en paralelo
al Algoritmo 13. De hecho, dado que la matriz B es rala y definida positiva los
sistemas Bci = gi se pueden abordar con procedimientos basados en subespacios de
Krylov, es decir, métodos iterativos que exploten multiplicaciones vector-vector y
matriz-vector, como el método de gradiente conjugado (véase Algoritmo 12).

Por otro lado, podemos replantear la ecuaciones (3.43) y (3.44) usando a la apro-
ximación G de B−1C, con las expresiones

(D − CTG)β = Ĩ y α = −Gβ.
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Algorithm 13 Aproximación de B−1C

Data: B ∈ RN×N , C ∈ RN×L−1

Result: G aproximación de B−1C
1: for 1 ≤ i ≤ L− 1 do
2: Obtén la i-ésima columna C, ci
3: Obtén la solución aproximada de Bgi = ci por algún método.
4: end for
5: Forma la matriz G ∈ RN×(L−1) que tiene por columnas a los vectores g1, . . . , gL−1,

i.e.,
G =

[
g1 | . . . | gL−1

]

El siguiente algoritmo resume las observaciones expuestas hasta aquí para obtener
los valores de la solución del MEF:

Algorithm 14 Coeficientes αi y βj
Data: B ∈ RN×N , C ∈ RN×L−1 y D ∈ RL−1×L−1

Result: Forma B usando los algoritmos
Result: Vectores α y β

1: Obtén G ≈ B−1C usando el Algoritmo 13
2: Resuelve el sistema (D − CTG)β = Ĩ
3: α← −Gβ

Hay varios puntos que deseamos resaltar sobre lo expuesto hasta aquí:

El sistema original A es de N + L − 1, constituido por submatrices ralas, a
saber C, CT y B, pero con D una submatriz densa.

El análisis anterior plantea resolver el sistema original mediante la solución de
L − 1 sistemas de N × N y otro de dimensión (L − 1) × (L − 1). Es decir
reduce el tamaño del sistema lineal del problema original a costa de aumentar
el número de sistemas a resolver pero de tamaño menor.

Es plausible suponer que el número de electrodos colocados en la superficie del
cuerpo es mucho menor al número de nodos necesarios para que la malla nos
brinde una aproximación que refleje la física del fenómeno, es decir L << N .
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De modo que todo queda en sistemas lineales que tiene el tamaño de los nodos
de la malla y uno que de tamaño considerablemente pequeño.

Dado que tenemos algoritmos para formar las matrices asociadas al MEF y otros
respectivos para obtener a los vectores α y β, podemos plantear como obtener los
valores de uh en los nodos y el voltaje en electrodos. Para ello recordemos que αj
corresponden uh(Nj) y también que las ecuaciones (3.5) y (3.6) dicen como recuperar
Uh
l a partir de β. El algoritmo propuesto es el siguiente:

Algorithm 15 Solución de problema directo
Data: Información de la malla, valores de impedancia zl y voltaje Il, Conductividad

σ
Result: Valores uh(N1), . . . , uh(N ) y Uh

1 , . . . , U
h
L

1: Forma a la matriz C usando el Algoritmo 8
2: Forma a la matriz D usando el Algoritmo 9
3: Forma a la matriz W usando el Algoritmo 10
4: Forma a la matriz M usando el Algoritmo 11 . Única matriz que depende de σ
5: B ←M +W
6: Calcula α y β usando el Algoritmo 14 y las matrices B, C y D.
7: for 1 ≤ j ≤ N do
8: uh(Nj)← αj
9: end for

10: for 1 ≤ j ≤ L do
11: if j = 1 then
12: Uh

1 ←
∑L−1
i=1 βi

13: else
14: Uh

j ← −βj−1
15: end if
16: end for

En el siguiente capítulo presentaremos algunos resultados numéricos obtenidos
basándonos en los esquemas presentados aquí y discutiremos algunos detalles rela-
cionados con la eficiencia del código.
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Resultados

En esta sección presentamos los resultados obtenidos con la implementación en
Python del método de elemento finito para el caso en que el dominio Ω es un círculo
centrado en el origen.

Nuestro interés es ver los efectos de una inclusión D, presente en la sección de
estudio. En el contexto del problema de tomografía de impedancia, esta representa
una anomalía estructuralmente distinta al tejido circundante B = Ω \ D, la cual
puede ser responsable de modificar las propiedades eléctricas del mismo.

Mostraremos los datos obtenidos para diferentes tipos de inclusiones y discutire-
mos los perfiles de voltaje dentro del cuerpo y en los electrodos.

4.1. Datos de la simulación numérica
Supusimos que Ω es un círculo de radio r = 10 al que se le colocan 16 electrodos

en la superficie. Los detalles de como fue construida la malla se especifican en la
sección 3.7. Agregaremos que en este caso de implementación:

El número de nodos en la frontera se fijo como nb = 64. La sucesión {cj}13
j=1 se

64
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construyó de modo que

cj = 14− j
13 para 1 ≤ j ≤ 13

La disposición de los electrodos se tomó como en (3.36). Una representación
gráfica de su disposición se muestra en la figura 4.1.

La información de la malla genera se expone en el siguiente cuadro:

Dato Valor
Nodos 897

Elementos 1728
h 1.18510300321

Nodos en la frontera 64
Electrodos 16

Nodos por electrodo 3

Cuadro 4.1: Datos de la malla

Adicionalmente suponemos que el cuerpo en estudio contiene un conjunto D lla-
mado inclusión, que es la unión de conjuntos abiertos disjuntos a pares con frontera
suave, que se encuentra lejos de ∂Ω.
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Figura 4.1: Representación de los electrodos alrededor de Ω

La conductividad eléctrica de la inclusión será representada σD : D → R+ y la
del tejido circundante B := Ω \ D por σB : B → R+. De este modo, la conductividad
de Ω queda definida como:

σ(x) =

σD(x) x ∈ D
σB(x) x ∈ Ω \ D

(4.1)

Las funciones σD y σB son supuestass suficiente suaves sobre sus dominios y en las
fronteras de estos para garantizar que σ se encuentre del conjunto de conductividades
admisible, i.e., σ ∈ A.

Con el fin de ilustrar el funcionamiento del código implementado, los datos de
corriente e impedancia de contacto se generaron aleatoriamente dentro de ciertos
rangos, ambos de manera que los puntos elegidos fueran uniformes dentro de dos
umbrales. Para los valores de corriente eléctrica estos fueron tomados como 5× 10−4

y 1.5× 10−3. Los umbrales para la impedancia de contacto se tomaron como 1 y 5.
Estos datos se ofrecen en los cuadros:
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Índice l Valor de zl Índice l Valor de zl
1 1.04425522584 9 1.09765152705
2 2.19371103731 10 1.7696807857
3 3.77698032413 11 2.61071300997
4 3.72136527528 12 3.02821309917
5 4.85481984315 13 2.81407967545
6 2.40996999014 14 1.89399752608
7 2.45479029997 15 3.5232839059
8 2.67025522789 16 3.54565288178

Cuadro 4.2: Impedancias de contacto

Índice l Valor de Il Índice l Valor de Il
1 0.00102412613371 9 0.000826283617905
2 0.00148846941716 10 0.00145417313788
3 0.00085136458016 11 0.000970426135568
4 0.00134017956689 12 0.000998324543899
5 0.000848991510851 13 0.000643628270112
6 0.000928652752532 14 0.00125179063638
7 0.00146061280082 15 0.000954287012545
8 0.00147620467685 16 0.00122205428338

Cuadro 4.3: Intensidades de corriente

Los datos de impedancia de contacto y corriente eléctrica en los electrodos se
mantienen fijos en los ejemplos que se discuten en este capítulo.

La implementación realizada para dar solución al sistema lineal derivado en el
MEF, basada en el Algoritmo 15, usa el método de gradiente conjugado para
obtener una matriz G tal que G ≈ B−1C (véase el Algoritmo 13).

Por otro lado, en los casos presentados exhibimos una representación de la inclu-
sión considerada. Mostramos el perfil del voltaje obtenido a través del MEF dentro
de la región en estudio usando una escala de colores asociada al valor obtenido en
cada nodo. Un gráfico que indica el porcentaje de discrepancia entre los datos de
voltaje de los electrodos para el caso sin inclusión y con ella se anexa para facilitar
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comparaciones. También anexamos gráficos relativos a los datos de voltaje en los
electrodos.

4.2. Inclusiones consideradas y resultados
Por simplicidad, en los casos elegidos se supone que tanto la inclusión D como

el tejido circundante B tienen conductividad constante. Este caso es conocido como
homogéneo.

Los valores que fijamos para estos conjuntos, en todos los ejemplos que se pre-
sentan a continuación, fueron σD = 100 y σB = 1.

Advertimos al lector que en el primer caso, donde no hay inclusión presente,
mostramos los valores de voltaje por electrodo en una gráfica de barras. Estos son
tomados como referencia para mostrar los datos de voltaje por electrodo en los casos
subsiguientes como sigue: si U ref

l denota el valor del voltaje en el electrodo l a cuando
no hay inclusión presente y Ul el mismo dato pero correspondiente al caso en estudio,
denominamos porcentaje de discrepancia de voltaje en electrodo el al valor:

Porcentaje de discrepancia de voltaje el:
Ul − U ref

l

U ref
l

× 100 % (4.2)

Este magnitud dice el porcentaje de aumento o disminución de voltaje que hay
en el electrodo el con respecto de cuando no hay inclusión. Así pues, un gráfico que
muestra el porcentaje de discrepancia de todos los electrodos acompaña los demás
casos.

Ahora procederemos a mostrar los resultados de cada caso considerado.

• H.1 No hay inclusión presente en el cuerpo. Podemos pensar que esta situación
corresponde a que el tejido en estudio se encuentra sano y que su conductividad
es uniforme.

El perfil de voltaje obtenido se muestra en la figura 4.2. Hay varios puntos que
debemos resaltar a partir de este gráfico:



CAPÍTULO 4. RESULTADOS 69

Las secciones de Ω cercanas a los electrodos presentan valores de volta-
je dispares. La parte cercana a la frontera en los cuadrantes inferiores
tiene valores negativos bajos y en contraparte la que corresponde con la
frontera oeste muestra voltaje positivo alto. Las partes norte y noreste
presentan valores ligeramente superiores a cero, mientras que la sur toma
los voltajes más bajos del dominio. La disposición de los electrodos, el vol-
taje aplicado y las características del cuerpo en estudio son responsables,
presumiblemente, de este fenómeno.

En la sección central de círculo se mantienen valores de voltaje próximos
a cero. Este es un efecto que puede explicarse en términos de la lejanía de
la inclusión respecto a los puntos donde se inyecta corriente.

La distribución de voltaje en los electrodos se aprecia en la figura 4.3. Los elec-
trodos 7, 8, 9 y 10 tienen valores positivos altos, que corresponden a la sección
oeste de la frontera del círculo. Similarmente, los electrodos 1 y 11-15, con ex-
cepción del 14, tienen valores negativos. La ubicación de estos corresponde con
la sección azul del perfil comentado arriba.

Dado que pensamos que este caso representa al tejido sano, los valores de voltaje
obtenidos aquí, tanto en el cuerpo como en los electrodos, serán tomados como
referentes en el análisis de la presencia de inclusiones. Con esto en mente, más
adelante se mostrará una gráfica que exhibe el porcentaje de discrepancia entre
los voltajes del caso libre de inclusión y los obtenidos cuando D está presente
dentro en Ω.
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Figura 4.2: Perfil de voltaje sin inclusiones

Figura 4.3: Voltajes en los electrodos
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Figura 4.4: Inclusión de un círculo grande

• H.2a La inclusión es un círculo grande. En términos precisos, tomamos el valor del
radio como 4 y por su centro a (5, 0). Este caso corresponde con la presencia de
una anomalía de tejido de tamaño considerable que se encuentra relativamente
cerca de la ubicación de algunos electrodos y que la conductividad de esta es
uniforme, así como la del tejido circundante. Véase la figura 4.4.

Al comparar la gráfica del perfil de voltajes con la del caso en que no hay
inclusión presente, se observa que el área donde se encuentra la inclusión y
alrededores se ha tornado ligeramente verde claro, lo que corresponde a un
descenso sustantivo en el voltaje en la zona donde se ubica.

Figura 4.5: Perfil de voltaje en Ω Figura 4.6: Voltajes en los electrodos
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Este hecho se confirma en la figura 4.6, al menos para los electrodos, pues los
que corresponden a los índices desde el 2, 4, 7, 8, 0, 11, 12, 13 y 15 mues-
tran porcentajes de discrepancia negativos respecto a los del tejido sano, esto
es, han decrecido en su valores moderadamente. Por otro lado, el porcentaje
correspondiente a los demás electrodos es considerablemente elevado.

Este caso muestra que el modelo (2.13) permite observar cambios de la infor-
mación eléctrica de Ω ante la presencia de una anomalía D. Más aún, dado
que hemos observado un cambio importante entre los voltajes del tejido sano
y con una inclusión dentro de sí, parece plausible diferenciar entre ambos por
medio de los datos recabados en electrodos. Esto exhibe que, al menos en este
caso particular, la física del problema es reproducida de manera fidedigna por
el modelo.

• H.2b La inclusión es un cuadrado grande. En este caso vamos a considerar un cua-
drado que mide 3.3 unidades por lado y cuyo centro (de masas) está en el punto
(5, 0). Esencialmente aquí la inclusión tiene aproximadamente las mismas di-
mensiones que en el caso H.2a, se localiza en la misma zona pero su forma es
distinta: un cuadrado (véase figura 4.7).

Figura 4.7: Inclusión de un cuadrado

Similarmente a lo que sucede en el caso anterior, si comparamos la gráfica del
perfil de voltajes con la del caso en que no hay inclusión presente, el área donde
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se encuentra la inclusión y alrededores se ha tornado ligeramente verde claro.
Esto es, hubo un descenso sustantivo en el voltaje en la parte donde esta se
encuentra.

Figura 4.8: Perfil de voltaje en Ω Figura 4.9: Voltajes en los electrodos

Subrayamos que los valores de discrepancia de voltaje que se obtienen con el
cuadrado son muy similares a los obtenidos en el caso H.2a. Este hecho puede
corroborarse en la figura 4.10.

Lo observado aquí es relevante para la solución del problema inverso pues dice
que inclusiones cuyas formas no son muy similares podrían dar datos de voltaje
en electrodos cuantitativamente parecidos.
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Figura 4.10: Discrepancia de voltaje para H.2a y H.2b

• H.3a La inclusión es un círculo grande en el centro del dominio Aquí consideramos
un círculo de radio 4 centrado en el origen. Básicamente hemos desplazado más
hacia el centro a la inclusión del caso H.2a.

Figura 4.11: Inclusión de un cuadrado
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Si comparamos el perfil de voltaje obtenido en este caso (figura 4.12) con el del
caso sin inclusión (figura 4.2), notamos que el área central del dominio se ha
tornado ligeramente verde, lo que corresponde a que el valor de voltaje ahí es
cercano a cero. Esto difiere a lo ocurrido en el caso H.2a, donde la parte este
de Ω se tornaba verde. Lo que indica que hay un efecto notable de la ubicación
de la inclusión sobre el perfil del voltaje obtenido.

Figura 4.12: Perfil de voltaje en Ω Figura 4.13: Voltajes en los electrodos

Lo anterior se corrobora en la figura 4.14, que compara los valores de discre-
pancia de voltaje para los casos H.2a y H.3a. En tal gráfico se observa como
la misma inclusión, pero en diferente lugar, genera datos de voltaje en los elec-
trodos que son cualitativamente distintos en casi cada uno de ellos.
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Figura 4.14: Discrepancia de voltaje para H.2a y H.3a

• H.3b La inclusión es un círculo pequeño en el centro del dominio. El círculo en
cuestión tiene radio 0.9 y su centro es el origen. La representación de ésta se
puede ver en la figura 4.15.

Esta situación puede representar la presencia de un anomalía uniforme de tama-
ño minúsculo que se encuentra profundamente dentro de un tejido en estudio.

Figura 4.15: Inclusión de un círculo pe-
queño

Figura 4.16: Perfil de voltaje en Ω
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Si comparamos el perfil de voltaje de la figura 4.16 con el descrito en el problema
sin inclusión, véase figura 4.2, se observa que son similares en regiones que se
alejan del centro, área donde se localiza la inclusión.

De hecho los porcentajes de discrepancia entre los datos de voltaje de los elec-
trodos para el caso sin inclusión y con D presente se encuentran todos en la
banda de −5 % y 5 %. Es decir, ambos perfiles son muy similares aunque no
iguales (véase la gráfica 4.17). Este efecto es debido presumiblemente al tamaño
de la inclusión y a su lejanía respecto de la zona de inyección de corriente.

Lo mostrado anteriormente es relevante para el problema inverso, pues exhibe
que los datos recabados en los electrodos deben analizarse con cautela en virtud
de que los que corresponden a ciertas anomalías pueden parecerse a los de un
tejido sano, sobre todo por el efecto de ruido en las mediciones.

Figura 4.17: Voltajes en los electrodos

En particular nuestra discusión anterior muestra que los perfiles de voltaje
para este caso y el H.3a son muy diferentes, véase las figuras 4.12 y 4.16.
De hecho si se comparan las discrepancias de voltaje obtenidas en cada caso,
observamos patrones completamente distintos (véase figura 4.18). Esto nos lleva
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a presumir un efecto destacado del tamaño de la inclusión para los resultados
del problema directo y que deben ser tomados en cuenta para la solución del
problema inverso.

Figura 4.18: Discrepancia de voltaje para H.3a y H.3b

• H.4 Dos inclusiones circulares grandes . La inclusión aquí fue considerada como
dos círculos de radio 4 cuyos centros se localizan en los puntos (−5, 0) y (5, 0).

Figura 4.19: Inclusión de dos círculos

Al comparar las figuras 4.2 con 4.20 observamos que el perfil de voltaje del tejido
sin inclusión ha sido profundamente alterado. Las áreas donde se localizan las
inclusiones muestran ahora valores positivos y también sus alrededores.
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Del mismo modo, la gráfica de porcentaje de discrepancia entre los datos de
voltaje de los electrodos para el caso sin inclusión y con D presente muestra
grandes incrementos en los electrodos 3,5,6 y 14 y descensos moderados en
aquellos cuyos índices son 2,7,8,11,12,13 y 15.

De nuevo podemos concluir que el perfil eléctrico ha sido modificado por la
presencia de la inclusión y que los datos de los electrodos son un reflejo de la
alteración del tejido sano.

Figura 4.20: Perfil de voltaje en Ω Figura 4.21: Voltajes en los electrodos
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• H.5 Diez inclusiones en forma de círculos pequeños. Esto corresponde físicamen-
te con que el cuerpo presentara un enfermedad que le provocara presencia de
muchas anomalías de tejido, pero que todas ellas de tamaño pequeño a com-
paración de donde se localizan.

Figura 4.22: Inclusión de ocho círculos Figura 4.23: Perfil de voltaje en Ω

En este caso las regiones de voltaje alto y bajo se encuentran más definidas
que para el tejido sano. Esto ocurre en las zonas cercanas a donde localizan
los círculos pequeños que conforman a D. De hecho las regiones próximas a
algunos electrodos, que originalmente tenían valores de voltaje positivos altos,
muestran aumentos considerables de esta magnitud. En el caso de los electrodos
1, 3, 5, 6 y 14 hubo una disminución moderada.

Nuevamente, este ejemplo muestra como la presencia de la inclusión modifica
el perfil de voltaje y las mediciones en los electrodos. Además de que hay
una dependencia presumiblemente asociada al tamaño y localización de las
anomalías.
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Figura 4.24: Voltajes en los electrodos

4.3. Datos de ejecución del programa implemen-
tado

En esta parte del capítulo brindaremos información acerca de la ejecución del
código implementado en Python para resolver el problema directo. Nos centraremos
en los tiempos de ejecución de distintas partes del algoritmo, el número de iteraciones
del método de gradiente conjugado y las llamadas a función realizadas.

Recordemos que las especificaciones de la malla usada han sido detalladas pre-
viamente en el cuadro 4.1. Para describirla, es necesario armar un par matrices que
dan la información de sus nodos y elementos. El tiempo necesario para producir
estos datos fue de 0.074s. Cabe destacar que, aunque nuestro programa integró la
generación de estas matrices en cada caso, es posible hacer el proceso previamente y
proveer los datos al programa de manera independiente.

Otra parte importante de la implementación son las estrategias para formar a
las matrices asociadas al método de elemento finito M,W,B,C y D. La sección 3.6
muestra a detalle nuestro procedimiento. La idea es usar aproximaciones numéricas
de las integrales de las funciones base asociadas, explotando la simetría algunas de
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estas las matrices y la estructura intrínseca del mallado.
Los tiempos que toma formar a las matrices en cuestión se reportan a continua-

ción:

Caso M W B C D Total
H1 0.126 s 0.160 s 0.286 s 0.013 s ≤ 10−3 s 0.299 s
H2a 0.121 s 0.206 s 0.327 s 0.013 s ≤ 10−3 s 0.340 s
H2b 0.124 s 0.178 s 0.302 s 0.013 s ≤ 10−3 s 0.315 s
H3a 0.125 s 0.215 s 0.340 s 0.014 s ≤ 10−3 s 0.354 s
H3b 0.118 s 0.202 s 0.320 s 0.012 s ≤ 10−3 s 0.332 s
H4 0.121 s 0.240 s 0.261 s 0.013 s ≤ 10−3 s 0.274 s
H5 0.115 s 0.441 s 0.556 s 0.012 s ≤ 10−3 s 0.568 s

Cuadro 4.4: Tiempos de formación de las matrices del sistema

Podemos notar que los tiempos que corresponden a la matriz M en los cincos
casos son muy parecidos. Esto sucede también para C y D. La razón de este hecho se
encuentra en que las entradas que las definen no son dependientes de la conductividad
σ, sino que quedan en términos de integrales asociadas a las funciones {ϕi }Ni=1 sobre
los electrodos y elementos. En consecuencia la generación de estas matrices debe
hacerse antes de llevar a cabo la solución sistema lineal, independientemente de la
expresión de la conductividad considerada.

En contraste, los tiempos de formación de la matriz de rigidez W son diferentes
entre sí. De hecho la complejidad de la inclusión considerada se ve reflejada en el au-
mento del tiempo necesario para ensamblar esta matriz. Esto es consecuencia de que
la regla de cuadratura usada para aproximar las integrales que definen sus entradas
requiere evaluar la función σ en el centroide de los elementos, invirtiendo mayor can-
tidad de tiempo cuando la expresión de la conductividad es muy elaborada, aunado
por supuesto a la complejidad de la estructura de la malla subyacente.

Al par de los comentarios anteriores, debemos remarcar que la formación de todas
estas matrices toma apenas décimas de segundos; lo que refleja la eficiencia de los
algoritmos planteados en la sección 3.6.

Otra punto esencial de la implementación es obtener una aproximación de la
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matriz B−1C mediante la solución de una serie de sistemas lineales de la forma

Bgi = ci para 1 ≤ i ≤ 15

Este procedimiento es englobado en el Algoritmo 13. El proceso de solución de
estos fue hecho usando el método de gradiente conjugado, con un valor de tolerancia
tol = 10−6 para detener el proceso iterativo.

El cuadro 4.5 nos da el tiempo de ejecución del Algoritmo 13 en su segunda
columna. La tercera de estas nos muestra el tiempo total que el método de gradiente
conjugado ha usado en la solución de los sistemas asociados. Este valor es divido
entre 15 para brindar, en la última columna, un promedio del tiempo invertido para
resolver cada sistema.

Tiempo
Caso Algoritmo 13 GC GC por sistema
H1 3.418 s 3.417 s 0.213 s
H2a 19.640 s 19.639 s 1.227 s
H2b 17.151 s 17.150 s 1.071 s
H3a 19.218 s 19.217 s 1.201 s
H3b 10.290 s 10.289 s 0.643 s
H4 16.080 s 16.079 s 1.004 s
H5 21.600 s 21.599 s 1.350 s

Cuadro 4.5: Algunos tiempos de ejecución

GC
Caso Iteraciones promedio
H1 206.133
H2a 1258.266
H2a 1082.733
H3a 1235.2
H3b 678.933
H4 1009.0
H5 1431.733

Cuadro 4.6: Iteraciones promedio del mé-
todo GC

El hecho de que el lapso para llevar a cabo el Algoritmo 13 sea mayor a
13 segundos en casi todos los casos tiene su explicación en el tiempo que toma al
método de gradiente conjugado aproximar la solución de cada sistema Bgi = ci. Cabe
destacar nuestro programa resuelve un sistema lineal a la vez y esto genera una cola
de L− 1 procesos. Aún cuando el método iterativo se encarga de cada sistema en un
lapso por debajo del segundo y décimas, esto hecho hace más lenta la obtención de
la aproximación.

Respecto al número de iteraciones que el gradiente conjugado necesita para al-
canzar la tolerancia dada, el cuadro 4.3 muestra que en todos los casos el número de
iteraciones promedio siempre es menor que el doble de dimensión de la matriz B.
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A la luz de lo expuesto en los párrafos anteriores, es necesario adoptar estrategias
para que permitan realizar el proceso de forma más eficiente. Algunas ideas que se
pueden explotar en trabajo posterior son:

Modificar el método de gradiente conjugado para incluir un precondicionador,
cautelosamente diseñado, con el objetivo de mejorar el número de iteraciones
en que se obtiene convergencia.

Paralelizar el proceso de solución de los sistemas Bgi = ci, dado que cada uno
es independiente de los otros.

El tiempo total de la ejecución del programa para los cinco casos considerados se
muestra en el cuadro 4.7. Este refleja una dependencia directa entra la complejidad de
la inclusión y el tiempo necesario para obtener la solución del sistema lineal asociado
al MEF. Como fue comentado anteriormente, gran parte del tiempo total es invertido
en el Algoritmo 13, mediante el método de gradiente conjugado.

Finalmente, el cuadro 4.8 nos muestra en su primera columna el número de lla-
madas a funciones que requirió el programa excluyendo llamadas a subfunciones, es
decir, la cantidad de funciones primitivas. La segunda muestra el número total de
llamadas a función.

Ejecución total
Caso Tiempo
H1 3.939 s
H2a 20.211 s
H2b 17.690 s
H3a 19.797 s
H3b 10.865 s
H4 16.694 s
H5 22.447 s

Cuadro 4.7: Tiempos totales de ejecución
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Llamadas a funciones
Caso Primitivas Totales
H1 185892 187255
H2a 228274 229637
H2b 216630 217993
H3a 227526 228889
H3b 210496 211859
H4 233634 234997
H5 317628 318991

Cuadro 4.8: Llamadas a función de la implementación
.



CAPÍTULO 5

Discusión

En este capítulo unificaremos todos los conceptos expuestos previamente con
el objetivo de plantear una estrategia de cuantificación de incertidumbre para el
problema de tomografía de impedancia eléctrica.

5.1. Sobre la estrategia propuesta
Supongamos que d ∈ RL representa las mediciones de voltaje en los electrodos y

que un vector de parámetros Θ ∈ Rn describe la conductividad eléctrica de la sección
en estudio, σ = σ(Θ). Este vector modela la información de la conductividad del
cuerpo que tenemos disponible para caracterizar a la función σ. Usando lo anterior,
podemos definir al mapeo Ψ : Θ → uh que relaciona a Θ con la aproximación de la
solución uh del problema directo que tiene por coeficiente de conductividad a σ(Θ).
Esta asociación es llamada "mapeo hacia adelante".

Suponiendo que el ruido ε en los datos es aditivo, tenemos la relación

d = Ψ(Θ) + ε (5.1)

86
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Según describimos en la sección 3.1, en el enfoque Bayesiano del problema in-
verso todas las variables del modelo (datos, parámetros y ruido) son representadas
como variables aleatorias absolutamente continuas y la cantidad d corresponde a una
realización de la variable aleatoria asociada a las mediciones.

Es importante señalar que para obtener una expresión de la distribución posterior
asociada, π(Θ|d) , la cual es solución del problema inverso, debemos:

1. Proponer una densidad de probabilidad a priori, πprior(Θ), que refleje juicio-
samente toda la información previa que tenemos acerca de la conductividad
eléctrica de la región estudiada.

2. Establecer un modelo observacional π(d|Θ) que represente la relación entre
datos e incógnita.

Estos dos puntos son cruciales para el enfoque pretendido pues permiten reunir
el conocimiento previo y la evidencia disponible sobre Θ de modo que puede garan-
tizarse

π(Θ|d) ∝ π(d|Θ) · πprior(Θ) (5.2)

por medio del Teorema de Bayes.
Para obtener información de la conductividad eléctrica σ es necesario hacer in-

ferencia sobre el vector de parámetros Θ dados los datos. Esto es posible usando la
relación (5.2) y los métodos MCMC.

Antes de seguir esta discusión, observemos que suponiendo independencia mutua
en la variable aleatoria que modela al ruido y Θ la relación (5.1) implica que la
verosimilitud tiene la expresión:

π(d|Θ) = πruido(d−Ψ(Θ)) (5.3)

En consecuencia, para evaluar π(d|Θ) es necesario calcular la solución del proble-
ma directo (usando como coeficiente de conductividad a σ(Θ)). Más aún, la obser-
vación anterior implica que

π(Θ|d) ∝ πruido(d−Ψ(Θ)) · πprior(Θ) (5.4)

Hay que meditar un poco el significado de esta expresión . Sabemos que bajo
el enfoque Bayesiano la incertidumbre se interpreta a través de probabilidad y, de
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acuerdo a lo expuesto en la sección 2.2, ésta tiene su origen en tres fuentes: error de
modelación, error de observación y error computacional. Todos estos se encuentran
presentes en (5.4), respectivamente, a través del modelo teórico del problema de
tomografía de impedancia, las mediciones y el mapeo directo, donde la incertidumbre
es representada en términos de las distribuciones.

Debemos también remarcar que el modelo matemático es clave para todo el pro-
ceso de hacer predicciones. Su papel es definir la manera en que los parámetros Θ
son asociados a los datos experimentales d. La incertidumbre acerca de la capacidad
del modelo matemático para hacer predicción dados los datos, es codificada en la
verosimilitud.

Ahora bien, nosotros deseamos hacer calibración vía inferencia Bayesiana para
actualizar las distribuciones involucradas en orden de hacer la teoría (modelo) con-
sistente con las observaciones particulares (datos d). Este es el papel que juegan los
métodos MCMC, pues en nuestro enfoque del problema de tomografía de impedancia
tales algoritmos generan una secuencia de parámetros Θ1,Θ2, . . . que describen dife-
rentes conductividades σ1, σ2, . . . que asintóticamente se aproximan a la descripción
de la distribución posterior (vía un vector de parámetros).

Aunque existen gran cantidad de estrategias sobre como generar la secuencia
Θ1,Θ2, . . ., esencialmente involucran proponer un candidato Θk en el paso k de la
iteración, que puede depender del anterior Θk−1, y evaluarlo en las distribuciones a
priori y verosimilitud. Tras este proceso una prueba es aplicado al candidato Θk para
integrarlo a la muestra generada o rechazarlo y comenzar de nuevo.

Desde el punto de vista computacional este proceso implica un gran costo pues
evaluar la verosimilitud en un punto candidato Θk representa la solución del pro-
blema directo con la conductividad σk = σ(Θk). El método puede rechazar muchos
candidatos antes de considerar un punto como representativo y continuar con el ar-
mado de la muestra. Es decir, una cantidad considerablemente grande de versiones
del problema directo deberán ser resueltos al usar métodos tipo MCMC.

Lo anterior exhibe que es necesario diseñar un método de solución para el pro-
blema directo que sea computacionalmente eficiente. La estrategia de solución que
nosotros proponemos es descrita por el Algoritmo 15, basándonos en el método
de elemento finito y gradiente conjugado. Como parte de esta propuesta, también
incluimos a la malla estructurada que ha sido descrita en la sección 3.7.
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Teniendo esto en mente, vamos a remarcar varios puntos expuestos en capítulos
anteriores:

Sobre la malla:

• La numeración propuesta para la malla del dominio circular y la elección
de la familia ϕi induce una estructura de bandas sobre la matriz B, que
facilita, numéricamente hablado, las multiplicaciones matriz-vector. La
matriz C tiene una estructura de bloques, que reduce su formación a un
bloque pequeño, pues la mayoría de sus entradas son nulas (véase sección
3.8.1.1). Es decir, ambos tiene estructuras que pueden ser fuertemente
aprovechadas en la implementación para el ensamblado las matrices del
sistema y operaciones con ellas, como consecuencia, en parte, de la malla.

• Mediante una adecuada elección de los coeficientes

0 < ck < . . . < c2 < c1

es posible modificar la posición de los puntos de la malla (por nivel). Esto
es deseable para definir muchos nodos cerca de frontera donde es conocido
que el voltaje sufre más variaciones debido a su cercanía con los electrodos.

• Para describir a los electrodos basta especificar la sucesión de índices
contiguos que definen a los nodos que los representan como poligonales,
los cuales se encuentran dentro del conjunto de los primeros nb puntos de
la malla. Aunque nosotros hicimos en la implementación que su longitud
fuese uniforme, esto puede ser cambiado cambiando la descripción de los
nodos de las poligonales que los forman de manera sencilla. Es decir, se
puede modificar el número de electrodos y su longitud en la malla de
manera accesible.

• La propuesta de estructura de la malla puede ser trasladada a dominios
más generales usando transformaciones del círculo. Además, menos ele-
mentos pueden ser formados en el último nivel, uniendo los lados del
polígono inscrito en el círculo de radio r ∗ c1 con el origen, sin alterar la
estructura esencial de las matrices del sistema.
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Sobre las matrices y los algoritmos:

• De entre las matrices asociadas al MEF la única que depende de la con-
ductividad σ la matriz de rigidez W . Por ello las matrices D, C y M

pueden generar previamente al MCMC para ser usadas en la solución del
problema directo y actualizar W en función de la descripción de σk dada
por el vector de parámetros propuesto Θk.

• El algoritmo de formación de la matriz W , Algoritmo 11, es considera-
blemente rápido, pues no se encarga de llenar entrada por entrada, sino
calcular la integrales no nulas sobre elementos y repartirlas usando fun-
ciones que relacionan la numeración local de los triángulos con la global.

• Las entradas de W son aproximadas numéricamente usando la regla de
cuadratura de un punto, esto es

Wij ≈
∑
T∈T
|T | · σ(xT ) · (bTi bTj + cTi c

T
j )

donde xT es el centroide del triángulo T y T es el conjunto de elementos de
la malla. Por ello, sus valores quedan sólo en función de la conductividad
de las evaluaciones de la conductividad descrita por el punto propuesto
como candidato, Θk, en los centroides de los triángulos de la malla.

• Como resultado de usar la base {ϕi} de funciones continuas lineales a
pedazos sobre la malla, la matriz B es rala, bandeada, simétrica y definida
positiva. De hecho se mostró que es posible cambiar base a funciones
cuadráticas continuas y lineales a pedazos o de orden mayor, manteniendo
la de simetría, positividad y estructura rala bandeada de B.

• El hecho de que B sea positiva definida es aprovechado para construir
una aproximación G de la matriz B−1C usando el Algoritmo 13. Este
representa un punto clave de la solución del sistema lineal derivado en el
MEF, Algoritmo 15.

• La clave para obtener G es la solución de un serie de L sistemas lineales
de la forma

Bgi = ci
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mediante el método de gradiente conjugado. La solución individual del
conjunto de sistemas es considerablemente rápida, como se muestra en la
sección 4.3, pero puede acelerarse aún más diseñando juiciosamente un
precondicionador.

• Aunque fue mostrado que la implementación de el Algoritmo 15 se
alenta como resultado de resolver los L problemas lineales Bgi = ci, esto
puede sortearse implementando los procesos en paralelo.

Otro punto a remarcar es que las propiedades anteriores no dependen de la repre-
sentación explícita de σ, sino de que es positiva y se encuentra dentro del conjunto
de funciones admisibles A. Por ello nuestra estrategia puede ser usada en múltiple
escenarios de representación de σ, en términos de vectores de parámetros.



CAPÍTULO 6

Conclusiones

El punto central de este trabajo fue el diseño de una estrategia computacional-
mente eficiente para resolver el problema directo asociado a tomografía de impedancia
eléctrica. Un algoritmo como tal es necesario para explorar la distribución posterior
del problema inverso, en búsqueda de información estadísticamente significativa me-
diante métodos MCMC, de manera eficiente hablando en términos de cómputo, en
virtud de que el enfoque bayesiano fue adoptado para la cuantificación de incerti-
dumbre.

Para ello consideramos un modelo matemático que describe con eficacia aceptable
la física subyacente del problema y que permite aproximar sus soluciones mediante
el método de elemento finito.

El algoritmo propuesto está basado fundamentalmente en reducir el sistema li-
neal inducido y, aprovechando las propiedades de las matrices de rigidez y masas,
resolver un número mayor sistemas lineales que son más pequeños, usando gradiente
conjugado.

Esta estrategia numérica fue implementada considerando un dominio circular que
contiene diferentes tipos de inclusiones donde la conductividad tiene valores especí-
ficos, buscando probar su efectividad. Los datos obtenidos fueron mostrados. Estos
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evidenciaron en particular que para el problema inverso, hay que tener presente
que los datos de voltaje en electrodos, obtenidos al resolver problemas directos, son
afectados por el tamaño, forma y posición de las anomalías. Y que no pueden inter-
pretarse a la ligera, sobretodo por que entre ellos puede haber similitud debido a los
efectos del ruido.

Como trabajo futuro, deseamos usar de nuestro algoritmo en casos concretos de
este problema y bajo distintos métodos MCMC. Además se contempla modificar la
implementación para aumentar su velocidad de ejecución.

Este problema es motivo de estudio activo y el campo de investigación en él es
amplio. En esta tesis mostramos un enfoque desde un panorama actual de esta teoría.
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