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Resumen

Esta tesis considera el problema de la navegación globalmente mı́nima, con respecto a
la distancia Euclidiana, para un robot de manejo diferencial con forma de disco colocado
en una región poligonal simplemente conectada desconocida. Suponemos que el robot es
incapaz de construir mapas geométricos precisos del entorno. La mayoŕıa de la información
proviene del sensor de brechas, el cual indica discontinuidades en profundidad, permitiendo
que el robot se mueva hacia ellas. Se presenta una estrategia de movimiento que permite
que el robot navegue óptimamente hacia cualquier landmark en la región. La optimalidad
es probada y el método es ilustrado en simulación.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Se espera que en un futuro cercano, los robots formen parte de nuestro entorno. En la

actualidad, podemos encontrar robots en la industria, en el hogar, en laboratorios dentro

de universidades o centros de investigación, etc. Existen robots que en el hogar ayudan a

la limpieza, juegan el rol de la mascota, cortan el césped, etc. Los robots son ampliamente

utilizados para realizar tareas de forma más exacta o más barata que los humanos. En

la industria podemos encontrarlos en las plantas de manufactura, montaje y ensamblaje,

en transporte, etc. Se espera que en los próximos años los robots puedan realizar tareas

cada vez más complicadas como manejar un automóvil, prevenir situaciones de riesgo en las

carreteras, brindar autonomı́a a personas discapacitadas que carecen de movilidad, etc. Las

capacidades de los robots van ligadas a la complejidad de los modelos del ambiente que el

robot usa. Es importante desarrollar modelos eficientes, para realizar tareas cada vez más

complicadas, procesando y seleccionando información cada vez en forma más eficiente. Para

esto, un robot debe saber cual es la información útil del ambiente donde está navegando y

cuales son las operaciones que debe realizar para obtener esa información.

1.1. Campo de estudio y motivación

Dentro de la robótica podemos encontrar varias disciplinas que colaboran con el objetivo

de dar autonomı́a a diversos tipos de robots, por ejemplo, la inteligencia artificial [75], visión

por computadora [32], planificación de movimientos [51], etc. Diversas disciplinas requieren

de modelos para representar el ambiente en el cual se encuentra el robot. Algunas suponen

que el modelo es conocido y que éste cuenta con los elementos suficientes para que un robot
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pueda realizar tareas en su ambiente. Sin embargo, esta suposición no siempre es valida

ya que existen varios factores, como la incertidumbre en la localización y en el sensado,

que pueden afectar el buen desempeño de las tareas del robot. Actualmente existen técnicas

bastante estudiadas que permiten tratar con problemas de la incertidumbre, como es el caso

de la localización y construcción de mapas simultánea (SLAM1).

Trabajos previos se han enfocado primeramente en problemas relacionados con la

incertidumbre en el sensado y en el control. Las primeras investigaciones sobre SLAM usaron

un enfoque basado en filtros de Kalman para lidiar con las incertidumbres que se acumulaban

durante el movimiento del robot, proporcionando simultáneamente una estimación de la

posición del robot y la estimación de la posición de las referencias perceptuales (landmarks).

Recientemente, enfoques Bayesianos generalizados han sido propuestos para el problema

de SLAM, relajando las condiciones restrictivas impuestas por los métodos de filtrado de

Kalman [24].

En esta tesis se abordan temas relacionados con SLAM. Sin embargo, nuestro interés

principal es el problema de planificación de estrategias de navegación robótica óptima

usando representaciones topologicas del ambiente. Este problema ha sido menos estudiado

que el problema de SLAM.

1.2. Objetivo general

Nuestro principal objetivo es extender el enfoque del árbol de navegación basado en

brechas (Gap Navigation Tree o GNT) [93] a robots tipo disco (con área no nula), buscando

conservar la propiedad de que esta estructura después de ser construida permite navegar

de forma óptima en términos de distancia euclidiana, entre cualquier dos localidades del

ambiente. Esto requiere un análisis entre la diferencia del espacio de configuraciones2 del

robot puntual y el del robot disco. Es conveniente señalar que una localidad de sensado en

el ambiente se caracteriza por la información obtenida por los sensores, por ejemplo, “mover

al robot de la pelota roja al cubo azul”, permitiendo navegación basada en observaciones

más que en posiciones geométricas.

1Por sus siglas en inglés Simultaneous Localization and Mapping
2La definición está en el Apéndice A
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1.3. Planteamiento del problema

El robot es un sistema de manejo diferencial (un robot con dos ruedas, donde cada rueda

tiene un motor independiente) que tiene definida la dirección hacia adelante (heading).

El robot tiene la forma de un disco con radio r que se mueve en un entorno plano y

poligonal, el cual puede ser cualquier conjunto compacto E ⊂ R
2 para los cuales el interior

de E es simplemente conectado. La frontera, ∂E, de E es la imagen de una curva cerrada

anaĺıtica a trozos. Sin embargo, se supone que el subconjunto libre de colisión del espacio

de configuraciones del robot está simplemente conectado o puede tener varios componentes

conectados.

El espacio de configuraciones obstáculo proyectado en el plano corresponde a la de un

disco crecido un radio r, esto es, la frontera extendida de E lo cual es debido al radio del

robot2.

Sea Λ una landmark estática ubicada en el entorno que tiene la forma de un disco con el

mismo radio que el robot. Suponemos que Λ está pintada en el suelo, por lo tanto, no tiene

volumen y no produce discontinuidades en distancia (brechas). Esta suposición es hecha ya

que el robot tiene como meta estacionarse sobre la landmark.

Un objetivo principal de este trabajo es que el robot navegue con una trayectoria hacia

Λ que minimiza la distancia Euclidiana viajada por el centro del robot. Además, estamos

interesados en conocer si tal trayectoria existe o no.

1.4. Contenido del documento

El contenido del documento está organizado como sigue. En el Caṕıtulo 2 se presenta

el estado del arte de las estrategias de exploración y construcción de representaciones de

ambientes para robots. También se presentan métodos de navegación robótica, principal

tema de esta tesis. Los enfoques de construcción de representaciones topológicas que

sustentan esta tesis son presentados en el Caṕıtulo 3. La navegación óptima para un robot

con forma de disco es presentada en el Caṕıtulo 4. En el Caṕıtulo 5 se presentan las

conclusiones generales del trabajo y se presenta posible trabajo futuro. En el Apéndice

A se incluyen definiciones de conceptos utilizados en todo el documento y en el Apéndice B

se presentan marcos de referencia locales donde se ubican vértices del ambiente poligonal.

2Note que esto es el espacio de configuraciones correspondiente al de un disco expandido el radio r y no

el de cuerpo ŕıgido, debido a la simetŕıa rotacional.
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Caṕıtulo 2

Estado del Arte

La construcción automática de un modelo del ambiente ha sido un tópico ampliamente

explorado en la investigación relacionada a robots móviles autónomos [20] [87] [17] [30] [89]

[3]. Los modelos del entorno han sido utilizados para realizar otras tareas, por ejemplo,

navegación (moverse de un lugar a otro sin chocar con obstáculos), búsqueda de objetos,

seguimiento de blancos, etc.

En general, un sistema para la construcción automática del modelo del ambiente, debe

considerar tres problemas que se relacionan entre śı: i) la construcción incremental del

modelo del entorno, ii) la estimación de la configuración del robot con referencia al modelo

del entorno, y iii) la definición de una estrategia de movimiento del robot.

2.1. Modelos del entorno

Primeramente debemos escoger el modelo que queremos utilizar para representar el

entorno. En [20] se proponen tres tipos de modelos: topológicos, geométricos y semánticos.

En [94] se mencionan los mapas topológicos [23], las rejillas de ocupación y los mapas

basados en primitivas geométricas [48] [86] como los modelos que han sido principalmente

utilizados para la construcción automática de representaciones del ambiente.

2.1.1. Modelo geométrico

El modelo geométrico es directamente deducido de los datos de percepción. Se trata

con objetos considerados como obstáculos.
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En [20], los objetos tienen formas poliédricas y son proyectados en el plano para

obtener un modelo en 2D. Este modelo básicamente contiene la posición en un marco de

coordenadas absolutas de los vértices de la proyección del objeto. Esta representación puede

ser manipulada para deducir los modelos topológicos y semánticos.

Las rejillas de ocupación usan un arreglo 2D para representar el entorno, donde cada

celda toma uno de tres valores: espacio libre, espacio ocupado y espacio desconocido. Los

algoritmos basados en rejillas han probado ser muy simples y bastante fáciles de utilizar

para evitar colisión entre el robot y los obstáculos durante la navegación del robot [30]. Sin

embargo, existen varias desventajas importantes en estos modelos. Su utilización se vuelve

compleja en ambientes grandes o 3D y es poco practica con el uso de robots con muchos

grados de libertad o sistemas multi-robot.

Los mapas basados en primitivas geométricas [48] pueden representar un modelo 2D

[20] o un modelo 3D [86], son otra forma de representar el entorno usando primitivas

geométricas. La primitiva geométrica más popular es el segmento de ĺınea, el cual puede ser

extráıdo de información de sensores de ultrasonido [26], información de telémetros láser [36]

o información visual [5] [43]. Resultados de otros equipos de investigación son mostrados en

la Figura 2.1.

Figura 2.1: Modelo Geométrico [37].

2.1.2. Modelo topológico

Los modelos topológicos pueden ser expresados como grafos, donde los nodos represen-

tan lugares y las aristas representan adyacencia o conectividad [20].

El modelo topológico es una jerarqúıa de varios niveles. El concepto de lugar es definido
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como una área que es una unidad topológica. Por ejemplo, un cuarto o un corredor son

unidades topológicas. El concepto de lugar está definido a varios niveles: un cuarto, un piso,

o un edificio completo son lugares. En un entorno de exterior, el concepto de lugar puede ser

definido también. Los conectores enlazan lugares: puertas, corredores, escaleras o elevadores

son por ejemplo conectores en ambientes de interior. Algunos lugares también pueden ser

conectores ellos mismos. En el nivel más detallado, la topoloǵıa del espacio es t́ıpicamente

deducida del modelo geométrico estructurando el espacio libre. La estructuración del espacio

libre puede ser obtenida construyendo poĺıgonos convexos, llamados celdas basados en los

vértices y aristas de obstáculos. Una celda es un lugar, y un conjunto de celdas puede ser otro

lugar en una jerarqúıa más alta. Las aristas comunes entre celdas son conectores. El grafo

de conectividad de celdas constituye la primera representación topológica de la estructura

del espacio. Mientras el robot explora su entorno y descubre nuevas áreas, la estructuración

del espacio es realizada, y el grafo es aumentado y modificado.

En [93] se presenta una estructura topológica de navegación el Gap Navigation Tree

(GNT) que no se basa en ninguna métrica. Esta estructura se basa en el seguimiento de

brechas (discontinuidades en distancia) para la construcción de la estructura topológica.

Figura 2.2: Modelo topológico. Figura obtenida del trabajo presentado en [93].

2.1.3. Modelo semántico

El modelo semántico contiene información acerca de objetos, por ejemplo su clase

o categoŕıa y propiedades del espacio y sus relaciones. Este modelo está parcialmente

distribuido entre el modelo geométrico y el modelo topológico [20]. En [84], se obtienen

etiquetas semánticas de lugares (corredores y cuartos) basadas en la información de un
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telémetro láser.

Figura 2.3: Modelo Semántico. Figura obtenida del trabajo presentado en [69].

2.2. Construcción incremental de mapas

geométricos y topológicos

La construcción de mapas es un proceso incremental. Dado que el rango de alcance de

los sensores está limitado, pueden ocurrir oclusiones durante la exploración y construcción

del modelo. Además, las medidas pueden ser inexactas. La construcción de mapas es

usualmente desarrollada tomando varias lecturas del entorno a diferentes posiciones e

integrando estas medidas en un mapa global.

Idealmente, un modelo 2D de un entorno de interior es la proyección, sobre un plano

horizontal, de la porción de objetos en el entorno que son obstáculos para el movimiento del

robot y/o obstruyen el campo de vista de sus sensores. Sin embargo, debido a las limitaciones

de los sensores, los modelos son a menudo aproximados como una sección transversal del

entorno a una altura dada.

Un enfoque comúnmente utilizado es la integración de la información de un telémetro

láser. En la Figura 2.4 se muestra la información obtenida por un telémetro láser. En [37]

el robot construye un modelo poligonal local (lo que ve en ese momento) moviéndose a

posiciones sucesivas del entorno, las cuales son seleccionadas por un planificador. Estas

posiciones también pueden ser escogidas por un usuario humano. La Figura 2.5 muestra

cuatro modelos parciales de un ambiente. El robot se encuentra en una localidad donde gira
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a cuatro orientaciones sucesivas espaciadas de 90 grados. El modelo en (a) fue construido en

la primera iteración. El modelo en (b) fue obtenido uniendo el modelo de (a) con el modelo

local generado en la segunda orientación y aśı sucesivamente.

Es además necesario para la construcción de un mapa geométrico global un proceso

de alineamiento o registro entre los modelos locales y el modelo global, que como ya se

mencionó es construido de forma incremental (ver Figura 2.4).

Adicionalmente, los datos crudos obtenidos por el sensor pueden ser agrupados en otras

entidades, por ejemplo los puntos obtenidos por un láser pueden ser agrupados en segmentos

de ĺınea por medio de agrupamiento (“clustering”) y de un ajuste de curvas. Los segmentos

de ĺınea resultantes a su vez pueden ser agrupados en listas de segmentos que dan origen a

poĺıgonos.

Figura 2.4: Lecturas del telémetro láser. (a) Escena real (b) Puntos capturados [37].

En algún momento durante el proceso de construcción incremental de mapas, las es-

trategias de movimiento para exploración manejan la selección de posiciones de observación,

sobre la base del mapa global construido hasta ese momento. Este punto hace el problema

diferente en general de la tarea de encontrar una ruta libre de colisión para ir de una

configuración inicial a otra final, dado que las sub-metas (configuraciones de sensado) deben

determinarse automáticamente. Excluyendo los casos en los cuales el robot es manejado

manualmente, en lo siguiente se mencionan algunas estrategias de exploración que han sido

presentadas en la literatura.

Existen sistemas que emplean una camino fijo para explorar un entorno. Por ejemplo,
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Figura 2.5: Unión de cuatro modelos parciales en una posición dada [37].
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en la estrategia de exploración propuesta en [78], el robot traza ćırculos concéntricos

sucesivamente empezando de su posición inicial. Este enfoque es extendido en [79] usando

trayectorias en espiral parametrizadas para dirigir la exploración del robot en un entorno.

Otras estrategias de exploración hacen que un robot se mueva en forma aleatoria a posiciones

de observación sin una evaluación expĺıcita de la importancia de estas posiciones.

En [93] se presenta una estrategia de movimiento que se basa en el seguimiento de

brechas (discontinuidades espaciales) para la construcción de una estructura topológica

dinámica, llamada GNT1, que caracteriza el entorno de un robot. Una vez que el GNT

es construido, codifica trayectorias desde la posición del robot hasta cualquier lugar en el

entorno. Mientras el robot se mueve, el GNT es actualizado para mantener la información

de las trayectorias más cortas desde la posición actual del robot. Las trayectorias son

globalmente óptimas en distancia euclidiana si el entorno está simplemente conectado2,

incluso si no se cuenta con información geométrica. Murphy y Newman [68] extienden el

GNT para detectar las brechas con un modelo probabiĺıstico logrando mayor robustez.

Las estrategias de exploración más complejas tratan de determinar la mejor posición

de observación para mejorar la eficiencia del proceso de exploración, es decir, utilizan la

planificación de movimientos para decidir la siguiente posición de observación. En general,

todas las estrategias que tratan de determinar una localidad de sensado para explorar el

ambiente env́ıan al robot a la frontera entre lo que el robot ha percibido y el mundo aún

no explorado (ver Figura 2.6). En [1] [94], se describen y comparan algunas estrategias

de exploración recientes. En la siguiente sección, se presenta un reporte de estrategias de

exploración que utilizan la planificación de movimientos para determinar las configuraciones

más convenientes de futura observación del robot, en un entorno parcialmente conocido.

2.3. Estrategias de movimiento para exploración y

construcción de representaciones del ambiente

La mayoŕıa de los trabajos previos en exploración y construcción de mapas se han

enfocado a desarrollar técnicas para extraer información relevante a partir de los datos en

bruto e integrar los datos conseguidos dentro de un solo modelo. Sin embargo, t́ıpicamente

no se desarrolla una planificación de movimientos para la exploración, que además facilite

la construcción del modelo del entorno.

1Por sus siglas en inglés Gap Navigation Tree
2La definición está en el Apéndice A
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(a) Mapa Pasillo (b) Mapa Oficina (c) Fusión de mapas

Figura 2.6: (a) y (b) Visibilidad del robot y fronteras de lo conocido/desconocido en el

mapa local, (c) Lo conocido por el robot (o robots) a partir de dos localidades de sensado

y fronteras de lo conocido/desconocido en el mapa global.

Para ser eficiente en la exploración y construcción de mapas, es posible utilizar la

planificación de movimientos para determinar las configuraciones más convenientes de futura

observación del robot en un entorno parcialmente conocido.

La planificación de movimientos para la exploración trata de determinar la con-

figuración más conveniente de la futura observación basado en un modelo del entorno

parcialmente conocido. En particular, el objetivo es reducir el tiempo de exploración

minimizando los pasos de observación y la distancia viajada, mientras se construye una

representación exacta del entorno.

2.3.1. Enfoque Glotón

El enfoque glotón evalúa una posición de observación candidata p sólo en base a su

ganancia inmediata, donde la ganancia es comúnmente definida como la cantidad de nueva

información del entorno que el robot espera obtener desde p. Además, el horizonte de

planificación es de un solo paso en el futuro, es por eso que es llamado glotón.

2.3.2. Enfoque de González-Baños

En [37] [38], se presenta una estrategia de planificación de movimiento para la

construcción de mapas. La estrategia presentada en [38] está basada en el cálculo de la
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siguiente mejor vista (NBV3) y el uso de planificación de movimientos aleatorizada. Esa

investigación ha mostrado que es posible encontrar una función que refleja intuitivamente

como debe el robot explorar el espacio. En un esquema simple, la función de evaluación

debe asignar un valor grande a la posición que mejor se ajuste al compromiso entre la

posible reducción del espacio no explorado y la distancia recorrida. Aśı en [38] se toma en

cuenta tanto el costo asociado al movimiento hacia la siguiente localidad de sensado, como

la ganancia de la misma en términos de nueva área percibida. La estrategia evalúa una

posición de observación candidata p mediante:

g(p) = A(p) · exp(−λL(p)), (2.1)

donde A(p) es una estimación del área visible desde p, L(p) es la longitud de la trayectoria

que conecta la posición del robot y la posición p, y λ pesa el costo de viajar para alcanzar

la posición.

2.3.3. Enfoque de Makarenko

El enfoque presentado en [61] propone una estrategia de exploración para construcción

de mapas y localización. El método de la frontera [98] es utilizado para proponer futuras

localidades de sensado que tienden a estar en la frontera entre lo conocido y lo no

conocido. La estrategia de exploración hace uso de una función de utilidad para evaluar

las futuras localidades de sensado. Esta función toma en cuenta tres elementos: la ganancia

de información, la distancia a la localización de sensado (costo) y la utilidad de la habilidad

para localizarse, basada en una matriz de covarianza.

Utilidad de la ganancia de información. Esta utilidad está diseñada para favorecer

localidades que ofrecen una ganancia de información alta. La utilidad de información es

obtenida a partir de un mapa de rejillas de ocupación. Una celda C puede tomar dos valores

espacio ocupado OCC o espacio vaćıo EMP , es decir, s(C) = OCC | EMP . Para medir la

cantidad de información disponible para cada celda, la entroṕıa H de la distribución binaria

s(C) es calculada como:

H(s(C)) = −
∑

s(C)

P (s(C)) log P (s(C)) (2.2)

3Por sus siglas en inglés Next Best View
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La utilidad de hacer una observación desde la localidad destino xi es definida como la

entroṕıa promedio de la región sensada Wi al rededor de la localidad destino

U I
i = −

∑

C∈Wi

H(s(C)) (2.3)

donde la entroṕıa H es calculada para cada celda en la región Wi. Mientras mayor sea

la entroṕıa, menor información sobre la región está disponible y es más atractiva para su

exploración.

Utilidad de navegación. Largos viajes entre localidades reducen la eficiencia de la

exploración. La utilidad de la navegación es usada para hacer viajes cortos más atractivos.

Una función de navegación encapsula el costo de alcanzar cualquier localidad en el mapa

desde la posición actual (basada en la información de mapas de rejillas de ocupación).

La utilidad de navegación para una localidad destino xi, es simplemente el negativo de la

función de navegación V a esa localidad.

UN
i = −V (xi) (2.4)

Utilidad de la habilidad para localizarse. Esta utilidad es usada para distinguir

entre localidades con diferente calidad de localización. La calidad de la localización en un

lugar dado xi está determinada por la incertidumbre en la configuración de un veh́ıculo que

se genera hasta llegar a ese lugar. La incertidumbre es descrita por una matriz de covarianza

del estado Pvv(xi, t) en la localidad xi al tiempo t. La entroṕıa H para una distribución

Gaussiana en la localidad del veh́ıculo a una localidad destino xi es:

UL
i = −H(Pk

vv) = −
1

2
log

(

(2πe)n | Pk
vv |

)

(2.5)

donde n es el número de estados del veh́ıculo y Pk
vv la covarianza del estado del veh́ıculo

después de k observaciones.

La utilidad total de las localidades destino es la suma pesada de las utilidades

individuales

UTOT = wIU
I + wNUN + wLU

L (2.6)

donde los pesos relativos wI , wN y wL dependen de la misión y pueden ser ajustados de
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forma abrupta o variar continuamente. La localidad con la utilidad mayor es seleccionada

como la siguiente localidad a visitar:

x∗ = argmáx
x

(UTOT ) (2.7)

2.3.4. Enfoque de Amigoni

En [2], se presenta una estrategia de exploración basada en información que ha sido

derivada usando el concepto de entroṕıa relativa. La función usada para comparar posiciones

de observación es

f(p) =
1

N +A

∑

i∈A
⋃

N

ln(
σunc,i

σ
) +N ln(

σ

p
) +

∑

i∈A

ln(
σ

σp,i
) +N ln(

2π × c

σ
) (2.8)

donde N = |N | es el número de nuevos puntos sensados (información de un telémetro

láser) desde p, A = |A| es el número de puntos ya sensados que son sensados nuevamente

desde p, σunc,i es la desviación estándar de la contribución de la medida de error debido

a la incertidumbre en la posición del robot, σ es la desviación estándar en la exactitud

del sensor, P es el peŕımetro esperado del área a ser añadida al mapa, σp,i es la desviación

estándar previa del punto i ya sensado, y c es la distancia entre la posición del robot y p. En

este caso, el valor menor de f(·) identifica las mejores posiciones de observación. El primer

término de la Ecuación 2.8 es la contribución de la entroṕıa de los puntos sensados desde

p, el segundo término de la Ecuación 2.8 es la contribución de la entroṕıa de los puntos

sensados por primera vez desde p, el tercer término de la Ecuación 2.8 es la contribución

de la entroṕıa de los puntos ya sensados que son nuevamente sensados desde p, y el último

término es la contribución de la entroṕıa del costo de alcanzar p. En general, el primero de

los cuatro términos incrementa la entroṕıa mientras el segundo y el tercer término reducen

la entroṕıa.

Para determinar la mejor posición de observación siguiente, esta estrategia de

exploración mezcla la información esperada adquirida por los sensores y la distancia viajada

por el robot para alcanzar la posición. La ganancia de información es derivada de los puntos

que se vuelven visibles en la posición de observación y de la reducción de incertidumbre

en la localización de los puntos previamente observados. Esta estrategia de exploración

está teóricamente fundamentada en Teoŕıa de la Información.
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2.3.5. Enfoque de Tovar

En [94] [91] [92] se presenta una función que es usada para evaluar la calidad de las

propuestas de futuras configuraciones de sensado. Se presentan algunos atributos que deben

tener las configuraciones de sensado y se describe como deben ser evaluadas por una función

de utilidad. Por ejemplo, la función de evaluación debe preferir: configuraciones futuras que

tengan marcas visuales con una mayor probabilidad de reconocimiento, configuraciones

futuras con el mayor número de primitivas geométricas distintivas, configuraciones futuras

cercanas a los ĺımites entre lo conocido y desconocido (bordes libres), trayectorias que

minimicen la incertidumbre en la localización, trayectorias que requieran del menor número

de configuraciones de sensado, y trayectorias que minimicen las distancia total que el robot

debe viajar.

La función de utilidad propuesta en [94] tiene una forma multiplicativa para descartar

configuraciones que tengan un valor muy pequeño en alguna de las medidas. Formas

similares han sido presentadas en [92] [91]. Esta función tiene la ventaja de que puede

ser utilizada para una sola configuración del robot o para un camino asociado con una

secuencia compuesta por varias configuraciones de sensado. La utilidad de una secuencia

de configuraciones es simplemente la suma de las configuraciones sub-meta del camino

recorrido.

2.3.6. Enfoque de Newman

En [70], se propone un algoritmo de exploración basado en primitivas geométricas. En

este enfoque los candidatos de la siguiente localidad del robot (sub-meta) están asociados

con todas las primitivas geométricas del entorno. Un objetivo en [70] es explorar localmente

regiones libres. Para lograr ese objetivo, se propone el siguiente procedimiento. Primero,

para cada meta generada, puntos muestra son regularmente diseminados a su alrededor a

un radio constante β. Se dibuja un ćırculo de radio α centrado en cada muestra. El tamaño

final del conjunto muestra es el número de puntos muestra para la meta que satisface las

siguientes condiciones: i) cada punto debe tener una ĺınea de vista libre al objetivo, y ii) no

tiene ĺınea de vista a cualquier otro ćırculo de radio α. La puntuación η ∈ [0, 1] para evaluar

la localización meta se fija para los tamaños inicial y final del conjunto de muestras.
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2.3.7. Enfoque de Laguna

En [49] se desarrolló una estrategia de exploración para un robot de manejo diferencial

con forma de disco que es representada como una Maquina de Moore. El robot tiene

capacidades de sensado limitado, ya que es incapaz de medir ninguna distancia o ángulo, o

realizar autolocalización. La estrategia de exploración garantiza que el robot descubrirá la

región más grande posible de cualquier entorno poligonal simplemente conectado. La

estructura topológica GNT presentada en [93] es usada para representar el entorno y

codificar una landmark que está ubicada en el entorno.

2.4. Estrategias de exploración para múltiples robots

El uso de múltiples robots tiene muchas ventajas sobre utilizar un solo robot. La

cooperación de robots permite realizar una tarea más rápido que, un solo robot.

Algunos trabajos han sido propuestos para la exploración y construcción de mapas

utilizando múltiples robots [81] [18] [97]. En algunos trabajos, la ganancia de la información

y el costo de la exploración son considerados simultáneamente para definir las siguientes

localidades de sensado para cada robot del équipo [81] [18]. En [18], el mapa es representado

usando una rejilla de ocupación. Las posibles localidades para la siguiente exploración son

definidas sobre las celdas que se encuentran en el ĺımite entre el espacio conocido y el

espacio desconocido. El enfoque anterior es extendido en [84] tomando en cuenta información

semántica de la localidad de sensado. En [97], los autores proponen estrategias para múltiples

robots usando una segmentación del entorno para determinar el objetivo de cada robot. Esta

segmentación mejora la distribución de los robots sobre el entorno. En [94], se presenta

una técnica que permite que uno o múltiples robots exploren eficientemente y construyan

un modelo del entorno. Se utiliza una función de utilidad para medir la calidad de las

configuraciones de sensado propuestas y un algoritmo genera y selecciona configuraciones

para la siguiente configuración de sensado. Este trabajo considera un equipo de robots

con las mismas capacidades de sensado y movimiento. Algunos trabajos han propuesto una

exploración con múltiples robots que tienen diferentes capacidades de sensado y movimiento.

El trabajo presentado en [82] considera un equipo de robots con diferente tamaño. Durante

la exploración, si un robot es demasiado grande para navegar entre obstáculos y alcanzar

una localidad de sensado, entonces pregunta a robots más pequeños si pueden realizar la

tarea. En [25], los robots tienen uno de dos roles: navegador o cartógrafo. Los navegadores
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se mueven aleatoriamente en el entorno hasta que encuentran una localidad objetivo para

el cartógrafo. Después el cartógrafo se mueve a la localidad objetivo. En los trabajos

mencionados previamente cada robot sigue un rol espećıfico y predefinido de acuerdo a

su tipo.

El trabajo presentado en [81] trata con el problema de exploración y construcción de

mapas de un entorno desconocido con múltiples robots. Una rejilla probabiĺıstica es usada

para representar el entorno. Las celdas de la rejilla son de tres tipos: obstáculo (probabilidad

de ocupación arriba de un umbral po dado), despejado (probabilidad menor a un umbral

pc) y desconocido (ya sea por no haber sido sensado o con probabilidad entre po y pc). La

distancia entre el robot y la frontera entre lo conocido y desconocido del entorno es usado

como un costo de exploración. El número de celdas desconocidas que están dentro del rango

de sensado del robot (para una localidad siguiente posible) es usado como la ganancia de

información para enviar al robot a esa localidad. La utilidad de una localidad de sensado

candidata es igual a la ganancia de información menos el costo de exploración. Un ejecutivo

central trata de maximizar la utilidad total. Para coordinar a los robots (relacionar robots

con localidades de sensado) se usa la ganancia de información.

2.5. Planificación de movimientos para navegación

En [64], se describe un método de navegación reactiva que usa una estrategia de “divide

y vencerás” basada en situaciones para simplificar la dificultad de la navegación. El diseño

del método es realizado a un nivel simbólico, donde se define un conjunto de situaciones

y las acciones asociadas con cada situación. Durante la fase de ejecución, la percepción

es usada para identificar la situación actual y se realiza la acción asociada. Además, se

propone una implementación basada en geometŕıa llamada la Navegación con el Diagrama

de Proximidad (Nearness Diagram Navigation).

Algunos métodos utilizan una analoǵıa f́ısica para calcular los comandos de movimiento

donde ecuaciones matemáticas tomadas de la f́ısica son aplicadas a la información sensorial

y la solución es transformada en comandos de movimiento. Por ejemplo: Métodos de campos

potenciales [46] [47] [90] [45] [12] [67], la analoǵıa del perfume [6], y la analoǵıa del fluido

[62], entre otras.

Algunos métodos calculan un conjunto de comandos de movimiento adecuados para

seleccionar un comando basado en una estrategia de navegación. Algunos métodos calculan

18



un conjunto de ángulos de dirección [31] [13] [95] [42], y otros calculan un conjunto de

comandos de velocidad [80] [33] [15] [4].

Otros métodos calculan una forma de describir la información de alto nivel de la

información sensorial para obtener un comando de movimiento [45] [71] [16]. El método

de la Navegación con el Diagrama de Proximidad pertenece a este grupo de enfoques, ya

que algunas entidades intermedias son calculadas para seleccionar una situación concreta,

y después se ejecuta una acción que calcula el movimiento.

Nuestro trabajo está relacionado con planificación de movimientos con restricciones de

visibilidad [44] [63], planificación de movimientos con restricciones no holonómicas [53] [11]

[83] [52] [7] y navegación basada en referencias (landmarks) [56] [74] [69] [72] [60] [41].

La planificación de movimiento con restricciones no holonómicas ha sido un campo de

investigación muy activo (un buen panorama es presentado en [52]). Los resultados más

importantes en este campo han sido obtenidos abordando el problema con herramientas

de geometŕıa diferencial y la teoŕıa de control. Laumond fue pionero de esta investigación

y produjo el resultado de que una trayectoria libre para un robot holonómico moviéndose

entre los obstáculos en un espacio de trabajo 2D, siempre puede ser transformado en una

trayectoria factible para un robot tipo automóvil (no holonómico) haciendo maniobras [53].

El trabajo en [11] usa primitivas de movimiento para construir un diagrama de trayectoria

básico, similar al grafo de visibilidad [51], pero para veh́ıculos no holonómicos.

En [28], los autores presentan un algoritmo para encontrar trayectorias factibles para

un sistema no holonómico en presencia de obstáculos. Primero, el problema de planificación

de la trayectoria sin presencia de obstáculo es transformado en un problema de mı́nimos

cuadrados no lineal en un espacio aumentado. La evasión de obstáculos es incluida como

restricciones de desigualdad y se presentan los resultados en simulación para el caso de un

tractor con remolque.

Uno de los primeros trabajos de la navegación robótica basada en referencias es el

de Lazanas [56]. La visibilidad geométrica no está expĺıcitamente integrada; en su lugar,

cada referencia define una “zona segura” circular en la cual se supone que el robot

sensa y se mueve sin incertidumbre. El algoritmo polinomial completo usa encadenamiento

hacia atrás de retroproyecciones omnidireccionales para calcular planes en la presencia de

incertidumbre. En [14], las referencias son vistas como sub-metas a alcanzar y la planificación

utiliza un marco probabiĺıstico para calcular los caminos más cortos esperados en el grafo

de referencias. En [74], ha sido propuesto un enfoque de navegación basado en referencias
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que genera trayectorias de “navegación costera”. En una tarea de localización robótica

probabiĺıstica, una ventaja importante de un enfoque basado en referencias es que si las

referencias son detectadas, éstas detienen el crecimiento incremental de la incertidumbre en

la posición del robot [74] [69] [72] [41] [77].

Como se muestra en los trabajos antes mencionados, el uso de referencias para la

navegación y localización se ha generalizado en robótica [63] [56] [74] [69] [41] [76] [10] [58].

En cualquiera de estos contextos, el primer requerimiento básico para usar referencias es ser

capaz de percibirlas, especialmente durante la ejecución del movimiento del robot, a pesar

de las limitaciones del campo de vista del sensor. En [39] [40] se estudia la integración de

restricciones no holonómicas y de visibilidad usando un robot de manejo diferencial (DDR)

que tiene que mantener en vista referencias estáticas en un entorno con obstáculos. Primero

determinan las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una trayectoria de

tal forma que el sistema sea capaz de mantener la visibilidad hacia una referencia dada.

Después extienden este resultado al problema de planificación de trayectorias garantizando

la visibilidad a través de un conjunto de referencias.

Los trabajos presentados en [7] [83] [96] pertenecen al grupo de métodos de control

óptimo que son ejecutados en lazo abierto. Tales métodos podŕıan beneficiarse de los

resultados de la investigación sobre control visual de robots móviles con ruedas [59] [8]

[9], de tal forma que los planes puedan ser ejecutados en lazo cerrado.
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Caṕıtulo 3

Algoritmo de navegación para un

robot puntual

Los algoritmos de construcción de representaciones topológicas que sustentan esta tesis

son presentados en este caṕıtulo.

3.1. Modelo Topológico: Gap Navigation Tree

En este caṕıtulo describiremos brevemente el árbol de navegación basado en brechas

(Gap Navigation Tree o GNT), para un robot puntual. Se presentarán los principales

conceptos utilizados para su desarrollo y los principales resultados obtenidos en trabajos

previos, los cuales extendemos en esta tesis para un robot con forma de disco.

El algoritmo del GNT construye una representación topológica del entorno en forma

de un árbol obtenido por medio de un sensor omnidireccional (con un campo de vista de

3600).

3.1.1. Modelo del robot

El robot es modelado como un punto que se mueve en un espacio desconocido.

Notación

R es el ambiente donde el robot se mueve.
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∂R es la frontera del ambiente.

x es la posición del robot.

G(x) es una secuencia de brechas detectadas por el sensor de brechas.

El sensor de brechas

El robot sólo cuenta con un sensor, el sensor de brechas, que tiene la habilidad de

detectar y seguir discontinuidades en la información de profundidad. El sensor de brechas

puede ser implementado con un telémetro láser o con un puntero láser y una cámara

omnidireccional. Cada discontinuidad es llamada brecha y corresponde a una región no

visible por el robot. Se supone que el robot puede seguir y distinguir las brechas en todo

momento y almacenar cualquiera de sus cambios combinatorios.

El sensor de brechas regresa únicamente una lista ordenada ćıclicamente de etiquetas

asignadas de forma única a cada brecha, es decir, G(x) = [g1, ..., gk] es la secuencia de

brechas que regresa el sensor de brechas cuando el robot está en un lugar del entorno

x ∈ R. Para cualquier posición del robot en el entorno, cada brecha está etiquetada de

forma única y no contiene información de distancias o ángulos (vea la Figura 3.1).

Figura 3.1: El entorno visto por el robot. La posición del robot es mostrada como un

punto negro. A la izquierda, se muestra el entorno y la visibilidad del robot. A la derecha,

se muestra el orden angular de las brechas detectadas en la región de visibilidad. Figura

obtenida del trabajo presentado en [93].
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Primitivas de movimiento

Los movimientos del robot son expresados como una secuencia de primitivas de

movimiento, las cuales son descritas solamente en términos de la información del sensor.

Para un brecha g ∈ G(x), una primitiva de cazar (moverse hacia) la brecha es denotada por

chase(g); hay que notar que no hay una referencia a x porque su posición x es desconocida

para el robot. En esta primitiva de movimiento, el robot rota hasta alinearse con la brecha

y después avanza con velocidad unitaria. Hay que hacer notar también que la primitiva

chase(g) puede causar seguimiento de frontera. Es decir, un movimiento en donde el robot

se mueve tocando la frontera de un obstáculo.

La primitiva de movimiento puede ser considerada como una acción en un enfoque

jerárquico donde una observación dispara una acción y donde hay una capa de planificación

y otra de control. Por lo tanto es importante especificar las condiciones bajo las cuales la

primitiva de movimiento termina. La primitiva chase(g) termina cuando g desaparece.

3.1.2. Árbol de navegación basado en brechas (GNT)

La construcción del GNT empieza añadiendo n nodos hijo a la ráız de un árbol, donde

n es el número de brechas que regresa el sensor de brechas en su observación inicial del

ambiente. Las brechas son etiquetadas consecutivamente empezando con g1. Para cualquier

brecha nueva que aparezca, se le asigna el siguiente entero no utilizado para asegurar

identificación única. Por ejemplo, si el sensor del robot inicialmente detecta tres brechas, el

sensor de brechas regresaŕıa la siguiente lista ordenada [g1, g2, g3] y la ráız del GNT tendŕıa

tres nodos hijo.

Eventos cŕıticos y construcción incremental del GNT

Mientras el robot se mueve en el entorno pueden ocurrir cambios en la información

del sensor de brechas debido a la ocurrencia de eventos cŕıticos. Cuando ocurre un evento

cŕıtico el GNT es actualizado. Existen cuatro diferentes tipos de eventos cŕıticos:

1. Una nueva brecha aparece: Un nuevo nodo g es añadido como hijo de la ráız, mientras

se preserve el orden angular de la lista del sensor de brechas.

2. Las brechas g1 y g2 se unen en g: Los nodos g1 y g2 se vuelven hijos del nuevo nodo

g, el cual es añadido como hijo de la ráız, mientras se preserva el orden ćıclico.
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3. Una brecha desaparece: El nodo g, el cual debe ser una hoja, es suprimido.

4. La brecha g se divide en g1 y g2. Si g es un nodo hoja, entonces g1 y g2 se vuelven nuevos

nodos; de otra manera, ya exist́ıan como hijos de g. Ambos g1 y g2 son conectados a

la ráız, preservando el orden angular.

Interpretación geométrica del GNT

La relación entre los eventos cŕıticos y la geometŕıa del entorno está determinada por

los cruces del robot por inflexiones generalizadas o bi-tangentes generalizadas de la frontera

del entorno ∂R [93] (como se ilustra en la Figura 3.2). La aparición o desaparición de brechas

ocurre cuando el robot cruza un rayo de inflexión, y la unión o división de brechas ocurre

cuando el robot cruza complementos bi-tangentes.

Lema 3.1.1 Sean g1 y g2 dos brechas que se unen en la brecha g3. Cuando g3 se divide, g1

y g2 aparecen en la misma posición angular al tiempo de la unión, independientemente del

movimiento del robot.

La prueba del Lema 3.1.1 aparece en [93].

(a) (b)

Figura 3.2: Eventos cŕıticos. (a) La aparición y desaparición de brechas ocurre cuando el

robot cruza una ĺınea de inflexión. (b) División y unión ocurren al cruzar complementos

bi-tangentes. Figura obtenida del trabajo presentado en [93].
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Mapa de caminos basado en brechas

Las trayectorias seguidas por el robot utilizando cualquier primitiva de movimiento

después de un evento cŕıtico corresponden a los ĺımites de las celdas del grafo de aspectos

[93]. El conjunto de puntos de R visitados por el robot al realizar las trayectorias descritas

arriba es llamado el mapa de caminos, y es denotado por S.

Construcción de un GNT completo

Los nodos en el árbol pueden ser de dos tipos: primitivos y no primitivos. Un nodo

primitivo codifica que el espacio detrás de la oclusión que lo genera, ya ha sido percibido y

un nodo no primitivo codifica que aún no ha sido percibido. Inicialmente todos los nodos son

no primitivos y los nodos primitivos son añadidos al árbol como resultado de la aparición

de brechas (oclusión de regiones visibles previamente). Un árbol es incompleto cuando

tiene nodos hoja que son no primitivos. Por lo tanto, el GNT es forzado a ser completo

cazando nodos hoja no primitivos iterativamente. Cuando el nodo hoja que se está siguiendo

(cazando) desaparece, entonces otro nodo hoja no primitivo es seleccionado para ser cazado.

El orden en que los nodos hoja no primitivos son cazados no es importante. Eventualmente

todas las hojas serán primitivas, en cuyo caso el GNT es completo.

Como un ejemplo de la construcción de un GNT completo, suponga que el robot está en

el entorno mostrado en la Figura 3.3. En la Figura 3.3(a), se muestra los ĺımites de las celdas

del grafo de aspectos (ĺıneas punteadas). La ráız del GNT es el disco negro. Los nodos que no

son conocidos como primitivos son mostrados como ćırculos, y los nodos que son primitivos

son cuadros. El robot empieza la construcción del GNT como se muestra en la Figura 3.3(a).

Alĺı el robot primero ejecuta chase(g1). Cuando esta brecha es seguida, al cruzar un rayo

de inflexión una nueva brecha aparece, lo que dispara un evento de aparición utilizando la

información de sensado, y la brecha g3 es añadida al árbol (ver la Figura 3.3(b)). Después,

las brechas g1 y g3 se unen, y se vuelven hijos de un nuevo nodo g4 (ver la Figura 3.3(c)).

Cuando g1 desaparece (ver Figura 3.3(d)), g2 es la única brecha no primitivo que queda, y el

robot ejecuta chase(g2), el cual genera la ejecución de la secuencia de primitivas [chase(g4),

chase(g2)], es decir, para que el robot pueda seguir a g2 primero debe seguir a g4. El robot

sigue (caza) g4 hasta que se divide, y después, g2 es seguido (ver Figura 3.3(e)). Finalmente,

cuando g2 desaparece, todos los nodos hoja son primitivos (ver Figura 3.3(f)).

Lema 3.1.2 El procedimiento de seguir hojas no primitivas iterativamente termina con un

25



(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 3.3: Construyendo un GNT. Figura obtenida del trabajo presentado en [93].
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GNT completo como resultado.

La prueba del Lema 3.1.2 aparece en [93]. Note que incluso cuando el GNT

está completo, aún aśı el GNT cambia cuando el robot se mueve en su entorno. Esto pasa

porque el árbol siempre expresa su entorno, relativo a un marco local del robot.

3.1.3. Navegación Óptima

Dado que el GNT se construye a partir de eventos cŕıticos, y que estos corresponden

a los ĺımites de las celdas del grafo de aspectos, puntos dentro de la misma celda tienen el

mismo GNT. Una vez que el GNT es construido, las trayectorias generadas siguiendo una

secuencia de brechas en el GNT son óptimas en distancia euclidiana.

Movimiento a lo largo del mapa de caminos basado en brechas

En lo siguiente, se discute sobre la optimalidad de las trayectorias generadas usando

secuencias de brechas en el GNT, en términos de distancia euclidiana, usando las primitivas

de movimiento chase(·).

Sean p y q puntos en el mapa de caminos basado en brechas.

Sea U = [u1, u2, . . . , un] la secuencia de intervalos máximamente conectados de ∂R

que el robot atraviesa (en orden) en la trayectoria más corta de p a q.

Lema 3.1.3 Sea H = [g1, g2, . . . , gn] la secuencia de brechas en la cual gi es la brecha

seguida cuando el robot atraviesa el intervalo ui ∈ U . La trayectoria generada siguiendo

iterativamente la secuencia H es la trayectoria más corta entre p y q.

Teorema 3.1.4 Si R es simplemente conectado y el robot está en un punto en S, entonces

la trayectoria codificada en el GNT entre la ráız y cualquier punto q ∈ S es globalmente

óptima en distancia euclidiana.

La prueba del Teorema 3.1.4 y del Lema 3.1.3 aparecen en [93].

Hay que notar que la optimalidad surge únicamente de los eventos cŕıticos, y que el

robot no necesita realizar mediciones precisas de distancia. Para poĺıgonos, algunos de los
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intervalos definidos en U pueden degenerarse solamente en puntos y el mapa de caminos

basado en brechas corresponde al grafo de visibilidad reducido1.

Viajando a cualquier lugar en el entorno

El robot no está confinado al grafo de visibilidad reducido. Una meta en términos

de coordenadas (es decir, (x, y)) no tiene ningún significado en el contexto del GNT. Sin

embargo, se supone que el entorno del robot contiene referencias visuales (p. ej., un cuadro

azul) y objetos que el robot puede mover (p. ej., una pelota roja). Con esta suposición se

pueden realizar tareas como “buscar la pelota roja y llevarla a donde se encuentra el cuadro

azul”.

Se supone que cada objeto y referencia visual son identificados de forma única y pueden

estar en cualquier lugar en R. Un objeto oi ∈ O se dice que es reconocido cuando el robot

está en x ∈ R si y sólo si oi ∈ V (x), donde V (x) es la región de visibilidad del robot en la

posición x (es decir, el objeto está dentro del rango de vista del sensor). El reconocimiento

de referencias visuales es definido de manera similar.

Se pueden aumentar las capacidades del sensor de brechas para reconocer objetos y

referencias. La primitiva chase(·) puede ser adaptada para realizar tareas de recuperar

objetos o moverse hacia referencias. En este caso, un quinto evento cŕıtico es incluido, el

cual corresponde a la aparición de un objeto o referencia visual en G(x). Por lo tanto,

chase(·) termina si la brecha se divide o desaparece mientras es cazada, si un objeto aparece

o si una referencia aparece. El robot también debe contar con la habilidad de seguir objetos

o referencias visuales, lo cual se denota respectivamente como chase(o) o chase(l).

La construcción del GNT se realiza de la misma forma que en la sección 3.1.2; sin

embargo, se almacena nueva información en el árbol. La definición del GNT es extendida

para permitir que los objetos o referencias visuales aparezcan como nodos. Si un objeto o

referencia visual es ocluido por un vértice que genera la brecha g (puede verse como una

unión), entonces es añadido como hijo de g (Ver la Figura 3.4). El robot puede regresar a

cualquier referencia visual l siguiendo (cazando) g hasta que l aparezca en G(x). Por lo tanto,

se puede definir la primitiva chase(l) como una secuencia de primitivas de movimiento que

llevan a l. Un objeto puede ser manejado de la misma manera en el GNT, dando como

resultado chase(o). Los objetos difieren de las referencias en que el robot puede llevar

objetos a otra parte de R para dejarlos alĺı. Mientras el robot se mueve, los objetos son

1La definición está en el Apéndice A
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incorporados en el GNT en caso de que se requiera regresar al lugar donde se dejó el objeto.

Teorema 3.1.5 El GNT extendido codifica las trayectorias de cualquier objeto o referencia

visual en el entorno desde la posición actual del robot.

La prueba del Teorema 3.1.5 aparece en [93].

Figura 3.4: Codificando los objetos en el GNT. Cuando el objeto triangular se esconde

detrás de la brecha, se asocia ese objeto con la brecha. La brecha codifica la última vez

que el objeto fue visible (el objeto está escondido detrás de la brecha). Figura obtenida del

trabajo presentado en [93].

3.1.4. Entornos múltiplemente conectados

En el caso de entornos múltiplemente conectados1, ∂R tiene varios componentes. Se

supone que cada componente de ∂R está delimitado y es la imagen de una curva cerrada

anaĺıtica a partes. La construcción y uso del GNT fue basada en la primitiva de movimiento

de seguir brechas hasta que ocurren eventos cŕıticos. Aunque esto ofrece un control simple y

limpio para el robot, no es suficiente para entornos múltiplemente conectados. Se establece

formalmente este resultado negativo en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.6 La terminación de las primitivas de movimiento no está garantizada en

entornos múltiplemente conectados.

Además, usando sólo el sensado de brechas, la optimalidad global en entornos

múltiplemente conectados no puede ser alcanzada.

1La definición está en el Apéndice A
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Teorema 3.1.7 La optimalidad de la trayectoria global en general no es posible usando

únicamente el sensado de brechas.

La prueba de los Teoremas 3.1.6 y 3.1.7 aparece en [93].

Nuevas suposiciones para entornos múltiplemente conectados

Algunos eventos cŕıticos nuevos deben ser introducidos de tal manera que se garantice

que una primitiva de movimiento termine. La forma de realizar esto es proveer al robot

con la capacidad de reconocer una localidad vista anteriormente. Esto puede ser hecho

proveyendo al robot con marcadores. Cuando el robot hace contacto por primera vez con

la frontera de un componente b mientras sigue (caza) una brecha se suelta un marcador.

Después, si al seguir la misma brecha, el marcador es encontrado, un evento cŕıtico es

disparado. Esto indica que la frontera del componente ha sido rodeada completamente una

vez. Se le da una nueva primitiva al robot, surround(b), la cual comanda al robot para

recorrer completamente la frontera del componente b una vez.

El número de marcadores necesitados depende del algoritmo de construcción del GNT

en particular. El algoritmo rodea cada componente de frontera, uno por uno, guardando

todos los eventos cŕıticos basados en brechas.

En resumen, los nuevos requerimientos para entornos múltiplemente conectados son:

sólo un marcador debido a que el robot volverá a encontrarlo y la habilidad de identificar

cada componente de frontera (por ejemplo, por color). Aśı como los objetos y las referencias

visuales, los componentes de frontera de ∂R son asociados a una brecha. Particularmente,

el comienzo y fin de una brecha son asociados con respecto a los componentes de frontera.

Construcción del GNT para entornos múltiplemente conectados

Al comenzar la exploración, todas las hojas del GNT son marcadas como no primitivas.

Para garantizar que el robot verá todo el entorno, una primitiva de rodear es ejecutada por

cada componente de ∂R. El robot escoge seguir arbitrariamente un componente de frontera

que no ha rodeado antes, y una vez que éste ha sido rodeado, otro nuevo componente es

seleccionado.

Teorema 3.1.8 En el GNT para entornos múltiplemente conectados las primitivas chase(l)
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y chase(o) resultan en movimientos localmente óptimos (hasta la clase homotópica1) en

distancia a la referencia (l) u obstáculo (o), entre cualquier par de posiciones posibles en

R.

La prueba del Teorema 3.1.8 aparece en [93].

3.1.5. Implementación

Simulación

En [93], se muestran simulaciones de los algoritmos del GNT para entornos simplemente

conectados y múltiplemente conectados. La Figura 3.5 muestra una simulación de la

construcción del GNT que es realizada en [93]. La posición del robot está marcada con

un disco negro, el cual sirve como ráız de la representación gráfica del GNT. Los nodos

primitivos se muestran como cuadros y los nodos no primitivos como ćırculos. Los colores

oscuro (rojo) y claro (verde) de los nodos representan regiones ocluidas en el entorno a la

derecha y a la izquierda respectivamente. Las ramas del GNT están alineadas a las brechas

que representan, pero esto es sólo por claridad de la presentación. Hay que recordar que no se

usa información angular exacta para la construcción del GNT. La posición inicial del GNT

es mostrada en la Figura 3.5(a). Debido a que ninguna brecha ha sido explorada, todos los

nodos del árbol son ćırculos (brechas no primitivas). Las Figuras 3.5(b) y 3.5(c) muestran

diferentes estados del GNT, mientras brechas no primitivas son exploradas. La Figura 3.5(d)

muestra el instante después de que la última brecha no primitiva ha desaparecido. Puede

verse que todos los nodos hoja del GNT son cuadros.

Experimentos con un robot móvil Pioneer

En [93], se presentan experimentos en un robot Pioneer 2-DX. El robot fue equipado

con dos telémetros láser para obtener un campo de vista omnidireccional. La Figura 3.6

muestra algunos instantes durante la construcción del GNT.

1La definición está en el Apéndice A
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.5: Simulación del GNT para un robot puntual en un ambiente simplemente

conectado. Figura obtenida del trabajo presentado en [93].
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figura 3.6: Implementación del GNT en un robot Pioneer 2-DX. Figura obtenida del trabajo

presentado en [93].
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3.2. Mi implementación del GNT para un robot puntual

El primer paso para extender el GNT para un disco fue implementar el GNT original

para un punto. El GNT fue implementado en simulación utilizando una representación

poligonal del entorno.

Se realizaron algunas pruebas para ambientes simplemente conectados como los

mostrados en la Sección 3.1.5. En la Figura 3.7, se muestran varias capturas de pantalla de

la simulación del robot puntual. La estructura del GNT se presenta en la Figura 3.7(e).

También se realizaron pruebas en entornos más complejos como los mostrados en la

Figura 3.8. En esta figura, se muestra un entorno cuatro veces más grande que el de la Figura

3.7. En la Figura 3.8(a) se muestra al GNT poco después del inicio de la exploración. Se

puede ver como una rama del GNT codifica toda la estructura de la parte superior izquierda

del entorno. Al pasar de la parte inferior izquierda a la parte superior izquierda en la Figura

3.8(b) se puede ver como un árbol de dos ramas codifica lo parcialmente explorado. Casi al

final de la construcción del GNT, en la Figura 3.8(c) se observa que la estructura del GNT

ha crecido considerablemente. El GNT completo es mostrado en la Figura 3.8(d).
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figura 3.7: Mi simulación del GNT para un punto en un entorno como el mostrado en la

Sección 3.1.5
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.8: Mi simulación del GNT para un punto en entornos más complejos
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Caṕıtulo 4

Navegación óptima para un robot

de manejo diferencial con forma de

disco

4.1. Introducción

Si un robot puntual es colocado dentro de una región poligonal conocida, entonces

calcular las trayectorias más cortas es fácil. El enfoque más común es calcular un grafo de

visibilidad que incluye solamente los bordes bitangentes, el cual es realizado por un algoritmo

de barrido radial en un tiempo O(n2 lg n) [27] (existe también un algoritmo O(n lg n +

m), en el cual m es el número de bitangentes [35]). Una alternativa es el método Dijkstra

continuo, el cual propaga combinatoriamente un frente de onda a través de la región y

determina la trayectoria más corta en un tiempo O(n lg n). Existen numerosas variaciones

del problema. Calcular las trayectorias más cortas en regiones poliédricas tridimensionales es

NP-hard [19]. Si se permite que los costos vaŕıen sobre las regiones, el problema se complica

considerablemente [66, 73]. Vea [34, 65] para estudios de algoritmos de las trayectorias más

cortas. Para esfuerzos recientes en obstáculos curvos, vea [21]. En este trabajo consideramos

un robot de manejo diferencial DDR con forma de disco y suponemos que el mapa geométrico

del ambiente es desconocido.

El uso de un robot puntual es poco realista en la mayoŕıa de las aplicaciones prácticas.

Por lo tanto, es interesante estudiar el caso de un robot disco, el cual puede corresponder,

por ejemplo, a la plataforma Roomba. Una vez que el robot tiene dimensiones no triviales,
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Figura 4.1: a) La trayectoria óptima para un robot puntual, b) La trayectoria óptima para

un robot disco, c) El sensor de brechas (el pequeño disco solido en la frontera del robot)

detecta la secuencia de brechas G = [gR1 , g
L
2 , g

L
3 , g

R
4 , g

L
5 ], en la que gR1 y gR4 son brechas

derechas (de cerca a lejos) y gL2 , g
L
3 , y gL5 son brechas izquierdas (de lejos a cerca).

el problema puede ser expresado en términos de obstáculos en el espacio de configuraciones.

En el caso del espacio de configuraciones, se presentan soluciones en [22, 57].

Ahora suponga que el mapa del entorno no le es dado al robot. En ese caso el robot debe

usar sus sensores para explorar y construir el mapa del entorno para desarrollar estrategias

de navegación. Dados sensores poderosos y buena odometŕıa, enfoques estándar de SLAM

[29, 88] pueden ser aplicados, para obtener un mapa que puede ser usado como entrada

para los métodos previamente mencionados. Sin embargo, en este trabajo no permitimos

que el robot pueda ubicarse a śı mismo con respecto a un marco de referencia global

o construir un mapa geométrico. En lugar de ello, el robot observa el mundo usando

principalmente un sensor de brechas, introducido en [93], el cual permite determinar las

direcciones de discontinuidades en profundidad (distancia hacia la frontera del entorno)

y moverse hacia cualquiera de esas direcciones. Bajo este modelo pero para un robot

puntual, un filtro combinatorio llamado el árbol de navegación basado en brechas (GNT)

fue introducido, de forma que codifica precisamente la parte de la trayectoria más corta en

el grafo de visibilidad, que es necesario para la navegación óptima [93]. La estructura de

datos aprendida corresponde exactamente al árbol de la trayectoria más corta [34] desde la

ubicación del robot. Esto le permite al robot navegar hacia cualquier landmark previamente

vista siguiendo la trayectoria más corta en distancia, aún cuando no puede medir distancias

de forma directa. El GNT fue extendido a detección probabiĺıstica de brechas y aplicado a

la exploración en [68]. El GNT fue extendido a modelos de nubes de puntos en [50]. Una

familia amplia de sensores de brechas es descrito en [55].
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El caso de un robot disco es importante debido a que los robots reales tienen

una anchura diferente de cero. Desafortunadamente, el problema es considerablemente

más retador debido a que sin información sensorial adicional, el robot puede colisionar

accidentalmente con obstáculos que se asoman dentro de su región de barrido mientras se

mueve a lo largo de una bitangente. Vea la Fig. 4.1 (a) y (b). En navegación, el robot debe

en cambio ejecutar desv́ıos de la bitangente. Sensar, caracterizar y navegar óptimamente

alrededor de estas obstrucciones es una de las contribuciones de esta tesis. El método para

generar movimientos de navegación óptimos es modelado como una Máquina de Estados

Finitos de Moore (FSM). Antes de proceder con el modelo detallado y la estrategia de

movimiento, es importante tener en mente varios puntos:

1. El robot es colocado dentro de un entorno, pero no le es dada la ubicación de los

obstáculos ni su propia ubicación y orientación. El robot observa esta información

en marcos de referencia locales. El propósito es mostrar cómo la navegación óptima

es sorprendentemente posible sin el ordinario SLAM. Sin embargo, suponemos que el

GNT que codifica el entorno ha sido construido usando la estrategia de exploración

presentada en [49].

2. Se proporciona una estrategia de navegación que gúıa al robot hacia cualquier

landmark colocado en el entorno usando el GNT aprendido. Bajo las condiciones

dadas por nuestro planteamiento del problema (vea más adelante) la estrategia de

navegación propuesta es óptima y se demuestra esta afirmación.

3. Creemos que aún bajo errores de control y sensado, los cuales no son considerados

en esta tesis, la estrategia de navegación propuesta estaŕıa cercana al óptimo. Por lo

tanto, puede ser útil en muchas aplicaciones prácticas para que los robots naveguen

eficientemente con retroalimentación de sensores.

El contenido de este caṕıtulo es organizado como sigue: La Sección 4.2 presenta

formalmente el modelo del robot incluyendo las capacidades sensoriales y de movimiento.

La Sección 4.3 presenta un vector de observación que es usado para decidir la acción del

robot. La Sección 4.4 describe la máquina de estados finitos que es usada para generar la

navegación óptima el robot. La Sección 4.5 presenta una poĺıtica de movimiento basada

en retroalimentación que mapea la observación con los comandos del robot. La Sección

4.6 discute la optimalidad de la estrategia de movimiento y la Sección 4.7 presenta la

implementación en simulación.
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4.2. Planteamiento del problema

El robot es un sistema de manejo diferencial (un robot con dos ruedas, donde cada rueda

tiene un motor independiente) que tiene definida la dirección hacia adelante (heading).

El robot tiene la forma de un disco con radio r que se mueve en un entorno plano y

poligonal, el cual puede ser cualquier conjunto compacto E ⊂ R
2 para los cuales el interior

de E es simplemente conectado. La frontera, ∂E, de E es la imagen de una curva cerrada

anaĺıtica a trozos. Sin embargo, se supone que el subconjunto libre de colisión del espacio

de configuraciones del robot está simplemente conectado o puede tener varios componentes

conectados.

El espacio de configuraciones obstáculo proyectado en el plano corresponde a la de un

disco crecido un radio r, esto es, la frontera extendida de E lo cual es debido al radio del

robot1.

Sea Λ una landmark estática ubicada en el entorno que tiene la forma de un disco con el

mismo radio que el robot. Suponemos que Λ está pintada en el suelo, por lo tanto, no tiene

volumen y no produce discontinuidades en distancia (brechas). Esta suposición es hecha ya

que el robot tiene como meta estacionarse sobre la landmark.

Un objetivo principal de este trabajo es que el robot navegue con una trayectoria hacia

Λ que minimiza la distancia Euclidiana viajada por el centro del robot. Además, estamos

interesados en conocer si tal trayectoria existe o no.

4.2.1. Modelo de sensado

El robot tiene un sensor omnidireccional, el cual es utilizado para sensar el entorno. El

sensor omnidireccional es capaz de detectar y rastrear discontinuidades en la información

de profundidad (brechas). Por lo tanto, sobre el sensor omnidireccional, es posible construir

un detector de brechas, en lo futuro referido como el sensor de brechas.

1) Sensor de brechas: El sensor omnidireccional [55, 93] es capaz de detectar y seguir

(cazar) dos tipos de discontinuidades en la información de profundidad (considerando una

dirección en sentido contrario a las manecillas del reloj a lo largo de ∂E): discontinuidades

de lejos a cerca y discontinuidades de cerca a lejos (vea la Fig. 4.1(c)). Sea G = [gt1, ..., g
t
k ] la

secuencia circular de brechas observadas por el sensor. Usando esta notación, t representa

1Note que esto es el espacio de configuraciones correspondiente al de un disco expandido el radio r y no

el de cuerpo ŕıgido, debido a la simetŕıa rotacional.
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el tipo de discontinuidad, en la que t = R significa una discontinuidad de cerca a lejos

(la porción oculta está a la derecha), llamada una brecha derecha, y t = L significa una

discontinuidad de lejos a cerca (la porción oculta está a la izquierda), llamada una brecha

izquierda. Por ejemplo, el sensor de brechas en la Fig. 4.1(c) detecta brechas de diferente

tipo: G = [gR1 , g
L
2 , g

L
3 , g

R
4 , g

L
5 ].

Usamos el Árbol de Navegación basado en Brechas (GNT) [55, 93] para representar

el entorno. El GNT es una estructura de datos eficiente que cambia dinámicamente de

acuerdo a algunos eventos cŕıticos, como lo vimos en el Capitulo 3. El sensor de brechas

es capaz de identificar cualquiera de los cuatro eventos cŕıticos posibles relacionados a las

brechas: una brecha aparece, desaparece, se divide y dos brechas se unen [93]. La trayectoria

hacia la landmark está codificada como una rama en el GNT, la cual es una secuencia de

brechas a seguir (cazar). Esta rama en el GNT tiene como nodo hoja, el nodo que codifica

la landmark. Como es mencionado antes, suponemos que el GNT que codifica el entorno ya

ha sido construido usando la estrategia de exploración presentada en [49]. En consecuencia,

el GNT es usado para propósitos de navegación.

Colocamos el sensor de brechas sobre la frontera del robot y definimos primitivas de

movimiento que durante la navegación mueven al robot sobre trayectorias libres de colisión

que posiblemente estén en contacto con los obstáculos (moverse a lo largo de la frontera

del subconjunto del espacio de configuraciones, esto es trayectorias semi-libres, es necesario

para la mayoŕıa de las trayectorias óptimas). Estas primitivas de movimiento, descritas en

detalle en la Sección 4.2.3, permiten que el robot rote sobre su centro de modo que quede

alineado con una brecha deseada para moverse hacia delante mientras sigue (caza) una

brecha, y para seguir ∂E mientras el sensor está alineado a una brecha.

Se supone que el sensor de brechas puede moverse a dos diferentes posiciones fijas sobre

la frontera del robot: los extremos del lado izquierdo y derecho con respecto a la dirección

de las ruedas hacia delante. Una forma de implementar esto, es con una torreta que permite

que el robot mueva el sensor de brechas de su lado izquierdo a su lado derecho y viceversa.

La Fig. 4.3(c) muestra al sensor alineado hacia una brecha derecha, en la cual el sensor de

brechas está en el lado derecho del robot. Para alinear al sensor hacia una brecha izquierda,

el robot mueve el sensor de brechas hacia su lado izquierdo. El sensor omnidireccional es

capaz de medir distancias y ángulos a los vértices que generan brechas. Sea du la distancia

entre el sensor omnidireccional y el vértice ui que origina la brecha gi (en la Fig. 4.2(d)

gi = gR0 ).

2) Sensores laterales: Para detectar obstáculos que obstruyen al robot, nuestro método
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necesita medir distancias entre los puntos extremo del lado izquierdo y derecho (hacia

adelante del robot) y los obstáculos. Sean estos puntos particulares del robot el punto del

lado izquierdo lp y el punto del lado derecho rp. La dirección particular tangente a la frontera

del robot en el punto rp es llamada rt. La dirección particular tangente a la frontera del

robot en el punto lp es llamada lt (vea la Fig. 4.2(a)). Note que basado en la distancia, las

discontinuidades pueden ser detectadas. Sea dR la distancia entre rp y los obstáculos en la

dirección particular rt, y dL la distancia entre lp y los obstáculos en la dirección particular

lt (vea la Fig. 4.2(b)).

Si la dirección particular, ya sea rt o lt, está apuntando a un vértice reflejo2 (una

brecha está alineada con esta dirección), entonces ocurre una discontinuidad en la lectura

del sensor en esta dirección. Sea dR
t la distancia desde rp hasta el punto más cercano en la

frontera del entorno ∂E a lo largo de la dirección de la discontinuidad. Similarmente, dL
t

denota la distancia desde lp. Ve la Fig. 4.2(c).

Nuestra estrategia de movimiento sólo requerirá comparación de distancias para

determinar cual es mayor, en lugar de necesitar medidas precisas de dicha distancia. Esto

hace que el método pueda ser robusto contra errores de sensado y de control.

3) Sensores de contacto: Nuestro enfoque requiere detectar si el robot está tocando ∂E

en rp o lp.

4) Sensor de alcance de la landmark: Nuestro enfoque también requiere un sensor que

detecte que el landmark ha sido alcanzado.

Las medidas de distancia entre los obstáculos y rp y lp en las direcciones rt y lt (hacia a

delante), y la información de si el robot está tocando ∂E en rp o lp, puede ser obtenida con

diferentes configuraciones de sensores. Por ejemplo, es posible usar dos punteros láser y dos

sensores de contacto, cada uno de ellos ubicado en rp y lp. Sin embargo, para usar un menor

número de sensores y facilitar la instrumentación de un sistema robótico, es posible emular

ambos sensores de contacto y uno de los punteros láser, usando el sensor omnidireccional.

La lectura del sensor omnidireccional en la dirección de avance del robot emula la lectura

del puntero láser. Las lecturas del sensor en las direcciones perpendiculares a la dirección de

avance del robot son usadas en este caso. Si el robot está tocando ∂E en el punto en el cual

el robot está ubicado, entonces la lectura del sensor es cero. Si el robot está tocando ∂E en el

punto diametralmente opuesto a la del sensor omnidireccional, entonces la lectura del sensor

corresponderá al diámetro del robot (vea la Fig. 4.2(e)). Por lo tanto, una opción es tener

2Definición en el Apéndice A
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Figura 4.2: Sensores laterales: (a) Puntos rp y lp, y direcciones rt y lt, (b) dL y dR, (c) dL
t,

(d) du, (e) Lecturas del sensor omnidireccional para detectar contacto.

al robot equipado con un sensor omnidireccional y un puntero láser; éstos estarán ubicados

en lp y rp. Recuerde que una torreta puede ser usada para intercambiar la ubicación del

puntero láser y el sensor omnidireccional para evitar rotaciones en sitio innecesarias del

robot . La torreta se mueve sobre la frontera del robot. Las brechas o landmarks siempre

son cazadas con el sensor omnidireccional; el puntero láser es usado para ayudar a detectar

obstáculos.

Un vector de observación es obtenido con los sensores del robot, este vector es usado

para decidir la acción del robot. En la Sección 4.3 se describe en detalle este vector de

observación.

4.2.2. Codificación de la landmark

En [49], se dice que el landmark es reconocido si Λ es visible, al menos parcialmente,

desde la ubicación del sensor omnidireccional. Si el landmark es totalmente visible

(completamente contenido en el poĺıgono de visibilidad V (q)) desde la ubicación del sensor

omnidireccional, entonces la landmark se codifica en el GNT como nodo hijo de la ráız.

Si la landmark está totalmente o parcialmente ocluida desde la ubicación del sensor

omnidireccional, entonces la landmark se codifica como nodo hijo del nodo que representa

un gap en el GNT [93].

Sea rpΛ un punto extremo sobre la landmark tal que, si rt está alineada a rpΛ, entonces
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el cuerpo del landmark está a la derecha de la dirección particular rt. Existe una definición

análoga para el punto lpΛ.

Si un vértice reflejo ocluye el punto rpΛ, entonces la Λ es codificado con la brecha que es

generada por el vértice. Del mismo modo, si un vértice reflejo ocluye el punto lpΛ, entonces

la landmark es codificada con la brecha que es generada por el vértice. Esta codificación es

la codificación usada en [49], por lo tanto, la landmark Λ puede ser codificada a lo más con

dos brechas. La estrategia de navegación propuesta en esta tesis, es capaz de encontrar la

trayectoria que minimiza las distancia Euclidiana para alcanzar la landmark.

De hecho, la estrategia de exploración propuesta en [49] nos proporciona el GNT

completo (cuando todo el entorno ha sido explorado), incluyendo la codificación de la

landmark en él.

4.2.3. Modelo de movimiento

El robot navega usando una secuencia de primitivas de movimiento, que son generadas

por un autómata para el cual las transiciones entre estados son inducidas únicamente por

retroalimentación sensorial. Para navegar, se le da al robot una brecha (o equivalentemente

el vértice que lo genera) o una landmark como meta. Existen cinco primitivas de movimiento

(vea la Fig. 4.3). Sean wr y wl las velocidades angulares de las ruedas derecha e izquierda,

respectivamente, con wr, wl ∈ {−1, 0, 1}. Por lo tanto, las primitivas de movimiento son

generadas por los siguientes controles.

Rotación en sitio en sentido de las manecillas del reloj: wr = −1, wl = 1.

Rotación en sitio en sentido contrario a las manecillas del reloj: wr = 1, wl = −1.

Rotación con respecto al punto rp en sentido de las manecillas del reloj : wr = 0, wl =

1.

Rotación con respecto al punto lp en sentido contrario a las manecillas del reloj:

wr = 1, wl = 0

Movimiento en ĺınea recta hacia delante: wr = 1, wl = 1.

Las primitivas de rotación son usadas para alinear rt o lt hacia una brecha (o landmark)

espećıfica. Una vez que rt o lt están alineados hacia una brecha, el robot se mueve en

ĺınea recta para cazar la brecha. Si la trayectoria de la brecha seleccionada está bloqueada,
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Figura 4.3: La primitivas de movimiento: (a) Rotación en sitio en sentido de las manecillas

del reloj, (b) Rotación en sitio en sentido contrario a las manecillas del reloj, (c) Movimiento

en ĺınea recta hacia delante, (d) Rotación con respecto al punto rp en sentido de las

manecillas del reloj, (e) Rotación con respecto al punto lp en sentido contrario a las

manecillas del reloj.

entonces el robot ejecuta un desv́ıo seleccionando un nuevo vértice como una sub-meta. Más

detalles acerca de como encontrar un vértice sub-meta son proporcionados en la Sección 4.4.

4.3. Vector de observación

El GNT codifica la trayectoria más corta hacia cualquier lugar en un entorno para un

robot puntual, y también codifica la meta del robot. Sin embargo, para un robot disco esta

información no es suficiente para la navegación óptima. El vector de observación proporciona

las observaciones que el robot necesita para tomar decisiones acerca de las acciones que

producen el movimiento óptimo. En primer lugar, se presentan algunas definiciones útiles.

Definición 4.3.1 La brecha que codifica la trayectoria hacia la landmark en el GNT es

llamada una brecha meta ggoal. La brecha meta es codificada como un nodo hijo de la ráız

en el GNT.

Definición 4.3.2 Un vértice meta ugoal es el vértice que genera la brecha meta, un vértice

meta es visible para el sensor omnidireccional.

Definición 4.3.3 Un vértice sub-meta es el siguiente vértice a ser visitado en la trayectoria

óptima para un robot disco, cuando se requiere un desv́ıo hacia el vértice meta.
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Definición 4.3.4 Un vértice que genera una brecha derecha, es llamado un vértice derecho.

Definición 4.3.5 Un vértice que genera una brecha izquierda, es llamado un vértice

izquierdo.

También nos referiremos a un vértice candidato, el cual es un vértice que puede volverse

un vértice sub-meta. Las condiciones precisas que definen a un vértice candidato están dadas

en la Definición 4.4.1.

El vector de observación yni tiene 14 observaciones binarias. En la lista de abajo se

presenta una descripción para cada observación. Algunas de ellas son más complejas y éstas

son descritas con mayor detalle.

1. FI: la landmark Λ fue alcanzada (1) o no (0).

2. LV: la landmark es totalmente visible desde la ubicación del sensor omnidireccional

(1) o no (0).

3. FR: el robot estuvo alineado por primera vez a un vértice sub-meta (1) de otra manera

(0).

4. RP: el robot está tocando ∂E con el punto rp (1) o no (0).

5. LP: el robot está tocando ∂E con el punto lp (1) o no (0).

6. VR: los vértices que generan brechas derechas han sido ubicados sobre un marco de

referencia local (1) o no (0).

7. VL: los vértices que generan brechas izquierdas han sido ubicados sobre un marco de

referencia local (1) o no (0).

8. AL: el robot está alineado a un vértice dado o a una landmark (1) o no (0).

9. BL: existe un bloqueo hacia un vértice dado o hacia una landmark (1) de otra manera

(0).

10. UN: la brecha meta se ha unido (1) o (0).

11. GT: el tipo de la brecha meta, derecha (1) o izquierda (0).

12. CT: el tipo del vértice candidato, derecho (1) o izquierdo (0).
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13. O1: ubicación del sensor omnidireccional (dos bits son necesarios para establecer la

ubicación del sensor).

14. O2: ubicación del sensor omnidireccional.

VL y VR: Para encontrar el vértice candidato, es necesario ubicar los vértices en marcos

de referencia local. Hay cuatro tipos de marcos de referencia local. Dos de ellos son sólo el

caso simétrico de los otros dos. Describimos los dos marcos de referencia local básicos en

los Apéndices B.1 y B.2.

VR = 1 cuando la ubicación de los vértices derechos ha sido calculada, de otra manera

VR = 0. VL = 1 cuando la ubicación de los vértices izquierdos ha sido calculada, de otra

manera VL = 0.

Alineación del robot AL: El robot puede estar alineado a un vértice dado o a una

landmark. El robot alinea la dirección rt hacia un vértice derecho. Simétricamente, el robot

alinea la dirección lt a un vértice izquierdo. Para seguir (cazar) una landmark, el robot

alinea lt con lpΛ o rt con rpΛ.

Bloqueo BL: Este bit es (1) si existe un bloqueo hacia un vértice dado o landmark y (0)

de otra manera. Un vértice dado o landmark está bloqueado si el robot no puede viajar en

ĺınea recta hacia éste. Una definición formal para las condiciones de bloqueo es dada en la

Sección 4.4.

Existen cuatro formas de detectar un bloqueo:

1. El primero ocurre cuando el robot está alineado a un vértice. Para detectar el bloqueo,

las distancias dL, dR, dL
t y dR

t son usadas. Si la dirección rt está alineada a un vértice

derecho y dR
t > dL entonces la trayectoria del robot en ĺınea recta hacia este vértice

está bloqueada. Igualmente, si la dirección lt está alineada al vértice izquierdo y

dL
t > dR entonces la trayectoria del robot en ĺınea recta está bloqueada.

2. La segunda forma para detectar un bloqueo es usada cuando el robot no está alineado

a un vértice dado. Puede ocurrir que el robot no pueda alinear rt o lt hacia el vértice

meta, debido a que este movimiento puede producir una traslación innecesaria del

robot, y la optimalidad global seŕıa perdida. En la Fig. 4.4, si el robot rota en sentido

contrario a las manecillas del reloj con respecto a rp entonces el centro del robot se
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moverá hacia atrás y la optimalidad se perdeŕıa. Siempre que el robot está tocando

un vértice con el punto rp, para alinear rt con ugoal el vértice meta o landmark, el

máximo ángulo medido en sentido a las manecillas del reloj desde rt hacia el vértice

meta nunca puede ser mayor que π. Por lo tanto, si este ángulo es mayor que π un

bloqueo es detectado.

Existe una detección de bloqueo simétrica si el robot está tocando un vértice con lp.

u2
gL2

u4 u3
gL4

lt

rt

rp

lp

gR
goal

ugoal

Figura 4.4: Bloqueo tipo 2.

3. La tercera forma de detectar un bloqueo, requiere varias medidas. Este tipo de

detección es equivalente a cumplir las condiciones de bloqueo definidas en la Sección

4.4.

4. La cuarta forma de detectar un bloqueo es como sigue. El robot está alineado a

una landmark y la landmark es totalmente visible desde la ubicación del sensor

omnidireccional. La distancia desde el sensor omnidireccional hacia la landmark no

puede ser sensada (dado que la landmark está pintada en el suelo y no genera

discontinuidades de distancia). Consecuentemente, la trayectoria para alcanzar la

landmark es declarada como bloqueada, ya que un movimiento de la torreta debe

ser ejecutada para establecer que la landmark puede ser alcanzada o no sin visitar

primero un vértice. Por lo tanto, un bloqueo hacia el landmark es detectado usando

visibilidad. Si la landmark es totalmente visible en ambos puntos rp y lp entonces la

trayectoria hacia la landmark no está bloqueada. El Caso 2-R y el Caso II-RP (vea la

subsección 4.4.1) presentan los procedimientos para alineamiento con una landmark.

Ubicación del sensor omnidireccional O1 y O2: Usamos dos bits para establecer la

ubicación del sensor omnidireccional.

O1=0 y O2=0 establece que el sensor omnidireccional está en lp, O1=0 y O2=1

establece que el sensor omnidireccional se está moviendo desde lp a rp, O1=1 y O2=0
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establece que el sensor omnidireccional está en rp, y O1=1 y O2=1 establece que el sensor

omnidireccional se está moviendo desde rp a lp.

4.4. Máquina de Estados Finitos para la Navegación Óptima

Una máquina de estados finitos (FSM) está definida como un modelo matemático de

computación, es concebida como una máquina abstracta que puede estar en uno de un

número finito de estados. La máquina está en sólo un estado a la vez, y puede cambiar

de un estado a otro mediante la activación de eventos o condiciones llamadas transiciones.

Una FSM está definida por la lista de sus estados, y las condiciones de activación para

cada transición. Un tipo especial de FSM es la Máquina de Moore la cual incluye salidas

asociadas con cada estado. Estas salidas dependen exclusivamente del estado y no toman en

cuenta la entrada. De acuerdo a la definición presentada, es posible representar la estrategia

de navegación completa como una Máquina de Moore. La FSM M representa el planificador

del robot o la estrategia de navegación. M está formalmente definida como una séxtupla

(Σ, S, s0, δ,Γ, ω), donde :

• Σ es el alfabeto de entrada (un conjunto finito no vaćıo de śımbolos). En M , Σ

está definido como ambos: el vector de observación yni y las consultas de entrada

adicionales dadas por el GNT.

• S es un conjunto de estados finito no vaćıo.

• s0 es el estado inicial, en el cual la tarea de navegación comienza.

• δ es la función de transición de estados: δ : S × Σ→ S. En M , dada una observación

y el estado actual, δ define cual será el siguiente estado. Es importante notar que δ es

una función parcial, por ejemplo, δ(q, x) no está definido para cada combinación de

q ∈ S y x ∈ Σ.

• Γ es el alfabeto de salida (un conjunto finito de śımbolos), está definido como las

señales dadas a los motores para ejecutar un control dado.

• ω es la función de salida: ω : S → Γ. Cada estado proporciona una salida espećıfica

definida en Γ.

La navegación consiste en visitar vértices meta. Sin embargo, el camino en ĺınea recta

hacia el vértice meta puede estar bloqueado. En tal caso un vértice sub-meta es encontrado.
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El vértice que genera una brecha meta que está codificada en el GNT, siempre es

visitado. Por esta razón, llamamos a la trayectoria modificada un desv́ıo. Un desv́ıo empieza

si un vértice meta está bloqueado y termina cuando un vértice sub-meta es alcanzado.

En esta sección se proporciona una Máquina de Estados Finitos (FSM). Un objetivo

principal de esta FSM es encontrar el vértice sub-meta. Una vez que se encuentra el vértice

sub-meta, el robot rota para alinearse con ese vértice y después se mueve en ĺınea recta para

alcanzarlo. Para encontrar el vértice sub-meta, el robot determina vértices candidatos. La

selección de un vértice sub-meta de un conjunto de vértices candidatos, es diferente para

una rotación en sitio que para una rotación con respecto al punto rp o lp, esto es descrito

en las siguientes subsecciones.

La definición de vértices candidatos se da a continuación. Esta definición es recursiva

y hace uso del marco local F , los espacios de búsqueda y de los ángulos θ definidos en

el Apéndice B.1 (rotaciones en sitio) y B.2 (rotaciones con respecto a un punto extremo),

los cuales son usados para verificar el no bloqueo hacia un vértice u. La definición cambia

ligeramente dependiendo de si F está sobre rp o lp, y si el vértice u, el cual es usado

para construir F , es un vértice derecho o izquierdo, produciendo dos escenarios diferentes.

El escenario 1 corresponde a F centrado en rp (o lp) y u siendo derecho (o izquierdo

respectivamente), el cual aparece en ambas rotaciones en sitio y rotaciones con respecto a

un punto extremo (el marco definido en el Apéndice B.1 es utilizado para ubicar vértices en

el caso de rotación en sitio y el marco definido en el Apéndice B.2 es utilizado para ubicar

vértices para cuando el robot rota con respecto a rp o lp). El escenario 2 corresponde a F
centrado en rp (o lp) y u siendo izquierdo (o derecho respectivamente), el cual solamente

aparece en rotaciones con respeto a un punto extremo (usando el marco definido en el

Apéndice B.2). Para adecuar la correcta definición para cada escenario, solamente haga las

sustituciones adecuadas en la definición de acuerdo a la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Etiquetas para Definición 4.4.1.
Escenario 1 Escenario 2

qp = rp u es derecho u es izquierdo

(ó qp = lp) (ó u es izquierdo respectivamente) (ó u es derecho respectivamente)

Ξ significa mayor menor

Υ significa el mayor el menor

Use el marco local F Apéndice B.1 o Apéndice B.2

construido de acuerdo a Apéndice B.2

Condiciones B (condiciones de bloqueo): Considere un marco local F construido

correctamente (vea la Tabla 4.1) sobre qp (rp o lp). Un vértice opuesto o (izquierdo si
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u es derecho, o derecho si u es izquierdo) bloquea u en F , si

(a) o está dentro del espacio de búsqueda de u con respecto a F

(b) o tiene un ángulo θo (θL si o es izquierdo, o θR si o es derecho) que es Ξ que el ángulo

θu relacionado a u (θR si o izquierdo, o θL si o es derecho), ambos medidos de acuerdo

a F , y

(c) o tiene una distancia do
t (dL

t si o es izquierdo, o dR
t si o es derecho) menor que la

distancia du
t (dR

t si o es izquierdo, o dL
t si o es derecho) relacionado a u.

Definición 4.4.1 Para un vértice meta dado ugoal, un vértice candidato c es un vértice

reflejo tal que:

(a) c es un vértice de tipo opuesto a ugoal, donde c satisface las condiciones de bloqueo

para ugoal, y c tiene Υ ángulo θ generando correctamente el marco local F (vea la

Tabla 4.1), o

(b) c es un vértice de tipo opuesto a otro vértice candidato c′, donde c satisface las

condiciones de bloqueo para c′, y c tiene Υ ángulo θ generando correctamente el marco

local F (vea la Tabla 4.1).

En esta sección, describimos las procedimientos para encontrar un vértice sub-meta y

para alinear al robot a ese vértice. Los procedimientos descritos en las subsecciones 4.4.1 y

4.4.3 son parte de la FSM. La FSM completa es presentada en la subsección 4.4.6.

4.4.1. Rotación en sitio: Align

Align es un procedimiento que está organizado en casos. Cada caso corresponde a un

conjunto de estados en la FSM.

En el procedimiento Align, una rotación en sitio es ejecutada para (1) alinear al robot

hacia un vértice meta no bloqueado, (2) alinearlo a una landmark, o (3) alinearlo a un vértice

sub-meta; un alineamiento a un vértice sub-meta puede requerir uno o más alineamientos

a vértices candidatos.

La Fig. 4.5 muestra el diseño de la parte de la FSM que trata con los tres casos

mencionados arriba, a su vez cada uno de ellos es instanciado en un caso izquierdo y un
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caso derecho. Por lo tanto, esta parte de la FSM está organizada en tres casos derechos y

tres casos izquierdos. Note que en la máquina los casos están relacionados, esto significa

que mientras el procedimiento para encontrar el vértice sub-meta se lleva a cabo, el caso en

curso puede cambiar. Abajo, tres de los seis casos son descritos. Los tres casos corresponden

respectivamente a un alineamiento hacia un vértice meta derecho, hacia rpΛ, y hacia un

vértice candidato izquierdo. Los otros tres casos son sólo simétricos.
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RV1 RCCW1TCW1
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Figura 4.5: Procedimiento Align.

El estado Start1 es el estado inicial de la FSM completa, decide si el robot debe

alinearse a un vértice meta izquierdo, a un vértice meta derecho, a lpΛ o a rpΛ.

Los vectores de observación que hacen que este estado transite a otro son mostrados en

la Tabla 4.2. En todas las tablas siguientes, “1” denota verdadero, “0” falso y “x” cualquier

valor.
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Tabla 4.2: Los vectores de observación para el estado Start1.
FI LV FR RP LP VR VL AL BL UN GT CT O1 O2

yn0 x 0 x x x x x x x x 0 x x x

yn1 x 0 x x x x x x x x 1 x x x

yn2 x 1 x x x x x x x x 0 x 0 x

yn3 x 1 x x x x x x x x 0 x 1 x

Caso 1-R: alineamiento a un vértice meta derecho

El robot ejecuta una rotación en sitio para quedar alineado con el vértice meta. Si la

trayectoria no está bloqueada entonces el robot decide que una trayectoria óptima hacia

el vértice meta es una ĺınea recta. De otra manera, es necesario un desv́ıo y la máquina

transita al Caso 3-L.

Este caso es mostrado en azul en la Fig. 4.5. En este caso existen 4 estados:

1. RV1 indica que la tarea del robot es alinear rt hacia el vértice meta derecho.

2. TCW1 coloca al sensor omnidireccional en el punto rp usando la torreta.

3. RCCW1 hace rotar al robot para alinear rt hacia un vértice meta derecho.

4. T1B1 decide si el vértice meta derecho está bloqueado o no (detección de bloqueo

tipo 1).

Los vectores de observación de entrada que desencadenan una transición entre estados

en el Caso 1-R se muestran en la Tabla 4.3.

Tabla 4.3: Vectores de observación para el Caso 1-R.
FI LV FR RP LP VR VL AL BL UN GT CT O1 O2

yn4 x x x x x x x x x x x x x 1

yn5 x 0 x x x x x x x x x x 1 0

yn6 x x x x x x x 0 x x x x 1 x

yn7 x x x x x x x 0 x x x x 0 x

yn8 x x x x x x x 1 x x x x 1 x

yn9 x x x x x x x 0 x x x x x x

yn10 x x x x x x x 1 x x x x x x

yn11 x x x x x x x x 0 x x x x x

yn12 x x x x x x x x 1 x x x x x

Caso 2-R: alineamiento a rpΛ

El robot ejecuta una rotación en sitio para quedar alineado con una landmark. Si

durante la rotación en sitio la landmark es por lo menos parcialmente ocluida por un vértice,
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entonces la máquina transita al Caso 1-R. De otra manera, una vez que el robot está alineado

con la landmark, la torreta mueve el sensor omnidireccional al lado opuesto del robot. Si

durante el movimiento de la torreta la landmark es al menos parcialmente ocluida por un

vértice, entonces la máquina transita al Caso 1-L. De otra manera, la landmark es alcanzable

por un movimiento en ĺınea recta.

El Caso 2-R es mostrado en verde en la Fig. 4.5. Existen tres estados en este caso:

1. RL1 indica que la tarea dada al robot es alinear rt a rpΛ.

2. RCCW2 hace que el robot rote para alinear rt a rpΛ.

3. TCCW1 coloca al sensor omnidireccional en el punto lp.

Los vectores de información de entrada en el Caso 2-R son mostrados en la Tabla 4.4.

Tabla 4.4: Vectores de observación para el Caso 2-R.
FI LV FR RP LP VR VL AL BL UN GT CT O1 O2

yn0 x 0 x x x x x x x x 0 x x x

yn1 x 0 x x x x x x x x 1 x x x

yn13 x x x x x x x 0 1 x x x x x

yn14 x x x x x x x 1 1 x x x x x

yn15 x 1 x x x x x 0 x x x x x x

yn16 x 1 x x x x x 1 x x x x x x

yn17 x 1 x x x x x x x x x x 1 1

yn18 x 1 x x x x x 1 x x x x 0 0

Caso 3-L: alineamiento a un vértice candidato izquierdo

El objetivo principal de este caso es encontrar un vértice candidato izquierdo y decidir

si ese vértice es el vértice sub-meta o no. La ubicación de los vértices depende de un marco

de referencia local. Para una rotación en sitio, los vértices son ubicados en el marco de

referencia local F definido en el Apéndice B.1. Basado en la ubicación de los vértices sobre

F , se calcula la distancia dL
t. dL

t se obtiene suponiendo que la dirección particular lt

está apuntando a un vértice izquierdo. El ángulo θL, es el ángulo que el robot necesita para

rotar (en sentido de las manecillas del reloj) para alinear lt con un vértice izquierdo. Este

ángulo también es calculado. Basado en las distancias dL
t y ángulos θL para cada vértice

izquierdo en el espacio de búsqueda presentado en el Apéndice B.1, se encuentra un vértice

candidato usando la definición 4.4.1.

En este Caso 3-L, en primer lugar, se encuentra un vértice candidato y el robot rota

en sitio para quedar alineado con este vértice candidato. Una vez que el robot está alineado
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a este vértice, si el vértice está bloqueado entonces el robot busca un nuevo vértice

candidato (Caso 3-R). Los dos pasos anteriores se repiten hasta que el vértice candidato no

esté bloqueado, y este vértice candidato no bloqueado se vuelve el vértice sub-meta.

El Caso 3-L es mostrado en rojo en la Fig. 4.5. Existen tres estados en este caso:

1. TCCW2 coloca el sensor omnidireccional en el punto lp, ubica los vértices izquierdos

y encuentra un vértice candidato.

2. RCW1 hace que el robot rote para alinear lt a un vértice candidato izquierdo.

3. T1B2 decide si el vértice candidato izquierdo está bloqueado (detección de bloqueo

tipo 1) o no.

Los vectores de observación en el Caso 3-L se muestran en la Tabla 4.5.

Tabla 4.5: Vectores de observación del Caso 3-L.
FI LV FR RP LP VR VL AL BL UN GT CT O1 O2

yn19 x x x x x 1 0 0 0 x x 0 1 1

yn20 x x x x x x 1 x x x x 0 0 0

yn9 x x x x x x x 0 x x x x x x

yn10 x x x x x x x 1 x x x x x x

yn11 x x x x x x x x 0 x x x x x

yn12 x x x x x x x x 1 x x x x x

4.4.2. Ejemplo de la ejecución de Align

La Fig. 4.6 muestra un ejemplo de la ejecución del Caso 1-R, Caso 3-L (vértice candidato

izquierdo) y Caso 3-R (vértice candidato derecho) en Align para encontrar un vértice sub-

meta. Estos casos ocurren secuencialmente uno después del otro.

La Fig. 4.6(a) muestra el alineamiento de rt hacia el vértice meta u0 correspondiente

a la ejecución del Caso 1-R. Primero, el vértice meta u0 es un vértice derecho, por lo tanto

la FSM transita al estado RV1. Segundo, la FSM transita al estado RCCW1 para alinear

rt al vértice meta derecho u0. Tercero, una vez que el robot está alineado, la FSM transita

a T1B1. Este estado decide si el vértice meta derecho u0 está bloqueado o no. Ya que este

vértice meta está bloqueado la FSM transita al estado TCCW2, el primer estado en el

Caso 3-L.

La Fig. 4.6(b) muestra el alineamiento de lt al vértice candidato izquierdo u2

correspondiente a la ejecución del Caso 3-L (vértice candidato izquierdo). Primero, en el
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(c) Caso 3-R (vértice candidato dere-

cho).

Figura 4.6: Un ejemplo de la ejecución del robot del Caso 1-R, Caso 3-L (vértice candidato

izquierdo) y Caso 3-R (vértice candidato derecho) en Align.

estado TCCW2 el robot mueve el sensor omnidireccional al punto lp. Una vez que el sensor

omnidireccional está en lp el robot ubica los vértices izquierdos (en el marco de referencia

local F definido en el Apéndice B.1) y selecciona a u2 como el vértice candidato izquierdo

actual. Segundo, ya que lt no está alineado al vértice candidato izquierdo u2, la FSM

transita a RCW1. En este estado, el robot rota para alinear lt al vértice candidato u2 (vea

la Fig. 4.6(b)). Tercero, una vez que el robot está alineado, la FSM transita a T1B2. Este

estado decide si el vértice candidato izquierdo u2 está bloqueado o no. Dado que el vértice

candidato izquierdo u2 está bloqueado, la FSM transita al estado TCW3. Éste es el primer

estado en el Caso 3-R (vértice candidato derecho).

La Fig. 4.6(c) muestra el alineamiento de rt al vértice candidato derecho u1 correspondi-

ente a la ejecución del Caso 3-R (vértice candidato derecho). En este caso, mientras el estado

es TCW3, la FSM selecciona a u1 como un vértice candidato, luego la máquina transita

al estado RCCW3 y después a T1B4. El estado T1B4 decide que el vértice candidato

derecho u1 no está bloqueado. Por lo tanto, el vértice candidato derecho u1 se vuelve el

vértice sub-meta derecho.
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4.4.3. Rotación con respecto al punto rp: RPAlign

En esta subsección, presentamos un procedimiento que hace que el robot rote con

respecto a un punto. Por simplicidad, solamente presentamos el procedimiento RPAlign

que hace que el robot rote con respecto al punto rp. Existe un procedimiento equivalente

llamado LPAlign que es simétrico a RPAlign y hace que el robot rote con respecto

al punto rp. De nuevo, el objetivo principal es encontrar el vértice sub-meta. RPAlign

también está organizado en casos. Cada caso corresponde a un conjunto de estados en la

FSM.

Una rotación con respecto a rp es ejecutada para (I) alinear al robot a un vértice

meta derecho no bloqueado, (II) alinearlo a una landmark, (III) alinearlo a un vértice meta

izquierdo no bloqueado, o (IV) alinearlo a un vértice sub-meta.

Durante una rotación en sito, el centro del robot no se traslada, y el robot puede

alinear rt a cualquier vértice derecho, o lt a cualquier vértice izquierdo sin el riesgo de

perder la optimalidad, en términos de la distancia viajada por el centro del robot. En

contraste, durante una rotación con respecto al punto rp el centro del robot se traslada.

Consecuentemente, el robot no puede alinear lt a cada vértice izquierdo, o rt a cada vértice

derecho, exhaustivamente uno por uno para verificar si ese vértice está bloqueado o no. Esto

es debido a que el centro del robot puede trasladarse innecesariamente y la optimalidad

puede perderse. Para lidiar con este problema, el Algoritmo 4.4.4.1 es usado. Por lo tanto,

en el Caso IV, un vértice sub-meta es encontrado con el Algoritmo 4.4.4.1 (descrito más

abajo). Este algoritmo garantiza que el robot es capaz de rotar para alinearse con el vértice

sub-meta sin perder la optimalidad en la trayectoria.

Puede pasar que la brecha generada por un vértice sub-meta se una con otra brecha,

mientras el robot rota para quedar alineado con el vértice sub-meta. Si esto ocurre, entonces

el vértice sub-meta es recalculado ejecutando de nuevo el Algoritmo 4.4.4.1.

Existe otro problema, existen vértices que no generan brecha desde la ubicación del

sensor omnidireccional cuando el Algoritmo 4.4.4.1 es invocado. Tales vértices pueden

bloquear el camino hacia el vértice meta o la landmark. Llamamos a este problema un vértice

oculto (vea los casos III, IV y el Lema 4.6.4 para más detalles acerca de un vértice oculto). En

el Lema 4.6.4 se muestra que un vértice oculto siempre eventualmente generará una brecha.

Una vez que un vértice oculto es detectado, se invoca Algoritmo 4.4.4.1 y se recalcula el

vértice sub-meta.

La Fig. 4.7 muestra el diseño de la parte de la FSM que trata con los cuatro casos

57



antes mencionados. De nuevo, los casos están relacionados, ya que mientras el procedimiento

para encontrar el vértice sub-meta se lleva a cabo, el caso actual puede cambiar. Los casos

simétricos corresponden a LPAlign.

START2

LV2 TCCW5 D T2B1

RPCW3

CASE III-RP

TCCW6 TCW4 RPCW4 LCHASE

RL2

CASE II-RP

RPCW2 TCCW4 LCHASE

RV2

CASE I-RP

RPCW1 T1B5 RCHASE

A1

TCCW9

CASE IV-RP

TCCW7 TCW5 RPCW5

DETOURL

TCW6 RPCW6

T1B6

DETOURR

TCCW8

yn28

yn29

yn30

yn11

yn12
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yn9
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yn35

yn33
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Figura 4.7: Procedimiento RPAlign.

El estado Start2 es el estado inicial para el procedimiento RPAlign. Decide si el robot

debe alinearse con un vértice meta izquierdo, un vértice meta derecho o al punto extremo

de la landmark rpΛ. Los vectores de observación que hacen que la máquina transite entre

estados son mostrados en la Tabla 4.6.

Tabla 4.6: Vectores de observación para el estado Start2.
FI LV FR RP LP VR VL AL BL UN GT CT O1 O2

yn28 x 0 x x x 0 0 x 0 x 0 0 x x

yn29 x 0 x x x 0 0 x x x 1 0 x x

yn30 x 1 x x x 0 0 x x x 0 0 x x

Caso I-RP: alineamiento a un vértice meta derecho

El robot decide si puede alinearse a un vértice meta derecho sin perder optimalidad en

la trayectoria o no.

Esta decisión es hecha usando el ángulo entre la dirección particular rt y el vértice
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meta. Este ángulo es medido desde rt a la dirección del vértice meta en sentido de las

manecillas del reloj. Si ese ángulo es menor que π, entonces el alineamiento es posible. Si

el alineamiento es posible, el robot rota para quedar alineado con el vértice meta. Una

vez que el robot está alineado con el vértice meta, el robot decide si la trayectoria hacia

el vértice meta está bloqueada o no. La decisión es hecha usando las distancias dR
t y dL.

Si dR
t ≤ dL, entonces la trayectoria no está bloqueada. Si el alineamiento no es posible

(detección de bloqueo tipo 2) o dR
t > dL (detección de bloqueo tipo 1) la FSM transita a

el Caso IV, de otra manera el vértice meta no está bloqueado y es alcanzable por el robot

con un movimiento en ĺınea recta.

Este caso es mostrado en azul en la Fig. 4.7. En este caso existen tres estados:

1. RV2 indica que la tarea del robot es alinear rt al vértice meta derecho, y decide si

existe un bloqueo (detección de tipo 2) o no.

2. RPCW1 hace que el robot rote con respecto a rp para alinear rt al vértice meta

derecho.

3. T1B5 decide si el vértice meta derecho está bloqueado (detección de bloqueo tipo 1)

o no.

Los vectores de observación de entrada que desencadenan una transición entre dos

estados en el Caso I-RP son mostrados en la Tabla 4.7.

Tabla 4.7: Vectores de observación para el Caso I-RP.
FI LV FR RP LP VR VL AL BL UN GT CT O1 O2

yn11 x x x x x x x x 0 x x x x x

yn12 x x x x x x x x 1 x x x x x

yn9 x x x x x x x 0 x x x x x x

yn10 x x x x x x x 1 x x x x x x

Caso II-RP: alineación del robot a un landmark

El robot decide si puede alinearse con la landmark sin perder optimalidad de la

trayectoria o no. Esta decisión es hecha usando el ángulo entre la dirección particular rt y

el punto rpΛ sobre la landmark. El ángulo es medido desde rt a la dirección del punto rpΛ

en sentido de las manecillas del reloj. Si el ángulo es menor que π entonces el alineamiento

es posible, de otra manera existe un bloqueo (detección de tipo 2). Si el alineamiento no es

posible la FSM transita al Caso III-RP. De otra manera, una vez que el robot está alineado

con la landmark, la torreta mueve el sensor omnidireccional al lado opuesto del robot. Si
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durante el movimiento de la torreta la landmark queda al menos parcialmente ocluida por

un vértice (detección de bloqueo tipo 4) entonces la máquina transita al Caso III-RP. De

otra manera, la landmark es alcanzable realizando un movimiento en ĺınea recta, no existe

bloqueo.

El caso II-RP es mostrado en verde en la Fig. 4.7. Existen 3 estados en este caso:

1. RL2 indica que la tarea dada al robot es alinear rt a rpΛ, y decide si existe un bloqueo

(detección de tipo 2) o no.

2. RPCW2 hace que el robot rote con respecto al punto rp para alinear rt a rpΛ.

3. TCCW4 coloca al sensor omnidireccional en el punto lp, el movimiento es realizado

para detectar el bloqueo (detección de tipo 4).

Los vectores de observación en el Caso II-RP son presentados en la Tabla 4.8.

Tabla 4.8: Vectores de observación para el Caso II.
FI LV FR RP LP VR VL AL BL UN GT CT O1 O2

yn31 x x x x x 1 x x 0 x x x x x

yn32 x x x x x 1 x x 1 x x x x x

yn9 x x x x x x x 0 x x x x x x

yn14 x x x x x x x 1 1 x x x x x

yn33 x x x x x x x x 0 x x x 1 1

yn34 x 0 x x x x x x 0 x 0 x x x

yn35 x 1 x x x x x 1 0 x x x 0 0

Caso III-RP: alineación del robot a un vértice meta izquierdo

El robot decide si el vértice meta izquierdo está bloqueado (detección de bloqueo tipo

3) o no. Para tomar esta decisión, los vértices son ubicados en un marco de referencia local F
presentado en el Apéndice B.2. Usando la ubicación de los vértices, las distancias y ángulos

de alineamiento: dR
t, dL

t, θR y θL son calculados. Basados en esas distancias y ángulos la

decisión es tomada.

Un vértice derecho bloquea a un vértice meta izquierdo si tiene un ángulo θR menor

que el ángulo θL relacionado con el vértice meta izquierdo, y una distancia dR
t menor que

la distancia dL
t relacionada a ese vértice.

Si el vértice no está bloqueado, el robot rota con respecto a rp para quedar alineado

con el vértice. De otra manera, la FSM transita al Caso IV-RP.
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Este caso también considera la siguiente complicación. Puede pasar que durante el

movimiento de la torreta (estado TCCW5), el vértice meta izquierdo se una con una brecha

derecha, esta unión produce una brecha derecha. Vea la Fig. 4.8. El vértice que genera esta

brecha derecha es el vértice que el robot está tocando. Para solucionar este problema el

robot rota con respecto a rp hasta que la brecha derecha se divida.

Sensor
omnidireccional u2

u1

gR0

Figura 4.8: Una brecha meta izquierda (generada por u1) se une con una brecha derecha

(generada por u2).

El Caso III-RP es mostrado en amarillo en la Fig. 4.7. Existen 8 estados en este caso:

1. LV2 indica que la tarea del robot es alinear lt al vértice meta izquierdo, y en este

estado los vértices derechos son ubicados en el marco de referencia local presentado

en el Apéndice B.2.

2. TCCW5 coloca al sensor omnidireccional en el punto lp.

3. RPCW3 hace que el robot rote con respecto al punto rp hasta que la brecha derecha

se divida.

4. D ubica los vértice izquierdos en el marco de referencia local F presentado en el

Apéndice B.2.

5. T2B1 decide si existe un bloqueo (detección de tipo 3) hacia el vértice meta o no.

6. RPCW4 hace que el robot rote con respecto a rp para alinear lt al vértice meta

izquierdo.

7. TCW4 coloca al sensor omnidireccional en el punto rp, y en este estado los vértices

derechos son ubicados en el marco de referencia local F presentado en el Apéndice

B.2.

8. TCCW6 coloca al sensor omnidireccional en el punto lp.
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Los vectores de observación de entrada en el Caso III-RP son presentados en la Tabla

4.9.

Tabla 4.9: Vectores de observación para el Caso III-RP.
FI LV FR RP LP VR VL AL BL UN GT CT O1 O2

yn36 x x x x x 1 x x x x x x x x

yn37 x x x x x x x x x x 0 x 1 1

yn38 x x x x x x x x x x 0 x 0 0

yn39 x x x x x x x x x 1 1 x 1 1

yn40 x x x x x x x x x 1 1 x 0 0

yn41 x x x x x 0 0 x x x 1 0 x x

yn42 x x x x x 0 0 x x x 0 0 x x

yn21 x x x x x x x x x x x x 1 1

yn43 x x x x x x x x x x x x 0 0

yn44 x x x x x x x x x x x x 0 1

yn45 x x x x x 1 x x x x x x 1 0

yn46 x x x x x 0 0 0 x 0 x 0 x x

yn47 x x x x x 0 0 1 x 0 x 0 x x

yn48 x x x x x 0 0 0 x 1 x 0 x x

yn49 x x x x x x 1 x x x x x x x

yn50 x x x x x x x x 0 0 x 0 x x

yn51 x x x x x x x x 0 0 x 1 x x

Caso IV-RP: alineación del robot a un vértice sub-meta

En este caso la trayectoria hacia el vértice meta o la landmark está bloqueada. Para

resolver este caso, el robot encuentra un vértice sub-meta, rota para alinearse con este

vértice y después viaja en una ĺınea recta hacia el vértice sub-meta.

Primero, se calcula la ubicación de vértices izquierdos y derechos, usando el marco

de referencia local F presentado en el Apéndice B.2. El Algoritmo 4.4.4.1 es usado para

encontrar un vértice sub-meta.

Si el vértice sub-meta es izquierdo entonces el robot rota con respecto a rp para alinear

lt al vértice sub-meta izquierdo. Si la brecha generada por el vértice se une con otra brecha

(generada por un vértice oculto) entonces el vértice sub-meta es recalculado usando el

Algoritmo 4.4.4.1.

Si el vértice sub-meta es derecho entonces el robot rota con respecto a rp para alinear

rt al vértice sub-meta derecho. El robot siempre puede alinear rt con el vértice sub-meta

derecho, sin perder la optimalidad global. Una vez que el robot está alineado con el vértice

sub-meta derecho, el robot decide si la trayectoria hacia el vértice sub-meta está bloqueada

o no. Esta decisión es tomada usando las distancias dR
t y dL. Si dR

t < dL entonces la

trayectoria no está bloqueada. Es importante notar que la única manera de que el Algoritmo
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4.4.4.1 no detecte que un vértice izquierdo bloquea la trayectoria hacia el vértice meta

derecho es que el vértice izquierdo no genere brecha cuando el Algoritmo 4.4.4.1 es ejecutado

(el vértice izquierdo es un vértice oculto). Sin embargo, una vez que el robot está alineado

con el vértice sub-meta derecho, un vértice izquierdo que bloquea la trayectoria hacia el

vértice sub-meta debe generar una brecha izquierda (vea la Subsección 4.6.2, y el Lema

4.6.3). Por lo que si la trayectoria hacia el vértice sub-meta derecho está bloqueada, entonces

el vértice sub-meta es recalculado otra vez usando el Algoritmo 4.4.4.1. Si la trayectoria

hacia el vértice sub-meta derecho está bloqueada, entonces el robot siempre es capaz de

rotar en el sentido de las manecillas del reloj para quedar alineado con el vértice que genera

el bloqueo.

El Caso IV-RP se muestra en la Fig. 4.7. Existen 9 estados en este caso:

1. TCCW9: en este estado, primero los vértices derechos son ubicados en el marco de

referencia local F presentado en el Apéndice B.2. Segundo, el sensor omnidireccional

es colocado en el punto lp, y finalmente los vértices izquierdos son ubicados en el

mismo marco de referencia local F presentado en el Apéndice B.2.

2. A1: este estado ejecuta el Algoritmo 4.4.4.1 y selecciona un vértice sub-meta.

3. RPCW5 hace que el robot rote con respecto al punto rp para alinear lt al vértice

sub-meta izquierdo.

4. TCW5 coloca al sensor omnidireccional en el punto rp, y en este estado los vértices

derechos son ubicados en el marco de referencia local F presentado en el Apéndice

B.2.

5. TCCW7 coloca al sensor omnidireccional en el punto lp, y en este estado los vértices

izquierdos son ubicados en el marco de referencia local F presentado en el Apéndice

B.2.

6. TCW6 coloca al sensor omnidireccional en el punto rp.

7. RPCW6 hace que el robot rote con respecto al punto rp para alinear rt al vértice

sub-meta derecho.

8. T1B6: este estado decide si existe un bloqueo (detección de tipo 1) hacia el vértice

sub-meta derecho o no.
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9. TCCW8: en este estado, primero, los vértices derechos son ubicados en el marco de

referencia local F presentado en el Apéndice B.2. Segundo, el sensor omnidireccional

se coloca en el punto lp, y finalmente los vértices izquierdos se ubican en el mismo

marco de referencia local F presentado en el Apéndice B.2.

Los vectores de observación de entrada en el Caso IV-RP son presentados en la Tabla

4.10.

Tabla 4.10: Vectores de observación del Caso IV-RP.
FI LV FR RP LP VR VL AL BL UN GT CT O1 O2

yn50 x x x x x x x x 0 0 x 0 x x

yn51 x x x x x x x x 0 0 x 1 x x

yn52 x x x x x 1 x 0 x x x x 1 1

yn53 x x x x x x 1 x x x x x 0 0

yn21 x x x x x x x x x x x x 1 1

yn54 x x x x x 0 0 x x x x 0 0 1

yn45 x x x x x 1 x x x x x x 1 0

yn55 x x x x x x x 0 x 0 x x x x

yn56 x x x x x x x 1 x 0 x x x x

yn57 x x x x x x x 0 x 1 x x x x

yn58 x x x x x 1 0 0 x x x 0 1 1

yn44 x x x x x x x x x x x x 0 1

yn59 x x x x x x x x x x x x 1 0

yn9 x x x x x x x 0 x x x x x x

yn10 x x x x x x x 1 x x x x x x

yn11 x x x x x x x x 0 x x x x x

yn12 x x x x x x x x 1 x x x x x

4.4.4. Algoritmo para encontrar un vértice sub-meta

Este algoritmo sólo es usado en el Caso IV-RP en RPAlign para encontrar un vértice

sub-meta (o en el Caso IV-LP en LPAlign). Llamamos up a un vértice sub-meta izquierdo

y un a un vértice sub-meta derecho. Para encontrar los vértices up ó un todos los vértices

son ubicados en el marco de referencia local F presentado en el Apéndice B.2. Usando la

ubicación de los vértices, las distancias y ángulos de alineamiento: dR
t, dL

t, θR y θL son

calculados.

El Algoritmo 4.4.4.1 usa dos ordenes en los vértices. El primer orden es establecido con

respecto a distancias. Este orden incluye distancias dR
t para vértices derechos y distancias

dL
t para vértices izquierdos. El orden está definido de menor a mayor distancia. El segundo

orden es un orden angular, también de menor a mayor; los vértices son ordenados por
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ángulo incluyendo ambos θR y θL, el ángulo θR es usado para considerar vértices derechos y

θL es usado para considerar vértices izquierdos. Los vértices que el Algoritmo 4.4.4.1 debe

considerar para encontrar un vértice sub-meta están ubicados en el espacio de búsqueda

presentado en el Apéndice B.2.

Algorithm 4.4.4.1 Encontrar un vértice sub-meta en RPAlign o LPAling.

1) El algoritmo comienza con el vértice meta. El vértice meta es declarado un vértice

candidato.

2) Si el vértice candidato es un vértice izquierdo, entonces ir al Paso 6.

3) Detectar los vértices izquierdos que bloquean la trayectoria hacia un vértice candidato

derecho uRc . Para bloquear la trayectoria hacia uRc , los vértices izquierdos deben tener un

ángulo θL mayor que el ángulo θR relacionado a uRc , y una distancia dL
t menor que la

distancia dR
t relacionada a uRc .

4) Si ningún vértice bloquea la trayectoria hacia el vértice candidato uRc , entonces ir al

Paso 9.

5) Selección de un vértice candidato izquierdo uLc .

El vértice izquierdo con el mayor θL, el último en el orden angular es seleccionado como

uLc .

6) Detectar los vértices derechos que bloquean la trayectoria hacia un vértice candidato

izquierdo uLc . Para bloquear la trayectoria hacia uLc , los vértices derechos deben tener

un ángulo θR menor que el ángulo θL relacionado a uLc , una distancia dR
t menor que la

distancia dL
t relacionada a uLc .

7) Si ningún vértice bloquea la trayectoria hacia el vértice candidato uLc , entonces ir al

Paso 9.

8) Selección de un vértice candidato derecho uRc . El vértice derecho con el menor ángulo

θR, el primero en el orden angular es seleccionado como nuevo vértice candidato uRc . Ir

al Paso 3.

9) El vértice derecho uRc es seleccionado como un vértice sub-meta un o el vértice izquierdo

uLc es seleccionado como un vértice sub-meta up.

La Tabla 4.11 muestra un ejemplo de la ejecución del Algoritmo 4.4.4.1 y la selección

de un vértice up. Este ejemplo se muestra en la Fig. 4.9. En la Tabla 4.11, ↑ indica el

vértice candidato actual sobre el cual las condiciones de bloqueo son verificadas, × indica

los vértices cuya distancia es menor que la distancia hacia el vértice candidato, ⊗ indica el

vértice seleccionado como el siguiente candidato en cada iteración, − indica que la distancia

hacia este vértice es menor que la distancia hacia el vértice candidato, + indica que la
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Espacio de búsqueda para up.

Espacio de búsqueda para un.

Figura 4.9: Búsqueda de un vértice up, u4 en este ejemplo.

distancia a este vértice es mayor que la distancia a el vértice candidato, → indica que para

un vértice izquierdo, el vértice que debe ser seleccionado como el siguiente candidato es el

último en el orden angular, y ← indica que para un vértice derecho, el vértice que debe ser

seleccionado como el siguiente candidato es el primero en el orden angular. El algoritmo

determina que u4 es un vértice up.

Tabla 4.11: Ejemplo de ordenes para seleccionar un vértice up (refiérase a la Fig. 4.9).

Orden angular Orden de distancias

Índice 1 2 3 4 5 6 7 Índice 1 2 3 4 5 6 7

Dirección rt rt lt rt lt rt lt Dirección rt lt lt rt lt rt rt

Tipo R R L R L R L Tipo R L L R L R R

Vértice ugoal u1 u5 u3 u4 u6 u2 Vértice u6 u5 u4 u3 u2 u1 ugoal

→ ↑ × × ⊗ - - - ↑
← ⊗ × ↑ - - ↑ + +

→ × ↑ ⊗ - - ↑ +

← ↑ × - ↑ + + +

La Tabla 4.12 muestra otro ejemplo de la ejecución del Algoritmo 4.4.4.1 y la selección

de un vértice un, u2 es un un. El ejemplo correspondiente se muestra en la Fig. 4.10.

4.4.5. Ejemplo de la ejecución de RPAlign

La Fig. 4.11 muestra un ejemplo de la ejecución del robot del Caso I-RP (vértice meta

derecho) y el Caso IV-RP (vértice sub-meta izquierdo) en RPAlign. Estos casos ocurren
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Figura 4.10: Búsqueda de un vértice un, u2 en este ejemplo.

Tabla 4.12: Ordenes para seleccionar un vértice un (refiérase a la Fig. 4.10).

Orden angular Orden de distancias

Índice 1 2 3 4 Índice 1 2 3 4

Dirección rt lt rt lt Dirección lt rt lt rt

Tipo R L R L Tipo L R L R

Vértice ugoal u3 u2 u4 Vértice u3 u2 u4 ugoal

→ ↑ × ⊗ - - ↑
← ⊗ ↑ - ↑ +

→ × ↑ - ↑ +

secuencialmente uno después del otro.

La Fig. 4.11(a) muestra la ejecución del Caso I-RP. Primero, el vértice meta u0 es un

vértice derecho, por consiguiente la FSM transita al estado RV2. Segundo, la FSM transita

al estado RPCW1 para alinear rt al vértice meta derecho u0. Tercero, una vez que el

robot está alineado (vea la Fig. 4.11(b)), la FSM transita a T1B5. Este estado decide si el

vértice meta derecho está bloqueado (detección de bloqueo tipo 1). Ya que este vértice meta

está bloqueado la FSM transita al estado TCCW9, el primer estado en el Caso IV-RP.

En el estado TCCW9, primero, el robot ubica los vértices derechos en el marco

de referencia local F presentado en el Apéndice B.2. Segundo, el robot mueve al sensor

omnidireccional al punto lp. Tercero, una vez que el sensor omnidireccional está en lp,

los vértices izquierdos son ubicados en el marco de referencia presentado en el Apéndice

B.2. La máquina transita al estado A1. En este estado el vértice sub-meta izquierdo u2 es

seleccionado usando el Algoritmo 4.4.4.1. Una vez que el vértice sub-meta izquierdo u2 es
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seleccionado, la FSM transita al estado RPCW5. En este estado el robot rota con respecto

al punto rp para tratar de alinear lt hacia u2 (Vea la Fig. 4.11(b)). Durante la rotación, la

brecha generada por el vértice u2 se une con la brecha generada por el vértice u3. Refiérase

a la Fig. 4.11(c), el sensor omnidireccional cruza la ĺınea bitangente entre los vértices u2

y u3. Cuando la unión entre las brechas ocurre, la FSM transita al estado TCW5. En el

estado TCW5, el robot se detiene y la torreta coloca al sensor omnidireccional en rp. Los

vértices derechos son ubicados en el marco de referencia F definido en el Apéndice B.2. Una

vez que los vértices derechos son ubicados en el marco de referencia local, la FSM transita

al estado TCCW7. En el estado TCCW7, el sensor omnidireccional es colocado en lp, y

los vértices izquierdos son ubicados en el marco de referencia. La FSM transita al estado

A1. En este estado el vértice u3 es seleccionado como vertice sub-meta usando el Algoritmo

4.4.4.1. Una vez que el vértice sub-meta izquierdo es seleccionado, la FSM transita al estado

RPCW5. En este estado el robot rota con respecto al punto rp para alinear lt con u3 (Vea

la Fig. 4.11(d)). Ya que u3 no está bloqueado, no es necesaria una nueva invocación del

Algoritmo 4.4.4.1 y u3 se mantiene como vértice sub-meta.

g0
u0u1

g2
u2

(a)

g0
u0

dR

dL

u1

g2
u2

(b)

u0u1

(c)

u0u1

g3

u3

(d)

Figura 4.11: El Caso I-RP (vértice meta derecho u0) y el Caso IV-RP (vértices sub-meta

izquierdos u2 y u3) en RPAlign.

4.4.6. La FSM completa para la navegación óptima

La Fig. 4.12 muestra la FSM M para navegación. Para modularidad y simplicidad

M está organizada en 3 procedimientos y 5 estados. Note que los procedimiento están
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ALIGN

DETOURR

DETOURL

RCHASE

LCHASE

RPALIGN

LPALIGN

Λ-REACHED

yn61

yn61

yn62

yn62

yn60

yn60

Figura 4.12: La FSM completa para la navegación óptima.

compuestos por un conjunto de estados. Los procedimientos son Align, RPAlign y

LPAlign. Estos procedimientos tienen como objetivo principal encontrar un vértice

sub-meta. Los procedimientos Align y RPAlign fueron descritos en detalle arriba, el

procedimiento LPAlign es sólo el caso simétrico de RPAlign.

El robot rota para quedar alineado con el vértice sub-meta. En Align, el robot rota

en sitio ya sea en sentido de las manecillas del reloj o en sentido contrario a las manecillas

del reloj. En RPAlign el robot rota en sentido de las manecillas del reloj con respecto al

punto rp y en LPAlign el robot rota en sentido contrario a las manecillas con respecto al

punto lp.

Los estados en la máquina M son RChase, LChase, DetourL, DetourR y Λ-

Reached. RChase hace que el robot se mueva en ĺınea recta hacia el vértice meta derecho

o la landmark (cuando el robot se mueve hacia la landmark la dirección rt está alineada con

el punto rpΛ), el sensor omnidireccional está colocado en rp. LChase hace que el robot se

mueva en ĺınea recta hacia el vértice meta izquierdo o la landmark (cuando el robot se mueve

hacia la landmark la dirección lt está alineada con el punto lpΛ), el sensor omnidireccional

está colocado en lp. DetourR hace que el robot se mueva en ĺınea recta hacia el vértice
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u1
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Figura 4.13: a) Una trayectoria codificada en el GNT no bloqueada que involucra sólo

brechas derechas, b) Una trayectoria codificada en el GNT que involucra ambos tipos de

brechas (izquierdas y derechas), c) Trayectoria del robot.

sub-meta derecho, con el sensor omnidireccional colocado en rp.DetourL hace que el robot

se mueva en ĺınea recta hacia el vértice sub-meta izquierdo, con el sensor omnidireccional

colocado en lp. El estado Λ-Reached indica que el robot ha alcanzado la landmark y la

tarea de navegación termina.

Los vectores de observación para los estados en la máquina M son mostrados en la

Tabla 4.13 (refiérase a la Fig. 4.12). Las transiciones entre procedimientos y estados no

están etiquetadas con observaciones, debido a que pueden existir más de una observación

que genere la transición. Sin embargo, dentro de los procedimientos al nivel de estados todas

las transiciones son etiquetadas con la observación correspondiente.

Tabla 4.13: Vectores de observación de los estados en la máquina M , Fig. 4.12.
FI LV FR RP LP VR VL AL BL UN GT CT O1 O2

yn60 1 1 1 0 0 x x x x x x x x x

yn61 x x 1 1 0 x x 0 x x x x x x

yn62 x x 1 0 1 x x 0 x x x x x x

4.4.7. Ejemplos de la ejecución de la FSM para trayectorias codificadas

en el GNT no bloqueadas

La Fig. 4.13(a) muestra un ejemplo de como M genera una trayectoria óptima para

el caso de no bloqueo. En la figura, el GNT codifica la secuencia H = (gR2 , g
R
1 , g

R
0 ). En

este ejemplo, la máquina M atraviesa la siguiente secuencia de estados y conjunto de

procedimientos mientras se ejecutan las primitivas de movimiento convenientes: Align,

RChase, RPAlign, RChase, RPAlign, RChase, RPAlign, RChase y Λ-Reached.

Ahora describimos la asociación de los estados con cada brecha y la landmark. Primero,
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gR2 es seguido, ejecutando Align y el estado RChase. Después, gR1 es seguido, ejecutando

RPAlign y el estado RChase. Después, gR0 es seguido, ejecutando otra vez RPAlign

y el estado RChase. Después, Λ es seguida, ejecutando RPAlign y el estado RChase.

Finalmente, cuando el robot alcanza la landmark, M transita al estado Λ-Reached.

En el ejemplo previo todas las brechas en H fueron del mismo tipo. Usando el ejemplo

ilustrado en la Fig. 4.13(b), explicamos la operación de M cuando existen diferentes tipos de

brechas. Para alcanzar Λ, el robot sigue la secuencia H = (gR1 , g
L
0 ). La secuencia resultante

es Align y RChase (para seguir (cazar) gR1 ), después RPAlign y LChase, (para seguir

(cazar) gL0 ), después LPAlign y LChase (para seguir (cazar) Λ), y finalmente Λ-Reached.

4.4.8. Considerando todas las posibilidades para la FSM

Los grafos mostrados en las Figs. 4.14 y 4.15 tienen como objetivo mostrar que el diseño

de la FSM es exhaustivo, todas las posibilidades son consideradas.

Para el caso de rotación en sitio (vea la Fig. 4.14), las posibilidades son como sigue. (G)

el objetivo del robot es alinearse a una brecha, o (Λ) el objetivo del robot es alinearse con

la landmark. Primero, considere las posibilidades para el nodo (G). De hecho, existe sólo

una posibilidad ya que el alineamiento con una brecha siempre es posible ejecutando una

rotación en sitio, por lo tanto, (R) el robot rota en sitio, y (A) se alinea con la brecha. Una

vez que el robot está alineado con la brecha, existen solamente dos posibilidades. (B1) existe

un bloqueo (detección de tipo 1) o no (NB1). Si (B1) ocurre existe sólo una posibilidad,

esta es, (C) el robot encuentra un vértice candidato. Ya que el vértice candidato genera una

brecha, la única posibilidad es regresar al nodo (G) para que el robot pueda alinearse con

esta brecha. Si (NB1) no existe bloqueo, entonces (SL) el robot se mueve en ĺınea recta. Un

movimiento en ĺınea recta sólo puede producir dos posibilidades: (S) existe una trayectoria

óptima hacia la brecha (el robot toca el vértice con el punto rp o lp), o, (NS) el robot

colisiona (toca ∂E con un punto diferente a rp o lp y por lo tanto, no existe una trayectoria

solución).

Ahora considere que (Λ) el objetivo del robot es alinearse con la landmark. Existe

sólo una posibilidad, (R) el robot rota en sitio, y (A) se alinea con la landmark. Una vez

que el robot está alineado con la landmark, (B4) la trayectoria hacia la landmark siempre

se supone bloqueada (detección de bloqueo tipo 4). Desde (B4) hay dos posibilidades: (S)

existe una trayectoria óptima hacia la landmark, o la trayectoria está bloqueada por un

vértice, ya que este vértice genera una brecha, (G) el robot debe alinearse con una brecha.
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Este análisis lista todas las posibilidades para la rotación en sitio.

G

R

A

B1

C

NB1

SL

S NS

Λ

R

A

B4

S

Figura 4.14: Grafo que representa todas las posibilidades en la FSM para una rotación en

sitio.

Ahora, consideremos una rotación con respecto al punto rp o lp. Refiérase a la

Figura 4.15. (G) el objetivo del robot es alinearse con una brecha, o (Λ) el objetivo del

robot es alinearse con la landmark. Primero, considere las posibilidades para el nodo (G).

Hay dos posibilidades: (NB2,NB3) la trayectoria hacia el vértice que genera la brecha

no está bloqueada, o (B2,B3) está bloqueada (detección de bloqueo tipo 2 o tipo 3). Si

(B2,B3) ocurre sólo existe una posibilidad: (SG) un vértice sub-meta es encontrado usando

el Algoritmo 4.4.4.1. Una vez que el vértice sub-meta ha sido encontrado, (R) el robot rota. Si

(NB2,NB3) ocurre la única posibilidad es (R). Si (R) pasa hay cuatro posibilidades: (NS) el

robot colisiona (el robot toca ∂E con un punto diferente a rp o lp), (UG) la brecha generada

por el vértice meta se une con otra brecha, (US) la brecha generada por el vértice sub-meta

se une con otra brecha, o (A) el robot es capaz de lograr el alineamiento con el vértice que

genera la brecha. Si (UG) entonces existe un nuevo vértice meta y es necesario verificar

un bloqueo para este vértice; el proceso empieza de nuevo en (G). Si (U) ocurre entonces

el vértice sub-meta debe ser recalculado usando el Algoritmo 4.4.4.1 en (SG). Si (A), una

vez que el alineamiento ha sido realizado, hay dos posibilidades: (NB1) la trayectoria hacia

el vértice no está bloqueada, o (B1) está bloqueada (detección de bloqueo tipo 1). Si (B1)

entonces un vértice sub-meta es calculado usando el Algoritmo 4.4.4.1 en (SG). Si (NB1), no

hay bloqueo, entonces (SL) el robot se mueve en ĺınea recta. Un movimiento en ĺınea recta

sólo puede producir dos posibilidades: (S) existe una trayectoria óptima hacia la brecha (el

robot toca el vértice con el punto rp o lp), o (NS) el robot colisiona (toca ∂E con un punto
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diferente a rp o lp).

Finalmente, considere que (Λ) el objetivo del robot es alinearse a la landmark. Hay dos

posibilidades, (B2) la trayectoria hacia la landmark está bloqueada (detección de bloqueo

tipo 2), o (NB2) la trayectoria no está bloqueada. Si (B2) entonces la trayectoria hacia

la landmark está bloqueada por un vértice, ya que este vértice genera una brecha, (G) el

robot debe alinearse con tal brecha. Si (NB2) entonces, (R) el robot rota. Una vez que

el robot rota hay dos posibilidades: (NS) el robot colisiona, no hay solución, o, (A) el

robot es capaz de lograr el alineamiento hacia la landmark. Si (A) entonces, una vez que el

robot está alineado a la landmark, (B4) la trayectoria hacia la landmark siempre se supone

bloqueada (detección de bloqueo tipo 4). Desde (B4) hay dos posibilidades: (S) existe una

trayectoria óptima hacia la landmark, o la trayectoria hacia la landmark está bloqueada

por un vértice, ya que este vértice genera una brecha, (G) el robot debe alinearse con una

brecha. Este análisis lista todas las posibilidades para la rotación con respecto al punto rp

o lp.

G

NB2, NB3

R

NS A

NB1

SL

S NS

B1

US

B2, B3UG

SG

Λ

B2 NB2

R

A

B4

S

NS

Figura 4.15: Grafo que presenta todas las posibilidades en la FSM para una rotación con

respecto a rp o lp.
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4.5. La poĺıtica de movimiento para navegación

En esta sección se sintetizan dos poĺıticas de movimiento a partir la FSM, la cual

mapea observaciones con acciones. En la primera, se incluye el movimiento de una torreta

que cambia la posición del sensor omnidireccional y en la segunda es impĺıcito.

La poĺıtica de movimiento está basada en el paradigma de evitar la estimación del

estado para llevar a cabo dos mapeos consecutivos: y → x→ u, eso es desde la observación

y al estado x y después al control u, pero en lugar de eso existe un mapeo directo y → u.

El vector de observación yn para navegación, que incluye el movimiento de la torreta,

tiene 14 observaciones sensoriales binarias (vea la Sección 4.3 para la descripción de cada

observación binaria). Es interesante notar que el vector de observación ym para la poĺıtica de

movimiento basada en retroalimentación, sin el movimiento de la torreta es un subconjunto

de yn, esto es ym ⊂ yn. Esto significa que algunos de los elementos de observación de yn no

son relevantes para la poĺıtica de movimiento, donde se considera impĺıcito el movimiento

de la torreta, y éstos pueden tomar cualquier valor, consecuentemente no están incluidos.

4.5.1. Poĺıtica de movimiento basada en retroalimentación incluyendo el

movimiento de la torreta

En esta poĺıtica de movimiento basada en retroalimentación, se incluye el movimiento

de la torreta. Cada vez que el robot se traslada, la torreta está estática y cada vez que la

torreta está en movimiento el robot está inmóvil.

Dependiendo de la observación, el robot ejecutará una de las cinco diferentes primitivas

de movimiento o una de las dos primitivas de movimiento de la torreta: (1) movimiento en

ĺınea recta; (2) rotación en sitio en sentido de las manecillas del reloj; (3) rotación en sitio

en sentido contrario a las manecillas del reloj; (4) rotación con respecto al punto rp en

sentido a las manecillas del reloj y (5) rotación con respecto al punto lp en sentido contrario

a las manecillas del reloj. En las siguientes primitivas de movimiento de la torreta, el robot

está inmóvil y la torreta se mueve: (6) el robot mueve la torreta sobre su frontera en sentido

de las manecillas del reloj y (7) el robot mueve la torreta sobre su frontera en sentido

contrario a las manecillas del reloj.

La estrategia de movimiento basada en retroalimentación puede ser establecida como:

γ : {0, 1}14 → {−1, 0, 1}3 . La estrategia de movimiento basada en retroalimentación

está dada por γ(yni) = (wr, wl, vt), donde wr y wl son las velocidades angulares de las
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ruedas derecha e izquierda, y vt es la velocidad de desplazamiento de la torreta sobre la

frontera del robot. El conjunto de todos los 16384 posibles vectores de observación puede

ser agrupado dejando que x denote “cualquier valor” para obtener:

yn63 = (0, x, x, x, x, x, 1, 1, 0, 0, x, x, x, 0), yn64 = (0, x, x, x, x, x, 0, 1, 0, 0, x, x, x, 0),

yn65 = (0, x, 0, x, x, 0, 0, 0, x, 0, 0, 0, 0, 0), yn66 = (0, x, 0, x, x, 1, 1, 0, 0, 0, x, 0, 0, 0),

yn67 = (0, 0, 0, x, x, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0), yn68 = (0, x, 0, x, x, 0, 0, 0, 1, 0, x, 0, 1, 0),

yn69 = (0, x, 0, x, x, 1, 1, 0, 0, 0, x, 1, 1, 0), yn70 = (0, x, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, x, 0, 0, 0),

yn71 = (0, x, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, x, 1, 1, 0), yn72 = (0, 0, 1, 1, 0, x, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0),

yn73 = (0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0), yn74 = (0, 0, 1, 1, 0, x, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0),

yn75 = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), yn76 = (0, x, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, x, 1, 1, 0),

yn77 = (0, x, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, x, 0, 0, 0), yn78 = (0, x, 1, 0, 1, 0, x, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

yn79 = (0, 0, 1, 0, 1, 0, x, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0), yn80 = (0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0),

yn81 = (x, x, x, x, x, x, x, x, x, x, x, x, 0, 1), yn82 = (0, x, x, x, x, x, x, 1, 1, 0, x, x, 0, 0),

yn83 = (0, 0, 0, x, x, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0), yn84 = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0),

yn85 = (0, x, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, x, 1, 0, 0), yn86 = (0, x, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, x, 0, 0, 0),

yn87 = (0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, x, 1, 0, 0, 0), yn88 = (0, x, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, x, 0, 0, 0),

yn89 = (0, x, 1, 0, 1, 0, x, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), yn90 = (x, x, x, x, x, x, x, x, x, x, x, x, 1, 1),

yn91 = (0, x, x, x, x, x, x, 1, 1, 0, x, x, 1, 0), yn92 = (0, 0, x, x, x, x, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0),

yn93 = (0, x, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, x, 0, 1, 0), yn94 = (0, x, 1, 1, 0, x, 0, 0, 1, 0, x, 0, 1, 0),

yn95 = (0, 0, 1, 0, 1, x, x, 0, 0, 1, 1, x, 1, 0), yn96 = (0, x, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, x, 0, 1, 0),

yn97 = (0, x, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0).

La estrategia γ puede ser finalmente codificada como

(1) γ(yn63 ∨ yn64) = (1, 1, 0);

(2) γ(yn65 ∨ yn66) = (−1, 1, 0);
(3) γ(yn67 ∨ yn68 ∨ yn69) = (1,−1, 0);
(4) γ(yn70 ∨ yn71 ∨ yn72 ∨ yn73 ∨ yn74 ∨ yn75) = (0, 1, 0);

(5) γ(yn76 ∨ yn77 ∨ yn78 ∨ yn79 ∨ yn80) = (1, 0, 0);

(6) γ(yn81 ∨ yn82 ∨ yn83 ∨ yn84 ∨ yn85 ∨ yn86 ∨ yn87 ∨ yn88 ∨ yn89) = (0, 0, 1);

(7) γ(yn90 ∨ yn91 ∨ yn92 ∨ yn93 ∨ yn94 ∨ yn95 ∨ yn96 ∨ yn97) = (0, 0,−1).

en la que ∨ significa “o”.

Un programa computacional fue creado para asegurar que si un estado se puede alcanzar

por más de una transición (observación) el conjunto de observaciones validas, unión de las
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observaciones que llevan al estado sean correctas. Por ejemplo: (1, x, x, 1, x)∨(1, x, x, 0, x) =
(1, x, x, x, x).

La obtención de la poĺıtica de movimiento (reducción de expresiones lógicas) fue

realizada manualmente usando lógica booleana. Sin embargo, se diseñó un segundo

programa computacional para verificar que el conjunto de observaciones que corresponden

a la ejecución de una primitiva de movimiento no se traslape con otro conjunto asociado a

una primitiva diferente.

4.5.2. Poĺıtica de movimiento basada en retroalimentación considerando

impĺıcito el movimiento de la torreta

Solamente seis observaciones afectan el control de los motores de las ruedas. El vector

de observación usado es ymi = (FR, RP, LP, AL, BL, O1). Refiérase a la Sección 4.3 para

el significado de cada elemento del vector de observación. Dependiendo de la observación,

una de las cinco diferentes primitivas de movimiento será ejecutada: (1) movimiento en

ĺınea recta; (2) rotación en sitio en sentido de las manecillas del reloj; (3) rotación en sitio

en sentido contrario a las manecillas del reloj; (4) rotación con respecto al punto rp en

sentido a las manecillas del reloj; (5) rotación con respecto al punto lp en sentido contrario

a las manecillas del reloj. Recuerde que las velocidades angulares de las ruedas llevan a

una de estás primitivas de movimiento. Por lo tanto, la estrategia de movimiento puede ser

establecida por: γ : {0, 1}6 → {−1, 0, 1}2 para obtener γ(ymi) = (wr, wl). El conjunto de

los 64 vectores de observación posibles puede ser agrupado dejando que x denote “cualquier

valor” para obtener: ym1 = (x, x, x, 1, 0, x), ym2 = (0, x, x, 0, x, 0), ym3 = (0, x, x, 0, x, 1),

ym4 = (1, 0, 1, 0, x, x), ym5 = (1, 1, 0, 0, x, x).

La estrategia γ puede ser codificada como

(1)γ(ym1) = (1, 1); (4)γ(ym2) = (−1, 1);
(2)γ(ym3) = (1,−1); (5)γ(ym4) = (0, 1);

(3)γ(ym5) = (1, 0).
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4.6. Prueba de la navegación óptima

4.6.1. Caminos no bloqueados codificados en el GNT

En esta sección establecemos que el robot sigue un camino óptimo en el sentido de la

distancia Euclidiana en ausencia de bloqueos. La trayectoria más corta hacia Λ es codificada

como una secuencia de brechas en el GNT. Sea U = (un, un−1, ..., u0) la secuencia de

intervalos conectados ui ⊂ ∂E que el robot toca cuando el sensor de brechas (fijo a la

frontera del robot) se mueve desde su posición inicial hasta su posición final en Λ. En esta

sección establecemos que el robot ejecuta una trayectoria óptima en distancia Euclidiana

en ausencia de bloqueos, es decir, no se realizan desv́ıos entre los intervalos ui+1 y ui.

Sea H = (gn, gn−1, ..., g0) la secuencia correspondiente de brechas que son seguidas, en

la cual gi ∈ H es la brecha que está siendo seguida sobre el camino hacia ui o mientras

viaja en ui.

Ahora consideremos el problema en términos del espacio de configuraciones del robot.

La región obstáculo en el espacio de configuraciones es obtenida al hacer crecer los obstáculos

del entorno con el radio del robot. Sea C la proyección de la región obstáculo dentro

del plano, de modo que la rotación es ignorada dado que el robot es un disco. Sea

V = (vn, vn−1, ..., v0) la secuencia de intervalos vi ⊂ ∂C obtenidos por la transformación de

la secuencia de intervalos U desde ∂E hacia ∂C, elemento por elemento. El siguiente lema

usa la definición de una bitangente generalizada presentada en [93].

Lema 4.6.1 Siguiendo la secuencia de brechas H se produce el camino más corto si y

soló si: 1) existe un camino libre de colisiones desde el centro del robot hasta vn, 2) existe

una ĺınea bitangente (generalizada) entre vi+1 y vi, 3) existe un camino libre de colisiones

desde v0 hasta el centro de la landmark, y 4) C está conectado.

Demostración. Primero demostramos la dirección de izquierda a derecha del enunciado si

y sólo si. El sensor de brechas está ubicado sobre el punto rp o lp. Seguir la secuencia H

de brechas hace que el robot toque los intervalos ui ⊂ ∂E con los puntos rp y lp. Como

consecuencia, el centro del robot visita los intervalos vi ⊂ ∂C. Si seguir las brechas en H

produce la trayectoria más corta y el centro del robot visita cada intervalo vi ⊂ V , entonces

una trayectoria solución global debe existir (C está conectado) y deben existir trayectorias

libres de colisión en ĺınea recta locales conectando la ubicación inicial del centro del robot

con la secuencia V , conectando cada par vi+1 y vi ∈ V , y la secuencia V con Λ, que en
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conjunción son las cuatro condiciones en el enunciado del lema.

Para la demostración de la otra dirección del enunciado, procedemos por contradicción.

Supongamos que las tres primeras condiciones se satisfacen y que existe una trayectoria

solución, por lo tanto, la cuarta condición también se satisface. Ahora supongamos que

la trayectoria más corta no es la representada por las tres primeras condiciones. Si tal

trayectoria existe, entonces debe existir un bloqueo en las trayectorias en ĺınea recta de

ya sea la posición inicial del centro del robot y vn, entre intervalos vi+1 y vi ∈ V , o entre

v0 y Λ, por lo tanto, al menos una de las tres condiciones no se cumple, lo cual es una

contradicción. Además, como la trayectoria representada por las tres condiciones visita los

intervalos vi ∈ V , entonces la trayectoria es transitable siguiendo las brechas en H. El

resultado se mantiene.

4.6.2. Caminos bloqueados codificados en el GNT

Ahora consideraremos los casos para los que cualquiera de las tres primeras condiciones

del Lema 4.6.1 es violada, lo que significa que el robot quedará bloqueado cuando aplique

el GNT para un robot puntual. Para estos casos, se requieren varias formas de “desv́ıos”.

El camino codificado en el GNT está basado en ĺıneas bitangente entre intervalos en E.

Sin embargo, en el espacio de configuraciones, desaparecen algunas ĺıneas bitangentes. Las

ĺıneas bitangentes en el espacio de trabajo que permanecen en el espacio de configuraciones

son desplazadas por una distancia r o están rotadas por un ángulo fijo.

El camino codificado en el GNT no puede ser ejecutado por el robot cuando existe un

bloqueo para seguir (cazar) gi ∈ H (o Λ). Cuando esto ocurre, significa que: 1) el robot

está en una zona en la cual no puede detectar el cruce de una ĺınea bitangente en C,

esto significa que debido a la anchura del robot disco, existe una ĺınea bitangente entre la

ubicación del sensor y el vértice un, pero no existe una linea bitangente entre el centro del

robot y vn, 2) no existe una ĺınea bitangente entre vi+1 y vi en C, 3) no existe un camino libre

en ĺınea recta para seguir Λ cuando el robot percibe la Λ, o 4) C está desconectado. Éstas

son las condiciones del Lema 4.6.1. En el Teorema 4.6.5, afirmamos que nuestra estrategia

de navegación es capaz de tratar los primeros tres casos presentados arriba. Por lo tanto,

siempre es posible detectar una trayectoria óptima libre de colisión si existe alguna. La

desconexión de C, el caso en el cual no existe camino hacia la landmark, producirá una

colisión del robot cuando es comandado por la FSM M . En el Teorema 4.6.6, probamos

que si nuestra estrategia de movimiento no encuentra una trayectoria libre de colisión para
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alcanzar la landmark, entonces no existe una trayectoria para alcanzarla.

Si el robot detecta un camino bloqueado, entonces realiza un desv́ıo para evitar los

obstáculos que bloquean la trayectoria codificada en el GNT. No podemos re-planificar la

trayectoria completa hacia la Λ debido a que la trayectoria depende de la brecha gi ∈ H

(o la Λ), esto es en el campo de vista del sensor de brechas. Por esta razón el desv́ıo para

evadir obstáculos es realizado cuando el robot detecta una trayectoria bloqueada mientras

sigue (caza) gi o la Λ.

En lo que resta de esta sección, sin pérdida de generalidad, cuando se refiere a una

rotación con respecto un punto, es una rotación con respecto al punto rp. Para probar

algunos lemas y teoremas abajo, introducimos los siguientes conceptos.

Consideremos un vértice candidato dado uc. Si uc está bloqueado por cualquier otro

vértice entonces el vértice candidato uj que deforma más la trayectoria en ĺınea recta hacia

uc se dice que está en la frontera de las restricciones. Para un uc = uRc , el uj que está en

la frontera de la restricción corresponde al uLj que bloquea la trayectoria a uRc , y tiene el

ángulo θL más grande, el último en el orden angular, vea la Fig. 4.16.

u2 u1

Figura 4.16: El vértice u1 se encuentra en la frontera de la restricción.

Simétricamente, para un uc = uLc el uj que está en la frontera de la restricción

corresponde a uRj que bloquea la trayectoria hacia uLc , y tiene el ángulo θR menor, el

primero en el orden angular.

Lema 4.6.2 El Algoritmo 4.4.4.1 encuentra un vértice sub-meta entre los vértices que

generan brechas en la configuración del robot cuando el algoritmo es invocado. Los vértices

candidato, incluyendo al vértice sub-meta, se encuentran en la frontera de las restricciones

del movimiento semi-libre de colisión impuesto por los vértices que bloquean la trayectoria

hacia el vértice meta.
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Demostración. Por construcción el Algoritmo 4.4.4.1 detecta los vértices izquierdos que

bloquean la trayectoria hacia el vértice candidato derecho o los vértices derechos que

bloquean la trayectoria hacia el vértice candidato izquierdo. Para un vértice candidato

derecho bloqueado, el Algoritmo 4.4.4.1 selecciona como nuevo vértice candidato al vértice

izquierdo con el mayor θL, el último en el orden angular, que se encuentra en la frontera de

la restricción. Para un vértice candidato izquierdo bloqueado, el Algoritmo 4.4.4.1 selecciona

como nuevo vértice candidato al vértice derecho con el menor θR, el primero en el orden

angular, que se encuentra en la frontera de la restricción. Este procedimiento se repite

hasta que el vértice candidato no está bloqueado, seleccionado este último como el vértice

sub-meta. Por lo tanto, el resultado se mantiene.

Un camino hacia una landmark puede estar bloqueado por un vértice oculto. Si un

vértice es oculto o no, depende de las posiciones relativas entre el sensor omnidireccional y

el vértice. Un vértice oculto es importante porque si bloquea el camino del robot debe ser

considerado para encontrar el camino óptimo, lo que se hace usando el Algoritmo 4.4.4.1 y

por lo tanto si hubo un vértice oculto cuando el Algoritmo 4.4.4.1 fue invocado, entonces

este algoritmo debe ser invocado nuevamente cuando el vértice genere una brecha.

Exhaustivamente, existen cuatro casos posibles analizando si (EG) el vértice oculto

eventualmente generará una brecha o (NG) nunca generará una brecha y si (S) existe

una trayectoria libre de colisión hacia la landmark o no (NS), mientras el robot se mueve

comandado por la FSM. Más adelante mostramos, con los cuatro casos, que si existe una

solución (una trayectoria óptima), entonces la FSM la encuentra, o si no existe una solución,

entonces el robot colisiona.

El caso 1 es el siguiente: 1) en la trayectoria que el robot sigue, el vértice oculto

eventualmente genera una brecha (EG) y 2) no existe una trayectoria óptima (NS). Vea la

Fig. 4.17(a) y el elemento (EG,NS) en la Tabla 4.14. En este caso la FSM regresa un vértice

sub-meta, pero el robot colisiona ya que no existe una trayectoria solución.

El caso 2 es: 1) el vértice oculto eventualmente genera una brecha (EG) mientras

el robot se mueve comandado por la FSM y 2) existe una trayectoria óptima (S). Vea

las Figs. 4.17(b) y 4.17(c), y el elemento (EG, S) en la Tabla 4.14. El Lema 4.6.3

demuestra que si existe una trayectoria solución, entonces cada vértice oculto siempre

generará eventualmente una brecha mientras el robot es comandado por la FSM.

El caso 3 es: 1) el vértice oculto nunca genera una brecha mientras el robot se mueve

comandado por la FSM (NG) y 2) no existe una trayectoria óptima (NS). Vea la Fig. 4.17(d)
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Tabla 4.14: 4 casos relacionados con la existencia de la trayectoria óptima y un vértice

oculto.
NS S

EG Yes Yes

NG Yes No

y el elemento (NG, NS) en la Tabla 4.14. En este caso la FSM nunca tomará en cuenta al

vértice oculto, pero la no solución será detectada debido a que el robot colisionará.

El caso 4 es: 1) el vértice oculto nunca genera una brecha mientras el robot se mueve

comandado por la FSM (NG) y 2) existe una trayectoria óptima (S). El elemento (NG, S)

en la Tabla 4.14. Note que dado que existe una solución, este caso es el complemento del

caso 2 y por el Lema 4.6.3, el caso 2 siempre ocurre, por lo tanto el caso 4 no existe.

Sensor
omnidireccional

u0u2

lt

gR0
rt

u1

gL1

(a) caso 1

u2

u1
u3

gL1

lh

Sensor omnidireccional

Trayectoria del sensor
omnidireccional ac

(b) caso 2: complemento bitangente

Sensor omnidireccional

Trayectoria del sensor
omnidireccional ac u2

u1
u3

gL1

lh

(c) case 2: el mismo intervalo conectado sobre ∂E

Sensor
omnidireccional

u0u2

u3 u1

gL1

(d) case 3

Figura 4.17: Casos relacionados a la existencia de una trayectoria óptima y un vértice oculto.

Lema 4.6.3 Supongamos que un vértice sub-meta us es obtenido por el Algoritmo 4.4.4.1.

Si existe una trayectoria libre de colisión hacia la landmark Λ, entonces un vértice oculto uh

que bloquea a us debe generar eventualmente una brecha, mientras el robot rota con respecto

a rp o lp para alinear lt a un vértice sub-meta izquierdo us.

Demostración. Refiérase a las Figs. 4.17(b) y 4.17(c). El robot rota con respecto al punto

rp para alinear lt a un vértice sub-meta izquierdo us. Mientras el robot rota, el sensor

omnidireccional se mueve en una trayectoria de arco de circulo ac. Considere una ĺınea lh
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que contiene a us y uh. Para bloquear la trayectoria hacia us por uh, la ĺınea lh debe cruzar

ac, de otra manera, el robot siempre es capaz de alinear lt a us. Además la ĺınea lh debe ser

cruzada por el sensor omnidireccional para alinear lt a el vértice us, ya que lt es tangente

a la frontera del robot, lh contiene a us y lh es una linea secante al circulo ac. Para esta

rotación del robot, existen dos casos de acuerdo a los eventos cŕıticos originados por cruzar

la ĺınea lh. El primero ocurre cuando el vértice uh genera una brecha y esta brecha se une

con la brecha generada por us, vea la Fig. 4.17(b). Ya que dos brechas se unen, debe existir

un complemento bitangente entre uh y us (como se definió en [93]) sobre lh. Originalmente

el vértice uh no generó una brecha, pero debido al movimiento del sensor omnidireccional se

cruza el complemento bitangente (se unen las brechas generadas por us y uh), por lo tanto,

un gap originado por us debe aparecer. El segundo caso ocurre cuando el gap generado

por us cambia de vértice, y la brecha es generada por el vértice uh, vea la Fig. 4.17(c).

En este segundo caso el segmento que una los vértices us y uh están sobre la ĺınea lh. Ya

que el segmento de ĺınea que une us y uh es el mismo intervalo conectado, entonces el gap

que es generado por us debe cambiar el vértice que lo genera. La brecha debe ser generada

por el vértice uh en el momento en que el sensor de brechas cruza la ĺınea lh mientras el

robot está rotando. Por lo tanto, el vértice uh debe generar eventualmente una brecha. El

resultado se mantiene.

Existe un lema equivalente para el caso en el que el robot rota con respecto al punto

lp para alinear rt a un vértice sub-meta derecho us.

Lema 4.6.4 Considere un procedimiento ζ, el cual invoca al Algoritmo 4.4.4.1 cada vez

que un vértice oculto es detectado. El procedimiento ζ termina y encuentra un vértice sub-

meta. El camino hacia el vértice sub-meta es óptimo en el sentido de la distancia Euclidiana

viajada por el centro del robot.

Demostración. Por el Lema 4.6.2 el Algoritmo 4.4.4.1 entrega un vértice sub-meta. Por el

Lema 4.6.3 un vértice oculto siempre es detectado. Si el vértice sub-meta no está bloqueado

por un vértice oculto entonces el vértice sub-meta no es recalculado. De otra forma, el

Algoritmo 4.4.4.1 es invocado otra vez. Por lo tanto, el procedimiento ζ encuentra un

vértice sub-meta us y como existe un número finito de vértices el procedimiento ζ termina.

Además, por el Lema 4.6.2 un vértice sub-meta us está en la frontera de la restricción y no

está bloqueado, por lo tanto la trayectoria hacia el vértice sub-meta us es óptima.

Ahora, presentamos el teorema que garantiza la navegación óptima al utilizar M .
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Teorema 4.6.5 La trayectoria que sigue el centro del robot cuando es comandado por el

autómata M , usando la información codificada en el GNT y realizando desv́ıos cuando la

trayectoria en ĺınea recta para seguir gi ∈ H está bloqueada o cuando la trayectoria en ĺınea

recta para seguir la Λ está bloqueada, es globalmente óptima en el sentido de la distancia

Euclidiana.

Demostración. Supongamos que existe una trayectoria libre de colisión hacia la landmark,

esto es, C está conectado. La trayectoria codificada en el GNT es la trayectoria más corta

para un punto en el espacio de trabajo y está en la misma clase homotópica que la trayectoria

más corta en C debido a que E y C son simplemente conectados. La secuencia de intervalos

conectados V en ∂C que el robot viaja solamente cambia cuando cualquiera de las primeras

tres condiciones del Lema 4.6.1 no son satisfechas. Sin embargo, incluso si cualquiera de

las primeras tres condiciones del Lema 4.6.1 no son satisfechas entonces la secuencia de

intervalos en V no cambia de orden, ya que la clase homotópica de la trayectoria más corta

en C sigue siendo la misma, pero nuevos vértices sub-meta son añadidos correspondiendo

a nuevos intervalos de ∂C.. Estos vértices sub-meta producen desv́ıos entre intervalos

originales consecutivos de vi y vi−1, y son localmente óptimos (como se ha demostrado

en el Lema 4.6.4) ya que todos ellos pertenecen a la frontera de la restricción (como se ha

demostrado en el Lema 4.6.2). Por consiguiente, la trayectoria global resultante es óptima.

El siguiente Teorema 4.6.6 es uno de los resultados principales de esta tesis. En resumen,

este teorema indica que si nuestra estrategia de movimiento no encuentra una solución,

entonces no hay solución. La lógica detrás de este resultado es la siguiente: Nuestra estrategia

de movimiento mueve el centro del robot lo menos posible, en otras palabras el volumen

del espacio que el robot barre mientras se mueve, es tan pequeño como es posible, por

consiguiente la estrategia de movimiento propuesta requiere la región más pequeña del

espacio libre para mover al robot. Este resultado también aumenta el interés del criterio

de optimización propuesto, es decir, mover el centro de un robot circular lo menos posible,

ya que desde un punto de vista de la existencia geométrica de una solución, se establece

una solución para el peor escenario -el entorno poligonal más restringido, esto es, el entorno

con el pasaje estrecho más pequeño, tal que, este pasaje es más ancho que el diámetro del

robot-.

Teorema 4.6.6 Si el robot es comandado por el autómata M que produce la trayectoria

óptima en el sentido de la distancia Euclidiana y el robot toca ∂E con un punto diferente a
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lp o rp (el robot colisiona) entonces no existe una trayectoria para alcanzar la landmark.

Demostración. Según el Lema 4.6.4 los vértices sub-meta son encontrados. La restricción

de una trayectoria libre de colisión es impuesta por todos los vértices que bloquean la

trayectoria en ĺınea recta hacia el vértice meta. Los vértices sub-meta están ubicados en la

frontera de la restricción del movimiento semi-libre de colisión y deben ser tocados por el

punto rp o lp. Por lo tanto, si el robot colisiona (esto es el robot toca ∂E con un punto

diferente a lp o rp), entonces no existe solución.

4.7. Implementación

(a) (b) (c) (d)

(e)

Figura 4.18: Una simulación de la navegación óptima para un robot disco para el caso donde

no hay bloqueos. (e) Muestra la trayectoria en el espacio de configuración que el robot viaja

para ir hacia la landmark desde la parte inferior derecha del ambiente.

El método completo ha sido implementado y se incluyen los resultados de las

simulaciones. Todos nuestros experimentos en simulación se ejecutaron sobre una PC

equipada con un procesador de 4 núcleos con 4 GB de RAM, con sistema operativo Linux y
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fue programado en C++ usando la libreŕıa computacional LEDA. Nuestra implementación

emula exactamente la FSM.

El tiempo de planificación para obtener cada uno de los cinco experimentos en

simulación presentados en esta sección, es siempre menor a un segundo. Estos tiempos

de planificación no incluyen el tiempo de ejecución de la navegación misma.

Hemos implementado el método en un lenguaje de programación con varios objetivos:

(1) para ilustrar la ejecución de la FSM, (2) para mostrar gráficamente la trayectoria en el

espacio de configuraciones C, y (3) para presentar la evolución del GNT mientras la tarea

de navegación es ejecutada.

El código desarrollado para generar las simulaciones que mostramos en esta sección

consta de aproximadamente de 16000 lineas.

La Fig. 4.18 muestra una simulación de la navegación óptima basada en brechas para

un robot disco para el caso en que ninguno de los vértices que el robot toca estuvieron

bloqueados. La figura muestra resultados del programa de simulación. Las Figs. 4.18(a) y

4.18(c) muestran al robot en diferentes momentos mientras sigue la secuencia de brechas

para alcanzar la landmark. A la derecha de cada figura se muestra el GNT completo con la

representación usada en [93]. La landmark a seguir (cazar) es marcada como un triangulo

azul en el espacio de trabajo y en el GNT como un nodo hoja con forma de triangulo.

La Fig. 4.18(a) muestra al robot siguiendo (cazando) la brecha en la trayectoria hacia la

landmark. Finalmente, la Fig. 4.18(c) muestra al robot siguiendo (cazando) la landmark. La

Fig. 4.18(e) muestra la trayectoria más corta en el espacio de configuraciones que el robot

recorre para navegar hacia la landmark. Este camino es calculado en base a la información

obtenida por los sensores del robot y usando el autómata M de la Sección 4.4.

La Fig. 4.19 muestra un segundo ejemplo de navegación para alcanzar la landmark

para el caso donde existen bloqueos en la trayectoria codificada en el GNT. La Fig. 4.19(a)

muestra al robot alineado a un vértice derecho. La Fig. 4.19(b) muestra el caso en el cual el

primer vértice sub-meta es un vértice up cuando el robot está tocando ∂E con rp (el vértice

u4 en la figura). El Algoritmo 4.4.4.1 es usado para encontrar este vértice sub-meta up. Las

Figs. 4.19(c) y 4.19(d) muestran algunas escenas de la tarea de navegación. La Fig. 4.19(e)

muestra la trayectoria más corta en distancia en el espacio de configuraciones proyectado C

que el centro del robot viaja para alcanzar la landmark. Note que los vértices u5 y u6 no son

tocados por el robot. La Fig. 4.19(f) muestra el GNT cuando el robot sigue al landmark.

La Fig. 4.20 muestra otro ejemplo de navegación para el caso donde existen bloqueos
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en la trayectoria codificada en el GNT. La Fig. 4.20(a) muestra el caso en el cual el vértice

sub-meta es un vértice un (el vértice u2 en la figura). El Algoritmo 4.4.4.1 también es

usado para encontrar este vértice sub-meta. Las Figs. 4.20(b), 4.20(c) y 4.20(d) muestran

algunas escenas de la tarea de navegación. La Fig. 4.20(e) muestra la trayectoria más corta

en distancia en el espacio de configuraciones proyectado C que el centro del robot viaja

para alcanzar la landmark. Note que el vértice u3 no es tocado por el robot. La Fig. 4.20(f)

muestra el GNT cuando el robot alcanza la landmark.

La Fig. 4.21 muestra un ejemplo en el cual en la trayectoria más corta para alcanzar

la landmark, el robot se mueve en contacto con los segmentos del entorno poligonal (en

contacto con ∂E). Las Figs. 4.21(b) y 4.21(c) muestran este caso. La Fig. 4.21(e) muestra

la trayectoria más corta en distancia en el espacio de configuraciones proyectado C que el

centro del robot viaja para alcanzar la landmark. La Fig. 4.21(f) muestra el GNT cuando

el robot sigue la landmark.

La Fig. 4.22 muestra un ejemplo de un vértice oculto (el vértice u1). La Fig. 4.22(a)

muestra el comienzo de la trayectoria del robot. La Fig. 4.22(b) muestra que en el momento

cuando el robot está tocando el vértice u3 con rp teniendo el sensor omnidireccional colocado

en rp, el vértice u1 no genera una brecha (es un vértice oculto). Para encontrar un vértice

sub-meta, el Algoritmo 4.4.4.1 es ejecutado sin considerar el vértice u1. El Algoritmo 4.4.4.1

determina que el vértice meta ugoal no está bloqueado. Cuando el robot rota para alinear

lt hacia la brecha meta izquierda, esta brecha se une con la brecha generada por u1, vea la

Fig. 4.22(c). Cuando las brechas generadas por los vértices ugoal y u1 se unen, el Algoritmo

4.4.4.1 es invocado otra vez. El algoritmo determina que u2 es el vértice sub-meta. Ya que

u2 no está bloqueado por un vértice oculto, el Algoritmo 4.4.4.1 no es invocado otra vez.

La Fig. 4.22(d) muestra rt alineado con el vértice u2. La Fig. 4.22(e) muestra la

trayectoria más corta en distancia en el espacio de configuraciones C. La Fig. 4.22(f) muestra

el GNT cuando el robot sigue la landmark.

Vı́deos que muestran todos los experimentos están disponibles en:

http://www.cimat.mx/%7Erigolpz/Videos/Prueba1.avi

http://www.cimat.mx/%7Erigolpz/Videos/Prueba2.ogv

http://www.cimat.mx/%7Erigolpz/Videos/Prueba3.ogv

http://www.cimat.mx/%7Erigolpz/Videos/Prueba4.ogv

http://www.cimat.mx/%7Erigolpz/Videos/Prueba5.ogv
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(a)

u1 ugoal
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u4u5
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(b)

u1 ugoal

u2

u3

u4u5

u6

(c)

u1 ugoal

u2

u3

u4u5

u6

(d)

(e) (f)

Figura 4.19: Ejemplo en el cual el primer vértice sub-meta es un vértice up cuando el robot

está tocando ∂E con rp. Dicho vértice es u4.
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ugoalu2

u4u3

(a)

ugoalu2

u4u3

(b)

ugoalu2

u4u3

(c)

ugoalu2

u4u3

(d)

(e) (f)

Figura 4.20: Ejemplo en el cual el primer vértice sub-meta es un vértice un cuando el robot

está tocando ∂E con lp. Dicho vértice es u2
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 4.21: El robot se mueve en contacto con segmentos del entorno poligonal.
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(c)
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(d)

(e) (f)

Figura 4.22: Un ejemplo de un vértice oculto, u1 en la figura.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo extendimos el enfoque del GNT en [93] a un robot de manejo diferencial

con forma de disco. El robot está equipado con sensores simples y es incapaz de construir

mapas geométricos o ubicarse por śı mismo en un marco de referencia Euclidiano global.

Este problema es considerablemente más retador que el caso para un robot punto debido a

que la información de la visibilidad no corresponde exactamente a las trayectorias libres de

colisión en el espacio de configuraciones. Consecuentemente, el robot debe ejecutar desv́ıos

de la bitangente en el espacio de trabajo. De hecho, información critica del espacio de

trabajo es obtenida de los sensores del robot, para inferir las trayectorias óptimas del robot

en el espacio de configuraciones. Para resolver este problema desarrollamos una estrategia de

movimiento basada en retroalimentación sensorial y después demostramos que la estrategia

de movimiento produce movimientos óptimos globalmente en el sentido de la distancia

Euclidiana caracterizando todas las posibles trayectorias en términos de la secuencia de

estados visitados en una máquina de estados finitos. Dicha estrategia incluye una poĺıtica de

movimiento basada en retroalimentación sensorial. La poĺıtica de movimiento está basada

en el paradigma de evitar estimación del estado, dado que hay un mapeo directo entre

observaciones y controles. Incluso si comparaciones precisas de distancia no son posibles,

creemos que la estrategia de movimiento es efectiva en un escenario más amplio. Ĺıneas

importantes para trabajo futuro incluyen entornos múltiplemente conectados (entornos con

agujeros) y cotas con respecto a optimalidad para los casos en que existe incertidumbre en

el sensado y el control. También es interesante generar una ley de control retroalimentado

en información sensorial para ejecutar la poĺıtica de movimiento propuesta en esta tesis.
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Apéndice A

A.1. Espacio de configuraciones C

Una configuración de un robot es la especificación de las posiciones y orientaciones de

todos los puntos del robot relativos a un sistema de coordenadas fijo.

El espacio de configuraciones es el espacio de todas las posibles configuraciones del

robot. En el espacio de configuraciones, cualquier robot sin importar su forma geométrica

puede ser representado por un punto. C puede tener una topoloǵıa no Euclidiana. El espacio

de configuraciones se divide en el espacio de configuraciones libre Cfree y el espacio de

configuraciones obstáculo Cobs.

Para un robot tipo disco, el espacio de configuraciones corresponde simplemente al

poĺıgono original (también llamado el espacio de trabajo), expandido por el radio del robot

disco. En la Figura A.1(b), se muestra el espacio de configuraciones para un robot tipo

disco. El espacio de trabajo es mostrado en las Figura A.1(a). La expansión de un entorno

poligonal se calcula mediante una suma de Minkowski entre el disco que representa al robot

y el poĺıgono que representa el espacio de trabajo.

La suma de Minkowski corresponde a una convolución del robot disco con el poĺıgono.

Es decir, el robot disco se mantiene en contacto con la frontera del poĺıgono y la curva que

dibuja el centro del disco es la frontera entre el espacio de configuraciones obstáculo Cobs y

el espacio de configuraciones libre Cfree.

A.2. Clase homotópica

Dos caminos con los mismos puntos terminales son homotópicos (pertenecen a la misma

clase homotópica) si uno puede ser continuamente deformado en el otro. La Figura A.2(b)
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(b) Espacio de configuraciones.

Figura A.1: Espacio de configuraciones para un robot tipo disco.

muestra dos caminos que pertenecen a dos clases homotópicas diferentes.

A.3. Entorno simplemente conectado o múltiplemente conec-

tado

El espacio de configuraciones C es simplemente conectado si cualquier dos caminos

conectando los mismos puntos terminales son homotópicos. Sino C es múltiplemente

conectado. La Figura A.2(a) muestra un ambiente simplemente conectado y la Figura A.2(b)

muestra un entorno múltiplemente conectado.

A.4. Vértice reflejo

Un vértice reflejo es un vértice de un poĺıgono con un ángulo interno mayor que π. Vea

la Fig A.3.

A.5. Grafo de visibilidad reducido

El grafo de visibilidad reducido (RVG por sus siglas en inglés) de un entorno poligonal,

también conocido como el mapa de los caminos más cortos, considerando un robot puntual,

es construido de la siguiente manera: en primer lugar, los vértices en el RVG son los vértices
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(b) Entorno múltiplemente conectado.

Figura A.2: Ambiente simplemente conectado y múltiplemente conectado. La figura (b)

muestra dos caminos que pertenecen a dos clases homotópicas diferentes.

Vértice reflejo

Figura A.3: Vértice reflejo.

reflejos del entorno. Por otro lado, la arista entre dos vértices en el RVG es generada si los

dos vértices son puntos terminales de la misma frontera de un obstáculo, o si se puede

dibujar una ĺınea bitangente entre tales vértices. Para poder dibujar una ĺınea bitangente

entre dos vértices reflejos, los vértices necesitan ser mutuamente visibles el uno del otro, y

la ĺınea debe pasar tangencialmente por el entorno poligonal en ambos vértices.

El grafo de visibilidad reducido es usado para calcular las trayectorias más cortas entre

cualesquiera dos puntos dentro del entorno poligonal, únicamente conectando los puntos al

grafo y haciendo la búsqueda apropiada sobre el grafo. Algo importante para notar es que

las trayectorias más cortas generadas usando el RVG son en contacto con los obstáculos.

Para mayores detalles consulte [54]. La Figura A.4(a) muestra un ejemplo de un RVG
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considerando a un robot puntual.
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(b) Espacio de configuraciones.

Figura A.4: Grafo de visibilidad reducido en: (a) el espacio de trabajo y (b) el espacio de

configuraciones.
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Apéndice B

B.1. Marcos de referencia local para rotación en sitio

Para una rotación en sitio, son definidos dos marcos de referencia locales. Un marco de

referencia está definido por el punto rp y un vértice derecho. El otro marco de referencia

está definido por el punto lp y un vértice izquierdo.

El tipo de la brecha es relativo a la ubicación del sensor omnidireccional. Por lo tanto,

el sensor omnidireccional debe estar ubicado en rp para observar las brechas derechas y en

lp para ubicar las brechas izquierdas.

Consecuentemente, las ubicaciones de los vértices derechos con respecto al marco de

referencia son calculadas con el sensor omnidireccional colocado en rp y las ubicaciones de

los vértices izquierdos son calculadas con el sensor omnidireccional colocado en lp.

B.1.1. Ubicación de vértices

u0

x

d du

y lt

rt

γL

(xuL, yuL)

(a) Ubicación de un vértice

izquierdo (xuL, yuL) sobre

un marco de referencia local

definido por rp y u0.

u0

d du

lt

rt γRy

x

(xuR, yuR)

(b) Ubicación de un vértice

derecho (xuR, yuR) sobre un

marco de referencia definido

por lp y u0.

Figura B.1: Ubicación de vértices sobre marcos de referencia local.
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La Fig. B.1(a) muestra la ubicación de un vértice izquierdo (xuL, yuL) sobre un marco

de referencia local F definido por el punto rp y un vértice derecho u0. La Fig. B.1(b) muestra

la ubicación de un vértice derecho (xuR, yuR) sobre un marco de referencia local F definido

por el punto lp y un vértice izquierdo u0.

La Ecuación B.1 indica las coordenadas de vértices izquierdos en un marco de referencia

F definido por el punto rp y el vértice derecho u0 basado en la distancia du y un ángulo γL,

vea la Fig. B.1(a). La Ecuación B.2 indica las coordenadas en el mismo marco de referencia

F de un vértice derecho hacia el cual el robot está alineado.

xuL = du cos γL

yuL = d− du sin γL
(B.1)

xuR = dR
t

yuR = 0
(B.2)

donde d denota el diámetro y dR
t es la distancia desde rp hacia el vértice u0 (rt está alineado

a u0). Cuando el marco de referencia F está definido por lp y un vértice izquierdo (vea

la Fig. B.1(b)), hay otras ecuaciones similares para calcular las coordenadas de vértices

derechos en estos marcos de referencia. En este caso el robot está alineado a un vértice

izquierdo.

B.1.2. Espacios de búsqueda

La Fig. B.2 muestra los espacios de búsqueda para una rotación en sitio. El objetivo

de un espacio de búsqueda es definir una región en el marco de referencia local F donde un

vértice candidato debe estar.

La Fig. B.2(a) muestra el espacio de búsqueda en un marco de referencia F definido

por el punto rp y un vértice derecho. Es en este espacio de búsqueda donde pueden estar

ubicados los vértices izquierdos que pueden bloquear a un vértice derecho. Este espacio de

búsqueda está delimitado por las direcciones rt y lt suponiendo que el robot está alineado

con el vértice derecho. La Fig. B.2(b) muestra el espacio de búsqueda en un marco de

referencia local F definido por el punto lp y un vértice izquierdo. Es en este espacio de

búsqueda donde pueden estar ubicados los vértices derechos que pueden bloquear a un

vértice izquierdo.
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Figura B.2: Regiones en los marcos de referencia local (llamadas espacios de búsqueda) para

una rotación en sitio.

B.1.3. Distancias y ángulos de alineamiento

Aqúı, proporcionamos ecuaciones para calcular la distancia dL
t y el ángulo θL en un

marco de referencia local F definido por rp y un vértice derecho.

u0

x

y
dL

t

θL

(xuL, yuL)

(xt, yt)

(a) dL
t y θL son representados

en la figura.

u0

y

θR

dR
t

(xuR, yuR)

x

(xt, yt)

(b) dR
t y θR son representados

en la figura.

Figura B.3: Distancias y ángulos de alineamiento para rotación en sitio.

La Fig. B.3(a) ilustra el ángulo θL que el robot debe rotar en sentido de las manecillas

del reloj para alinear lt hacia el vértice izquierdo con coordenadas (xuL, yuL). θL es medido

en sentido de las manecillas del reloj con respecto al eje y en el marco de referencia local F
definido por rp y un vértice derecho. La Ecuación B.3 calcula θL.

θL = arctan

(

xt

yt − r

)

(B.3)

donde r denota el radio del robot. El punto (xt, yt) se obtiene con el procedimiento

presentado en el Apéndice B.3. Este procedimiento está basado en un resultado clásico,

el Teorema de Tales [85].
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La Fig. B.3(a) muestra la distancia dL
t, la cual es calculada suponiendo que la dirección

particular lt está apuntando a un vértice izquierdo con coordenadas (xuL, yuL). La Ecuación

B.4 calcula la distancia dL
t.

dL
t =

√

(xuL − xt)2 + (yuL − yt)2 (B.4)

Cuando el marco de referencia F está definido por lp y un vértice izquierdo (vea la

Fig. B.3(b)), existen ecuaciones similares para calcular el ángulo θR y la distancia dR
t.

El ángulo θR está calculado suponiendo que el ángulo se incrementa desde y hacia x (en

sentido de las manecillas del reloj). La distancia dR
t está calculada suponiendo que la

dirección particular rt está apuntando a un vértice derecho.

B.2. Marcos de referencia locales para cuando el robot rota

con respecto al punto rp o lp

Para una rotación con respecto al punto rp o lp, también se definen dos marcos de

referencia local. Un marco de referencia está definido por el punto rp y la dirección rt. El

otro marco de referencia está definido por el punto lp y la dirección lt.

B.2.1. Ubicación de vértices

La Fig. B.4(a) muestra la ubicación de las coordenadas del vértice izquierdo (xuL, yuL),

sobre un marco de referencia F definido por el punto rp y la dirección rt. La ubicación del

vértice es calculada en base a la distancia du, y al ángulo βL medido en sentido de las

manecillas del reloj empezando desde la dirección particular lt. La Ecuación B.5 indica las

coordenadas de vértices izquierdos en un marco de referencia F definido por el punto rp y

la dirección rt. Vea la Fig. B.4(a).

xuL = du cos(βL)

yuL = 2r − du sin(βL)
(B.5)

Las coordenadas de vértices derechos están dadas por la Ecuación B.6 (vea la

Fig. B.4(b)).
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rt
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(a) Ubicación de un vértice izquierdo sobre un

marco de referencia local F definido por el punto

rp y la dirección rt.

omnidireccional
Sensor

u1

lt

y

x

u0

(xuR, yuR)
rt

du

βR

rp

(b) Ubicación de un vértice derecho sobre un

marco de referencia local F definido por el punto

rp y la dirección rt.

omnidireccional
Sensor

u1

y

x
du

rt

lt

βR
(xuR, yuR)

lp

(c) Ubicación de un vértice derecho sobre un

marco de de referencia local F definido por el

punto lp y la dirección lt.

omnidireccional
Sensor

u1

y

x

u0

du

rt

lt

βL

lp

(xuL, yuL)

(d) Ubicación de un vértice izquierdo sobre un

marco de referencia local F definido por el punto

lp la dirección lt.

Figura B.4: Ubicación de vértice derechos e izquierdos sobre los marcos de referencia local

F para cuando el robot rota con respecto al punto rp o lp.

xuR = du cos(βR)

yuR = −du sin(βR)
(B.6)

El ángulo βL está medido en sentido de las manecillas de reloj empezando desde la

dirección particular lt.

El sensor omnidireccional está ubicado en el punto lp para calcular las ubicaciones de

vértices izquierdos y está ubicado en el punto rp para calcular las ubicaciones de vértices

derechos. Esto se hace para correctamente medir los ángulos βR y βL. Existen ecuaciones

equivalentes para indicar las coordenadas de vértices derechos e izquierdos sobre un marco

de referencia definido por el punto lp y la dirección lt, vea las Figs. B.4(c) y B.4(d).

B.2.2. Espacios de búsqueda

La Fig. B.5 muestra los espacios de búsqueda para una rotación con respecto al punto

rp o lp. El objetivo de un espacio de búsqueda es definir una región en el marco de referencia
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Figura B.5: Regiones en los marcos de referencia local (llamados espacios de búsqueda).

local donde el vértice candidato debe estar. La Fig. B.5(a) muestra el espacio de búsqueda

para el caso donde el robot rotará con respecto al punto rp. La Fig. B.5(b) muestra el

espació de búsqueda para el caso donde el robot rotará con respecto al punto lp. Note que

en la Fig. B.4(a) la dirección rt que define el marco de referencia local F (vea la Sub-sección

B.2.1) no está alineada con el vértice meta. Por lo tanto, una rotación del marco de referencia

F ′ definido por el punto rp y la dirección rt es necesaria. Note que el robot está orientado de

acuerdo al marco de referencia F como se muestra en Fig. B.4, pero se realiza una rotación

virtual sobre F para obtener F ′. Esto se hace para establecer el espacio de búsqueda como

si el robot estuviera alineado al vértice meta. De hecho, se dibuja el espacio de búsqueda

sobre el marco de referencia F ′ definido por x′ y y′. Todo esto se realiza para determinar

los vértices que pueden bloquear al vértice meta.

B.2.3. Distancias y ángulos de alineamiento

La Ecuación B.7 calcula el ángulo de rotación del robot θL con respecto al eje y

del marco de referencia local F ; equivalente al ángulo necesario para alinear la dirección

particular lt a un vértice izquierdo ejecutando una rotación del robot en sentido de las

manecillas del reloj con respecto al punto rp (Vea la Fig. B.6(a)).

θL = arctan

(

xt

yt

)

(B.7)

De nuevo, el punto (xt, yt) se obtiene basado en el Teorema de Tales [85].

La Ecuación B.8 calcula la distancia dL
t. La Fig. B.6(a) muestra la distancia dL

t. Para

calcular la distancia, se asume que la dirección lt apunta al vértice izquierdo asociado con
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(xt, yt)

(a) El ángulo de rotación del robot θL (éste es el

ángulo de rotación para alinear lt con un vértice

izquierdo) y la distancia dL
t.
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θR
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t

(b) El ángulo de rotación del robot θR (éste es el

ángulo de rotación para alinear rt con un vértice

derecho) y la distancia dR
t.

(xt, yt)

u1

y

x

θR

lp lt

rt

dR
t

(xuR, yuR)

(c) El ángulo de rotación del robot θR (éste es el

ángulos de rotación para alinear rt con un vértice

derecho) y la distancia dR
t.

(xt, yt)

u1

y

x

θL

rt

lt
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θL

dL
t

(xuL, yuL)

(d) El ángulo de rotación del robot θL (éste es el

ángulo de rotación para alinear lt con un vértice

izquierdo) y la distancia dL
t.

Figura B.6: El ángulo de rotación del robot tocando ∂E en el punto rp o lp: distancias y

ángulos de alineamiento usado para encontrar un vértice candidato.

dL
t.

dL
t =

√

(xuL − xt))
2
+ (yuL − yt)

2
(B.8)

dR
t es medido directamente por el sensor omnidireccional (Vea la Fig. B.6(b)). θR

también es medido directamente por el sensor omnidireccional (Vea la Fig. B.6(b)). Existen

ecuaciones totalmente análogas para calcular θR, θL, dR
t y dL

t sobre un marco de referencia

local definido por el punto lp y la dirección lt. Refiérase a las Figs. B.6(c) y B.6(d).

B.3. Obteniendo el punto T (xt, yt)

Refiérase a la Fig. B.7. Dada una circunferencia k y un punto conocido P (xp, yp),

queremos encontrar un punto T (xt, yt), tal que, exista una ĺınea tangente a k en el punto

T y que pasa por el punto P .
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k

T

K P

h

rk

Figura B.7: Punto T (xt, yt).

La Ecuación B.9 o la Ecuación B.10 define la circunferencia k.

El punto K(xk, yk) es el centro de la circunferencia k y rk es el radio.

(x − xk)
2 + (y − yk)

2 = rk
2 (B.9)

x2 + y2 +Ax+By + C = 0 (B.10)

donde A = −2xk, B = −yk y C = xk
2 + yk

2 − rk
2. El triangulo rectángulo KTP puede

ser inscrito en una circunferencia h que tiene un radio igual a 1/2 la hipotenusa KP del

triangulo -Teorema de Tales [85]-. Análogamente, la Ecuación B.11 o la Ecuación B.12 define

la circunferencia h.

El punto H(xh, yh) es el centro de la circunferencia h y rh es el radio.

(x− xh)
2 + (y − yh)

2 = rh
2 (B.11)

donde xh =
xk+xp

2 , yh =
yk+yp

2 y rh =

√
(xk−xp)2+(yk−yp)2

2 .

x2 + y2 +Dx+ Ey + F = 0 (B.12)
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y donde D = −2xh, E = −yh y F = xh
2 + yh

2 − rh
2.

Resolviendo el sistema de las Ecuaciones B.10 y B.12, es posible encontrar el punto de

intersección T (xt, yt) de las circunferencias k y h.

Aśı obtenemos:

xt(A−D) + yt(B − E) + (C − F ) = 0 (B.13)

xt = −Hyt − I (B.14)

donde H = B−E
A−D

y I = C−F
A−D

.

Substituyendo B.14 en B.10, obtenemos:

y2t (H
2 + 1) + yt(2HI −AH +B) + I2 −AI + C = 0 (B.15)

y

yt =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
(B.16)

donde a = H2 + 1, b = 2HI −AH +B y c = I2 −AI + C.
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