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Resumen

Se considera el problema dindmico de estructuras deformables en 2D, este tipo de problemas
suele ser modelado sin problemas con el método de elementos finitos (FEM) hasta que ocurre
una fragmentacién o fractura en el sélido de estudio, en esta transicién no se considera la
deformacion plastica. En la mayoria de estos problemas dichas fracturas aparecen sélo en
ciertas partes del dominio y el resto tiene un comportamiento que puede ser representado
como continuo, de ahi el interés de modelar este tipo de problemas con el método de elementos
discretos (DEM) para modelar las fracturas y FEM para el resto del dominio, aprovechando

de esta forma las bondades que ofrecen ambos métodos.

Se parte de la formulacién de FEM sobre el dominio de estudio donde se calculan los despla-
zamientos, tensiones, deformaciones y todas aquellas variables de interés; luego, las aristas de
la discretizacion pueden ser danadas de acuerdo a un criterio de tensiéon o deformaciéon para
reproducir fracturas; cuando las aristas son danadas se incorpora DEM a la simulacién y se
modela la fuerza de contacto entre particulas con base en la rigidez de cada arista. Cuando se
incorpora DEM a la simulacién surgen algunos problemas, tales como: busqueda de contactos
eficiente, asignacién de radios a las particulas cuando una arista sufre cierto dano; entre otros
problemas propios de la naturaleza del problema considerado, por ejemplo: el esquema de in-
tegracion para encontrar los desplazamientos, velocidades y aceleraciones que sufren los nodos

de la discretizacién del dominio.

Para la formulacién FEM-DEM que se presenta, se desarrolld una aplicacion en el lenguaje
de programacién Fortran 90. Finalmente, se presentan los resultados numéricos obtenidos de

algunos ensayos de esfuerzos aplicados a estructuras sometidas a tensién plana.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivaciéon y Objetivo

En la actualidad, el claro desarrollo acelerado de las computadoras, el estudio mas cuidadoso
del comportamiento de materiales, estructuras y de técnicas numéricas que permiten resolver
problemas cada vez mas complejos ha conducido a la simulacién numérica de una infinidad de

problemas de muchas ramas de interés con aproximaciones cada vez mejores.

El método de los elementos finitos FEM (por sus siglas en inglés Finite Element Method) es
una herramienta muy ttil para estudiar el comportamiento de sélidos en general, tales como:
placas, laminas, vigas, sélidos de revoluciéon, etc. FEM discretiza el dominio de estudio en un
numero finito de elementos los cuales se encuentran conectados por nodos. Para el problema
de andlisis de estructuras, la variable principal del problema es el desplazamiento que sufren
estos nodos, con FEM es posible encontrar una buena aproximacién a la solucién exacta de los
desplazamientos en los nodos para luego interpolar estos resultados al resto del dominio, claro

esta que esta aproximacion mejora conforme la discretizacién se hace mas fina.

Por otra parte, el método de los elementos discretos DEM (por sus siglas en inglés Discrete
Element Method) es una herramienta que es usada ampliamente en muchos problemas de
ingenieria, por ejemplo: fractura en sélidos, procesos de excavacién; por mencionar algunos.
DEM permite la simulacién de problemas a diferentes escalas. Este método supone que un
dominio puede ser representado por un conjunto rigido de elementos (los cuales pueden ser
cilindros en 2D o esferas en 3D; en adelante nos referiremos a los elementos cilindricos como

particulas) que interactian entre si, el comportamiento general del sistema es determinado
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por las leyes de contacto, por cohesion y friccidén; los enlaces de cohesién pueden romperse,
lo que permite simular fracturas y su propagacion. Pero DEM tiene ciertos inconvenientes,
por ejemplo; el calculo de la interaccién entre cada par de particulas que se encuentran en
contacto requiere de un alto esfuerzo computacional. Muchas veces una simulaciéon puede
tardar muchos dias, con esta restriccién en las simulaciones se limita el niimero de particulas
en la discretizacion. Otro inconveniente es la estimacion de los parametros del modelo de

contacto, ya que éstos, en la mayoria de los casos, no se pueden obtener de forma directa.

Es de nuestro interés el estudio del problema dinamico de estructuras elasticas en 2D, este tipo
de problemas puede ser muy bien modelado con FEM hasta que ocurre una fragmentacién o
fractura en el sélido de estudio. En la mayoria de estos problemas, dichas fracturas aparecen
sélo en ciertas partes de nuestro dominio, y el resto tiene un comportamiento que puede ser
representado como continuo, de ahi el interés de modelar este tipo de problemas con DEM para
modelar las fracturas, y FEM para el resto del dominio. Por ejemplo, el conocido Brazilian
tensile strength test (BTST) se utiliza para el estudio de la resistencia a traccién indirecta; en
este ensayo se simula la compresién de un cilindro mediante la aplicaciéon de fuerzas (figura
1.1(a)), éste sufre una fractura localizada durante el ensayo en laboratorio como el que se

muestra en la figura 1.1(b).

¥ V

F t F t
(a) BTST modelo. (b) BTST modo de fractura.

FiGURA 1.1: Modelo y modo de fractura del Brazilian tensile strength test.
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1.2 Distribucion de los capitulos

La organizaciéon de esta tesis se presenta a continuacién: en el capitulo 2 se describe de forma
breve la teoria de elasticidad y, puesto que en este trabajo sélo se analizan problemas en 2D,
se incluye la teoria de elasticidad bidimensional. Ademads se incluye de forma detallada la
formulacién de elementos finitos utilizando tridngulos de tres nodos para el problema de andli-
sis de estructuras continuas y la formulacién de elementos discretos para modelar materiales
discontinuos. También se describe el esquema Newmark para encontrar los desplazamientos,

velocidades y aceleraciones de los nodos en la discretizaciéon del dominio de estudio.

En el capitulo 3 se describe la formulacion FEM-DEM empleada, ademaés se incluye el algoritmo
para calcular la fuerza de contacto entre particulas a partir de las tensiones en los nodos de la
discretizacién de FEM y el algoritmo general para resolver el problema dinamico de estructuras

mediante la formulacién planteada.

Cuando el sdlido de estudio sufre alguna fractura durante la simulacién, empiezan a aparecer
particulas en la discretizacion, luego es necesario calcular la fuerza de contacto; pero antes
es necesario determinar que particulas estan en contacto; la busqueda de estos contactos se
describe en forma detallada en el capitulo 4. Ademds, en este capitulo, se describe el esquema
de integracién explicito que se usa en el algoritmo general, como también el calculo del paso

de tiempo critico Atg,.

En el capitulo 5 se presentan los resultados numéricos obtenidos por la formulacién FEM-DEM
de algunos ensayos de esfuerzos aplicados a estructuras sometidas a tensién plana; se explica
la relacién que existe entre los desplazamientos y la fuerza total que actiia en cada estructura

(probeta).

Finalmente, en el capitulo 6 se listan las conclusiones de este trabajo y se incluye un apéndice

en el que se detalla la operacién: ensamblar el sistema de ecuaciones global.

1.3 Estado del arte

En la actualidad existen muchos trabajos en los que se hace uso de ambas metodologias (FEM
y DEM). A continuacién se presentan tres (de los muchos) trabajos que combinan FEM vy
DEM:
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1. En [1] se presenta una combinacién de los modelos de FEM y DEM, en éste se modela el
contacto entre una particula circular y el contorno del subdominio continuo discretizado
mediante elementos finitos. De manera similar al caso de contacto entre dos particulas,
el contacto entre una particula y la cara exterior F de un elemento finito se descompone

en las direcciones normal y tangencial, F,, y F; respectivamente (figura 1.2).

V3

u;

Ficura 1.2: Contacto entre un elemento discreto y la cara de un elemento finito, con: vy y
9 las velocidades nodales, w; la velocidad angular y u; la velocidad del centro de la particula.

En el caso general, el modelo de contacto entre un elemento discreto y la cara de un ele-
mento finito puede incluir cohesién, amortiguacion, desgaste, generacion e intercambios
de calor, entre otros. Se tienen bien identificados los dominios continuos y discretos, y
se discretiza los subdominios con los elementos correspondientes, por ejemplo; para el
problema de corte de roca se modela un dominio de roca con elementos discretos y la he-
rramienta que se usa para hacer el corte se modela con elementos finitos. Los resultados
de la simulacién para este problema se muestran en la figura 1.3; los pardmetros usados
para esta simulacién, asi como otras simulaciones interesantes pueden ser consultados

con mas detalle en [1].

F1GURA 1.3: Proceso de corte de roca utilizando DEM/FEM. Figura tomada de [1].
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2. En [2] el modelo DEM/FEM multiescala se obtiene empleando FEM y DEM a dife-
rentes subdominios del mismo cuerpo (figura 1.4(b)). Se hace uso de un algoritmo de
acoplamiento para imponer restricciones a los subdominios en diferentes escalas del mode-
lo. Los subdominios de DEM y FEM pueden traslaparse, en esta zona las contribuciones

de cada uno de los dos métodos a la rigidez global varia gradualmente.

X3

X

(a) Cuerpo deformable. (b) Modelo de elementos discreto/finito multiescala.

F1GURA 1.4: Representacién del modelo DEM/FEM. Figura tomada de [2].

El ejemplo de aplicacién que se presenta en [2], consiste en la simulacién del proceso de
corte de roca por un repunte de una rozadora (figura 1.5). Las rozadoras son ampliamente
utilizadas en excavaciones subterraneas, en ingenieria de minas, asi como en la excavacién

de las diferentes estructuras subterraneas.

FI1GURA 1.5: Proceso de corte de roca utilizando DEM/FEM. Figura tomada de [2].
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3. En problemas reales, la zona del dominio que se discretiza con DEM puede variar du-
rante la simulacién. Con la formulacién presentada en [2], los subdominios se predefinen
durante el proceso de discretizacién. Esto requiere tener conocimiento previo exacto de
donde aparecerd la fractura. Con el proposito de hacer méas eficiente el uso de DEM du-
rante la simulacion, en [3] se presenta un algoritmo para cambiar los subdominios usados.
La idea es empezar la simulacion usando FEM, cuando alguna area cumple con la tensién
de rotura se reemplaza FEM por DEM con una nueva interfaz. Este cambio progresivo
hace mas eficiente el uso de ambos métodos. En la figura 1.6 se muestra graficamente
el proceso de transicion de FEM a DEM cuando para un elemento finito se cumple la

tension de rotura.

B Unconstrained (v = 0)
O Constrained (0 < o < 1)
O Deactivated (o = 1)

FIGURA 1.6: Proceso de transicién de FEM a DEM. Figura tomada de [3].
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Bases Teoricas

2.1 Teoria de Elasticidad

2.1.1 Elasticidad

Todos los materiales estructurales presentan en cierto grado la propiedad de elasticidad, es
decir, si las fuerzas exteriores que deforman la estructura no rebasan un determinado limite,
la deformacion desaparece cuando se suprimen dichas fuerzas si el dominio de estudio es per-
fectamente eldstico . Cuando las fuerzas exteriores rebasan este limite, el dominio de estudio
puede sufrir alguna fractura. Se supondréd que el material de la estructura es homogéneo, dis-
tribuyéndose con continuidad en su volumen, de forma que cualquier elemento extraido de él,
posee sus mismas propiedades fisicas. También se supondra que el cuerpo es isdétropo, es decir,

las propiedaes eldsticas son las mismas en todas las direcciones [4].

2.1.2 Tension

Dado un cuerpo en equilibrio (figura 2.1); bajo la accién de fuerzas externas Pp,..., Ps se
producen fuerzas internas en el mismo. Para estudiar la magnitud de éstas en cualquier punto
O, imaginemos que el cuerpo se divide en dos partes: A y B por la seccién transversal mm
a travéz de O. Consideremos una parte, digamos A, y se establece que ésta se encuentra en
equilibrio bajo la accién de las fuerzas externas Py, ..., Pg v las fuerzas internas distribuidas en
la seccién transversal mm, las cuales representan las reacciones del material de la parte A a las

acciones del material de la parte B. Se asumird que estas fuerzas se distribuyen uniformemente

7



Capitulo 2. Bases Teoricas 8

en el area de la seccién mm. La magnitud de estas fuerzas se define como la cantidad de fuerza
por unidad de area de la superficie en la que éstas actian; estas fuerzas internas reciben el
nombre de tension.

En el caso general la tensiéon no es distribuida uniformemente sobre mm. Para obtener la
magnitud de la tensién que actia en un drea pequenia A, que es un recorte de la seccion
transversal en cualquier punto O, se asume que las fuerzas que actiian a travéz de esta area
elemental debido a la accién del material de la parte B sobre el material de la parte A pueden
ser reducidos a la resultante §P. Si se contrae 6 A de forma continua, el valor en el limite de
dP/§A corresponde a la magnitud de la tensién que actia sobre la seccién transversal mm
en el punto O. En el caso general la direccién de la tensién es inclinada hacia el area §dA y
usualmente se resuelven en dos componentes: la tensidn normal perpendicular al area y la

tension de corte o tension tangencial que actia en el plano del area 6A [4].

F1GUrA 2.1: Cuerpo en equilibrio.

2.1.3 Componentes de tensién y deformacién

Usaremos la letra ¢ para designar la tensién normal y 7 para la tensiéon tangencial. Si con-
sideramos un pequeno elemento cibico en el punto O, con sus aristas paralelas a los ejes

coordenados las componentes tensionales que actiian sobre las caras del cubo es la indicada
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en la figura 2.2. Para cada par de caras paralelas del elemento ctibico se necesita un simbolo

z

Oz

FigurA 2.2: Componentes de tension.

para representar la componente de tensién normal y dos més para las componentes de tensién
tangencial. Se requieren, por lo tanto, tres simbolos para describir las tensiones normales que
actiian sobre las caras de un cubo elemental, a saber: o, oy, 0. ¥y s€is Toy, Tye, Taz, Toxs Tyz,
T.y Para las tensiones tangenciales.

De la consideracién del equilibrio del elemento, se deduce que el nimero de tensiones tan-
genciales puede ser reducido a tres ya que para cada dos caras perpendiculares entre si, las
componentes de tension tangencial perpendiculares a la linea de interseccién de esas caras, son
iguales [4]. Por lo tanto, el sistema de tensiones esta definido por las seis cantidades: o, oy,
Ozy Toy = Tyxs Txz = Tzxy Tyz = Tzy-

Representaremos mediante la letra ¢ la deformacion longitudinal o simplemente deformacion
y mediante 7 la deformacién tangencial. El pequeno desplazamiento de las particulas de un
cuerpo deformado, es descompuesto generalmente en sus componentes u, v, w paralelas a los

ejes x, y, z, respectivamente. Entonces las componentes de deformacién son definidas como [4]

o o o
€w_8m’ Ey_ay’ £ = 0z’
ou Ov ou Ow ov  Ow

’Y:cyZa—y‘f‘%, ’Y:czza‘i‘%, 7yz=&+a—y~
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2.2 Elasticidad Bidimensional

Existe en la actualidad una gran variedad de estructuras de interés préctico dentro de la
ingenieria en las que se puede hacer uso de la hipdtesis de la elasticidad bidimensional. Dichas
estructuras se caracterizan por tener una forma aproximada de prisma recto. No obstante,
segln la proporciéon que guarden las dimensiones de dicho prisma y la disposicién de las cargas

sobre éste, pueden clasificarse en uno de los dos tipos siguientes:

Tension plana: Una estructura prisméatica se encuentra en estado de tensiéon plana
si una de sus dimensiones (espesor) es mucho menor que las otros dos (figura 2.3), y
sobre ella actdan tnicamente cargas contenidas en su plano medio. Los problemas de
estructuras que se pueden citar en esta categoria son los de andlisis de vigas de gran

peralte, placas con cargas en su plano medio, presas de contrafuertes, etc (figura 2.4) [5].

F1cUrA 2.3: Tipologia de un sélido sometido a tensién plana.

Deformacion plana: Una estructura prisméatica se encuentra en estado de deformacién
plana si una de sus dimensiones (longitud) es mucho mayor que las otras dos (figura 2.5),
y sobre ella actian Unicamente cargas uniformemente distribuidas a lo largo de toda su
longitud y contenidas en planos ortogonales al eje que une los centros de gravedad de sus
distintas secciones transversales [5]. Dentro de esta clasificacién se pueden incluir entre
otros, los problemas de muros de contencién sometidos a una presién lateral, presas de
gravedad, tuberias bajo presion interna como tiineles o alcantarillas (figura 2.5) y diversos

problemas de ingenieria del terrreno [4].
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RERRERE Nl -
-
-] >
-] O >
-] >
- -
/e T O
(a) Muros y vigas de gran peralte. (b) Placas.

FigurA 2.4: Ejemplos de problemas de tensién plana.

+00

F1cguraA 2.5: Tipologia de un sdlido sometido a deformacién plana.

(a) Muro de contencién. (b) Alcantarilla o tunel.

FicURA 2.6: Ejemplos de problemas de deformacién plana.
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Una de las principales ventajas de la teoria de la elasticidad bidimensional es que permite el
estudio de los problemas de tensién y deformacién plana de forma unificada, aunque, de hecho,
cada uno de estos problemas presente una serie de tipologias estructurales que funcionalmente

no guardan ninguna relacién entre si [5].

2.2.1 Campo de desplazamientos

Las caracteristicas geométricas y de cargas de una estructura en estado de tensién o defor-
macion plana permiten establecer la hipdtesis de que todas las secciones perpendiculares al
eje prismético z se deforman en su plano y de manera idéntica. Por consiguiente, basta con
conocer el comportamiento de cualquiera de dichas secciones. Asi, consideremos una seccién
genérica contenida en el plano x — y de cualquiera de las estructuras de las figuras 2.4 y 2.6.
El campo de desplazamientos de la seccién queda perfectamente definido si se conocen los

desplazamientos en las direcciones x e y de todos los puntos. El vector de desplazamientos en

u u(z,y)
u(z,y) = = , 2.1
(x,y) {v} {U(x’y)} (2.1)

donde u(z,y) y v(z,y) representan los desplazamientos del punto en direcciones a los ejes z e

un punto se define como

y respectivamente [5].

2.2.2 Campo de deformaciones y tensiones

Del campo de desplazamientos (2.1) se deducen las deformaciones haciendo uso de la teoria

general de la elasticidad [4]. Asi

o ou
T — 8713?
ov
8y = 87,!/7 (22)
o, o
ey = ox Oy’
Yz = Vyz = 0.

Con respecto a la deformacion longitudinal €, hay que senalar que en el caso de deformacién

plana se hace la hipétesis de que es nula. Por otra parte, en un estado de tensién plana dicha
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deformacion no es nula, pero se supone que lo es la tensién o,. Por consiguiente, en ninguno
de los dos casos hay que considerar la deformacién €,, ya que no interviene en la ecuaciones
del trabajo de deformacion al ser el producto o,e, nulo. Asi pues, el vector de deformaciones

stgnificativas de un punto se define para tension y deformacién plana como

o | [o
s Ox Oz
ov 0 u
E=1< ¢ = v = Y . (2.3)
! dy 0 Ay {U}
o ou| |00
or Oy |0y Ox

Se deduce de las ecuaciones (2.2) que las tensiones tangenciales 7., y 7., son nulas. Por otra
parte, por los mismos motivos expuestos anteriormente para la deformacion €., la tensién o,

no trabaja y el vector de tensiones significativas se deduce como [5]

2.2.3 Relacién tension-deformacion

La relacion entre las componentes de tensién y deformacion, ha sido establecida experimental-
mente y se conoce bajo el nombre de ley de Hooke, por tanto la relacién matricial resultante

es
o = De, (2.5)

donde D es la conocida matriz constitutiva o matriz de constantes eldsticas [4]. El caso més
general de la relacién (2.5) es la que considera tensiones y deformaciones iniciales debidos a
cambios de temperatura, retracciones, tensiones residuales iniciales, entre otros [6]. Asi pues

la relacién maés general es
o = D(e — eo) + o0, (2.6)

donde g es el vector de deformaciones iniciales y o es el vector de tensiones iniciales. Del teo-

rema de Maxwell-Betti se deduce que D es siempre simétrica [7], y si consideramos materiales
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isétropos; para tensién plana D esta dado por:

1 v 0
D= 2.
T2 |V 1 0 , (2.7)
0 0 (1-v)/2
y para deformacién plana D esta dado por:
5 1—v v 0
D pu— —_— 2.
D R (2:8)
0 (1-2v)/2

donde E es el mddulo de Young y v el coeficiente de Poisson [6].

2.2.4 Principio de Trabajos Virtuales

La expresion integral de equilibrio en problemas de elasticidad bidimensional puede obtenerse
haciendo uso del Principio de Trabajos Virtuales (PTV) asi, teniendo en cuenta las tensiones
y deformaciones que contribuyen al trabajo virtual de la estructura, la expresién del PTV en

forma matricial puede escribirse como

// selotdA = // sulbtdA + /(5uTttds + Zéu?qi, (2.9)
A A l -
N—— 7
TvI T.V.E
donde:
e = [0ex, 0cy, Yy T, du = [u, ov]”, b= [bs,b,]7,
t = [ty t,)7, du; = [Su;, vt q; = U, V)]

La primera parte de la ecuacién (2.9) representa el trabajo que el vector de esfuerzos signi-
ficativos o realiza sobre las deformaciones virtuales de. A la derecha de la igualdad tenemos:
fuerzas repartidas por unidad de volumen b, fuerzas repartidas sobre el contorno ¢ y finalmente
las fuerzas puntuales g; sobre los desplazamientos virtuales du. A y [ son el drea y el contorno
de la seccién transversal del solido y t su espesor. En problemas de tensién plana el valor
de t coincide con el espesor real, mientras que en problemas de deformacién plana es usual

considerar ¢t =1 [5].
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2.3 Meétodo de Elementos Finitos

Se estudiara a detalle el comportamiento del elemento triangular con 3 nodos en coordenadas
cartesianas. Se considera un elemento triangular aislado de nodos ¢, j, m tal como se muestra

en la figura 2.7.

YA
m
Ui(vi)
m-———j
|
| .
' J
|
|
|

FiguraA 2.7: Elemento aislado de un medio continuo bajo tensién o deformacién plana, donde
x; y y; son las coordenadas cartesianas del nodo i.

2.3.1 Discretizacion del campo de desplazamientos

Es posible expresar los desplazamientos cartesianos de un punto cualquiera del interior del

elemento en funcién de los desplazamientos de sus nodos como

a;
w= {“} =Y Nuaf = [N; N; N,,J{ a; p = Na®, (2.10)
v
% a,

donde u es el vector de desplazamientos de un punto del elemento, a; representa los desplaza-

mientos de un nodo y tiene dos componentes:

a; = {u} (2.11)
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v los seis componentes de los desplazamientos del elemento se agrupan en el vector
a®=1qa; /- (2.12)

Las funciones N;, N, N;,, han de escogerse de manera que, al sustituir en la ecuacién (2.10)

las coordenadas de los nodos, se obtengan los correspondientes desplazamientos nodales. Es

N, — [Ni 0] , (2.13)

claro que:

0 N;
es posible obtener N; de (2.10), teniendo en cuenta que N; = 1 para z; e y; y cero en los
otros vértices. Las funciones de prueba N son las funciones de forma. Los desplazamientos de
cualquier punto deben de quedar bien definidos por los valores de a®. La representacién mas
sencilla viene dada por dos polinomios de primer grado

u = a1 + a2 + asy, (2.14)

V= 04 + a5 + agY.

Se pueden calcular ficilmente las seis constantes « resolviendo los dos sistemas de tres ecua-
ciones simultaneas que se obtienen al sustituir las coordenadas de los nodos e igualar las
expresiones resultantes a los desplazamientos correspondientes a los nodos. Si suponemos que
la interpolacién de u y v se efectiia de forma idéntica, basta con obtener la expresién de las fun-
ciones de forma para uno de los dos desplazamientos. Asi por ejemplo, para el desplazamiento

horizontal u tenemos:

U; = aq + aeZi + a3y,
uj = o1 + ax; + azy;, (2.15)

U = Q1 + Q2T + Q3Ym

resolviendo el sistema de ecuaciones (2.15) para aj, oz, as en funcién de los desplazamientos

nodales u;,u; y u,, se obtiene

1
U= A [(ai + biz + ciy)u; + (aj + bjz + ¢jy)uj + (am + bmx + cmy)um], (2.16)
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donde

i = TjYm — Tmj »
bi = Yi — Y, (2.17)

Ci:l'm—.%'j,

los coeficientes restantes se obtienen mediante permutacién ciclica de los subindices i, j, m y
donde
I = oy
2A =det|1 x; yj|= 2% (drea del triangulo ijm), (2.18)

1 Zm Ym

comparando las ecuaciones (2.16) y (2.10) se deduce que

N, = it b;z+ ). (2.19)

La representacion grafica de las funciones de forma se muestra en la figura 2.8.

N;
A

FIGURA 2.8: Funciones de forma.

Estas funciones de forma automaticamente garantizan desplazamientos continuos entre ele-
mentos adyacentes por que los desplazamientos varian linealmente a lo largo de cualquier lado

de los tridngulos en la discretizacién [6].
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2.3.2 Discretizacion del campo de deformaciones

Sustituyendo (2.10) y (2.19) en (2.3) se obtiene las tres deformaciones significativas en cualquier

punto del elemento como:

.
_ 1 [ w
o or Ve U e V||
€= w =1 0 ON; 0 ON; 0 ONm i , (2.20)
dy dy Ay dy vj
@ i @ aNZ 8NZ 8Nj 8Nj aNm aNm Um,
Oz Oy ) Ly Ox Oy Ox oy or | O
\ V
reescribiendo (2.20) tenemos
a;
e=Ba°=[B;B; By|{ a; ;> (2.21)
am

donde B es la matriz de deformaciones del elemento y B; es la matriz de deformaciones del

nodo 17, la cual esta dada por:

o -
ox 0
Bi=| o i, (2.22)
Jy
ON; ON;
| Jy oz |

sustituyendo las funciones de forma (2.19), B tiene los siguientes valores:

bi 0 : b 0 : by 0
1 . .
B:ﬁ 0 ¢ 0 ¢ @ 0 cn (2.23)

CibiECjbjECmbm

de (2.23) vemos que la matriz B es independiente de la posicién del punto dentro del elemento,

esto implica que las deformaciones son constantes en todo el elemento [6].
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2.3.3 Discretizacion del campo de tensiones

La expresion discretizada del vector de tensiones en el interior del elemento se obtiene mediante

la sustitucién directa de la ecuacién (2.21) en (2.5)
o = De = DBa°“. (2.24)

Nuevamente, como la matriz de deformacién B es constante, las tensiones también lo son en
todo el elemento. Esto es consecuencia directa del campo de desplazamientos lineal escogido,
cuyos gradientes son, obviamente, constantes. Por consiguiente, en zonas de la discretizacion
donde se tenga alta concentracién de tensiones serd necesario utilizar una discretizacion mas

fina para aproximar la solucién de tensiones con suficiente precisién [5].

2.3.4 Ecuaciones de equilibrio de la discretizacién

Para la obtencién de las ecuaciones de equilibrio de la discretizacion partiremos de la expresién

del PTV (2.9) aplicada al equilibrio de un elemento aislado, como el de la figura 2.9.

Y, VA L.
U, V. Fuerzas masicas:

=10

Fuerzas de superficie:

t
{1}
t

Fuerzas nodales de equilibrio:

@ =y,

Fuerzas nodales exteriores:

w;, U; P,
7+ Y7 o Tl
R_{Rﬂ}

S

€T,

FI1GURA 2.9: Fuerzas sobre un elemento triangular de nodos 4, j, m.
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Vamos a suponer que sobre el elemento aislado, actian fuerzas repartidas por unidad de area
(fuerzas mésicas) b, y en sus lados fuerzas repartidas por unidad de longitud (fuerzas de
superficie) t (figura 2.9). Las fuerzas de superficie pueden ser de dos tipos: debidas a fuerzas
exteriores que actuan sobre los lados del elemento que forman parte del contorno exterior de
la estructura o debidas a las fuerzas de interaccién entre elementos que se transmite a través
de sus lados comunes. Estas dltimas pueden ignorarse desde un principio, debido a que se
anulan cuando se ensambla la matriz de rigidez de toda la estructura a partir de las matrices

de rigidez elementales.

Partiendo del supuesto de que el equilibrio del elemento se establece tinicamente en los no-
dos, podemos definir unas fuerzas puntuales que actien sobre los nodos (denominadas fuerzas
nodales de equilibrio) y que equilibren las fuerzas debidas a la deformacién del elemento y al
resto de las fuerzas que actdan sobre el mismo.

Para el cdlculo de las fuerzas nodales de equilibrio haremos uso de la expresiéon del PTV

aplicada al elemento, que se escribe como

/ delotdA® = / ouTbtdAC + | sulttds*+ > SupUp+ > Vi,  (2.25)
Ae Ae

le k=i j,m k=i j,m

donde duy, y dvy, son los desplazamientos virtuales de los nodos del elemento, Uy, y Vi, las fuerzas
nodales de equilibrio que corresponden a dichos desplazamientos. El trabajo virtual de dichas

fuerzas puede despejarse de la ecuacién (2.25) como
/ selotd A — / suTbtdA® — | suTttds® = [6a°]" q°, (2.26)
Ae Ae le
donde para el elemento triangular de tres nodos

5a = [du, 6v;, 8uj, 005, S, S0 ”

q° = Ui, Vi, Uy, Vi, U, Vin]
De (2.10) y (2.21) podemos escribir
sul = [sac)" NT, s’ = [sa®)" BT. (2.27)

Sustituyendo (2.27) en (2.26) y factorizando da® en el primer miembro finalmente se obtiene

[ba]" [ / / BT otdA® — / / NTbtdA® — / NTttdse] = [5a]" ¢*, (2.28)
e € le
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teniendo en cuenta que los desplazamientos virtuales son arbitrarios, se deduce que
/ / Bl otdA® — / NTbtdA® — | NTttds® = q°. (2.29)
e Ae le

La ecuacion (2.29) expresa el equilibrio entre las fuerzas nodales de equilibrio y las fuerzas de-
bidas a la deformacion del elemento (la primer integral), las fuerzas mésicas (segunda integral)
y las de superficie (tercera integral). Sustituyendo el vector de tensiones o en funcién de los

desplazamientos nodales utilizando la forma general (2.6) se obtiene

/ / BT (DBa® — Deg + o) tdA° — / NTbtdA® — | NTttds® = ¢°, (2.30)
e Ae le

separando las integrales

/ / BT DBtdA°¢ a° = / / BT DeytdA® — / / Bl ogtdA® + / / NTbtdA® + / NTttds + q°,
Ae Ae Ae Ae

le

Ke fe f& I Ii
(2.31)

donde K€ es la matriz de rigidez del elemento y tenemos un conjunto de fuerzas nodales
equivalentes debidas a: deformaciones iniciales f¢, tensiones iniciales fg, fuerzas masicas fy y
a fuerzas en la superficie f{. Se define el vector de fuerzas nodales equivalentes del elemento

como
fo=fe—fo+ 5+ 1t

es posible expresar la ecuacién (2.31) como un sistema de ecuaciones para cada elemento [§]
K¢® = £+ ¢°. (2.32)

La ecuacion de equilibrio total de la malla se obtiene estableciendo que la suma de las fuerzas

nodales de equilibrio en cada nodo debe ser igual a la fuerza nodal exterior, es decir
> 4 =P
e

ésta es la suma de las contribuciones de los vectores de fuerzas nodales de equilibrio de los
distintos elementos que comparten el nodo con numeracién global j y P; representa el vector

de fuerzas puntuales actuando en dicho nodo.

Las ecuaciones de equilibrio de la malla se obtienen a partir de las contribuciones de las matrices

de rigidez elementales y de los vectores de fuerzas nodales equivalentes, también elementales,
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siguiendo las mismas reglas que en el caso de estructuras de barras. Asi pues, tras el ensamblaje,

la ecuacion matricial global se puede escribir como
Ka=f, (2.33)

donde K es la matriz de rigidez, a es el vector de desplazamientos nodales y f el vector de

fuerzas nodales equivalentes de toda la malla.

Recordemos de nuevo que las fuerzas nodales de equilibrio debidas a las fuerzas de interaccién
entre los contornos de los elementos adyacentes se anulan en el ensamblaje, debido a que dichas
fuerzas tienen igual magnitud y direccién, pero sentidos opuestos en cada elemento. A efectos
practicos, solamente hay que considerar el efecto de las fuerzas de superficie cuando se trate
de fuerzas exteriores actuantes sobre lados de elementos que pertenezcan al contorno de la

estructura [5].

2.4 Método de Elementos Discretos

La formulacién del método de los elementos discretos DEM (por sus siglas en inglés Discrete
Element Method) fue introducido por Cundall [9], en esta seccién se presenta la formulacién
desarrollada por Rojek et al. en [10].

DEM asume que el material sélido puede ser representado por un conjunto de particulas
rigidas (esferas en 3D y cilindros en 2D) que interactian entre si mediante fuerzas normales y
tangenciales. Esta ley de contacto puede ser vista como una formulacién de un modelo a nivel
microscépico. Las uniones cohesivas pueden romperse, simulando asi la fractura del material

y su posible propagacién.

2.4.1 Ecuaciones de movimiento

DEM se basa en las ecuaciones de movimiento rotacional y traslacional de las particulas cilindri-
cas en 2D o esféricas en 3D, estas ecuaciones corresponden a la dindmica de cuerpos rigidos. En
adicion, DEM considera fuerzas de amortiguamiento para evitar vibraciones de las particulas

sin contacto para asi disipar la energia cinética [1]. Para el i-ésimo elemento se tiene

myii; = Fy (2.34)
Liw; =T;, (2.35)
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donde u es el desplazamiento del centro del elemento y % su aceleracién, w la velocidad angular
y w su aceleracion angular, m la masa del elemento, I el momento de inercia, los vectores
F y T corresponden a las sumas de todas las fuerzas y momentos aplicados al elemento,

respectivamente.

2.4.2 Fuerzas de contacto

Una vez que se ha detectado el contacto entre un par de particulas, se calculan las fuerzas que
ocurren en el punto de contacto. La interaccién entre dos particulas ¢, j puede ser representado
por las fuerzas de contacto F; y F;, las cuales por la tercer ley de Newton satisfacen que
F; = —F,. Tomando F = F; y descomponiendo F en sus direcciones normal y tangencial F,,

y Fy, respectivamente (figura 2.10) se obtiene
F=F,+F = fun+F,, (2.36)

donde n es el vector unitario normal que une los centros de las particulas, con direccién exterior

a la particula . Las fuerzas de contacto f, y F; se obtienen utilizando un modelo constitutivo

u;

FigurA 2.10: Descomposicién de la fuerza de contacto en sus componentes normal y tangen-
cial para dos particulas en contacto.

para el contacto entre dos esferas rigidas (o cilindros en 2D) como el presentado en la figura
2.11. La interface de contacto es caracterizada por la rigidez normal y tangencial, k, y k¢
respectivamente, el coeficiente de Coulomb p y el coeficiente de amortiguamiento de contacto

cn. La fuerza de contacto normal se descompone en una parte eldstica f,. y una parte de
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k¢

H —AMW—
kn
1]
Cn

FI1GuraA 2.11: Modelo de la interfaz de contacto.

amortiguamiento f,q; fre €s proporcional a la rigidez normal k, y a la penetracién de las

superficies de las particulas ;.
Jne = kntpn = kp(d —1i —1j), (2.37)

donde d es la distancia entre los centros de las particulas y r;, 7; sus radios. Sino existe cohesién
entre particulas, no existira fuerza normal de tension, esto significa que cuando wu,, < 0 se
establece el valor nulo a la fuerza normal f,. = 0. La fuerza de amortiguamiento se utiliza
para disminuir oscilaciones de las fuerzas de contacto y disipar la energia cinética. Si se supone
ésta de tipo viscoso, se obtiene que

fnd = CpUrn , (238)

donde v, es la velocidad relativa normal entre los centros de las particulas
Vrn = (u] — u,) -n. (239)

El coeficiente de amortiguamiento ¢, puede considerarse como una parte del amortiguamiento
critico Cy, para el sistema de dos particulas [11], C¢, estd dado por

mimjk‘n

Cop =2 (2.40)

mi +my

FEn ausencia de cohesion, ya sea por no existencia de adhesion o por los posibles enlaces rotos
entre las particulas, la fuerza de contacto tangencial F; aparece por friccion que se opone al
movimiento relativo en el punto de contacto. La velocidad relativa tangencial en el punto de

contacto v, se calcula a partir de la relacién

Ve =V, — (v, n)n, (2.41)
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donde la velocidad relativa v, entre particulas estd dado por
vV, = (uj + w; X I‘Cj) — (uz + w; X I'Ci), (2.42)

donde u;, u; y w;, w; son las velocidades de traslacién y rotacién para las particulas ¢, j y
Iei, Tej son los vectores que conectan los centros con el punto de contacto [10].

La relacién entre la fuerza de friccion f; y el desplazamiento tangencial relativo u,; estd dado
por el modelo clasico de Coulomb. Al existir la posibilidad de oscilaciones no-fisicas en la fuerza
de friccidon para la solucién numérica es necesario utilizar un modelo regularizado, mediante
la descomposicién de la velocidad tangencial relativa en sus partes reversible e irreversible.
Este proceso es equivalente a formular el contacto por friccién como un problema analogo al
de elasto-plasticidad, lo que permite calcular la fuerza de friccion utilizando un algoritmo de

retorno radial estdndar [3]. Primero se calcula un estado de prueba de la forma

Fitial — -l v At (2.43)
y se comprueba la condicion de deslizamiento

i A (2.44)

Si ¢tial < 0, 1a fuerza de friccién es la del estado de prueba, es decir F} = F!"2l de lo contario

la fuerza de friccién queda expresada por

trial
Ft

Fi = M\fn’mTlH- (2.45)

2.5 Esquema de Integracion

Para este trabajo se considera el problema dinamico de estructuras partiendo de una dis-
cretizacién de FEM, la justificacién y el cémo se incluye la formulacion de DEM se detallan en
el siguiente capitulo; asi la ecuacién diferencial matricial que gobierna este problema inicial-

mente es!:

Ma+Ca+Ka+ f=0, (2.46)

'Ver el desarrollo detallado en [12]
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con

d d?
a=—a a=—a, 2.47
pri (2.47)
donde K es la matriz de rigidez global, a el vector de desplazamientos nodales, f el vector de
fuerzas obtenidos por adicién de los coeficientes de rigidez de los elementos K¢, y por adicién
de las fuerzas nodales debidas a cargas exteriores, tensiones iniciales, etc. Las nuevas matrices

C y M se ensamblan de forma usual a partir de las submatrices elementales dadas por

Cs; = ; NTuNav , (2.48)

M= [ NT'pNdV. (2.49)

Ve
Como puede apreciarse en las ecuaciones (2.48) y (2.49) volvemos a encontrar matrices simétri-
cas. La matriz M® se conoce con el nombre de matriz de masa elemental y la matriz ensam-
blada M como la matriz de masa del sistema. Las matrices C¢ y C se conocen como matriz

de amortiguamiento elemental y matriz de amortiguamiento del sistema, respectivamente.

En la préctica, el empleo de la matriz de masa concentrada (o diagonal) presenta muchas
ventajas de tipo numérico, actualmente hay quienes utilizan exclusivamente estas matrices y
los resultados obtenidos son a menudo precisos [12]. En la actualidad, existen muchas formas
del proceso de concentracion o diagonalizacion y el que se usa en este trabajo es el conocido
método de la suma por filas.

La determinacién de la matriz de amortiguamiento C' es dificil en la préactica, ya que se
desconoce la matriz de viscosidad p. A menudo se asume que la matriz de amortiguamiento

es una combinacién lineal de las matrices de rigidez y de masa, es decir
C=aM+ K, (2.50)

donde v y 8 se determinan experimentalmente [13]. Esta forma de expresar el amortiguamiento
se conoce como amortiguamiento de Rayleigh, en ocaciones se define C' de manera mas explicita
y no es necesario emplear estas formas aproximadas para definir el amortiguamiento; por esto,
la definicién tomada para el calculo de la matriz de amortiguamiento concentrada (o diagonal)

para el programa desarrollado es
Cii = av/ K;; My, (2.51)

donde « es un pardmetro elegido por el usuario y o € [1 x 1073,5 x 1073].
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2.5.1 Colocacién mediante serie truncada de Taylor

Se aproxima de forma separada a1 y @n+1 mediante una serie truncada de Taylor. Podemos

escribir, suponiendo que a, y a, son conocidas:
ant1 = a, + Ata, + AtB(an1 — ay) (2.52)
y usar colocacién para satisfacer la ecuacién dindmica de gobierno en t,1, reescribiendo:
Maépiq + Capy1 + Kapyq + fni1 =0. (2.53)

Si se considera un desarrollo en serie truncada de Taylor para la funcién a y sus derivadas, se

puede escribir

AtP p

. AtP
apy1 = ap + Atan + -+ ?an + 6])?(5%4_1 — gn) s
. . .. Atp~1 D Atr—1 P P
api1 = an + Atan +---+ man + p_lm(an+1 — an) s
(2.54)
-1 -1
pa n+l = pa n + Atgn + ﬁlAt(3n+1 — g'n) (utilizando Bo = 1)

La sustitucion de los tres desarrollos de la ecuacién (2.54) en la ecuacién de gobierno (2.53)

da una tunica ecuacién de la cual puede calcularse gnH. Cuando éste ha sido determinado,
~1

pueden evaluarse @,41 a "a n+1 utilizando las ecuaciones (2.54). El miembro més importante

de esta familia es, naturalmente, el algoritmo de Newmark [12].

2.5.2 Algoritmo Newmark

Este algoritmo es uno de los més populares para andlisis dindmico y se conoce como el esquema
de Newmark. Se usa una serie cuadratica (p = 2), siendo este el minimo requerido para
problemas de segundo orden. El desarrollo de la serie de Taylor (2.54) es:

2 At2

. At . ..
ani1 = a, + Ata, + 7(1 — [2)an + 7520%4-1 (2.55)

an—i—l = an + At(l - ,Bl)an + Atﬂlan—‘rl
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Esto, conjuntamente con la ecuacién dindmica (2.53) permiten determinar las tres incognitas
Ani1, Api1 Y Qpyl.
Es cémodo proceder resolviendo primero a1, sustituyendo las ecuaciones (2.55) en (2.53), lo

que resulta en

) KBA2\ ! . )
Apy1 = — (M+051At+ﬁ;> X {fn+1+c|:an+At(1_ﬁl)an
(2.56)
. AR .
+ K a, + Atan + 7(]— - ﬂZ)an

Después de este paso los valores @,+1 y an+1 pueden encontrarse mediante sencillas operaciones
vectoriales utilizando las ecuaciones (2.55).
Como en el caso general, 82 = 0 produce un algoritmo explicito y la solucién es muy sencilla

si M y C se suponen diagonales y 51 = % [12].



Capitulo 3

Formulacion FEM-DEM

Se listan las principales caracteristicas de los métodos de elementos finitos y discretos presen-

tados en el capitulo 2. Para FEM tenemos:
e Un método de aproximacion que garantiza la solucion de la ecuacién diferencial en los
nodos de la discretizacion del dominio.

e La aproximacién mejora considerablemente cuando los elementos de la discretizacién son
muy pequenos, esto implica que el tiempo de cémputo puede incrementarse considerable-

mente cuando se tiene una discretizacién muy fina.
e En principio no es posible simular/modelar fracturas.
e El comportamiento no lineal es muy complejo.

e No existen microparametros.

Dentro de las caracteristicas principales para DEM podemos listar:

Es posible simular/modelar fracturas y su propagacion.

Los contactos internos estan bien definidos.

En muchas ocaciones no converge a la solucion.

La precisién de los resultados es altamente dependiente de la discretizacion.

29
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e Es un tanto dificil encontrar los microparametros que se usan para definir la fuerza de

contacto entre dos particulas, a saber: ¢, kn, py k.

e Se requiere de un alto esfuerzo computacional en simulaciones que consideran un gran

numero de particulas.

A continuacién se presenta un medio continuo discretizado con FEM y DEM en las figuras

3.1(a) y 3.2(a), respectivamente.

1

(a) Discretizacién del medio. (b) Elemento triangular de nodos i, j, m.

FiGura 3.1: Discretizacion de un dominio continuo con FEM.

k¢
I
— AW —
kn
|
LN |
Cn
(a) Discretizacién del medio. (b) Modelo para el contacto entre dos particulas.

Ficura 3.2: Discretizaciéon de un dominio continuo con DEM.
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3.1 Formulacion

Un medio continuo discretizado con FEM puede ser visto como una discretizacién con DEM

con elementos virtuales de FEM como se aprecia en la figura 3.3.

VIS

Ficura 3.3: Elementos virtuales de DEM sobre la discretizacion de FEM.

Dadas las caracteristicas principales de ambas metodologias, es conveniente partir con la for-
mulaciéon de FEM encontrando desplazamientos, tensiones, deformaciones y todas aquellas

variables de interés; luego, es necesario responder a preguntas como:

e ;Es posible heredar las propiedades de FEM a DEM?

e ;Cudles y cémo heredar estas propiedades?

Para responder estas preguntas de forma intuitiva observemos la figura 3.4, en ésta se considera
un elemento triangular aislado de nodos ¢, j, m; éste se relaciona con DEM si asignamos
particulas con centro en los nodos 7, j, m y sus respectivos radios 1, 1, T, luego resta

relacionar la fuerza de contacto entre cada par de particulas; es decir, modelaremos la fuerza
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de contacto de DEM en cada arista del elemento triangular de FEM.

FI1GURA 3.4: Relacién entre los modelos FEM y DEM.

Una de las variables principales es la rigidez de la resistencia entre cada par de particulas,
adviértase que se considera solamente la fuerza normal para modelar la fuerza de contacto
entre particulas con base en la rigidez de las aristas, de este modo se evita la tarea de encontrar
los microparametros ¢, kn, @y ki

Para modelar esta fuerza de contacto a partir de las propiedades de FEM recordemos que
como se explicé en el capitulo 2, cada elemento de la discretizacién de FEM tiene asociado una

matriz de rigidez elemental ) i

KG

K; Kj K; (3.1)

Kmi ij Kmm

donde K€ es la matriz de rigidez elemental sin considerar los grados de libertad de los nodos

del elemento, a partir de ésta podemos asignar una rigidez parcial a cada arista del elemento.

Cada arista que comparte dos nodos como se aprecia en la figura 3.5 serd denotada con un
superindice entre paréntesis. Las matrices de rigidez parciales de cada arista quedan definidas

como

KO _ é Ke. K0 _ % Ke. ) _

1
-K° 3.2
3 ’ ( )
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—
.
~

(m)

FIGURA 3.5: Modelo de fuerzas de contacto en las aristas.

y se comprueba que
K° = l@iK(l) , (3.3)

donde E indica la operacién ensamblar !. Teniendo la rigidez que aporta cada arista a la
formulacién de FEM estamos en condiciones de modelar la fuerza de contacto en éstas.

Ahora bien, siguiendo la aproximacién de DEM un elemento virtual puede ser danado usando
un criterio de tension o deformacion para reproducir fracturas siguiendo el modelo de Rankine

[14]. Viendo esto desde la perspectiva de FEM tenemos

m
K*=E(1- d) KW (3.4)
donde d; es un indice de la proporciéon de dano en las aristas que puede tomar valores en el
intervalo [0, 1]; donde d; = 0 indica que la arista no ha sido danada mientras que d; = 1 indica
que la arista ha sido danada por completo (se rompe), por lo que la contribucién de dicha
arista a la rigidez elemental es nula; es decir, el dominio de estudio tendra una fractura donde

las aristas sean danadas por completo.

3.1.1 Ceriterio de ruptura

Para determinar cudles seran las aristas que sufrirdn cierto dano adoptaremos un criterio de

ruptura basados en las tensiones y deformaciones evaluadas en todas aristas de la discretizacion

1En el anexo A se muestran los detalles de esta operacidn.
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de FEM siguiendo el modelo de fractura de Rankine, también conocido como el criterio del

maximo esfuerzo normal.

F1cURA 3.6: Evaluacién de tensién en la arista de nodos i, j.

El campo de tensiones principales se evaliia en las aristas como el valor promedio de los dos
elementos adyacentes
¢ + gCad

o = — (3.5)

donde 6% es la mayor tensién principal en la arista de nodos 7,7, o€ es la tensién principal
elemental y 0 es la tensién principal elemental adyacente (figura 3.6). Si 6 > o*, decimos
que el criterio de ruptura se alcanza para la arista de nodos i, j, es decir; la arista sufrird un

cierto dano, y o* corresponde a la tensién de Rankine o a la tensién méaxima de ruptura.

Cuando el criterio de ruptura se alcanza, digamos para la arista marcada con verde en la
figura 3.7(a), se crean particulas en sus nodos y se asignan sus correspondientes radios; luego,
es necesario eliminar la contribucién que aporta esta arista a las matrices de rigidez de aquellos
elementos que la comparten o de aquel elemento que la contiene cuando esta arista se encuentra

en la frontera del dominio de estudio (figura 3.7(b)).

Finalmente, se ensamblan las matrices elementales cuyas aristas han sufrido cierto dano en
la matriz de rigidez global, con esto pasamos el dano que sufre cada arista al sistema global
de tal forma que en la siguiente iteracion del proceso de simulacién se considera un dominio
con un dano localizado o en el caso de que d; = 1 el dominio sufre una fractura, también
localizada. Las técnicas de asignacion de radios a las particulas se explicard a detalle en el

siguiente capitulo.
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(a) Discretizacién con tensiones en las aristas.

(b) Ruptura de la arista que alcanza el umbral de tensién.

F1GURA 3.7: Proceso del criterio de ruptura.
3.1.2 Fuerzas de contacto

Como vimos en la seccién anterior, cuando una arista sufre cierto dano se asignan particulas
en los nodos que la forman, los radios de estas particulas determinaran si éstas se encuentran
en contacto o no. Para calcular la fuerza de contacto inicialmente se procede a determinar
si algiin par de particulas se encuentra en contacto y después se calcula la magnitud de esta
fuerza, es importante remarcar que las fuerzas de contacto que se calculan pasan a formar

parte de las fuerzas puntuales en el principio de trabajos virtuales.

Consideremos que se evaliia una arista danada por completo a la que se asigné particulas en
sus nodos 4, j con sus respectivos radios r; y 7;. Las particulas que comparten dicha arista
sufren un desplazamiento a;, a;; los vectores de posicién que se consideran para determinar
si las particulas estan en contacto y para calcular la magnitud de la fuerza de contacto son los
que han sufrido estos desplazamientos, denotaremos éstos como {z;,y;}7 y {z;,y;}7 (figura

3.8). De la expresion
ZTj Xy
gapij = T - H — (ri +15), (3.6)
Yj Yi
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Y, VA

Yj

Yi

Ficura 3.8: Evaluacion del contacto para las particulas en los nodos ¢, j.

si gap;; < 0 las particulas estdn sobrepuestas o en contacto. Se realiza la bisqueda de contactos
con base en esta condicién, y la estructura usada para esta bisqueda se explica a detalle en el
siguiente capitulo. Luego, es necesario encontrar la rigidez del contacto en la direccién normal,

para esto partimos de la configuracién que se presenta en la figura 3.9.

FiauraA 3.9: Configuracién para la evaluacion de la fuerza de contacto.

A continuacion se presenta el algoritmo para encontrar la magnitud de las fuerzas de contacto
entre particulas de aristas danadas por completo, claro esta que ésta se calcula solamente para
aquellas particulas que se encuentran en contacto o sobrepuestas y cuya aportaciéon a la rigidez

global sea nula.
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Algoritmo 3.1 Fuerza de contacto

1: Compute bins
2: Search contacts

3. Reduced contacts

4: if npart > 0 then > Existen particulas en la discretizacion
5: while over each ¢; do

6: while ¢; # NULL do

T: gap < gap(i,j)

8: r < gap/(ri + ;)

9: Foy < [rx E(x; — ;) x t]/d > E es el médulo Young
10: Foy < [r*E(y; —yi) *t]/d

11: FE i {Feo, Fey}

12: Fo(i)  F.(i) + B(fe4 % 2 % 1;) > E indica la operacién ensamblar
13 £.0) & £) — B(fet 5 25 7)

14: end while

15: end while

16: end if

Para mayores detalles en la formulacion y célculo de la magnitud de la fuerza de contacto

refiérase a [15].

3.2 Algoritmo General

En esta seccién se muestra el algoritmo general para resolver el problema dindmico de estruc-
turas en 2D haciendo uso de la formulacion FEM-DEM.

Paso 1 Célculo de radios iniciales ro = {ro,,70,,...,70, }

Paso 2 Cdlculo de At,,
BAt,. if At > At

At if At < At

At =

Paso 3 Cdlculo de la matriz de amortiguamiento C

Cii = aV K;;iCj;
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Paso 4 Célculo de las aceleraciones nodales, con g1 = %

2
F:f+fc—0[an+A2tdn} —K[an+At(zn+A2tdn

F

R VT

Paso 5 Calculo de las velocidades nodales

. . t, . ..
an+1 = an + 7(an+1 + an)

Paso 6 Cdlculo de los desplazamientos nodales

2
api1 = an + Atay, + Tdn—l—l

Paso 7 Aplicacién del criterio de ruptura a las aristas de la discretizacién
Paso 8* Célculo de la fuerza de contacto f.

Regresar al paso 4.

Donde « es el coeficiente de amortiguamiento de la estructura de estudio y 3 es el parametro
que indica la fraccién a considerar del paso de tiempo critico At... El cédlculo del paso de

tiempo critico At., se explicard a detalle en el siguiente capitulo.

Para encontrar las aceleraciones, velocidades y desplazamientos de los nodos de la discretizacién
se emplea un esquema conjunto entre el método de Runge-Kutta de cuarto orden y el esquema
de Newmark que se presenté en el capitulo precedente. Los detalles de este esquema conjunto

se presentan en el siguiente capitulo.

Cabe resaltar que el cdlculo de la fuerza de contacto no se realiza en cada iteracién de la
simulacién, si no mas bien en cada intervalo de iteraciones, este intervalo es ingresado por el
usuario antes de empezar la simulacion; esto debido a que los desplazamientos que sufren los
nodos de la discretizacién son muy pequenos, por lo que no es necesario evaluar la fuerza de

contacto en cada iteracion de la simulacién.
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Implementacion de Mddulos

4.1 RK4-Newmark

El método de Runge-Kutta de cuarto orden (RK4) es uno de los métodos numéricos mas usados
para resolver ecuaciones diferenciales. Existen en la actualidad otros métodos numéricos que
son especialmente diseniados para algin tipo de problema en particular, pero este método ha
servido como un solver de propdésito general por décadas [16]. El esquema de integracién
usado en este trabajo es una combinacién entre el método de Runge-Kutta de cuarto orden y

el esquema Newmark presentado en la seccién 2.5.2.

4.1.1 Formulacién

Sustituyendo 51 = % y P2 = 0 en el sistema (2.55) del esquema de Newmark se obtiene

2

. e ..
a1 = a, + Ata, + — Gn (4.1)
. . At . At .
apt1 = ap + ?an + 7an+l . (4-2)

Para resolver primero @,+1 es necesario sustituir las ecuaciones (4.1) y (4.2) en la ecuacién

dindmica (2.53), lo que resulta en

—1 2
o= (004 50) s { g ofan s o] s fon e s e ] L as

39
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Para encontrar los valores de a,+1 y an+1 con base en el método RK4 conjuntamente con el
esquema Newmark (ecuaciones (4.2) y (4.3)) es necesario definir

—1 2
flan,an,t) = M+gC X < fani1 +C an+gdn + K an+Atan+A—tdn
2 2 2 (4 4)

At . At .

g(aru an7t) = an + 70/71 + 7an+1

a partir de las ecuaciones (4.4) se encuentran los valores de @41 y @n4+1 como

Qni1 = Qn + — (k1 + 2ky + 2k3 + ky)

(4.5)
Ant1 = Gn + ¢ (l1 + 2l + 213 + 14)
donde
k1 = f(an,an, t)A; li =g(an,an,t)A,
I<:2=f<dn+k2 n+l +At>At l2=g<dn+k; n+l t+A2t>At o
4.6

e B A R .Y

ky=f(an+ ks, a,+13,t+ 0 A ly=g(an+ks,a,+1s3t+A)A0

de acuerdo a la formulacién propuesta es claro ver que para empezar con el algoritmo es

necesario conocer ag, ag y ag.

4.1.2 Verificacion

Para validar el algoritmo propuesto, se presenta un problema con solucién analitica, asi es

posible comparar los resultados obtenidos por el esquema de integracion propuesto.

El problema: un cuadrado de longitud | = 2m se encuentra en reposo, las propiedades del
material de éste son la densidad p = 7800 kg/m?3 y su espesor esp = 0.1 m; se le aplica una
fuerza horizontal F = {100¢,0}7 y no se consideran fuerzas de friccién entre las superficies

(figura 4.1). Encontrar los valores de a(t), a(t) y a(t) al cabo de cierto tiempo t = 5, 10, 30, 50 s.

Solucién: se aplica la segunda ley de Newton para obtener el valor de la aceleracién en funcién

del tiempo, luego basta con integrar en el tiempo para encontrar los valores de la velocidad y
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0.1 _
4k 1=2.0

F

S/ S S

FIGURA 4.1: Problema propuesto.

el desplazamiento, ambas en funcién del tiempo; pero antes es necesario encontrar el volumen

V' del cuadrado para luego encontrar su masa m, asi:

V=0_"%esp=20%%01=04,

ngimzp*V:7800*0.4:3120,

) . F T
F=mxalt) = aft) = — = {Z5t.0} -

Por lo tanto, las funciones de interés quedan definidas como:

. 5 T
a(t> = {ﬁtao )

Una vez definidas nuestras funciones a(t), a(t) y a(t) resulta facil encontrar los valores pun-

tuales tedricos requeridos por simple sustitucién.

Ahora bien, para obtener estos resultados mediante el esquema de integracion RK4-Newmark,
partimos de una discretizacion con 8 elementos y 9 nodos tal como se muestra en la figura 4.2;
como el cuerpo parte del reposo los desplazamientos, velocidades y aceleraciones nodales son

conocidos en t = 0, a saber: ag =0, ag =0y ap =0.

Luego se distribuye la magnitud de la fuerza aplicada a los nodos de la discretizacion, para
esto; primeramente se distribuye la fuerza aplicada a los elementos en funcion del area que

ocupan en la discretizacién, para nuestro ejemplo como todos los elementos tienen la misma
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FiGURA 4.2: Discretizacion del problema propuesto.

area la fuerza aplicada a éstos es F,, = {12.5¢, 0}7; con esto, resulta ficil distribuir F,, a cada
nodo del elemento e;; cabe senalar que es necesario que cada nodo reciba la aportacién de todos
los elementos que lo comparten si es el caso, asi por ejemplo; la fuerza aplicada a los nodos 1
y 5 corresponden a Fy = {4.166t,0}7 y F5 = {16.66t,0}” respectivamente, de tal forma que
Z?:l F,=F.

Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 4.1; en la segunda columna se presentan los
resultados tedricos obtenidos por simple sustitucién; en la tercera, se presentan los obtenidos
por el esquema de integraciéon propuesto. Todos los nodos sufren los mismos desplazamientos,

velocidades y aceleraciones; con At = 1 x 1076 el paso de tiempo usado en la simulacién.

’ t ‘ V. Teébrico ‘ V. RK-4 | Error porcentual % ‘
lla(t =5)| 0.16025 0.1602 0.0312
|la(t =5)]] 0.40064 0.4005 0.0349
lla(t =5)|] 0.66773 0.6675 0.0344
la(t = 10)]] 0.32051 0.3204 0.0343
|la(t = 10)]] 1.60256 1.602 0.0349
lla(t = 10)]] 5.34188 5.34 0.0351
lla(t = 30)]] 0.96153 0.96125 0.0291
|la(t = 30)]] 14.42307 14.418 0.0351
lla(t = 30)]] 144.2307 144.18 0.0351
la(t = 50)]] 1.60256 1.6021 0.0287
|la(t = 50)]] 40.0641 40.05 0.0351
lla(t = 50)]] 667.735 667.49 0.0366

TABLA 4.1: Tabla comparativa (At =1 x 1076 ).
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Como se aprecia en la tabla 4.1 el error porcentual es significativo sélo para intervalos de
tiempo muy grandes.

Claro esta que la presicién de los resultados varia si se tuviese una discretizacién méas burda o
maés fina del dominio y también si se varia el paso de tiempo At usado en la simulacién, por
ejemplo si se usa At = 1 x 107 los resultados obtenidos se muestran en la tabla 4.2, se aprecia

que para t = 50 el error porcentual disminuye con At =1 x 107°.

’ t ‘ V. Teérico ‘ V. RK-4 ‘ Error porcentual % ‘
la(t = 50)]] 1.60256 1.6021 0.0287
|la(t = 50)]] 40.0641 40.05 0.0351
lla(t = 50)]] 667.735 667.5 0.0351
lla(t = 100)]] 3.20512 3.2042 0.0287
|la(t = 100)]| 160.256 160.2 0.0349
lla(t = 100)]] 5341.88 5340 0.0351

TABLA 4.2: Tabla comparativa (At =1 x 1075 ).

La desventaja conocida de este tipo de esquemas de integracién explicito es su estabilidad
numérica, ya que se encuentra condicionada por la limitacién del paso de tiempo At usado
en las simulaciones. La justificacién de los valores de At usados en las simulaciones que se

reportan en el capitulo 5 se presenta en la siguiente seccion.

En la figura 4.3 se muestra la evolucién de a(t), a(t) y a(t) del nodo 5 de la discretizacién
obtenidos con el esquema propuesto en los intervalos t € [0,5] y ¢ € [0, 50]. Para visualizar los

resultados obtenidos se hace uso del software Gid!.

4.2 Calculo del paso de tiempo

El hacer uso de un esquema de integracion explicito en el tiempo permite tener alta eficiencia
computacional y por esto es posible analizar y simular problemas en un intervalo de tiempo
relativamente grande.

Como el tiempo es infinito, inevitablemente se restringe a un incremento de tiempo finito At,
ésta es la desventaja principal de este tipo de esquemas de integracion, ya que la estabilidad
numérica se ve condicionada por el paso de tiempo At. El paso de tiempo At no debe de ser

mas grande que el paso de tiempo critico At,,

At < Aty (4.7)

'Sitio oficial http://www.gidhome .com/
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0.7

Desplazamiento en nodo 5 (m) ===

Velocidad en nodo 5 (m/s) —=—
0.6

Aceleracion del nodo 5 (m/sz)

05 | / ]

03 f ]

Tiempo (s)

(a) Comportamiento en el intervalo 0 < ¢t < 5.

Desplazamiento en nodo 5 (m) ===

600 | Velocidad en nodo 5 (m/s) |
Aceleracion del nodo 5 (m/sz) 3
500 t |
400 | i |
300 | 1
200 | |
100 |
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ o /
Y A — |
0 10 20 30 40 50
Tiempo (s)

(b) Comportamiento en el intervalo 0 < ¢ < 50.

FIGURA 4.3: Resultados obtenidos con el esquema RK4-Newmark con At =1 x 1076,
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que se determina por la frecuencia natural mas alta del sistema w;,qz

Aty = 2. (4.8)

Wmazx

La determinacién exacta de la frecuencia maxima wy,q, requeriria la solucién del problema
de eigenvalores definido por todo el sistema (2.46). Afortunadamente, resulta que nunca es
necesario obtener los eigenvalores de todo el sistema gracias a un 1til teorema establecido por
vez primera por Irons y Treharne [17].

El teorema establece simplemente que los eigenvalores del sistema pueden ser acotados por los

valores propios de los elementos individuales w€. De esta forma

Wi = (W) 2 » (4.9)
Wige < (W) 20z - (4.10)

Los limites de estabilidad pueden, por lo tanto, relacionarse con la ecuacién (2.46) escrita para

un elemento aislado [12]; con base en esta ecuacién se define la frecuencia natural para cada

K*© _
we = ,/Me = (w)?=K°M°® | (4.11)

donde M es facil de calcular, ya que la matriz de masa elemental es una matriz diagonal,

elemento como

ahora bien, reescribiendo la definiciéon del paso de tiempo critico At tenemos

2

max (w¢)

At = (4.12)

5
Se hace uso del método iterativo de la potencia para aproximar el mayor eigenvalor de K°M e ,

con una tolerancia de 1 x 1079,

Para el ejemplo presentado en la seccién anterior el paso de tiempo critico calculado es At =
7.772x 1077, El error porcentual del mayor eigenvalor aproximado es del 0.03%; para encontrar
este error se calculd el valor propio mas grande de todos los elementos con la herramienta

octave?.

2Sitio oficial http://www.gnu.org/software/octave/
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4.3 Busqueda de contactos

Como se vi6 en el capitulo precedente para calcular las fuerzas de contacto; una vez que se
tengan particulas en la discretizacion, primero es necesario determinar cuales son las particulas
que se encuentran en contacto. En esta seccién se explica de forma detallada el proceso de la

busqueda de contactos entre particulas.

Dado un conjunto de n particulas p = {p1,p2,...,pn} distribuidas en el plano, donde p; =
{x;,y:}" es el centro de la particula p; (figura 4.4) con sus respectivos radios = {r1,72,...,7,},
se determina el conjunto de contactos ¢; = {c1,c2,...,c,} para cada particula p; € p, para

encontrar estos conjuntos de contactos se hace uso del método de busqueda por bins.

yA

FiGURA 4.4: Conjunto de particulas en el plano.

Este método se basa en realizar una busqueda geométrica a partir de una tabla de apuntadores,
cada apuntador representa un bin, éste a su vez apunta a una lista ligada en la que se encuentran
las particulas ligadas a sus vecinos mas cercanos, teniendo asi en cada lista ligada los posibles
contactos entre particulas. De esta manera, si se desea buscar los contactos ¢; para p;, se
realiza una bisqueda de contactos sélo en aquellos bins donde se encuentra p;, reduciendo

asi considerablemente el espacio de busqueda.

Se describiran los pasos a seguir para construir la estructura de bins y el como se realiza la

bisqueda de contactos con esta estructura, las fases a seguir son:
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e Bounding Box: delimitar el espacio de busqueda.
e Grid: dividir el espacio de bisqueda.
e Estructura de Bins: crear la estructura de busqueda.

e Bisqueda de contactos: encontrar los conjuntos ¢; de contactos.

4.3.1 Bounding Box

Como la estructura se basa en una busqueda geométrica es necesario delimitar el espacio de
bisqueda, a aquel espacio mas pequeno que contenga a todas las particulas. Este espacio

reducido es el llamado bounding bozx.

| N |
N 2

pmaz

L T 4

\ 1 | | | | | | |

Prmin 0 1 2 3

FicURA 4.5: Bounding Box para el conjunto de particulas p.

En la figura 4.5 se observa que los puntos prmin = {Tmin, Ymin}’ ¥ Pmaz = {Tmazs Ymaz} '
delimitan el bounding box, una vez encontrados Pmin ¥ Pmaz €S posible determinar el alto y

ancho del bounding box A = Ymaz — Ymin ¥ W = Tmaz — Tmin, Fespectivamente.

4.3.2 Grid

Una vez determinados h y w se crea una cuadricula (grid) en el bounding box; para esto

podemos basarnos en varios criterios que se discuten méas adelante. El criterio usado para este
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trabajo establece que, las dimensiones iniciales de las celdas del grid se calculan como
dmin == Q(Tmin + 0 * Tmin); (413)

donde 7,,;, = minr, este criterio adoptado tiene base en el radio minimo de todas las
particulas min 7 y un §, esto para asegurar que se encuentren todos los contactos de aquellas
particulas que estdn contenidas tnicamente en un bin; para la implementacién realizada se
tomé § = 0.1. Se realizan las divisiones horizontales y verticales del bounding box a partir de

Pmin haciendo uso de d;p,.

dmin

FiGurA 4.6: Divisién del bounding box. Es claro ver que podemos tener bins de diferentes
dimensiones, a saber: liy,liy, l2z, lay, I3z ¥ l3y-

Cada celda del grid representa un bin denotado como b;; (figura 4.6), los indices i € [1,2,...7],

j€[1,2,...c| servirdan para identificar cada bin, y donde las variables

h
" \‘dminJ,
o]
‘= dmin ,

representan el nimero de renglones y columnas respectivamente, estos indices crecen en sentido

positivo a los ejes x y y. Como se aprecia en la figura 4.6 es posible tener bins de diferentes
dimensiones, y por practicidad, se manejara la misma dimension para todos los bins. Para esto

se definen L = (l(“)” l?, ), resi = {ry, ry}T; donde L y rest denotan la matriz de longitud de los



Capitulo 4. Implementacion de Mdédulos 49

bins y el vector de residuos respectivamente; ademas 7, = w mod dpim, 7y = h mod dpim.-
Si el ntimero de divisiones en los ejes x, y no es entero, esto es 7, # 0 6 7, # 0, entonces es
necesario realizar un reajuste en L de lo contrario I, = diin ¥ ly = dmim.-

Para realizar este reajuste es necesario usar las siguientes expresiones:

ly = dypiy + T2dmin (4.14)
w—"Tyg
Tyl
Ly = dpin + -2—22 4.15
Y + h — Ty ( )

La figura 4.7 muestra el reajuste realizado en los ejes x, y del bounding box de nuestro ejemplo.

T I T I T I T I
2_ —
L, ]
y ' i
0_ —
_pg -
\I

Ficura 4.7: Division del bounding box reajustado.

4.3.3 Estructura de Bins

Una vez delimitado el espacio geométrico de cada bin, pasamos cada b;; a una estructura lineal
de apuntadores, donde cada b;; apuntard a una lista ligada de particulas que estén contenidos
geométricamente en b;;, luego es preciso determinar el rango de bins para cada particula p;.
Se definen los vectores R,y = {rxm,rym}T YV Riaz = {12 M,?“yM}T los cuales sirven para

identificar el rango horizontal y vertical de cada particula (figura 4.8).
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T I T I T I T < >

\

|

2 7 NG

ps ) Ps

- 1)2 -

1 P4 P17 —

L { U -
L | L | L | L |
0 1 2 3

FicURrA 4.8: Rango de bins para las particulas ps y p11.

Para una correcta manipulacién matricial es necesario definir el vector r; = {r;, m}T, entonces

los rangos quedan definidos como:

Rl = [pi—7ri—Pmin] L7, (4.16)
RZ’L(ZCE = [pi +7r; — pmin]T L_l s (417)

con los rangos bien definidos es posible asignar cada particula p; a los bins que la contienen,
por ejemplo py € {b34, b3z, baa,bss}, P11 € {bs7} (figura 4.8); los rangos para la particula py
son Ryin = {3,4}7 v Rpaz = {4,5}7. La figura 4.9 contiene una parte de la estructura de

bins resultante.

4.3.4 Btusqueda de contactos

Luego de construir la estructura de bins nos encontramos en condiciones de buscar los posibles
contactos o sobreposiciones entre particulas, la figura 4.10 muestra las posibles configuraciones
entre particulas, las cuales listamos a continuacién:

e Particulas en contacto: ||p; — pil| =75 + 5.

e Particulas sobrepuestas: ||p; — p;|| < ri + 7.
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b22 b23 b24 T b33 bS4 b35 b36 e b44 b45 b46
\ Y \ Y \
E A [P | [Ba] [P ]| P ] [ P2 ] [ 2] [ 7]
Y Y Y Y Y Y Y Y Y
|p3||p10||p10| |p6||p6||ps| |P4||P5||P8|
Y Y Y

FIGURA 4.9: Parte de la estructura de bins resultante.

e Particulas sin contacto: [|p; — pi|| > 7 + ;.

00‘

) Particulas en contacto. ) Particulas sobrepuestas.

) Particulas sin contacto.

FiGURA 4.10: Posibles configuraciones entre particulas.

Las configuraciones de interés son las que se muestran en las figuras 4.10(a) y 4.10(b); hasta
este punto se cuenta con todas las herramientas necesarias para identificar el conjunto de
contactos ¢; = {c1,¢2,...,cx} de cada particula p;; para esto se calcula nuevamente Ry, vy
R,... de p; , para iterar sobre las listas ligadas que contienen los contactos potenciales de p;,

si se verifica contacto o sobreposicién se agrega dicha particula al conjunto de contactos ¢; de
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pi. Adviértase que es posible agregar contactos repetidos a ¢; por lo que es necesario validar

la existencia de un contacto antes de agregar éste al conjunto de contactos c;.

Para nuestro ejemplo particular, los conjuntos de contactos de particulas ¢; contendran la infor-
macioén que se presenta en las ecuaciones (4.18), adviértase que éstos pueden tener informacién
desordenada lo que; para la aplicacién desarrollada, carece de importancia. Los conjuntos de

particulas ¢; que no aparecen en la lista (4.18) son conjuntos vacios.

c2 = {ps},

cs = {pe, p7, P2, P5} 5

cs = {P4,P7, P8},

c6 = {P41,P7} (4.18)
c7 = {P4,P6,Ps, D5}

cs = {p7,P5}-

Lo que no es posible pasar por alto, es calcular la magnitud de la fuerza de contacto entre
un par de particulas ffd mas veces de lo necesario, para aclarar esto, pensemos por ejemplo
en el contacto que existe entre las particulas py y p4, es claro que f24 = — 22 por esto sélo
se necesita calcular f2* o £22, de ahf la necesidad de reducir la informacién de los conjuntos
de contactos, de tal forma que si existe contacto o sobreposicién entre p; y p; se tenga este
registro sélo en algin conjunto de contactos, es decir ¢; = {p;} o ¢; = {p;}; haciendo esta

reduccién a ¢; se obtiene finalmente:

Cy = {p4}7
Cq = {p67p77p5}7

cs = {p7,ps}, (4.19)
ce = {p7},
cr = {ps}.

4.3.5 Ciriterios para el grid

Como se menciond, existen muchos criterios para realizar el grid en el espacio de busqueda;
en esta subseccion se presentan algunos criterios y el efecto que causarian en la estructura de

bins.
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Para el problema que nos atane, es deseable que las listas ligadas de cada bin no contengan
demasiada informacion, de lo contrario se invertiria mucho tiempo verificando los contactos
entre particulas, también es deseable que la lista de bins no sea muy extensa. A continuacion

se presentan tres criterios:

1. Grid con base en 1y, supongamos que se tiene una distribucién de particulas con el
mismo radio como se muestra en la figura 4.11, es posible tener una distribucién de este
tipo si se trabaja con discretizaciones estructuradas del dominio; las dimensiones iniciales
de cada celda se definen como d,,;, = 2*7T.min, con este criterio se tendria un bin por cada
particula (figura 4.12) con lo que no seria posible encontrar los contactos entre particulas.
Pensemos, por ejemplo, en la particula ps; la lista de contactos para ésta debe de contener
cs = {p4, P2, Ps, Ps}; ahora bien, si hacemos uso de la estructura de bins se verifica que
los contactos potenciales de ps se encuentran en bgo, verificando los contactos con las
particulas que se encuentran en byy se tiene que ¢; = {}, por lo anterior este criterio no
es recomendable, més aiin; aunque no se tengan este tipo de distribuciones de particulas

la lista de bins seria muy extensa.

F1GURA 4.11: Grid con base en r,n.

bit | bz | bis | bar | bao | baz | b3 | bza | bss

ENENENENENENERENEY

FIGURA 4.12: Estructura de bins del grid con base en ;.



Capitulo 4. Implementacion de Modulos 54

2. Grid con base en 1,,,4,: para este criterio las dimensiones iniciales de cada celda se definen
como dyin = 2%Tmaz, donde 4, = mMax r; con este criterio se garantiza encontrar todos
los contactos y la lista de bins seria pequena pero la informacién que contendra cada bin

seria extensa lo cual no es deseable.

3. Grid con base en 7,,,;, + 0: las dimensiones iniciales de cada celda quedan definidas como
Amin = 2(Tmin + 0 *Tmin ), con este criterio se garantiza encontrar todos los contactos y el
numero de bins dependera del valor de 4, éste es el criterio usado en la implementacién

desarrollada.

4.4 Asignacion de radios iniciales

Como se explico en el capitulo anterior, si se determina que una arista de nodos i y j debe
de romperse se procede a asignar particulas con centro en los nodos 7 y j, como también sus
respectivos radios r; y r;; en esta seccién hacemos referencia a las coordenadas cartesianas
de los nodos como p; = {;,;}7. Con esto se tiene bien identificado el centro de las futuras
particulas en la discretizacién y nos resta determinar el valor de los radios de éstas de tal forma
que si la arista de nodos i, j se rompe las particulas en sus nodos se encuentren en contacto o
sobreposicion. Cuando el criterio de ruptura se alcanza para una arista de nodos i, j se tienen

tres casos:

e Los nodos 7, 7 no tienen asignados particulas, por lo que es necesario asignar los radios

r; y rj; una primer idea de esta asignacion resulta intuitiva al asignar

r, = Tj = 7”17]' ;sz (4.20)

e Cualquiera de los nodos i, j tiene asignado una particula, es decir; r; # 0 o r; # 0, en
este caso sélo resta asignar el radio de una particula, a saber: r; o r;. Nuevamente, de

forma intuitiva asignamos

ri=|lpj —pill =r; si r; #0, (4.21)
ri=|pj —pill =i st r #0. (4.22)
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e Los nodos 7, j ya tienen asignados particulas, es decir; r; # 0 y r; # 0, en este caso
no es posible modificar los radios asignados, adviértase que las particulas en estos nodos

pueden o no estar en contacto.

Para ejemplificar estos casos pensemos en una discretizacién pequena de 6 nodos y 5 elementos,
si el criterio de ruptura se alcanza para la arista de nodos pi1pg, es posible tener los casos

presentados en la figura 4.13.

(b) Se asigna el radio 7. (c¢) No se reasignan los radios 71 y r¢.

F1cURA 4.13: Si la arista de nodos p1pg se rompe se tienen tres configuraciones. Los circulos
verdes y rojos indican que la arista cumplié y cumple el criterio de ruptura, respectivamente.

En una simulacién es posible determinar el area de fractura que sufrird cierta estructura, esto
por condiciones iniciales y propiedades de los materiales; y aun teniendo la discretizacién de la

misma no es posible determinar el orden en que las aristas empiezan a danarse, con este tipo
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de asignacion de radios el orden en que las aristas se van danando determinan la distribucién
final de los radios de las particulas en la discretizacion. Para aclarar esto, pensemos en que
durante la simulacién se determina que las aristas P1pg y DePa se rompen en ese orden, luego de
asignar los radios a los nodos de la discretizacién usando las ecuaciones (4.20), (4.21) y (4.22)
la distribucién de particulas resultante se muestra en la figura 4.14, en ésta se aprecia que el
radio r4 asignado es pequeno en comparacion con los radios 71 y 7¢, con esto la distribucién
final de los radios de las particulas no serd uniforme, o lo que es peor, en algunos casos no
serd posible asignar particulas a algin nodo por que exite una o més particulas vecinas muy

grandes como resultado de asignaciones anteriores.

D5

D2

FiGUurA 4.14: Distribucién de particulas luego de danar las aristas p1ps y PsPDa-

Nuevamente, con las asignaciones del tipo (4.20), (4.21) y (4.22) la distribucién de las particulas
en la discretizacion se ve muy afectada por el orden en que las aristas son danadas; para
evitar este tipo problemas se propone calcular los radios a priori para toda la discretizacion
suponiendo que, en el peor de los casos, toda la discretizacion de FEM desaparece, es decir; al

final de la simulacién se tendran solamente particulas.

Para asignar los radios a priori nos valemos de las conectividades de los nodos, como partimos
de la discretizacién de FEM cada nodo i tiene asociado un conjunto finito de nodos a los que
se encuentra conectado; si el nodo i se conecta con k nodos se define el conjunto de distancias
euclidianas a cada nodo como d; = {d;1,d;o,...,d;}, luego el radio de la particula i puede
definirse como alguna de las siguientes propuestas:

1. Asignacién por promedios, donde el radio de la particula ¢ queda definida como r; = %,
con d; = % 25:1 d;;. Con este tipo de asignacién las particulas se sobreponen demasiado
(figura 4.15).
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FicurA 4.15: Distribucién de particulas de acuerdo a promedios.

2. Asignacion por promedios y distancia minima, el radio de la particula ¢ se define

como

@ si é < drmin
r.— 2 2 2
;=

dmm

en otro caso,

donde din = mind;. Adviértase que con este tipo de asignacién es posible que muchas
de las particulas en la discretizacién no se encuentren en contacto (figura 4.16), lo cual

no es deseable.

FicurA 4.16: Distribucién de particulas de acuerdo a promedios y distancia minima.
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3. Asignacién por promedios y distancia minima en un rango, el radio de la particula

1 se define como

d; dimi di  dpmi
o EZ si T;m(l—oz)gég ”;m(1+a)
;=
dmin
9 en otro caso,

donde « es una variable que determina el rango en el que se acepta el radio minimo, con
este tipo de asignacién se obtienen més contactos o sobreposicién entre particulas (figura
4.17).

FicuraA 4.17: Distribucién de particulas de acuerdo a promedios y distancia minima en
un rango, con o = 0.1.

El uso de alguna asignacién de radios que se propone en este trabajo dependera fuertemente
del tipo de discretizaciéon del dominio de estudio, se recomienda el uso de la asignacién por
promedios para mallas estructuradas, y para mallas no estructuradas cualquiera de las dos

asignaciones restantes.



Capitulo 5

Resultados

En este capitulo se presenta una serie de ensayos realizados. El pre y post-proceso se realiza con

GID, desarrollado en el Centro Internacional de Métodos Numéricos en la Ingenieria (CIMNE).

5.1 Ensayos

5.1.1 Ensayo de traccién normalizado

Se lleva a cabo en la maquina universal de ensayos y consiste en sostener una probeta norma-
lizada a un esfuerzo creciente, hasta provocar la rotura. Las probetas pueden ser de dos tipos:

rectangulares y cilindricas (figura 5.1).

(b) Probeta rectangular.

Ficura 5.1: Tipos de probetas.

99
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Este ensayo provoca en la probeta dos fenémenos:

— Un alargamiento axial hasta llegar a la rotura.

— Una disminucién de la seccién, perpendicular al eje, en la zona préxima a la rotura.

Para este ensayo particular, los resultados presentados son el producto de modelar el primer
fenémeno. Para nuestro primer ejemplo se hace uso de una probeta en tensién plana sujeta a
traccién. La geometria se define segin la norma ASTM D638 como se muestra en la figura 5.2
en donde también se observan las mallas utilizadas y las condiciones de contorno, indicando

que en toda la zona empotrada se impone una velocidad y desplazamiento constante.

A manera de poder localizar la fractura, sélo una banda de elementos tendra la tension de
rotura correspondiente al material ensayado, mientras que el resto tendra un valor muy alto.
Los resultados se analizaran mediante el desplazamiento de los puntos PA y PB mostrados en

la misma figura 5.2.

76mm  13.0 mm 13.0 mm 19.0mm
Y | Voo
. JPA
CLAMP AREA —— ’ y : — CLAMP AREA
T of mm —i— f =<
----------------------------- 115 mm 4 mm
165 mm
= I P P o W =] = W g g el i | 4x%x9

8 x 17

R

9x 33

F1GURA 5.2: Geometria y mallado de la probeta de estudio.
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Las propiedades del material a ensayar se presentan en la tabla 5.1.

Nombre Variable | Valor Unidad
Moédulo de Young Ey 30 x 107 Pa
Coeficiente de Poison v 0.2 -
Peso especifico 1.0 x 103 | N/m?
Tension de ruptura o* 10 x 10° Pa

TABLA 5.1: Propiedades del material de la probeta de estudio.

Se ensaya el material con una energia de fractura G = 0.0 J/m? y G = 75 x 107 J/m?2. Se

analizan tres mallas de 4 x 9, 8 X 17 y 9 x 33 elementos, como se muestra en la figura 5.2. La

carga de la probeta se realiza mediante un desplazamiento impuesto en el extremo derecho con

una velocidad de 0.5 x 1076 m/s.
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3£-08
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FIGURA 5.3: Relacién fuerza-desplazamiento con G = 0.0 J/m?.

La figura 5.3 muestra la relacion entre el desplazamiento impuesto respecto el nivel de car-

ga para una fractura fragil (G = 0.0 J/m?). Se puede observar que en las tres mallas el

comportamiento es totalmente similar y acorde con los resultados esperados.

La figura 5.4 corresponde a la geometria danada durante el proceso de simulacién, en donde se

puede apreciar que al generarse la grieta se crean elementos discretos en el borde. Igualmente
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es importante observar que Unicamente existe una fila de elementos danados, mientras que sus

vecinos no presentan dafio, como ocurre con otras formulaciones [18].

FIGURA 5.4: Geometria danada.

En el caso en el que se considera la energfa de fractura de G = 75 x 1075 J/m? se analiza el
desplazamiento de los puntos PA y PB con el objeto de poder cuantificar adecuadamente el
comportamiento de abertura de la grieta. En la Figura 5.5 se muestra el comportamiento de
dichos puntos y en donde se puede observar que en todos los casos el desplazamiento tltimo

coincide, lo que era de esperar.

Dado que el elemento fracturado tiene un tamano diferente en cada malla, el movimiento del
punto PB en la zona elastica es mas pequeno cuanto mas pequeno sea el elemento, sin embargo,
una vez iniciada la fractura, el desplazamiento del punto PB se debe principalmente a la energia
elastica acumulada en la probeta; que una vez descargada, contintda por la rama tedrica del
problema estatico. Al tratarse de un problema dindmico, el cambio de pendiente es gradual e

incluso presenta pequenas oscilaciones alrededor del resultado tedrico.

Respecto al comportamiento del punto PA, éste sigue la forma observada en los experimentos
de laboratorio. La energia adicional que se observa en las curvas proviene del comportamiento

dindmico del problema al contabilizar la energia cinética de la probeta.
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FIGURA 5.5: Relacién fuerza-desplazamiento con G = 75 x 1076 J/m?.

5.1.2 Resistencia a traccién indirecta

Un ensayo de resistencia a traccién indirecta, también conocido como Brazilian Tensil Strength
Test (BTST) [19], proporciona una alternativa a las pruebas de resistencia a la traccién di-
recta de algiin material fragil como el hormigén, rocas y materiales similares a las rocas; la
resistencia a la traccién se mide de manera indirecta, en lugar de hacerlo directamente, debido
a las dificultades en la aplicacién del ensayo de traccién directa, entre los que podemos listar:

sujecién del cilindro, dificultad de asegurar la estabilidad del ensayo, entre otros.

En este ensayo, un cilindro regular delgado es diametralmente comprimido hasta que llega a
la fractura. En la figura 5.6 se muestran cuatro configuraciones tipicas de carga para este
ensayo. La compresion induce tensiones de traccién normales al didmetro vertical, que son

esencialmente constantes sobre una regién alrededor del centro del cilindro.

La resistencia a la traccién indirecta es tipicamente calculada con base en la suposicién de que
se produce una fractura en el punto de tensién de traccién maxima, es decir, en el centro del

cilindro. La férmula sugerida para el célculo de la tensién de ruptura o* (MPa) es

2P
= 5.1
D (5.1)

donde P es la carga hasta la fractura (IV), D es el didmetro de la muestra de ensayo (mm), y

t es el espesor del mismo (mm) [20].
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(a) Placas de carga con apoyos curvos. (b) Placas de carga con dos varillas de
acero.

% % Y

% 7. 2%

(c) Placas de carga plana. (d) Placas de carga curvas.

FicurA 5.6: Configuraciones tipicas para aplicar cargas en el BTST.

La geometria utilizada para este ensayo se muestra en la figura 5.7; la carga del cilindro se
realiza mediante un desplazamiento impuesto en la placa de carga de apoyo curvo superior con

una velocidad constante de 0.5x 1075 m/s y la placa de apoyo curvo inferior queda empotrada.

Se ensaya el material con una energia de fractura G = 0.0 J/m?. Se analizan tres mallas de
480, 1048 y 4083 nodos y de 890, 1989 y 7956 elementos, como se muestran en las figuras
5.8(a), 5.8(b) y 5.8(c), respectivamente.

Las propiedades del material del cilindro se presentan en la tabla 5.2.
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FIGURA 5.7: Geometria y condiciones iniciales del cilindro.
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mentos. elementos.

elementos.

F1GURrA 5.8: Diferentes discretizaciones para el BTST.
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Nombre Variable | Valor Unidad
Médulo de Young Ey 21 x 109 Pa
Coeficiente de Poison v 0.2 -
Peso especifico ~ 78 x10% | N/m?
Tension de ruptura o* 10 x 103 Pa

TABLA 5.2: Propiedades del material del cilindro.

La figura 5.9 muestra el dano en las distintas geometrias consideradas para la simulacién, en las
que es posible apreciar un patrén de fractura aceptable segun las diferentes discretizaciones. En
la primer columna de la figura 5.9 se aprecian los dominios resultantes solamente con elementos
finitos, mientras que en la segunda se tienen los dominios resultantes con elementos finitos y

discretos.

La figura 5.10 muestra la relacion entre el desplazamiento que sufre la placa de carga de apoyo
curvo superior respecto el nivel de carga total para una fractura fragil (G = 0.0 J/m?).

Se puede observar que para las tres mallas la suma de fuerzas sufre una disminucion drastica que
indica que el disco sufrié una fractura. Para las tres mallas el disco sufre una fractura cuando
la placa de carga tiene un desplazamiento alrededor de 5.0 x 107 m, y el desplazamiento
maximo converge a la solucién exacta a medida que la discretizacién de la probeta (cilindro)

aumenta.

Terminada la simulacién es posible tener la relacién fuerza-desplazamiento (figura 5.10), con
esto es posible determinar la carga P que produce la fractura con la expresién (5.1), asi es
posible encontrar la tensién de ruptura en la simulacién o para luego compararla con la tensién

de ruptura preestablecida o* = 10 x 103 Pa.

En la tabla 5.3 se muestra las tensiones de ruptura obtenidas para las diferentes discretizaciones,

como también el error porcentual comparado con la tensién de ruptura preestablecida.
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(a) Geometria danada sin elementos discretos

(b) Geometria dafiada con elementos finitos y
(Malla A).

discretos (Malla A).

N
v
-+ SN
3 R
Jimis R R S AR SRR,
T B AV A =, XAy i oy vy i AT}
T v ATt Ay A o A et
A b gy, AT S A ey e
ey VA 1 T AT gy Ry
R EOE v A e P e S
A A AR R O A T
v v ATy v Ty Ao ey ity
Ry A g vy, vy e a1 AT L sPAva ey S e
g v v e gt e 2 A S R o
k Pavay, L NN e i e )
ol it e aea RS el
e A v Ty, y VA v AV | ot AV VAN Pl
o AV e VAV, AV Y2 o A VY YV A
\ TN A VAT A 2 Ak AT v v A YA
Yi¥, R L o
EEEEER00N e
o vy g A g
PR
JRERE
i

o
i
2

(c) Geometria dafiada sin elementos discretos

(d) Geometria dafiada con elementos finitos y
(Malla B).

discretos (Malla B).

(e) Geometria dafiada sin elementos discretos
(Malla C).

(f) Geometria danada con elementos finitos y
discretos (Malla C).

FicurA 5.9: Geometria danada del BTST para diferentes discretizaciones.
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FIGURA 5.10: Relacién fuerza-desplazamiento del BTST con G = 0.0 J/m?>.

Displacement

4e-07 5e-07

Discretizacion O Error porcentual
Malla A 10.58 x 10® Pa 5.8%
Malla B 10.50 x 10® Pa 5.0 %
Malla C 10.48 x 10® Pa 4.8%

TABLA 5.3: Tensiones de ruptura obtenidos con la simulacién.

Como se esperaba, el error porcentual y el tipo de discretizacion estan correlacionados de forma
inversa, es decir; entre menos fina sea la discretizacion el error porcentual es mas grande en

comparacién a que si se tuviese una discretizacién mas fina, pues con ésta el error porcentual

es mas pequeno.
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Conclusiones y Trabajo Futuro

6.1 Conclusiones

A continuacién se listan las conclusiones y observaciones derivadas del desarollo de este trabajo:

e La asignacion de radios a las particulas, cuando ocurre alguna fractura en el dominio de
estudio; es muy critica, ya que estd muy ligada al patrén de fractura que puede sufrir
un solido deformable; si no se asignan los radios de forma correcta en las simulaciones
pueden apreciarse patrones de fractura poco usuales o que éstos no se asemejan a las

fracturas que sufre un sélido en un laboratorio.

e No es recomendable usar una asignacién de radios con base en promedios si la dis-
cretizacion del dominio es no estructurada, de ser el caso, se tendria mucha sobreposicion

entre particulas provocando que las simulaciones regresen resultados erréneos.

e El esquema de integracién presentado es estable, incluso para tiempos de simulacion
muy grandes, lo cual es deseable en comparacién a otros esquemas de integraciéon. Esta
estabilidad se debe, en parte, al valor correcto o recomendable del paso de tiempo At

usado en las simulaciones, esto de acuerdo al paso de tiempo critico At,, calculado.

e La busqueda de contactos entre particulas mediante la estructura de bins es muy eficiente

y altamente paralelizable.
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6.2 Trabajo Futuro

A continuacién se listan las posibles mejoras o soluciones a algunos problemas que se men-

cionaron en los capitulos 3 y 4 de este documento:

e Modelar la asignacién de radios de particulas como un problema de optimizacion, tenien-
do como objetivo principal asignar los radios de tal forma que todas las particulas estén

en contacto, como se propone en [3].

e Migrar la aplicacion desarrollada en Fortran 90 al lenguaje de programacién C++, de
esta forma sera posible tener una aplicacién maés robusta, portable y eficiente, ya que se
puede aplicar cémputo paralelo en computadoras con més de un procesador (OpenMP),
en cluster de computadoras (MPI) y en tarjetas graficas (CUDA), debido a que se tienen
muchos moddulos los cuales son altamente paralelizables. Con esto, serd posible realizar
otros ensayos con dominios mas grandes en los que el nimero de elementos en la dis-
cretizacion de FEM sea muy elevado con un tiempo de computo reducido en comparacion

al tiempo de cémputo si se tuviese sélamente programacion secuencial.



Apéndice A

Ensamblar el sistema de ecuaciones

Se explica de forma breve como ensamblar el sistema de ecuaciones global a partir de los
sistemas elementales. Se parte de la discretizacion del dominio y se identifican los nodos y sus

respectivas conectividades.

FiGura A.1: Discretizacién del dominio con elementos triangulares de 3 nodos.

Se calcula el sistema elemental K¢a® = f¢ para todos los elementos de la discretizacién como
se explico en el capitulo 2, por ejemplo para el elemento de nodos 5,2,4 de la figura A.1, el

sistema elemental con numeracion local y global es el que se muestra en la figura A.2.
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Global —>= 5,

F1GURA A.2: Sistema elemental con numeracién global y local.
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Para ensamblar este sistema elemental, se suman las aportaciones de cada componente a sus

respectivos nodos globales como se muestra en el sistema (A.1).
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Noétese que el sistema resultante a resolver es muy grande y depende del niimero de elementos

en el dominio, entre mas fina sea la discretizacién se tendra un sistema ain ma&s grande y la

matriz de rigidez global que contiene los coeficientes de la incégnita tiene muchas entradas con

valor cero; por esto es necesario hacer uso de técnicas computacionales eficientes de almace-

namiento sobretodo para optimizar los recursos computacionales.
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Para ahorrar tanto memoria como tiempo de procesamiento, sélo almacenaremos los elementos
de la matriz de coeficientes que sean distintos de cero. El método usado es el conocido Com-
pressed Row/Column Storage, de esta forma, la multiplicacién matriz-vector se realizard de
forma eficiente, se destaca esta operacién, ya que en la aplicacién desarrollada se utiliza con

bastante frecuencia.
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