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Introduccion

Uno de los problemas principales en geometria algebraica es la clasificacién de obje-
tos, ya sean polinomios, variedades, haces vectoriales, etc. En 1857, Riemann introdujo el
concepto de espacio moduli cuando demostré sobre funciones abelianas que las clases
de isomorfismos de superficies de Riemann de género g dependen de 3g — 3 pardmet-
ros (ver [44], Seccién 12). Las variedades, los esquemas y los grupos algebraicos en el
presente trabajo estan sobre los niimeros complejos C.

El objetivo principal de la teoria de invariantes geométricos (GIT, por sus siglas
en inglés) es resolver problemas de clasificacién en geometria algebraica. La teoria de
invariantes geométricos estudia la accién de un grupo G sobre una variedad algebraica
X, y proporciona técnicas para que el cociente de X por G tenga estructura de variedad
algebraica.

En las ultimas décadas se han introducido varios conceptos de estabilidad para var-
iedades proyectivas, los cuales permitieron construir diferentes espacios moduli de var-
iedades (ver [1], [29], [48]). Particularmente, usando la teoria de invariantes geométricos
Mumford introdujo el concepto de estabilidad de Chow para variedades proyectivas, el
cual utilizé para construir el espacio moduli M, de curvas lisas proyectivas de género
g > 2, salvo isomorfismos, y darle a éste estructura de variedad quasiproyectiva (ver
[38], Capitulo 5).

Nosotros estamos interesados en estudiar la estabilidad de Chow de variedades
proyectivas. Para una variedad proyectiva X C P” se le asocia un polinomio multi-
homogéneo llamado la forma de Chow. El grupo especial lineal SL(n 4+ 1) acttia sobre la
variedad que parametriza las formas de Chow. Decimos que X C P" es Chow estable
si su forma de Chow es estable en el sentido de la teoria de invariantes geométricos.

En este trabajo, utilizamos los criterios de la teoria de invariantes geométricos para
estudiar la estabilidad de Chow de puntos, variedades lineales y curvas degeneradas, y
demostramos que son variedades Chow inestables (ver Teoremas [1.2.8] [1.2.12]y [1.2.13]).
Tal vez para los expertos es conocida la estabilidad de Chow de puntos, variedades lin-
eales y curvas degeneradas, pero en la literatura no encontramos ninguna demostracion
por lo que incluiremos las demostraciones pertinentes. Después de hacer esto, estudi-
amos la estabilidad de Chow para hipersuperficies. Recordemos que en el espacio de
polinomios homogéneos de grado d en n + 1 variables actia el grupo lineal especial




SL(n + 1). Por la teoria de invariantes geométricos existe un concepto de estabilidad
a la cual nos referimos como P-estabilidad. Esto es, una hipersuperficie es P-estable
si su polinomio homogéneo asocidado es GIT-estable. Nuestro resultado original del
capitulo 1 fue publicado en [49] (ver Teorema [1.3.6).

Teorema 0.0.1. Sea una hipersuperficie X = V(F) C P™ de grado d.

» X es P-estable (resp. P-semiestable) si, y sélo si, X es Chow estable (resp. Chow
semiestable).

A partir del teorema anterior damos una clasificacién completa para la estabilidad
de Chow de curvas planas, la cual depende del grado y del tipo de singularidades que
posea la curva. En particular; si la curva plana tiene grado 2 todas las curvas con sin-
gularidades son P-inestables y por lo tanto son Chow inestables, como la curva lisa es
P-semiestable entonces es Chow semiestable.

En general, no existe una manera simple para decidir cudndo una variedad es Chow
estable, incluso al usar el criterio de Hilbert-Mumford (ver Criterio puede ser muy
complicado. Mumford demostré que toda curva lisa, proyectiva e irreducible de género g,
encajada por un sistema lineal completo de grado mayor a 2g, es Chow estable (ver [3§],
Teorema 4.15). En consecuencia tal curva est4 contenida en el espacio proyectivo P49,
Partiendo de este resultado de Mumford, nosotros estudiaremos la estabilidad de Chow
para curvas C' C P™ tal que el grado d, y n son diferentes a 2g y d — g, respectivamente.

Un sistema lineal generado de tipo (d,n + 1) es una pareja (L,V), donde L es
un haz lineal de grado d sobre C'y V C HY(C, L) es un subespacio lineal de dimensién
n + 1 tal que el morfismo evaluacién

VeOc— L

es sobreyectivo (ver [3], Capitulo I). La importancia de los sistemas lineales (L, V') de

tipo (d,n + 1) es que encajan a la curva C en espacios proyectivos P mediante el
morfismo

¢L7vic — P(V*)
¢ — {seV]s(c)=0}

Estamos interesados en estudiar la geometria de los sistemas lineales con la estabilididad
de Chow de la imagen de la curva mediante ¢y . Dado un sistema lineal generado
(L,V), el kernel del morfismo evaluacién define un haz vectorial, denotado por My, vy y
es conocido como el haz de Sysygies o haz de Lazarsfeld. Por la sucesién de Euler
tenemos que

ML,V = (T[Pm‘c)* ® L.

Recordemos que al utilizar GIT, Mumford introdujo el concepto de haz vectorial
estable (resp. semiestable) sobre una curva lisa proyectiva irreducible. Como consecuen-
cia, él demostro que las clases de isomorfismos de haces vectoriales estables de rango n
y grado d tiene estructura de variedad cuasiproyectiva ([36]).



Para curvas lisas irreducibles y proyectivas, demostramos un criterio relacionando
la estabilidad del haz tangente del espacio proyectivo P™ restringido a la curva con su
estabilidad de Chow, y damos ejemplos de curvas lisas las cuales son Chow inestables
(ver Teorema @ . En concreto, el teorema principal del Capitulo 2 fue publicado en

[9] (ver Teorema 2.3.1)).

Teorema 0.0.2. Sea una curva C' C P" irreducible, lisa y proyectiva encajada por un
sistema lineal (L, V') de tipo (d,n + 1). Si la restriccion del haz tangente de P™ a C' es
estable (resp. semiestable), entonces C C P es Chow estable (resp. Chow semiestable).

El Teorema [0.0.2] proporciona una condicién suficiente para la estabilidad de Chow
de curvas lisas proyectivas irreducibles. Para la demostracién usamos ([38], Teorema
4.12) y la relacién entre el haz tangente y el haz de Sysygies. Nuestra contribucién es
la interpretacién de la estabilidad de Chow via la estabilidad de la restriccién del haz
tangente del espacio proyectivo a la curva.

Una aplicacion de este resultado es la existencia de curvas lisas Chow estables para
sistemas lineales no completos y de grado diferente a 2g. Recordemos que para curvas
generales de género g > 2, una cota para la existencia de sistemas lineales de tipo
(d,n + 1), es que el nimero de Brill-Noether para haces lineales p(g,d,n + 1) := g —
(n+1)(n —d+ g) es no negativo (ver [3], Teorema 5.1). Esto es equivalente a que el

grado d satisfaga la cota: d > g +n — %H , ¥ por lo tanto esta cota da la existencia
de curvas Chow estables en P™ de grado d y género g.

Los haces de Sysygies han sido estudiados desde varios puntos de vista, los cuales
tienen aplicaciones: con los problemas de sysygies, con la teoria de sistemas coherentes
[10], con la conjetura de Green [50] y con la conjetura de la resolucién minimal [20].
En particular, la estabilidad del haz de Sysygies esta relacionada con las variedades de
Brill Noether [10], con la estabilidad del haz tangente del espacio proyectivo restringido
a la curva y con los divisores theta ([32], [33]). En un trabajo crucial, Ein y Lazarsfeld
utilizaron la estabilidad de My, v para demostrar la estabilidad de haz de Picard [18].

En general, no existe un criterio simple para decidir cuando el haz de Sysygies es
estable. Sin embargo, existe literatura demostrando ciertos casos, los cuales dependen
de tipo de la curva, el grado del haz lineal y la dimensién del subespacio de secciones.
En ([33], Teorema 7.3), los autores demostraron la estabilidad del haz de Lazarsfeld
para toda curva C'y todo sistema lineal (L, V') de tipo (d,n) induciendo un morfismo
birracional tal que d < 2n + Cliff(C') y a — h < 0, donde a es la codimensién de V' en
HO(L) y h:= h'(C, L). Nosotros demostramos la estabilidad del haz de Lazarsfeld (ver
Teorema para toda curva general y sistema lineal generado (L, V) de tipo (d,n)
con a — h < 0. Las técnicas que usamos en la demostracién son diferentes de [33]).

Teorema 0.0.3. Sean una curva C' general de género g > 2 y un sistema lineal (L, V)
generado de tipo (d,n+1) sobre C tal que n+1 = h°(C, L) —a para algiin entero positivo
a. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Sia—h <0, entonces My, v es estable.
2. Sia—h =0, entonces M,y es semiestable.

3. 8ia—h>0,a(n—1)<gy (L V) define un encaje, entonces My, es estable.



Recordemos que si el grado d es mayor a g, entonces el elemento general L en Picd(C' )
tiene d + 1 — g secciones, es decir, el h'(L) es cero. Por lo tanto solo podemos aplicar
el Teorema m para el cerrado de Zariski en Pic?(C), donde h = h!(L) tiene que ser
diferente de cero. En particular, la estabilidad del haz de Sysygies es equivalente a la
estabilidad del haz tangente del espacio proyectivo restringido a la curva (ver seccién
. El Teorema puede ser escrito de la siguiente manera (ver Corolario [2.3.1]).

Corolario 0.0.1. Sean una curva C' C P" general de género g encajada por un sistema
lineal (L,V')) de tipo (d,n + 1) tal que n+1 = h%(C, L) — a, para algin entero positivo
a. Sia—h>0yg>a(n—1), entonces C CP" es Chow estable.

Butler demostré que para curvas lisas irreducibles y sistemas lineales completos,
M, po(ry es estable si d > 2g y semiestable si d = 2g ([I8], Proposicién 3.2). Més tarde,
Paranjape y Ramanan estudiaron el caso (K¢, H(K¢)), donde K¢ es el haz lineal
canonico sobre C'y demostraron que Mg, fo(x,) es semiestable, y es estable si €' no
es hipereliptica ([42]). Por el Teorema podemos escribir lo anterior de la siguiente
manera y fue publicado en [9] (ver Corolario [2.5.1)).

Corolario 0.0.2. Sea una curva C' lisa irreducible de género g encajada por un sistema
lineal (L, H°(C, L)) completo. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Sid>2g, entonces C C P¥9 es Chow semiestable.
2. Sid > 2g, entonces C C P49 es Chow estable.
3. 51 C es hipereliptica, entonces Qch’HO(Kc)(C) C P9~1 es Chow semiestable.

4. Si C no es hipereliptica, entonces <Z>KC’H0(KC)(C) C P9~1 es Chow estable.

El siguiente corolario es una reformulacién de los principales resultados sobre la
estabilidad del haz de Sysygies en términos de la estabilidad de Chow para curvas lisas
irreducibles, el cual ha sido publicado en [9] (ver Corolario [2.5.3)).

Corolario 0.0.3. Sean una curva C general de género g y un sistema lineal gener-
al (L,V) de tipo (d,n + 1), entonces ¢rv(C) C P" es Chow semiestable. Mds ain,
ér,v(C) CP™ es Chow estable si se satisface una de las siguientes condiciones:

1. C es una curva general de género g > 2 y MCD(d,n) = 1.

2. C es una curva de género g=1,d>n+1y MCD(d,n) = 1.
3. C es una curva de género g =2, d>n+2 con d # 2n.

4. C es una curva de Petri de género g > 3 yn < 4.

5. C es una curva de Petri de géneron >5 y g > 2(n — 2).

E. Mistretta y L. Stoppino introdujeron el concepto de estabilidad lineal para sis-
temas lineales generados (L,V') sobre una curva lisa irreducible y proyectiva. Ellos
estudiaron condiciones necesarias para que la estabilidad lineal implique la estabilidad
del haz de Sysygies, con lo cual obtienen resultados parciales sobre el indice de Clif-
ford de la curva ([33]). En el siguiente teorema damos condiciones sobre la codimension
del subespacio de secciones y el género de la curva para que la estabilidad lineal del
sistema (L, V') implique la estabilidad de My y (ver Teorema , denotamos por
h:= h'(C, L).



Teorema 0.0.4. Sean una curva general C de género g > 2 y un sistema lineal generado
(L, V) de tipo (d,n+1) sobre C tal que n+1 = h%(C, L)—a, para algin entero positivo a.
Supongamos que a —h >0 y a(n—1) < g. Entonces My, es estable (resp. semiestable)
si, y solo si, (L, V') es linealmente estable (resp. linealmente semiestable).

Para entender la geometria de una variedad X, es importante estudiar sus subvar-
iedades. Por lo tanto, estamos interesados en estudiar los esquemas de Hilbert de X
y los esquemas de morfismos a la variedad X, los cuales son denotados por Hilb(X)
y Hom(—, X)), respectivamente. Especificamente, el esquema de Hilbert parametriza
subesquemas cerrados de un espacio proyectivo con cierto polinomio de Hilbert, y éstos
se han utilizado para la construccion de espacios moduli como cocientes de un esquema
de Hilbert por la accién de un grupo algebraico, tal como fue el espacio moduli de curvas
lisas proyectivas de género g > 2. Por lo general, estos esquemas son complicados de
entender, pueden tener componentes de dimensién arbitraria y singularidades terribles.

Denotamos por Hilb,, p(;) al esquema de Hilbert del espacio proyectivo P" con poli-
nomio de Hilbert P(t) = dt + 1 — g. Este esquema parametriza curvas en P de grado d
y género g. En el Capitulo 3 describimos un abierto liso de una componente Hilbgf]ﬁ(t)
del esquema de Hilbert, haciendo uso de las variedades de Brill-Noether moviendo la
curva.

Sea una familia p : C — S de curvas lisas proyectivas irreducibles de género g > 2
parametrizada por un esquema S, supongamos que p tiene una seccién. Para cada par
de enteros positivos d,n existe un esquema sobre S, denotado por G} (p) representando
al funtor

Gl :Sch/S — Sets
T . { clases de equivalencias de familias g7 ’s sobre }
p:c—S parametrizadas por T )

(ver [4], Capitulo XXI, Teorema 3.13). El esquema G (p) parametriza sistemas lineales

sobre la familia de curvas p. Més atin, existe un morfismo G} (p) 1, § tal que la fibra en
un punto s € S es la variedad de sistemas lineales G7(Cs).

Consideramos la familia universal, pg : Cg — MS, de curvas de Petri sin automor-
fismos. Esta familia no tiene seccién pero el esquema de sistemas lineales existe (ver
Capitulo 3, Observacién @, y demostramos que G} (po) es irreducible si el nimero de
Brill Noether es positivo (ver Teorema [3.1.4] ).

Denotamos por P} C G(po) al conjunto de sistemas lineales sobre curvas de Petri
sin automorfismos tales que ¢y es un encaje. Es decir, w = (C,(L,V)) € P} si, y
s6lo si, C' es una curva de Petri sin automorfismos y (L, V') es un sistema lineal de tipo
(d,n+1) sobre C tal que ¢, define un encaje. Demostramos que P} es un subesquema
abierto de G/} (po), que por lo tanto serd irreducible y liso (ver Teorema ).

Construimos un PGL(n + 1)-haz principal B]} sobre P} con fibra



Ay :={a:P(V*) - P" | a es un isomorfismo},

para cada w = (C, (L,V)) € P}, y definimos un morfismo algebraico
P Bg — Hﬂbn,p(t),

inyectivo (ver Teorema ). Dado que B} es irreducible, definimos por Hilbgﬁ)(t) la

componente del esquema de Hilbert tal que ®(B}}) C Hilbg}]ﬁ(t). El resultado principal
del Capitulo 3 fue publicado en [9] (ver Teorema [3.2.7)).

Teorema 0.0.5. Sean enteros positivos g,d y n tales que g >4 yd—g >n— {%HJ

St una de las condiciones en el Teorema se satisface, entonces Hz'lbg’};(t) # 0. Mds
K
aun, se cumple las siguientes afirmaciones:

1. dimHilbi’}D(t) =39 -3+ p(g,d,n+1)+n(n+2).
2. Hz'lbgf};(t) es lisa en ®(z), para cada z € BY.
3. dim Hilb'p ) /SL(n + 1) = dim P} = 3g — 3+ p(g,d,n + 1).

4. Existe un abierto denso liso U C Hilbg’lg(t) tal que toda curva de U es de Petri
Chow estable.

El esquema de Hilbert puede tener componentes de dimension arbitraria y singulari-
dades terribles, nuestro Teorema describe la componente Hilbil};(t) del esquema de
Hilbert, donde el elemento general es una curva lisa de Petri Chow estable, para g > 4

yd—g>n—LﬁJ.

El enfoque clasico de la geometria algebraica para estudiar la variedad Y, es inves-
tigar las propiedades de familias de curvas sobre la variedad. Entendiendo la geometria
sobre las curvas determinaremos propiedades sobre Y, estas familias son morfismos de
las curvas a la variedad. En particular, la geometria birracional estudia las familias de
curvas racionales, y el esquema Hom(P!,Y) de morfismos de P! a Y ha sido utilizado
para calcular la cohomologia cudntica de Y.

Describiremos una componente Hodeh(C, P"™) de esquema Hom,(C, P™) tal que con-
tiene morfismos Chow estables. Nuestro teorema principal del Capitulo 4 es el siguiente

(ver Teorema [4.1.2)).

n+1
una de las condiciones en el Teorema se satisface, entonces Hodeh(X, P") £ 0.
Mas aun, se cumplen las siguientes afirmaciones

Teorema 0.0.6. Sean enteros positivos g,d y n tales que g >4 yd—g > n— {LJ . Si

1. HomG"(X,P™) es liso.
2. dim Hom§"(X,P") = p(g,d,n + 1) + n(n + 2).

3. dim Hom§"(X,P")/SL(n+ 1) = p(g,d,n + 1).



A continuacién damos una resenia sobre la construccién del espacio moduli de curvas
lisas proyectivas irreducibles de género g > 2 utilizando las estabilidades de Chow y
Hilbertz.

Las curvas Deligne-Mumford estables fueron usadas en ([16]) para demostrar la irre-
ducibilidad del espacio de curvas de género g > 2. Mumford usé la teoria de invariantes
geométricos de curvas n-candnicas para construir una compactificacién M, de M, con
curvas Deligne-Mumford estables. Especificamente, Mumford demostré que si n > 5,
una curva completa C' es Chow estable si, y sélo si, C es Deligne-Mumford estable.

Mas tarde, Gieseker introdujo el concepto de m-punto de Hilbert para curvas proyec-
tivas C C P™ y estudié la estabilidad de los m-puntos de Hilbert de C, en el sentido
de la teorfa de invariantes geométricos (ver [22]). Gieseker demostré que si n > 10,
entonces el encaje n-canénico de una curva Deligne-Mumford estable determina la ex-
istencia de m-puntos de Hilbert estables para m > 0. Gieseker utilizé la estabilidad de
los m-puntos de Hilbert, para dar una compactificacién M, de M, la cual coincide con
la compactificacion construida por Mumford. Después, Morrison demostré que la esta-
bilidad de Chow implica la estabilidad de los m-puntos de Hilbert para m > 0 (ver [34]).

Por su parte, Schubert estudié el caso n = 3 y g > 3 obteniendo una nueva com-
pactificacién Mgp * que parametriza curvas pseudo-estables ([47]). Una curva completa
C es pseudo-estable si se cumplen las siguientes tres condiciones

1. C es conexa, reducida y tiene a lo mas nodos y cuspides ordinarios como singu-
laridades,

2. una subcurva de género g = 1, intersecta al resto de la curva en dos o mas puntos,

3. y una subcurva de género g = 0, intersecta el resto de la curva en tres o mas
puntos.

Schubert demostré que la curva 3-canénica es Chow estable si, y sélo si, es pseudo-
estable. Mas aun, demostro la equivalencia entre la estabilidad de Chow y la estabilidad
de los m-puntos de Hilbert para curvas n-candénicas con n > 5. Mas tarde, Hasset y
Hyeon estudiaron el caso de curvas 4-canénicas demostrando que el cociente GIT del
esquema de Hilbert por la accién natural de PGL(n + 1) es isomorfo a ﬂf,js (ver [26]).
En las ultimas décadas, el concepto de estabilidad de Chow ha resurgido para el estudio
del modelo minimo de M (ver [2] y [6]).






CAPITULO 1

Estabilidad de Chow

En este capitulo damos los resultados principales de la teoria de invariantes ge-
ométricos, (GIT por sus siglas en inglés). La teoria GIT estudia la accién de un grupo
algebraico G sobre una variedad algebraica X; su objetivo es hallar condiciones para
que el espacio cociente de X por G tenga estructura de variedad algebraica. Su prin-
cipal motivacion estd en la construccién de espacios moduli que inicia con Riemann y
continua con la escuela italiana.

En la seccion recordamos el concepto de estabilidad de Chow para variedadades
proyectivas introducido por Mumford, el cual fue utilizado para la construccién del es-
pacio moduli de curvas lisas proyectivas de género g > 2. En este capitulo utilizamos el
criterio de Hilbert-Mumford de la teoria de invariantes geométricos para estudiar la esta-
bilidad de Chow de puntos, variedades lineales y curvas degeneradas en P". Tal vez para
los expertos es conocida la estabilidad de Chow de puntos, variedades lineales y curvas
degenaradas (ver Teoremas [1.2.6] [1.2.12] [1.2.13]), pero en la literatura no encontramos
ninguna demostracién por lo que incluiremos las demostraciones pertinentes.

En la seccién recordamos el concepto de P-estabilidad para una hipersuperficie
X = V(F) C P" y demostramos que coindice con su estabilidad de Chow. Ello nos
permite dar una clasificaciéon completa para la estabilidad de Chow de curvas planas la
cual depende del grado y del tipo de singularidades que tiene la curva.

1.1. Teoria de invariantes geomeétricos

La teoria de invariantes geométricos estudia cuando es posible dar estructura de
variedad al espacio de 6rbitas de la accién de un grupo en una variedad proyectiva. Las
principales ideas en la teoria de invariantes clasicos provienen de David Hilbert, pero
después fueron desarrolladas por David Mumford (ver [17], [21], [35], [38], [39], [43] v
[45]).

Dado un grupo algebraico afin G, existe un tinico subgrupo maximal, normal, unipo-



tente y conexo de G, el cual es llamado el radical de G (ver [27], pagina 125). Recorde-
mos que G es reductivo si su radical es trivial. Los ejemplos mas comunes de grupos
reductivos son: SL(n), GL(n) y PGL(n); y un ejemplo de un grupo no reductivo es C.

Sea una accion G x X — X de G sobre una variedad algebraica X. Definimos la
orbita de z como

O(z) :={ gz | g € G}.

En este trabajo supondremos siempre que G es un grupo reductivo que estd actuando
en una variedad X. Sea un abierto de Zariski U C X , denotamos por A(U) al anillo de
funciones regulares en U y por

AU = {f e AU) | f(gz) = f(x) para todo g € G, z € X},

al anillo de funciones regulares invariantes. La teoria de invariantes geométricos estudia
bajo qué condiciones A(X)“ es una C-dlgebra finitamente generada. En general A(X)“
no es finitamente generada. Nagata di6 un ejemplo (ver [17], Capitulo 4.3) de una accién
donde A(X)% no es finitamente generada y después demostré que si G es un grupo
reductivo actuando linealmente en una variedad afin X, entonces A(X)“ es finitamente
generada (ver [21], Teorema 5.56).

Recordemos que existe una equivalencia de categorias entre las C-algebras finita-
mente generadas y las variedades afines (ver [25], Corolario 3.18). En el caso X afin, el
siguiente teorema es una consecuencia del Teorema de Nagata.

Teorema 1.1.1 ([45], Teorema 3.5). Si G es un grupo reductivo actuando sobre una
variedad afin X, entonces existe una pareja (Y, ), donde Y es una variedad afin y
¢: X =Y es un morfismo, tal que:

1. ¢ es G-invariante.
2. ¢ es sobreyectiva.
3. 51U CY es un abierto de Zariski, entonces
¢" L A(U) = A(67'(U))°
es un isomorfismo.

4. 51 Wi, Wy C X son subconjuntos cerrados, invariantes y disjuntos, entonces

o(W1) N p(Wa) = 0.

5. Si W es un congunto cerrado invariante de X, entonces ¢(W) es cerrado en'Y .

A la pareja (Y, ¢) del teorema anterior se le llama un buen cociente para la accién
de G en X.

Si X es una variedad proyectiva en P™, el cociente de una accién lineal de G sobre
X no necesariamente tiene estructura de variedad proyectiva. Mumford demostré que



después de eliminar ciertos puntos de la variedad, llamados inestables, existe un buen
cociente. A continuacion damos maés detalles sobre lo hecho por Mumford.

Sea una accion G x X — X de G sobre una variedad algebraica X. Decimos que es
lineal, o que G actiia linealmente sobre X, si existe un homomorfismo de grupos

p:G— GL(n+1) (1.1)

tal que la accién de G en X estd dada por (g,z) = p(g)(z). Definimos una accién de G
sobre el anillo de polinomios de n + 1 variables de la siguiente forma

G x Clzg,...,zy] — Clxo,...,zy]
(9.f) = [y
donde fy(zo,...,2n) = f(g~ (%0, ..., 2n)). Decimos que f es un polinomio invariante

por la accioén, si f = f, para todo g € G.

Definiciéon 1.1.2. Sea un grupo reductivo G actuando linealmente en una variedad
proyectiva X y un punto z € X.

1. z es semiestable si existe un polinomio invariante homogéneo f no constante tal

que f(z) # 0.
2. x es estable si

a) es semiestable,

b) la érbita de x restringida a X, := {y € X|h(y) # 0} es cerrada en X, con h
polinomio homogéneo invariante y

¢) dim(G)=dim(O(x)).
3. z es inestable si no es semiestable.

Observacién 1. Si un punto x € X es semiestable, entonces todo punto en la érbita
de x es también semiestable; ya que para todo f polinomio homogéneo invariante

f(gz) = f(x) para todo g € G.

Maés atdn, si un punto x € X es estable, entonces todo punto en la érbita de x es también
estable; ya que

O(x) = O(gz) para todo g € G.

Denotamos por X** y X* a los conjuntos de puntos semiestables y estables respecti-
vamente. El teorema fundamental de la teorfa de invariantes geométricos es el siguiente.

Teorema 1.1.3 ([45], Teorema 3.14). Sea un grupo reductivo G actuando linealmente
sobre una variedad proyectiva X. Se cumple las siguientes afirmaciones

1. Eziste un buen cociente (Y, ¢) de X*° por G para una variedad proyectiva Y .

2. FExiste un abierto de Zariski Y° C Y tal que



a) o71(Y?) = X°,
b) (Y*,¢) es un espacio de drbitas.

3. Sean x1,x12 € X% se cumple lo siguiente

d(x1) = P(x2) si, y sélo si, O(x1) N O(xg) N X5 £ 0.

4. Sea x € X*®° se cumple lo siguiente

x € X?® si, y sélo si, dimO(z) =dim G y O(z) es cerrada en X°*.

La parte mas interesante del teorema anterior es el hecho de que Y es un var-
iedad proyectiva. Esto nos permite pensar en Y como una compactificacién del cociente
X?®//G. Donde nos estamos refiriendo a una compactificacién natural con una inter-
pretacién geométrica para los puntos anadidos como érbitas de puntos estrictamente
semiestables.

En general, es dificil calcular los polinomios invariantes y decidir cudles puntos de
la variedad son estables y semiestables. Enseguida enunciamos un criterio que evita el
célculo de todos los polinomios invariantes. La idea bésica es la de reducir la accién de
G a la accién de sus subgrupos a un parametro.

Definiciéon 1.1.4. Un subgrupo a un parametro de G es un homomorfismo A :
C* — G de grupos algebraicos no trivial.

Sean un grupo reductivo G actuando linealmente en una variedad proyectiva X C P"
y un subgrupo a un parametro A : C* — G de G. Por la ecuacién definimos una
representaciéon de C* en C**! de la siguiente forma

A:C" - GL(n+1)
t = At):Crtl !
v = At)v.

Por abuso de notacién, denotamos por A a la representacion.

Proposicién 1.1.5. La representacion X : C* — GL(n+ 1) es diagonalizable, es decir,
existe una base {vg,v1,...,v,} de C**! tal que

At)v; =t"v;  i€{0,1,...,n},
donde r; € 7.

Consideremos un punto z € X y un subgrupo a un parametro A : C* — G de G.
Definimos el peso de x en v; como el entero r; tal que

)\(t)vi = trivi.

Sea la base {vg,v1,...,v,} que diagonaliza al subgrupo a un pardmetro. Dado que
la accién de G es lineal, si & = )" ; a;v;, entonces



t)x = Zalt V5. (1.2)

Consideremos un punto z € X y un subgrupo a un parametro A de GG. Definimos
w(z, A) := min{r;|a; # 0}.

A continuacién mencionamos el siguiente lema, cuya demostracién es una consecuen-
cia inmediata de la definicién de la funcién p. Dada una variedad proyectiva X C P™ y
un punto x € X, denotamos por X al cono afin de X y por = € X a un elemento tal
que T € 7.

Lema 1.1.6. Sean un grupo reductivo G actuando en una variedad proyectiva X C P™
y un subgrupo a un pardmetro A de G. Se cumple las siguientes afirmaciones

1. p(z,N) <0 si, y sdlo si, limy_,g A\(t)ZT no existe.

2. u(x,\) >0 si, y solo si, limy_,o A(t)T = 0.

3. p(gw, A\) = u(z,g t\g), para todo g € G.
Demostracion.

1. p(x,N) > 0 si, y sélo si, r; > 0 para todo i tal que a; # 0 si, y sélo si,

lim A(¢ x—hmZaZt Vi

t—0

existe. Se concluye la primera parte.

2. p(x,A) > 0 si, y solo si, ; > 0 para todo ¢ tal que a; # 0 si, y sélo si,
n
lim A(t)z = lim » a;t"'v; = 0.

t—0 t—0
=0

3. Supongamos que {gvo, gv1,...,gu,} es una base que diagonaliza a A, es decir,
existen r; € Z tal que

A(t)gv; =t gu;.
Por lo tanto

(g ']A®9)(vi) = g ' (At)gu)
= g 'tgu
= tTi’Ui‘
Esto significa que {vg,v1, ..., v, } es una base que diagonaliza a g~ *\(t)g. Entonces
p(gz, N) = p(z, g~ A(t)g)-
O



Es claro que si existe un subgrupo a un pardmetro A tal que

Hm A(£)z = 0,

t—0

entonces x es un punto inestable, esto debido a que el limite pertenece a O(z). El
siguiente teorema conocido como el criterio de Hilbert-Mumford es muy 1til para obtener
los puntos estables y semiestables de la accion.

Teorema 1.1.7 ([45], Teorema 4.9). Sean un grupo reductivo G actuando linealmente
en una variedad proyectiva X y un punto x € X. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. x es semiestable si, y solo si, p(x,\) < 0 para todo subgrupo a un pardmetro X de

G.
2. x es estable si, y sdlo si, pu(x,\) < 0 para todo subgrupo a un pardmetro X de G.

3. x es inestable si, y solo si, existe un subgrupo a un pardmetro A de G tal que
w(x, A) > 0.

La siguiente proposicién clasifica los subgrupos a un pardmetro de SL(n + 1).

Proposicién 1.1.8 ([45], Remark 4.10). Los subgrupos a un pardmetro de SL(n + 1)
son de la forma

A:C* — SL(n+1)

to 0 ... 0
0t ... 0 )

t — g g,
0O 0 ... tm

donder; €Z,ro>r1>...21, r0+...+1r, =0yge SLn+1).
Por el Teorema [1.1.7y la Proposiciéon [1.1.8} se concluye el siguiente teorema.

Teorema 1.1.9 ([45], Proposicién 4.11). Si SL(n + 1) actia linealmente sobre una
variedad proyectiva X . El punto x € X es estable (resp. semiestable) si, y sélo si, para
todo subgrupo a un pardmetro \ de la forma

A:C* — SL(n+1)

tro 0 ... 0
0o ¢ ... 0

t — ,
O 0 ... t

donder; € Z, ro>r1>...>21n, 70+ ...+ 1, =0y para todo g € SL(n + 1)

n(gz, A) <0 (resp. <).



1.1.1. Ejemplos de GIT-estabilidad

En esta seccién damos ejemplos conocidos de estabilidad para hipersuperficies usan-
do la teoria de invariantes geométricos. Estamos interesados en la estabilidad de Chow
para variedades proyectivas (ver Definicién , la razén de recordar estos ejemplos
es que en la seccion demostramos que ambos conceptos coinciden.

Consideremos una hipersuperficie X = V(F') C P" de grado d. X estd deteminada
por los ceros de un polinomio homogéneo

F(YO, }/17 . 7Yn) — Z a[}/()d—il_...—i7L}/1il . Y'n7:n

de grado d y F' es unico salvo multiplos escalares. El conjunto de polinomios de grado d
en n + 1 variables forman un espacio vectorial H(P", Opn(d)). Definimos la accién de
SL(n + 1) sobre la H%(P"*, Opn(d)) de la siguiente forma

B:SL(n+ 1) x P(H°(P", Opn(d))) — P(H(P", Opn(d)))
(A, F(Yy,...,Y,)) — F(A 7YY, ....Y)).

Mediante esta accién definimos los puntos estables y semiestables de la siguiente
manera.

Definicién 1.1.10. Sea una hipersuperficie X = V(F) C P" de grado d en P". Deci-
mos X es P-estable (resp. P-semiestable) si F' es SL(n + 1)-estable (resp. SL(n+1)-
semiestable) en el sentido de teoria de invariantes geométricos.

El siguiente teorema determina los pesos del polinomio con respecto a subgrupos a
un parametro.

Lema 1.1.11. Sean una hipersuperficie X = V(F) C P"de grado d definida por
F=>Y a Yy iyt Ly,

y un subgrupo a un pardmetro X : C* — SL(n+1) definido por \(t) = diag{t™,...,t"™}.
El peso de F' en ay estd dado por

—d?‘o - il(Tl - 7"0) — = in(rn — 7“0).
Demostracion. La accion esta definida por
\t),F) = FO\t) ' (Yo,...,Yn))
= F({t"Y,...,t7"™Y,)
_ Z aI(thOYO)dfilf...fin (tiT‘lYl)il o (tfrnyn)in
— Z alt(d—il—...—in)(—’l’o)—ilrl—...—inTny()d—i1—...—’inY1i1 o ern
Entonces los pesos estan dados por
—dro —i1(r1 —1o) — -+ — in(rn — 70),

y es lo que queriamos demostrar.



Nuestro objetivo es estudiar las condiciones de P-estabilidad de hipersuperficies
cuando n = 2. Estas son llamadas curvas planas. La curva plana de grado 2 es llamada
cuadratica y la de grado 3, es conocida como ctubica.

El siguiente teorema determina la P-estabilidad para curvas planas cuadraticas.
Teorema 1.1.12 ([38], Seccién 1.10). Sea una curva plana cuadrdtica C C P2,

n C es lisa si, y solo si, C es P-semiestable.

El siguiente teorema determina la P-estabilidad para curvas planas ctbicas lisas.
Teorema 1.1.13 ([45], Proposicién 4.15). Sea una curva plana cibica C C P2.

= C C P? es P-estable si, y solo si, C C P? es lisa.

El siguiente teorema determina la P-semiestabilidad para curvas planas cubicas,
la cual depende del tipo de singularidades que tiene la curva. Para esto, repasaremos
cuando (1 : 0 : 0) no es un punto lisa, después esta informacién se translada a todo
punto de la curva para determinar la P-semiestabilidad.

= (1:0:0) no es un punto lisa si, y sélo si, agp = ajg = ag1 = 0.
= (1:0:0) es un punto triple si, y sélo si, agp = a10 = ap1 = a0 = ap2 = a11 = 0.

= (1:0:0) es un punto doble con una sola tangente z = 0 si, y sélo si, agp = a19 =
ao1 = azo = a1 = 0, a2 # 0.

Teorema 1.1.14 ([45], Proposicién 4.15). Sea una curva plana cibica C C P2, Se
cumple las siguiente afirmaciones

» C C P? es P-semiestable si, y sdlo si,

o C no tiene punto triples, y

e C no tiene puntos dobles con una sola tangente.

1.2. Estabilidad de Chow

En esta seccién recordamos el concepto de estabilidad de Chow introducida por
Mumford (ver [38], Pégina 53) para variedades proyectivas X C P". Denotamos por
M., al conjunto de hiperplanos en P" y por HE el producto de k copias de H,. Sea una
variedad proyectiva X C P" de dimensién r y de grado d. Definimos

Yx ={(Ho,...,H,) € H;/ [ X nHon...NH, # 0}.

Teorema 1.2.1. ([38], Pdgina 53) El conjunto Yx es una hipersuperficie en HI 1.

Demostracion. Consideramos la variedad de incidencia

I:={(p,Hy,...,H,) € X xH | pe H;, para todo i} C P" x H" L,



Sea la proyeccién
. 1 1
TPt x HITE ML
(paH(]a"-aHT) = (Hov"'aHT)
a los 1ltimos 7 + 1 factores. Como I' C P™ x H' T es una variedad y P" es una variedad
completa, tenemos que m(I') = Yy es una variedad. Vamos a calcular la dimensién de

I'. Consideremos p € X, el conjunto de hiperplanos H € H,, tal que p € H forman otro
hiperplano en H,,. Entonces el conjunto

T, = {(Ho,...,H,) € H'™'| p € H; para todo i}

es una variedad de dimensién (r + 1)(n — 1). Por lo tanto I' tiene dimensién

r+r+1Dn-1)=(+1)n—1=dim(H ) - 1.
Sea (Hy, ..., H,) € Yx tal que r hiperplanos estan en posicién general, es decir, X NH;, N
...MN H;, es un conjunto finito. Entonces la dimensién de la fibra de 7 en (Hy, ..., H;)
es cero. Por lo tanto,

dim(H"™) =1 = dim(D)

= dim(Yx) + dim(7 " (Hy, ..., H,))

Como Yy C H''! es una variedad proyectiva de codimensién 1, entonces existe un
polinomio F’x homogéneo que define a Y. O

A la hipersuperficie Yx se le asocia un polinomio homogéneo multigraduado Fx €
C[Xo; X1;...; X,] conocido como, la forma de Chow de X, donde X; = (X 0,...,Xin)
denotan n + 1 variables. Consideremos la matriz P definida por

XO,O X()’l .. XO,n

X0 X101 ... Xip

P = : . :

X0 Xe1 .. Xen
Para iy < i1 < ... < i, con 4y € {0,1,...,n}. Definimos los polinomios P, . i,
como el determinante del menor de las filas de P con sus columnas P, ..., FP; . Sea W C

C[Xo; X1;...; X,] el subanillo generado por P, ;. Como P ; . i son polinomios
homogéneos entonces W es un anillo graduado y F'x € Wy, donde d es el grado de X.
La forma de Chow F'x de X esta determinada de manera tinica salvo multiplos escalares.
Definimos la accién de SL(n + 1) sobre P(Wy;) de la siguiente forma:

a:SL(n+1) xP(Wy) — P(Wy)
(A, F(Xo;...; X)) — F(A'Xg;...;A71X,).

Dada la accién «, la teoria de invariantes geométricos determina puntos estables y
semiestables (ver definicién [1.1.2)), la cual motiva la siguiente definicién.

Definiciéon 1.2.2. Decimos que una variedad proyectiva X C P"™ es Chow estable
(resp. Chow semiestable) si su forma de Chow Fx es SL(n+1)-estable (resp. SL(n+1)-
semiestable) en el sentido de la teoria de invariantes geométricos.



1.2.1. Criterio de Hilbert-Mumford para la estabilidad de Chow

Consideremos un polinomio f(a). Decimos que f es racional si f(a) € Z para todo
nimero positivo ¢ > 0. Supongamos que f estd representado por un polinomio racional
de grado r. Definimos el coeficiente principal normalizado de f, denotado por
c.p-n.(f), como el entero e tal que

r

f(n) = eyt ar—1n" .+ ao.

Sean una variedad X de dimension r, un haz lineal L sobre X y una gavilla Z C Ox
de ideales tal que Z := Supp(Ox /Z) es propio sobre C. Por ([38], Proposicién 2.1) existe
un polinomio p(n, m) de grado menor o igual a r tal que

X(X,L"/TT"L"™) = p(n,m) param > 0,

donde X(X, L) es la caracteristica de Euler de L. Esto es,

X(X,L):= zr:(—l)idim HY(X,L).
=0

La multiplicidad de Z medida via L, denotada por er,(Z), es el coeficiente prin-
cipal normalizado c.p.n. (X (L"/Z™L™)).

A continuacién se dard una interpretacion geométrica de la multiplicidad (ver [3§],
pagina ).

Sean una curva X C P" irreducible lisa proyectiva y el haz L = Ox(1). Dado un
subespacio lineal I' ¢ H%(P", Opn (1)) denotamos por Lr el subespacio lineal de P"

Ly := {z € P"|s(x) = 0 para todo s € T'}.

Consideremos la gavilla Fr de ideales generada por las secciones s € I'y Z = Supp(Ox /Fr) =
X N Lt es el conjunto de puntos base de I'. Sea

Pr:(P"—Lyp) - PT) =P
la proyeccién candnica. Existe un morfismo birracional
m: Br(X) = X,
donde Br(X) es la explosién de X a lo largo de Fr. Més atin, existe un tinico morfismo
q:Br(X)—P", (1.3)
haciendo el siguiente diagrama conmutativo

Br(X) (1.4)

W)i( \

]P)m
Pr ’




tal que
¢ (Opm(1)) = (7" L)(—E), (1.5)

donde F es el divisor excepcional. Definimos la imagen de X bajo la proyeccién
Pr, denotada por Pr(X), como el ciclo [¢(Bx(X))], es decir,

P) { deg(a) aB7(X) i dima(B(X)) = dim X

Proposicién 1.2.3. ([38],Proposicion 2.5) Sean una curva X C P" lisa irreducible
proyectiva, el haz L = Ox (1) y un subespacio lineal I' ¢ HO(P", Ox(1)). Entonces

er(Fr) = deg(X) — deg Pr(X).
Demostracion. Para n > 0,

X(Ox(n)) = h%(Ox(n))
= deg(Ox(n))+1-g
= n-deg(Ox(1))+1—g
= n-deg(X)+1—g.

Entonces
deg(X) = c.p.n. X(Ox(n)).

Consideremos la explosién Bx(X) de X a lo largo de F y el morfismo g : Br(X) —» X
(ver diagrama [1.4).

deg Pr(X) = deg(q)-degq(B) Por definicién
= deg ¢*(Opm(1)) Por ecuacién
= deg 7" (Ox(1))(—E) Por
= deg"(F-O0x(1))

= deg (m) - deg(F - Ox(1)) Por ecuacién 2.9
= deg (F-0x(1)) 7 es birracional
= deg(F) Por definicién

Utilizando la definicién de ey, (Fr) tenemos que

er(Fr) = c.pan X(On)/F'Ox(n))
cpn X(Ox(n)) —cpn. X(F'Ox(n))
= deg(X) — deg Pr(X)



Sea una variedad proyectiva X C P" de dimensién r sobre C. Fijamos coordenadas
Xo,X1,...,X, de P" y consideramos la forma de Chow Fx de X. Sea

A:C* — GL(n+1) (1.6)
0 0 0
0 t" 0 0

t 0 0 0 [ .¢7%, (1.7)
0 0 0 ... ¢t

donde pg > p1 > ... 2 pp, =0, p; € Zy k es escogido de tal forma que A\ es un subgrupo
a un pardmetro de SL(n 4+ 1). Lo cual es equivalente a tener k =" - +1 Definimos
la subgavilla de ideales Z C Oxyp1 por

Z-[Ox(1) ® Op1] := subgavilla generada por {t"*X;, i =0,1....,n}.

A continuacion damos el criterio de Hilbert-Mumford para determinar la estabilidad
de Chow de una variedad proyectiva.

Teorema 1.2.4 (Criterio de Hilbert-Mumford). ([38/, Proposicion 2.9) Bajo las
hipotesis de arriba. La variedad proyectiva X C P™ de dimension r es Chow estable
(resp. Chow semiestable) si, y sdlo si,

r+1
eox (1)20,; (L) < deg sz (resp. <),

para todo subgrupo a un parametro X : C* — SL(n + 1).

En general es dificil utilizar el criterio de Hilbert-Mumford para decidir cuando una
variedad es Chow estable. Para curvas se tiene la siguiente cota.

Proposicién 1.2.5. ([38], Proposicion 4.10 y Corolario 4.11) Sea una curva C C P"
con L = Oc¢ y la gavilla de ideales T = (t7" X;) C Ogxpr correspondientes a pg > p1 >
> pn=0. 8Ty ={a € Oc| thra € I}, entonces Iy C (Xp,...,Xn) yZo CI1 C
. C I, = O¢. Para cada sucesion de enteros positivos 0 = rg < 11 < -+ < 1 = n,
tenemos que

-1
cox @0, (L) <> (P — pr)(er(Te) + en(Tny )
k=0

1.2.2. Ejemplos de estabilidad de Chow

En esta seccién demostramos que los puntos p € P", variedades lineales y curvas
degeneradas son Chow inestables. Tal vez para los expertos es conocida la estabilidad
de Chow de puntos, variedades lineales y curvas degeneradas, pero en la literatura no
encontramos ninguna demostracién por lo que las incluiremos. Primero demostramos
que un punto es Chow inestable, para esto, empezamos con la siguiente proposicién.

Proposicién 1.2.6. Sea un punto p = (po : p1:...: pn) € P*. Sipy = 0, entonces p
es Chow inestable.



Demostracion. La forma de Chow de p estd dada por
Fp(Xo, cee Xn) =poXo+ ...+ pnXn.

Consideremos el subgrupo a un pardmetro A : C* — SL(n + 1) definido por A(t) =
diag{t",t~1,...,t71}. Vamos a calcular los pesos de F), con respecto a A. La accién
estd definida por

(A@), Fp(Xo,-. -, X)) = Fp(AH) 7 (Xo,---, Xn))
= Fp(tano, tX1,...,tXy)
pot "+ p1t X1+ ..+ pat X,

por lo tanto los pesos en p; estdan dados por —nsii =0,y 1sii € {1,...,n}. Sipy =0,
p(Fp, A) = min{pesos | p; # 0} =1 > 0. Por Teorema concluimos que el punto es
Chow inestable.

O

El siguiente lema demuestra que las formas de Chow de puntos son transitivas, es
decir, para todo p,q € P" existe A € SL(n + 1) tal que

(A, Fp) = F,.
Lema 1.2.7. Sea un puntop = (po : p1 : ... : pn) € P*. Si pg # 0, entonces existe
una matriz B € SL(n + 1) tal que (A, F,) = Fy, donde g = (qo : q1 : ... : qn) € P" con

qo = 0.

Demostracion. Sin = 1, consideramos la matriz

0o —L
B = ( Po > € SL(2).
Po P1

La accién estd dada por

(B, Fy(X0,X1)) = F,(B (X0, X1))

1
= Fy(pmiXo+ —, —poXo)
Do

1
= po(p1Xo + %Xl) + p1(—poXo)
= qu

donde ¢ = (0:1). Sin > 2, sea

0 —p% 0
B=1 po p1 0 | €SL(n+1),

0 0 I,



donde I,,_1 es la matriz identidad. La accién estd dada por
(B, Fy(Xo,..-,Xp)) = Fpy(B ' (Xo,...,Xpn))
1
= Fp(p1Xo+ PT)Xh —poXo, X2,..., Xn)

= pop1Xo + X1 — p1poXo + p2Xo + ... +pp X,
= Xi+pXo+ ... +puXy
= Fq(Xo,Xl,...,Xn),

donde g =(0:1:p2:...:pp).

Teorema 1.2.8. Todo punto p € P es Chow inestable.

Demostracion. Si pg = 0, entonces por la Proposicién el punto es Chow inestable.
Si po # 0, por el Lema [[.2.7] la forma de Chow de p estd en la misma dérbita que la
forma de Chow del punto (0:1:py:...: p,). Por la observacién 1, el punto es Chow
inestable.

O

La siguiente variedad de la que estudiaremos su estabilidad de Chow es el hiperplano
en P2, Para esto, empezaremos con la siguiente proposicién.

Proposicién 1.2.9. Sea un hiperplano Z = V(agZy + a1Z1 + a2 Z2) C P2, Sias = 0,
entonces Z C P"™ es Chow inestable.

Demostracion. La forma de Chow de Z estd dada por

an al ag
Fz(X,Y) = det XO X1 XQ
Yo 1 Yo

= ap(X1Y2 — XoY1) + a1 (X2Yy — XoYa) + ao(XoY1 — X1Yp).

Consideremos el subgrupo a un pardmetro A : C* — SL(3) definido por A(t) = diag{t?, t',t=}.
Vamos a calcular los pesos de F; con respecto a A. La accién estd definida por
(A1), Fz(X;Y)) = Fz(AM®) ' X;A()7'Y)
= FZ(t_3X0,t_1X1,t4X2;t_3}/0,t_1)/1,t4Y2)
= at’[X1Y2 — XoV1] + art[XoYo — XoYa] + ast ™! [XoY1 — X1Y0),

por lo tanto los pesos de Fz con respecto a A son 3,1 y —4. Si as = 0, entonces
((Fz,A) = min{3,1} =1 > 0, por el Teorema [L.1.7) el hiperplano es Chow inestable.
O

El siguiente lema demuestra que las formas de Chow de hiperplanos son transitivas,
es decir, para todo Z1, Zo C P? hiperplanos existe A € SL(n + 1) tal que

(A, Fyz,) = Fgz,.

Lema 1.2.10. Sea un hiperplano Z =V (apZy+a1Z1 + a2 Zs2) C P2. Siay # 0, entonces
existe una matriz A € SL(3) tal que (A, Fz) = F,, donde Z' =V(apZo — Z1).



Demostracion. Consideremos la matriz

1 0 0
1

A= [0 0 —L |esLd).
0 asy —ai

La accién estd determinada por
(A, Fy) = Fz(A'X, A7YY)
= F(Xo,—a1 X1+ a12X2, az X1, Yo, —a1¥1 + ;YQ, azY7)
= ap(X1Y2 — XoY7) + (XoY2 — X2Yp)
= F,,

donde F,: es la forma de Chow del hiperplano Z’ =V (agZy — Z1) C P2

Teorema 1.2.11. Todo hiperplano en P? es Chow inestable.

Demostracion. Sea un hiperplano Z = V(agZy + a1Z1 + asZ) C P2. Si ag = 0, por la
Proposicion Z es Chow inestable. Si ag # 0, por el Lema[1.2.10|la forma de Chow
F, estd en la misma 6rbita que el hiperplano dado por Z' = V(apZo — Z1). Por la

observacion (1] el hiperplano es Chow inestable.
O

El siguiente teorema determina la estabilidad de Chow de una variedad lineal.
Teorema 1.2.12. Toda variedad lineal X C P" de dimension k es Chow inestable.

Demostracion. Haciendo cambio de coordenadas podemos suponer que X esta deter-
minada por V(F1,...,F,_k), donde F; = Z,; parai = 1,...,n— k. La forma de Chow
de X estd dada por

FX:det<A B>,

0 Ik
donde
Xoo Xo1 --- Xok Xok+1 Xok+2 --- Xon
s Xl,O. X171. . Xl,k.  B= X17k+1' Xl,k+2' ... Xl,n
Xko Xgar oo Xk Xigr1 Xkgr2 - Xgn

y In—k es la matriz identidad de n — k. Entonces Fx = P12, . Consideramos el
subgrupo a un pardmetro A : C* — SL(n + 1) definido por A(t) = diag{t~!,... ,¢t~1 ¢"}.
En Py 12, i las variables X; ; no aparecen para j = k +1,...,n. Entonces

(A1), Fx) = Fx\(t) 'Xo;...;M6)71X3)
= t""'Py1a g,



tenemos que p(Fx,\) = (k+ 1) > 0. Por el Teorema un subespacio lineal en P"
es Chow inestable.
0

Decimos que una curva C' C P" es degenerada si existe un hiperplano H tal que
C C H. El siguiente teorema demuestra la existencia de curvas lisas Chow inestables.

Teorema 1.2.13. 5i C' C P" es una curva proyectiva degenerada, entonces C es Chow
inestable.

Demostracion. Sean las coordenadas Xy, X1,...,X, de P". Haciendo un cambio de
coordenadas supongamos que C' C V(X,,). Consideremos la forma de Chow F¢ de C
entonces Fo € C[Yp,Y1], donde Y; = (Yip,...,Yin) para i@ = 0,1. Sea la matriz P
definida por

P _ <Y0,0 Yoi ... Yb,n)
Yio Yigp ... Yin )

Denotamos por P;j; el menor obtenido de tomar la i-ésima y la j-ésima columna. En-
tonces Fo € C[Pj] con i < jy j # n, es decir, las variables Y;, no aparece en
Fo para i = 0,1 ; ya que C C V(X,,). Consideremos el subgrupo a un parametro
A : C* = SL(n + 1) definido por A(t) = diag{t~!,...,t=1,¢"}. Los pesos de Fg con
respecto a A son positivos. Por lo tanto p(Fe, A) > 0y por el Teorema[l.1.7, C' C P" es
Chow inestable.

O

1.3. Estabilidad de Chow para hipersuperficies

En esta seccién estudiamos la estabilidad de Chow cuando X = V(F') C P" es una
hipersuperficie de grado d. Si d = 1, entonces X es un hiperplano, por el Teorema |1.2.12
es Chow inestable. Entonces supongamos que d > 2 y que X estd determinada por un
polinomio homogéneo

F(Yo,...,Ya) =Y aiYg nm"myj v,

de grado d. Dado I = (ig, i1, . . ,ip), denotamos por Y I = Z?:o ijyporl = Z?:o(—l)jj‘
ij. Sea la matriz P dada por

X07[) X071 .. Xo,n

Xl,O Xl,l e Xl,n

P= ) . )
Xn-10 Xn-11 - Xn-1n

Denotamos por P; el determinante del menor obtenido de eliminar la (j 4 1)-ésima
columna. La forma de Chow de X estd determinada por

FX(XOQXl;--ﬁanl) = F(Po,—Pl,...,(—l)nPn)
= Y @ BT T T (= P (1) Py
= Y (-)lagpimhmT P L Pl



Esto demuestra que los coeficientes aj diferentes de 0 en F' son los coeficientes de
Fx multiplicados por nimeros complejos diferentes de cero. A continuacién damos un
ejemplo explicito de como calcular la forma de Chow para una hipersuperficie en P2,

Ejemplo 1.3.1. Sea X = V(F) C P2, donde F = F(X,Y,Z) = a1 X + aoY + a3Z.
Utilizando la notacion de arriba, P es la matriz determinada por

p _ (Xo,o Xo,1 X0,2>
X0 X1 Xi2 /)7

Por lo tanto, Py = Xo1X11 — X02X10, PA = Xo0X12 — X02X10y P2 = XopX11 —
X0,1X1,0. La forma de Chow de X estd determinada por

Fx(Xo;X1) = F(Py,—Pi,P)
= a0P0+a1(—P1)+a2P2-

Para calcular los pesos de la forma de Chow con respecto a subgrupos a un pardmetro
tenemos el siguiente teorema.

Lema 1.3.2. Sean una hipersuperficie X =V (F) C P" de grado d definida por
F=> a Y iy Ly,

y un subgrupo a un pardmetro X : C* — SL(n+1) definido por A(t) = diag{t", ... t"}.
El peso de la forma de Chow Fx de X en ay es

drg + il(Tl — ’r‘o) + ...+ in(’l“n — To).

Demostracion. Consideremos un subgrupo a un parametro A : C* — SL(n + 1) definido
por A(t) = diag{t",...,t""}, donde r; € Z y ro +r1 + ...+ r, = 0. Primero vamos a
calcular los pesos de P; con respecto a A; ya que estos nos ayudaran a calcular los pesos
de Fx. La accién esta dada por

), Py) = P Xo; -5 A1) Xpn)
= Pj(t_T0X070 e ,t_r"XO’n; cel "o n—1,05--- ,t_rn n—l,n)-

Recordemos que el polinomio P; se obtiene de calcular el determinante del menor
eliminando la (j + 1)-ésima columna, entonces las variables X; ; no aparecen en P; para
1=0,1,...,n.

Pi(t7" Xo0,0,. ot Xom; oor 3O Xn 105000t " Xn1n)
— t—T‘o—Tl—...—Tj71—7’j+1—...—rnpj(XO7 o 7Xn—1)
£ P;(Xo, ..., Xn_1).

El peso de Pj es rj. Ahora vamos a calcular los pesos de Fly:



(A(t), Fx) = (A(¢), Z(—nfa,Pg*irm*inPfl ... P
= LD @, )T, P O, Py
= Y (Dag(tro )T (T P (7 B )
_ Z( 1) t(d i1 —...—in)To+i171+. znrnpd i1—.. 7’LnP'Ll P;in’
Por lo tanto el peso de F'x en el coeficiente aj es
drg + il(Tl — 7’0) + ...+ in(rn — 7‘0).
O

La estabilidad de Chow para hipersuperficies no lisas de grado 2 esta determinada
por el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3. Sea una hipersuperficie X = V(F) C P" de grado 2. Si X no es lisa,
entonces X es Chow inestable.

Demostracion. Consideremos el polinomio F' = ZaIYO2_i1_“'_i”Yf1 ...Yn que define
la hipersuperficie. Haciendo un cambio de coordenadas podemos suponer que (1:0...:
0) € F y no es lisa en este punto. Esto implica que a;y = 0 para todo I tal que

> I esigual a 0 6 1. Sea un subgrupo a un parametro A : C — SL(n + 1) definido por
A(t) = diag{t™,...,t"} tal que r; € N parai = 1,...,n. Analizamos los pesos definidos
en ay tal que ) a; = 2. Supongamos que iz, =i, = 1 para s; > sy con s; € {1,...,n}.
Por el Lema el peso de Fx en aj es

2rg + (rs; —710) + (rsy —70) =Ty + Tsys

entonces p(Fx,\) = min{pesos |a; # 0} > 0. Por el Teorema [I.1.7, X = V(F) C P" es
Chow inestable.
O

El siguiente teorema clasifica las curvas planas Chow estables de grado 2.
Teorema 1.3.4. Sea una curva plana X = V(F) C P? de grado 2.
= X lisa si, y solo si, X es Chow semiestable.

Demostracion.
<) Se sigue del Teorema.

=) Consideramos el polinomio F = ZalYOQ_i_j YfYQj que define la curva plana.
Haciendo cambio de coordenadas podemos suponer que (1 : 0 : 0) € F y su unica
tangente en este punto estd dada por Yo = 0. Esto implica que agp = a9 = 0 y
apr # 0. Consideremos un subgrupo a un pardmetro A : C* — SL(3) definido por
A(t) = diag{t",t",t"2}, donde r; € Z y ro + r1 + 12 = 0. Vamos a demostrar que
w(Fx,A) <0. Por el Lema el peso de F'x en ag; es

2rg + (?“2 — TD) =719+ 10 = —7]1.



Si rp > 0, entonces u(Fx,A) < 0y es lo que queremos demostrar. Supongamos que
r1 < 0. Si agg = 0, podemos escribir a F' como

F(X,Y,Z) = anXZ+anYZ+ apZ?
= Z(anX +anY +anZ),

lo anterior implica que F' no es lisa y lo cual es una contradiccién. Por lo tanto agg # 0,
el peso de F'x en agg es

219 + 2(7“1 — ’I“[)) = 2ry,

pero r; < 0 lo cual implica que pu(Fx,A) < 0. Por lo tanto X es Chow semiestable.
O

El siguiente teorema determina la estabilidad de Chow para curvas planas lisas de
grado 3.

Teorema 1.3.5. Sea una curva X = V(F) C P? de grado 3.
= 51 X es lisa, entonces X es Chow estable.

Demostracion. Consideremos el polinomio homogéneo F' = )" a;; X 37171y 77 que de-
termina la curva plana. Haciendo cambio de coordenadas podemos suponer que (1 :
0:0) € F y su tdnica tangente en este punto estd dada por Z = 0, esto implica que
app = a1p = 0 y ap1 # 0. Sea un subgrupo a un parametro A : C* — SL(3) definido
por A(t) = diag{t",¢",t"2}, donde r; € Z y ro + r1 + r2 = 0. Vamos a demostrar que
w(Fx,A) < 0. Por el Lema el peso de F'x en ag; esta dado por

3T0+0'(T1*T0)+(T2*T0):2T0+T2:7’0*T1:l,

donde [ € Z. Sil < 0, no hay nada que demostrar ya que p(Fx,\) = min{ pesos |a;; #
0} < 0. Sin pérdida de generalidad supongamos que [ > 0. Si ro > 0, hay dos casos para
I:0<1<7ry61l>ryg. Supongamos [ < ry, entonces ro > r; > 0. Si pu(Fx,\) > 0, los
coeficientes age = ag3 = a12 = 0, entonces podemos escribir a F' de la siguiente forma

F(X,Y,Z) = a1 X?*Z + apoXY? + a1 XY Z 4 a30Y?3 + an Y22,
pero (0 : 0 : 1) no es un punto lisa de F', lo cual es una contradiccién. Ahora supongamos
que | > r( esto implica que r; < 0. Si u(Fx, \) > 0, entonces azy = apz = a1 = aj2 =0
v los coeficientes agy y age no pueden ser ambos diferentes de cero. Si asg = 0, F' puede
ser escrito de la forma
F=anX?Z 4+ apXZ?+anXYZ,
pero (0 : 1 :0) no es un punto lisa de F, lo cual es una contradiccién. Si age = 0, F

puede ser escrito de la forma

F=a0X%Z+ anXY?+an XY Z,



pero (0 : 0 : 1) no es un punto lisa, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto pu(Fx, A) < 0
para todos subgrupo a un pardametro A y por lo tanto X es Chow semiestable. El caso
rg < 0 se obtiene de forma similar.

O

La relacién entre la P-estabilidad y la estabilidad de Chow para hipersuperficies
estd dado por el siguiente teorema.

Teorema 1.3.6. Sea una hipersuperficie X = V(F) C P™ de grado d.

» X es P-estable (resp. P-semiestable) si, y sélo si, X es Chow estable (resp. Chow
semiestable).

Demostracion. Consideremos un subgrupo a un parametro A : C* — SL(n+ 1) definido

por A\(t) = diag{t™,...,t"™} conr; € Zy ro+...+r, =0. Por los Lemas|l.1.11|y

tenemos que
M(FXv )‘) = M(F7 >\_1) y /L(Fv /\) = M(FXv/\_l)‘ (18)

<) Si X es Chow estable (resp. Chow semiestable), entonces u(Fx, ) < 0 para todo
subgrupo a un parametro 3. Por la ecuacion (1.8), u(F,\) = u(Fx, A~1) < 0 (resp. <).
Por el Teorema X es P-estable (resp. P-semiestable).

=) Si X es P-estable (resp. P-semiestable), entonces u(F,3) < 0 (resp. <) para
todo subgrupo a un pardmetro 3. Por la ecuacién (1.8), u(Fx,\) = pu(F,A71) <0

(resp. <). Por el Teorema X es Chow estable (resp. Chow semiestable).
O

En particular, la P-estabilidad de hipersuperficies ha sido estudiada (ver [39], Capitu-
lo 4, Seccién 2) y (ver [I7], Capitulo 10). Esta nos permite determinar su estabilidad
de Chow. Cuando n = 2, las hipersuperficies son curvas planas, como se demostrd en
el Teorema [1.1.12| su P-estabilidad depende del grado y del tipo de singularidades que
tiene la curva. La curva plana cuadrética es Chow semiestable si, y sélo si, es lisa (ver
Teorema . Para la curva plana cibica tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3.7. Sea una curva C C P? plana de grado 3. Se cumple las siquientes
afirmaciones

1. C' es Chow semiestable si, y solo si,

= C no tiene puntos triples.

= C no tiene puntos dobles con una unica tangente.

2. C es Chow estable si, y solo si, C lisa.

Demostracion. El teorema se sigue por |[1.3.6] [1.1.14] y [1.1.13]

O

Observacién 2. En general, el Teorema también implica la estabilidad de Chow
para curvas con valores de d méas grandes. Por ejemplo, para las curvas planas de grado
4, las curvas cuspidales son P-semiestables (ver [24], Pagina 206) por lo tanto estas seran
Chow semiestables. Cuando d > 4 en P?, la Chow semiestabilidad estard permitiendo
singularidades mas complicadas (ver [38], Pagina 13).



Para terminar este capitulo consideremos superficies en P? de grado d. Si d = 1,
hemos demostrado que son Chow inestables (ver Teorema [1.2.12)). Si d = 2 es estricta-
mente Chow semiestable si, y sélo si, la superficie es lisa.

Consideremos una superficie S = V(F) C P3? de grado 3. Decimos que S tiene un
punto doble ordinario de tipo A, si sus singularidades tienen ecuaciones locales de
tipo

22 42 4 2
Para superficies de grado 3 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.3.8. Sea una superficie S = V(F) C P de grado 3. Se cumple las siguientes
afirmaciones

1. S es Chow estable si, y sdlo si, S es lisa o tiene puntos dobles ordinarios de tipo
Ay,

2. S es Chow semiestable si, y sdlo si, S tiene puntos dobles ordinarios de tipo As.

Demostracion. En ([38], Pagina 15) demostraron la P-estabilidad (P-semiestabilidad)
bajo las hipdtesis del Teorema, por el Teorema tenemos que S es Chow estable
(Chow semiestable). O

Observacién 3. Para la P-estabilidad de superficies en P3 de grado 4, las condiciones
de Mumford (ver [38], P4gina 15) se obtiene para la estabilidad de Chow.






CAPITULO 2

Estabilidad de Chow para curvas
algebraicas

En ([38], Teorema 4.15), Mumford demostré que toda curva C' lisa proyectiva irre-
ducible de género g, encajada por un sistema lineal completo de grado mayor a 2g, es
Chow estable. En el caso de Mumford, C' estd contenida en el espacio proyectivo P49,
por lo tanto en este capitulo estudiamos la estabilidad de Chow para curvas C C P"
tal que el grado d y n son diferentes a 2g y d — g respectivamente. En este capitulo
damos un criterio para decidir la estabilidad de Chow de la curva lisa. Concretamente,
demostramos que si el haz tangente TP™ restringido a la curva C es estable entonces la
curva C' C P" es Chow estable (ver Teorema . En el capitulo 1, demostramos la
existencia de curvas lisas las cuales son Chow inestables (ver Teorema [1.2.13).

2.1. Construccion del moduli de curvas

En esta seccién recordamos la construccién del espacio moduli M, de curvas lisas
proyectivas irreducibles de género g y explicamos una de las compactificaciones para
M, haciendo uso de la teorfa de invariantes geométricos (GIT, por sus siglas en inglés).
Sea

M, := { Curvas lisas proyectivas irreducibles}/ = .
Nuestro objetivo es dar estructura de variedad y una compactificacién para M,.

Si g = 0, la tnica curva lisa es P!, por lo tanto My = {pto}. Si g = 1, la fun-
cién j-invariante de curvas elipticas parametriza clases de isomorfismos de curvas lisas
proyectivas de género 1. Entonces M; = A' y M; = P!, la cual se obtiene al agregar
la curva racional con un nodo ([25] Capitulo 4, Seccién 4).

Sean un entero n > 3 y una curva C lisa irreducible proyectiva de género g > 2. La
n-potencia del haz lineal canénico, K7, es muy amplio y tiene grado d = n(2g —2). Por
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el Teorema de Riemann Roch

R(C,KE) = deg(K&)+1—g
= n(2¢g—2)+1—g
= (g—1)(@2n-1).

Cada base de H%(C, K7%) determina un encaje de C en P(H°(C, K2)*) = P479 como una
curva de grado d = 2n(g—1). La curva imagen es conocida como el modelo n-canénico
de C y su polinomio de Hilbert estd dado por P(t) = dt + 1 — g. Los automorfismos de
P?=9 actian en el esquema de Hilbert de la siguiente forma

PGL(d—g)XHﬂbd_%P(t) — Hﬂbd—g,P(t)
(®,C) — @C.

Sean C, D € Hilby_g p(;)- Decimos que C' es equivalente a D, si existe un automorfismo
® de P49 tal que C = ®D. Es facil ver que si C,, y D,, son dos modelos n-canénicos en
la misma érbita entonces C'y D son isomorfas. Més atn, si C g D es un isomorfismo,
entonces ¢ induce un isomorfismo P(¢) : P(H(C, K2)*) — P(H*(D,K})*) tal que
P(¢)(Cy) = (Dy,). Por lo tanto si C'y D son dos curvas lisas de género g y Cy, D,, sus
n-modelos candnicos respectivamente, entonces C'y D son isomorfas si, y sélo si, C, y
Dy, se encuentran en la misma orbita en Hilbg_g p(;). Sea el lugar geométrico

K C Hﬂbdfg,P(t)

de curvas lisas n-canénicas en P9 con polinomio de Hilbert P(t) = dt+1— g. Entonces
K parametriza curvas lisas de género g encajadas con K en P?=9 es decir,

K= {C S P y ¢ (Opasy (1) = KB}

El conjunto K es localmente cerrado debido que el lugar geométrico de curvas lisas en
Hilbg_g p(s) es abierto y la condicién de ¢*(Opa—4(1)) = K¢ es cerrada. Recordemos,
que existe M > 0 (ver Apéndice, Seccién [5.4.2) tal que para cada m > M

iy + K C Hilby_g pry = G(P(m), H'(PY™9, Opa—y(m))) = P(AN'HO (P9, Opay (m)).

Sabemos que los automorfismos de P?~9 mandan curvas lisas n-canénicas a curvas lisas
n-candnicas, es decir, K es invariante mediante la accién de PGL(d — g) y sus 6rbitas
corresponden a clases de equivalencia de curvas lisas de género g. Por lo tanto tenemos
una accién

PGL(d — g) x K — K (2.1)

Decimos que [C] € K es m-estable (resp. m-semiestable) si es PGL(d— g)-estable (resp.
PGL(d — g)-semiestable) por la accién (2.1)).

Mumford demostré que para toda curva C' lisa proyectiva irreducible de género g
encajada por un sistema lineal completo de grado mayor a 2g, existe M; > 0 tal que [C],,
es m-estable para cada m > M; (ver [24], Teorema 4.34). Fijemos mo > Max{M, M }.
Entonces todo punto en K es mg-estable y existe el cociente

M, = K//PGL(d — g). (2.2)



Por el teorema fundamental de la teoria de invariantes geométricos, existe una corre-
spondencia biyectiva entre los puntos de K/PGL(d— g) y las 6rbitas de PGL(d— g) sobre
KC y éstas corresponden a clases de curvas lisas de género g. Mas atin, como K es local-
mente cerrado en el esquema de Hilbert, entonces M, es un esquema quasi-proyectivo.

Nuestro objetivo es explicar las ideas principales de la construcciéon de Wg para
g > 2, utilizando la teoria de invariantes geométricos. Mumford compactifica a M, con
curvas nodales. Una curva Deligne-Mumford estable es una curva conexa, reducida
tal que cada componente lisa racional intersecta a las demas componentes al menos tres
veces.

Similar a la construccién de M,. Fijemos enteros g > 2 y n > 5. Sea una curva
X Deligne-Mumford estable y su gavilla dualizante wx. La n-potencia de la gavilla
dualizante, w%, es muy amplia y tiene grado d = 2n(g —1). Por el Teorema de Riemann
Roch

hO(X,0%) = deg(wy)+1-g
= n(2¢g—2)+1—g
= 2n—-1)-(¢g—1).
Cada base de HY(X,w') determina un encaje de X en P(H%(X,w%)*) = P49, como
una curva de grado d = 2n(g—1). Fijemos el esquema de Hilbert de P?~9 con polinomio
de Hilbert P(t) = dt +1 — g. Recordemos que los automorfismos de P49 actiian lineal-

mente en el esquema de Hilbert y existe el concepto de m-punto de Hilbert estable (ver
Apéndice, Seccién |5.4.2]).

El Teorema principal para la construccion de Vg es el Teorema de estabilidad
potencial (ver [24], Capitulo 4, Teorema 4.45), el cual afirma que para d > 9(g — 1)
existe M € N que sélo depende de d y g, tal que si m > M y para cada X C P%9
conexa con su m-punto de Hilbert semiestable es Deligne-Mumford estable.

Sea el lugar geométrico Kp en Hilby_, p(;) de curvas Deligne-Mumford estables de
género ¢ encajadas en P99 por la n-potencia de su gavilla dualizante. Consideremos el
lugar geométrico K5 de Hilbert semiestables en Hilby_g p(y). Sea

K :=KpnNKss.
Tenemos las siguientes propiedades (ver [24], Capitulo 4, Seccién C):
1. Todos los puntos de K son Hilbert estables.

2. K es cerrado en K.

3. Paratoda curva X Deligne-Mumford estable, existe una tinica érbita en K parametrizan-
do encajes de X en P49,

4. Todos los puntos de K parametrizan curvas Deligne-Mumford estables.

Como todo punto de K es GIT-semiestable, entonces existe el cociente

My =K//PGL(d - g).



Por el teorema fundamental de la teoria de invariantes geométricos, existe una corre-
spondencia biyectiva entre los puntos de K /PGL(d—g) y las 6rbitas de PGL(d—g) sobre
K y corresponden a clases de curvas Deligne-Mumford estables de género g. Mas atn,
como K es cerrado en el esquema de Hilbert, entonces Wg es una esquema proyectivo.

2.2. Linealmente estable

En esta seccién recordamos el concepto de linealmente estable introducido por Mum-
ford para variedades proyectivas (ver [38], Definicién 2.16). Para el caso de curvas proyec-
tivas, ésta es una manera de determinar si la curva es Chow estable.

Sea una variedad proyectiva X C P" de dimensién r. El grado reducido de X,
denotado por red. deg(X), es el cociente

deg(X)

red. deg(X) = m

Definicién 2.2.1 ([38], Definicién 2.16). Una variedad proyectiva X C P"™ de dimensién
r es linealmente estable (resp. linealmente semiestable ) si para todo subespacio
lineal U"~™~1 C P" de dimensién n —m — 1, tal que la imagen de X bajo la proyeccién
Py P — U — P™ tiene dimensién r, tenemos que

red.deg(X) < red.deg([Py(X)]) (resp. <).

En [38], Mumford demuestra el siguiente teorema, el cual es usado en el teorema
principal por lo que damos su demostracién.

Teorema 2.2.2. ([38], Teorema 4.12) Si C C P" una curva linealmente estable (resp.
linealmente semiestable), entonces C C P™ es Chow estable (resp. Chow semiestable).

Demostracion. Demostramos el caso estable, el caso semiestable se sigue de forma
similar. Supongamos que C es linealmente estable. Consideremos un subgrupo a un
parametro p : C* — SL(n + 1). Sean Xy, ..., X,, las coordenadas de P™ tal que p puede
ser escrito de la siguiente forma

p:C* — SL(n+1)
Z N I 0
0 tr ... 0

conpp > pr > ...>p,=0yk=>3", nﬂfl. Denotamos las gavillas de ideales

T = (t"X;) C Oguar v I, = (Xpg,...,Xpn) C Oc¢. Notemos que Z = Y 1" | tP* Ty,
Consideremos la proyeccién desde el subespacio lineal I'y, = (X, ..., Xx—1)

Pr, :P"—T} — P"F

Por hipétesis C C P™ es linealmente estable, entonces



deg(Fr, (C)) _ deg(C)

() s o
Por la Proposicién e(Z, ) deg(C) — deg(Pr,(C)), entonces la expresién

puede ser escrita como

deg(C) — e(Zy) - deg(C)
n—k n

Equivalente a

e(Zy) < %deg(C).

Por la Proposicién [1.2.5

-1
cox ()80, (L) < 0:T0<Tr1‘1<ifl,<m:N <kzo(rk+1 —ri)er(Zr,) + 6L(I7"k+1)>
-1
2deg C . Tk + Tkt
- (0:T0<g1n<19<”:n (Do = ) (=) )

k=0

El minimo de lado derecho de la expresion anterior es obtenido precisamente para
O=rp<rm<...<rp=n

tal que (7k, pr, ) son los vértices del poligono de Newton de los puntos (k, py). Los puntos
(k, pr) que no son vértices, se encuentran por arriba del poligono de Newton y dado que
estos no afectan en el area del poligono. Mas atin, esta expresién puede crecer entonces
podemos suponer que los puntos estan sobre el poligono. Entonces el minimo puede ser
calculado cuando r; = k por lo tanto

n

-1
. B Tk‘|'7°k:+1 _ _ 2k +1
oy kzopk 1)) = kzo(pk pr) (=5 )

1 1
= 5Pt pit Pt F 5on

2 2
1
= p0+"'pn_§<p0+pn)
< po+ ! (po+ -+ pn)
< o e Pn
= " (po+-+pn)
- n+1 PO Pn)-

La tltima expresion, $(po + pn) > %_H(PO + ...+ pn), la cual se sigue de la convexidad
del poligono de Newton. Por lo tanto obtenemos la desigualdad

2 deg
€Ox(1)®0,1 (7) < nt1 sz

Por el Teorema C C P" es Chow estable.



Sea un punto p € X C P" en una variedad proyectiva X de dimensién r. Para
un subespacio lineal N C P"™ de dimensién n — r, sea el subespacio lineal M C N de
dimensién n — r — 1 tal que p ¢ M. Definimos

Mult, (resx Pr) := #(X N Py (y) N V),

donde y € V una vecindad de Py(p) vy Py : (P — M) — P es la proyeccién candnica
con respecto al subespacio M.

Definicion 2.2.3. Sean una variedad X C P" de dimensién r y un punto p € X. La
multiplicidad de X en p, denotada por Mult,(X), estd definida por

Mult,(X) = minycprMulty,(resx Pyr),

para todo subespacio lineal N C P" de dimensién n — r tal que {p} es una componente
de XN N.

El siguiente teorema nos permite clasificar las curvas planas linealmente estables.

Teorema 2.2.4 ([37],Teorema 5.11). Sea una curva C C P" irreducible no degenerada
y un punto p en P". Entonces

[ deg(C) —deg[P,(C)] sipeC
Mult,(C) = { 0 sipd O

El siguiente teorema da la clasificacién de curvas planas linealmente estables de
grado d.

Teorema 2.2.5. Sea una curva C C P? plana de grado d.
» C es linealmente estable si, y sdlo si, Mult,(C) < %, (resp. <) para todo p € C.

Demostracién. En P?, inicamente podemos proyectar a P! con respecto a un punto
p € P2, Supongamos que p ¢ C, entonces deg([P,(C)]) = deg(C) = d, la condicién de
ser linealmente estable siempre se satisface. Ahora, si p € C' entonces deg([P,(C)]) =
d — Mult,(C). Por lo tanto, C' es linealmente estable si, y sélo si,

4~ Multy(€) = deg([B,(C)]) > CE 4

si, y sélo si, Mult,(C) < 4. O

Recordemos que existe una relacién entre la estabilidad lineal y la estabilidad de
Chow, por lo tanto tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.1. Sea una curva C C P? plana de grado d. Si Mult,(X) < % (resp.
< %) para todo p € C, entonces C' es Chow estable (resp. Chow semiestable).

Demostracion. Por el Teorema C es linealmente estable y por el Teorema
C es Chow estable. O



2.3. Criterio para la estabilidad de Chow

Sea una curva C' lisa proyectiva irreducible de género g. Un sistema lineal (L, V') de
tipo (d,n + 1) es generado si el morfismo evaluacién

VeoOc— L

es sobreyectivo, es decir, para todo punto z € C existe una seccién s € V tal que
s(xz) # 0. Consideremos el haz vectorial, My, v, definido por el kernel del morfismo
evaluacién. Esto es, existe la siguiente sucesién exacta

0—=Mr,y —=-V&®O0—=L—=0 (2.4)

de haces vectoriales. El haz My, y es conocido como el haz de Sysygies o el haz
de Lazarsfeld. La estabilidad de los haces vectoriales My, y My ;, ha sido estudiada
de varios puntos desde vista, los cuales estan relacionados con las variedades de Brill
Noether y con la estabilidad de TP"|¢.

Si (L,V) es un sistema lineal generado, entonces define un morfismo ¢,y de la
siguiente forma

oLy :C — P(VF) (2.5)
¢c — {seV]|s(c)=0}

La sucesion de Euler estd definida por
0— Opn > V®0p(l) - TP" -0,
dualizando y tensorizando por Opn(1). Obtenemos
0— (TP")" ® Opn(1l) - V & Opn — Opn(1) — 0,
haciendo el pull-back con respecto a ¢,y obtenemos
0—=¢py(ITP")*@L =V ®0Oc—L—0.

Entonces
Mpy = ¢, v(TP")" @ L. (2.7)

Si ¢r,v es un encaje, entonces existen isomorfismos de haces vectoriales entre
TP |4, v (c) = oLy (TP") y Op, () (1) = L.

Por lo tanto
Mgy = (TP"[c)" ® L. (2.8)

De la sucesién [2.4] se obtiene la siguiente informacién acerca de My, y .
» M7y, tiene rango n.
] det(M}:y) = L, por lo tanto el grado de Mj y, es d.

« KO(Mj ) > KO(L).



* .
= My es generado por sus secciones globales.

= Sea un cociente () de Mj |, entonces @) estd generado por sus secciones; ya que
,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

V*eOc — Mp, — 0

{ {
HYQ)®0c — Q
!

0

Estudiamos la relacién que existe entre los grados de ¢, 1 (ver definicién y el grado
de la curva imagen ¢r v (C). Recordemos que si f : X — Y es un morfismo finito
entre curvas lisas irreducibles proyectivas y L es un haz lineal sobre Y. Entonces (][25],
Capitulo II, Proposicién 6.9)

deg(fL) = deg(f) - deg(L). (2.9)

Supongamos que la curva imagen, ¢, v (C'), es lisa. Consideremos la siguiente factor-
izacién

C = ¢ry(C) 5PV,
Tenemos que
L = ¢7,y(Opn(1)).

Entonces

deg(L) = deg(¢r,y(Opn(1)))
deg(¢r,v) - deg(Opn (1)[4(c))
= deg(¢r,v) - deg(ér,v(C)).

Por lo tanto

deg(L) = deg(¢r,v) - deg(or,v(C)). (2.10)

Si el sistema lineal (L, V') define un encaje, entonces deg(¢r,v) = 1 y por la ecuacién
[2.10] tenemos que

deg(L) = deg(61,v(C)). (2.11)

El criterio de Hilbert-Mumford para determinar la estabilidad de Chow puede ser muy
complicado por lo cual damos el siguiente criterio para determinar la estabilidad de
Chow para curvas lisas proyectivas.

Teorema 2.3.1. Sea una curva C' C P" idrreducible lisa proyectiva encajada por un
sistema lineal (L, V') de tipo (d,n + 1). Si la restriccion del haz tangente de P™ a C' es
estable (resp. semiestable), entonces C C P es Chow estable (resp. Chow semiestable).



Demostracion. Vamos a demostrar el caso estable, el caso semiestable es similar solo
modificando desigualdades estrictas por desigualdades. Por la ecuacién [2.8| tenemos que

TP"|c = M}, @ L.

Entonces la estabilidad de TP"|¢ es equivalente a la estabilidad de My, 1. Sea un sube-
spacio lineal W C V, tenemos el siguiente diagrama

0 - My, — W0 - L — 0

4 { 1
0 - My — V&®Oc — L — 0,

donde L’ es el haz lineal generado por W. Como M L,v es estable entonces

deg(L')

B _ deg(L)
dimW —1 '

n

/’L(ML',W) < M(ML,V) = —

Dado que el grado de C es igual al grado de L y degPpann(w+))(C) = deg(L"). Entonces
red. deg(Pp(apy w+)(C)) > red. deg(C),

esto implica que C' C P" es linealmente estable. Por el Teorema C C P" es Chow
estable. O

Paranjape en su tesis demostro el siguiente lema, el cual nos ayudaré en el estudio
de la estabilidad de M7 .

Lema 2.3.2 ([41], Lema 3.1). Sea un haz vectorial E sobre C. Si E estd generado por
sus secciones globales, entonces existe un subespacio V-C H(E) con dim(V') = rk(E)+1
tal que V genera a E.

Consideremos un subhaz S C M7, y, entonces existen Fs y un subespacio W C V
en el siguiente diagrama conmutativo

0 W Oc—=Fs——0
(0%

0— My —=V ® Og—>L——>0.

En efecto, definimos W < V por W* := Im(V* — H°(S*)), tenemos que W* genera
a S*. Por lo tanto definimos F§ := Ker(W* ® O — S*).

Observacién 4. Algunas propiedades de estos objetos son las siguientes (ver [12])
1. La gavilla Fg es generada y h(F%) = 0.
2. El morfismo inducido « : Fg — L es diferente de cero.
Demostracion. Si « es cero, entonces tenemos que W ® O¢ es un subhaz vectorial

de My v. Lo cual es una contradiccién ya que My, y no tiene sumandos triviales.
O



3. Si S es un haz vectorial maximal que desestabiliza a My, v,

» entonces deg(Fs) < deg(I) donde I es Im(«).
» rk(Fg) =1 si, y sélo si, deg(Fs) = deg(I).

Demostracion. Supongamos que S es un subhaz de My, de pendiente maximal.
Sea [ :=Im(«a). Podemos formar el siguiente diagrama

0O - S = W0z — Fs — 0

\ 3 {
0 - Miw — W0 — I — 0 (2.12)
\ 3 3

0 - My — VeOec — L — 0,

donde My w es el haz de Sysygies del sistema lineal (I, W). Dado que S es un
subhaz de M,y de pendiente maximal y estd contenido en My, el cual es un
subhaz de M7, v, tenemos que

1(S) = p(Mrw).
Por el diagrama tenemos que

~ deg(Fs)
dimW — rk(Fyg)

_ deg(d)
dimW —1°

u(S) = y wMrw)= (2.13)

Por la ecuacion [2.13]

dimW — rk(Fyg)

Fg) <
deg(Fs) < = qmmw — 1

- deg(I).
Si rk(Fs) > 1, obtenemos que
deg(Fs) < deg(I).

Si deg(Fg) = deg(I), entonces S = My ya que S es un subhaz de My y S es
de pendiente maximal. Por lo tanto Fg = I. O

Lema 2.3.3. Sean una curva C lisa proyectiva irreducibe y un sistema lineal (L, V)
generado sobre C' de tipo (d,n+1). Supongamos que M] , no es estable. Consideremos
un cociente estable QQ de sz de pendiente minimal. Si rk(Q) =n—1, entonces existen
un subespacio lineal W C 'V de dimension n y el siguiente diagrama conmutativo

0 - @ —» W0 — F — 0

b 4 \
0 - My — V®0Oc — L — 0,

con deg(F') = deg(I), donde I es el haz lineal generado por W.

Demostracién. Como @ es un cociente estable de M7} |, de pendiente minimal entonces

Q* es un subhaz estable de My, v de pendiente maximal. Sea W* .= Im(V* — H(Q)),
como V* genera a () entonces la dimensién de W es n o n + 1. Supongamos que la



dimensién de W es n, definimos a F* := Ker(ﬁf* ® Oc — Q) tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

0 — QF —>W®OC—>F—>O

+ 4 !
0 - My — V®0Oc — L — 0,

donde F' es un haz lineal. Utilizando la observacién {4 inciso 3) tenemos que deg(F') =
deg(I), donde I es el haz lineal generado por W.

Si la dimensién de W es n + 1, entonces la transformacién lineal
Vv — H(Q)

es inyectiva. Por el Lema|2.3.2] existe un subespacio W C V de dimensién n tal que W*
genera a . Consideremos F* := Ker(W* ® O¢c — @), tenemos el siguiente diagrama

conmutativo
0 - Q@ —=»> W0 — F — 0

{ 1 4
0 = My — V®Oc — L — 0,

donde F' es un haz lineal. Utilizando la observacién {4 inciso 3) tenemos que deg(F) =
deg(I), donde I es el haz lineal generado por W. Que es lo queriamos demostrar.
O

En el siguiente teorema damos condiciones para la estabilidad de My, y/, denotamos
por h = h!(C, L).

Teorema 2.3.4. Sean una curva general C de género g > 2 y un sistema lineal generado
(L, V) de tipo (d,n+ 1) sobre C tal que n+1 = h(C, L) — a para algin entero positivo
a. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Sia—h <0, entonces My, es estable.

2. Sia—h=0, entonces M,y es semiestable.

3. Sia—h>0,a(n—1)<gy (L V) define un encaje, entonces My, es estable.
Demostracion. Supongamos que d = g + s, s € Z. Tenemos que

deg(M}y)=d:=g+s, para s €7

Por el Teorema de Riemann Roch

n+1 = R%C,L)—a
= d+1—-g+h—a
= s+h—a+1,

entonces tk(Mry) =n=s+h—a.



1. Supongamos que Mj i, no es estable, entonces existe un cociente estable @) de
M7y tal que

Q) < u(Mr y),

lo cual es equivalente a

g+ s

deg(Q) < rk(Q)<m)~ (2.14)

Afirmamos que h%(det(Q)) > 1k(Q) + 1. En efecto, Mj \ es generado y @ es un
cociente entonces () es generado y por el Lema [2.3.2] existe un subespacio lineal
W C H%(Q) de dimensién 1k(Q)+1 que genera a Q. Tenemos la siguiente sucesion
exacta

0= Q"= W*"®Oc — det(Q) — 0,
la cual induce una sucesién exacta en cohomologia
0— H(Q*) = W* @ H(Oc¢) — H(det(Q)) — H'(Q).

Como Q* es estable y de grado negativo entonces H°(Q*) = 0. Por lo tanto
hO(det(Q)) > rk(Q) + 1. Dado que C es una curva general y det(Q) es un haz
lineal de grado deg(Q) con al menos rk(Q) + 1 secciones, entonces el nimero de
Brill-Noether

plg,deg(Q),rk(Q) +1) = g— (k(Q) + 1)(g — deg(Q) +rk(Q))
= (k(Q) + 1) deg(Q) —rk(Q)) - (rk(Q) + 1) — k(@) - g,

es no negativo. Esto es

0<p = (K(Q)+1)- deg(@) ~ tk(Q) - (1k(Q) +1) ~1K(Q) g (2.15)
< Q) (k@ + 1) (L) - (k@ + 1) —g]  (216)
= Q) [0k(@) + 1) (L — (217)
= wk(Q) - [k(@) + 1) (LT g (218)

Sia —h > 0, tenemos que la expresion [2.18] es estrictamente menor a cero. Con-
tradiciendo que el nimero de Brill Noether es no negativo. Por lo tanto My  es
estable.

2. Si szv no es semiestable, existe un cociente () de sz tal que la desigualdad
es estricta. Similarmente que en 1), tenemos que la desigualdad es estricta.
Entonces

g+a—~h
n

0<p < k(@) [(tk(Q) +1)- )— gl (2.19)

Sia —h = 0, la expresion [2.19] es menor o igual a cero. Contradiciendo que el
ntmero de Brill Noether es no negativo. Por lo tanto M7 |, es semiestable.



3. Supongamos que M7y, no es estable, entonces existe un cociente estable @ de
M7y tal que

Q) < p(Mg y).
Similar a 1), tenemos que

0<p < k(@ [eR(Q +1) - (LTI g (2.20)

Sirk(Q) <n—2ya(n—1)<g, laexpresién es estrictamente menor a cero.
Esto es una contradiccion; ya que el nimero de Brill Noether es no negativo. Por
lo tanto

w(@Q) > p(Mg ) (2.21)
para todo cociente () de M} | con k(@) <n —2.

Supongamos que rk(Q) = n—1. La siguiente observacién nos ayudaré a demostrar
lo deseado. Por hipdtesis C' es una curva Brill-Noether y L es una haz lineal de
grado d con al menos n + 1 secciones entonces el nimero de Brill Noether

plg,din+1)=g—(n+1)-(g—d+n)

es no negativo. Equivalente a

d>n-+g- ngrlJ > n. (2.22)

Por el Lema [2.3.3] existe el siguiente diagrama conmutativo

0 - QF = WO — F — 0

4 4 4
0 - My — V&®0Oc — L — 0,

donde W — V estd definido por W* := Im(V* — H%(Q)) y F* := Ker(W* ®
Oc — Q). Mas atn, F es lineal y por observacién 4] inciso 3, deg(F) = deg([),
donde I es el haz lineal generado por W. Tenemos que deg(I) = deg[P,(¢r,v(C))],
donde P, es la proyeccién de ¢r, v (C) para algin p € ¢, v (C).

Dado que (L,V) define un encaje, por la ecuacién deg(L) = deg(¢r,v(C))
y ¢r,v(C) es lisa entonces Mult,(¢r, 1 (C)) = 1 para todo p € ¢ v(C) . Por lo
tanto

deg[Py(¢or,v(C))] = deg(ér,v(C)) —Multy(¢rv(C)) Por el Teorema 2.2.4]
= deg(¢L,v(C)) —1 Mult, =1
= deg(L) -1 Por ecuacién 2.11]
= d-1.
Entonces

deg(F) = deg(!)
= deg[Py(¢r,v(C))]
= d-—1.



Por la ecuacién tenemos que

deg(Q) deg(F) d—-1 _d .
= = = —_— = M 2.2
— 1 217 n p(MF ), (2.23)

Por ecuaciones y tenemos que p(Q) > ,u(sz) para todo cociente @ de
M}f’v. Por lo tanto M}:V es estable.

Q)

O

Corolario 2.3.1. Sea una curva general C C P" encajada por un sistema lineal (L, V')
de tipo (d,n +1). Supongamos que n+1 = h°(C, L) — a, donde a es un entero positivo
y sea h:=h'(C,L) Sia—h>01yg>a(n—1), entonces C es Chow estable.

Sea una curva C' lisa proyectiva. Decimos que C' es de Petri si para cada haz lineal
L sobre C, el morfismo producto

p: HY(C,L)® H(C,L* ® K¢) — H°(C, K¢) (2.24)

es inyectivo. La condicién de Petri es una propiedad abierta (ver [4], Capitulo XXI,
Proposicién 3.20), es decir, para toda familia p : C — S de curvas lisas proyectivas
parametrizadas por S, el conjunto

{s € S|p~'(s) = Cy es Petri}

es abierto en S. Esto implica que el conjunto de curvas de Petri determinan un abierto
no vacio en el espacio moduli M, de curvas lisas proyectivas. En [I1], U.N. Bhosle, L.
Brambila-Paz y P.E. Newstead dieron condiciones para la estabilidad de M,y sobre
una curva de Petri.

Teorema 2.3.5. ([11|], Teorema 6.1) Sea una curva C' de Petri de género g. Supongamos
que (L, V') es un sistema lineal general de tipo (d,n+1) conn > 5y g > 2n—4. Entonces
My v es estable.

2.4. Estabilidad lineal vs estabilidad

En esta seccién definimos el concepto de linealmente estable para sistemas lineales
generados y lo relacionamos con la estabilidad lineal de la curva imagen.

Definiciéon 2.4.1. Sean una curva C irreducible lisa proyectiva de género g > 2y
un sistema lineal generado (L, V). Decimos que (L,V) es linealmente estable (resp.
linealmente semiestable) si para todo subespacio lineal W C V' tenemos que

deg(L') _ deg(L)
dim(W) — 1

(resp. >),

donde L' es el haz lineal generado por W. Esto es, tenemos el siguiente diagrama

conmutativo )
0 = Myy — We0Oc — L — 0

\ I +
0O - My — V®0Oc — L — 0,



Se han definido dos conceptos de linealmente estable: el primero para curvas C C P"
y el segundo para sistemas lineales (L, V) sobre la curva. El siguiente corolario da la
relacion que existen entre ambas definiciones.

Corolario 2.4.1. Sean una curva C irreducible proyectiva lisa y un sistema lineal (L, V')
definiendo un encaje ¢ v. Si (L,V) es linealmente estable, entonces ¢, v (C) C P" es
linealmente estable.

Demostracion. Ver Teorema 2.3.1] O

En [33], E. Mistretta y L. Stoppino estudiaron condiciones para que la estabilidad
lineal de un sistema lineal (L, V') implique la estabilidad de M,y obteniendo resultados
parciales sobre el indice de Clifford. En el siguiente teorema damos condiciones sobre la
codimension del subespacio de secciones y el género de la curva para que la estabilidad
lineal del sistema (L, V) implique la estabilidad de M, v/, denotamos por h := hl(C, L).

Teorema 2.4.2. Sean una curva general C de género g > 2 y un sistema lineal generado
(L,V) de tipo (d,n + 1) sobre C tal que n +1 = h°(C,L) — a, para algin a € N.
Supongamos que a —h >0 y a(n—1) < g. Entonces My, es estable (resp. semiestable)
si, y solo si, (L, V') es linealmente estable (resp. linealmente semiestable).

Demostracion.

= =) Si My es estable (resp. semiestable), entonces (L, V') es linealmente estable
(resp. semiestable).

» <) Razonaremos por contradiccién. Supongamos que M7} y, no es estable, entonces
existe un cociente estable () de M7 , tal que

Q) < (Mg y ).
Similar a el Teorema tenemos que

0<p < rk(Q)-[(k(Q)+1)( ) — 4, (2.25)

Sirk(Q) <n—2ya(n—1)<g, la expresién es estrictamente menor a cero.
Esto es una contradiccién ya que el nimero de Brill Noether es no negativo. Por
lo tanto

g+a—~h
n

w(Q) > p(Mp,y) (2.26)
para todo cociente () de M} |, con tk(Q) < n —2.
Si @ es de rango n—1. Por el Lema[2.3.3], existe el siguiente diagrama conmutativo
0 - @ — WO — F — 0
1 1 3
0 - My = V®0Oc — L — 0,
donde W est4 definido por W* := Im(V* — H°(Q)) y F* := Ker(W*®0¢c — Q).
Maés atn, F' es lineal y por la observacion 4] insiso 3, deg(F') = deg(I), donde I es

el haz lineal generado por W. Como (L, V) es linealmente estable entonces

_ deg(F) _ deg(I) S deg(L)
n—1 n—1

nQ) = (ML),

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto M7 , es estable.



2.5. Aplicaciones de estabilidad de Chow para curvas al-
gebraicas

Sea una curva C' irreducible proyectiva lisa de género g > 1. Existen dos conceptos
definidos sobre la curva y los sistemas lineales relacionados con la estabilidad del haz de
Sysygies como lo son: el indice de Clifford de la curva y el encaje de Clifford. En esta
seccién damos un repaso al material relevante sobre la estabilidad del haz de Sysygies
sobre la curva, el Teorema [2.3.1] nos permite determinar la estabilidad de Chow de la
curva.

Es bien conocido que para curvas lisas irreducibles y sistemas lineales completos,
M, es estable si d > 2g y semiestable si d = 2¢ ([I8], Proposicién 3.2). Més atin,
en [42] Paranjape y Ramanan consideran el caso (K¢, HY(K¢)), donde K¢ es el haz
lineal canénico sobre C'y demuestran que M, es semiestable, y es estable si C' no es
hipereliptica.

Usando el Teorema 2.3.T], podemos escribir los resultados anteriores de la siguiente
manera:

Corolario 2.5.1. Sea una curva C lisa irreducible encajada por un sistema lineal
(L, H°(C, L)) completo. Se cumple las siguientes afirmaciones:

1. Sid>2g, entonces C C P9 es Chow semiestable.
2. Sid > 2g, entonces C C P49 es Chow estable.
3. 51 C es hipereliptica, entonces Qch’HO(Kc)(C) C P97 es Chow semiestable.

4. Si C no es hiperliptica, entonces ¢, mo(r)(C) C P9~ es Chow estable.

2.5.1. Curvas de Petri y generales

En el caso de una curva general, Schneider demostré la semiestabilidad de My, para
el caso completo.

Corolario 2.5.2. Sean una curva general C' de género g > 2 y un haz lineal L generado
por sus secciones globales entonces C' es Chow semiestable.

Demostracion. En ([46]) se demostré que My, es semiestable entonces por el Teorema
2.3 C' es Chow semiestable.

O]

Corolario 2.5.3. Sean una curva Brill Noether C' y un sistema lineal general (L, V') de
tipo (d,n + 1). Entonces ¢r,v(C) C P" es Chow semiestable. Mds ain, ¢y (C) C P"
es Chow estable si una de las siguientes condiciones se satisface:

1. C es una curva general de género g > 2 y MCD(d,n) = 1.
2. C es una curva de género g=1,d>n+1y MCD(d,n) = 1.
8. C es una curva de género g =2, d>n+ 2 con d # 2n.

4. C es una curva de Petri de género g > 3 yn < 4.



5. C es una curva de Petri de géneron >5 y g > 2(n — 2).

Demostracion. Por el Teorema Unicamente tenemos que demostrar que bajo nues-
tras hipdtesis el haz vectorial My, i es estable. La semiestabilidad de M,y fue demostra-
da en ([11],Teorema 5.1) para curvas generales C con (L, V) general. El Caso (1) se sigue
inmediatamente de la igualdad MCD(d,n) = 1 y la semiestabilidad de My, y. Para (2)
y (3), la semiestabilidad de My, fue demostrada en [40]. Para (2), la semiestabili-
dad de My y y la condicion MCD(d,n) = 1 se obtiene la estabilidad de My y. En
([7],Proposicién 6.5) y ([10], Teorema 8.2) demostraron que M7, i es estable si C' es una
curva de género g = 2,d > n—+2 con d # 2n. Si C es una curva de Petri de género g > 3,
la estabilidad de Mp y fue demostrada en ([10]) cuando n < 4, esto demuestra (4).
Para (5), la estabilidad de My, y fue demostrada en ([I1],Teorema 6.1) cuando n > 5y
g > 2(n — 2) sobre una curva de Petri. O

2.5.2. Curvas Especiales

En esta seccién damos ejemplos de curvas tal que existen sistemas lineales de tipo
(d,n + 1), pero el numero de Brill-Noether p(g,d,n + 1) es negativo. Sea una curva
C proyectiva irreducible de género g > 2. Denotamos por v := Cliff(C) el indice de
Clifford de la curva. Para cada k > 2, en ([§]) se define un niimero positivo, denotado
por dy(k, g,7), de la siguiente forma

k+g—1+47 siv>g—k

dy(k,g,7) :=
(k.9,7) {2k+7+kll siy<g-—k.

Notemos que si g < k, entonces d(k,g,7) < 2k. También definieron un nimero
positivo, denotado por d;(k, g,v), como sigue

k+g—1 siy>g—k

di(k,g,7v) :=
1k, 9,7) {2k+’y siy<g—k.

El siguiente corolario es un criterio para decidir la estabilidad de Chow para curvas
especiales.

Corolario 2.5.4. Sea una curva C' de género g > 2 con indice de Clifford v y un
sistema lineal (L, V') de tipo (d,n +1). Si di(n,g,7v) < d < dy(n,g,7), entonces C es
Chow estable.

Demostracion. En ([8], Teorema 4.3) demostraron bajo las condiciones del teorema que

@1, (TP") es estable. Por el Teorema C' es Chow estable. O

2.5.3. Casos particulares: Indice de Clifford y dimensién de Clifford

En esta seccion estudiamos los haces lineales que calculan el indice de Clifford y los
relacionaremos con la estabilidad de Chow de la curva.

El indice de Clifford de un haz lineal L sobre C esta definido por

Cliff(L) := deg(L) — 2(h°(L) — 1),



y el indice de Clifford de la curva esta definido como

Cliff(C) := min{Clff(L)| n°(L), k(L) > 2}.

El Teorema de Clifford afirma que:
» Cliff(C) > 0 para toda curva lisa.

» Cliff(C) = 0 si, y sélo si, C' es hipereliptica.
= Si C es general, el indice de Clifford es {%J

Corolario 2.5.5. Sea una curva C lisa proyectiva de género g > 2 y un haz lineal L
sobre C generado por sus secciones globales:

1. Si CLiff(C) > CLff(L), entonces C' es Chow semiestable.
2. Sih'(C,L) =1y Clff(C) > 0 6 Cliff(C) > CUliff(L), entonces C es Chow estable.

Demostracion. En ([13], Proposicién 1.2) se demostré bajo las condiciones del teorema
que M|, es semiestable (estable), por el Teorema C' es Chow semiestable (estable).
0

Observacién 5. Sea un haz lineal L sobre C. Decimos que L calcula el indice de
Clifford si

Cliff(L) = CLff(C),

y h°(L), h*(L) > 2. Por la Proposicién podemos afirmar que si L es un haz lineal
generado por sus secciones globales que calcula el indice de Clifford entonces la curva
es Chow semiestable.

Corolario 2.5.6. Sean una curva C lisa proyectiva de género g > 2 y un haz lineal L
sobre C' generado por sus secciones globales tal que deg(L) > 2g — CUiff(C'). Entonces

1. C es Chow semiestable

2. C es Chow estable excepto cuando deg(L) = 2g con C' hipereliptica o L = K (p+q),
p,q € C.

Demostracion. En ([13], Teorema 1.3) se demostré la estabilidad (semiestabilidad) de
M7, bajo estas condiciones, por el Teorema C es Chow estable (semiestble). [

La dimensién de Clifford de C estd definida por
n :=min{h°(C, L) — 1| L calcula el indice de Clifford de C }.

Sin > 2, entonces cada haz lineal L que calcula la dimensién de Clifford es muy amplio,
es decir, define un encaje

¢r: C = PH(C,L)")
de C en P(H(C, L)*). El morfismo ¢, es llamado un encaje de Clifford.

Corolario 2.5.7. Sea una curva C proyectiva lisa con dimension de Clifford n > 3,
indice de Clifford v = 2n — 3 y género g = 4n — 2 entonces C' es Chow estable.

Demostracion. En ([§], Corolario 5.2) demostraron que el haz tangente, ¢ (TP"), es
estable entonces por el Teorema 2.3.1] C C P" es Chow estable. O



CAPITULO 3

Esquema de Hilbert de curvas
Chow estables

Consideremos el esquema de Hilbert Hilb,, p(;) de P"* con polinomio de Hilbert P(t) =
dt + 1 — g. Para enteros positivos d,g y n tales que d — g > n — L”L“J’ describimos

un abierto liso de una componente, denotada por Hilbi}};(t), del esquema de Hilbert
Hilb, p(;) tal que toda curva en el abierto es una curva de Petri sin automorfismos
Chow estable.

3.1. Variedades de Brill Noether moviendo la curva

En esta seccién recordamos las propiedades de los haces lineales de Poincaré y las
variedades de Brill Noether para una familia de curvas lisas de género g. En este capitulo,
p : C — S serd una familia de curvas lisas irreducibles proyectivas de género g >
2 parametrizadas por un esquema o espacio analitico S. Denotamos por Cs la curva
representada por el punto s € S, esto es, Cs := p~1(s).

Sea un entero positivo d. Supongamos que la familia p tiene una seccién entonces
existen un esquema sobre S (ver [4], Capitulo XXI, Teorema 2.1)

Pict(p) = S

y un haz lineal L4 = L4(p) sobre Cx gPic?(p) de grado d sobre las fibras de p satisfaciendo
la siguiente propiedad universal:

Para cada morfismo f : T' — S y haz lineal £ sobre C xg T de grado d sobre las
fibras de p, existe un unico levantamiento ¢ : T" — Picd(p) de f tal que

L= (idx¢)"Lq®q(Q),

donde Q es un haz lineal sobre T' (ver [4], Capitulo XXI, Teorema 2.1). El haz lineal L4
es llamado un haz de Poincaré de grado d.

49



Los puntos de Pic?(p) son parejas (s, Ls) con s € Sy L, es un haz lineal de grado
d sobre la curva Cj.

Una familia de sistemas lineales, g}, sobre p : C — S parametrizada por un
esquema f : T — S sobre S, es una pareja (£,H), donde £ es un haz lineal sobre
Cr = C xg T de grado d sobre las fibras de p y un subhaz vectorial H de P.p(L) de
rango n + 1 tal que H; es un subespacio vectorial de HO(Py'(t), £;), para t € T (],
Capitulo XXI, Definicién 3.12).

Dos familias (£, H) y (E/, ’H/) parametrizadas por un esquema 7' sobre S son equiv-

. . . . -
alentes, si existe un haz lineal Q sobre Ty un isomorfismo £ — £ ® Pj(Q), el cual
induce un isomorfismo de haces vectoriales

H S HQ.
El funtor
Gl :Sch/S — Sets
T { clases de equivalencias de familias g7 ’s sobre }
— . .
p:c—S parametrizadas por T

es representable (ver [4], Capitulo XXI, Teorema 3.13) por un esquema GJ(p). Esto es,
existe una pareja (£, H), donde £ es un haz lineal sobre Cg := G/} (p) x5 C y un subhaz
vectorial H C P.g(L) sobre G}(p) de rango n + 1.

El soporte de G} (p) esta dado por

Supp(Gjf(p)) = {(Cs, (Ls, V)| Ls € Pic*(Cy), Vs € G(n+ 1, H°(Cs, L)) }-

Teorema 3.1.1 ([4]). El morfismo G} (p) I, 8 es propio.

Demostracion. El morfismo f se factoriza de la siguiente forma
G (p) % Pict(p) — 5.

donde X esta dado por
Gi(p)—=G(n+1,E%)

X \Lﬂ'
Pic’(p),

donde E° es un haz vectorial sobre Pic?(p) (ver [4], Capitulo XXI, P4gina 789). Ya que
G (p) es un subesquema cerrado de G(n + 1, EP) entonces el morfismo i es proyectivo.
7 es proyectivo por que el haz grasmaniano G(n + 1, E?) es una variedad proyectiva,
por lo tanto X es proyectivo. Por (ver [4], Capitulo XXI, Teorema 2.8) Pic?(p) — S es
proyectivo. Por lo tanto f es proyectivo. En particular, f es propio (ver [25], Capitulo
2, Teorema 4.9).

O

Observacién 6. Si la familia p : C — S consiste de una sola curva C, es decir, S es
tnicamente un punto, entonces las variedades G} (p) son las variedades G} (C).



Observacién 7. Es bien conocido que el funtor GJj(p) es representable tinicamente
cuando la familia p : C — S parametrizada por S tiene una seccién. Sin embargo, si p
no tiene secciéon siempre existen los esquemas G (p) sobre S parametrizando sistemas
lineales de tipo (d,n + 1) sobre p. En la categoria analitica existe una cubierta abierta
{Ua} de S tal que las familias po : Co — U, tienen una seccién analitica. Por ([4],
Capitulo XXI, Teorema 3.13), existen espacios analiticos G (pa) y por la propiedad
universal podemos pegar {G}(pa)} para obtener un espacio analitico G} (p).

Para probar la existencia de GJj(p) en la categoria de esquemas usamos el siguiente
lema.

Lema 3.1.2. ([{l/, Capitulo XXI, Lema 2.12)

Sean morfismos Z =Y’ Ly de esquemas tal que f es étale y finito. Denotamos por
Zan, Yan, Yaun los espacios analiticos asociados a Z,Y',Y respectivamente. Consideremos

n Y fan los morfismos analiticos asociados a T yf. Supongamos que existe el diagrama

Zon—X (3.1)

/
T s

an
fan

Y *>Yan7

de espacios analiticos. Entonces existen un esquema X y un morfismo Z — X — 'Y de

esquemas tal que el diagrama

_Fox

A
Y’ —>Y
es cartesiano y tiene al diagramal3. Il como el diagrama subyacente de espacios analiticos.

Mds aun X es unico salvo isomorfismos.

Sean una cubierta {U,} de Sy morfismos f, : U; — U, étales, finitos de cambio de
base

=U,, xp, Co—>Cyq (3.2)
l lpa
o U,

o1 ’ . .« . .z
tal que las familias p,, tienen una seccién. Para cada «, existe una proyeccién natural
de espacios analiticos

G2 (po) — G (Pa)-

Por el Lema G (pa) tiene estructura de esquema. Mds atin, por la unicidad del
mismo Lema, G}/ (p) tiene estructura de esquema.

Denotamos por M, el espacio méduli de curvas lisas proyectivas de género g. Sea
. Aq0
S =My NPy,

donde Mg es el sublugar geométrico de M, de curvas lisas sin automorfismos y P, el
sublocus abierto de M, de curvas de Petri [ver [4], Capitulo XXI, Proposicién 3.20].



M, es un esquema entero y S es un abierto no vacio de M, debido a que Mg y Py son
abiertos entonces S es un esquema entero.

Dado que ./\/lg es un espacio moduli fino (ver [24]),y S C ./\/lg es un abierto entonces
existe una familia universal que parametriza los objetos de S. Esto es, existe un esquema
C y un morfismo

po:C— S (3.3)

plano y propio tal que para cada s € S, p~!(s) = Cj es una curva de Petri sin automor-
fismos. Utilizaremos las construcciones de las variedades de Brill-Noether moviendo la
curva para la familia [3.3] y denotamos por

Pic? := Pic(po) v GF := G (po).
Proposicién 3.1.3. G} es un esquema noetheriano, separado y de tipo finito.

Demostracion. S es un esquema noetheriano, separado y de tipo finito. Por el Teorema

3.1.1, G7 i> S es un morfismo propio y por el Teorema [5.1.4 en el apéndice G es
noetheriano, separado y de tipo finito.

O]

Teorema 3.1.4.

1. Si el nimero de Brill-Noether p(g,d,n+1) =g — (n+1)(n —d+ g) es negativo,
entonces Gl es vacia. Si p > 0, entonces G} es no vacia.

2. Sip(g,d,n+1) >0, entonces G} es irreducible y lisa de dimension 3g — 3 + p.

Para la demostacién del Teorema se hard uso de los siguientes lemas y el
Teorema de conexidad de Lazarsfeld. Demostraremos el siguiente lema ya que en la
literatura no encontramos ninguna demostracion.

Lema 3.1.5. Sea un morfismo h : X — Y cerrado (abierto) y sobreyectivo. Si Y es
conexo y todas las fibras de h son coneras, entonces X es conero.

Demostracion. Razonaremos por contradicciéon. Supongamos que X no es conexo, en-
tonces existen cerrados no vacios A,B C X tal que X = AUB y AN B = (). Sean
A = h(A) y B = h(B). Por hipétesis h es cerrada entonces A, B son conjuntos cerrados
no vacios de Y. Dado que h es sobreyectiva tenemos que

Y = AUB.
Como Y es conexo entonces AN B # (). Seay € AN E, existen a € Ay b € B tal que
h(a) = h(b) = y. Tenemos que
h~(y) C AU B;
h™H(y) N A # 0;
h™'(y) N B # 0;
Sin embargo AN B = (), entonces la fibra de h en cada punto de AN B o es conexa, lo

cual es una contradicciéon. Por lo tanto X es conexo.
O



Lema 3.1.6. Si el nimero de Brill-Noether es positivo, entonces G} es conexa.

Demostracién. Por el Lema |3.1.1, el morfismo G} i) S es un propio. En particular, f
es cerrado y las fibras de f en los puntos s € S son la variedad de sistemas lineales
G7(Cs). Si el nimero de Brill-Noether p es positivo, entonces G (Cy) es conexa (ver [3],
Capitulo 5, Teorema 1.4). Por el Lema G} es conexa.

O]

Teorema 3.1.7. [Conexidad de Lazarsfeld] Sea X un esquema localmente noetheriano,
conexo y lisa entonces X es irreducible.

Demostracion del Teorema|3.1.J):

1. Si el niimero de Brill-Noether p es negativo, entonces sobre una curva C' de Brill-
Noether las variedades G7j(C') son vacias entonces G es vacia. Si el nimero de
Brill-Noether es no negativo, entonces para toda curva lisa de género g existen
sistemas lineales. Por lo tanto G} es diferente del vacio.

2. Sea un punto z = (C, (L, V)) € GJ. La dimensién del espacio tangente de G} (ver
[4], Capitulo XXI, Proposicién 5.26) en el punto z estd dada por

dim(7.G}) = 39 — 3 + p(g,d,n + 1) + dim(Kerpy ),
donde uy esta definida como
py VO HYL*® K) — HY (K @ %%),

y %1, es el haz vectorial de rango 2 donde las secciones son operadores diferenciales
de orden menores a 1 actuando en las secciones de L. M4s atn, existe un diagrama
de la siguiente forma

V@ HL*® K)~—~H"(K) (3.4)

w7

HO(K ®%3%).

Como C' es una curva de Petri, entonces pioy es inyectiva. Por lo tanto uy es
inyectiva. Entonces

dim(7.G;]) = 39—3+p(g,d,n+ 1)+ dim(Kerpy),
39 —3+p(g,d,n+1).

Por lo tanto G} es lisa de dimensién 3g — 3 + p(g,d,n+1). Por el Lema gy
es conexo. Entonces por Teorema QZ} es irreducible.

O]

Lema 3.1.8. G} es un esquema reducido.

Demostracion. G es un esquema liso irreducible, separado y de tipo finito. Por la

Proposicién [3.1.4] G7 es liso entonces G es reducido (ver [25], Capitulo 2, Teorema
8.15). O




3.2. Morfismo al esquema de Hilbert

El objetivo de esta seccién es definir un morfismo algebraico al esquema de Hilbert
Hilb,, p(;) y describir un abierto liso de una componente de Hilb,, p(;) tal que todo punto
en el abierto es una curva Petri sin automorfismos Chow estable.

Denotamos por P} C G} al conjunto de sistemas lineales sobre curvas de Petri sin
automorfismos tal que ¢y es un encaje. Es decir, w = (C, (L, V)) € P} si, y sélo si,
C' es una curva Petri sin automorfismos y (L, V) es un sistema lineal de tipo (d,n + 1)
tal que ¢y define un encaje.

La siguiente proposicién nos permite demostrar que P} es un conjunto abierto.
Proposicién 3.2.1. ([19],Proposicion 5.6) Si
g

X——7 (3.5)

™

Y

es un diagrama de esquemas noetherianos y separados tal que w es propio, entonces el
conjunto

Yo:={yeYl|g,:m '(y) = Z define un encaje cerrado }
es un abierto.

El siguiente teorema le da estructura de esquema abierto a Pj.

g
n+1J , entonces

P es un subesquema abierto entero lisa de G de dimension 3g — 3 + p(g,d,n +1).

Teorema 3.2.2. Sean enteros positivos d, g y n tales que d—g > n — L

n+
Noether es positivo, por el Teorema Gy es entero y liso. Recordemos que todo
subconjunto abierto de un esquema entero y liso tiene estructura de esquema entero y
lisa de la dimension del esquema. Por lo tanto solo demostramos que P} es un conjunto
abierto. En C x g G}, definimos la variedad de incidencia

Demostracion. La condicién d —g > n — LIJ es equivalente a que el nimero de Brill-

X :={(ce,(C,(L,V)))ce C, (C,(L,V)) € Gz} CCx5Gg.
La variedad X es el producto fibrado de

X—C (3.6)
| b
Gn——=5.

Por definicion de familia de curvas lisas proyectivas parametrizadas por S tenemos que
p:C — S es un morfismo propio. La propiedad de ser propio es estable bajo cambio de
base (ver Teorema [5.1.3)) por lo tanto el morfismo

T: X =Gy



es propio. M4s atin, Por el Teorema X es un esquema Noetheriano y separado.
Tenemos el siguiente diagrama

x_ 9 . pn (3.7)

™
gg)
donde ¢ esta definida de la siguiente forma

g: X — P
(¢, (C,(L,V)) = orv(c).

Por la Proposicién el conjunto
Yy :={w=(C,(L,V)) €GT | guw:m ‘(w) = P" define un encaje cerrado }
es abierto en G7. Como
Yo =Py,

entonces P es un subesquema abierto entero y liso de GJ}.
O

Sea un haz vectorial £ de rango n+ 1 sobre X. Un marco proyectivo en un punto
x € X, es un isomorfismo

q:P(E,) — P(C").

El conjunto de todos los marcos proyectivos en x, denotado por PGL(E),, tiene una
accién natural por derecha por el grupo lineal general PGL(n+1) de la siguiente manera:
para cada punto g € PGL(n + 1) actia sobre el marco via composicién

goq:Ey — ]P’(Cn+1).

El haz de marcos de E, denotado por PGL(E), es la unién disjunta de todas las fibras
PGL(E),

PGL(E) = | | PGL(E),.
zeX

Cada punto en PGL(F) es una pareja (z,q), donde x es un punto de X y ¢ es un marco
proyectivo en z. El grupo PGL(n + 1) actia sobre PGL(E) de la siguiente forma

PGL(E) x PGL(n+1) — PGL(E)
(%, 9),9)) — (,909).

La proyeccién natural

m:PGL(E) — X
(,q9) =



da estructura a PGL(E) de PGL(n + 1)-haz principal sobre X . Consideremos las trivial-
izaciones locales (U;, ¢;) de E, entonces para cada punto x € U;, tenemos un isomorfismo
¢ix : P(E;) — P(C™1). Definimos la siguiente biyeccién
O, 7 Y(U;) — U; x PGL(n+1)
(xaQ) = (xaqo¢i,m)-

Entonces {U;, ®;} da estructura a PGL(E) de PGL(n + 1)-haz principal sobre X.

La familia de curvas pg : C — S parametrizadas por S no tiene seccién. Esto es, no
existe una familia universal (£, ). Sin embargo, si existe el PGL(n + 1)-haz principal
sobre P7.

Teorema 3.2.3. Eziste el PGL(n + 1)-haz principal B} LN P} sobre P} con fibra
Ay ={a:P(V*) = P" | a es un isomorfismo}
enw = (C,(L,V)) € P}. En particular, B} es liso, entero, separado y de tipo finito.

Demostracion. Sea una familia de curvas p : C — S lisas proyectivas irreducibles de
género g > 2 parametrizadas por un esquema S. Vamos a demostrar que existe el
PGL(n + 1)-haz principal B} (p) — G} (p) sobre G} (p) con fibra Ay, en w = (C, (L, V)) €
i (p)-

Primero demostramos su existencia en la categoria de espacios analiticos. Supong-
amos que existe una cubierta abierta {U,}de S tal que la familia p, : Co — U, re-
stringida de p tiene una seccién. Entonces existen parejas (L, Hy ), donde L, es un haz
lineal sobre Co Xy, Gg(pa) y un subhaz vectorial Hy C Pign(p,)(La) sobre Gj(pa) de
rango n + 1. Sea los PGL(n + 1)-haces principales

PGL(Ha) = G4 (Pa)

sobre G (pa). Vamos a pegar los espacios analiticos PGL(H,) para obtener un PGL(n+
1)-haz principal sobre G} (p). Si Uy N Ug # 0, denotamos por U,g := Uy N Ug, y por
Pas : Cap — Uap la restriccién de la familia p a U,g. Tenemos el siguiente diagrama

Cop—C

UaﬂHS)

Si restringimos las familias universales (Lo, Ho) v (L£g, Hg) parametrizadas por
G"(pa) y G (ps) respectivamente a G (pajz) obtenemos dos familias universales (£a°, HA®)
y (Lg, Hg) parametrizadas por G} (pag). Por lo tanto estas familias son equivalentes, esto
quiere decir que existen un haz lineal Q3 sobre G}/(ps3) y un isomorfismo

8 = pap *
L7 = L7 @ Bgnp,5)(Lap)
induciendo un isomomorfismo natural de haces vectoriales

Mo > Hﬁﬁ ® Qo



Esto implica que

PGL(HS®) = PGL(H” @ Qup)
PGL(HS").

Il

Por lo tanto existe el espacio analitico Bjj(p) induciendo el PGL(n + 1)-haz principal
sobre G} (p).

A continuacén vamos a demostrar que existe el PGL(n + 1)-haz principal en la
categoria de esquemas. Sean una cubierta abierta de Zariski {U,} de S y morfismos
fa: U;[ — U, de cambios de bases, étales y finitos tal que la familia inducida por el
pull-back de f, tiene una seccién. Existe el siguiente diagrama

C. = U, xy, Coa—Cy (3.8)
P lpa
U; fo Ua7

/

tal que la familia p,, : C(/l — U,, tiene una seccién. Por lo tanto existen parejas (E:l, H,),
donde £, es un haz lineal sobre C,, Xy Gy (p.,) v un subhaz vectorial H,, C P*gg (L)

sobre G} (p;) de rango n + 1. Sea la proyeccién natural
PGL(H,) — By,

de espacios analiticos, donde By, es el PGL(n 4 1)-haz principal sobre G} (pa) para la
familia restringida p, : Co, = U,. Tenemos el siguiente diagrama

PGL(H,)—B% (3.9)

Como étale y finito son estables bajo cambio de base tenemos que g, : G} (p,) — Gl (pa)
es étale y finito. Por Lema dp, €S UN esquema. Mais atn, por la unicidad del mis-
mo lema podemos pegar los fipa} para obtener el esquema Bj(p), el cual define el
PGL(n + 1)-haz principal sobre G}(p).

La existencia de B} — P} es aplicar la anterior construccién para la familia
de curvas de Petri sin automorfismos. Restringiendo B} (po) — G}}(po) a P} C G (po)
definimos B} — P} el PGL(n + 1)-haz principal.

Como B} LN P} define el PGL(n + 1)-haz principal sobre P} entonces h es un
morfismo propio, liso y plano. Las fibras de h en un punto z = (C,(L,V)) € P} son
isomorfas al espacio proyectivo PGL(n + 1), el cual es entero, separado y de tipo finito
entonces por el Teorema en el apéndice tenemos que B} es un esquema entero,
separado y de tipo finito.



Més atin, h es un morfismo liso y su fibra en el punto z = (C,(L,V)) € P} es lisa
por lo tanto B es liso. Sea un punto z = (C, (L, V)) € P}, la dimensién de B} estd dada
por

dim(B]) = dim(P})+ dim h1(2)
— d1m('Pd) + dnn(IP’GL(n ))
= 39—3+p(g,d,n+1)+n(n+2).

O]

Fijemos enteros positivos d,g y n tales que d — g > n — { - +1J Consideremos el

polinomio de Hilbert P(t) = dt+1—g. A continuacién definimos un morfismo algebraico
de By al esquema de Hilbert Hilb,, p(;. Sea la variedad de incidencia

F = {(t,(C,(L,V),a: B(V*) = PY)|t € a(érv(C))} € B" x BE.

Consideremos la proyeccién mp : F — Bj7. Sea un punto z = (C, (L, V), a) € B tenemos
que T, ' (2) = a(¢ry(C)) C P" es una curva lisa proyectiva irreducible de grado d y
género g. Por lo tanto los polinomios de Hilbert de todas las fibras de 75 estan dados por
dt+1—g. Como B]} es un esquema reducido (ver Teorema, entonces o : F — BJ}
es un morfismo plano (ver [4], Capitulo IX, Proposicién 2.2), el cual define una familia
de curvas parametrizadas por Bj;. El esquema de Hilbert es un espacio moduli entonces
la familia 7o : & — B]} parametrizada por B induce un morfismo natural

P Bg — Hilbmp(t),

definido por

2= (C,(L,V),a: P(V*) = P") — [a(br1(C)) C P,

. . R . .
A continuacién demostramos que el morfismo By — Hilb,, p(;) es inyectivo. Para
esto, damos un lema, el cual es una aplicacién al teorema fundamental de la geometria
proyectiva.

Teorema 3.2.4 (Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva). ([74/, Teorema
1.1.12) Sean puntos {xg,x1,...,Tnt1} C P™ en posicion general y un automorfismo
f P = P Si f(x;)) = @ para i € {0,1,...,n + 1}, entonces f es el morfismo
identidad.

Lema 3.2.5. Sean dos automorfismos a, : P* — P". Supongamos que eziste una
curva irreducible no degenerada C C P™ tal que

ale = Ble
entonces a = 3.
Demostracion. Como C' es no degenerada, existen g, Z1,...,ZT, € C tal que el espacio
lineal generado por {zg,1,...,2,} es C"*1. Para cada i € {0,1,...,n}, sea

— n+1
Hi =< X0, L1y, Ti—1; Tit1y ..., Tp >C C



el hiperplano generado por los x; con j # i. Como C' es irreducible, entonces
C ¢ P(Hy) UP(H)U...UP(H,).

Por lo tanto existe p € C tal que p ¢ P(Hp) UP(H;) U ... UP(H,). Por construccién
{Z0,Z1,...,%n, P} estdn en posicién general. Sea f = ao~! : P* — P", como a|c = B|c
entonces f(z;) = z; parat € {0,1,...,n}y f(p) = p. Por el primer teorema fundamental

de la geometria proyectiva, f es la identidad. Por lo tanto oo = 5.
O

Teorema 3.2.6. El morfismo ® : B — Hilb, p(;) es inyectivo.

Demostracion. Sean (z,a), (y,B8) € BY, con x = (C,(L,V)),y = (C,(L,V)) € Py,
a €N, B ey tal que

®(z,a) = 0(y, B).
Vamos a demostrar que (z,a) = (y, 5). Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

¢Lv

o (3.10)

T
C’—>]P )

donde h estd definida de la siguiente forma

h:C — C

T gb%lf/ of toao orv(z).

Como h es la composicién de isomorfismos entonces h es un isomorfismo, por lo tanto
C = C. Por el diagrama m tenemos que

(L, V) = @1y (Opn(1), H(P", Opn(1))) v (L, V) = ¢ 557 (Opn (1), HO(B", Opn (1))).
Mas atn,
h'(L,V) = (L,V).

Como el tinico automorfismo de C' es la identidad entonces h es la identidad, (L, V) =
(L, V)y

aodry =pBodLv,
esto implica que

orv(©) = Blorv()-

Tenemos que ¢, (C) C P(V*) es una curva irreducible no degenerada. Por el Lema
a = (. Entonces (z,a) = (y, ), y por lo tanto ® es un morfismo inyectivo.
0



Como B} es irreducible, definimos Hilbg}};(t) la componente del esquema de Hilbert
tal que ®(B}) C Hilbgf}(t).

Teorema 3.2.7. Sean enteros positivos g,d y n tales que g >4 yd—g >n — LLLHJ

St una de las condiciones en el Teorema se satisface, entonces Hilbg’};(t) # (. Mds
aun, se cumple las siguientes afirmaciones:

1. dim Hz‘lbg’,g(t) =39 —3+p(g,d,n+1)+n(n+2).
2. Hilbi}};(t) es lisa en ®(z), para cada z € B.
3. dim Hilb$'b,) /SL(n + 1) = dim Pj = 3g — 3+ p(g,d,n + 1).

4. Existe un abierto denso liso U C Hilbgflg(t) tal que toda curva de U es de Petri
sin automorfismos Chow estable.

Demostracion. Bajo las condiciones de teorema, existen sistemas lineales (L, V') de tipo
(d,n + 1) tal que ¢, v es un encaje sobre C' una curva Petri general. El Teorema
demuestra que para una sistema lineal general (L, V'), ¢,y (C) C P™ es Chow estable,
entonces Hilbg}(t) # 0.

Por el Teorema el morfismo ® : B} — Hilbgf}.(t) es inyectivo. Por el Teorema
B} es irreducible y lisa de dimensién 3g — 3+ p(g,d,n+1) +n(n+2). Afirmamos
que Hilbgffg(t) es lisa en ®(z) = [a(¢L,v(C)) C P"] de dimensién x(N¢/pn), donde N¢ /pn
es el haz normal de C' en P". Para ver esto, es suficiente demostrar que h?(C, Ng /pn) =
X(N¢pn) 0 equivalente que h'(C, No/pn) = 0. Demostramos primero que h'(C, TIP”fC) =
0. Por tenemos que

TP, = M7y ® L.

Equivalente a
(TPjp)" ® Ke = MLy ® L™ ® Kc. (3.11)

Tensorizando la sucesién exacta
0—=+Mry =-V®0Oc—L—=0
con L* ® K¢, obtenemos
0->Mry L@ Kc - V®0c®L*"® Ko — Ko — 0. (3.12)
Dado que C' es una curva de Petri entonces
R(C, My ® L* @ K¢) = 0.

Por [3.11] tenemos que
WO(C, (TBL,)* ® Ko) =0,

y por dualidad de Serre,
W' (C,TP]) = 0. (3.13)



El haz normal se encuentra en la siguiente sucesién exacta
0—TC — TP, — Neypn — 0 (3.14)
de haces vectoriales sobre C'. Induce una sucesién exacta en cohomologia

0— H(TC) — H(TPy,) - H(Ngypn) — H'(TC) — H'(TP,) — Hl(NC/Pn)(—> Oj
3.15
Por r(C, TIP’|"C) = 0 entonces
hl(cv NC'/]P") =0,

por lo tanto Hilbi}g(t) es lisa en ®(z) y x(Ng/pn) = h%(C, Nespn), como habfamos
afirmado. Por el Teorema de Riemann Roch, tenemos que

W(C,TPl) = deg(TPi,) +n(1 - g)
— deg(Miy L) +n(l-g)
= din+1)+n(l—yg)
= plg,d,n+1)+n(n+2).

Como g > 4, tenemos que
(C, TC)=0 y hYC,TC)=3g— 3.
Por [3.15] concluimos que

h(C,Neypn) = x(Neypn)
= x(TP"|c) — x(TC)
= plg,d,n+1)+n(n+2)+3g-3.

Por lo tanto
dim Hilb"% ) = h%(C, Neypr) = 39 — 3+ plg, d,n+ 1) + n(n + 2) = dim BY.
Tenemos que
dim Hilb$' ) /SL(n + 1) = 39 — 3+ p(g,d, n + 1).

Ya que ® es inyectivo entonces ® es genéricamente finito. Mas atn, como la dimen-
sién de B] es igual a la de Hilbg}},(t) entonces ® es dominante. Sea

Y := {[h] € Hilb", ;) |[] es un punto liso de HilbSh ) }.

Y es un subesquema abierto reducido, separado y de tipo finito tal que ®(B}}) C Y. Por
el Teorema todo punto ®(z) = a0 ¢, 1 (C) C P" es una curva lisa Chow estable.
Por ([25], Capitulo II, Ejercicio 3.7) existe un abierto U C Y tal que el morfismo

N U) = U

es finito. En particular, U es un abierto de Hﬂbi}})(t).






CAPITULO 4

Morfismos Chow estables

Grothendieck estudio6 familias de curvas dentro de una variedad proyectiva X, o mas
precisamente morfismos de una curva C' lisa proyectiva a una variedad proyectiva X.
En particular, la geometria birracional estudia curvas racionales sobre una variedad Y.
En este capitulo estamos interesados en estudiar curvas de Petri en P™. Consideremos
una curva X de Petri de género g > 4 y el esquema de morfismos Homgy(X,P") de X a

P™ con polinomio de Hilbert P(t) =dt+1—g. Parad—g > n— L”L“J , describimos un

abierto liso de una componente Homgh(X ,P"") del esquema de morfismos tal que todo
morfismo es Chow estable.

4.1. Hom(X,Y)

Consideremos variedades proyectivas X y Y. El conjunto de morfismos de X a Y es
parametrizado por un esquema localmente noetheriano Hom(X,Y'). Fijemos un divisor
amplio H sobre Y. El polinomio de Hilbert de un morfismo f : X — Y con
respecto a H, estd definido como

Pu(f)(m) = X(X, f*H™).

Sea el esquema de morfismos Homp ;) (X,Y) C Hom(X,Y) de X a Y con polinomio de
Hilbert P(t). El esquema Hom(X,Y') es la unién disjunta de Homp(;)(X,Y’), para todos
los polinomios de Hilbert P(t).

Una familia de morfismos parametrizada por un esquema S, es un morfismo
f: X xS5—=Y x5,

tal que para cada punto s € S, fs : X — Y es un morfismo algebraico con polinomio de
Hilbert P(t). Grothendieck demostré que el funtor

Hompy(X,Y): Sch  — Sets
g . familias de morfismos parametrizadas por S
con polinomio de Hilbert p(t) :
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es representable (ver [I5], Capitulo 2). Esto es, existe un esquema Homp@ (X,Y) y una
familia universal

U X x Hompy (X,Y) =Y x Hompy (X,Y)

parametrizada por Homp;)(X,Y’) tal que para cada punto s € Homp(X,Y), el mor-
fismo f™V: X — Y es el morfismo correspondiente a s. M4s aiin, existe una correspon-
dencia uno a uno entre

1. los morfismos ¢ : S — Homp)(X,Y) y
2. los S-morfismos f: X x§ =Y x §

obtenido por
{#:8 — Homp(X,Y)} = {f: X x I =Y xS},
donde

fla,s) = (m10 [ (2, ¢(s)), 5)-

La construccién de Grothendieck del esquema Hom(X,Y) es una consecuencia de
la construccién del esquema de Hilbert Hilb(X x Y'), el cual parametriza subesquemas

cerrados Z C X x Y. El identificé un morfismo X i> Y con el subesquema definido por
la grafica I'y C X x Y. Concretamente, dado un morfismo f : X — Y, la grafica

Ipi=A{(y)lf(z) =y} C X xY,
es un subesquema cerrado de X x Y tal que
1. m; : ' - X es un isomorfismo.
2. mg: ' > Y esigual a f.

Consideremos un morfismo f : X — Y en Homp;)(X,Y). El espacio tangente (ver
[15], Capitulo 2, Proposicién 2.4) de Homp;)(X,Y’) en [f] estd dado por

TiHompy) (X, Y) = HY(X, Hom(f*Q5, Ox)).
Si Y es una variedad lisa, entonces
TiHompy (X,Y) = H(X, f*(TY)).

Més atin, si X es una curva lisa y h'(X, f*(TY)) = 0, entonces f : X — Y es un
punto liso de Hom(X,Y'). Estamos interesados en estudiar el esquema Homp()(X,Y):
cuando X es una curva de Petri de género g vy Y es el espacio proyectivo P". En este
caso, fijemos la polarizaciéon H := Opn (1) sobre P" y sea f : X — P" un morfismo. El
polinomio de Hilbert de f estd dado por

Py(m) = X(X, f*Opn(m))
= RYX, f*Opn(m)) para m >0
= dm+1-—g,



donde d es el grado de f*(Opn(1)). Esto quiere decir que cuando X es una curva, fijar
el polinomio de Hilbert es equivalente a fijar el grado del haz lineal f*(Opn(1)). Por
lo tanto denotamos por Homy(X,P") a Homp (X, P"), donde P(t) = dt +1 — g es el
polinomio de Hilbert.

Denotamos por 8 C G7(X) al conjunto de sistemas lineales sobre X tal que ¢r, v

es un encaje. Existe el PGL(n + 1)-haz principal A} A S} sobre &) con fibra
Ay :={a:P(V*) - P" | a esun isomorfismo}

enw = (L,V) € §}. Para cada curva X de Petri sin automorfismos existe s, € S tal que
Py H(s2) = X, por lo tanto solo es restringir a (X, (L,V)) el PGL(n + 1)-haz principal
del Teorema [3.2.3]

Teorema 4.1.1. Eziste un morfismo Q2 : A — Homg(X,P") algebraico inyectivo .

Demostracion. Consideremos el morfismo

h:XxA; — P"xAj
($a((L7 V)’O‘)) = (O‘OQZ)L,V(:E)a(LvV)aO‘))'

h define una familia parametrizada por A%;. Como Homgy(X,P") es un espacio moduli
entonces h define un morfismo

Q: A7 — Homy(X,P")
(L,V),a)) = «aodry.

La inyectividad de €2 es similar a la de ® (ver Teorema ).
O

Consideremos un punto [f : X — P"] € Homy(X,P"). Decimos que f es un
morfismo Chow estable si f(X) C P" es una curva Chow estable. Definimos por
Hom§"(X,P") la componente del esquema de morfismos Hom,(X,P?) tal que Q(A?) C
Hom§"(X,P").

Teorema 4.1.2. Sean enteros positivos g,d yn tales que g >4 yd—g >n— {#J Y

una de las condiciones en el Teorema se satisface, entonces lT{omeh(X7 P™) #£ 0.
Mds atun, se cumple las siguientes afirmaciones

1. Hom§"(X,P") es liso.
2. dim Hom§"(X,P") = p(g,d,n + 1) + n(n + 2).
3. dim HomG"(X,P")/SL(n + 1) = diim S} = p(g,d,n + 1).

Demostracion. Bajo las condiciones de teorema, existen sistemas lineales (L, V') de tipo
(d,n + 1) tal que ¢r v es un encaje sobre una curva X de Petri. El Teorema
demuestra que para un sistema lineal general (L, V'), ¢ v (X) C P es Chow estable,
por lo tanto Hom§" (X, P") # 0.



Por el Teorema el morfismo 2 : A7} — Homgy(X,P") es inyectivo. Afirmamos
que Hom§" (X, P") es liso en Q(2) = ao ¢y := ¢ de dimensién p(g, d, n+1)+n(n+2).

Vamos a demostrar que h!(X,*(TP")) = 0. Por (2.7), tenemos que
WP = Miy @ L.

Equivalente a
’(/J*(TPTL)* X KX = MLJ/ QR L*® Kx.

Tenemos la sucesion exacta

0->MLy@L*" @ Kx - Vo0x®L*"® Kx - Kx —0.

Como X es una curva de Petri entonces
(X, Mpy ® L* ® Kx) = 0.

Por (4.1)), tenemos que
hO(X,¢*(TP")* ® Kx) =0,

y por dualidad de Serre,
RY(X,¢*(TP")) = 0.

Hom§"(X,P") es liso en Q(z). Por el Teorema de Riemann Roch
WO(X, 4" (TP")) = deg(s*(TP")) +n(1 - g)

dn+1)+n(1-g)
= plg.d,n+1)+n(n+2).

Por lo tanto

dim Hom$" (X, P") = hO(X,¢*(TP")) = p(g,d,n + 1) + n(n + 2) = dim S}

Tenemos que

dim Hom$™(X,P")/SL(n + 1) = p(g,d,n + 1).

(4.1)

(4.2)



CAPITULO 5

Apéndice

En este capitulo damos las definiciones y los teoremas que se utilizaron para el
desarrollo de este trabajo.

5.1. Morfismos

La condicién de Hausdorff para un espacio topolégico X es equivalente a que la
diagonal A(X) C X x X es un subconjunto cerrado de X x X. Sea f : X — Y un
morfismo de esquemas. El morfismo diagonal es el inico morfismo A : X — X xy X
tal que la composicion con las proyecciones py, p2 : X Xy X — X es el morfismo identidad
de X — X. Motivando la definicién de espacio de Hausdorff, se tiene la siguiente.

Definicién 5.1.1 ([25], Capitulo II, Pégina 96). Sea un morfismo f : X — Y de
esquemas. Decimos que f es separado si el morfismo A : X — X Xy X es cerrado. En
este caso decimos que X es separado sobre Y.

En topologia general se define una aplicacién propia como funcién continua con la
propiedad que preimagenes de compactos son compactos. Los morfismos propios son un
analogo en la teoria de esquemas. Los esquemas propios corresponden con los espacios
compactos.

Definicién 5.1.2 ([25],Capitulo II, Pdgina 100). Sea un morfismo f : X — Y de
esquemas. Decimos que f es universalmente cerrado si f es cerrado y para todo
morfismo g : Z — Y de esquemas, el morfismo Z xy X — Z es cerrado, donde los
morfismos se encuentran en el siguiente diagrama conmutativo

4 xy X—=X
|1
Z Y.

67



Decimos que un morfismo f : X — Y es propio si es f es separado, de tipo finito y
universalmente cerrado.

Teorema 5.1.3 ([25],Capitulo II, Corolario 4.8).

» Las inmersiones cerradas son propias.

= Una composicion de morfismos propios es propio.

s Morfismos propios son estables bajo cambio de base.
s Productos de propios son propios.

= Consideremos dos morfismos f: X =Y yg:Y — Z de esquemas. Si go f es
propio y g es separado, entonces f es propio.

» Un morfismo f : X — Y es propio si, y sélo si, existe una cubierta abierta {V;}
de 'Y tal que

Vi) = Vi
es propio para cada i.

Teorema 5.1.4. Sea un morfismo f : X — Y propio de esquemas. SiY es Noetheriano
(separado, tipo finito), entonces X es Noetheriano (separado, de tipo finito).

Un A-médulo M es plano si el funtor ® 4 M es exacto, es decir, si para toda sucesién
exacta de A-mddulos

0— My — My — M3 — 0,
la sucesion de A-modulos
M @M — MyQ@M — Ms® M — 0

es exacta. Un homomorfismo de anillos f : A — B es plano si convierte a B en un
A-médulo plano con la operacién dada por

a-b= f(a)b,

con a € Ay b € B. Esta propiedad algebraica da lugar a una propiedad sobre los
morfismos de esquemas que resulta una interpretacién geométrica. Los morfismos planos
presentan cierta uniformidad en sus fibras, en sentido que comparten caracteristicas en
comun.

Definicién 5.1.5 ([25], Capitulo III, Pagina 254). Consideremos un morfismo f : X —
Y de esquema. Decimos que f es plano en z € X si el morfismo inducido f : Oy f@) —
Ox z es plano. Decimos que f es plano si es plano para todo z € X.

El siguiente teorema nos ayudard a demostrar la irreducibilidad de un esquema

Teorema 5.1.6 ([28], Teorema 4.51).
Sea un morfismo f: X — Y plano de esquemas

= S51Y es irreducible, las fibras de f son irreducibles, entonces X es irreducible.
= S51Y es reducido y las fibras de f son reducidas, entonces X es reducido.

= S1Y es entero y las fibras de f son enteras, entonces X es entero.



5.2. Estabilidad de haces vectoriales

En ([36]), Mumford introduce el concepto de haz vectorial estable (resp. semiestable)
sobre una curva lisa proyectiva irreducible. Mdas atin, demostré que las clases de isomor-
fismos de haces vectoriales estables de rango n y grado d tiene estructura de variedad
cuasiproyectiva. En esta seccién recordamos los principales resultados de haces vectori-
ales estables.

Definicion 5.2.1. Sea un haz vectorial E sobre C. La inclinacion de E es el cociente
entre el grado y rango de E, es decir
deg(E)
w(E) = :
rk(E)

La siguiente proposicion relaciona las inclinaciones de los haces vectoriales en una
sucesion.

Proposicién 5.2.2. Consideremos una sucesion exacta
0O=-FE—=F—-G—=0
de haces vectoriales. Las siguientes afirmaciones se satisfacen:
1. Si p(E) < u(F) (resp. <), entonces u(F) < u(G) ( resp. <).
2. Si p(E) > pu(F) (resp. >), entonces u(F) > u(G) ( resp. >).
La demostracién de esta proposicién se obtiene usando las siguientes igualdades:

deg(F) = deg(E)+ deg(G)
rk(F) = rk(E)+rk(G).

Definicién 5.2.3. Sea un haz vectorial E sobre C. Decimos que E es semiestable si
para todo subhaz vectorial F' C E no trivial

u(F) < u(E).
Si la desigualdad es estricta, entonces decimos que E es estable.
Veamos las propiedades elementales de haces semiestables y estables .
1. Todo haz lineal es estable.
2. E es estable (resp. semiestable) si, y s6lo si, E* es estable (resp. semiestable).

3. Si E es estable (resp. semiestable) y L un haz lineal, entonces £ ® L es estable
(resp. semiestable).

4. Si el grado y el rango de E son primos relativos, entonces todo haz semiestable es
estable.

La estabilidad de haces se puede determinar mediante sus cocientes.

Proposicion 5.2.4. Consideremos un haz vectorial EE sobre C. Las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:



1. E es estable (resp. semiestable).

2. Si para todo subhaz F' C E no trivial
u(F) < u(E) (resp. <).
3. St para todo cociente QQ de E

p(E) < p(Q) (resp. <)

La estabilidad de haces estd relacionada con su cohomologia.

Proposicion 5.2.5. Sea un haz vectorial E sobre C. Las siguientes afirmaciones se
satisfacen:

1. Si E es semiestable (resp. estable) y deg(E) < 0 (resp. <), entonces H*(C, E) = 0.
2. Si E es semiestable y u(E) > 2g — 1, entonces H(X, E) = 0.

3. 81 E es inestable, entonces existe un cociente () estable de E.

5.3. Sistemas Lineales

Consideremos una curva C irreducible proyectiva lisa de género g > 2. Denotamos
como Pic?(C) el espacio moduli de haces lineales de grado d sobre C. Las variedades
de Brill-Noether, denotadas por W7(C), en Pic?(C) son el lugar geométrico de haces
lineales de grado d con al menos n + 1 secciones (ver [3], Capitulo IV, Seccién 3, Pagina
177). Esto es,

W?(C) = {L € Pic}(C)|n°(C, L) > n+ 1}.

Un sistema lineal de tipo (d,n + 1) sobre C es una pareja (L, V), donde L es
un haz lineal de grado d sobre C'y V' C H°(C, L) es un subespacio lineal de dimensién
n + 1. Denotamos por G7j(C) el espacio moduli de sistemas lineales de tipo (d,n + 1)
sobre C (ver [3], Capitulo IV, Seccién 3). Esto es,

Gn(C) = {(L,V)|L € PicY(C), V € G(n+1,H°(C,L))}.
A continuacién damos los resultados conocidos sobre las variedades de Brill Noether,

existe una gran diferencia entre los resultados que se obtienen para una curva general
y para una curva arbitraria.

Teorema 5.3.1 ([3], Capitulo V, Teorema 1.1). Sea una curva C lisa de género g.
Consideremos enteros positivos d y n tales que d > 1, n > 0. Supongamos que

p(g,d;n) :=g—(n+1)(g—d+n) >0,

entonces G (C) y W} (C) son no vacias. Mds ain, cada componente de G7j(C) tiene al
menos dimension p.



El nimero p(g,d,n) es conocido como el nimero de Brill-Noether. El Teorema
[£.3.1] demuestra la existencia de las variedades de Brill-Noether si el niimero de Brill-
Noether es positivo, pero existen curvas lisas proyectivas tales que el ntimero de Brill-
Noether es negativo con Wj(C) diferentes al vacio, estas curvas son llamadas curvas
especiales.

Teorema 5.3.2 ([3], Capitulo V, Teorema 1.4). Sea una curva C lisa de género g.
Consideremos enteros positivos d y n tales que d > 1, n > 0. Si

entonces GJj(C) y W7 (C) son conezas.

Decimos que C es una curva Brill-Noether si W} (C) es no vacia entonces el
nimero de Brill-Noether es positivo. El siguiente teorema afirma que las curvas de
Brill-Noether son generales. Esto es, forman un abierto denso en el espacio moduli M,
de curvas lisas proyectivas de género g.

Teorema 5.3.3 ([3], Capitulo V, Teorema 1.5). Sea una curva C general lisa de género
g. Consideremos enteros positivos d y n tales que d > 1, n > 0. Si

entonces G (C) es vacia. Si p > 0, entonces G7(C) es reducida y de dimension pura p.

Teorema 5.3.4 ([3], Capitulo V, Teorema 1.6). Sea una curva C' general lisa de género
g. Consideremos enteros positivos d y n tales que d > 1. Si en nimero de Brill Noether
es positivo, entonces Gi(C) es lisa de dimension p.

Por los Teoremas ys [5.3.4] se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 5.3.1 (Fulton-Lazarsfeld). ([3], Capitulo V, Pdgina 214)
Si el nimero de Brill Noether p > 1, entonces Gj(C) y Wi(C) son irreducibles.

5.4. Esquema de Hilbert

Los espacios moduli tienen un papel importante en la geometria algebraica y uno
de los espacios moduli basicos ha sido el espacio de subvariedades de una variedad, éste
es llamado el esquema de Hilbert.

Fijemos el espacio proyectivo P™. Sea un esquema Z C P" cerrado, la funcion de
Hilbert de Z estd definida por

hy: N — N
m — X(Z,0z(m)),

donde X (Z,0z(m)) es la caracteristica de Euler (ver [4], Capitulo IX). Existen un
polinomio pz(t) y un entero positivo Ny tal que para m > Ny

pz(m) = hz(m).



El polinomio pz(t) es llamado el polinomio de Hilbert de Z. Fijemos un polinomio
p(t). Una familia de subesquemas cerrados parametrizada por un esquema S,
es una pareja (X, 7), donde X C P™ x S es un esquema cerrado y

T: X —S

es un morfismo plano tal que para todo s € S, el polinomio de Hilbert de X, := 7~ !(s) C
P™ es p(t).

La condicién de que el morfismo 7 es plano implica que la funcién s — Px_ (m) es
localmente constante. Si el esquema S es reducido y los polinomios de Hilbert de las
fibras de 7 son constantes, entonces el morfismo 7 es plano.

Grothendieck demostré que el funtor

Hilby pry - { Sch } —  { Sets }

S+ { Familias parametrizadas por S },

es representable (ver [4], Capitulo IX, Seccién 4) por un esquema proyectivo Hilb,, ;4)-
Esto es, existe un esquema Hilb,, ;) y una correspondencia biyectiva entre

= los puntos cerrados de Hilb,, ).
» los subesquemas cerrados de P™ con polinomio de Hilbert p(t).

y existe una familia universal P" x Hilb, ,; > & 5 Hilb,, ,,+) tal que cada punto
h € Hilby, ,), 771(h) es isomorfo al subesquema parametrizado por h.

5.4.1. Construccion del esquema de Hilbert

En esta seccién damos un bosquejo de la construccién del esquema de Hilbert.

Para Z C P subesquema. Denotamos por Zz la gavilla de ideales generada por Z
y Oz la gavilla estructural de Z. Existe una sucesion exacta de gavillas

0—2Zz; — Opn —> 0Oz =0,
Haciendo tensor por Opn(m), obtenemos
0—=Zz(m) — Opn(m) = Oz(m) — 0,
induce una sucesién exacta en cohomologia
0 — H°(P",Iz(m)) — H°(P", Opn(m)) — H*(Z,07(m)) — H' (P",I7(m)) — ...

Teorema 5.4.1 (Serre). Existe m e Z, dependiendo unicamente de p(m) tal que para
todo m > m’ y para todo Z C P" subesquema

= HI(P",Zz(m)) =0 para todo j > 1.

» 7 estd determinado por HY(P™, Tz (m)).



Entonces por el Teorema [5.4.1] para m > 0 tenemos la sucesién exacta en coho-
mologia

0 — HO(P", Z;(m)) — HO(P", Opn(m)) 23 HO(Z, 0 4(m)) — 0.
Por la definicién de polinomio de Hilbert tenemos que
h(Z, 0z(m)) = p(m).
Sea
g(m) = B°(P",Opn(m)) — p(m)
para m > ml, asociamos a Z el punto
HO(P", Tz(m)) = Ker ¢, € G := G(qg(m), H*(P", Opn(m))).

Consideremos H al conjunto de todos los subesquemas cerrados de P™ con polinomio
de Hilbert p(t). La construccién de arriba da un funcién inyectiva

H — G(q(m), H'(P",Opn(m)))
Z — [HY(P",Zz(m)) C H°(P", Opn(m))].

Supongamos que
P"xSDY LS

es una familia plana de subesquemas cerrados de P" parametrizados por un esquema
S con polinomio de Hilbert p(t). Si f es un morfismo plano, entonces existe un entero
positivo m > 0 tal que

f+Zy (m) € H°(P™, Opn(m)) ® Og

es un haz vectorial sobre S. Esto es, una familia de espacios vectoriales parametrizados
por S. Como la Grassmanniana es un moduli, esta familia induce un morfismo

a:S—=dG.

Ma4s atn, este morfismo se factoriza « : S — H C G, para dar un morfismo a H. Ahora
explicaremos las construccién de la familia universal. En la Grassmanniana, el subhaz
universal esté definido por

E={(z,W)eP"xG | €W}
FE genera una gavilla de ideales sobre P" x (G, existe una sucesién exacta
0—>TZg — Opnyg — O — 0,
Tg determina una familia de subesquemas cerrados
P'xGDY%G.
La restriccién de esta familia a H
P"xHDOX S H

es plana. Por lo tanto H es el esquema de Hilbert y X = H es la familia universal.



5.4.2. Linealizaciones del esquema de Hilbert

Sea el esquema de Hilbert Hilb,, py) de P" con polinomio de Hilbert P(¢). En esta
seccién recordamos las linealizaciones que existen en el esquema de Hilbert. Por el
Teorema de Serre, existe un entero positivo M > 0 tal que para cada m > M el
morfismo

i Hilb,, pty = G(P(m), H*(P", Opn(m))) < P(AT™ HO(P™, Opn (m)).

es un encaje. Consideremos un punto X € Hilb, p;). El m-punto de Hilbert de X,
denotado por [X],, estd definido por ip,(X) C P(AP(™ HO(P", Opn(m)). El grupo de
automorfismos de P actia en el esquema de Hilbert de la siguiente forma

PGL(’I’L) XHilbmp(t) — Hilbmp(t) (5.1)
(@,X) — &(X).

la cual induce una accién en la Grassmanniana

PGL(n) x G(P(m), H*(P", Opn(m))) — G(P(m), H*(P", Opn(m)))
(®,H) — O(H).

esta induce una accién en P(AP™ HO(P™, Opn (m))

PGL(n) x P(APM HO(P™ Opn(m)) = P(ATCHO(P™, Opn (m))
((I),Fl/\FQ/\.../\FP(m)) — DF /\(I)FQ/\.../\(I)FP(m).

Por la accion existe un concepto GIT-estable para los m-puntos de Hilbert. Por lo
tanto decimos que [X] € Hilb, p(;) es Hilbert estable (resp. Hilbert semiestable) si
existe un entero positivo M tal que para todo m > M, el m-punto de Hilbert de X es
GIT-estable (resp. GIT-semiestable).
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