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este proyecto.

A CONACyT por la beca otorgada la cual me permitió sustentar mis necesidades
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1.1. Teoŕıa de invariantes geométricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.1. Ejemplos de GIT-estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2. Estabilidad de Chow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2.1. Criterio de Hilbert-Mumford para la estabilidad de Chow . . . . 18
1.2.2. Ejemplos de estabilidad de Chow . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3. Estabilidad de Chow para hipersuperficies . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2. Estabilidad de Chow para curvas algebraicas 31
2.1. Construcción del moduli de curvas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2. Linealmente estable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.3. Criterio para la estabilidad de Chow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.4. Estabilidad lineal vs estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.5. Aplicaciones de estabilidad de Chow para curvas algebraicas . . . . . . . 46

2.5.1. Curvas de Petri y generales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.5.2. Curvas Especiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Introducción

Uno de los problemas principales en geometŕıa algebraica es la clasificación de obje-
tos, ya sean polinomios, variedades, haces vectoriales, etc. En 1857, Riemann introdujo el
concepto de espacio moduli cuando demostró sobre funciones abelianas que las clases
de isomorfismos de superficies de Riemann de género g dependen de 3g − 3 parámet-
ros (ver [44], Sección 12). Las variedades, los esquemas y los grupos algebraicos en el
presente trabajo están sobre los números complejos C.

El objetivo principal de la teoŕıa de invariantes geométricos (GIT, por sus siglas
en inglés) es resolver problemas de clasificación en geometŕıa algebraica. La teoŕıa de
invariantes geométricos estudia la acción de un grupo G sobre una variedad algebraica
X, y proporciona técnicas para que el cociente de X por G tenga estructura de variedad
algebraica.

En las últimas décadas se han introducido varios conceptos de estabilidad para var-
iedades proyectivas, los cuales permitieron construir diferentes espacios moduli de var-
iedades (ver [1], [29], [48]). Particularmente, usando la teoŕıa de invariantes geométricos
Mumford introdujo el concepto de estabilidad de Chow para variedades proyectivas, el
cual utilizó para construir el espacio moduli Mg de curvas lisas proyectivas de género
g ≥ 2, salvo isomorfismos, y darle a éste estructura de variedad quasiproyectiva (ver
[38], Caṕıtulo 5).

Nosotros estamos interesados en estudiar la estabilidad de Chow de variedades
proyectivas. Para una variedad proyectiva X ⊂ Pn se le asocia un polinomio multi-
homogéneo llamado la forma de Chow. El grupo especial lineal SL(n+ 1) actúa sobre la
variedad que parametriza las formas de Chow. Decimos que X ⊂ Pn es Chow estable
si su forma de Chow es estable en el sentido de la teoŕıa de invariantes geométricos.

En este trabajo, utilizamos los criterios de la teoŕıa de invariantes geométricos para
estudiar la estabilidad de Chow de puntos, variedades lineales y curvas degeneradas, y
demostramos que son variedades Chow inestables (ver Teoremas 1.2.8, 1.2.12 y 1.2.13).
Tal vez para los expertos es conocida la estabilidad de Chow de puntos, variedades lin-
eales y curvas degeneradas, pero en la literatura no encontramos ninguna demostración
por lo que inclúıremos las demostraciones pertinentes. Después de hacer esto, estudi-
amos la estabilidad de Chow para hipersuperficies. Recordemos que en el espacio de
polinomios homogéneos de grado d en n + 1 variables actúa el grupo lineal especial
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SL(n + 1). Por la teoŕıa de invariantes geométricos existe un concepto de estabilidad
a la cual nos referimos como P -estabilidad. Esto es, una hipersuperficie es P -estable
si su polinomio homogéneo asocidado es GIT-estable. Nuestro resultado original del
caṕıtulo 1 fue publicado en [49] (ver Teorema 1.3.6).

Teorema 0.0.1. Sea una hipersuperficie X = V (F ) ⊂ Pn de grado d.

X es P -estable (resp. P -semiestable) si, y sólo si, X es Chow estable (resp. Chow
semiestable).

A partir del teorema anterior damos una clasificación completa para la estabilidad
de Chow de curvas planas, la cual depende del grado y del tipo de singularidades que
posea la curva. En particular; si la curva plana tiene grado 2 todas las curvas con sin-
gularidades son P -inestables y por lo tanto son Chow inestables, como la curva lisa es
P -semiestable entonces es Chow semiestable.

En general, no existe una manera simple para decidir cuándo una variedad es Chow
estable, incluso al usar el criterio de Hilbert-Mumford (ver Criterio 1.2.4) puede ser muy
complicado. Mumford demostró que toda curva lisa, proyectiva e irreducible de género g,
encajada por un sistema lineal completo de grado mayor a 2g, es Chow estable (ver [38],
Teorema 4.15). En consecuencia tal curva está contenida en el espacio proyectivo Pd−g.
Partiendo de este resultado de Mumford, nosotros estudiaremos la estabilidad de Chow
para curvas C ⊂ Pn tal que el grado d, y n son diferentes a 2g y d− g, respectivamente.

Un sistema lineal generado de tipo (d, n + 1) es una pareja (L, V ), donde L es
un haz lineal de grado d sobre C y V ⊂ H0(C,L) es un subespacio lineal de dimensión
n+ 1 tal que el morfismo evaluación

V ⊗OC → L

es sobreyectivo (ver [3], Caṕıtulo I). La importancia de los sistemas lineales (L, V ) de

tipo (d, n + 1) es que encajan a la curva C en espacios proyectivos Pn mediante el
morfismo

φL,V : C → P(V ∗)

c 7→ {s ∈ V | s(c) = 0}.

Estamos interesados en estudiar la geometŕıa de los sistemas lineales con la estabilididad
de Chow de la imagen de la curva mediante φL,V . Dado un sistema lineal generado
(L, V ), el kernel del morfismo evaluación define un haz vectorial, denotado por ML,V y
es conocido como el haz de Sysygies o haz de Lazarsfeld. Por la sucesión de Euler
tenemos que

ML,V = (TPn|C)∗ ⊗ L.

Recordemos que al utilizar GIT, Mumford introdujo el concepto de haz vectorial
estable (resp. semiestable) sobre una curva lisa proyectiva irreducible. Como consecuen-
cia, él demostró que las clases de isomorfismos de haces vectoriales estables de rango n
y grado d tiene estructura de variedad cuasiproyectiva ([36]).



Para curvas lisas irreducibles y proyectivas, demostramos un criterio relacionando
la estabilidad del haz tangente del espacio proyectivo Pn restringido a la curva con su
estabilidad de Chow, y damos ejemplos de curvas lisas las cuales son Chow inestables
(ver Teorema 1.2.13). En concreto, el teorema principal del Caṕıtulo 2 fue publicado en
[9] (ver Teorema 2.3.1).

Teorema 0.0.2. Sea una curva C ⊂ Pn irreducible, lisa y proyectiva encajada por un
sistema lineal (L, V ) de tipo (d, n+ 1). Si la restricción del haz tangente de Pn a C es
estable (resp. semiestable), entonces C ⊂ Pn es Chow estable (resp. Chow semiestable).

El Teorema 0.0.2 proporciona una condición suficiente para la estabilidad de Chow
de curvas lisas proyectivas irreducibles. Para la demostración usamos ([38], Teorema
4.12) y la relación entre el haz tangente y el haz de Sysygies. Nuestra contribución es
la interpretación de la estabilidad de Chow via la estabilidad de la restricción del haz
tangente del espacio proyectivo a la curva.

Una aplicación de este resultado es la existencia de curvas lisas Chow estables para
sistemas lineales no completos y de grado diferente a 2g. Recordemos que para curvas
generales de género g ≥ 2, una cota para la existencia de sistemas lineales de tipo
(d, n + 1), es que el número de Brill-Noether para haces lineales ρ(g, d, n + 1) := g −
(n + 1)(n − d + g) es no negativo (ver [3], Teorema 5.1). Esto es equivalente a que el

grado d satisfaga la cota: d ≥ g + n −
⌊

g
n+1

⌋
, y por lo tanto esta cota da la existencia

de curvas Chow estables en Pn de grado d y género g.

Los haces de Sysygies han sido estudiados desde varios puntos de vista, los cuales
tienen aplicaciones: con los problemas de sysygies, con la teoŕıa de sistemas coherentes
[10], con la conjetura de Green [50] y con la conjetura de la resolución minimal [20].
En particular, la estabilidad del haz de Sysygies está relacionada con las variedades de
Brill Noether [10], con la estabilidad del haz tangente del espacio proyectivo restringido
a la curva y con los divisores theta ([32], [33]). En un trabajo crucial, Ein y Lazarsfeld
utilizaron la estabilidad de ML,V para demostrar la estabilidad de haz de Picard [18].

En general, no existe un criterio simple para decidir cuando el haz de Sysygies es
estable. Sin embargo, existe literatura demostrando ciertos casos, los cuales dependen
de tipo de la curva, el grado del haz lineal y la dimensión del subespacio de secciones.
En ([33], Teorema 7.3), los autores demostraron la estabilidad del haz de Lazarsfeld
para toda curva C y todo sistema lineal (L, V ) de tipo (d, n) induciendo un morfismo
birracional tal que d ≤ 2n + Cliff(C) y a − h ≤ 0, donde a es la codimensión de V en
H0(L) y h := h1(C,L). Nosotros demostramos la estabilidad del haz de Lazarsfeld (ver
Teorema 2.3.4 para toda curva general y sistema lineal generado (L, V ) de tipo (d, n)
con a− h ≤ 0. Las técnicas que usamos en la demostración son diferentes de [33]).

Teorema 0.0.3. Sean una curva C general de género g ≥ 2 y un sistema lineal (L, V )
generado de tipo (d, n+1) sobre C tal que n+1 = h0(C,L)−a para algún entero positivo
a. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Si a− h < 0, entonces ML,V es estable.

2. Si a− h = 0, entonces ML,V es semiestable.

3. Si a− h > 0, a(n− 1) < g y (L, V ) define un encaje, entonces ML,V es estable.



Recordemos que si el grado d es mayor a g, entonces el elemento general L en Picd(C)
tiene d + 1 − g secciones, es decir, el h1(L) es cero. Por lo tanto solo podemos aplicar
el Teorema 0.0.3 para el cerrado de Zariski en Picd(C), donde h = h1(L) tiene que ser
diferente de cero. En particular, la estabilidad del haz de Sysygies es equivalente a la
estabilidad del haz tangente del espacio proyectivo restringido a la curva (ver sección
2.3). El Teorema 0.0.3 puede ser escrito de la siguiente manera (ver Corolario 2.3.1).

Corolario 0.0.1. Sean una curva C ⊂ Pn general de género g encajada por un sistema
lineal (L, V )) de tipo (d, n+ 1) tal que n+ 1 = h0(C,L)− a, para algún entero positivo
a. Si a− h > 0 y g > a(n− 1), entonces C ⊂ Pn es Chow estable.

Butler demostró que para curvas lisas irreducibles y sistemas lineales completos,
ML,H0(L) es estable si d > 2g y semiestable si d = 2g ([18], Proposición 3.2). Más tarde,
Paranjape y Ramanan estudiaron el caso (KC , H

0(KC)), donde KC es el haz lineal
canónico sobre C y demostraron que MKC ,H0(KC) es semiestable, y es estable si C no
es hipereĺıptica ([42]). Por el Teorema 0.0.2 podemos escribir lo anterior de la siguiente
manera y fue publicado en [9] (ver Corolario 2.5.1).

Corolario 0.0.2. Sea una curva C lisa irreducible de género g encajada por un sistema
lineal (L,H0(C,L)) completo. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Si d ≥ 2g, entonces C ⊂ Pd−g es Chow semiestable.

2. Si d > 2g, entonces C ⊂ Pd−g es Chow estable.

3. Si C es hipereĺıptica, entonces φKC ,H0(KC)(C) ⊂ Pg−1 es Chow semiestable.

4. Si C no es hipereĺıptica, entonces φKC ,H0(KC)(C) ⊂ Pg−1 es Chow estable.

El siguiente corolario es una reformulación de los principales resultados sobre la
estabilidad del haz de Sysygies en términos de la estabilidad de Chow para curvas lisas
irreducibles, el cual ha sido publicado en [9] (ver Corolario 2.5.3).

Corolario 0.0.3. Sean una curva C general de género g y un sistema lineal gener-
al (L, V ) de tipo (d, n + 1), entonces φL,V (C) ⊂ Pn es Chow semiestable. Más aún,
φL,V (C) ⊂ Pn es Chow estable si se satisface una de las siguientes condiciones:

1. C es una curva general de género g ≥ 2 y MCD(d, n) = 1.

2. C es una curva de género g = 1, d ≥ n+ 1 y MCD(d, n) = 1.

3. C es una curva de género g = 2, d ≥ n+ 2 con d 6= 2n.

4. C es una curva de Petri de género g ≥ 3 y n ≤ 4.

5. C es una curva de Petri de género n ≥ 5 y g ≥ 2(n− 2).

E. Mistretta y L. Stoppino introdujeron el concepto de estabilidad lineal para sis-
temas lineales generados (L, V ) sobre una curva lisa irreducible y proyectiva. Ellos
estudiaron condiciones necesarias para que la estabilidad lineal implique la estabilidad
del haz de Sysygies, con lo cual obtienen resultados parciales sobre el ı́ndice de Clif-
ford de la curva ([33]). En el siguiente teorema damos condiciones sobre la codimensión
del subespacio de secciones y el género de la curva para que la estabilidad lineal del
sistema (L, V ) implique la estabilidad de ML,V (ver Teorema 2.4.2), denotamos por
h := h1(C,L).



Teorema 0.0.4. Sean una curva general C de género g ≥ 2 y un sistema lineal generado
(L, V ) de tipo (d, n+1) sobre C tal que n+1 = h0(C,L)−a, para algún entero positivo a.
Supongamos que a−h > 0 y a(n−1) < g. Entonces ML,V es estable (resp. semiestable)
si, y sólo si, (L, V ) es linealmente estable (resp. linealmente semiestable).

Para entender la geometŕıa de una variedad X, es importante estudiar sus subvar-
iedades. Por lo tanto, estamos interesados en estudiar los esquemas de Hilbert de X
y los esquemas de morfismos a la variedad X, los cuales son denotados por Hilb(X)
y Hom(−, X), respectivamente. Espećıficamente, el esquema de Hilbert parametriza
subesquemas cerrados de un espacio proyectivo con cierto polinomio de Hilbert, y éstos
se han utilizado para la construcción de espacios moduli como cocientes de un esquema
de Hilbert por la acción de un grupo algebraico, tal como fue el espacio moduli de curvas
lisas proyectivas de género g ≥ 2. Por lo general, estos esquemas son complicados de
entender, pueden tener componentes de dimensión arbitraria y singularidades terribles.

Denotamos por Hilbn,P (t) al esquema de Hilbert del espacio proyectivo Pn con poli-
nomio de Hilbert P (t) = dt+ 1− g. Este esquema parametriza curvas en Pn de grado d
y género g. En el Caṕıtulo 3 describimos un abierto liso de una componente HilbChn,P (t)

del esquema de Hilbert, haciendo uso de las variedades de Brill-Noether moviendo la
curva.

Sea una familia p : C → S de curvas lisas proyectivas irreducibles de género g ≥ 2
parametrizada por un esquema S, supongamos que p tiene una sección. Para cada par
de enteros positivos d, n existe un esquema sobre S, denotado por Gnd (p) representando
al funtor

Gnd : Sch/S −→ Sets

T 7−→
{

clases de equivalencias de familias gnd
′s sobre

p:C→S parametrizadas por T

}
.

(ver [4], Caṕıtulo XXI, Teorema 3.13). El esquema Gnd (p) parametriza sistemas lineales

sobre la familia de curvas p. Más aún, existe un morfismo Gnd (p)
f→ S tal que la fibra en

un punto s ∈ S es la variedad de sistemas lineales Gnd (Cs).

Consideramos la familia universal, p0 : C0
g → M0

g, de curvas de Petri sin automor-
fismos. Esta familia no tiene sección pero el esquema de sistemas lineales existe (ver
Caṕıtulo 3, Observación 7), y demostramos que Gnd (p0) es irreducible si el número de
Brill Noether es positivo (ver Teorema 3.1.4 ).

Denotamos por Pnd ⊂ Gnd (p0) al conjunto de sistemas lineales sobre curvas de Petri
sin automorfismos tales que φL,V es un encaje. Es decir, w = (C, (L, V )) ∈ Pnd si, y
sólo si, C es una curva de Petri sin automorfismos y (L, V ) es un sistema lineal de tipo
(d, n+1) sobre C tal que φL,V define un encaje. Demostramos que Pnd es un subesquema
abierto de Gnd (p0), que por lo tanto será irreducible y liso (ver Teorema 3.1.6 ).

Constrúımos un PGL(n+ 1)-haz principal Bnd sobre Pnd con fibra



Λw := {α : P(V ∗)→ Pn | α es un isomorfismo},

para cada w = (C, (L, V )) ∈ Pnd , y definimos un morfismo algebraico

Φ : Bnd → Hilbn,P (t),

inyectivo (ver Teorema 3.2.6 ). Dado que Bnd es irreducible, definimos por HilbChn,P (t) la

componente del esquema de Hilbert tal que Φ(Bnd ) ⊂ HilbChn,P (t). El resultado principal
del Caṕıtulo 3 fue publicado en [9] (ver Teorema 3.2.7).

Teorema 0.0.5. Sean enteros positivos g, d y n tales que g ≥ 4 y d − g > n −
⌊

g
n+1

⌋
.

Si una de las condiciones en el Teorema 0.0.3 se satisface, entonces HilbChn,P (t) 6= ∅. Más
aún, se cumple las siguientes afirmaciones:

1. dimHilbChn,P (t) = 3g − 3 + ρ(g, d, n+ 1) + n(n+ 2).

2. HilbChn,P (t) es lisa en Φ(z), para cada z ∈ Bnd .

3. dimHilbChn,P (t)/SL(n+ 1) = dimPnd = 3g − 3 + ρ(g, d, n+ 1).

4. Existe un abierto denso liso U ⊂ HilbChn,P (t) tal que toda curva de U es de Petri
Chow estable.

El esquema de Hilbert puede tener componentes de dimensión arbitraria y singulari-
dades terribles, nuestro Teorema 0.0.5 describe la componente HilbChn,P (t) del esquema de
Hilbert, donde el elemento general es una curva lisa de Petri Chow estable, para g ≥ 4

y d− g > n−
⌊

g
n+1

⌋
.

El enfoque clásico de la geometŕıa algebraica para estudiar la variedad Y , es inves-
tigar las propiedades de familias de curvas sobre la variedad. Entendiendo la geometŕıa
sobre las curvas determinaremos propiedades sobre Y , estas familias son morfismos de
las curvas a la variedad. En particular, la geometŕıa birracional estudia las familias de
curvas racionales, y el esquema Hom(P1, Y ) de morfismos de P1 a Y ha sido utilizado
para calcular la cohomoloǵıa cuántica de Y .

Describiremos una componente HomCh
d (C,Pn) de esquema Homd(C,Pn) tal que con-

tiene morfismos Chow estables. Nuestro teorema principal del Caṕıtulo 4 es el siguiente
(ver Teorema 4.1.2).

Teorema 0.0.6. Sean enteros positivos g, d y n tales que g ≥ 4 y d−g > n−
⌊

g
n+1

⌋
. Si

una de las condiciones en el Teorema 2.5.3 se satisface, entonces HomCh
d (X,Pn) 6= ∅.

Más aún, se cumplen las siguientes afirmaciones

1. HomCh
d (X,Pn) es liso.

2. dim HomCh
d (X,Pn) = ρ(g, d, n+ 1) + n(n+ 2).

3. dim HomCh
d (X,Pn)/SL(n+ 1) = ρ(g, d, n+ 1).



A continuación damos una reseña sobre la construcción del espacio moduli de curvas
lisas proyectivas irreducibles de género g ≥ 2 utilizando las estabilidades de Chow y
Hilbertz.

Las curvas Deligne-Mumford estables fueron usadas en ([16]) para demostrar la irre-
ducibilidad del espacio de curvas de género g ≥ 2. Mumford usó la teoŕıa de invariantes
geométricos de curvas n-canónicas para construir una compactificaciónMg deMg con
curvas Deligne-Mumford estables. Espećıficamente, Mumford demostró que si n ≥ 5,
una curva completa C es Chow estable si, y sólo si, C es Deligne-Mumford estable.

Más tarde, Gieseker introdujo el concepto de m-punto de Hilbert para curvas proyec-
tivas C ⊂ Pn y estudió la estabilidad de los m-puntos de Hilbert de C, en el sentido
de la teoŕıa de invariantes geométricos (ver [22]). Gieseker demostró que si n ≥ 10,
entonces el encaje n-canónico de una curva Deligne-Mumford estable determina la ex-
istencia de m-puntos de Hilbert estables para m� 0. Gieseker utilizó la estabilidad de
los m-puntos de Hilbert, para dar una compactificaciónMg deMg, la cual coincide con
la compactificación construida por Mumford. Después, Morrison demostró que la esta-
bilidad de Chow implica la estabilidad de los m-puntos de Hilbert para m� 0 (ver [34]).

Por su parte, Schubert estudió el caso n = 3 y g ≥ 3 obteniendo una nueva com-
pactificación Mg

ps
que parametriza curvas pseudo-estables ([47]). Una curva completa

C es pseudo-estable si se cumplen las siguientes tres condiciones

1. C es conexa, reducida y tiene a lo más nodos y cúspides ordinarios como singu-
laridades,

2. una subcurva de género g = 1, intersecta al resto de la curva en dos o más puntos,

3. y una subcurva de género g = 0, intersecta el resto de la curva en tres o más
puntos.

Schubert demostró que la curva 3-canónica es Chow estable si, y sólo si, es pseudo-
estable. Más aún, demostró la equivalencia entre la estabilidad de Chow y la estabilidad
de los m-puntos de Hilbert para curvas n-canónicas con n ≥ 5. Más tarde, Hasset y
Hyeon estudiaron el caso de curvas 4-canónicas demostrando que el cociente GIT del
esquema de Hilbert por la acción natural de PGL(n+ 1) es isomorfo a Mps

g (ver [26]).
En las últimas décadas, el concepto de estabilidad de Chow ha resurgido para el estudio
del modelo mı́nimo de Mg (ver [2] y [6]).





CAPÍTULO 1

Estabilidad de Chow

En este caṕıtulo damos los resultados principales de la teoŕıa de invariantes ge-
ométricos, (GIT por sus siglas en inglés). La teoŕıa GIT estudia la acción de un grupo
algebraico G sobre una variedad algebraica X; su objetivo es hallar condiciones para
que el espacio cociente de X por G tenga estructura de variedad algebraica. Su prin-
cipal motivación está en la construcción de espacios moduli que inicia con Riemann y
continua con la escuela italiana.

En la sección 1.2 recordamos el concepto de estabilidad de Chow para variedadades
proyectivas introducido por Mumford, el cual fue utilizado para la construcción del es-
pacio moduli de curvas lisas proyectivas de género g ≥ 2. En este caṕıtulo utilizamos el
criterio de Hilbert-Mumford de la teoŕıa de invariantes geométricos para estudiar la esta-
bilidad de Chow de puntos, variedades lineales y curvas degeneradas en Pn. Tal vez para
los expertos es conocida la estabilidad de Chow de puntos, variedades lineales y curvas
degenaradas (ver Teoremas 1.2.6, 1.2.12, 1.2.13), pero en la literatura no encontramos
ninguna demostración por lo que incluiremos las demostraciones pertinentes.

En la sección 1.3 recordamos el concepto de P -estabilidad para una hipersuperficie
X = V (F ) ⊂ Pn y demostramos que coindice con su estabilidad de Chow. Ello nos
permite dar una clasificación completa para la estabilidad de Chow de curvas planas la
cual depende del grado y del tipo de singularidades que tiene la curva.

1.1. Teoŕıa de invariantes geométricos

La teoŕıa de invariantes geométricos estudia cuando es posible dar estructura de
variedad al espacio de órbitas de la acción de un grupo en una variedad proyectiva. Las
principales ideas en la teoŕıa de invariantes clásicos provienen de David Hilbert, pero
después fueron desarrolladas por David Mumford (ver [17], [21], [35], [38], [39], [43] y
[45]).

Dado un grupo algebraico af́ın G, existe un único subgrupo maximal, normal, unipo-
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tente y conexo de G, el cual es llamado el radical de G (ver [27], página 125). Recorde-
mos que G es reductivo si su radical es trivial. Los ejemplos más comunes de grupos
reductivos son: SL(n),GL(n) y PGL(n); y un ejemplo de un grupo no reductivo es C.

Sea una acción G × X → X de G sobre una variedad algebraica X. Definimos la
órbita de x como

O(x) := { gx | g ∈ G}.

En este trabajo supondremos siempre que G es un grupo reductivo que está actuando
en una variedad X. Sea un abierto de Zariski U ⊂ X , denotamos por A(U) al anillo de
funciones regulares en U y por

A(U)G := {f ∈ A(U) | f(gx) = f(x) para todo g ∈ G, x ∈ X},

al anillo de funciones regulares invariantes. La teoŕıa de invariantes geométricos estudia
bajo qué condiciones A(X)G es una C-álgebra finitamente generada. En general A(X)G

no es finitamente generada. Nagata dió un ejemplo (ver [17], Caṕıtulo 4.3) de una acción
donde A(X)G no es finitamente generada y después demostró que si G es un grupo
reductivo actuando linealmente en una variedad af́ın X, entonces A(X)G es finitamente
generada (ver [21], Teorema 5.56).

Recordemos que existe una equivalencia de categoŕıas entre las C-álgebras finita-
mente generadas y las variedades afines (ver [25], Corolario 3.18). En el caso X af́ın, el
siguiente teorema es una consecuencia del Teorema de Nagata.

Teorema 1.1.1 ([45], Teorema 3.5). Si G es un grupo reductivo actuando sobre una
variedad af́ın X, entonces existe una pareja (Y, φ), donde Y es una variedad af́ın y
φ : X → Y es un morfismo, tal que:

1. φ es G-invariante.

2. φ es sobreyectiva.

3. Si U ⊂ Y es un abierto de Zariski, entonces

φ∗ : A(U)→ A(φ−1(U))G

es un isomorfismo.

4. Si W1,W2 ⊂ X son subconjuntos cerrados, invariantes y disjuntos, entonces

φ(W1) ∩ φ(W2) = ∅.

5. Si W es un conjunto cerrado invariante de X, entonces φ(W ) es cerrado en Y .

A la pareja (Y, φ) del teorema anterior se le llama un buen cociente para la acción
de G en X.

Si X es una variedad proyectiva en Pn, el cociente de una acción lineal de G sobre
X no necesariamente tiene estructura de variedad proyectiva. Mumford demostró que



después de eliminar ciertos puntos de la variedad, llamados inestables, existe un buen
cociente. A continuación damos más detalles sobre lo hecho por Mumford.

Sea una acción G×X → X de G sobre una variedad algebraica X. Decimos que es
lineal, o que G actúa linealmente sobre X, si existe un homomorfismo de grupos

ρ : G→ GL(n+ 1) (1.1)

tal que la acción de G en X está dada por (g, x) = ρ(g)(x). Definimos una acción de G
sobre el anillo de polinomios de n+ 1 variables de la siguiente forma

G× C[x0, . . . , xn] → C[x0, . . . , xn]

(g, f) 7→ fg,

donde fg(x0, . . . , xn) = f(g−1(x0, . . . , xn)). Decimos que f es un polinomio invariante
por la acción, si f = fg para todo g ∈ G.

Definición 1.1.2. Sea un grupo reductivo G actuando linealmente en una variedad
proyectiva X y un punto x ∈ X.

1. x es semiestable si existe un polinomio invariante homogéneo f no constante tal
que f(x) 6= 0.

2. x es estable si

a) es semiestable,

b) la órbita de x restringida a Xh := {y ∈ X|h(y) 6= 0} es cerrada en Xh, con h
polinomio homogéneo invariante y

c) dim(G)=dim(O(x)).

3. x es inestable si no es semiestable.

Observación 1. Si un punto x ∈ X es semiestable, entonces todo punto en la órbita
de x es también semiestable; ya que para todo f polinomio homogéneo invariante

f(gx) = f(x) para todo g ∈ G.

Más aún, si un punto x ∈ X es estable, entonces todo punto en la órbita de x es también
estable; ya que

O(x) = O(gx) para todo g ∈ G.

Denotamos por Xss y Xs a los conjuntos de puntos semiestables y estables respecti-
vamente. El teorema fundamental de la teoŕıa de invariantes geométricos es el siguiente.

Teorema 1.1.3 ([45], Teorema 3.14). Sea un grupo reductivo G actuando linealmente
sobre una variedad proyectiva X. Se cumple las siguientes afirmaciones

1. Existe un buen cociente (Y, φ) de Xss por G para una variedad proyectiva Y .

2. Existe un abierto de Zariski Y s ⊂ Y tal que



a) φ−1(Y s) = Xs,

b) (Y s, φ) es un espacio de órbitas.

3. Sean x1, x2 ∈ Xss se cumple lo siguiente

φ(x1) = φ(x2) si, y sólo si, O(x1) ∩ O(x2) ∩Xss 6= ∅.

4. Sea x ∈ Xss se cumple lo siguiente

x ∈ Xs si, y sólo si, dimO(x) = dimG y O(x) es cerrada en Xss.

La parte más interesante del teorema anterior es el hecho de que Y es un var-
iedad proyectiva. Esto nos permite pensar en Y como una compactificación del cociente
Xs//G. Donde nos estamos refiriendo a una compactificación natural con una inter-
pretación geométrica para los puntos añadidos como órbitas de puntos estrictamente
semiestables.

En general, es dif́ıcil calcular los polinomios invariantes y decidir cuáles puntos de
la variedad son estables y semiestables. Enseguida enunciamos un criterio que evita el
cálculo de todos los polinomios invariantes. La idea básica es la de reducir la acción de
G a la acción de sus subgrupos a un parámetro.

Definición 1.1.4. Un subgrupo a un parámetro de G es un homomorfismo λ :
C∗ → G de grupos algebraicos no trivial.

Sean un grupo reductivo G actuando linealmente en una variedad proyectiva X ⊂ Pn
y un subgrupo a un parámetro λ : C∗ → G de G. Por la ecuación 1.1, definimos una
representación de C∗ en Cn+1 de la siguiente forma

λ : C∗ → GL(n+ 1)

t 7→ λ(t) : Cn+1 → Cn+1

v 7→ λ(t)v.

Por abuso de notación, denotamos por λ a la representación.

Proposición 1.1.5. La representación λ : C∗ → GL(n+ 1) es diagonalizable, es decir,
existe una base {v0, v1, . . . , vn} de Cn+1 tal que

λ(t)vi = trivi i ∈ {0, 1, . . . , n},

donde ri ∈ Z.

Consideremos un punto x ∈ X y un subgrupo a un parámetro λ : C∗ → G de G.
Definimos el peso de x en vi como el entero ri tal que

λ(t)vi = trivi.

Sea la base {v0, v1, . . . , vn} que diagonaliza al subgrupo a un parámetro. Dado que
la acción de G es lineal, si x̄ =

∑n
i=0 aivi, entonces



λ(t)x̄ =
n∑
i=0

ait
rivi. (1.2)

Consideremos un punto x ∈ X y un subgrupo a un parámetro λ de G. Definimos

µ(x, λ) := min{ri|ai 6= 0}.

A continuación mencionamos el siguiente lema, cuya demostración es una consecuen-
cia inmediata de la definición de la función µ. Dada una variedad proyectiva X ⊂ Pn y
un punto x ∈ X, denotamos por X̃ al cono af́ın de X y por x̄ ∈ X̃ a un elemento tal
que x̄ ∈ x.

Lema 1.1.6. Sean un grupo reductivo G actuando en una variedad proyectiva X ⊂ Pn
y un subgrupo a un parámetro λ de G. Se cumple las siguientes afirmaciones

1. µ(x, λ) < 0 si, y sólo si, ĺımt→0 λ(t)x̄ no existe.

2. µ(x, λ) > 0 si, y sólo si, ĺımt→0 λ(t)x̄ = 0.

3. µ(gx, λ) = µ(x, g−1λg), para todo g ∈ G.

Demostración.

1. µ(x, λ) ≥ 0 si, y sólo si, ri ≥ 0 para todo i tal que ai 6= 0 si, y sólo si,

ĺım
t→0

λ(t)x̄ = ĺım
t→0

n∑
i=0

ait
rivi

existe. Se concluye la primera parte.

2. µ(x, λ) > 0 si, y sólo si, ri > 0 para todo i tal que ai 6= 0 si, y sólo si,

ĺım
t→0

λ(t)x̄ = ĺım
t→0

n∑
i=0

ait
rivi = 0.

3. Supongamos que {gv0, gv1, . . . , gvn} es una base que diagonaliza a λ, es decir,
existen ri ∈ Z tal que

λ(t)gvi = trigvi.

Por lo tanto

(g−1λ(t)g)(vi) = g−1(λ(t)gvi)

= g−1trigvi

= trivi.

Esto significa que {v0, v1, . . . , vn} es una base que diagonaliza a g−1λ(t)g. Entonces
µ(gx, λ) = µ(x, g−1λ(t)g).



Es claro que si existe un subgrupo a un parámetro λ tal que

ĺım
t→0

λ(t)x̄ = 0,

entonces x es un punto inestable, esto debido a que el ĺımite pertenece a O(x̄). El
siguiente teorema conocido como el criterio de Hilbert-Mumford es muy útil para obtener
los puntos estables y semiestables de la acción.

Teorema 1.1.7 ([45], Teorema 4.9). Sean un grupo reductivo G actuando linealmente
en una variedad proyectiva X y un punto x ∈ X. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. x es semiestable si, y sólo si, µ(x, λ) ≤ 0 para todo subgrupo a un parámetro λ de
G.

2. x es estable si, y sólo si, µ(x, λ) < 0 para todo subgrupo a un parámetro λ de G.

3. x es inestable si, y sólo si, existe un subgrupo a un parámetro λ de G tal que
µ(x, λ) > 0.

La siguiente proposición clasifica los subgrupos a un parámetro de SL(n+ 1).

Proposición 1.1.8 ([45], Remark 4.10). Los subgrupos a un parámetro de SL(n + 1)
son de la forma

λ : C∗ → SL(n+ 1)

t 7→ g


tr0 0 . . . 0

0 tr1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . trn

 g−1,

donde ri ∈ Z, r0 ≥ r1 ≥ . . . ≥ rn, r0 + . . .+ rn = 0 y g ∈ SL(n+ 1).

Por el Teorema 1.1.7 y la Proposición 1.1.8, se concluye el siguiente teorema.

Teorema 1.1.9 ([45], Proposición 4.11). Si SL(n + 1) actúa linealmente sobre una
variedad proyectiva X. El punto x ∈ X es estable (resp. semiestable) si, y sólo si, para
todo subgrupo a un parámetro λ de la forma

λ : C∗ → SL(n+ 1)

t 7→


tr0 0 . . . 0

0 tr1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . trn

 ,

donde ri ∈ Z, r0 ≥ r1 ≥ . . . ≥ rn, r0 + . . .+ rn = 0 y para todo g ∈ SL(n+ 1)

µ(gx, λ) < 0 (resp. ≤).



1.1.1. Ejemplos de GIT-estabilidad

En esta sección damos ejemplos conocidos de estabilidad para hipersuperficies usan-
do la teoŕıa de invariantes geométricos. Estamos interesados en la estabilidad de Chow
para variedades proyectivas (ver Definición 1.2.2), la razón de recordar estos ejemplos
es que en la sección 1.3 demostramos que ambos conceptos coinciden.

Consideremos una hipersuperficie X = V (F ) ⊂ Pn de grado d. X está deteminada
por los ceros de un polinomio homogéneo

F (Y0, Y1, . . . , Yn) =
∑

aIY
d−i1−...−in

0 Y i1
1 . . . Y in

n

de grado d y F es único salvo múltiplos escalares. El conjunto de polinomios de grado d
en n + 1 variables forman un espacio vectorial H0(Pn,OPn(d)). Definimos la acción de
SL(n+ 1) sobre la H0(Pn,OPn(d)) de la siguiente forma

β : SL(n+ 1)× P(H0(Pn,OPn(d))) → P(H0(Pn,OPn(d)))

(A,F (Y0, . . . , Yn)) 7→ F (A−1(Y0, . . . , Yn)).

Mediante esta acción definimos los puntos estables y semiestables de la siguiente
manera.

Definición 1.1.10. Sea una hipersuperficie X = V (F ) ⊂ Pn de grado d en Pn. Deci-
mos X es P-estable (resp. P-semiestable) si F es SL(n + 1)-estable (resp. SL(n+1)-
semiestable) en el sentido de teoŕıa de invariantes geométricos.

El siguiente teorema determina los pesos del polinomio con respecto a subgrupos a
un parámetro.

Lema 1.1.11. Sean una hipersuperficie X = V (F ) ⊂ Pnde grado d definida por

F =
∑

aIY
d−i1−...−in

0 Y i1
1 . . . Y in

n ,

y un subgrupo a un parámetro λ : C∗ → SL(n+1) definido por λ(t) = diag{tr0 , . . . , trn}.
El peso de F en aI está dado por

−dr0 − i1(r1 − r0)− · · · − in(rn − r0).

Demostración. La acción está definida por

(λ(t), F ) = F (λ(t)−1(Y0, . . . , Yn))

= F (t−r0Y0, . . . , t
−rnYn)

=
∑

aI(t
−r0Y0)d−i1−...−in(t−r1Y1)i1 . . . (t−rnYn)in

=
∑

aIt
(d−i1−...−in)(−r0)−i1r1−...−inrnY d−i1−...−in

0 Y i1
1 . . . Y in

n .

Entonces los pesos están dados por

−dr0 − i1(r1 − r0)− · · · − in(rn − r0),

y es lo que queriamos demostrar.



Nuestro objetivo es estudiar las condiciones de P -estabilidad de hipersuperficies
cuando n = 2. Éstas son llamadas curvas planas. La curva plana de grado 2 es llamada
cuadrática y la de grado 3, es conocida como cúbica.

El siguiente teorema determina la P -estabilidad para curvas planas cuadráticas.

Teorema 1.1.12 ([38], Sección 1.10). Sea una curva plana cuadrática C ⊂ P2.

C es lisa si, y sólo si, C es P -semiestable.

El siguiente teorema determina la P -estabilidad para curvas planas cúbicas lisas.

Teorema 1.1.13 ([45], Proposición 4.15). Sea una curva plana cúbica C ⊂ P2.

C ⊂ P2 es P -estable si, y sólo si, C ⊂ P2 es lisa.

El siguiente teorema determina la P -semiestabilidad para curvas planas cúbicas,
la cual depende del tipo de singularidades que tiene la curva. Para esto, repasaremos
cuándo (1 : 0 : 0) no es un punto lisa, después esta información se translada a todo
punto de la curva para determinar la P -semiestabilidad.

(1 : 0 : 0) no es un punto lisa si, y sólo si, a00 = a10 = a01 = 0.

(1 : 0 : 0) es un punto triple si, y sólo si, a00 = a10 = a01 = a20 = a02 = a11 = 0.

(1 : 0 : 0) es un punto doble con una sola tangente z = 0 si, y sólo si, a00 = a10 =
a01 = a20 = a11 = 0, a02 6= 0.

Teorema 1.1.14 ([45], Proposición 4.15). Sea una curva plana cúbica C ⊂ P2. Se
cumple las siguiente afirmaciones

C ⊂ P2 es P -semiestable si, y sólo si,

• C no tiene punto triples, y

• C no tiene puntos dobles con una sola tangente.

1.2. Estabilidad de Chow

En esta sección recordamos el concepto de estabilidad de Chow introducida por
Mumford (ver [38], Página 53) para variedades proyectivas X ⊂ Pn. Denotamos por
Hn al conjunto de hiperplanos en Pn y por Hkn el producto de k copias de Hn. Sea una
variedad proyectiva X ⊂ Pn de dimensión r y de grado d. Definimos

YX = {(H0, . . . ,Hr) ∈ Hr+1
n |X ∩H0 ∩ . . . ∩Hr 6= ∅}.

Teorema 1.2.1. ([38], Página 53) El conjunto YX es una hipersuperficie en Hr+1
n .

Demostración. Consideramos la variedad de incidencia

Γ := {(p,H0, . . . ,Hr) ∈ X ×Hr+1
n | p ∈ Hi, para todo i} ⊂ Pn ×Hr+1

n .



Sea la proyección

π : Pn ×Hr+1
n → Hr+1

n

(p,H0, . . . ,Hr) 7→ (H0, . . . ,Hr)

a los últimos r+ 1 factores. Como Γ ⊂ Pn×Hr+1
n es una variedad y Pn es una variedad

completa, tenemos que π(Γ) = YX es una variedad. Vamos a calcular la dimensión de
Γ. Consideremos p ∈ X, el conjunto de hiperplanos H ∈ Hn tal que p ∈ H forman otro
hiperplano en Hn. Entonces el conjunto

Γp = {(H0, . . . ,Hr) ∈ Hr+1
n | p ∈ Hi para todo i}

es una variedad de dimensión (r + 1)(n− 1). Por lo tanto Γ tiene dimensión

r + (r + 1)(n− 1) = (r + 1)n− 1 = dim(Hr+1
n )− 1.

Sea (H0, . . . ,Hr) ∈ YX tal que r hiperplanos están en posición general, es decir, X∩Hi1∩
. . . ∩Hir es un conjunto finito. Entonces la dimensión de la fibra de π en (H0, . . . ,Hr)
es cero. Por lo tanto,

dim(Hr+1
n )− 1 = dim(Γ)

= dim(YX) + dim(π−1(H0, . . . ,Hr))

= dim(YX).

Como YX ⊂ Hr+1
n es una variedad proyectiva de codimensión 1, entonces existe un

polinomio FX homogéneo que define a YX .

A la hipersuperficie YX se le asocia un polinomio homogéneo multigraduado FX ∈
C[X0;X1; . . . ;Xr] conocido como, la forma de Chow deX, dondeXi = (Xi,0, . . . , Xi,n)
denotan n+ 1 variables. Consideremos la matriz P definida por

P =


X0,0 X0,1 . . . X0,n

X1,0 X1,1 . . . X1,n
...

...
. . .

...
Xr,0 Xr,1 . . . Xr,n

 .

Para i0 < i1 < . . . < ir con il ∈ {0, 1, . . . , n}. Definimos los polinomios Pi0,i1,...,ir
como el determinante del menor de las filas de P con sus columnas Pi0 , . . . , Pir . Sea W ⊂
C[X0;X1; . . . ;Xr] el subanillo generado por Pi0,...,ir . Como Pi0,i1,...,ir son polinomios
homogéneos entonces W es un anillo graduado y FX ∈ Wd, donde d es el grado de X.
La forma de Chow FX de X está determinada de manera única salvo múltiplos escalares.
Definimos la acción de SL(n+ 1) sobre P(Wd) de la siguiente forma:

α : SL(n+ 1)× P(Wd) → P(Wd)

(A,F (X0; . . . ;Xr)) 7→ F (A−1X0; . . . ;A−1Xr).

Dada la acción α, la teoŕıa de invariantes geométricos determina puntos estables y
semiestables (ver definición 1.1.2), la cual motiva la siguiente definición.

Definición 1.2.2. Decimos que una variedad proyectiva X ⊂ Pn es Chow estable
(resp. Chow semiestable) si su forma de Chow FX es SL(n+1)-estable (resp. SL(n+1)-
semiestable) en el sentido de la teoŕıa de invariantes geométricos.



1.2.1. Criterio de Hilbert-Mumford para la estabilidad de Chow

Consideremos un polinomio f(a). Decimos que f es racional si f(a) ∈ Z para todo
número positivo a� 0. Supongamos que f está representado por un polinomio racional
de grado r. Definimos el coeficiente principal normalizado de f , denotado por
c.p.n.(f), como el entero e tal que

f(n) = e
nr

r!
+ ar−1n

r−1 + . . .+ a0.

Sean una variedad X de dimensión r, un haz lineal L sobre X y una gavilla I ⊂ OX
de ideales tal que Z := Supp(OX/I) es propio sobre C. Por ([38], Proposición 2.1) existe
un polinomio p(n,m) de grado menor o igual a r tal que

X (X,Ln/ImLn) = p(n,m) para m� 0,

donde X (X,L) es la caracteŕıstica de Euler de L. Esto es,

X (X,L) :=

r∑
i=0

(−1)idim H i(X,L).

La multiplicidad de I medida v́ıa L, denotada por eL(I), es el coeficiente prin-
cipal normalizado c.p.n. (X (Ln/InLn)).

A continuación se dará una interpretación geométrica de la multiplicidad (ver [38],
página ).

Sean una curva X ⊂ Pn irreducible lisa proyectiva y el haz L = OX(1). Dado un
subespacio lineal Γ ⊂ H0(Pn,OPn(1)) denotamos por LΓ el subespacio lineal de Pn

LΓ := {x ∈ Pn|s(x) = 0 para todo s ∈ Γ}.

Consideremos la gavilla FΓ de ideales generada por las secciones s ∈ Γ y Z = Supp(OX/FΓ) =
X ∩ LΓ es el conjunto de puntos base de Γ. Sea

PΓ : (Pn − LΓ)→ P(Γ) = Pm

la proyección canónica. Existe un morfismo birracional

π : BF (X)→ X,

donde BF (X) es la explosión de X a lo largo de FΓ. Más aún, existe un único morfismo

q : BF (X)→ Pm, (1.3)

haciendo el siguiente diagrama conmutativo

BF (X)

π

��

q

$$
X

PΓ

//Pm,

(1.4)



tal que

q∗(OPm(1)) = (π∗L)(−E), (1.5)

donde E es el divisor excepcional. Definimos la imagen de X bajo la proyección
PΓ, denotada por PΓ(X), como el ciclo [q(BF (X))], es decir,

PΓ(X) =

{
deg(q) q(BF (X)) si dimq(BF (X)) = dimX

0 de otra forma

Proposición 1.2.3. ([38],Proposición 2.5) Sean una curva X ⊂ Pn lisa irreducible
proyectiva, el haz L = OX(1) y un subespacio lineal Γ ⊂ H0(Pn,OX(1)). Entonces

eL(FΓ) = deg(X)− degPΓ(X).

Demostración. Para n� 0,

X (OX(n)) = h0(OX(n))

= deg(OX(n)) + 1− g
= n · deg(OX(1)) + 1− g
= n · deg(X) + 1− g.

Entonces

deg(X) = c.p.n. X (OX(n)).

Consideremos la explosión BF (X) de X a lo largo de F y el morfismo q : BF (X)→ X
(ver diagrama 1.4).

deg PΓ(X) = deg (q) · deg q(B) Por definición

= deg q∗(OPm(1)) Por ecuación 2.9

= deg π∗(OX(1))(−E) Por 1.5

= deg π∗(F · OX(1))

= deg (π) · deg(F · OX(1)) Por ecuación 2.9

= deg (F · OX(1)) π es birracional

= deg(F) Por definición

= c.p.n. X (FnOX(n)).

Utilizando la definición de eL(FΓ) tenemos que

eL(FΓ) = c.p.n. X (O(n)/FnOX(n))

= c.p.n. X (OX(n))− c.p.n. X (FnOX(n))

= deg(X)− degPΓ(X)



Sea una variedad proyectiva X ⊂ Pn de dimensión r sobre C. Fijamos coordenadas
X0, X1, . . . , Xn de Pn y consideramos la forma de Chow FX de X. Sea

λ : C∗ → GL(n+ 1) (1.6)

t 7→


tρ0 0 0 . . . 0

0 tρ1 0 . . . 0
0 0 tρ3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . tρn

 · t−k, (1.7)

donde ρ0 ≥ ρ1 ≥ . . . ≥ ρn = 0, ρi ∈ Z y k es escogido de tal forma que λ es un subgrupo
a un parámetro de SL(n+ 1). Lo cual es equivalente a tener k =

∑n
i=0

ρi
n+1 . Definimos

la subgavilla de ideales I ⊂ OX×A1 por

I · [OX(1)⊗OA1 ] := subgavilla generada por {tρiXi, i = 0, 1. . . . , n}.

A continuación damos el criterio de Hilbert-Mumford para determinar la estabilidad
de Chow de una variedad proyectiva.

Teorema 1.2.4 (Criterio de Hilbert-Mumford). ([38], Proposición 2.9) Bajo las
hipótesis de arriba. La variedad proyectiva X ⊂ Pn de dimensión r es Chow estable
(resp. Chow semiestable) si, y sólo si,

eOX(1)⊗OA1
(I) <

r + 1

n+ 1
deg(X)

n∑
i=0

ρi (resp. ≤),

para todo subgrupo a un párametro λ : C∗ → SL(n+ 1).

En general es dif́ıcil utilizar el criterio de Hilbert-Mumford para decidir cuando una
variedad es Chow estable. Para curvas se tiene la siguiente cota.

Proposición 1.2.5. ([38], Proposición 4.10 y Corolario 4.11) Sea una curva C ⊂ Pn
con L = OC y la gavilla de ideales I = (tρiXi) ⊂ OC×A1 correspondientes a ρ0 ≥ ρ1 ≥
. . . ≥ ρn = 0. Si Ik = {a ∈ OC | tρka ∈ I}, entonces Ik ⊂ (Xk, . . . , Xn) y I0 ⊂ I1 ⊂
. . . ⊂ In = OC . Para cada sucesión de enteros positivos 0 = r0 < r1 < · · · < rl = n,
tenemos que

eOX(1)⊗OA1
(I) ≤

l−1∑
k=0

(ρrk+1
− ρrk)(eL(Irk) + eL(Irk+1

)).

1.2.2. Ejemplos de estabilidad de Chow

En esta sección demostramos que los puntos p ∈ Pn, variedades lineales y curvas
degeneradas son Chow inestables. Tal vez para los expertos es conocida la estabilidad
de Chow de puntos, variedades lineales y curvas degeneradas, pero en la literatura no
encontramos ninguna demostración por lo que las incluiremos. Primero demostramos
que un punto es Chow inestable, para esto, empezamos con la siguiente proposición.

Proposición 1.2.6. Sea un punto p = (p0 : p1 : . . . : pn) ∈ Pn. Si p0 = 0, entonces p
es Chow inestable.



Demostración. La forma de Chow de p está dada por

Fp(X0, . . . , Xn) = p0X0 + . . .+ pnXn.

Consideremos el subgrupo a un parámetro λ : C∗ → SL(n + 1) definido por λ(t) =
diag{tn, t−1, . . . , t−1}. Vamos a calcular los pesos de Fp con respecto a λ. La acción
está definida por

(λ(t), Fp(X0, . . . , Xn)) = Fp(λ(t)−1(X0, . . . , Xn))

= Fp(t
−nX0, tX1, . . . , tXn)

= p0t
−n + p1tX1 + . . .+ pntXn,

por lo tanto los pesos en pi están dados por −n si i = 0, y 1 si i ∈ {1, . . . , n}. Si p0 = 0,
µ(Fp, λ) = min{pesos | pi 6= 0} = 1 > 0. Por Teorema 1.1.7 concluimos que el punto es
Chow inestable.

El siguiente lema demuestra que las formas de Chow de puntos son transitivas, es
decir, para todo p, q ∈ Pn existe A ∈ SL(n+ 1) tal que

(A,Fp) = Fq.

Lema 1.2.7. Sea un punto p = (p0 : p1 : . . . : pn) ∈ Pn. Si p0 6= 0, entonces existe
una matriz B ∈ SL(n + 1) tal que (A,Fp) = Fq, donde q = (q0 : q1 : . . . : qn) ∈ Pn con
q0 = 0.

Demostración. Si n = 1, consideramos la matriz

B =

(
0 − 1

p0

p0 p1

)
∈ SL(2).

La acción está dada por

(B,Fp(X0, X1)) = Fp(B
−1(X0, X1))

= Fp(p1X0 +
1

p0
,−p0X0)

= p0(p1X0 +
1

p0
X1) + p1(−p0X0)

= X1

= Fq,

donde q = (0 : 1). Si n ≥ 2, sea

B =

 0 − 1
p0

0

p0 p1 0
0 0 In−1

 ∈ SL(n+ 1),



donde In−1 es la matriz identidad. La acción está dada por

(B,Fp(X0, . . . , Xn)) = Fp(B
−1(X0, . . . , Xn))

= Fp(p1X0 +
1

p0
X1,−p0X0, X2, . . . , Xn)

= p0p1X0 +X1 − p1p0X0 + p2X2 + . . .+ pnXn

= X1 + p2X2 + . . .+ pnXn

= Fq(X0, X1, . . . , Xn),

donde q = (0 : 1 : p2 : . . . : pn).

Teorema 1.2.8. Todo punto p ∈ Pn es Chow inestable.

Demostración. Si p0 = 0, entonces por la Proposición 1.2.6 el punto es Chow inestable.
Si p0 6= 0, por el Lema 1.2.7, la forma de Chow de p está en la misma órbita que la
forma de Chow del punto (0 : 1 : p2 : . . . : pn). Por la observación 1, el punto es Chow
inestable.

La siguiente variedad de la que estudiaremos su estabilidad de Chow es el hiperplano
en P2. Para esto, empezaremos con la siguiente proposición.

Proposición 1.2.9. Sea un hiperplano Z = V (a0Z0 + a1Z1 + a2Z2) ⊂ P2. Si a2 = 0,
entonces Z ⊂ Pn es Chow inestable.

Demostración. La forma de Chow de Z está dada por

FZ(X,Y ) = det

 a0 a1 a2

X0 X1 X2

Y0 Y1 Y2


= a0(X1Y2 −X2Y1) + a1(X2Y0 −X0Y2) + a2(X0Y1 −X1Y0).

Consideremos el subgrupo a un parámetro λ : C∗ → SL(3) definido por λ(t) = diag{t3, t1, t−4}.
Vamos a calcular los pesos de FZ con respecto a λ. La acción está definida por

(λ(t), FZ(X;Y )) = FZ(λ(t)−1X;λ(t)−1Y )

= FZ(t−3X0, t
−1X1, t

4X2; t−3Y0, t
−1Y1, t

4Y2)

= a0t
3[X1Y2 −X2Y1] + a1t[X2Y0 −X0Y2] + a2t

−4[X0Y1 −X1Y0],

por lo tanto los pesos de FZ con respecto a λ son 3, 1 y −4. Si a2 = 0, entonces
µ(FZ , λ) = min{3, 1} = 1 > 0, por el Teorema 1.1.7 el hiperplano es Chow inestable.

El siguiente lema demuestra que las formas de Chow de hiperplanos son transitivas,
es decir, para todo Z1, Z2 ⊂ P2 hiperplanos existe A ∈ SL(n+ 1) tal que

(A,FZ1) = FZ2 .

Lema 1.2.10. Sea un hiperplano Z = V (a0Z0 +a1Z1 +a2Z2) ⊂ P2. Si a2 6= 0, entonces
existe una matriz A ∈ SL(3) tal que (A,FZ) = FZ′ , donde Z

′
= V (a0Z0 − Z1).



Demostración. Consideremos la matriz

A =

 1 0 0
0 0 − 1

a2

0 a2 −a1

 ∈ SL(3).

La acción está determinada por

(A,FZ) = FZ(A−1X,A−1Y )

= F (X0,−a1X1 +
1

a2
X2, a2X1, Y0,−a1Y1 +

1

a2
Y2, a2Y1)

= a0(X1Y2 −X2Y1) + (X0Y2 −X2Y0)

= FZ′ ,

donde FZ′ es la forma de Chow del hiperplano Z ′ = V (a0Z0 − Z1) ⊂ P2.

Teorema 1.2.11. Todo hiperplano en P2 es Chow inestable.

Demostración. Sea un hiperplano Z = V (a0Z0 + a1Z1 + a2Z2) ⊂ P2. Si a2 = 0, por la
Proposición 1.2.9 Z es Chow inestable. Si a2 6= 0, por el Lema 1.2.10 la forma de Chow
FZ′ está en la misma órbita que el hiperplano dado por Z

′
= V (a0Z0 − Z1). Por la

observación 1 el hiperplano es Chow inestable.

El siguiente teorema determina la estabilidad de Chow de una variedad lineal.

Teorema 1.2.12. Toda variedad lineal X ⊂ Pn de dimensión k es Chow inestable.

Demostración. Haciendo cambio de coordenadas podemos suponer que X está deter-
minada por V (F1, . . . , Fn−k), donde Fi = Zk+i para i = 1, . . . , n−k. La forma de Chow
de X está dada por

FX = det

(
A B
0 In−k

)
,

donde

A =


X0,0 X0,1 . . . X0,k

X1,0 X1,1 . . . X1,k
...

...
. . .

...
Xk,0 Xk,1 . . . Xk,k

 , B =


X0,k+1 X0,k+2 . . . X0,n

X1,k+1 X1,k+2 . . . X1,n
...

...
. . .

...
Xk,k+1 Xk,k+2 . . . Xk,n


y In−k es la matriz identidad de n − k. Entonces FX = P0,1,2,...,k. Consideramos el
subgrupo a un parámetro λ : C∗ → SL(n+ 1) definido por λ(t) = diag{t−1, . . . , t−1, tn}.
En P0,1,2,...,k las variables Xi,j no aparecen para j = k + 1, . . . , n. Entonces

(λ(t), FX) = FX(λ(t)−1X0; . . . ;λ(t)−1Xk)

= tk+1P0,1,2,...,k,



tenemos que µ(FX , λ) = (k + 1) > 0. Por el Teorema 1.1.7 un subespacio lineal en Pn
es Chow inestable.

Decimos que una curva C ⊂ Pn es degenerada si existe un hiperplano H tal que
C ⊂ H. El siguiente teorema demuestra la existencia de curvas lisas Chow inestables.

Teorema 1.2.13. Si C ⊂ Pn es una curva proyectiva degenerada, entonces C es Chow
inestable.

Demostración. Sean las coordenadas X0, X1, . . . , Xn de Pn. Haciendo un cambio de
coordenadas supongamos que C ⊂ V (Xn). Consideremos la forma de Chow FC de C
entonces FC ∈ C[Y0, Y1], donde Yi = (Yi,0, . . . , Yi,n) para i = 0, 1. Sea la matriz P
definida por

P =

(
Y0,0 Y0,1 . . . Y0,n

Y1,0 Y1,1 . . . Y1,n

)
.

Denotamos por Pij el menor obtenido de tomar la i-ésima y la j-ésima columna. En-
tonces FC ∈ C[Pij ] con i < j y j 6= n, es decir, las variables Yi,n no aparece en
FC para i = 0, 1 ; ya que C ⊂ V (Xn). Consideremos el subgrupo a un parámetro
λ : C∗ → SL(n + 1) definido por λ(t) = diag{t−1, . . . , t−1, tn}. Los pesos de FC con
respecto a λ son positivos. Por lo tanto µ(FC , λ) > 0 y por el Teorema 1.1.7, C ⊂ Pn es
Chow inestable.

1.3. Estabilidad de Chow para hipersuperficies

En esta sección estudiamos la estabilidad de Chow cuando X = V (F ) ⊂ Pn es una
hipersuperficie de grado d. Si d = 1, entonces X es un hiperplano, por el Teorema 1.2.12
es Chow inestable. Entonces supongamos que d ≥ 2 y que X está determinada por un
polinomio homogéneo

F (Y0, . . . , Yn) =
∑

aIY
d−i1−...−in

0 Y i1
1 . . . Y in

n .

de grado d. Dado I = (i0, i1, . . . , in), denotamos por
∑
I =

∑n
j=0 ij y por Ĩ =

∑n
j=0(−1)jj·

ij . Sea la matriz P dada por

P =


X0,0 X0,1 . . . X0,n

X1,0 X1,1 . . . X1,n
...

...
. . .

...
Xn−1,0 Xn−1,1 . . . Xn−1,n

 .

Denotamos por Pj el determinante del menor obtenido de eliminar la (j + 1)-ésima
columna. La forma de Chow de X está determinada por

FX(X0;X1; . . . ;Xn−1) = F (P0,−P1, . . . , (−1)nPn)

=
∑

aIP
d−i1−...−in
0 (−P1)i1 . . . ((−1)nPn)in

=
∑

(−1)ĨaIP
d−i1−...−in
0 P i11 . . . P inn .



Esto demuestra que los coeficientes aI diferentes de 0 en F son los coeficientes de
FX multiplicados por números complejos diferentes de cero. A continuación damos un
ejemplo expĺıcito de como calcular la forma de Chow para una hipersuperficie en P2.

Ejemplo 1.3.1. Sea X = V (F ) ⊂ P2, donde F = F (X,Y, Z) = a1X + a2Y + a3Z.
Utilizando la notación de arriba, P es la matriz determinada por

P =

(
X0,0 X0,1 X0,2

X1,0 X1,1 X1,2

)
.

Por lo tanto, P0 = X0,1X1,1 − X0,2X1,0, P1 = X0,0X1,2 − X0,2X1,0 y P2 = X0,0X1,1 −
X0,1X1,0. La forma de Chow de X está determinada por

FX(X0;X1) = F (P0,−P1, P2)

= a0P0 + a1(−P1) + a2P2.

Para calcular los pesos de la forma de Chow con respecto a subgrupos a un parámetro
tenemos el siguiente teorema.

Lema 1.3.2. Sean una hipersuperficie X = V (F ) ⊂ Pn de grado d definida por

F =
∑

aIY
d−i1−...−in

0 Y i1
1 . . . Y in

n ,

y un subgrupo a un parámetro λ : C∗ → SL(n+1) definido por λ(t) = diag{tr0 , . . . , trn}.
El peso de la forma de Chow FX de X en aI es

dr0 + i1(r1 − r0) + . . .+ in(rn − r0).

Demostración. Consideremos un subgrupo a un parámetro λ : C∗ → SL(n+ 1) definido
por λ(t) = diag{tr0 , . . . , trn}, donde ri ∈ Z y r0 + r1 + . . . + rn = 0. Primero vamos a
calcular los pesos de Pj con respecto a λ; ya que estos nos ayudarán a calcular los pesos
de FX . La acción está dada por

(λ(t), Pj) = Pj(λ(t)−1X0; . . . ;λ(t)−1Xn−1)

= Pj(t
−r0X0,0 . . . , t

−rnX0,n; . . . ; t−r0Xn−1,0, . . . , t
−rnXn−1,n).

Recordemos que el polinomio Pj se obtiene de calcular el determinante del menor
eliminando la (j+ 1)-ésima columna, entonces las variables Xi,j no aparecen en Pj para
i = 0, 1, . . . , n.

Pj(t
−r0X0,0, . . . , t

−rnX0,n; . . . ; t−r0Xn−1,0, . . . , t
−rnXn−1,n)

= t−r0−r1−...−rj−1−rj+1−...−rnPj(X0, . . . , Xn−1)

= trjPj(X0, . . . , Xn−1).

El peso de Pj es rj . Ahora vamos a calcular los pesos de FX :



(λ(t), FX) = (λ(t),
∑

(−1)ĨaIP
d−i1−...−in
0 P i11 . . . P inn )

=
∑

(−1)ĨaI(λ(t), P0)d−i1−...−in(λ(t), P1)i1 . . . (λ(t), Pn)in

=
∑

(−1)ĨaI(t
r0P0)d−i1−...−in(tr1P1)i1 . . . (trnPn)in

=
∑

(−1)ĨaIt
(d−i1−...−in)r0+i1r1+...inrnP d−i1−...−in0 P i11 . . . P inn ,

Por lo tanto el peso de FX en el coeficiente aI es

dr0 + i1(r1 − r0) + . . .+ in(rn − r0).

La estabilidad de Chow para hipersuperficies no lisas de grado 2 está determinada
por el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3. Sea una hipersuperficie X = V (F ) ⊂ Pn de grado 2. Si X no es lisa,
entonces X es Chow inestable.

Demostración. Consideremos el polinomio F =
∑
aIY

2−i1−...−in
0 Y i1

1 . . . Y in
n que define

la hipersuperficie. Haciendo un cambio de coordenadas podemos suponer que (1 : 0 . . . :
0) ∈ F y no es lisa en este punto. Esto implica que aI = 0 para todo I tal que∑
I es igual a 0 ó 1. Sea un subgrupo a un parámetro λ : C→ SL(n+ 1) definido por

λ(t) = diag{tr0 , . . . , trn} tal que ri ∈ N para i = 1, . . . , n. Analizamos los pesos definidos
en aI tal que

∑
ai = 2. Supongamos que is1 = is2 = 1 para s1 ≥ s2 con sj ∈ {1, . . . , n}.

Por el Lema 1.3.2, el peso de FX en aI es

2r0 + (rs1 − r0) + (rs2 − r0) = rs1 + rs2 ,

entonces µ(FX , λ) = min{pesos |aI 6= 0} > 0. Por el Teorema 1.1.7, X = V (F ) ⊂ Pn es
Chow inestable.

El siguiente teorema clasifica las curvas planas Chow estables de grado 2.

Teorema 1.3.4. Sea una curva plana X = V (F ) ⊂ P2 de grado 2.

X lisa si, y sólo si, X es Chow semiestable.

Demostración.
⇐) Se sigue del Teorema. 1.3.3.

⇒) Consideramos el polinomio F =
∑
aIY

2−i−j
0 Y i

1Y
j

2 que define la curva plana.
Haciendo cambio de coordenadas podemos suponer que (1 : 0 : 0) ∈ F y su única
tangente en este punto está dada por Y2 = 0. Esto implica que a00 = a10 = 0 y
a01 6= 0. Consideremos un subgrupo a un parámetro λ : C∗ → SL(3) definido por
λ(t) = diag{tr0 , tr1 , tr2}, donde ri ∈ Z y r0 + r1 + r2 = 0. Vamos a demostrar que
µ(FX , λ) ≤ 0. Por el Lema 1.3.2, el peso de FX en a01 es

2r0 + (r2 − r0) = r0 + r2 = −r1.



Si r1 ≥ 0, entonces µ(FX , λ) ≤ 0 y es lo que queremos demostrar. Supongamos que
r1 < 0. Si a20 = 0, podemos escribir a F como

F (X,Y, Z) = a01XZ + a11Y Z + a02Z
2

= Z(a01X + a11Y + a02Z),

lo anterior implica que F no es lisa y lo cual es una contradicción. Por lo tanto a20 6= 0,
el peso de FX en a20 es

2r0 + 2(r1 − r0) = 2r1,

pero r1 < 0 lo cual implica que µ(FX , λ) < 0. Por lo tanto X es Chow semiestable.

El siguiente teorema determina la estabilidad de Chow para curvas planas lisas de
grado 3.

Teorema 1.3.5. Sea una curva X = V (F ) ⊂ P2 de grado 3.

Si X es lisa, entonces X es Chow estable.

Demostración. Consideremos el polinomio homogéneo F =
∑
aijX

3−i−jY iZj que de-
termina la curva plana. Haciendo cambio de coordenadas podemos suponer que (1 :
0 : 0) ∈ F y su única tangente en este punto está dada por Z = 0, esto implica que
a00 = a10 = 0 y a01 6= 0. Sea un subgrupo a un parámetro λ : C∗ → SL(3) definido
por λ(t) = diag{tr0 , tr1 , tr2}, donde ri ∈ Z y r0 + r1 + r2 = 0. Vamos a demostrar que
µ(FX , λ) < 0. Por el Lema 1.3.2, el peso de FX en a01 está dado por

3r0 + 0 · (r1 − r0) + (r2 − r0) = 2r0 + r2 = r0 − r1 = l,

donde l ∈ Z. Si l < 0, no hay nada que demostrar ya que µ(FX , λ) = min{ pesos |aij 6=
0} < 0. Sin pérdida de generalidad supongamos que l ≥ 0. Si r0 ≥ 0, hay dos casos para
l: 0 ≤ l ≤ r0 ó l > r0. Supongamos l ≤ r0, entonces r0 ≥ r1 ≥ 0. Si µ(FX , λ) ≥ 0, los
coeficientes a02 = a03 = a12 = 0, entonces podemos escribir a F de la siguiente forma

F (X,Y, Z) = a01X
2Z + a20XY

2 + a11XY Z + a30Y
3 + a21Y

2Z,

pero (0 : 0 : 1) no es un punto lisa de F , lo cual es una contradicción. Ahora supongamos
que l > r0 esto implica que r1 ≤ 0. Si µ(FX , λ) ≥ 0, entonces a30 = a03 = a21 = a12 = 0
y los coeficientes a20 y a02 no pueden ser ambos diferentes de cero. Si a20 = 0, F puede
ser escrito de la forma

F = a01X
2Z + a02XZ

2 + a11XY Z,

pero (0 : 1 : 0) no es un punto lisa de F , lo cual es una contradicción. Si a02 = 0, F
puede ser escrito de la forma

F = a01X
2Z + a20XY

2 + a11XY Z,



pero (0 : 0 : 1) no es un punto lisa, lo cual es una contradicción. Por lo tanto µ(FX , λ) < 0
para todos subgrupo a un parámetro λ y por lo tanto X es Chow semiestable. El caso
r0 < 0 se obtiene de forma similar.

La relación entre la P -estabilidad y la estabilidad de Chow para hipersuperficies
está dado por el siguiente teorema.

Teorema 1.3.6. Sea una hipersuperficie X = V (F ) ⊂ Pn de grado d.

X es P -estable (resp. P -semiestable) si, y sólo si, X es Chow estable (resp. Chow
semiestable).

Demostración. Consideremos un subgrupo a un parámetro λ : C∗ → SL(n+ 1) definido
por λ(t) = diag{tr0 , . . . , trn} con ri ∈ Z y r0 + . . .+ rn = 0. Por los Lemas 1.1.11 y 1.3.2
tenemos que

µ(FX , λ) = µ(F, λ−1) y µ(F, λ) = µ(FX , λ
−1). (1.8)

⇐) Si X es Chow estable (resp. Chow semiestable), entonces µ(FX , β) < 0 para todo
subgrupo a un parámetro β. Por la ecuación (1.8), µ(F, λ) = µ(FX , λ

−1) < 0 (resp. ≤).
Por el Teorema 1.1.7, X es P -estable (resp. P -semiestable).

⇒) Si X es P -estable (resp. P -semiestable), entonces µ(F, β) < 0 (resp. ≤) para
todo subgrupo a un parámetro β. Por la ecuación (1.8), µ(FX , λ) = µ(F, λ−1) < 0
(resp. ≤). Por el Teorema 1.1.7 X es Chow estable (resp. Chow semiestable).

En particular, la P -estabilidad de hipersuperficies ha sido estudiada (ver [39], Caṕıtu-
lo 4, Sección 2) y (ver [17], Caṕıtulo 10). Ésta nos permite determinar su estabilidad
de Chow. Cuando n = 2, las hipersuperficies son curvas planas, como se demostró en
el Teorema 1.1.12 su P -estabilidad depende del grado y del tipo de singularidades que
tiene la curva. La curva plana cuadrática es Chow semiestable si, y sólo si, es lisa (ver
Teorema 1.3.4). Para la curva plana cúbica tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3.7. Sea una curva C ⊂ P2 plana de grado 3. Se cumple las siguientes
afirmaciones

1. C es Chow semiestable si, y sólo si,

C no tiene puntos triples.

C no tiene puntos dobles con una única tangente.

2. C es Chow estable si, y sólo si, C lisa.

Demostración. El teorema se sigue por 1.3.6, 1.1.14 y 1.1.13.

Observación 2. En general, el Teorema 1.3.6 también implica la estabilidad de Chow
para curvas con valores de d más grandes. Por ejemplo, para las curvas planas de grado
4, las curvas cuspidales son P -semiestables (ver [24], Página 206) por lo tanto estas serán
Chow semiestables. Cuando d ≥ 4 en P2, la Chow semiestabilidad estará permitiendo
singularidades más complicadas (ver [38], Página 13).



Para terminar este caṕıtulo consideremos superficies en P3 de grado d. Si d = 1,
hemos demostrado que son Chow inestables (ver Teorema 1.2.12). Si d = 2 es estricta-
mente Chow semiestable si, y sólo si, la superficie es lisa.

Consideremos una superficie S = V (F ) ⊂ P3 de grado 3. Decimos que S tiene un
punto doble ordinario de tipo An si sus singularidades tienen ecuaciones locales de
tipo

x2 + y2 + zn+1.

Para superficies de grado 3 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.3.8. Sea una superficie S = V (F ) ⊂ P3 de grado 3. Se cumple las siguientes
afirmaciones

1. S es Chow estable si, y sólo si, S es lisa o tiene puntos dobles ordinarios de tipo
A1.

2. S es Chow semiestable si, y sólo si, S tiene puntos dobles ordinarios de tipo A2.

Demostración. En ([38], Página 15) demostraron la P -estabilidad (P -semiestabilidad)
bajo las hipótesis del Teorema, por el Teorema 1.3.6 tenemos que S es Chow estable
(Chow semiestable).

Observación 3. Para la P -estabilidad de superficies en P3 de grado 4, las condiciones
de Mumford (ver [38], Página 15) se obtiene para la estabilidad de Chow.





CAPÍTULO 2

Estabilidad de Chow para curvas
algebraicas

En ([38], Teorema 4.15), Mumford demostró que toda curva C lisa proyectiva irre-
ducible de género g, encajada por un sistema lineal completo de grado mayor a 2g, es
Chow estable. En el caso de Mumford, C está contenida en el espacio proyectivo Pd−g,
por lo tanto en este caṕıtulo estudiamos la estabilidad de Chow para curvas C ⊂ Pn
tal que el grado d y n son diferentes a 2g y d − g respectivamente. En este caṕıtulo
damos un criterio para decidir la estabilidad de Chow de la curva lisa. Concretamente,
demostramos que si el haz tangente TPn restringido a la curva C es estable entonces la
curva C ⊂ Pn es Chow estable (ver Teorema 2.3.1). En el caṕıtulo 1, demostramos la
existencia de curvas lisas las cuales son Chow inestables (ver Teorema 1.2.13).

2.1. Construcción del moduli de curvas

En esta sección recordamos la construcción del espacio moduli Mg de curvas lisas
proyectivas irreducibles de género g y explicamos una de las compactificaciones para
Mg haciendo uso de la teoŕıa de invariantes geométricos (GIT, por sus siglas en inglés).
Sea

Mg := { Curvas lisas proyectivas irreducibles}/ ∼= .

Nuestro objetivo es dar estructura de variedad y una compactificación para Mg.

Si g = 0, la única curva lisa es P1, por lo tanto M0 = {pto}. Si g = 1, la fun-
ción j-invariante de curvas eĺıpticas parametriza clases de isomorfismos de curvas lisas
proyectivas de género 1. Entonces M1 = A1 y M1 = P1, la cual se obtiene al agregar
la curva racional con un nodo ([25] Caṕıtulo 4, Sección 4).

Sean un entero n ≥ 3 y una curva C lisa irreducible proyectiva de género g ≥ 2. La
n-potencia del haz lineal canónico, Kn

C , es muy amplio y tiene grado d = n(2g− 2). Por
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el Teorema de Riemann Roch

h0(C,Kn
C) = deg(Kn

C) + 1− g
= n(2g − 2) + 1− g
= (g − 1)(2n− 1).

Cada base de H0(C,Kn
C) determina un encaje de C en P(H0(C,Kn

C)∗) = Pd−g como una
curva de grado d = 2n(g−1). La curva imagen es conocida como el modelo n-canónico
de C y su polinomio de Hilbert está dado por P (t) = dt+ 1− g. Los automorfismos de
Pd−g actúan en el esquema de Hilbert de la siguiente forma

PGL(d− g)×Hilbd−g,P (t) → Hilbd−g,P (t)

(Φ, C) 7→ ΦC.

Sean C,D ∈ Hilbd−g,P (t). Decimos que C es equivalente a D, si existe un automorfismo

Φ de Pd−g tal que C = ΦD. Es fácil ver que si Cn y Dn son dos modelos n-canónicos en

la misma órbita entonces C y D son isomorfas. Más aún, si C
φ→ D es un isomorfismo,

entonces φ induce un isomorfismo P(φ) : P(H0(C,Kn
C)∗) → P(H0(D,Kn

D)∗) tal que
P(φ)(Cn) = (Dn). Por lo tanto si C y D son dos curvas lisas de género g y Cn, Dn sus
n-modelos canónicos respectivamente, entonces C y D son isomorfas si, y sólo si, Cn y
Dn se encuentran en la misma órbita en Hilbd−g,P (t). Sea el lugar geométrico

K ⊂ Hilbd−g,P (t)

de curvas lisas n-canónicas en Pd−g con polinomio de Hilbert P (t) = dt+1−g. Entonces
K parametriza curvas lisas de género g encajadas con Kn

C en Pd−g, es decir,

K := {C
φ
↪→ Pd−g y φ∗(OPd−g(1)) = Kn

C}.

El conjunto K es localmente cerrado debido que el lugar geométrico de curvas lisas en
Hilbd−g,P (t) es abierto y la condición de φ∗(OPd−g(1)) = Kn

C es cerrada. Recordemos,
que existe M > 0 (ver Apéndice, Sección 5.4.2) tal que para cada m > M

im : K ⊂ Hilbd−g,P (t) ↪→ G(P (m), H0(Pd−g,OPd−g(m))) ↪→ P(∧P (m)H0(Pd−g,OPd−g(m)).

Sabemos que los automorfismos de Pd−g mandan curvas lisas n-canónicas a curvas lisas
n-canónicas, es decir, K es invariante mediante la acción de PGL(d − g) y sus órbitas
corresponden a clases de equivalencia de curvas lisas de género g. Por lo tanto tenemos
una acción

PGL(d− g)×K → K (2.1)

Decimos que [C] ∈ K es m-estable (resp. m-semiestable) si es PGL(d−g)-estable (resp.
PGL(d− g)-semiestable) por la acción (2.1).

Mumford demostró que para toda curva C lisa proyectiva irreducible de género g
encajada por un sistema lineal completo de grado mayor a 2g, existe M1 > 0 tal que [C]m
es m-estable para cada m > M1 (ver [24], Teorema 4.34). Fijemos m0 > Max{M,M1}.
Entonces todo punto en K es m0-estable y existe el cociente

Mg := K//PGL(d− g). (2.2)



Por el teorema fundamental de la teoŕıa de invariantes geométricos, existe una corre-
spondencia biyectiva entre los puntos de K/PGL(d−g) y las órbitas de PGL(d−g) sobre
K y éstas corresponden a clases de curvas lisas de género g. Más aún, como K es local-
mente cerrado en el esquema de Hilbert, entonces Mg es un esquema quasi-proyectivo.

Nuestro objetivo es explicar las ideas principales de la construcción de Mg para
g ≥ 2, utilizando la teoŕıa de invariantes geométricos. Mumford compactifica aMg con
curvas nodales. Una curva Deligne-Mumford estable es una curva conexa, reducida
tal que cada componente lisa racional intersecta a las demás componentes al menos tres
veces.

Similar a la construcción de Mg. Fijemos enteros g ≥ 2 y n ≥ 5. Sea una curva
X Deligne-Mumford estable y su gavilla dualizante ωX . La n-potencia de la gavilla
dualizante, ωnX , es muy amplia y tiene grado d = 2n(g−1). Por el Teorema de Riemann
Roch

h0(X,ωnX) = deg(ωnX) + 1− g
= n(2g − 2) + 1− g
= (2n− 1) · (g − 1).

Cada base de H0(X,ωnX) determina un encaje de X en P(H0(X,ωnX)∗) = Pd−g, como
una curva de grado d = 2n(g−1). Fijemos el esquema de Hilbert de Pd−g con polinomio
de Hilbert P (t) = dt+ 1− g. Recordemos que los automorfismos de Pd−g actúan lineal-
mente en el esquema de Hilbert y existe el concepto de m-punto de Hilbert estable (ver
Apéndice, Sección 5.4.2).

El Teorema principal para la construcción de Mg es el Teorema de estabilidad
potencial (ver [24], Caṕıtulo 4, Teorema 4.45), el cual afirma que para d > 9(g − 1)
existe M ∈ N que sólo depende de d y g, tal que si m ≥ M y para cada X ⊂ Pd−g
conexa con su m-punto de Hilbert semiestable es Deligne-Mumford estable.

Sea el lugar geométrico KD en Hilbd−g,P (t) de curvas Deligne-Mumford estables de

género g encajadas en Pd−g por la n-potencia de su gavilla dualizante. Consideremos el
lugar geométrico Kss de Hilbert semiestables en Hilbd−g,P (t). Sea

K̃ := KD ∩ Kss.

Tenemos las siguientes propiedades (ver [24], Caṕıtulo 4, Sección C):

1. Todos los puntos de K̃ son Hilbert estables.

2. K̃ es cerrado en Kss.

3. Para toda curvaX Deligne-Mumford estable, existe una única órbita en K̃ parametrizan-
do encajes de X en Pd−g.

4. Todos los puntos de K̃ parametrizan curvas Deligne-Mumford estables.

Como todo punto de K̃ es GIT-semiestable, entonces existe el cociente

Mg = K̃//PGL(d− g).



Por el teorema fundamental de la teoŕıa de invariantes geométricos, existe una corre-
spondencia biyectiva entre los puntos de K̃/PGL(d−g) y las órbitas de PGL(d−g) sobre
K̃ y corresponden a clases de curvas Deligne-Mumford estables de género g. Más aún,
como K̃ es cerrado en el esquema de Hilbert, entonces Mg es una esquema proyectivo.

2.2. Linealmente estable

En esta sección recordamos el concepto de linealmente estable introducido por Mum-
ford para variedades proyectivas (ver [38], Definición 2.16). Para el caso de curvas proyec-
tivas, ésta es una manera de determinar si la curva es Chow estable.

Sea una variedad proyectiva X ⊂ Pn de dimensión r. El grado reducido de X,
denotado por red. deg(X), es el cociente

red .deg(X) :=
deg(X)

n+ 1− r
.

Definición 2.2.1 ([38], Definición 2.16). Una variedad proyectiva X ⊂ Pn de dimensión
r es linealmente estable (resp. linealmente semiestable ) si para todo subespacio
lineal Un−m−1 ⊂ Pn de dimensión n−m− 1, tal que la imagen de X bajo la proyección
PU : Pn − U → Pm tiene dimensión r, tenemos que

red.deg(X) < red.deg([PU (X)]) ( resp. ≤).

En [38], Mumford demuestra el siguiente teorema, el cual es usado en el teorema
principal por lo que damos su demostración.

Teorema 2.2.2. ([38], Teorema 4.12) Si C ⊂ Pn una curva linealmente estable (resp.
linealmente semiestable), entonces C ⊂ Pn es Chow estable (resp. Chow semiestable).

Demostración. Demostramos el caso estable, el caso semiestable se sigue de forma
similar. Supongamos que C es linealmente estable. Consideremos un subgrupo a un
parámetro ρ : C∗ → SL(n+ 1). Sean X0, . . . , Xn las coordenadas de Pn tal que ρ puede
ser escrito de la siguiente forma

ρ : C∗ → SL(n+ 1)

t 7→


tρ0 0 . . . 0

0 tρ1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . tρn

 · t−k,

con ρ0 ≥ ρ1 ≥ . . . ≥ ρn = 0 y k =
∑n

i=0
ρi
n+1 . Denotamos las gavillas de ideales

I = (tρiXi) ⊂ OC×A1 y Ik = (Xk, . . . , Xn) ⊂ OC . Notemos que I =
∑n

i=1 t
ρkIk.

Consideremos la proyección desde el subespacio lineal Γk = (X0, . . . , Xk−1)

PΓk : Pn − Γk → Pn−k.

Por hipótesis C ⊂ Pn es linealmente estable, entonces



deg(PΓk(C))

n− k
>

deg(C)

n
. (2.3)

Por la Proposición 1.2.3, e(Ik) = deg(C) − deg(PΓk(C)), entonces la expresión 2.3
puede ser escrita como

deg(C)− e(Ik)
n− k

>
deg(C)

n
.

Equivalente a

e(Ik) <
k

n
deg(C).

Por la Proposición 1.2.5

eOX(1)⊗OA1
(I) < min

0=r0<r1<···<rl=N

( l−1∑
k=0

(rk+1 − rk)(eL(Irk) + eL(Irk+1
)

)

<
2 degC

n

(
min

0=r0<r1<···<rl=n

( l−1∑
k=0

(ρrk − ρrk+1
)(
rk + rk+1

2
)
))
.

El mı́nimo de lado derecho de la expresión anterior es obtenido precisamente para

0 = r0 < r1 < . . . < rl = n

tal que (rk, ρrk) son los vértices del poĺıgono de Newton de los puntos (k, ρk). Los puntos
(k, ρk) que no son vértices, se encuentran por arriba del poĺıgono de Newton y dado que
estos no afectan en el área del poĺıgono. Mas aún, esta expresión puede crecer entonces
podemos suponer que los puntos están sobre el poĺıgono. Entonces el mı́nimo puede ser
calculado cuando rk = k por lo tanto

min
0=r0<r1<···<rl=n

( l−1∑
k=0

(ρk − ρk+1)(
rk + rk+1

2
)
)

=
n∑
k=0

(ρk − ρk+1)(
2k + 1

2
)

=
1

2
ρ0 + ρ1 + · · · ρn−1 +

1

2
ρn

= ρ0 + · · · ρn −
1

2
(ρ0 + ρn)

≤ ρ0 + · · · ρn −
1

n+ 1
(ρ0 + · · ·+ ρn)

=
n

n+ 1
(ρ0 + · · ·+ ρn).

La última expresión, 1
2(ρ0 + ρn) ≥ 1

n+1(ρ0 + . . .+ ρn), la cual se sigue de la convexidad
del poĺıgono de Newton. Por lo tanto obtenemos la desigualdad

eOX(1)⊗OA1
(I) <

2 deg(C)

n+ 1

n∑
i=0

ρi.

Por el Teorema 1.2.4, C ⊂ Pn es Chow estable.



Sea un punto p ∈ X ⊂ Pn en una variedad proyectiva X de dimensión r. Para
un subespacio lineal N ⊂ Pn de dimensión n − r, sea el subespacio lineal M ⊂ N de
dimensión n− r − 1 tal que p /∈M . Definimos

Multp(resXPM ) := #(X ∩ P−1
M (y) ∩ V ),

donde y ∈ V una vecindad de PM (p) y PM : (Pn −M)→ Pr es la proyección canónica
con respecto al subespacio M .

Definición 2.2.3. Sean una variedad X ⊂ Pn de dimensión r y un punto p ∈ X. La
multiplicidad de X en p, denotada por Multp(X), está definida por

Multp(X) = minN⊂PnMultp(resXPM ),

para todo subespacio lineal N ⊂ Pn de dimensión n− r tal que {p} es una componente
de X ∩N .

El siguiente teorema nos permite clasificar las curvas planas linealmente estables.

Teorema 2.2.4 ([37],Teorema 5.11). Sea una curva C ⊂ Pn irreducible no degenerada
y un punto p en Pn. Entonces

Multp(C) =

{
deg(C)− deg[Pp(C)] si p ∈ C

0 si p /∈ C .

El siguiente teorema da la clasificación de curvas planas linealmente estables de
grado d.

Teorema 2.2.5. Sea una curva C ⊂ P2 plana de grado d.

C es linealmente estable si, y sólo si, Multp(C) < d
2 , (resp. ≤) para todo p ∈ C.

Demostración. En P2, únicamente podemos proyectar a P1 con respecto a un punto
p ∈ P2. Supongamos que p /∈ C, entonces deg([Pp(C)]) = deg(C) = d, la condición de
ser linealmente estable siempre se satisface. Ahora, si p ∈ C entonces deg([Pp(C)]) =
d−Multp(C). Por lo tanto, C es linealmente estable si, y sólo si,

d−Multp(C) = deg([Pp(C)]) >
deg(C)

2
=
d

2

si, y sólo si, Multp(C) < d
2 .

Recordemos que existe una relación entre la estabilidad lineal y la estabilidad de
Chow, por lo tanto tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.1. Sea una curva C ⊂ P2 plana de grado d. Si Multp(X) < d
2 (resp.

≤ d
2) para todo p ∈ C, entonces C es Chow estable (resp. Chow semiestable).

Demostración. Por el Teorema 2.2.5, C es linealmente estable y por el Teorema 2.2.2,
C es Chow estable.



2.3. Criterio para la estabilidad de Chow

Sea una curva C lisa proyectiva irreducible de género g. Un sistema lineal (L, V ) de
tipo (d, n+ 1) es generado si el morfismo evaluación

V ⊗OC → L

es sobreyectivo, es decir, para todo punto x ∈ C existe una sección s ∈ V tal que
s(x) 6= 0. Consideremos el haz vectorial, ML,V , definido por el kernel del morfismo
evaluación. Esto es, existe la siguiente sucesión exacta

0→ML,V → V ⊗O → L→ 0 (2.4)

de haces vectoriales. El haz ML,V es conocido como el haz de Sysygies o el haz
de Lazarsfeld. La estabilidad de los haces vectoriales ML,V y M∗L,V ha sido estudiada
de varios puntos desde vista, los cuales están relacionados con las variedades de Brill
Noether y con la estabilidad de TPn|C .

Si (L, V ) es un sistema lineal generado, entonces define un morfismo φL,V de la
siguiente forma

φL,V : C → P(V ∗) (2.5)

c 7→ {s ∈ V | s(c) = 0}. (2.6)

La sucesión de Euler está definida por

0→ OPn → V ⊗OPn(1)→ TPn → 0,

dualizando y tensorizando por OPn(1). Obtenemos

0→ (TPn)∗ ⊗OPn(1)→ V ⊗OPn → OPn(1)→ 0,

haciendo el pull-back con respecto a φL,V obtenemos

0→ φ∗L,V (TPn)∗ ⊗ L→ V ⊗OC → L→ 0.

Entonces
ML,V = φ∗L,V (TPn)∗ ⊗ L. (2.7)

Si φL,V es un encaje, entonces existen isomorfismos de haces vectoriales entre

TPn|φL,V (C)
∼= φ∗L,V (TPn) y OφL,V (C)(1) ∼= L.

Por lo tanto
ML,V = (TPn|C)∗ ⊗ L. (2.8)

De la sucesión 2.4, se obtiene la siguiente información acerca de ML,V .

M∗L,V tiene rango n.

det(M∗L,V ) = L, por lo tanto el grado de M∗L,V es d.

h0(M∗L,V ) ≥ h0(L).



M∗L,V es generado por sus secciones globales.

Sea un cociente Q de M∗L,V entonces Q está generado por sus secciones; ya que
tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

V ∗ ⊗OC → M∗L,V → 0

↓ ↓
H0(Q)⊗OC → Q

↓
0

Estudiamos la relación que existe entre los grados de φL,V (ver definición 2.5) y el grado
de la curva imagen φL,V (C). Recordemos que si f : X → Y es un morfismo finito
entre curvas lisas irreducibles proyectivas y L es un haz lineal sobre Y . Entonces ([25],
Caṕıtulo II, Proposición 6.9)

deg(f∗L) = deg(f) · deg(L). (2.9)

Supongamos que la curva imagen, φL,V (C), es lisa. Consideremos la siguiente factor-
ización

C → φL,V (C)
i→ P(V ∗).

Tenemos que

L = φ∗L,V (OPn(1)).

Entonces

deg(L) = deg(φ∗L,V (OPn(1)))

= deg(φL,V ) · deg(OPn(1)|φ(C))

= deg(φL,V ) · deg(φL,V (C)).

Por lo tanto

deg(L) = deg(φL,V ) · deg(φL,V (C)). (2.10)

Si el sistema lineal (L, V ) define un encaje, entonces deg(φL,V ) = 1 y por la ecuación
2.10 tenemos que

deg(L) = deg(φL,V (C)). (2.11)

El criterio de Hilbert-Mumford para determinar la estabilidad de Chow puede ser muy
complicado por lo cual damos el siguiente criterio para determinar la estabilidad de
Chow para curvas lisas proyectivas.

Teorema 2.3.1. Sea una curva C ⊂ Pn irreducible lisa proyectiva encajada por un
sistema lineal (L, V ) de tipo (d, n+ 1). Si la restricción del haz tangente de Pn a C es
estable (resp. semiestable), entonces C ⊂ Pn es Chow estable (resp. Chow semiestable).



Demostración. Vamos a demostrar el caso estable, el caso semiestable es similar solo
modificando desigualdades estrictas por desigualdades. Por la ecuación 2.8 tenemos que

TPn|C = M∗L,V ⊗ L.

Entonces la estabilidad de TPn|C es equivalente a la estabilidad de ML,V . Sea un sube-
spacio lineal W ⊂ V , tenemos el siguiente diagrama

0 → ML′ ,W → W ⊗OC → L
′ → 0

↓ ↓ ↓
0 → ML,V → V ⊗OC → L → 0,

donde L
′

es el haz lineal generado por W . Como ML,V es estable entonces

− deg(L
′
)

dimW − 1
= µ(ML′ ,W ) < µ(ML,V ) = −deg(L)

n
.

Dado que el grado de C es igual al grado de L y degPP(Ann(W ∗))(C) = deg(L
′
). Entonces

red. deg(PP(Ann W ∗)(C)) > red. deg(C),

esto implica que C ⊂ Pn es linealmente estable. Por el Teorema 1.2.4, C ⊂ Pn es Chow
estable.

Paranjape en su tesis demostró el siguiente lema, el cual nos ayudará en el estudio
de la estabilidad de M∗L,V .

Lema 2.3.2 ([41], Lema 3.1). Sea un haz vectorial E sobre C. Si E está generado por
sus secciones globales, entonces existe un subespacio V ⊂ H0(E) con dim(V ) = rk(E)+1
tal que V genera a E.

Consideremos un subhaz S ⊂ ML,V , entonces existen FS y un subespacio W ⊂ V
en el siguiente diagrama conmutativo

0 //S //� _

��

W ⊗OC //� _

��

FS //

α

��

0

0 //ML,V
//V ⊗OC //L //0.

En efecto, definimos W ↪→ V por W ∗ := Im(V ∗ → H0(S∗)), tenemos que W ∗ genera
a S∗. Por lo tanto definimos F ∗S := Ker(W ∗ ⊗O → S∗).

Observación 4. Algunas propiedades de estos objetos son las siguientes (ver [12])

1. La gavilla FS es generada y h0(F ∗S) = 0.

2. El morfismo inducido α : FS → L es diferente de cero.

Demostración. Si α es cero, entonces tenemos que W ⊗OC es un subhaz vectorial
de ML,V . Lo cual es una contradicción ya que ML,V no tiene sumandos triviales.



3. Si S es un haz vectorial maximal que desestabiliza a ML,V ,

entonces deg(FS) ≤ deg(I) donde I es Im(α).

rk(FS) = 1 si, y sólo si, deg(FS) = deg(I).

Demostración. Supongamos que S es un subhaz de ML,V de pendiente maximal.
Sea I := Im(α). Podemos formar el siguiente diagrama

0 → S → W ⊗OC → FS → 0
↓ ↓ ↓

0 → MI,W → W ⊗OC → I → 0
↓ ↓ ↓

0 → ML,V → V ⊗OC → L → 0,

(2.12)

donde MI,W es el haz de Sysygies del sistema lineal (I,W ). Dado que S es un
subhaz de ML,V de pendiente maximal y está contenido en MI,W , el cual es un
subhaz de ML,V , tenemos que

µ(S) ≥ µ(MI,W ).

Por el diagrama 2.12, tenemos que

µ(S) = − deg(FS)

dimW − rk(FS)
y µ(MI,W ) = − deg(I)

dimW − 1
. (2.13)

Por la ecuación 2.13

deg(FS) ≤ dimW − rk(FS)

dimW − 1
· deg(I).

Si rk(FS) > 1, obtenemos que

deg(FS) < deg(I).

Si deg(FS) = deg(I), entonces S = MI,W ya que S es un subhaz de MI,W y S es
de pendiente maximal. Por lo tanto FS = I.

Lema 2.3.3. Sean una curva C lisa proyectiva irreducibe y un sistema lineal (L, V )
generado sobre C de tipo (d, n+ 1). Supongamos que M∗L,V no es estable. Consideremos
un cociente estable Q de M∗L,V de pendiente minimal. Si rk(Q) = n−1, entonces existen
un subespacio lineal W ⊂ V de dimensión n y el siguiente diagrama conmutativo

0 → Q∗ → W ⊗OC → F → 0
↓ ↓ ↓

0 → ML,V → V ⊗OC → L → 0,

con deg(F ) = deg(I), donde I es el haz lineal generado por W .

Demostración. Como Q es un cociente estable de M∗L,V de pendiente minimal entonces

Q∗ es un subhaz estable de ML,V de pendiente maximal. Sea W̃ ∗ := Im(V ∗ → H0(Q)),

como V ∗ genera a Q entonces la dimensión de W̃ es n o n + 1. Supongamos que la



dimensión de W̃ es n, definimos a F ∗ := Ker(W̃ ∗ ⊗ OC → Q) tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

0 → Q∗ → W̃ ⊗OC → F → 0
↓ ↓ ↓

0 → ML,V → V ⊗OC → L → 0,

donde F es un haz lineal. Utilizando la observación 4 inciso 3) tenemos que deg(F ) =

deg(Ĩ), donde Ĩ es el haz lineal generado por W̃ .

Si la dimensión de W̃ es n+ 1, entonces la transformación lineal

V ∗ → H0(Q)

es inyectiva. Por el Lema 2.3.2, existe un subespacio W ⊂ V de dimensión n tal que W ∗

genera a Q. Consideremos F ∗ := Ker(W ∗ ⊗ OC → Q), tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

0 → Q∗ → W ⊗OC → F → 0
↓ ↓ ↓

0 → ML,V → V ⊗OC → L → 0,

donde F es un haz lineal. Utilizando la observación 4 inciso 3) tenemos que deg(F ) =
deg(I), donde I es el haz lineal generado por W . Que es lo queriamos demostrar.

En el siguiente teorema damos condiciones para la estabilidad de ML,V , denotamos
por h = h1(C,L).

Teorema 2.3.4. Sean una curva general C de género g ≥ 2 y un sistema lineal generado
(L, V ) de tipo (d, n+ 1) sobre C tal que n+ 1 = h0(C,L)− a para algún entero positivo
a. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Si a− h < 0, entonces ML,V es estable.

2. Si a− h = 0, entonces ML,V es semiestable.

3. Si a− h > 0, a(n− 1) < g y (L, V ) define un encaje, entonces ML,V es estable.

Demostración. Supongamos que d = g + s, s ∈ Z. Tenemos que

deg(M∗L,V ) = d := g + s, para s ∈ Z

Por el Teorema de Riemann Roch

n+ 1 = h0(C,L)− a
= d+ 1− g + h− a
= s+ h− a+ 1,

entonces rk(ML,V ) = n = s+ h− a.



1. Supongamos que M∗L,V no es estable, entonces existe un cociente estable Q de
M∗L,V tal que

µ(Q) ≤ µ(M∗L,V ),

lo cual es equivalente a

deg(Q) ≤ rk(Q)(
g + s

s− a+ h
). (2.14)

Afirmamos que h0(det(Q)) ≥ rk(Q) + 1. En efecto, M∗L,V es generado y Q es un
cociente entonces Q es generado y por el Lema 2.3.2 existe un subespacio lineal
W ⊂ H0(Q) de dimensión rk(Q)+1 que genera a Q. Tenemos la siguiente sucesión
exacta

0→ Q∗ →W ∗ ⊗OC → det(Q)→ 0,

la cual induce una sucesión exacta en cohomoloǵıa

0→ H0(Q∗)→W ∗ ⊗H0(OC)→ H0(det(Q))→ H1(Q∗).

Como Q∗ es estable y de grado negativo entonces H0(Q∗) = 0. Por lo tanto
h0(det(Q)) ≥ rk(Q) + 1. Dado que C es una curva general y det(Q) es un haz
lineal de grado deg(Q) con al menos rk(Q) + 1 secciones, entonces el número de
Brill-Noether

ρ(g,deg(Q), rk(Q) + 1) = g − (rk(Q) + 1)(g − deg(Q) + rk(Q))

= (rk(Q) + 1) deg(Q)− rk(Q)) · (rk(Q) + 1)− rk(Q) · g,

es no negativo. Esto es

0 ≤ ρ = (rk(Q) + 1) · deg(Q)− rk(Q) · (rk(Q) + 1)− rk(Q) · g (2.15)

≤ rk(Q) · [(rk(Q) + 1) · ( g + s

s− a+ h
)− (rk(Q) + 1)− g] (2.16)

= rk(Q) · [(rk(Q) + 1) · (g + a− h
s− a+ h

)− g] (2.17)

= rk(Q) · [(rk(Q) + 1) · (g + a− h
n

)− g], (2.18)

Si a − h > 0, tenemos que la expresión 2.18 es estrictamente menor a cero. Con-
tradiciendo que el número de Brill Noether es no negativo. Por lo tanto M∗L,V es
estable.

2. SiM∗L,V no es semiestable, existe un cocienteQ deM∗L,V tal que la desigualdad 2.14
es estricta. Similarmente que en 1), tenemos que la desigualdad 2.16 es estricta.
Entonces

0 ≤ ρ < rk(Q) · [(rk(Q) + 1) · (g + a− h
n

)− g], (2.19)

Si a − h = 0, la expresión 2.19 es menor o igual a cero. Contradiciendo que el
número de Brill Noether es no negativo. Por lo tanto M∗L,V es semiestable.



3. Supongamos que M∗L,V no es estable, entonces existe un cociente estable Q de
M∗L,V tal que

µ(Q) ≤ µ(M∗L,V ).

Similar a 1), tenemos que

0 ≤ ρ ≤ rk(Q) · [(rk(Q) + 1) · (g + a− h
n

)− g], (2.20)

Si rk(Q) ≤ n− 2 y a(n− 1) < g, la expresión 2.20 es estrictamente menor a cero.
Esto es una contradicción; ya que el número de Brill Noether es no negativo. Por
lo tanto

µ(Q) > µ(M∗L,V ) (2.21)

para todo cociente Q de M∗L,V con rk(Q) ≤ n− 2.

Supongamos que rk(Q) = n−1. La siguiente observación nos ayudará a demostrar
lo deseado. Por hipótesis C es una curva Brill-Noether y L es una haz lineal de
grado d con al menos n+ 1 secciones entonces el número de Brill Noether

ρ(g, d, n+ 1) = g − (n+ 1) · (g − d+ n)

es no negativo. Equivalente a

d ≥ n+ g −
⌊

g

n+ 1

⌋
> n. (2.22)

Por el Lema 2.3.3, existe el siguiente diagrama conmutativo

0 → Q∗ → W ⊗OC → F → 0
↓ ↓ ↓

0 → ML,V → V ⊗OC → L → 0,

donde W ↪→ V está definido por W ∗ := Im(V ∗ → H0(Q)) y F ∗ := Ker(W ∗ ⊗
OC → Q). Más aún, F es lineal y por observación 4 inciso 3, deg(F ) = deg(I),
donde I es el haz lineal generado por W . Tenemos que deg(I) = deg[Pp(φL,V (C))],
donde Pp es la proyección de φL,V (C) para algún p ∈ φL,V (C).

Dado que (L, V ) define un encaje, por la ecuación 2.11 deg(L) = deg(φL,V (C))
y φL,V (C) es lisa entonces Multp(φL,V (C)) = 1 para todo p ∈ φL,V (C) . Por lo
tanto

deg[Pp(φL,V (C))] = deg(φL,V (C))−Multp(φL,V (C)) Por el Teorema 2.2.4

= deg(φL,V (C))− 1 Multp = 1

= deg(L)− 1 Por ecuación 2.11

= d− 1.

Entonces

deg(F ) = deg(I)

= deg[Pp(φL,V (C))]

= d− 1.



Por la ecuación 2.22, tenemos que

µ(Q) =
deg(Q)

n− 1
=

deg(F )

n− 1
=
d− 1

n− 1
>
d

n
= µ(M∗L,V ), (2.23)

Por ecuaciones 2.21 y 2.23 tenemos que µ(Q) > µ(M∗L,V ) para todo cociente Q de
M∗L,V . Por lo tanto M∗L,V es estable.

Corolario 2.3.1. Sea una curva general C ⊂ Pn encajada por un sistema lineal (L, V )
de tipo (d, n+ 1). Supongamos que n+ 1 = h0(C,L)− a, donde a es un entero positivo
y sea h := h1(C,L) Si a− h > 0 y g > a(n− 1), entonces C es Chow estable.

Sea una curva C lisa proyectiva. Decimos que C es de Petri si para cada haz lineal
L sobre C, el morfismo producto

µ : H0(C,L)⊗H0(C,L∗ ⊗KC)→ H0(C,KC) (2.24)

es inyectivo. La condición de Petri es una propiedad abierta (ver [4], Caṕıtulo XXI,
Proposición 3.20), es decir, para toda familia p : C → S de curvas lisas proyectivas
parametrizadas por S, el conjunto

{s ∈ S|p−1(s) = Cs es Petri}

es abierto en S. Esto implica que el conjunto de curvas de Petri determinan un abierto
no vacio en el espacio moduli Mg de curvas lisas proyectivas. En [11], U.N. Bhosle, L.
Brambila-Paz y P.E. Newstead dieron condiciones para la estabilidad de ML,V sobre
una curva de Petri.

Teorema 2.3.5. ([11], Teorema 6.1) Sea una curva C de Petri de género g. Supongamos
que (L, V ) es un sistema lineal general de tipo (d, n+1) con n ≥ 5 y g ≥ 2n−4. Entonces
ML,V es estable.

2.4. Estabilidad lineal vs estabilidad

En esta sección definimos el concepto de linealmente estable para sistemas lineales
generados y lo relacionamos con la estabilidad lineal de la curva imagen.

Definición 2.4.1. Sean una curva C irreducible lisa proyectiva de género g ≥ 2 y
un sistema lineal generado (L, V ). Decimos que (L, V ) es linealmente estable (resp.
linealmente semiestable) si para todo subespacio lineal W ⊂ V tenemos que

deg(L
′
)

dim(W )− 1
>

deg(L)

n
(resp. ≥),

donde L
′

es el haz lineal generado por W . Esto es, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

0 → ML′ ,W → W ⊗OC → L
′ → 0

↓ ↓ ↓
0 → ML,V → V ⊗OC → L → 0,



Se han definido dos conceptos de linealmente estable: el primero para curvas C ⊂ Pn
y el segundo para sistemas lineales (L, V ) sobre la curva. El siguiente corolario da la
relación que existen entre ambas definiciones.

Corolario 2.4.1. Sean una curva C irreducible proyectiva lisa y un sistema lineal (L, V )
definiendo un encaje φL,V . Si (L, V ) es linealmente estable, entonces φL,V (C) ⊂ Pn es
linealmente estable.

Demostración. Ver Teorema 2.3.1.

En [33], E. Mistretta y L. Stoppino estudiaron condiciones para que la estabilidad
lineal de un sistema lineal (L, V ) implique la estabilidad de ML,V obteniendo resultados
parciales sobre el ı́ndice de Clifford. En el siguiente teorema damos condiciones sobre la
codimensión del subespacio de secciones y el género de la curva para que la estabilidad
lineal del sistema (L, V ) implique la estabilidad de ML,V , denotamos por h := h1(C,L).

Teorema 2.4.2. Sean una curva general C de género g ≥ 2 y un sistema lineal generado
(L, V ) de tipo (d, n + 1) sobre C tal que n + 1 = h0(C,L) − a, para algún a ∈ N.
Supongamos que a−h > 0 y a(n−1) < g. Entonces ML,V es estable (resp. semiestable)
si, y sólo si, (L, V ) es linealmente estable (resp. linealmente semiestable).

Demostración.

⇒) Si ML,V es estable (resp. semiestable), entonces (L, V ) es linealmente estable
(resp. semiestable).

⇐) Razonaremos por contradicción. Supongamos que M∗L,V no es estable, entonces
existe un cociente estable Q de M∗L,V tal que

µ(Q) ≤ µ(M∗L,V ).

Similar a el Teorema 2.3.4, tenemos que

0 ≤ ρ ≤ rk(Q) · [(rk(Q) + 1) · (g + a− h
n

)− g], (2.25)

Si rk(Q) ≤ n− 2 y a(n− 1) < g, la expresión 2.25 es estrictamente menor a cero.
Esto es una contradicción ya que el número de Brill Noether es no negativo. Por
lo tanto

µ(Q) > µ(M∗L,V ) (2.26)

para todo cociente Q de M∗L,V con rk(Q) ≤ n− 2.

Si Q es de rango n−1. Por el Lema 2.3.3, existe el siguiente diagrama conmutativo

0 → Q∗ → W ⊗OC → F → 0
↓ ↓ ↓

0 → ML,V → V ⊗OC → L → 0,

donde W está definido por W ∗ := Im(V ∗ → H0(Q)) y F ∗ := Ker(W ∗⊗OC → Q).
Más aún, F es lineal y por la observación 4 insiso 3, deg(F ) = deg(I), donde I es
el haz lineal generado por W . Como (L, V ) es linealmente estable entonces

µ(Q) =
deg(F )

n− 1
=

deg(I)

n− 1
>

deg(L)

n
= µ(M∗L,V ),

lo cual es una contradicción. Por lo tanto M∗L,V es estable.



2.5. Aplicaciones de estabilidad de Chow para curvas al-
gebraicas

Sea una curva C irreducible proyectiva lisa de género g ≥ 1. Existen dos conceptos
definidos sobre la curva y los sistemas lineales relacionados con la estabilidad del haz de
Sysygies como lo son: el ı́ndice de Clifford de la curva y el encaje de Clifford. En esta
sección damos un repaso al material relevante sobre la estabilidad del haz de Sysygies
sobre la curva, el Teorema 2.3.1 nos permite determinar la estabilidad de Chow de la
curva.

Es bien conocido que para curvas lisas irreducibles y sistemas lineales completos,
ML es estable si d > 2g y semiestable si d = 2g ([18], Proposición 3.2). Más aún,
en [42] Paranjape y Ramanan consideran el caso (KC , H

0(KC)), donde KC es el haz
lineal canónico sobre C y demuestran que MKC es semiestable, y es estable si C no es
hipereĺıptica.

Usando el Teorema 2.3.1, podemos escribir los resultados anteriores de la siguiente
manera:

Corolario 2.5.1. Sea una curva C lisa irreducible encajada por un sistema lineal
(L,H0(C,L)) completo. Se cumple las siguientes afirmaciones:

1. Si d ≥ 2g, entonces C ⊂ Pd−g es Chow semiestable.

2. Si d > 2g, entonces C ⊂ Pd−g es Chow estable.

3. Si C es hipereĺıptica, entonces φKC ,H0(KC)(C) ⊂ Pg−1 es Chow semiestable.

4. Si C no es hiperĺıptica, entonces φKC ,H0(KC)(C) ⊂ Pg−1 es Chow estable.

2.5.1. Curvas de Petri y generales

En el caso de una curva general, Schneider demostró la semiestabilidad de ML para
el caso completo.

Corolario 2.5.2. Sean una curva general C de género g ≥ 2 y un haz lineal L generado
por sus secciones globales entonces C es Chow semiestable.

Demostración. En ([46]) se demostró que ML es semiestable entonces por el Teorema
2.3.1 C es Chow semiestable.

Corolario 2.5.3. Sean una curva Brill Noether C y un sistema lineal general (L, V ) de
tipo (d, n + 1). Entonces φL,V (C) ⊂ Pn es Chow semiestable. Más aún, φL,V (C) ⊂ Pn
es Chow estable si una de las siguientes condiciones se satisface:

1. C es una curva general de género g ≥ 2 y MCD(d, n) = 1.

2. C es una curva de género g = 1, d ≥ n+ 1 y MCD(d, n) = 1.

3. C es una curva de género g = 2, d ≥ n+ 2 con d 6= 2n.

4. C es una curva de Petri de género g ≥ 3 y n ≤ 4.



5. C es una curva de Petri de género n ≥ 5 y g ≥ 2(n− 2).

Demostración. Por el Teorema 2.3.1, únicamente tenemos que demostrar que bajo nues-
tras hipótesis el haz vectorial ML,V es estable. La semiestabilidad de ML,V fue demostra-
da en ([11],Teorema 5.1) para curvas generales C con (L, V ) general. El Caso (1) se sigue
inmediatamente de la igualdad MCD(d, n) = 1 y la semiestabilidad de ML,V . Para (2)
y (3), la semiestabilidad de ML,V fue demostrada en [40]. Para (2), la semiestabili-
dad de ML,V y la condición MCD(d, n) = 1 se obtiene la estabilidad de ML,V . En
([7],Proposición 6.5) y ([10],Teorema 8.2) demostraron que ML,V es estable si C es una
curva de género g = 2, d ≥ n+2 con d 6= 2n. Si C es una curva de Petri de género g ≥ 3,
la estabilidad de ML,V fue demostrada en ([10]) cuando n ≤ 4, esto demuestra (4).
Para (5), la estabilidad de ML,V fue demostrada en ([11],Teorema 6.1) cuando n ≥ 5 y
g ≥ 2(n− 2) sobre una curva de Petri.

2.5.2. Curvas Especiales

En esta sección damos ejemplos de curvas tal que existen sistemas lineales de tipo
(d, n + 1), pero el número de Brill-Noether ρ(g, d, n + 1) es negativo. Sea una curva
C proyectiva irreducible de género g ≥ 2. Denotamos por γ := Cliff(C) el ı́ndice de
Clifford de la curva. Para cada k ≥ 2, en ([8]) se define un número positivo, denotado
por du(k, g, γ), de la siguiente forma

du(k, g, γ) :=

{
k + g − 1 + g−1

k−1 si γ ≥ g − k
2k + γ + γ

k−1 si γ < g − k.

Notemos que si g ≤ k, entonces du(k, g, γ) ≤ 2k. También definieron un número
positivo, denotado por dl(k, g, γ), como sigue

dl(k, g, γ) :=

{
k + g − 1 si γ ≥ g − k
2k + γ si γ < g − k.

El siguiente corolario es un criterio para decidir la estabilidad de Chow para curvas
especiales.

Corolario 2.5.4. Sea una curva C de género g ≥ 2 con ı́ndice de Clifford γ y un
sistema lineal (L, V ) de tipo (d, n + 1). Si dl(n, g, γ) ≤ d ≤ du(n, g, γ), entonces C es
Chow estable.

Demostración. En ([8], Teorema 4.3) demostraron bajo las condiciones del teorema que
φ∗L,V (TPn) es estable. Por el Teorema 2.3.1, C es Chow estable.

2.5.3. Casos particulares: Índice de Clifford y dimensión de Clifford

En esta sección estudiamos los haces lineales que calculan el ı́ndice de Clifford y los
relacionaremos con la estabilidad de Chow de la curva.

El ı́ndice de Clifford de un haz lineal L sobre C está definido por

Cliff(L) := deg(L)− 2(h0(L)− 1),



y el ı́ndice de Clifford de la curva está definido como

Cliff(C) := min{Cliff(L)| h0(L), h1(L) ≥ 2}.

El Teorema de Clifford afirma que:

Cliff(C) ≥ 0 para toda curva lisa.

Cliff(C) = 0 si, y sólo si, C es hipereĺıptica.

Si C es general, el ı́ndice de Clifford es
⌊
g−1

2

⌋
.

Corolario 2.5.5. Sea una curva C lisa proyectiva de género g ≥ 2 y un haz lineal L
sobre C generado por sus secciones globales:

1. Si Cliff(C) ≥ Cliff(L), entonces C es Chow semiestable.

2. Si h1(C,L) = 1 y Cliff(C) > 0 ó Cliff(C) > Cliff(L), entonces C es Chow estable.

Demostración. En ([13], Proposición 1.2) se demostró bajo las condiciones del teorema
que ML es semiestable (estable), por el Teorema 2.3.1 C es Chow semiestable (estable).

Observación 5. Sea un haz lineal L sobre C. Decimos que L calcula el ı́ndice de
Clifford si

Cliff(L) = Cliff(C),

y h0(L), h1(L) ≥ 2. Por la Proposición 2.5.5 podemos afirmar que si L es un haz lineal
generado por sus secciones globales que calcula el ı́ndice de Clifford entonces la curva
es Chow semiestable.

Corolario 2.5.6. Sean una curva C lisa proyectiva de género g ≥ 2 y un haz lineal L
sobre C generado por sus secciones globales tal que deg(L) ≥ 2g − Cliff(C). Entonces

1. C es Chow semiestable

2. C es Chow estable excepto cuando deg(L) = 2g con C hipereĺıptica o L ∼= K(p+q),
p, q ∈ C.

Demostración. En ([13], Teorema 1.3) se demostró la estabilidad (semiestabilidad) de
ML bajo estas condiciones, por el Teorema 2.3.1 C es Chow estable (semiestble).

La dimensión de Clifford de C está definida por

n := min{h0(C,L)− 1| L calcula el ı́ndice de Clifford de C }.

Si n ≥ 2, entonces cada haz lineal L que calcula la dimensión de Clifford es muy amplio,
es decir, define un encaje

φL : C → P(H0(C,L)∗)

de C en P(H0(C,L)∗). El morfismo φL es llamado un encaje de Clifford.

Corolario 2.5.7. Sea una curva C proyectiva lisa con dimensión de Clifford n ≥ 3,
ı́ndice de Clifford γ = 2n− 3 y género g = 4n− 2 entonces C es Chow estable.

Demostración. En ([8], Corolario 5.2) demostraron que el haz tangente, φ∗L(TPn), es
estable entonces por el Teorema 2.3.1 C ⊂ Pn es Chow estable.



CAPÍTULO 3

Esquema de Hilbert de curvas
Chow estables

Consideremos el esquema de Hilbert Hilbn,P (t) de Pn con polinomio de Hilbert P (t) =

dt + 1 − g. Para enteros positivos d, g y n tales que d − g > n −
⌊

g
n+1

⌋
, describimos

un abierto liso de una componente, denotada por HilbChn,P (t), del esquema de Hilbert
Hilbn,P (t) tal que toda curva en el abierto es una curva de Petri sin automorfismos
Chow estable.

3.1. Variedades de Brill Noether moviendo la curva

En esta sección recordamos las propiedades de los haces lineales de Poincaré y las
variedades de Brill Noether para una familia de curvas lisas de género g. En este caṕıtulo,
p : C → S será una familia de curvas lisas irreducibles proyectivas de género g ≥
2 parametrizadas por un esquema o espacio anaĺıtico S. Denotamos por Cs la curva
representada por el punto s ∈ S, esto es, Cs := p−1(s).

Sea un entero positivo d. Supongamos que la familia p tiene una sección entonces
existen un esquema sobre S (ver [4], Caṕıtulo XXI, Teorema 2.1)

Picd(p)→ S

y un haz lineal Ld = Ld(p) sobre C×SPicd(p) de grado d sobre las fibras de p satisfaciendo
la siguiente propiedad universal:

Para cada morfismo f : T → S y haz lineal L sobre C ×S T de grado d sobre las
fibras de p, existe un único levantamiento φ : T → Picd(p) de f tal que

L = (id× φ)∗Ld ⊗ q∗(Q),

donde Q es un haz lineal sobre T (ver [4], Caṕıtulo XXI, Teorema 2.1). El haz lineal Ld
es llamado un haz de Poincaré de grado d.
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Los puntos de Picd(p) son parejas (s, Ls) con s ∈ S y Ls es un haz lineal de grado
d sobre la curva Cs.

Una familia de sistemas lineales, gnd , sobre p : C → S parametrizada por un
esquema f : T → S sobre S, es una pareja (L,H), donde L es un haz lineal sobre
CT = C ×S T de grado d sobre las fibras de p y un subhaz vectorial H de P∗T (L) de
rango n + 1 tal que Ht es un subespacio vectorial de H0(P−1

T (t),Lt), para t ∈ T ([4],
Caṕıtulo XXI, Definición 3.12).

Dos familias (L,H) y (L′ ,H′) parametrizadas por un esquema T sobre S son equiv-

alentes, si existe un haz lineal Q sobre T y un isomorfismo L′
∼=→ L ⊗ P ∗T (Q), el cual

induce un isomorfismo de haces vectoriales

H′
∼=→ H⊗Q.

El funtor

Gnd : Sch/S −→ Sets

T 7−→
{

clases de equivalencias de familias gnd
′s sobre

p:C→S parametrizadas por T

}
.

es representable (ver [4], Caṕıtulo XXI, Teorema 3.13) por un esquema Gnd (p). Esto es,
existe una pareja (L,H), donde L es un haz lineal sobre CG := Gnd (p)×S C y un subhaz
vectorial H ⊂ P∗G(L) sobre Gnd (p) de rango n+ 1.

El soporte de Gnd (p) está dado por

Supp(Gnd (p)) = {(Cs, (Ls, Vs))|Ls ∈ Picd(Cs), Vs ∈ G(n+ 1, H0(Cs, Ls))}.

Teorema 3.1.1 ([4]). El morfismo Gnd (p)
f→ S es propio.

Demostración. El morfismo f se factoriza de la siguiente forma

Gnd (p)
X→ Picd(p)→ S.

donde X está dado por

Gnd (p)
i //

X

&&

G(n+ 1, E0)

π
��

Picd(p),

donde E0 es un haz vectorial sobre Picd(p) (ver [4], Caṕıtulo XXI, Página 789). Ya que
Gnd (p) es un subesquema cerrado de G(n+ 1, E0) entonces el morfismo i es proyectivo.
π es proyectivo por que el haz grasmaniano G(n + 1, E0) es una variedad proyectiva,
por lo tanto X es proyectivo. Por (ver [4], Caṕıtulo XXI, Teorema 2.8) Picd(p)→ S es
proyectivo. Por lo tanto f es proyectivo. En particular, f es propio (ver [25], Caṕıtulo
2, Teorema 4.9).

Observación 6. Si la familia p : C → S consiste de una sola curva C, es decir, S es
únicamente un punto, entonces las variedades Gnd (p) son las variedades Gnd (C).



Observación 7. Es bien conocido que el funtor Gnd (p) es representable únicamente
cuando la familia p : C → S parametrizada por S tiene una sección. Sin embargo, si p
no tiene sección siempre existen los esquemas Gnd (p) sobre S parametrizando sistemas
lineales de tipo (d, n+ 1) sobre p. En la categoŕıa anaĺıtica existe una cubierta abierta
{Uα} de S tal que las familias pα : Cα → Uα tienen una sección anaĺıtica. Por ([4],
Caṕıtulo XXI, Teorema 3.13), existen espacios anaĺıticos Gnd (pα) y por la propiedad
universal podemos pegar {Gnd (pα)} para obtener un espacio anaĺıtico Gnd (p).

Para probar la existencia de Gnd (p) en la categoŕıa de esquemas usamos el siguiente
lema.

Lema 3.1.2. ([4], Caṕıtulo XXI, Lema 2.12)

Sean morfismos Z
π→ Y

′ f→ Y de esquemas tal que f es étale y finito. Denotamos por
Zan, Y

′
an, Yan los espacios anaĺıticos asociados a Z, Y

′
, Y respectivamente. Consideremos

π
′
an y fan los morfismos anaĺıticos asociados a π

′
y f . Supongamos que existe el diagrama

Zan
//

π
′
an ��

X̃

π

��
Y
′
an

fan //Yan,

(3.1)

de espacios anaĺıticos. Entonces existen un esquema X y un morfismo Z
F→ X → Y de

esquemas tal que el diagrama

Z
F //

π
′
��

X

π
��

Y
′ f //Y

,

es cartesiano y tiene al diagrama 3.1 como el diagrama subyacente de espacios anaĺıticos.
Más aún X es único salvo isomorfismos.

Sean una cubierta {Uα} de S y morfismos fα : U
′
α → Uα étales, finitos de cambio de

base
C′α := U

′
α ×Uα Cα //

p
′
α
��

Cα
pα

��
U
′
α

fα //Uα,

(3.2)

tal que las familias p
′
α tienen una sección. Para cada α, existe una proyección natural

de espacios anaĺıticos

Gnd (p
′
α)→ Gnd (pα).

Por el Lema 3.1.2 Gnd (pα) tiene estructura de esquema. Más aún, por la unicidad del
mismo Lema, Gnd (p) tiene estructura de esquema.

Denotamos por Mg el espacio móduli de curvas lisas proyectivas de género g. Sea

S :=M0
g ∩ Pg,

donde M0
g es el sublugar geométrico de Mg de curvas lisas sin automorfismos y Pg el

sublocus abierto de Mg de curvas de Petri [ver [4], Caṕıtulo XXI, Proposición 3.20].



Mg es un esquema entero y S es un abierto no vacio deMg debido a queM0
g y Pg son

abiertos entonces S es un esquema entero.

Dado queM0
g es un espacio moduli fino (ver [24]), y S ⊂M0

g es un abierto entonces
existe una familia universal que parametriza los objetos de S. Esto es, existe un esquema
C y un morfismo

p0 : C → S (3.3)

plano y propio tal que para cada s ∈ S, p−1(s) = Cs es una curva de Petri sin automor-
fismos. Utilizaremos las construcciones de las variedades de Brill-Noether moviendo la
curva para la familia 3.3 y denotamos por

Picd := Picd(p0) y Gnd := Gnd (p0).

Proposición 3.1.3. Gnd es un esquema noetheriano, separado y de tipo finito.

Demostración. S es un esquema noetheriano, separado y de tipo finito. Por el Teorema

3.1.1, Gnd
f→ S es un morfismo propio y por el Teorema 5.1.4 en el apéndice Gnd es

noetheriano, separado y de tipo finito.

Teorema 3.1.4.

1. Si el número de Brill-Noether ρ(g, d, n+ 1) = g − (n+ 1)(n− d+ g) es negativo,
entonces Gnd es vaćıa. Si ρ ≥ 0, entonces Gnd es no vaćıa.

2. Si ρ(g, d, n+ 1) > 0, entonces Gnd es irreducible y lisa de dimensión 3g − 3 + ρ.

Para la demostación del Teorema 3.1.4 se hará uso de los siguientes lemas y el
Teorema de conexidad de Lazarsfeld. Demostraremos el siguiente lema ya que en la
literatura no encontramos ninguna demostración.

Lema 3.1.5. Sea un morfismo h : X → Y cerrado (abierto) y sobreyectivo. Si Y es
conexo y todas las fibras de h son conexas, entonces X es conexo.

Demostración. Razonaremos por contradicción. Supongamos que X no es conexo, en-
tonces existen cerrados no vaćıos A,B ⊂ X tal que X = A ∪ B y A ∩ B = ∅. Sean
Ã = h(A) y B̃ = h(B). Por hipótesis h es cerrada entonces Ã, B̃ son conjuntos cerrados
no vaćıos de Y . Dado que h es sobreyectiva tenemos que

Y = Ã ∪ B̃.

Como Y es conexo entonces Ã ∩ B̃ 6= ∅. Sea y ∈ Ã ∩ B̃, existen a ∈ A y b ∈ B tal que
h(a) = h(b) = y. Tenemos que

h−1(y) ⊂ A ∪B;

h−1(y) ∩A 6= ∅;
h−1(y) ∩B 6= ∅;

Sin embargo A∩B = ∅, entonces la fibra de h en cada punto de Ã∩ B̃ no es conexa, lo
cual es una contradicción. Por lo tanto X es conexo.



Lema 3.1.6. Si el número de Brill-Noether es positivo, entonces Gnd es conexa.

Demostración. Por el Lema 3.1.1, el morfismo Gnd
f→ S es un propio. En particular, f

es cerrado y las fibras de f en los puntos s ∈ S son la variedad de sistemas lineales
Gnd (Cs). Si el número de Brill-Noether ρ es positivo, entonces Gnd (Cs) es conexa (ver [3],
Caṕıtulo 5, Teorema 1.4). Por el Lema 3.1.6, Gnd es conexa.

Teorema 3.1.7. [Conexidad de Lazarsfeld] Sea X un esquema localmente noetheriano,
conexo y lisa entonces X es irreducible.

Demostración del Teorema 3.1.4:

1. Si el número de Brill-Noether ρ es negativo, entonces sobre una curva C de Brill-
Noether las variedades Gnd (C) son vaćıas entonces Gnd es vaćıa. Si el número de
Brill-Noether es no negativo, entonces para toda curva lisa de género g existen
sistemas lineales. Por lo tanto Gnd es diferente del vaćıo.

2. Sea un punto z = (C, (L, V )) ∈ Gnd . La dimensión del espacio tangente de Gnd (ver
[4], Caṕıtulo XXI, Proposición 5.26) en el punto z está dada por

dim(TzGnd ) = 3g − 3 + ρ(g, d, n+ 1) + dim(KerµV ),

donde µV está definida como

µV : V ⊗H0(L∗ ⊗K)→ H0(K ⊗ Σ∗L),

y ΣL es el haz vectorial de rango 2 donde las secciones son operadores diferenciales
de orden menores a 1 actuando en las secciones de L. Más aún, existe un diagrama
de la siguiente forma

V ⊗H0(L∗ ⊗K)
µ0,V //

µV
��

H0(K)

H0(K ⊗ Σ∗L).

66 (3.4)

Como C es una curva de Petri, entonces µ0,V es inyectiva. Por lo tanto µV es
inyectiva. Entonces

dim(TzGnd ) = 3g − 3 + ρ(g, d, n+ 1) + dim(KerµV ),

= 3g − 3 + ρ(g, d, n+ 1).

Por lo tanto Gnd es lisa de dimensión 3g− 3 + ρ(g, d, n+ 1). Por el Lema 3.1.5, Gnd
es conexo. Entonces por Teorema 3.1.7 Gnd es irreducible.

Lema 3.1.8. Gnd es un esquema reducido.

Demostración. Gnd es un esquema liso irreducible, separado y de tipo finito. Por la
Proposición 3.1.4 Gnd es liso entonces Gnd es reducido (ver [25], Caṕıtulo 2, Teorema
8.15).



3.2. Morfismo al esquema de Hilbert

El objetivo de esta sección es definir un morfismo algebraico al esquema de Hilbert
Hilbn,P (t) y describir un abierto liso de una componente de Hilbn,P (t) tal que todo punto
en el abierto es una curva Petri sin automorfismos Chow estable.

Denotamos por Pnd ⊂ Gnd al conjunto de sistemas lineales sobre curvas de Petri sin
automorfismos tal que φL,V es un encaje. Es decir, w = (C, (L, V )) ∈ Pnd si, y sólo si,
C es una curva Petri sin automorfismos y (L, V ) es un sistema lineal de tipo (d, n+ 1)
tal que φL,V define un encaje.

La siguiente proposición nos permite demostrar que Pnd es un conjunto abierto.

Proposición 3.2.1. ([19],Proposición 5.6) Si

X
g //

π
��

Z

Y

(3.5)

es un diagrama de esquemas noetherianos y separados tal que π es propio, entonces el
conjunto

Y0 := {y ∈ Y |gy : π−1(y)→ Z define un encaje cerrado }

es un abierto.

El siguiente teorema le da estructura de esquema abierto a Pnd .

Teorema 3.2.2. Sean enteros positivos d, g y n tales que d− g > n−
⌊

g
n+1

⌋
, entonces

Pnd es un subesquema abierto entero lisa de Gnd de dimensión 3g − 3 + ρ(g, d, n+ 1).

Demostración. La condición d− g > n−
⌊

g
n+1

⌋
es equivalente a que el número de Brill-

Noether es positivo, por el Teorema 3.1.4 Gnd es entero y liso. Recordemos que todo
subconjunto abierto de un esquema entero y liso tiene estructura de esquema entero y
lisa de la dimensión del esquema. Por lo tanto solo demostramos que Pnd es un conjunto
abierto. En C ×S Gnd , definimos la variedad de incidencia

X := {(c, (C, (L, V )))|c ∈ C, (C, (L, V )) ∈ Gnd } ⊂ C ×S Gnd .

La variedad X es el producto fibrado de

X //

π

��

C
p

��
Gnd //S.

(3.6)

Por definición de familia de curvas lisas proyectivas parametrizadas por S tenemos que
p : C → S es un morfismo propio. La propiedad de ser propio es estable bajo cambio de
base (ver Teorema 5.1.3) por lo tanto el morfismo

π : X → Gnd



es propio. Más aún, Por el Teorema 5.1.4, X es un esquema Noetheriano y separado.
Tenemos el siguiente diagrama

X
g //

π

��

Pn

Gnd ,

(3.7)

donde g está definida de la siguiente forma

g : X → Pn

(c, (C, (L, V ))) 7→ φL,V (c).

Por la Proposición 3.2.1, el conjunto

Y0 := {w = (C, (L, V )) ∈ Gnd | gw : π−1(w)→ Pn define un encaje cerrado }

es abierto en Gnd . Como

Y0 = Pnd ,

entonces Pnd es un subesquema abierto entero y liso de Gnd .

Sea un haz vectorial E de rango n+ 1 sobre X. Un marco proyectivo en un punto
x ∈ X, es un isomorfismo

q : P(Ex)→ P(Cn+1).

El conjunto de todos los marcos proyectivos en x, denotado por PGL(E)x, tiene una
acción natural por derecha por el grupo lineal general PGL(n+1) de la siguiente manera:
para cada punto g ∈ PGL(n+ 1) actúa sobre el marco v́ıa composición

g ◦ q : Ex → P(Cn+1).

El haz de marcos de E, denotado por PGL(E), es la unión disjunta de todas las fibras
PGL(E)x

PGL(E) =
⋃
x∈X

PGL(E)x.

Cada punto en PGL(E) es una pareja (x, q), donde x es un punto de X y q es un marco
proyectivo en x. El grupo PGL(n+ 1) actúa sobre PGL(E) de la siguiente forma

PGL(E)× PGL(n+ 1) → PGL(E)

((x, q), g)) 7→ (x, g ◦ q).

La proyección natural

π : PGL(E) → X

(x, q) 7→ x,



da estructura a PGL(E) de PGL(n+1)-haz principal sobre X. Consideremos las trivial-
izaciones locales (Ui, φi) de E, entonces para cada punto x ∈ Ui, tenemos un isomorfismo
φi,x : P(Ex)→ P(Cn+1). Definimos la siguiente biyección

Φi : π−1(Ui) → Ui × PGL(n+ 1)

(x, q) 7→ (x, q ◦ φi,x).

Entonces {Ui,Φi} da estructura a PGL(E) de PGL(n+ 1)-haz principal sobre X.

La familia de curvas p0 : C → S parametrizadas por S no tiene sección. Esto es, no
existe una familia universal (L,H). Sin embargo, si existe el PGL(n + 1)-haz principal
sobre Pnd .

Teorema 3.2.3. Existe el PGL(n+ 1)-haz principal Bnd
h→ Pnd sobre Pnd con fibra

Λw := {α : P(V ∗)→ Pn | α es un isomorfismo}

en w = (C, (L, V )) ∈ Pnd . En particular, Bnd es liso, entero, separado y de tipo finito.

Demostración. Sea una familia de curvas p : C → S lisas proyectivas irreducibles de
género g ≥ 2 parametrizadas por un esquema S. Vamos a demostrar que existe el
PGL(n+1)-haz principal Bnd (p)→ Gnd (p) sobre Gnd (p) con fibra Λw en w = (C, (L, V )) ∈
Gnd (p).

Primero demostramos su existencia en la categoŕıa de espacios anaĺıticos. Supong-
amos que existe una cubierta abierta {Uα}de S tal que la familia pα : Cα → Uα re-
stringida de p tiene una sección. Entonces existen parejas (Lα, Hα), donde Lα es un haz
lineal sobre Cα ×Uα Gnd (pα) y un subhaz vectorial Hα ⊂ P∗Gnd (pα)(Lα) sobre Gnd (pα) de
rango n+ 1. Sea los PGL(n+ 1)-haces principales

PGL(Hα)→ Gnd (pα)

sobre Gnd (pα). Vamos a pegar los espacios anaĺıticos PGL(Hα) para obtener un PGL(n+
1)-haz principal sobre Gnd (p). Si Uα ∩ Uβ 6= ∅, denotamos por Uαβ := Uα ∩ Uβ, y por
pαβ : Cαβ → Uαβ la restricción de la familia p a Uαβ. Tenemos el siguiente diagrama

Cαβ //

pαβ

��

C
p

��
Uαβ //S,

Si restringimos las familias universales (Lα, Hα) y (Lβ, Hβ) parametrizadas por

Gnd (pα) y Gnd (pβ) respectivamente a Gnd (pαβ) obtenemos dos familias universales (Lαβα , Hβα
α )

y (Lβ, Hβ) parametrizadas por Gnd (pαβ). Por lo tanto estas familias son equivalentes, esto
quiere decir que existen un haz lineal Qαβ sobre Gnd (pαβ) y un isomorfismo

Lαβα
∼=→ Lαββ ⊗ P

∗
Gnd (pαβ)(Qαβ)

induciendo un isomomorfismo natural de haces vectoriales

Hααβ
∼=→ Hβαβ ⊗Qαβ.



Esto implica que

PGL(Hαβ
α ) ∼= PGL(Hαβ

β ⊗Qαβ)

∼= PGL(Hαβ
β ).

Por lo tanto existe el espacio anaĺıtico Bnd (p) induciendo el PGL(n + 1)-haz principal
sobre Gnd (p).

A continuacón vamos a demostrar que existe el PGL(n + 1)-haz principal en la
categoŕıa de esquemas. Sean una cubierta abierta de Zariski {Uα} de S y morfismos
fα : U

′
α → Uα de cambios de bases, étales y finitos tal que la familia inducida por el

pull-back de fα tiene una sección. Existe el siguiente diagrama

C′α := U
′
α ×Uα Cα //

p
′
α
��

Cα
pα

��
U
′
α

fα //Uα,

(3.8)

tal que la familia p
′
α : C′α → U

′
α tiene una sección. Por lo tanto existen parejas (L′α, H

′
α),

donde L′α es un haz lineal sobre C′α×U ′α G
n
d (p

′
α) y un subhaz vectorial H

′
α ⊂ P∗Gnd (p′α)(L)

sobre Gnd (p
′
α) de rango n+ 1. Sea la proyección natural

PGL(H
′
α)→ Bnd,pα ,

de espacios anaĺıticos, donde Bnd,pα es el PGL(n+ 1)-haz principal sobre Gnd (pα) para la
familia restringida pα : Cα → Uα. Tenemos el siguiente diagrama

PGL(H
′
α) //

��

Bnd,pα

��
Gnd (p

′
α)

gα //

p
′
α
��

Gnd (pα)

pα

��
U
′
α

fα //Uα.

(3.9)

Como étale y finito son estables bajo cambio de base tenemos que gα : Gnd (p
′
α)→ Gnd (pα)

es étale y finito. Por Lema 3.1.2 Bnd,pα es un esquema. Más aún, por la unicidad del mis-
mo lema podemos pegar los {Bnd,pα} para obtener el esquema Bnd (p), el cual define el
PGL(n+ 1)-haz principal sobre Gnd (p).

La existencia de Bnd → Pnd es aplicar la anterior construcción para la familia 3.3
de curvas de Petri sin automorfismos. Restringiendo Bnd (p0) → Gnd (p0) a Pnd ⊂ Gnd (p0)
definimos Bnd → Pnd el PGL(n+ 1)-haz principal.

Como Bnd
h→ Pnd define el PGL(n + 1)-haz principal sobre Pnd entonces h es un

morfismo propio, liso y plano. Las fibras de h en un punto z = (C, (L, V )) ∈ Pnd son
isomorfas al espacio proyectivo PGL(n+ 1), el cual es entero, separado y de tipo finito
entonces por el Teorema 5.1.6 en el apéndice tenemos que Bnd es un esquema entero,
separado y de tipo finito.



Más aún, h es un morfismo liso y su fibra en el punto z = (C, (L, V )) ∈ Pnd es lisa
por lo tanto Bnd es liso. Sea un punto z = (C, (L, V )) ∈ Pnd , la dimensión de Bnd está dada
por

dim(Bnd ) = dim(Pnd ) + dim h−1(z)

= dim(Pnd ) + dim(PGL(n+ 1))

= 3g − 3 + ρ(g, d, n+ 1) + n(n+ 2).

Fijemos enteros positivos d, g y n tales que d − g > n −
⌊

g
n+1

⌋
. Consideremos el

polinomio de Hilbert P (t) = dt+1−g. A continuación definimos un morfismo algebraico
de Bnd al esquema de Hilbert Hilbn,P (t). Sea la variedad de incidencia

F := {(t, (C, (L, V ), α : P(V ∗)→ Pn))|t ∈ α(φL,V (C))} ⊂ Pn × Bnd .

Consideremos la proyección π2 : F → Bnd . Sea un punto z = (C, (L, V ), α) ∈ Bnd tenemos
que π−1

2 (z) = α(φL,V (C)) ⊂ Pn es una curva lisa proyectiva irreducible de grado d y
género g. Por lo tanto los polinomios de Hilbert de todas las fibras de π2 están dados por
dt+ 1− g. Como Bnd es un esquema reducido (ver Teorema 3.2.3) entonces π2 : F → Bnd
es un morfismo plano (ver [4], Caṕıtulo IX, Proposición 2.2), el cual define una familia
de curvas parametrizadas por Bnd . El esquema de Hilbert es un espacio moduli entonces
la familia π2 : F → Bnd parametrizada por Bnd induce un morfismo natural

Φ : Bnd → Hilbn,P (t),

definido por

z := (C, (L, V ), α : P(V ∗)→ Pn) 7−→ [α(φL,V (C)) ⊂ Pn].

A continuación demostramos que el morfismo Bnd
Φ→ Hilbn,P (t) es inyectivo. Para

esto, damos un lema, el cual es una aplicación al teorema fundamental de la geometŕıa
proyectiva.

Teorema 3.2.4 (Teorema Fundamental de la Geometŕıa Proyectiva). ([14], Teorema
1.1.12) Sean puntos {x0, x1, . . . , xn+1} ⊂ Pn en posición general y un automorfismo
f : Pn → Pn. Si f(xi) = xi para i ∈ {0, 1, . . . , n + 1}, entonces f es el morfismo
identidad.

Lema 3.2.5. Sean dos automorfismos α, β : Pn → Pn. Supongamos que existe una
curva irreducible no degenerada C ⊂ Pn tal que

α|C = β|C

entonces α = β.

Demostración. Como C es no degenerada, existen x̄0, x̄1, . . . , x̄n ∈ C tal que el espacio
lineal generado por {x0, x1, . . . , xn} es Cn+1. Para cada i ∈ {0, 1, . . . , n}, sea

Hi =< x0, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn >⊂ Cn+1



el hiperplano generado por los xj con j 6= i. Como C es irreducible, entonces

C * P(H0) ∪ P(H1) ∪ . . . ∪ P(Hn).

Por lo tanto existe p̄ ∈ C tal que p̄ /∈ P(H0) ∪ P(H1) ∪ . . . ∪ P(Hn). Por construcción
{x̄0, x̄1, . . . , x̄n, p̄} están en posición general. Sea f = α◦β−1 : Pn → Pn, como α|C = β|C
entonces f(x̄i) = x̄i para i ∈ {0, 1, . . . , n} y f(p̄) = p̄. Por el primer teorema fundamental
de la geometŕıa proyectiva, f es la identidad. Por lo tanto α = β.

Teorema 3.2.6. El morfismo Φ : Bnd → Hilbn,P (t) es inyectivo.

Demostración. Sean (x, α), (y, β) ∈ Bnd , con x = (C, (L, V )), y = (C̃, (L̃, Ṽ )) ∈ Pnd ,
α ∈ Λx, β ∈ Λy tal que

Φ(x, α) = Φ(y, β).

Vamos a demostrar que (x, α) = (y, β). Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

C
φL,V//

h
��

P(V ∗)
α //Pn

C̃
φ
L̃,Ṽ

//P(Ṽ ∗)
β

<< , (3.10)

donde h está definida de la siguiente forma

h : C → C̃

x 7→ φ−1

L̃,Ṽ
◦ β−1 ◦ α ◦ φL,V (x).

Como h es la composición de isomorfismos entonces h es un isomorfismo, por lo tanto
C ∼= C̃. Por el diagrama 3.10 tenemos que

(L, V ) = φ∗L,V α
∗(OPn(1), H0(Pn,OPn(1))) y (L̃, Ṽ ) = φ∗

L̃,Ṽ
β∗(OPn(1), H0(Pn,OPn(1))).

Más aún,

h∗(L̃, Ṽ ) = (L, V ).

Como el único automorfismo de C es la identidad entonces h es la identidad, (L, V ) =
(L̃, Ṽ ) y

α ◦ φL,V = β ◦ φL,V ,

esto implica que

α|φL,V (C) = β|φL,V (C).

Tenemos que φL,V (C) ⊂ P(V ∗) es una curva irreducible no degenerada. Por el Lema
3.2.5, α = β. Entonces (x, α) = (y, β), y por lo tanto Φ es un morfismo inyectivo.



Como Bnd es irreducible, definimos HilbChn,P (t) la componente del esquema de Hilbert

tal que Φ(Bnd ) ⊂ HilbChn,P (t).

Teorema 3.2.7. Sean enteros positivos g, d y n tales que g ≥ 4 y d − g > n −
⌊

g
n+1

⌋
.

Si una de las condiciones en el Teorema 2.5.3 se satisface, entonces HilbChn,P (t) 6= ∅. Más
aún, se cumple las siguientes afirmaciones:

1. dim HilbChn,P (t) = 3g − 3 + ρ(g, d, n+ 1) + n(n+ 2).

2. HilbChn,P (t) es lisa en Φ(z), para cada z ∈ Bnd .

3. dim HilbChn,P (t)/SL(n+ 1) = dimPnd = 3g − 3 + ρ(g, d, n+ 1).

4. Existe un abierto denso liso U ⊂ HilbChn,P (t) tal que toda curva de U es de Petri
sin automorfismos Chow estable.

Demostración. Bajo las condiciones de teorema, existen sistemas lineales (L, V ) de tipo
(d, n+ 1) tal que φL,V es un encaje sobre C una curva Petri general. El Teorema 2.5.3
demuestra que para una sistema lineal general (L, V ), φL,V (C) ⊂ Pn es Chow estable,
entonces HilbChn,P (t) 6= ∅.

Por el Teorema 3.2.6, el morfismo Φ : Bnd −→ HilbChn,P (t) es inyectivo. Por el Teorema
3.2.2, Bnd es irreducible y lisa de dimensión 3g− 3 + ρ(g, d, n+ 1) +n(n+ 2). Afirmamos
que HilbChn,P (t) es lisa en Φ(z) = [α(φL,V (C)) ⊂ Pn] de dimensión χ(NC/Pn), donde NC/Pn

es el haz normal de C en Pn. Para ver esto, es suficiente demostrar que h0(C,NC/Pn) =
χ(NC/Pn) o equivalente que h1(C,NC/Pn) = 0. Demostramos primero que h1(C, TPn|C) =
0. Por 2.8, tenemos que

TPn|C = M∗L,V ⊗ L.

Equivalente a

(TPn|C)∗ ⊗KC = ML,V ⊗ L∗ ⊗KC . (3.11)

Tensorizando la sucesión exacta

0→ML,V → V ⊗OC → L→ 0

con L∗ ⊗KC , obtenemos

0→ML,V ⊗ L∗ ⊗KC → V ⊗OC ⊗ L∗ ⊗KC → KC → 0. (3.12)

Dado que C es una curva de Petri entonces

h0(C,ML,V ⊗ L∗ ⊗KC) = 0.

Por 3.11, tenemos que

h0(C, (TPn|C)∗ ⊗KC) = 0,

y por dualidad de Serre,

h1(C, TPn|C) = 0. (3.13)



El haz normal se encuentra en la siguiente sucesión exacta

0→ TC → TPn|C → NC/Pn → 0 (3.14)

de haces vectoriales sobre C. Induce una sucesión exacta en cohomoloǵıa

0→ H0(TC)→ H0(TPn|C)→ H0(NC/Pn)→ H1(TC)→ H1(TPn|C)→ H1(NC/Pn)→ 0.
(3.15)

Por 3.13, h1(C, TPn|C) = 0 entonces

h1(C,NC/Pn) = 0,

por lo tanto HilbChn,P (t) es lisa en Φ(z) y χ(NC/Pn) = h0(C,NC/Pn), como hab́ıamos
afirmado. Por el Teorema de Riemann Roch, tenemos que

h0(C, TPn|C) = deg(TPn|C) + n(1− g)

= deg(M∗L,V ⊗ L) + n(1− g)

= d(n+ 1) + n(1− g)

= ρ(g, d, n+ 1) + n(n+ 2).

Como g ≥ 4, tenemos que

h0(C, TC) = 0 y h1(C, TC) = 3g − 3.

Por 3.15 concluimos que

h0(C,NC/Pn) = χ(NC/Pn)

= χ(TPn|C)− χ(TC)

= ρ(g, d, n+ 1) + n(n+ 2) + 3g − 3.

Por lo tanto

dim HilbChn,P (t) = h0(C,NC/Pn) = 3g − 3 + ρ(g, d, n+ 1) + n(n+ 2) = dimBnd .

Tenemos que

dim HilbChn,P (t)/SL(n+ 1) = 3g − 3 + ρ(g, d, n+ 1).

Ya que Φ es inyectivo entonces Φ es genéricamente finito. Más aún, como la dimen-
sión de Bnd es igual a la de HilbChn,P (t) entonces Φ es dominante. Sea

Y := {[h] ∈ HilbChn,P (t)|[h] es un punto liso de HilbChn,P (t)}.

Y es un subesquema abierto reducido, separado y de tipo finito tal que Φ(Bnd ) ⊂ Y . Por
el Teorema 2.3.1 todo punto Φ(z) = α ◦ φL,V (C) ⊂ Pn es una curva lisa Chow estable.
Por ([25], Caṕıtulo II, Ejercicio 3.7) existe un abierto U ⊂ Y tal que el morfismo

Φ−1(U)→ U

es finito. En particular, U es un abierto de HilbChn,P (t).





CAPÍTULO 4

Morfismos Chow estables

Grothendieck estudió familias de curvas dentro de una variedad proyectiva X, o más
precisamente morfismos de una curva C lisa proyectiva a una variedad proyectiva X.
En particular, la geometŕıa birracional estudia curvas racionales sobre una variedad Y .
En este caṕıtulo estamos interesados en estudiar curvas de Petri en Pn. Consideremos
una curva X de Petri de género g ≥ 4 y el esquema de morfismos Homd(X,Pn) de X a

Pn con polinomio de Hilbert P (t) = dt+ 1− g. Para d− g > n−
⌊

g
n+1

⌋
, describimos un

abierto liso de una componente HomCh
d (X,Pn) del esquema de morfismos tal que todo

morfismo es Chow estable.

4.1. Hom(X,Y)

Consideremos variedades proyectivas X y Y . El conjunto de morfismos de X a Y es
parametrizado por un esquema localmente noetheriano Hom(X,Y ). Fijemos un divisor
amplio H sobre Y . El polinomio de Hilbert de un morfismo f : X → Y con
respecto a H, está definido como

PH(f)(m) = X (X, f∗Hm).

Sea el esquema de morfismos HomP (t)(X,Y ) ⊂ Hom(X,Y ) de X a Y con polinomio de
Hilbert P (t). El esquema Hom(X,Y ) es la unión disjunta de HomP (t)(X,Y ), para todos
los polinomios de Hilbert P (t).

Una familia de morfismos parametrizada por un esquema S, es un morfismo

f : X × S → Y × S,

tal que para cada punto s ∈ S, fs : X → Y es un morfismo algebraico con polinomio de
Hilbert P (t). Grothendieck demostró que el funtor

HomP (t)(X,Y ) : Sch −→ Sets

S 7−→
{

familias de morfismos parametrizadas por S
con polinomio de Hilbert p(t)

}
.
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es representable (ver [15], Caṕıtulo 2). Esto es, existe un esquema HomP (t)(X,Y ) y una
familia universal

funiv : X ×HomP (t)(X,Y )→ Y ×HomP (t)(X,Y )

parametrizada por HomP (t)(X,Y ) tal que para cada punto s ∈ HomP (t)(X,Y ), el mor-
fismo funiv

s : X → Y es el morfismo correspondiente a s. Más aún, existe una correspon-
dencia uno a uno entre

1. los morfismos φ : S → HomP (t)(X,Y ) y

2. los S-morfismos f : X × S → Y × S

obtenido por

{φ : S → HomP (t)(X,Y )} 7→ {f : X × S → Y × S},

donde

f(x, s) = (π1 ◦ funiv(x, φ(s)), s).

La construcción de Grothendieck del esquema Hom(X,Y ) es una consecuencia de
la construcción del esquema de Hilbert Hilb(X × Y ), el cual parametriza subesquemas

cerrados Z ⊂ X ×Y . El identificó un morfismo X
f→ Y con el subesquema definido por

la gráfica Γf ⊂ X × Y . Concretamente, dado un morfismo f : X → Y , la gráfica

Γf := {(x, y)|f(x) = y} ⊂ X × Y,

es un subesquema cerrado de X × Y tal que

1. π1 : Γ→ X es un isomorfismo.

2. π2 : Γ→ Y es igual a f .

Consideremos un morfismo f : X → Y en HomP (t)(X,Y ). El espacio tangente (ver
[15], Caṕıtulo 2, Proposición 2.4) de HomP (t)(X,Y ) en [f ] está dado por

T[f ]HomP (t)(X,Y ) = H0(X,Hom(f∗Ω1
Y ,OX)).

Si Y es una variedad lisa, entonces

T[f ]HomP (t)(X,Y ) = H0(X, f∗(TY )).

Más aún, si X es una curva lisa y h1(X, f∗(TY )) = 0, entonces f : X → Y es un
punto liso de Hom(X,Y ). Estamos interesados en estudiar el esquema HomP (t)(X,Y ):
cuando X es una curva de Petri de género g y Y es el espacio proyectivo Pn. En este
caso, fijemos la polarización H := OPn(1) sobre Pn y sea f : X → Pn un morfismo. El
polinomio de Hilbert de f está dado por

PH(m) = X (X, f∗OPn(m))

= h0(X, f∗OPn(m)) para m� 0

= dm+ 1− g,



donde d es el grado de f∗(OPn(1)). Esto quiere decir que cuando X es una curva, fijar
el polinomio de Hilbert es equivalente a fijar el grado del haz lineal f∗(OPn(1)). Por
lo tanto denotamos por Homd(X,Pn) a HomP (t)(X,Pn), donde P (t) = dt + 1− g es el
polinomio de Hilbert.

Denotamos por Snd ⊂ Gnd (X) al conjunto de sistemas lineales sobre X tal que φL,V

es un encaje. Existe el PGL(n+ 1)-haz principal And
h→ Snd sobre Snd con fibra

Λw := {α : P(V ∗)→ Pn | α es un isomorfismo}

en w = (L, V ) ∈ Snd . Para cada curva X de Petri sin automorfismos existe sx ∈ S tal que
p−1

0 (sx) = X, por lo tanto solo es restringir a (X, (L, V )) el PGL(n + 1)-haz principal
del Teorema 3.2.3.

Teorema 4.1.1. Existe un morfismo Ω : And → Homd(X,Pn) algebraico inyectivo .

Demostración. Consideremos el morfismo

h : X ×And → Pn ×And
(x, ((L, V ), α)) 7→ (α ◦ φL,V (x), (L, V ), α)).

h define una familia parametrizada por And . Como Homd(X,Pn) es un espacio moduli
entonces h define un morfismo

Ω : And → Homd(X,Pn)

((L, V ), α)) 7→ α ◦ φL,V .

La inyectividad de Ω es similar a la de Φ (ver Teorema 3.2.6 ).

Consideremos un punto [f : X → Pn] ∈ Homd(X,Pn). Decimos que f es un
morfismo Chow estable si f(X) ⊂ Pn es una curva Chow estable. Definimos por
HomCh

d (X,Pn) la componente del esquema de morfismos Homd(X,Pn) tal que Ω(And ) ⊂
HomCh

d (X,Pn).

Teorema 4.1.2. Sean enteros positivos g, d y n tales que g ≥ 4 y d−g > n−
⌊

g
n+1

⌋
. Si

una de las condiciones en el Teorema 2.5.3 se satisface, entonces HomCh
d (X,Pn) 6= ∅.

Más aún, se cumple las siguientes afirmaciones

1. HomCh
d (X,Pn) es liso.

2. dim HomCh
d (X,Pn) = ρ(g, d, n+ 1) + n(n+ 2).

3. dim HomCh
d (X,Pn)/SL(n+ 1) = dimSnd = ρ(g, d, n+ 1).

Demostración. Bajo las condiciones de teorema, existen sistemas lineales (L, V ) de tipo
(d, n + 1) tal que φL,V es un encaje sobre una curva X de Petri. El Teorema 2.5.3
demuestra que para un sistema lineal general (L, V ), φL,V (X) ⊂ Pn es Chow estable,
por lo tanto HomCh

d (X,Pn) 6= ∅.



Por el Teorema 4.1.1, el morfismo Ω : And −→ Homd(X,Pn) es inyectivo. Afirmamos
que HomCh

d (X,Pn) es liso en Ω(z) = α◦φL,V := ψ de dimensión ρ(g, d, n+1)+n(n+2).
Vamos a demostrar que h1(X,ψ∗(TPn)) = 0. Por (2.7), tenemos que

ψ∗(TPn) = M∗L,V ⊗ L.

Equivalente a
ψ∗(TPn)∗ ⊗KX = ML,V ⊗ L∗ ⊗KX . (4.1)

Tenemos la sucesión exacta

0→ML,V ⊗ L∗ ⊗KX → V ⊗OX ⊗ L∗ ⊗KX → KX → 0. (4.2)

Como X es una curva de Petri entonces

h0(X,ML,V ⊗ L∗ ⊗KX) = 0.

Por (4.1), tenemos que
h0(X,ψ∗(TPn)∗ ⊗KX) = 0,

y por dualidad de Serre,
h1(X,ψ∗(TPn)) = 0. (4.3)

HomCh
d (X,Pn) es liso en Ω(z). Por el Teorema de Riemann Roch

h0(X,ψ∗(TPn)) = deg(ψ∗(TPn)) + n(1− g)

= d(n+ 1) + n(1− g)

= ρ(g, d, n+ 1) + n(n+ 2).

Por lo tanto

dim HomCh
d (X,Pn) = h0(X,ψ∗(TPn)) = ρ(g, d, n+ 1) + n(n+ 2) = dimSnd

Tenemos que

dim HomCh
d (X,Pn)/SL(n+ 1) = ρ(g, d, n+ 1).



CAPÍTULO 5

Apéndice

En este caṕıtulo damos las definiciones y los teoremas que se utilizaron para el
desarrollo de este trabajo.

5.1. Morfismos

La condición de Hausdorff para un espacio topológico X es equivalente a que la
diagonal ∆(X) ⊂ X × X es un subconjunto cerrado de X × X. Sea f : X → Y un
morfismo de esquemas. El morfismo diagonal es el único morfismo ∆ : X → X ×Y X
tal que la composición con las proyecciones p1, p2 : X×YX → X es el morfismo identidad
de X → X. Motivando la definición de espacio de Hausdorff, se tiene la siguiente.

Definición 5.1.1 ([25], Caṕıtulo II, Página 96). Sea un morfismo f : X → Y de
esquemas. Decimos que f es separado si el morfismo ∆ : X → X ×Y X es cerrado. En
este caso decimos que X es separado sobre Y .

En topoloǵıa general se define una aplicación propia como función continua con la
propiedad que preimágenes de compactos son compactos. Los morfismos propios son un
análogo en la teoŕıa de esquemas. Los esquemas propios corresponden con los espacios
compactos.

Definición 5.1.2 ([25],Caṕıtulo II, Página 100). Sea un morfismo f : X → Y de
esquemas. Decimos que f es universalmente cerrado si f es cerrado y para todo
morfismo g : Z → Y de esquemas, el morfismo Z ×Y X → Z es cerrado, donde los
morfismos se encuentran en el siguiente diagrama conmutativo

Z ×Y X //

��

X

f
��

Z g
//Y.
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Decimos que un morfismo f : X → Y es propio si es f es separado, de tipo finito y
universalmente cerrado.

Teorema 5.1.3 ([25],Caṕıtulo II, Corolario 4.8).

Las inmersiones cerradas son propias.

Una composición de morfismos propios es propio.

Morfismos propios son estables bajo cambio de base.

Productos de propios son propios.

Consideremos dos morfismos f : X → Y y g : Y → Z de esquemas. Si g ◦ f es
propio y g es separado, entonces f es propio.

Un morfismo f : X → Y es propio si, y sólo si, existe una cubierta abierta {Vi}
de Y tal que

f−1(Vi)→ Vi

es propio para cada i.

Teorema 5.1.4. Sea un morfismo f : X → Y propio de esquemas. Si Y es Noetheriano
(separado, tipo finito), entonces X es Noetheriano (separado, de tipo finito).

Un A-módulo M es plano si el funtor ⊗AM es exacto, es decir, si para toda sucesión
exacta de A-módulos

0→M1 →M2 →M3 → 0,

la sucesión de A-módulos

M1 ⊗M →M2 ⊗M →M3 ⊗M → 0

es exacta. Un homomorfismo de anillos f : A → B es plano si convierte a B en un
A-módulo plano con la operación dada por

a · b = f(a)b,

con a ∈ A y b ∈ B. Esta propiedad algebraica da lugar a una propiedad sobre los
morfismos de esquemas que resulta una interpretación geométrica. Los morfismos planos
presentan cierta uniformidad en sus fibras, en sentido que comparten caracteŕısticas en
común.

Definición 5.1.5 ([25], Caṕıtulo III, Página 254). Consideremos un morfismo f : X →
Y de esquema. Decimos que f es plano en x ∈ X si el morfismo inducido f

′
: OY,f(x) →

OX,x es plano. Decimos que f es plano si es plano para todo x ∈ X.

El siguiente teorema nos ayudará a demostrar la irreducibilidad de un esquema

Teorema 5.1.6 ([28], Teorema 4.51).
Sea un morfismo f : X → Y plano de esquemas

Si Y es irreducible, las fibras de f son irreducibles, entonces X es irreducible.

Si Y es reducido y las fibras de f son reducidas, entonces X es reducido.

Si Y es entero y las fibras de f son enteras, entonces X es entero.



5.2. Estabilidad de haces vectoriales

En ([36]), Mumford introduce el concepto de haz vectorial estable (resp. semiestable)
sobre una curva lisa proyectiva irreducible. Más aún, demostró que las clases de isomor-
fismos de haces vectoriales estables de rango n y grado d tiene estructura de variedad
cuasiproyectiva. En esta sección recordamos los principales resultados de haces vectori-
ales estables.

Definición 5.2.1. Sea un haz vectorial E sobre C. La inclinación de E es el cociente
entre el grado y rango de E, es decir

µ(E) :=
deg(E)

rk(E)
.

La siguiente proposición relaciona las inclinaciones de los haces vectoriales en una
sucesión.

Proposición 5.2.2. Consideremos una sucesión exacta

0→ E → F → G→ 0

de haces vectoriales. Las siguientes afirmaciones se satisfacen:

1. Si µ(E) < µ(F ) (resp. ≤), entonces µ(F ) < µ(G) ( resp. ≤).

2. Si µ(E) > µ(F ) (resp. ≥), entonces µ(F ) > µ(G) ( resp. ≥).

La demostración de esta proposición se obtiene usando las siguientes igualdades:

deg(F ) = deg(E) + deg(G)

rk(F ) = rk(E) + rk(G).

Definición 5.2.3. Sea un haz vectorial E sobre C. Decimos que E es semiestable si
para todo subhaz vectorial F ⊂ E no trivial

µ(F ) ≤ µ(E).

Si la desigualdad es estricta, entonces decimos que E es estable.

Veamos las propiedades elementales de haces semiestables y estables .

1. Todo haz lineal es estable.

2. E es estable (resp. semiestable) si, y sólo si, E∗ es estable (resp. semiestable).

3. Si E es estable (resp. semiestable) y L un haz lineal, entonces E ⊗ L es estable
(resp. semiestable).

4. Si el grado y el rango de E son primos relativos, entonces todo haz semiestable es
estable.

La estabilidad de haces se puede determinar mediante sus cocientes.

Proposición 5.2.4. Consideremos un haz vectorial E sobre C. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:



1. E es estable (resp. semiestable).

2. Si para todo subhaz F ⊂ E no trivial

µ(F ) < µ(E) (resp. ≤).

3. Si para todo cociente Q de E

µ(E) < µ(Q) (resp. ≤)

La estabilidad de haces está relacionada con su cohomoloǵıa.

Proposición 5.2.5. Sea un haz vectorial E sobre C. Las siguientes afirmaciones se
satisfacen:

1. Si E es semiestable (resp. estable) y deg(E) < 0 (resp. ≤), entonces H0(C,E) = 0.

2. Si E es semiestable y µ(E) ≥ 2g − 1, entonces H1(X,E) = 0.

3. Si E es inestable, entonces existe un cociente Q estable de E.

5.3. Sistemas Lineales

Consideremos una curva C irreducible proyectiva lisa de género g ≥ 2. Denotamos
como Picd(C) el espacio moduli de haces lineales de grado d sobre C. Las variedades
de Brill-Noether, denotadas por Wn

d (C), en Picd(C) son el lugar geométrico de haces
lineales de grado d con al menos n+ 1 secciones (ver [3], Caṕıtulo IV, Sección 3, Página
177). Esto es,

Wn
d (C) = {L ∈ Picd(C)|h0(C,L) ≥ n+ 1}.

Un sistema lineal de tipo (d, n + 1) sobre C es una pareja (L, V ), donde L es
un haz lineal de grado d sobre C y V ⊂ H0(C,L) es un subespacio lineal de dimensión
n + 1. Denotamos por Gnd (C) el espacio moduli de sistemas lineales de tipo (d, n + 1)
sobre C (ver [3], Caṕıtulo IV, Sección 3). Esto es,

Gnd (C) = {(L, V )|L ∈ Picd(C), V ∈ G(n+ 1, H0(C,L))}.

A continuación damos los resultados conocidos sobre las variedades de Brill Noether,
existe una gran diferencia entre los resultados que se obtienen para una curva general
y para una curva arbitraria.

Teorema 5.3.1 ([3], Caṕıtulo V, Teorema 1.1). Sea una curva C lisa de género g.
Consideremos enteros positivos d y n tales que d ≥ 1, n ≥ 0. Supongamos que

ρ(g, d, n) := g − (n+ 1)(g − d+ n) ≥ 0,

entonces Gnd (C) y Wn
d (C) son no vaćıas. Más aún, cada componente de Gnd (C) tiene al

menos dimensión ρ.



El número ρ(g, d, n) es conocido como el número de Brill-Noether. El Teorema
5.3.1 demuestra la existencia de las variedades de Brill-Noether si el número de Brill-
Noether es positivo, pero existen curvas lisas proyectivas tales que el número de Brill-
Noether es negativo con Wn

d (C) diferentes al vaćıo, estas curvas son llamadas curvas
especiales.

Teorema 5.3.2 ([3], Caṕıtulo V, Teorema 1.4). Sea una curva C lisa de género g.
Consideremos enteros positivos d y n tales que d ≥ 1, n ≥ 0. Si

ρ(g, d, n) = g − (n+ 1)(g − d+ n) ≥ 1,

entonces Gnd (C) y Wn
d (C) son conexas.

Decimos que C es una curva Brill-Noether si Wn
d (C) es no vaćıa entonces el

número de Brill-Noether es positivo. El siguiente teorema afirma que las curvas de
Brill-Noether son generales. Esto es, forman un abierto denso en el espacio moduli Mg

de curvas lisas proyectivas de género g.

Teorema 5.3.3 ([3], Caṕıtulo V, Teorema 1.5). Sea una curva C general lisa de género
g. Consideremos enteros positivos d y n tales que d ≥ 1, n ≥ 0. Si

ρ(g, d, n) = g − (n+ 1)(g − d+ n) < 0,

entonces Gnd (C) es vaćıa. Si ρ ≥ 0, entonces Gnd (C) es reducida y de dimensión pura ρ.

Teorema 5.3.4 ([3], Caṕıtulo V, Teorema 1.6). Sea una curva C general lisa de género
g. Consideremos enteros positivos d y n tales que d ≥ 1. Si en número de Brill Noether
es positivo, entonces Gnd (C) es lisa de dimensión ρ.

Por los Teoremas 5.3.2 ys 5.3.4 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 5.3.1 (Fulton-Lazarsfeld). ([3], Caṕıtulo V, Página 214)

Si el número de Brill Noether ρ ≥ 1, entonces Gnd (C) y Wn
d (C) son irreducibles.

5.4. Esquema de Hilbert

Los espacios moduli tienen un papel importante en la geometŕıa algebraica y uno
de los espacios moduli básicos ha sido el espacio de subvariedades de una variedad, éste
es llamado el esquema de Hilbert.

Fijemos el espacio proyectivo Pn. Sea un esquema Z ⊂ Pn cerrado, la función de
Hilbert de Z está definida por

hZ : N → N
m 7→ X (Z,OZ(m)),

donde X (Z,OZ(m)) es la caracteŕıstica de Euler (ver [4], Caṕıtulo IX). Existen un
polinomio pZ(t) y un entero positivo N0 tal que para m ≥ N0

pZ(m) = hZ(m).



El polinomio pZ(t) es llamado el polinomio de Hilbert de Z. Fijemos un polinomio
p(t). Una familia de subesquemas cerrados parametrizada por un esquema S,
es una pareja (X , π), donde X ⊂ Pn × S es un esquema cerrado y

π : X → S

es un morfismo plano tal que para todo s ∈ S, el polinomio de Hilbert de Xs := π−1(s) ⊂
Pn es p(t).

La condición de que el morfismo π es plano implica que la función s 7→ PXs(m) es
localmente constante. Si el esquema S es reducido y los polinomios de Hilbert de las
fibras de π son constantes, entonces el morfismo π es plano.

Grothendieck demostró que el funtor

Hilbn,p(t) : { Sch } → { Sets }
S 7→ { Familias parametrizadas por S },

es representable (ver [4], Caṕıtulo IX, Sección 4) por un esquema proyectivo Hilbn,p(t).
Esto es, existe un esquema Hilbn,p(t) y una correspondencia biyectiva entre

los puntos cerrados de Hilbn,p(t).

los subesquemas cerrados de Pn con polinomio de Hilbert p(t).

y existe una familia universal Pn × Hilbn,p(t) ⊃ X
π→ Hilbn,p(t) tal que cada punto

h ∈ Hilbn,p(t), π
−1(h) es isomorfo al subesquema parametrizado por h.

5.4.1. Construcción del esquema de Hilbert

En esta sección damos un bosquejo de la construcción del esquema de Hilbert.

Para Z ⊂ Pn subesquema. Denotamos por IZ la gavilla de ideales generada por Z
y OZ la gavilla estructural de Z. Existe una sucesión exacta de gavillas

0→ IZ → OPn → OZ → 0,

Haciendo tensor por OPn(m), obtenemos

0→ IZ(m)→ OPn(m)→ OZ(m)→ 0,

induce una sucesión exacta en cohomoloǵıa

0→ H0(Pn, IZ(m))→ H0(Pn,OPn(m))→ H0(Z,OZ(m))→ H1(Pn, IZ(m))→ . . .

Teorema 5.4.1 (Serre). Existe m
′ ∈ Z, dependiendo únicamente de p(m) tal que para

todo m ≥ m′ y para todo Z ⊂ Pn subesquema

Hj(Pn, IZ(m)) = 0 para todo j ≥ 1.

Z está determinado por H0(Pn, IZ(m)).



Entonces por el Teorema 5.4.1, para m � 0 tenemos la sucesión exacta en coho-
moloǵıa

0→ H0(Pn, IZ(m))→ H0(Pn,OPn(m))
φm→ H0(Z,OZ(m))→ 0.

Por la definición de polinomio de Hilbert tenemos que

h0(Z,OZ(m)) = p(m).

Sea

q(m) = h0(Pn,OPn(m))− p(m)

para m� m
′
, asociamos a Z el punto

H0(Pn, IZ(m)) = Ker φm ∈ G := G(q(m), H0(Pn,OPn(m))).

Consideremos H al conjunto de todos los subesquemas cerrados de Pn con polinomio
de Hilbert p(t). La construcción de arriba da un función inyectiva

H → G(q(m), H0(Pn,OPn(m)))

Z 7→ [H0(Pn, IZ(m)) ⊂ H0(Pn,OPn(m))].

Supongamos que

Pn × S ⊇ Y f→ S

es una familia plana de subesquemas cerrados de Pn parametrizados por un esquema
S con polinomio de Hilbert p(t). Si f es un morfismo plano, entonces existe un entero
positivo m� 0 tal que

f∗IY (m) ⊂ H0(Pn,OPn(m))⊗OS

es un haz vectorial sobre S. Esto es, una familia de espacios vectoriales parametrizados
por S. Como la Grassmanniana es un moduli, esta familia induce un morfismo

α : S → G.

Más aún, este morfismo se factoriza α : S → H ⊂ G, para dar un morfismo a H. Ahora
explicaremos las construcción de la familia universal. En la Grassmanniana, el subhaz
universal está definido por

E := {(x,W ) ∈ Pn ×G | x ∈W}.

E genera una gavilla de ideales sobre Pn ×G, existe una sucesión exacta

0→ IE → OPn×G → OE → 0,

IE determina una familia de subesquemas cerrados

Pn ×G ⊇ Y ∇→ G.

La restricción de esta familia a H

Pn ×H ⊇ X π→ H

es plana. Por lo tanto H es el esquema de Hilbert y X π→ H es la familia universal.



5.4.2. Linealizaciones del esquema de Hilbert

Sea el esquema de Hilbert Hilbn,P (t) de Pn con polinomio de Hilbert P (t). En esta
sección recordamos las linealizaciones que existen en el esquema de Hilbert. Por el
Teorema de Serre, existe un entero positivo M > 0 tal que para cada m > M el
morfismo

im : Hilbn,P (t) ↪→ G(P (m), H0(Pn,OPn(m))) ↪→ P(∧P (m)H0(Pn,OPn(m)).

es un encaje. Consideremos un punto X ∈ Hilbn,P (t). El m-punto de Hilbert de X,

denotado por [X]m, está definido por im(X) ⊂ P(∧P (m)H0(Pn,OPn(m)). El grupo de
automorfismos de Pn actúa en el esquema de Hilbert de la siguiente forma

PGL(n)×Hilbn,P (t) → Hilbn,P (t) (5.1)

(Φ, X) 7→ Φ(X). (5.2)

la cual induce una acción en la Grassmanniana

PGL(n)×G(P (m), H0(Pn,OPn(m))) → G(P (m), H0(Pn,OPn(m)))

(Φ, H) 7→ Φ(H).

esta induce una acción en P(∧P (m)H0(Pn,OPn(m))

PGL(n)× P(∧P (m)H0(Pn,OPn(m)) → P(∧P (m)H0(Pn,OPn(m))

(Φ, F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ FP (m)) 7→ ΦF1 ∧ ΦF2 ∧ . . . ∧ ΦFP (m).

Por la acción 5.1, existe un concepto GIT-estable para los m-puntos de Hilbert. Por lo
tanto decimos que [X] ∈ Hilbn,P (t) es Hilbert estable (resp. Hilbert semiestable) si
existe un entero positivo M tal que para todo m ≥ M , el m-punto de Hilbert de X es
GIT-estable (resp. GIT-semiestable).
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