
Resumen

En esta tesis se desarrolla una metodoloǵıa que permite realizar la comparación

numérica de dos criterios para valuar opciones Europeas. Éstos se denominan mini-

mización de riesgo local y precio de indiferencia. La motivación, justificación teórica

e implementación se establecen para ambos. El modelo asumido para el precio del

activo subyacente a la opción y la volatilidad asociada se basa en ecuaciones diferen-

ciales estocásticas. La inferencia de los parámetros de este modelo se realiza con base

en observaciones del ı́ndice financiero S&P500.
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Introducción

Desde que surgió el comercio como actividad humana, han aparecido diversas

formas y medios para comprar, vender e intercambiar bienes. Sin embargo, existe una

gran cantidad de éstos con los que seŕıa muy dif́ıcil negociar legal y organizadamente,

ya sea directamente en forma de trueque o indirectamente por medio de dinero, debido

a que hay objetos suceptibles de ser comercializables en grandes cantidades o en base

a su valor futuro, entre otras cosas. Un mercado financiero cuenta con los elementos

para poder llevar a cabo este y otro tipo de transacciones: un lugar f́ısico donde puedan

realizarse, oferentes y demandantes. Un ejemplo es la famosa bolsa de valores donde

se realizan operaciones de compra venta de acciones de una empresa y obligaciones.

De todos los tipos de mercados financieros que hay, el secundario es donde se

establece la oferta y la demanda de activos (t́ıtulos) financieros previamente colo-

cados en el mercado por empresas miembros de éste. Esto le da a cualquier persona

que pueda participar la posibilidad de seguir de cerca los movimientos de un pre-

cio, dándole aśı la oportunidad de utilizar herramientas de análisis que le permitan

conocer acerca del comportamiento de dicho precio.

El valor de un t́ıtulo cambia, en términos generales, gracias a factores deterministas

y aleatorios. En los primeros figuran tasas de crecimiento, cambios estructurales,

ciclos financieros y, usualmente, todo aquello que es producto del conocimiento que

un inversionista tiene del t́ıtulo financiero y del propio mercado. En cuanto a la

parte aleatoria, ésta se debe a una gran cantidad de eventos no previsibles como

cambios abruptos en variables económicas mundiales o la ley de la oferta y la demanda,

mecanismo de formación de precios que establece que el precio de un bien en el

mercado es aquel para el que se igualan la oferta y la demanda. El ámbito aleatorio

del precio de un activo es el que ha hecho que desde hace algunos años el estudio

probabiĺıstico de éste se haya desarrollado de manera sólida. Si se considera al valor

del activo en un momento en el tiempo como una variable aleatoria definida en un
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espacio de probabilidad, los precios observados a lo largo de un intervalo de tiempo

forman un proceso estocástico del que puede obtenerse información en términos de

su distribución. Dicha información puede ser de mucha utilidad al momento de tomar

una decisión basada en dicho precio.

Asociado al factor aleatorio de un activo se encuentra lo que se conoce como

volatilidad. Es una cantidad que expresa el impacto que tienen eventos esperados

e inesperados en una variable financiera, dándoles un peso. Aśı, si en un momento

ocurre un suceso inesperado que afecta al precio de un activo, el valor de la volatilidad

expresará la desviación estándar con la que cambia este precio facilitando un rango

donde, virtualmente, éste se moverá en ese instante. Por esta razón a la volatilidad

se le conoce como un proceso oculto, pues puede pensarse como la fuerza que empuja

los precios pero no ser observada directamente en el mercado.

Los participantes del mercado realizan contratos basados en t́ıtulos financieros.

A estos acuerdos se les conoce como derivados o instrumentos financieros. Entre

éstos existe la opción Europea que está relacionada a la compra venta de unidades

de activo, llamado en este caso subyacente, en un plazo de tiempo prefijado. Un

problema fundamental en matemáticas financieras consiste en encontrar el precio

justo que debe pagarse por un derivado. Su importancia se incrementa en la medida

en que se encuentren métodos cuya implementación sea lo más viable posible y esté al

alcance del inversionista común.

En 1973, Fischer Black y Myron Scholes propusieron una fórmula para valuar una

opción Europea. En su análisis asumieron que la volatilidad es un parámetro cons-

tante. Sin embargo, existen muchos trabajos que han logrado evidenciar lo contrario

como los de Mandlebrot [23] y Fama [9]. Por tal motivo han surgido alternativas co-

mo el uso de la volatilidad histórica que es, en esencia, un promedio de volatilidades

diarias del pasado reciente. En la actualidad ésta es aceptada en algunos sectores

del gremio financiero, pues se trata de una cantidad que representa de alguna forma

información del comportamiento pasado del activo subyacente. En este trabajo, que

busca ser más general, se asume que la volatilidad es un proceso estocástico.

Actualmente existe discusión acerca de qué método es más razonable para valuar

opciones en el sentido de ser más representativo del comportamiento del mercado. El

estudio aqúı realizado tiene como objetivo proporcionar una metodoloǵıa que sirva

para comparar numéricamente dos métodos que por los supuestos que tienen a nivel

teórico, resultan ser muy interesantes. De esta forma puede obtenerse información
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emṕırica respecto a ambos que sea útil a un inversionista.

Un aspecto de gran importancia son las hipótesis que se hacen del mercado fi-

nanciero en el que se opera. En efecto, en esta tesis los procesos financieros están

definidos en un mercado en el que se asume (1) que no existe lo que se denomina

oportunidad de arbitraje y entonces, no existe posibilidad de enriquecerse sin co-

rrer riesgo alguno; (2) que está compuesto de un activo sin riesgo al que se le llama

bono y de un único activo financiero con riesgo descrito por una ecuación diferencial

estocástica (EDE), con un proceso de volatilidad asociado. Éste a su vez está descrito

por una ecuación de la misma clase. Finalmente (3) que el mercado es incompleto, lo

que significa que no siempre se podrá cumplir el compromiso adquirido al vender o

comprar una opción.

La estructura de esta tesis es como sigue: en el Caṕıtulo 1 se profundizan dos

conceptos importantes: opción Europea y volatilidad. Se presenta además el modelo

que se propone en este trabajo para el mercado en el que se opera. En el Caṕıtulo 2 se

describe el marco teórico donde se generan los dos métodos de valuación a comparar:

minimización del riesgo local y precio de indiferencia, analizando el caso particular de

una opción Europea tipo call. Las ideas de este caṕıtulo se basan en las desarrolladas

por Hernández [17] y en Fölmer et al. [10]. Por otro lado en el Caṕıtulo 3 se introduce

el modelo EGARCH, generalización del modelo ARCH propuesto por Robert Engle

en 1982, cuya idea es considerar que la volatilidad asociada cambia en el tiempo y

depende de valores pasados de ésta. En la última sección del mismo Caṕıtulo 3 se

exhiben los cálculos realizados para mostrar un tipo de equivalencia entre el modelo

propuesto de EDE y el de series de tiempo para la volatilidad. El resultado que per-

mite mostrar una aproximación entre ambos lo presentó Nelson en [24]. Finalmente,

en el caṕıtulo 4 se introduce la metodoloǵıa propuesta en esta tesis para realizar la

comparación entre los métodos de valuación. Se muestra por un lado el procedimien-

to seguido para la inferencia de los parámetros con base en valores observados del

ı́ndice financiero Standar & Poor’s 500 (S&P500) . Por otro lado el desarrollo e

implementación computacionales necesarios para originar las herramientas visuales

sugeridas en la tarea de encontrar diferencias y similitudes entre ambos métodos. El

activo subyacente considerado es el ı́ndice S&P500. Se incluye además en el apéndice

A un glosario de los términos financieros usados en la tesis, los cuales aparecerán

resaltados en negro a lo largo de este trabajo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos importantes

Sea {St}t≥0 un proceso estocástico que representa el valor de un activo financiero

al tiempo t, definido en un espacio de probabilidad (Ω,F , F̄ , P ) con una filtración

F̄ = {Ft}t≥0 i.e. una sucesión de σ−álgebras tales que Ft ⊆ Ft+1 ⊆ F para todo

t ≥ 0. A lo largo de este caṕıtulo se conservará esta notación. Se asumirá además que

de este activo no se pagan dividendos.

1.1.1. Opciones Europeas

Definición

Una opción Europea tipo call es un derivado que le da a quien lo posee el derecho,

pero no la obligación, de comprar una unidad de un activo llamado subyacente S. El

precio K que debe pagarse por éste, conocido como strike, y el tiempo de expiración

T en el que se lleva a cabo el pago están predeterminados. Si ST es el precio de este

activo subyacente en T , entonces el beneficio obtenido del contrato cuando expira,

denominado payoff, es

h(ST ) = (ST −K)+ =

{
ST −K si ST > K

0 si ST ≤ K.
(1.1.1)

Si ST > K, el poseedor ejercerá la opción obteniendo una ganancia de ST − K,

comprando la acción a K y vendiéndola inmediatamente en el mercado a precio ST .
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En caso contrario la opción no se ejerce ya que el precio en el mercado es menor y

por tal, no hay ganancia posible.

Análogamente, una opción Europea tipo put es un contrato que le da al poseedor

el derecho, pero no la obligación, de vender en el tiempo de expiración T una unidad

del activo subyacente S a precio strike K. En este caso el beneficio de poseer el

contrato en el tiempo de expiración es

h(ST ) = (K − ST )+ =

{
K − ST si ST < K

0 si ST ≥ K.
(1.1.2)

Si ST < K, se compra una acción en el mercado a precio ST y se ejerce el contrato

vendiendo ésta a precio K, consiguiendo una ganancia de K − ST . En caso contrario

la opción simplemente no se ejerce.

A las opciones tipo Europeo se les conoce como de trayectorias independientes

pues el payoff del contrato h(ST ) sólo depende del precio del activo al tiempo T .

Por otro lado, una opción tiene un valor que cambia conforme pase el tiempo

t. Al firmar el contrato una de las dos partes debe pagar por él un precio tal que

ambas tengan la misma posibilidad de obtener una ganancia cuando se alcance T .

Si se paga, el vendedor debe usar este capital inicial para diseñar una estrategia

de inversión. Ésta, al tiempo T , debe permitir al vendedor de la opción disponer

del capital suficiente para replicar la opción en caso de ser ejercida por el poseedor.

Para cada t ∈ [0, T ], a la forma en que un inversionista dispone de su estrategia se le

conoce como portafolio de inversión.

Valuación clásica de opciones Europeas: fórmula de Black y Scholes

En la actualidad existen mercados donde se valúan opciones con la fórmula de

Black y Scholes (BS). Algunos de los supuestos hechos para encontrar ésta se conser-

van en métodos de valuación como los que se estudiarán en el Caṕıtulo 2. Por esta

razón a continuación se proporciona una breve introducción a las ideas de BS.

A principios de los años setentas, BS realizaron un estudio de derivados tipo

Europeo del que se originó un modelo clásico. El paso esencial en la metodoloǵıa de

BS es la construcción de la expresión expĺıcita para esta estrategia replicadora pues

argumentan que, basados en una poĺıtica de no arbitraje, el valor del portafolio al

tiempo t < T representa el precio que debe pagarse en ese momento por una opción
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Europea (ver [3]). Aśı el valor del portafolio de inversión generado al tiempo T es

igual al payoff de la opción h(ST ).

En el modelo, un supuesto muy importante es que el proceso que representa al

precio del activo está dado por la solución de la ecuación diferencial estocástica

dSt = µtStdt + σtStdW S
t , (1.1.3)

donde µt = µ y σt = σ, tasa de retorno (o deriva) y volatilidad respectivamente,

son parámetros constantes y conocidos y W S es un movimiento Browniano (MB),

definido en (Ω,F , F̄ , P ).

Matemáticamente, una estrategia de inversión ϕ es una pareja de procesos ξ =

{ξt}0≤t≤T y η = {ηt}0≤t≤T adaptados, es decir, ξt y ηt son Ft-medibles. Se asume

además que

E

[∫ T

0

ξ2
t dt

]
< ∞ y

∫ T

0

|ηt|dt < ∞, (1.1.4)

de tal forma que las integrales estocástica y usual que involucran a ξt y ηt respectiva-

mente a lo largo del análisis están bien definidas. Al tiempo t esta estrategia significa

que el inversionista adquirirá ξt unidades de activo S y ηt unidades de bono B.

El valor del portafolio al tiempo t está dado por Vt(ϕ) = ξtSt + ηtBt, entonces se

replicará el derivado al tiempo T si

VT (ϕ) = ξT ST + ηT BT = h(ST ). (1.1.5)

Se asume que este portafolio es también autofinanciable, lo que significa que su

valor al tiempo t sólo dependerá de los cambios en S y B. De forma que si se in-

vierte más dinero en el activo con riesgo adquiriendo más unidades de éste y entonces

aumentando ξt, ese dinero saldrá de vender unidades del bono B disminuyendo aśı ηt.

Por otro lado, se asume además que el precio del bono al tiempo t es Bt = ert y

que P (t, s) es la función que representa el precio de un derivado Europeo. El estudio

de BS, que excluye la posibilidad de arbitraje, consiste en encontrar ξt y ηt tales que

ξtSt + ηte
rt = P (t, St), 0 ≤ t ≤ T. (1.1.6)

El procedimiento para encontrar una fórmula para P (t, s) inicia diferenciando

(1.1.6) y usando la propiedad del portafolio de ser autofinanciable, dando como re-
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sultado que el precio para una opción Europea tipo call es

C(St, t, K, T, σ, r) ≡ CBS = Ke−r(T−t)(MtΦN(d1)− ΦN(d2)), (1.1.7)

donde ΦN(·) es la función de distribución de una normal estándar, r representa la

tasa de interés asociada a la operación y d1 y d2 están dadas por

d1 =
ln(Mt) + 1

2
σ2(T − t)

σ
√

(T − t)

d2 = d1 − σ
√

(T − t).

A Mt = St/Ke−r(T−t) se le conoce como moneyness : si Mt > 1 esto significa que al

tiempo t la cantidad que se pagará por una unidad de activo, descontada a tiempo

presente, es menor que el precio del activo en este momento. En este caso se dice que

la opción esta in-the-money. Si Mt < 1, es decir, si la cantidad que se pagará por una

unidad de activo, descontada a tiempo presente, es mayor que el precio del activo en

ese momento, se dice que la opción está out-of-the-money y entonces a menos que

el precio del activo se incremente, el payoff sera cero. Una opción está at-the-money

cuando Mt = 1.

Un detalle importante de la expresión (1.1.7) es que no depende del parámetro µ.

Esto expresa que si dos inversionistas tienen dos puntos de vista diferentes acerca de

la tasa de crecimiento de S, que significa que tienen diferente µ, pero coinciden en

que la volatilidad (constante o histórica) σ prevalecerá, estarán de acuerdo en usar

P (t, s).

Un último aspecto relevante es que el precio P (t, s) a su vez puede expresarse

como

Rt = e−r(T−t)EQ[h(ST )|Ft], (1.1.8)

cantidad que es una martingala bajo una medida de probabilidad Q equivalente a P

i.e., es integrable con E|Rt| < ∞ y EQ[Rt|Fs] = Rs para todo s < t. Esto confirma

el supuesto de operar en un mercado en el que no existen oportunidades de arbitraje.

A la medida Q se le conoce como medida de riesgo neutral.
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Figura 1.1: Dos simulaciones del precio de un activo St.

1.1.2. Volatilidad

Definición

Volatilidad es una medida de riesgo basada en la desviación estándar del precio de

un activo St. En la Figura 1.1 se exponen dos gráficas que representan la realización

de éste en un periodo de tiempo grande. Ambas trayectorias presentan tendencias.

La primera es una combinación negativa-positiva-negativa y la segunda, en donde es

más marcada, negativa. En términos de desviación estándar la gráfica de la izquierda

es más volátil que la de la derecha.

Por otro lado, como consecuencia de la desigualdad de Chebychev se puede obtener

una definición más probabilista de volatilidad, pero no menos intuitiva. En efecto, si

para cada t, St es una variable aleatoria con varianza finita entonces

P [µSt − rσSt < St < µSt + rσSt ] ≥ 1− 1

r2
para todo r > 0.

Esto es, la probabilidad de que St tome un valor a rσSt unidades de µSt es mayor o

igual a 1− 1
r2 . Este resultado expone de forma natural la importancia de la volatilidad,

pues su valor representa para un inversionista la noción del riesgo que este correrá en

caso de comprar un derivado que tenga como activo subyacente a S.
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1.2. Modelo propuesto para el mercado

1.2.1. Motivación

Si St representa la posición de un activo al tiempo t, el valor que tome este proceso

al tiempo t + ∆ con ∆ > 0 dependerá, como se mencionó en la Introducción, de dos

tipos de factores. Por un lado de factores deterministas que pueden ser enumerados

por un experto en finanzas. Por su naturaleza, éstos son descritos a través de una

ecuación diferencial ordinaria
dSt

St

= µtdt. (1.2.9)

Ya que es suceptible de ser especificado, el precio de un bono está descrito también

por una ecuación como (1.2.9). Por otro lado se encuentra lo que no es posible pre-

decir, que puede pensarse intuitivamente como un conjunto de acontecimientos que

ocurren de forma independiente y que impactan al precio del activo, aumentándolo,

disminuyéndolo o manteniéndolo igual. En ese sentido, estos eventos representan bue-

nas o malas noticias para el que invierte con base en el activo. Tiene lógica entonces

representar estas diferencias mediante un MB, debido a que éste es un proceso con

incrementos estacionarios e independientes y distribuidos normalmente, con varianza

aumentando conforme pasa el tiempo (y con ella la incertidumbre de un inversionis-

ta). Resulta que la parte aleatoria consiste entonces de un conjunto de factores no

controlables que afectan de forma aditiva el valor de S(t + ∆). Si σt mide el efecto

que tienen estos factores entonces

σt[W
S
t+1 −W S

t ], (1.2.10)

con W S MB en el espacio (Ω,F ,F , P ), representa el cambio en el valor debido a la

variación no controlable. En vista de (1.2.9) y (1.2.10), es razonable suponer que la

dinámica de St es la dada por (1.1.3).

La motivación de un modelo de EDE para la volatilidad se soporta de experiencia

y experimentos previos. Ésta se remonta a los años sesenta, cuando se realizaron

estudios emṕıricos del comportamiento del logaritmo del precio diario de un activo

ln(St), hallando distribuciones más picudas y de colas más pesadas que la normal

(leptokúrticas). La intuición sugirió que una distribución con estas caracteŕısticas no

puede estar impulsada por un proceso de volatilidad constante. Para dar solución a

10



esto se propusieron distribuciones de colas más pesadas, como la Pareto. Claramente

considerar una distribución de este tipo se pagaŕıa en la manejabilidad de un modelo.

Por otro lado existe un fenómeno que es parte de la evidencia más contundente

respecto a volatilidad no constante. Para describirlo se introducirá un concepto muy

importante en finanzas. En efecto, la función en (1.1.7) es creciente en σ, para com-

probarlo basta obtener su derivada y verificar que es positiva. Esto significa que existe

un único valor I > 0 que sustituido en la fórmula de BS corresponde al valor obser-

vado de una opción Europea tipo call al tiempo t. A I se le conoce como volatilidad

impĺıcita. Si se cuenta con observaciones del precio de una opción Europea, de este

concepto surge una forma de medir la volatilidad. Más aún, si se asume que el mer-

cado calcula los precios de las opciones con base en esta fórmula, el verdadero valor

del parámetro σ para cualquier strike K y cualquier tiempo de expiración T debe

coincidir con la volatilidad impĺıcita. Sea I(K, T ) esta volatilidad impĺıcita para una

opción Europea tipo call con strike K y tiempo de expiración T > t. Si la fórmula

es correcta, entonces una gráfica de esta función debeŕıa verse como una superficie

plana.

El fenómeno más citado que prueba las limitaciones del modelo de BS se da cuando

se fija el tiempo de expiración T y la gráfica I(K,T ) es una función convexa en K.

A este fenómeno se le conoce como efecto smile.

La idea de proponer distribuciones de colas pesadas en los modelos pudo haberse

retomado en los setentas cuando el modelo de BS generaba superficies I(K,T ) no

planas. Sin embargo, la preferencia por el modelo de BS se basa en la simplicidad

de la distribución Gaussiana que ha dado resultados altamente congruentes con el

mercado. Debido a esto la mayoŕıa de los economistas han preferido conservarla y

buscar explicaciones alternativas para la aleatoriedad de la volatilidad.

Otra caracteŕıstica emṕırica observada de la volatilidad es su correlación con el

precio de un activo. Hay evidencia de que en el mercado se espera que cuando la

volatilidad sube, el precio baja. Esta correlación es la que generó modelos como (1.1.3)

para St, pero en donde σt = σt(S).

Existen tantos aspectos emṕıricos de la volatilidad como modelos que los explican

parcialmente. Sin embargo se requiere de modelos más sofisticados que permitan

cambios aleatorios más fuertes en el nivel de volatilidad. Es aśı como surge el modelo

para la volatilidad basado en una EDE.
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1.2.2. Modelo

El modelo propuesto en esta tesis para el mercado está compuesto por un bono

con precio Bt al tiempo t, descrito por una ecuación diferencial ordinaria

dBt = rtBtdt, B0 = 1, (1.2.11)

con 0 ≤ t < ∞. Por simplicidad, se considera que el proceso que representa a la

tasa de interés r = {rt, t ≥ 0}, que se origina al operar con el bono es conocido, no

negativo, determinista y depende del tiempo.

Por otro lado está el activo con riesgo que evoluciona de acuerdo a la EDE (1.1.3),

donde los procesos de deriva µt y volatilidad σt son F -adaptados, continuos por la

derecha con ĺımites por la izquierda. Por razones técnicas se asume además que el

proceso σt está definido para un ε > 0 fijo y para cada t > 0 como sigue:

σt =

{
σt si σt ≥ ε

ε si σt < ε.
(1.2.12)

Con la finalidad de evitar valores negativos para σt que por definición es positivo

se estudió la función de este proceso Xt = ln(σ2
t ), 0 ≤ t < 0. La EDE asociada a este

nuevo proceso es

dXt = C(Xt)dt + D(Xt)dW σ
t , (1.2.13)

definida también en 0 ≤ t < ∞. W S en (1.1.3) y W σ son procesos de Wiener con

coeficiente de correlación ρ. Se asume además que todos estos procesos están definidos

en el espacio (Ω,F ,F , P ).

1.2.3. Especificación de la EDE para la volatilidad

El objetivo de esta sección es dar las condiciones para que exista la solución

de la ecuación (1.2.13), aśı como las expresiones para sus coeficientes. Esta sección

está basada en las ideas desarrolladas en [15].

Los siguientes son resultados importantes en la teoŕıa de ecuaciones diferencia-

les parciales (EDP) y se usan en la construcción de una ecuación de difusión como

(1.2.13). En efecto, sea f(x, s) una función en C2(R) con s fijo. El operador diferencial
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Ls, 0 ≤ s ≤ T está definido por

Lsf(x, s) = (Lsf)(x, s) =
1

2
d2(x, s)

∂2f

∂x2
+ c(x, s)

∂f

∂x
(x, s), (1.2.14)

donde c(x, s) y d(x, s) son los coeficientes de deriva y volatilidad en una ecuación

de difusión (EDE). Este operador se aplica a una función y da como resultado otra

función, cuyo valor en el punto (x, s) está dado por (1.2.14).

Definición 1.2.1. Una solución fundamental de EDP

∂u

∂s
(x, s) + Lsu(x, s) = 0 (1.2.15)

es una función no negativa p(y, t, x, s) que satisface las siguientes propiedades:

A1 Es continua en y, t, x, s, dos veces continuamente diferenciable en x y satisface

la ecuación (1.2.15) con respecto a s y x; además,

A2 para cualquier función continua y acotada f(x) en R y para cualquier t > 0

u(x, s) =

∫

R
f(y)p(y, t, x, s)dy

está acotada, satisface (1.2.15) y lims↑tu(x, s) = f(x) para todo x ∈ R.

El siguiente teorema establece condiciones bajo las cuales la ecuación (1.2.15) tiene

solución:

Teorema 1.2.2. Suponga que c(x, t) y d(x, t) son funciones continuas y acotadas y

que

B1 d2(x, t) ≥ c > 0,

B2 c(x, t) y d2(x, t) satisfacen la condición de Hölder con respecto a x y a t, esto

es, existe α ∈ [0, 1] tal que para todo x, y,∈ R y s, t, > 0

|c(y, t)− c(x, s)|+ |d2(y, t)− d2(x, s)| ≤ K(|y − x|α + |t− s|α).

Entonces la EDP (1.2.15) tiene una solución fundamental p(y, t, x, s) que es única y

estrictamente positiva. Más aún, si existen las segundas derivadas parciales de c(x, t)
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y d(x, t) con respecto a x, están acotadas y satisfacen la condición de Hölder con

respecto a x, entonces p(y, t, x, s) como función de y y t satisface la ecuación de

Fokker-Plank:
∂p

∂t
+

∂(c(x, t)p)

∂x
− 1

2

∂2(d2(x, t)p)

∂x2
= 0, t ≥ 0, (1.2.16)

donde p = p(y, t, x, s).

En muchas aplicaciones matemáticas y en particular en finanzas una forma de

analizar el comportamiento de un proceso de difusión como (1.2.13) es utilizando la

EDP (1.2.16), conocida como ecuación de Fokker-Plank.

Si se asume que las funciones C(·) y D(·) en (1.2.13) cumplen las condiciones (B1)

y (B2) del Teorema 1.2.2, se garantiza la existencia y unicidad de la solución fuerte

de dicha EDP. Además X es un proceso de Markov homogéneo. Por [19, Teorema

5.13] la solución fundamental p(y, t, x, s) define una única función de transición para

el proceso. Ésta es la función de densidad de Xt dado que Xs = x.

Propiedades Ergódicas de X

Se puede demostrar, al igual que en el caso de procesos con un número numerable

de estados (ver [18]), que bajo condiciones adecuadas el proceso X tiene una distribu-

ción estacionaria. En efecto, suponga que el proceso satisface la siguiente hipótesis

Hipótesis 1.2.3. Existe un dominio acotado U ⊂ El donde El es un conjunto de

Borel contenido en F , con cota Γ tal que U ∪Γ ⊂ El y con las siguientes propiedades:

C1 D2(x) no se anula en U .

C2 Si x ∈ El\U y el proceso inicia en x, el tiempo medio τ = inf{t > 0 | Xt ∈ U}
i.e. al cual el proceso alcanza el conjunto U es finito, es decir, supx∈KEX(τ) <

∞ para cualquier subconjunto compacto K ⊂ El.

Bajo la Hipótesis (1.2.3) se sigue, por [18, Teorema 4.1], que el proceso de Markov

X tiene una distribución estacionaria FX . Más aún, en [19, Teorema 5.1] se demuestra

que el proceso es ergódico con probabilidad uno, es decir, si g(x) es una función

integrable con respecto a la medida FX entonces

P

{
limT→∞

[
1

T

∫ T

0

g(Xt)dt

]
=

∫

El

g(x)dFX(x)

}
= 1 (1.2.17)
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para todo x ∈ El. Esta expresión indica que sin importar donde inicie el proceso (en

que conjunto Boreliano) se alcanzará la distribución estacionaria.

Existe una cantidad infinita no numerable de estados a visitar por el proceso X

y su distribución tiene una densidad p(y, t, x, s) estrictamente positiva. Sea Ei un

conjunto de Borel en F . El proceso es recurrente si después de haber visitado Ei la

probabilidad de que alcance el mismo Ei al menos una vez más es igual a 1. Si por

añadidura el tiempo medio de recurrencia hacia el estado Ei partiendo de Ei es finito,

se dice además que el proceso es positivo.

El comportamiento asintótico de la función de transición depende esencialmente

de si el tiempo medio de recurrencia a un dominio acotado (en este caso, conjunto

de Borel) es finito o no. Se supone entonces que el proceso X saldrá de cualquier

conjunto acotado y más aún, lo hará en un tiempo finito. Esto es, se asume que el

proceso es recurrente positivo. Entonces de [18, Lema 9.5] se sigue que

limt→∞p(y, t, x, s) = fX(x) > 0 para todo x ∈ R, (1.2.18)

donde fX(x) es la densidad estacionaria del proceso.

Asumiendo que los ĺımites de las derivadas en (1.2.16) existen cuando t →∞, se

sigue de (1.2.18) y la misma (1.2.16) que

C(x)fX − 1

2

d(D2(x)fX)

dx
= k0, (1.2.19)

para todo x ∈ R y k0 constante. Usando el hecho de que cuando |x| → ∞, fX → 0 y
dfX(x)

dx
→ 0 (ver [15]), k0 debe ser cero y se calcula la expresión para la densidad fX .

En efecto

C(x)fX =
1

2

d(D2(x)fX)

dx
luego,

C(x) = D(x)
dD(x)

dx
+

1

2
D2(x)

d ln(fX(x))

dx
integrando,

∫ x

−∞

2C(u)

D2(u)
du = 2

∫ x

−∞

d ln(D(u))

du
du +

∫ x

−∞

d ln(fX(u))

du
du.

Después de calcular las integrales con el Teorema Fundamental del Cálculo se llega a

que

fX(x) =
A

D2(x)
exp

{
2

∫ x

−∞

C(u)

D2(u)
du

}
, (1.2.20)
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donde A es una constante tal que
∫∞
−∞ fX(x)dx = 1. Finalmente, despejando de

(1.2.19)

C(x) =
1

2fX(x)

d(D2(x)fX(x))

dx
para x ∈ R. (1.2.21)

La ecuación (1.2.20) da una forma general para la distribución estacionaria del

proceso mientras que (1.2.21) la propia para el coeficiente C(x). La expresión para

D(x) queda relativamente abierta sin ignorar que la interpretación de éste juega un

papel importante.
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Caṕıtulo 2

Métodos de valuación de opciones

en mercados incompletos

A lo largo de este caṕıtulo se considera un mercado financiero en el que se asume se

cumplen las tres propiedades mencionadas en la introducción: es incompleto, no existe

oportunidad de arbitraje y está compuesto de un activo con riesgo S, un bono B y un

proceso X función de la volatilidad asociada. El objetivo es valuar una opción Europea

tipo call con activo subyacente S, strike K, tiempo de maduración T y payoff h(ST )

dado por (1.1.1). Por este motivo se exponen dos métodos. El primero está basado en

la teoŕıa de minimización de riesgo local (min-R), desarrollada por Fölmer, Sonderman

y Schweizer. Éste consiste en encontrar una medida de probabilidad con caracteŕısticas

propias, bajo la cual se establece una expresión para el precio que debe pagarse por la

opción. El segundo método se fundamenta con la teoŕıa del precio de indiferencia (p-

indi). Al igual que min-R, en este método se toma en cuenta la actitud del inversionista

con respecto al riesgo pero introduciendo un concepto clave: utilidad.

2.1. Teoŕıa de minimización del riesgo local

2.1.1. Medida martingala minimal

Definición 2.1.1. Una medida de probabilidad Q en (Ω,F) es una medida martingala

equivalente (MME) para el proceso S si Q es equivalente a P (lo que se denota como

Q ∼ P ) y S es martingala bajo Q.

Dada una MME Q, de su definición se sabe que el proceso S es Q-martingala.
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Más aún, en vista de que Q ∼ P , bajo la medida P , S es semimartingala (ver [10]).

Esta propiedad se usará en el desarrollo subsecuente. Por el Teorema de Doob-Mayer

se asume que S tiene la descomposición

S = S0 + M + A, (2.1.1)

donde M = {Mt}0≤t≤T es una martingala cuadrado integrable con M0 = 0 y variación

cuadrática 〈M〉 respecto a P ; A = {At}0≤t≤T es un proceso predecible con A0 = 0 y

variación finita |A|.
En el Caṕıtulo 1 se mostró que en el modelo de BS es de interés la forma en que un

inversionista genera los recursos que le permitan cubrir el compromiso adquirido. Por

esta razón se ha definido el concepto de estrategia de inversión. Esta definición se re-

toma en esta sección de una forma más general, teniendo en cuenta la descomposición

(2.1.1).

Definición 2.1.2. Una estrategia de inversión ϕ es una pareja de procesos ξ =

{ξt}0≤t≤T y η = {ηt}0≤t≤T que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) ξ es predecible, es decir, ξt es Ft−−medible para 0 ≤ t ≤ T ,

(ii)

E

[ ∫ T

0

ξ2
ud〈M〉u +

( ∫ T

0

|ξu|d|A|u
)2]

< ∞, (2.1.2)

(iii) η es adaptado, es decir, ηt es Ft−medible para 0 ≤ t ≤ T , y

(iv) El proceso V (ϕ) definido por Vt(ϕ) := ξtS + ηtB es continuo por la derecha y

Vt(ϕ) ∈ L2(Ω,F , P ) para todo t, 0 ≤ t ≤ T .

El proceso V (ϕ) representa el valor del portafolio de inversión ϕ. Su significado

es que al tiempo t el inversionista adquirirá ξt unidades de activo S y ηt unidades de

bono B. En esta subsección se establece por simplicidad que B ≡ 1.

La caracteŕıstica deseable para el valor de un portafolio es que al tiempo T éste

sea igual al payoff h(ST ). Esta propiedad motiva la siguiente definición

Definición 2.1.3. Una estrategia es admisible si

VT (ϕ) = h(ST ), P − c.s. (2.1.3)
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Dicha estrategia admisible siempre existe pues puede tomarse ξ ≡ 0 y η ≡ 0, excepto

para ηT = h(ST ).

El siguiente es un concepto que ilustra la forma de proceder de un inversionista

paso a paso hasta alcanzar el tiempo de expiración T . El proceso de costo C(ϕ) se

define mediante la expresión

Ct(ϕ) := Vt(ϕ)−
∫ t

0

ξudSu, 0 ≤ t ≤ T. (2.1.4)

Para comprender el significado de este proceso al tiempo t, se realiza el análisis de

éste en una etapa. Por definición de costo e integral estocástica se sigue que

V0(ϕ) = ξ0S0 + η0, V1(ϕ) = ξ1S1 + η1 y

∫ 1

0

ξudSu = ξ0(S1 − S0). (2.1.5)

Por lo que al tiempo t = 1 el proceso costo es, sumando y restando η0

C1(ϕ) = ξ1S1 + η1 − ξ0S1 + ξ0S0

= S1(ξ1 − ξ0) + (η1 − η0) + V0.

De tal forma que C1(ϕ) representa información del rendimiento (o pérdida) conseguido

de invertir en S y B siguiendo la estrategia (ξ,η) en esa etapa, sumado al valor del

portafolio inicial. En consecuencia, el proceso costo funciona como equilibrador pues

si el inversionista obtiene una ganancia a partir del bono, usará esta cantidad para

invertirla en S en la etapa siguiente y viceversa. En términos del proceso costo, una

estrategia admisible será entonces autofinanciable si C(ϕ) es constante P -c.s. a lo

largo del intervalo [0, T ]. Más aún, se dice que éste será autofinanciable en media si

C(ϕ) es una P -martingala.

Como se ha sugerido ya, un inversionista maneja el capital inicial por etapas.

El método min-R debe verse como un procedimiento de progresión en el siguiente

sentido: al tiempo t, debe dejarse atrás el pasado y concentrarse en esas estrategias

que difieren de la estrategia de referencia sólo en el intervalo restante (t, T ]. Por esto

se introduce la siguiente definición

Definición 2.1.4. Sea ϕ = (ξ, η) una estrategia de inversión y t ∈ [0, T ). Una

continuación admisible de ϕ a partir de t es una estrategia de inversión ϕ̃ = (ξ̃, η̃)

que satisface
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D1 ξ̃s = ξs para s ≤ t,

D2 η̃s = ηs para s < t,

D3 VT (ϕ̃) = VT (ϕ) P − c.s.

Como se ha dicho, una de las propiedades del mercado en el que se opera es ser

incompleto. En este tipo de mercado no es posible encontrar siempre la estrategia que

haga que el vendedor de una opción pueda cubrir su compromiso de forma segura al

tiempo T . Por tal razón, el método min-R busca minimizar en lo posible el riesgo de

incumplimiento al que se expone un inversionista. Aśı, se introduce una medida de

riesgo llamada proceso de error cuadrático medio condicional

Rt(ϕ) = E{[CT (ϕ)− Ct(ϕ)]2|Ft}, 0 ≤ t ≤ T. (2.1.6)

Por razones técnicas, se considera a (2.1.6) continuo por la derecha.

Una estrategia de inversión ϕ es minimizadora-R (mina-R) si para cualquier t ∈
[0, T ) y cualquier continuación admisible ϕ̃ de ϕ a partir de t se cumple que Rt(ϕ) ≤
Rt(ϕ̃), P -c.s. Cabe resaltar que en este sentido min-R es entonces una extensión del

modelo de BS en donde R(ϕ) puede reducirse a 0.

En [26, Proposición 2.3] se demuestra que una estrategia ϕ es mina-R si y solo

si C(ϕ) es una martingala cuadrado integrable ortogonal al proceso martingala M

en (2.1.1). Se dice que una estrategia es óptima si satisface la condición anterior. Sin

perder de vista el objetivo principal que es encontrar el precio para la opción Europea,

se buscará la expresión para una estrategia óptima. Para simplificar la notación, se

define H = h(ST ).

Proposición 2.1.5. Una estrategia óptima se obtiene mediante la descomposición

del payoff

H = H0 +

∫ T

0

ξH
u dSu + LH

T , (2.1.7)

con H0 ∈ L2(Ω,F , P ), ξH cumple la condición (ii) de la definición (2.1.2) y LH =

{LH
t }0≤t≤T es una martingala cuadrado integrable con respecto a P , ortogonal a M .

La estrategia está dada entonces por

ξ = ξH , η = V − ξ · S (2.1.8)
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donde

Vt = H0 +

∫ t

0

ξH
u dSu + LH

t . (2.1.9)

Ver demostración en [10].

Habiendo establecido la Proposición 2.1.5, el problema de minimización se reduce

a encontrar (2.1.7). Este procedimiento es delicado puesto que en un mercado incom-

pleto, existe una infinidad de medidas martingalas equivalentes MME bajo las cuales

S es martingala. Por este motivo se deberá elegir siguiendo algún criterio una única

MME bajo la cual se encuentre la representación (2.1.7) para H. En efecto, si Ṗ es

una de estas medidas martingalas equivalentes, se asume entonces que

dṖ

dP
∈ L2(Ω,F , P ) y S es Ṗ −martingala. (2.1.10)

Por otro lado, bajo Ṗ , el proceso M = {Mt}0≤t≤T introducido en (2.1.1) es una

semimartingala. La descomposición de Doob-Meyer para éste proceso está dada por

M = S − S0 + (−A), (2.1.11)

de donde 〈M〉 = 〈S〉. Con el supuesto (2.1.10), en [10] se demuestra que el proceso A

debe ser absolutamente continuo con respecto a la variación cuadrática del proceso

S, es decir

At =

∫ t

0

αud〈S〉u, 0 ≤ t ≤ T, (2.1.12)

para algún proceso predecible α = {αt}0≤t≤T .

Es de interés que al momento de pasar a la medida Ṗ pueda preservarse, tanto

como sea posible, la estructura que se observe bajo la medida P . Aśı, si LH en (2.1.7)

es P -martingala ortogonal a M es deseable que continue siéndolo bajo la medida Ṗ .

Las medidas martingalas equivalentes con esta propiedad se denominan de una forma

espećıfica

Definición 2.1.6. Una medida martingala P̂ ∼ P se llamará minimal si

P̂ = P en F0 (2.1.13)

y si cualquier P -martingala cuadrado integrable que sea ortogonal a M bajo P , sigue

siendo martingala bajo P̂ .
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En [10] se demuestra la existencia y unicidad de una medida con estas caracteŕısti-

cas mediante el siguiente teorema:

Teorema 2.1.7. (1) La medida martingala minimal P̂ está determinada de forma

única.

(2) P̂ existe si y solo si para t en 0 ≤ t ≤ T

Ĝt = exp

(
−

∫ t

0

αudMu − 1

2

∫ t

0

α2
ud〈S〉u

)
, (2.1.14)

es una martingala cuadrado integrable bajo P ; en este caso P̂ está dada por la

expresión
dP̂

dP
= ĜT (2.1.15)

y α es el proceso predecible en (2.1.12).

(3) La medida martingala minimal preserva ortogonalidad: si bajo P , L es mar-

tingala cuadrado integrable con 〈L, M〉 = 0 entonces bajo P̂ , satisface que

〈L, S〉 = 0.

Ver demostración en [10].

Aunque cambiar la forma de medir (pasando de P a P̂ ) minimiza el riesgo al

que se expone el inversionista, es claro que aún bajo P̂ sigue existiendo un riesgo

intŕınseco que no se puede controlar. Por tanto, representa una ventaja contar con

una cantidad que pueda dar información de qué tan capaz es una MME de conservar

las propiedades observadas bajo la medida original. Para esto se introduce la medida

conocida como entroṕıa relativa.

Definición 2.1.8. La medida de entroṕıa relativa está dada por la expresión

H(Q|P ) =

{ ∫
log dQ

dP
dQ si Q ¿ P

+∞ c.c.
(2.1.16)

Esta cantidad es siempre no negativa y H(Q|P ) = 0 si y solo si Q = P .
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Teorema 2.1.9. En la clase de todas las medidas martingalas Ṗ , la medida martin-

gala minimal P̂ se caracteriza por minimizar

H(Ṗ |P )− 1

2
E ·

[∫ T

0

α2
ud〈S〉u

]
. (2.1.17)

En particular, P̂ minimiza la entroṕıa relativa H(·|P ) de entre todas las medidas

martingalas equivalentes que tienen esperanza

E·
[∫ T

0

α2
ud〈S〉u

]
(2.1.18)

finita.

Ver demostración en [10].

Finalmente se enunciará el teorema que determina la estrategia óptima en la

Proposición 2.1.5.

Teorema 2.1.10. La estrategia óptima que corresponde a la expresión (2.1.7) está de-

terminada de forma única. Ésta puede calcularse en términos de la medida martingala

minimal P̂ : Si V = {Vt}0≤t≤T denota la versión continua por la derecha de la mar-

tingala

Vt := EP̂ [H|Ft], 0 ≤ t ≤ T, (2.1.19)

entonces la estrategia óptima (ξ, η) está dada por (2.1.8) donde

ξH =
d〈V, S〉
d〈S〉 (2.1.20)

se obtiene proyectando la P̂ -martingala V en la P̂ -martingala S.

Ver demostración en [10].

2.1.2. Precio de la opción Europea

Sin perder de vista el resto de las caracteŕısticas del mercado mencionadas al

inicio de este caṕıtulo, se hace alusión a que los procesos S, B y X están dados por las

ecuaciones (1.1.3), (1.2.11) y (1.2.13) respectivamente. El método min-R busca valuar

opciones bajo la medida martingala minimal P̂ introducida en la sección anterior.
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Sea αt = [µt − rt]/σt, donde los procesos que lo componen son los coeficientes en las

ecuaciones de S y B. De acuerdo al Teorema 2.1.7 para mostrar la existencia de la

medida martingala minimal P̂ basta mostrar que el proceso Ĝt en la ecuación (2.1.14)

es una martingala cuadrado integrable. El proceso αt definido aśı es predecible pues

por hipótesis los procesos que lo conforman lo son. Por tanto es suficiente probar que

se cumple la condición

E
[
e

1
2

R T
0 α2

sds
]

< ∞. (2.1.21)

Esto sucede pues los procesos µt y rt son deterministas (de hecho rt es conocido) y

gracias a la restricción impuesta a σt en (1.2.12) que implica que σt ≥ ε > 0 para

todo t.

Entonces, dado que αt es predecible y cumple (2.1.21), por el Teorema de Girsanov

se sigue que Ĝt es una martingala cuadrado integrable y por lo tanto, por el Teorema

2.1.7, existe una medida martingala minimal P̂ . Más aún, el proceso

Ŵ S
t = W S

t +

∫ t

0

αudu (2.1.22)

es un P̂ -MB. A αt se le conoce como precio de mercado por riesgo.

Bajo P̂ el proceso St se ve ahora como

dSt = St(µtdt + σtdW S
t ) T. de Girsanov

= St

{
µtdt + σt

[
dŴ S

t −
(

µt − rt

σt

)
dt

]}

= St(rtdt + σtdŴ S
t ). (2.1.23)

Por su parte, el proceso Xt en la ecuación (1.2.11) se como

dXt = C(Xt)dt + D(Xt)dW σ
t

= C(Xt)dt + D(Xt)[dŴ σ
t − ραtdt]

= [C(Xt)− ρD(Xt)αt]dt + D(Xt)dŴ σ
t . (2.1.24)

En vista de que W S y W σ están correlacionados puede expresarse a dicho W σ
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como

W σ
t = ρW S

t +
√

(1− ρ2)(W S
t )⊥ T. de Girsanov

= ρ
[
Ŵ S

t −
∫ t

0

αudu
]

+
√

(1− ρ2)(W S
t )⊥. (2.1.25)

Manipulando (2.1.25) se obtiene

W σ
t + ρ

∫ t

0

αudu = ρŴ S
t +

√
(1− ρ2)(W S

t )⊥, (2.1.26)

donde W S
t y (W S

t )⊥ son movimientos Brownianos ortogonales. Se observa que de-

bido a la propiedad de la medida martingala minimal de conservar ortogonalidad,

la expresión del lado derecho de la igualdad (2.1.26) es, bajo P̂ , un MB. El nue-

vo sistema de ecuaciones (2.1.23) y (2.1.24) puede reescribirse bajo la medida P̂

en términos de dos movimientos Brownianos independientes (Ŵ S)⊥ y Ŵ σ, donde

Ŵ S = ρŴ σ +
√

1− ρ2(Ŵ S)⊥. Haciendo las operaciones necesarias se sigue para

t ∈ [0, T ]

dSt = rtStdt + ρσtStdŴ σ
t +

√
1− ρ2σtStd(Ŵ S

t )⊥

dXt = [C(Xt)− ραtD(Xt)]dt + D(Xt)dŴ σ
t . (2.1.27)

Para poder valuar una opción, es preciso conocer qué tipo de información tendrá un

inversionista al tiempo t . Con este objeto, se define como {F⊥
St
}t≥0 y {Fσt}t≥0 a las

filtraciones generadas por los movimientos Brownianos independientes (Ŵ S)⊥ y Ŵ σ

respectivamente. Aśı, la filtración {Ft}t≥0 donde toma valores el precio del activo S

se define como la filtración conjunta de ambas. Esto quiere decir que, para todo t ≥ 0

Ft = F⊥
St
⊗Fσt . (2.1.28)

Con Ft definida aśı, al tiempo t ésta contendrá información de la dinámica de los

procesos S y X hasta ese momento. Continuando con esta idea, la persona que de-

termina cuánto vale una opción deseará conocer en lo posible el comportamiento del

proceso S hasta ese instante. Más aún, le interesará saber cómo cambia S hasta que

se alcance el precio de expiración. En el Caṕıtulo 1 se explicó que una forma de tener

conocimiento al respecto es por medio del proceso de volatilidad. Por esta razón se de-

fine a la filtración {F∗
t }0≤t≤T como la filtración conjunta de {F⊥

St
}0≤t≤T y la σ-álgebra
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FσT
. Esto es,

F∗
t = F⊥

St
⊗FσT

, para todo 0 ≤ t ≤ T. (2.1.29)

Para cada t, esta σ-álgebra contiene información de la dinámica del proceso S hasta

t y de la dinámica del proceso X en todo el intervalo [0, T ]. Los procesos S, B y X

toman valores a partir de ahora en el espacio (Ω,F ,F∗, P̂ ), donde F∗ = {F∗
t }0≤t≤T .

El precio de la opción Europea al tiempo t (ver [19, Teorema 11.13]) está dado por

H(t) = EP̂

[
Bt

BT

H

∣∣∣∣∣Ft

]

= EP̂

[
Bt

BT

h(ST )

∣∣∣∣∣Ft

]

=
Bt

BT

EP̂ [(ST −K)+|Ft]

=
Bt

BT

EP̂ [EP̂ [(ST −K)+|F∗
t ]|Ft]

= EP̂ [Ĥ(t)|Ft], (2.1.30)

donde, ya que para cada t ∈ [0, T ] se cumple que Ft ⊂ F∗
t , la tercera igualdad se

debe a una propiedad de la esperanza condicional y Ĥ(t) := Bt

BT
Ê[(ST − K)+|F∗

t ].

Este nuevo proceso su vez puede reescribirse de la forma

Ĥ(t) =
Bt

BT

EP̂ [(ST −K)I(ST > K)|F∗
t ]

=
Bt

BT

EP̂ [ST I(ST > K)|F∗
t ]− Bt

BT

EP̂ [KI(ST > K)|F∗
t ]

=
Bt

BT

EP̂ [ST I(ST > K)|F∗
t ]− Bt

BT

KP (ST > K|F∗
t ), (2.1.31)

donde I(·) es función indicadora. El trabajo subsecuente se centra en calcular (2.1.31).

En efecto, asumiendo sin pérdida de generalidad que S0 = 1, la solución de la EDE

(2.1.27) es

St = exp

{ ∫ t

0

rudu + ρ

∫ t

0

σudŴ σ
u +

√
1− ρ2

∫ t

0

σud(Ŵ S
u )⊥

−1

2

∫ t

0

σ2
udu

}
. (2.1.32)
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Evaluando (2.1.32) en T se obtiene

ST = exp

{ ∫ T

0

rudu + ρ

∫ T

0

σudŴ σ
u +

√
1− ρ2

∫ T

0

σud(Ŵ S
u )⊥

−1

2

∫ T

0

σ2
udu

}

= exp

{ ∫ t

0

rudu + ρ

∫ t

0

σudŴ σ
u +

√
1− ρ2

∫ t

0

σud(Ŵ S
u )⊥

−1

2

∫ t

0

σ2
udu

}

× exp

{ ∫ T

t

rudu + ρ

∫ T

t

σudŴ σ
u +

√
1− ρ2

∫ T

t

σud(Ŵ S
u )⊥

−1

2

∫ T

t

σ2
udu

}

= St exp

{ ∫ T

t

rudu

}
exp{NH(t, T )}

= St
BT

Bt

exp{NH(t, T )} (2.1.33)

en el cual, para 0 ≤ t ≤ T

NH(t, T ) = −1

2
N1(t, T ) + ρN2(t, T ) +

√
1− ρ2

∫ T

t

σud(Ŵ S
u )⊥,

N1(t, T ) =

∫ T

t

σ2
udu y

N2(t, T ) =

∫ T

t

σudŴ σ
u . (2.1.34)

Con respecto a la filtración {F∗
t }0≤t≤T , el proceso de MB {Ŵ σ

t , 0 ≤ t ≤ T} es condi-

cionalmente conocido sobre todo [0, T ]. Por tanto, σt, N1 y N2 están condicionalmente

determinados. Más aún, debido a que cuando se condiciona al pasado la integral de

Itô es un proceso Gaussiano, para cada t, el proceso NH(t, T ) es condicionalmente

una variable aleatoria con distribución normal, es decir,

NH(t, T ) ∼ N [me(t, T ), va(t, T )], (2.1.35)
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en donde

me(t, T ) = −1

2
N1(t, T ) + ρN2(t, T )

va(t, T ) = (1− ρ2)

∫ T

t

σ2
udu

= (1− ρ2)N2(t, T ). (2.1.36)

Sustituyendo (2.1.33) en (2.1.31):

Ĥ(t) =
Bt

BT

Ê

{
St

BT

Bt

exp[NH(t, T )]× I

(
St

BT

Bt

exp[NH(t, T )] > K

)∣∣∣∣∣F
∗
t

}

− Bt

BT

KP

(
St

BT

Bt

exp[NH(t, T )] > K

∣∣∣∣∣F
∗
t

)

= StÊ

{
exp[NH(t, T )]× I

[
NH(t, T ) > ln

(
BtK

BT St

)]∣∣∣∣∣F
∗
t

}

− Bt

BT

KP

(
exp[NH(t, T )] >

BtK

BT St

∣∣∣∣∣F
∗
t

)

= StZ1 − Bt

BT

KZ2. (2.1.37)

La segunda igualdad se debe a que Bt es un proceso determinista y a que St es F∗
t -

medible. El cálculo de la diferencia StZ1− Bt

BT
KZ2 se desarrolla por partes. Para poder

calcular la esperanza condicional Z1 se realizará el siguiente cambio de medida. Sea

Ω = R y sea Q una medida tal que P̂ ¿ Q bajo la cual NH(t, T ) es normal, pero

con parámetros [me(t, T ) + va(t, T ), va(t, T )]. La variable aleatoria Ñ(ω) = ω realiza

NH(t, T ) en el espacio (R,F , P̂ ). El cociente de verosimilitud está dado por
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Λ(ω) =
dP̂

dQ
(ω)

=

[2πva(t, T )]−1/2 exp

{
− [ω−me(t,T )]2

2va(t,T )

}

[2πva(t, T )]−1/2 exp

{
− [ω−me(t,T )−va(t,T )]2

2va(t,T )

}

= exp

{
− [ω −me(t, T )]2

2va(t, T )
+

[ω −me(t, T )− va(t, T )]2

2va(t, T )

}

= exp

{
− ω + me(t, T ) +

1

2
va(t, T )

}
. (2.1.38)

Usando (2.1.38) el valor de Z1 en (2.1.37) será

Z1 = Ê

{
e[NH(t,T )] × I

[
NH(t, T ) > ln

(
BtK

BT St

)]∣∣∣∣∣F
∗
t

}

= Ê

{
eÑ × I

[
Ñ > ln

(
BtK

BT St

)]∣∣∣∣∣F
∗
t

}
.

Del Teorema de Radom-Nikodym para cualquier variable aleatoria Z P̂ -integrable se

cumple EP̂ (Z) = EQ(ΛZ), luego

Z1 = EQ

{
ΛeÑI

[
Ñ > ln

(
BtK

BT St

)]∣∣∣∣∣F
∗
t

}

= EQ

{
e−Ñ+me(t,T )+ 1

2
va(t,T )eÑI

[
Ñ > ln

(
BtK

BT St

)]∣∣∣∣∣F
∗
t

}

= EQ

{
eme(t,T )+ 1

2
va(t,T )I

[
Ñ > ln

(
BtK

BT St

)]∣∣∣∣∣F
∗
t

}

= eme(t,T )+ 1
2
va(t,T )EQ

{
I

[
Ñ > ln

(
BtK

BT St

)]∣∣∣∣∣F
∗
t

}

= eme(t,T )+ 1
2
va(t,T )P

[
Ñ > ln

(
BtK

BT St

)]
.

(2.1.39)
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Ya que Ñ realiza a NH en (R,F , P̂ ) y ésta a su vez tiene distribución (2.1.35), se

sigue finalmente

Z1 = eme(t,T )+ 1
2
ve(t,T )P

[
Ñ −me(t, T )− va(t, T )√

va(t, T )

>
ln

(
BtK
BT St

)−me(t, T )− va(t, T )√
va(t, T )

]

= eme(t,T )+ 1
2
ve(t,T )Φ

[
ln

(
BtSt

BT K

)
+ me(t, T ) + va(t, T )√

va(t, T )

]
(2.1.40)

Por otra parte la expresión para Z2 en (2.1.37) es

Z2 = P

(
exp[NH(t, T )] >

BtK

BT St

∣∣∣∣∣F
∗
t

)

= 1− P

(
exp[NH(t, T )] ≤ BtK

BT St

∣∣∣∣∣F
∗
t

)

= 1− P

[
NH(t, T ) ≤ ln

(
BtK

BT St

)∣∣∣∣∣F
∗
t

]

= 1− P

[
NH(t, T )−me(t, T )√

va(t, T )
≤ ln

(
BtK
BT St

)−me(t, T )√
va(t, T )

]

= 1− Φ

{
ln

(
BtK
BT St

)−me(t, T )√
va(t, T )

}

= Φ

{
ln

(
BtSt

BT K

)
+ me(t, T )√

va(t, T )

}
. (2.1.41)

Sustituyendo (2.1.39) y (2.1.41) en (2.1.37) se sigue que

Ĥ(t) = Ste
me(t,T )+ 1

2
va(t,T )Φ

[
ln

(
BtSt

BT K

)
+ me(t, T ) + va(t, T )√

va(t, T )

]

− Bt

BT

KΦ

{
ln

(
BtSt

BT K

)
+ me(t, T )√

va(t, T )

}
. (2.1.42)
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Reemplazando Ĥ(t) en (2.1.30) por la expresión en (2.1.42) se obtiene que

H(t) = Ê

{
Ste

me(t,T )+ 1
2
va(t,T )Φ

[
ln

(
BtSt

BT K

)
+ me(t, T ) + va(t, T )√

va(t, T )

]

− Bt

BT

KΦ

{
ln

(
BtSt

BT K

)
+ me(t, T )√

va(t, T )

}∣∣∣∣∣Ft

}
(2.1.43)

que es la expresión espećıfica para el precio de una opción Europea tipo call al tiempo

t. En la práctica (2.1.42) representa una buena aproximación a dicho precio.
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2.2. Teoŕıa del precio de indiferencia

Dado que el mercado se asume libre de arbitraje, un inversionista sabe que operar

en éste conlleva un riesgo. Sin embargo, por más que un inversionista esté dispuesto

a asumir un riesgo no participará en un negocio a menos que hacerlo le represente

la posibilidad de obtener un rendimiento que sea razonable con sus intereses. Es por

ello que buscará maximizar su beneficio minimizando a su vez dicho riesgo.

La teoŕıa del precio de indiferencia asume que un inversionista estará dispuesto a

pagar una cantidad p por un contrato por el que tiene el derecho a recibir en el tiempo

de expiración determinadas unidades de activo subyacente S̃, pero el no hacerlo y no

recibir nada no le representa una pérdida. Es por eso que a p se le conoce como precio

de indiferencia y con él se establece el método para valuar opciones.

En esta teoŕıa los intereses del inversionista se introducen mediante el concepto de

función de utilidad. Ésta le asigna al valor de un portafolio de inversión un número

real con el que existe la posibilidad de conocer qué beneficio le proporcionará al

inversionista pagar o no p.

Definición 2.2.1. Una función de utilidad U(x) es aquella que cumple con las si-

guientes propiedades:

(1) U(x) ∈ C2(R).

(2) Es estrictamente creciente.

(3) Es estrictamente cóncava.

La propiedad (2) expresa que un inversionista siempre desea obtener un beneficio

mayor mientras que la propiedad (3) se refiere a su aversión al riesgo (ver [1]).

Por lo anterior las principales ventajas de p radican en su justificación económica

y en la incorporación del concepto de aversión al riesgo introducido en el caso de la

teoŕıa min-R, analizada antes. Entre sus limitaciones la más relevante es el número

reducido de funciones de utilidad que se han estudiado. Aśı se acota la capacidad de

un inversionista de elegir la que mejor le convenga y poder calcular con ella el precio

p.

Sin perder de vista que el mercado en el que se opera está compuesto de los

procesos (1.1.3), (1.2.11) y (1.2.13) definidos en el espacio (Ω,F , P ), se considera

nuevamente una estrategia de inversión como en la Definición 2.1.2. Al tiempo t, ξt es
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la cantidad de capital invertido en el activo con riesgo St y ηt la cantidad de unidades

invertidas en el bono Bt. Aśı, asumiendo que el portafolio es autofinanciable y que

el inversionista tiene un capital inicial υ, el valor del portafolio V está descrito para

cada t ∈ [0, T ] como

dVt = ξtdSt + ηtdBt

= ξtdSt + r[Vt − ξtSt]dt con V0 = υ. (2.2.44)

Por ahora se asume que la tasa de interés a la que se invierte en el bono es r = 0 por

lo que no existirá variación en la inversión en el bono y entonces dBt ≡ 0. La forma

de cuantificar en tiempo presente la utilidad que proporcionará seguir esta estrategia

de inversión, maximizando dicha utilidad, es mediante la función de valor. A ésta se

le denota como R y se define como

R(υ, k) = supVT∈A(υ)EU(VT + kS̃T ), (2.2.45)

donde el supremo es tomado sobre todas las posibles riquezas que puedan generarse

iniciando con un capital de υ. k es el número de unidades de activo por las que se

firma el contrato.

El precio de indiferencia de compra p es aquel que el inversionista es indiferente a

pagar por recibir una cantidad k de activo subyacente S̃T al tiempo de expiración T

o no pagarlo y no recibir nada. Es decir p = p(k) es solución de

R(υ − p, k) = R(υ, 0). (2.2.46)

Análogamente el precio de indiferencia de venta p = p(k) es lo mı́nimo que un

inverionista esta dispuesto a pagar por vender k unidades de activo S̃T en el tiempo

de expiración T . Este precio resuelve

R(υ + p,−k) = R(υ, 0). (2.2.47)

En la literatura se distingue a uno y otro precio como pb (compra) y ps (venta), sin

embargo, en este trabajo se considera sólo el caso de compra. El precio de indiferencia

se denotará entonces sencillamente como p. Definido aśı, este precio tiene muchas

propiedades razonables con lo que se espera ocurra en el mercado. Entre éstas están
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la no linealidad en el número de unidades de activo k y la monotoneidad en el payoff

de la opción. Para detalles de éstas y otras propiedades ver [16].

La justificación de usar el precio de indiferencia para valuar una opción surge

eligiendo como el activo subyacente del contrato a h(St) en 0 < t ≤ T . De esta forma,

al tiempo de expiración T , el inversionista que se decida a pagar p recibirá como

beneficio k = 1 unidades del payoff h(ST ).

Por lo tanto, al tiempo 0 el inversionista puede elegir entre los dos casos siguientes:

(a) decidir NO adquirir el contrato. Asumiendo que el supremo sobre el conjunto

de riquezas posibles existe y es finito, la función de valor correspondiente es

Rno(t, υ, x) = maxξuE[U(VT ) | Vt = v, Xt = x]

= maxξuE[U(VT )]; (2.2.48)

(b) decidir tomar el contrato y pagar p por él. Asumiendo que el supremo sobre el

conjunto de riquezas posibles existe y es finito, la función de valor correspon-

diente es

R(t, υ, x, s) = maxξuE[U(VT + h(ST )) | Vt = v, Xt = x, St = s]

= maxξuE[U(VT + h(ST ))]. (2.2.49)

Para encontrar las expresiones (2.2.48) y (2.2.49) es necesario definir la forma de

la función de utilidad. En este trabajo se considera la llamada exponencial

U(y) = −e−θy, θ > 0, y ∈ R. (2.2.50)

La elección de esta función, perteneciente a las conocidas como Utilidades de Hara

(ver [16]), se traduce en la necesidad del inversionista de tener una utilidad muy alta

del valor del portafolio. Usando esta función y sustituyendo en (2.2.49) se sigue que

34



R(t, v, x, s) = maxξuE{U [VT + h(ST )] | Vt = v,Xt = x, St = s}

= maxξuE

(
− exp

{
− θ[VT + h(ST )]

}∣∣∣∣∣Vt = v, Xt = x, St = s

)

= maxξuE

(
− exp

{
− θ

[
v +

∫ T

t

ξuµ(Xu)du

+

∫ T

t

ξuσ(Xu)dW S
u

]
− θh(ST )

}∣∣∣∣∣Xt = x, St = s

)

= maxξu

[
− e−θvE

(
exp

{
− θ

[∫ T

t

ξuµ(Xu)du

+

∫ T

t

ξuσ(Xu)dW S
u

]
± 1

2

∫ T

t

θ2ξ2
uσ

2(Xu)du

− θh(ST )

}∣∣∣∣∣Xt = x, St = s

)]
(2.2.51)

Para calcular la esperanza anterior se hace un cambio de medida. En efecto, tal

como se definió en el Caṕıtulo 1, los procesos W S y W σ de las ecuaciones (1.1.3)

y (1.2.13) respectivamente están ρ correlacionados, esto implica que W σ = ρW S +√
1− ρ2(W S)⊥ donde 〈W S, (W S)⊥〉 = 0. Sea W̃ S = (W S)⊥, dado que ξtσt es un

proceso predecible y tal que E[e
1
2

R T
0 θ2ξ2

sσ2
sds] < ∞, por el Teorema de Girsanov se

sigue que existe una medida Q ∼ P tal que el proceso

W̃ S
t = W S

t + θ

∫ T

t

ξuσ(Xu)du (2.2.52)

es un Q-MB. Más aún, el cociente de razón de verosimilitud es

Λ(ω) =
dP

dQ
(ω) = exp

{ ∫ T

t

θξuσ(Xu)dW̃ S
u −

1

2

∫ T

t

θ2ξ2
uσ

2(Xu)du

}
. (2.2.53)

Se ha comentado ya que por el Teorema de Radom-Nikodym si Z es una variable

aleatoria P -integrable entonces EP (Z) = EQ(ΛZ). Por tanto, sustituyendo (2.2.53)
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en (2.2.51),

R(t, v, x, s) = maxξu

{
− e−θvEQ

(
exp

{ ∫ T

t

[
1

2
θ2ξ2

uσ
2(Xu)− θξuµ(Xu)

]
du

− θh(ST )

}∣∣∣∣∣Xt = x, St = s

)}

= −e−θvΨ(t, x, s) = −e−θve−θψ(t,x,s), (2.2.54)

donde, dado que maximizar {−eθvEQ(·)} sobre todo ξ es equivalente a maximizar

{−1
θ
ln[EQ(·)]} sobre todo ξ y

ψ(t, x, s) := maxξu

{
− 1

θ
ln EQ

[
exp

{
− θ

∫ T

t

`(Xu, ξu)du− θh(ST )

}]}
(2.2.55)

De un procedimiento análogo al anterior se obtiene la expresión de la función de

valor para el caso en el no se paga p

Rno(t, v, x) = −e−θve−θφ(t,x), (2.2.56)

donde

φ(t, v, x) := maxξu

{
− 1

θ
logEQ

[
exp

{
− θ

∫ T

t

`(Xu, ξu)du

}]}
(2.2.57)

y en ambas ecuaciones `(x, ξ) = ξµ(x) − (1/2)θξ2σ2(x). Es claro además que se

cumplen las relaciones Φ = e−θφ y Ψ = e−θψ.

Por definición de precio de indiferencia y con base en las expresiones anteriores,

el precio p es tal que

R(t, v − p, x, s) = Rno(t, v, x). (2.2.58)

Sustituyendo las ecuaciones (2.2.54) y (2.2.56) en (2.2.58)

−e−θ(v−p)e−θψ(t,x,s) = −e−θve−θφ(t,x), (2.2.59)

36



despejando de esta expresión se llega a

p = ψ(t, x, s)− φ(t, x). (2.2.60)

Note que la expresión (2.2.60) no depende del capital inicial del inversionista v. El

problema ahora se reduce a buscar la forma de la solución de φ y ψ. Las condiciones

de frontera para éstas, las cuales se dan al llegar los procesos al tiempo de maduración

T , son:

ψ(T, x, s) = maxξu

{
− 1

θ
ln EQ

[
exp

{
− θ

∫ T

T

`(Xu, ξ
∗
u)du− θh(ST )

}∣∣∣∣∣Xt = x, St = s

]}

= maxξu

{
− 1

θ
ln EQ

[
exp

{
− θh(ST )

}∣∣∣∣∣Xt = x, St = s

]}

= maxξu

{
− 1

θ
ln[exp{−θh(s)}]

}

= h(s). (2.2.61)

Análogamente se obtiene que φ(T, x) = 0.

Por otro lado, maximizar la expresión en (2.2.55) es equivalente a maximizar la

expresión

EQ

[
exp

{
− θ

∫ T

t

`(Xu, ξu)du− θh(ST )

}]
, (2.2.62)

por lo cual, se considera el problema como uno de control estocástico en donde ξt es

conocido como el proceso de control. A cada tiempo u, el control {ξu, t ≤ u ≤ T} que

es un proceso adaptado que toma valores en un conjunto de estrategias posibles A.

Del análisis de la ecuación (2.2.55) se obtiene (ver [17]) la ecuación de Hamilton

Jacobi Bellman

0 = maxξ∈R
{

Lx,sΨ̂ + Ψ̂t − θ`(x, ξ)Ψ̂
}

, (2.2.63)

donde Lx,s es el generador de St y Xt, es decir, es el operador diferencial de segundo

orden asociado a (1.1.3) y (1.2.13). Realizando las derivadas necesarias para el cálculo
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de éste y sustituyendo en (2.2.63) se encuentra la ecuación equivalente

0 = maxξ∈R
(
Ψ̂s

{
s
[
µ(x)− θξσ2(x)

]}
+ Ψ̂x

[
C(x)− θρξσ(x)D(x)

]

+
1

2
Ψ̂ss

[
s2σ2(x)

]
+

1

2
Ψ̂xx

[
D2(x)

]

+ Ψ̂sx

[
sσ(x)D(x)

]
+ Ψ̂t − Ψ̂θ`(x, ξ)

)
. (2.2.64)

Reemplazando Ψ = e−θψ en la ecuación anterior se obtiene

0 = maxξ∈R
(
e−θψ

{
sµ(x)ψs + C(x)ψx

+
1

2
s2σ2(x)ψss +

1

2
D2(x)ψxx + ρsσ(x)D(x)ψsx

+ θ(1− ρ)sσ(x)D(x)ψsψx − θ

2
[sσ(x)ψs + D(x)ψx]

2 + ψt − θξσ2(x)ψs

− θρξσ(x)D(x)ψx + ξµ(x)− 1

2
θξ2σ2(x)

})
(2.2.65)

Más aún, si la función se supone suficientemente suave para que dicho máximo exista,

el problema de maximización anterior es equivalente a

0 = maxξ∈R
{

sµ(x)ψs + C(x)ψx

+
1

2
s2σ2(x)ψss +

1

2
D2(x)ψxx + ρsσ(x)D(x)ψsx

+ θ(1− ρ)sσ(x)D(x)ψsψx − θ

2
[sσ(x)ψs + D(x)ψx]

2 + ψt − θξσ2(x)ψs

− θρξσ(x)D(x)ψx + ξµ(x)− 1

2
θξ2σ2(x)

}
. (2.2.66)

Expresión de la que se obtendrá su derivada para encontrar la forma de dicho máximo.

En efecto, de
d[−θρξσ(x)D(x)ψx + ξµ(x)− 1

2
θξ2σ2(x)]

dξ
= 0 (2.2.67)

se encuentra la expresión para ξ

ξ = −ψs − ρD(x)

σ(x)
ψx +

µ(x)

θσ2(x)
, σ(x) > 0. (2.2.68)
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Por otro lado, en vista de que

d2[−θρξσ(x)D(x)ψx + ξµ(x)− 1
2
θξ2σ2(x)]

dξ2
= −θσ2(x) < 0, (2.2.69)

se sigue que ξ en (2.2.68) es efectivamente un máximo. Sustituyendo (2.2.68) en

(2.2.66) y simplificando se obtiene

0 = ψt + ã(t, x, s)ψs + g̃(t, x, s)ψx + b̃(t, x, s)ψ2
s

+ β̃(t, x, s)ψ2
x +

1

2
s2σ2(x)ψss +

1

2
D2(x)ψxx

+ d̃(t, x, s)ψsx + ẽ(t, x, s)ψsψx + Q(t, x, s) (2.2.70)

donde

ã(t, x, s) = (s− 1)µ(x);

g̃(t, x, s) = C(x)− ρµ(x)D(x)

σ(x)
;

b̃(t, x, s) =
1

2
(1− s2)θσ2(x);

β̃(t, x, s) =
1

2
(1− ρ2)θD2(x);

d̃(t, x, s) = ρsσ(x)D(x);

ẽ(t, x, s) = (1− s)θρσ(x)D(x) y

Q(t, x, s) =
µ2(x)

2θσ2(x).

Además la condición terminal de esta ecuación está dada por (2.2.61).

Por otro lado, la ecuación para φ se encuentra haciendo s = 0 en (2.2.70). Aśı,

0 = φt + g̃(t, x)φx + β̃(t, x)φ2
x +

1

2
D2(x)φxx + Q(t, x). (2.2.71)

A continuación se hará uso de los resultados anteriores para obtener el precio de

indiferencia en el caso más general en donde la tasa de interés es r 6= 0. En efecto, el

proceso de valor del portafolio Vt en (2.2.44) se ve ahora como
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dVt = ξtdS + ηtdBt

= ξtdS + rηtBtdt

= ξtdSt + r(Vt − ξtSt)dt sustituyendo la EDE para St

= ξt[St(µtdt + σtdW S
t )] + rVtdt− rξtStdt

= ξt[(µt − r)dt + σtdW S
t ]St + rVtdt. (2.2.72)

Se introducen los procesos auxiliares

Ṽt := er(T−t)Vt, X̃t = Xt y S̃t = er(T−t)St. (2.2.73)

Cabe resaltar que tiene sentido definir estos procesos tilde pues ahora los procesos

originales St y Vt que representan al valor del activo y del portafolio respectivamente

pueden reescribirse en función de procesos descontados al tiempo presente.

De las definiciones en (2.2.73) y calculando los diferenciales involucrados se sigue

dS̃t = er(T−t)dSt + Std(er(T−t))

= er(T−t)St{[µt − r]dt + σtdW S
t }

= S̃t{[µt − r]dt + σtdW S
t } (2.2.74)

dṼt = er(T−t)dVt + Vtd(er(T−t))

= er(T−t)
{

ξt

[
(µt − r)dt + σtdW S

t

]
St + rVtdt

}
− rer(T−t)Vtdt

= ξte
r(T−t)St

[
(µt − r)dt + σtdW S

t

]

= ξtdS̃t (2.2.75)

en donde ξt representa ahora las unidades de capital invertido en el activo con riesgo

S̃t, en términos de Ṽt. Con lo anterior las nuevas expresiones para las funciones de

valor que se denotan como R̃ y R̃no guardan la siguiente relación con las funciones de

valor originales
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(a) para el caso en el que se paga p

R(t, v, x, s) = R̃[t, er(T−t)v, x, er(T−t)s] (2.2.76)

(b) para el caso en el que NO se paga

Rno(t, v, x) = R̃no[t, er(T−t)v, x] (2.2.77)

donde

R̃no(t, ṽ, x̃) = −e−θṽe−θφ(t,x̃) (2.2.78)

y

R̃(t, ṽ, x̃, s̃) = −e−θṽe−θψ(t,x̃,s̃), (2.2.79)

en donde las funciones ψ y φ son las mismas que en (2.2.55) y en (2.2.57). Entonces

el precio de indiferencia p es tal que

R̃[t, er(T−t)(v − p), x, er(T−t)s] = R(t, v − p, x, s)

= Rno(t, v, x)

= R̃no[t, er(T−t)v, x]. (2.2.80)

Por tanto, de (2.2.78) y (2.2.79) en (2.2.80),

−e−θ[er(T−t)(v−p)]−θψ(t,y,er(T−t)s) = −e−θ[er(T−t)x]−θφ(t,x) (2.2.81)

Despejando de la igualdad anterior, la expresión para p es

p = e−r(T−t){ψ[t, x, er(T−t)s]− φ(t, x)}, (2.2.82)

cantidad que representa el precio de una opción Europea tipo call al tiempo t. Note

nuevamente que esta expresión para p no depende del capital inicial del inversionista

v.

Con los dos métodos para valuar opciones descritos, en el Caṕıtulo 4 se realizarán

las comparaciones numéricas de éstos.
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Caṕıtulo 3

Series de tiempo

El estudio de series de tiempo financieras esta relacionado con el análisis del valor

de un activo a lo largo del tiempo. Se trata de una disciplina altamente emṕırica pero

no por ello poco valiosa. De hecho una de sus principales cualidades es que en cuan-

to a observaciones se refiere, virtualmente todas las series de tiempo económicas se

obtienen en intervalos de tiempo discretos. Por tal razón, hacer inferencia estad́ıstica

surge de forma natural.

3.1. Modelos heterocedásticos

3.1.1. Varianza condicional

En la década de los 90’s, Robert F. Engle introdujo un modelo cuya importancia

puede medirse en función, entre muchas otras cosas, de la gran cantidad de extensiones

que se le han hecho desde que salió a la luz. Este modelo consiste en uno de regresión

clásico pero con residuos siguiendo un proceso ARCH. Este proceso de residuales

está formado por una sucesión de variables aleatorias con media cero, varianza no

condicionada constante y varianza condicionada al pasado no constante. Uno de los

supuestos más importantes de un modelo tipo ARCH es que el pasado más reciente

da información para predecir la varianza del periodo siguiente.

Para formalizar los conceptos anteriores sea st el valor de un activo al tiempo t. Sea

Ft−1 la información pasada de las realizaciones de todas las variables relevantes hasta

el tiempo t−1. Ya que los inversionistas conocen esta información al tiempo t−1, ellos

pueden tomar decisiones basados en ésta. Entonces el valor esperado y la volatilidad
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al tiempo t serán la esperanza condicional del activo y la varianza condicional de éste

dado Ft−1, los cuales están denotados por

mt ≡ E(st|Ft−1) y ht ≡ V ar(st|Ft−1). (3.1.1)

Como parte de los componentes en un modelo de regresión, los residuales et = st−mt

representan el error de predicción. En la clase de modelos ARCH éstos se visualizan

como un indicador de buenas o malas noticias: si et > 0 entonces se ha dado una

alza en el precio del activo mientras que si et < 0 se ha presentado una disminución

inesperada en el precio y en consecuencia se dice que representa malas noticias. En

general un valor grande de |et| manifiesta que las noticias son relevantes pues significa

que se ha producido un gran cambio en el precio.

El modelo para la varianza condicional establece que

et = σtzt y (3.1.2)

zt ∼ i.i.d con E(zt) = 0 y V ar(zt) = 1, (3.1.3)

donde σt es una función Ft−medible que representa la volatilidad y es tal que σ2
t = ht.

Por definición los et son no correlacionados serialmente con media cero y varianza

condicional igual a ht, la cual puede cambiar en el tiempo tal como se mencionó antes.

En nuestro estudio et correspondera al error en un modelo para la media de st,

st = gr(xt−1, xt−2, . . . ; b) + et (3.1.4)

donde gr(·, ·, . . . ; b) denota una función del vector de parámetros b y de xt−1, xt−2, . . .

Éstos a su vez pueden ser realizaciones pasadas (laggs) de st.

En la práctica cuando se tiene una serie de tiempo st, es posible conocer el valor

observado de et. Si fZ(zt) representa la función de densidad, θ el vector de todos los

parámetros desconocidos del modelo y se considera una muestra e1, . . . , eT−1, eT en

el intervalo de tiempo discreto {1, 2, . . . , T}, por el Teorema de cambio de variable se

sigue que

fe(et) = fZ(etσ
−1
t )

1

σt

Por tanto, la función de log verosimilitud para dicha muestra es, relajando el supuesto
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de independencia entre et y σt,

`(θ) =
T∑

t=1

[ln fZ(etσ
−1
t )− ln σt]. (3.1.5)

La expresión (3.1.5) también define la log verosimilitud para s1, . . . , sT−1, sT . Da-

da una representación parámetrica para fZ(zt) se pueden calcular los estimadores

de máxima verosimilitud para los parámetros de interés usando diferentes técnicas

numéricas de optimización.

El modelo presentado por Engle en 1982 (ver [7]) propone una dinámica para la

varianza condicional dada por

ht = ω +

p∑
i=1

αie
2
t−i, (3.1.6)

donde α1, α2, . . . , αp y ω son parámetros constantes. Una interpretación para esta

expresión es que la volatilidad depende de p cambios previos, es decir, las buenas o

malas noticias más recientes ayudan a definir la variabilidad futura del proceso.

Las generalizaciones a esta forma de modelar la varianza condicional no tardaron

en aparecer. La primera en la clase de los modelos ARCH la dio Bollerslev en 1986.

Él hizo depender a la varianza no sólo de p sino de una infinidad de variables pasadas

en su modelo GARCH (ver [4]). Más de 200 tipos de modelos ARCH se han expuesto

en la literatura (ver [5]) y la razón es que con el paso de los años se han encontrado

nuevas propiedades emṕıricas de la volatilidad observada en diversas series financieras.

A estas caracteŕısticas se les conoce como hechos estilizados de la volatilidad. Algunos

de estos hechos se han introducido ya en la Sección 1.2.1 del Caṕıtulo 1 y todos en

conjunto confirman que la experiencia emṕırica previa es la que ha motivado en gran

medida el surgimiento de modelos estocásticos para la volatilidad.

Hechos estilizados de la volatilidad

1.- Colas pesadas. Es bien sabido que en muchas series financieras se han descubier-

to colas más pesadas para fZ(zt) que las de la distribución normal, la cual es

ampliamente usada. Por tal motivo se ha sugerido utilizar tomar distribuciones

con colas pesadas como la Pareto. Sin embargo la simplicidad matemática que

representa la distribución Gaussiana ha hecho que se intente conservarla en el
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modelo. Es por ello que se buscan propiedades teóricas que garanticen que la

distribución elegida sea leptokurtica. Por ejemplo, Bollerslev encontró condi-

ciones para que la kurtosis asociada a un modelo GARCH(1,1) sea mayor a 3

que es la de la distribución normal (ver [4]).

2.- Clusters de volatilidad. Desde principios de los 60’s se encontró evidencia de que

cambios pequeños en la volatilidad son seguidos por cambios pequeños mientras

que cambios grandes por cambios grandes. Esto significa que los cambios en la

volatilidad actual influirán en la volatilidad observada periodos después.

3.- Reversión a la media. Este hecho significa que la volatilidad, coloquialmente

hablando, va y viene. Reversión a la media se interpreta como la existencia

de un nivel al cual la volatilidad eventualmente regresará. Esto nos dice que la

predicción de la volatilidad alcanzará un dominio de atracción. Muchos investi-

gadores coinciden en esta propiedad, sin embargo, en lo que no todos coinciden

es si este nivel debe ser constante o a su vez variar en el tiempo.

4.- Efecto de asimetŕıa. Este efecto ocurre cuando una cáıda inesperada en el precio

(malas noticias) incrementa la volatilidad predicha más que un aumento en el

precio inesperado (buenas noticias) de magnitud similar. Este efecto sugiere

una constante de asimetŕıa en la función de la varianza condicional. En [25] se

propone un modelo que incluye este tipo de caracteŕıstica. Este es el modelo

que se estudiará posteriormente.

Se conocen muchos otros hechos más y un buen resumen se encuentra en [13].

3.1.2. El modelo EGARCH

Como una generalización al modelo ARCH surge el modelo exponencial ARCH

(EGARCH) cuya primera modificación consiste en modelar ln(ht), donde ht es como

en (3.1.1). Con esto se asegura que sin importar que signo tengan los parámetros en la

dinámica del proceso, la volatilidad siempre será positiva a diferencia de los modelos

ARCH y GARCH, donde la positividad de los parámetros es una hipótesis necesaria.

Suponga que (3.1.2) y (3.1.4) se cumplen. La expresión general para ln(ht), siendo g
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una función adecuada, está dada por

ln(ht) = αt +
∞∑

k=1

βkg(zt−k) con β1 = 1, (3.1.7)

donde {αt}∞t=−∞ y {βk}∞k=0 son sucesiones de números reales, no estocásticas.

Usando una parametrización que consiste en expresar la serie en (3.1.7) como el

cociente de dos polinomios de orden finito se obtiene la expresión paramétrica del

comportamiento del logaritmo de la volatilidad.

ln(ht) = α +

q∑
i=1

βi(χzt−i + [|zt−i| − E|zt−i|]) +

p∑
i=1

δi ln(ht−1), (3.1.8)

en donde g en (3.1.7) es g(zt) = χzt + [|zt| − E|zt|].

Estimación

Considérese una serie de tiempo s1, s2, . . . , sT observada en un intervalo de tiempo

discreto {1, 2, . . . , T}. En este trabajo se asume que la distribución de zt en (3.1.2) es

una normal estándar. La forma de estimar en un modelo EGARCH consiste en dar

valores numéricos al vector de parámetros

∆ = [(α, δ1, . . . , δp, β1, . . . , βq, χ)T , bT ]T ,

y con ellos calcular la sucesión (3.1.8). Con esta puede ahora maximizarse la expresión

para la verosimilitud (3.1.5) que en el caso normal se ve como

`(∆) = −T

2
log(2π)

− 1

2

T∑
t=1

log(ht)− 1

2ht

T∑
t=1

[st − gr(xt−1, xt−2, . . . ; b)]
2, (3.1.9)

en donde se relaja el supuesto de independencia entre et y σt.

Pruebas de especificación del modelo

Nelson ha sugerido algunas pruebas que deben hacerse para comprobar si el modelo

EGARCH ajusta razonablemente a una serie de tiempo financiera (ver [25]). Para
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esto se deben verificar ciertas caracteŕısticas de la distribución de zt. Por ejemplo

E[zt] = 0,E[z2
t ] = 1, y E[g(zt)] = 0. Una especificación correcta del modelo requiere

también que {e2
t − σ2

t } y {et}, o equivalentemente, {z2
t − 1} y {zt} estén serialmente

no correlacionados.

3.2. Modelo EGARCH como aproximación a la

EDE para la volatilidad

Tal y como se expondrá en el Caṕıtulo 4, la forma de la EDE que describe al

proceso X, derivada del análisis que se realizó en esta tesis a la serie de tiempo

S&P500, es

dXt = d ln(σ2
t ) =

{
γ2

2b2

[
a− ln(σ2

t )

]}
dt + γdW σ

t , (3.2.10)

donde a, b y γ son parámetros cuyo surgimiento e interpretación se comentarán en

el mismo caṕıtulo. Las realizaciones de esta ecuación forman una serie de tiempo Xt

con t ∈ {0, 1, . . . , T}. Hasta este punto se han descrito dos clases de modelos para el

proceso de volatilidad. Uno de éstos basado en esta EDE y otro en una serie de tiempo.

Si (3.2.10) describe razonablemente al proceso X, en este trabajo se buscó probar que

existe una relación entre ésta y la serie de tiempo.

En 1990 Nelson encontró que, bajo ciertas condiciones, una ecuación de la clase

ARCH converge en distribución a una EDE. Esta convergencia es un poco diferente

a la usual y más adelante se explicará en que sentido. El análisis lo expone en [24].

En esta sección se presenta parte de la teoŕıa desarrollada por él con este objetivo.

Como parte de este trabajo de tesis se realizaron los cálculos necesarios para estudiar

la convergencia de (3.1.8) a la EDE para la volatilidad (3.2.10). Posteriormente se

usó el resultado principal en [24] para asegurar la convergencia en distribución. Lo

anterior se presenta a continuación.

Sea D([0,∞),R) el espacio de funciones continuas por la derecha con ĺımites por

la izquierda. Para cada h > 0, se define el proceso {Xh
t }h↓0 = {ln(σ2

t )
h}h↓0. Sea Mkh

la σ-álgebra generada por kh, Xh
0 , Xh

h , . . . , Xh
kh y sea ρh una medida de probabilidad

definida en (R,B(R)). Por otro lado, para cada h > 0 y cada k = 0, 1, 2, . . . sea

Πh,kh(x, ·) una función de transición en R.
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Para cada h > 0 sea Ph una medida de probabilidad en D([0,∞),R) tal que

Ph[X
h
0 ∈ Γ] = ρh(Γ) para cualquier Γ ∈ B(R), (3.2.11)

Ph[X
h
t = Xh

kh, kh ≤ t < (k + 1)h] = 1 y (3.2.12)

Ph[X
h
(k+1)h ∈ Γ | Mkh] = Πh,kh(X

h
kh, Γ)

casi seguramente bajo Ph para todo k ≥ 0 y Γ ∈ B(R). (3.2.13)

Las ecuaciones anteriores especifican la distribución del punto inicial y las probabili-

dades de transición para el proceso de Markov Xh
kh y por otro lado, la forma en que se

construye el proceso en tiempo continuo Xh
t . Este proceso está formado por funciones

escalonadas. Finalmente se considera el proceso de difusión ĺımite Xt al cual, bajo las

condiciones enunciadas a continuación, convergerá en distribución el proceso {Xh
t },

cuando h ↓ 0.

Para cada ρ > 0 y cada h > 0 se define

ch,ρ(x, t) ≡ h−1

∫

R
|(y − x)|2+ρΠh,h[t/h](x, dy). (3.2.14)

Si para algún ρ > 0, ch,ρ(x, t) es finita, entonces las siguientes integrales estarán bien

definidas y serán finitas:

a∗h(x, t) ≡ h−1

∫

R
(y − x)2Πh,h[t/h](x, dy), (3.2.15)

b∗h(x, t) ≡ h−1

∫

R
(y − x)Πh,h[t/h](x, dy). (3.2.16)

a∗(x, t) y b∗(x, t) son medidas de la deriva y del segundo momento por unidad de

tiempo del proceso.

Hipótesis 3.2.1. Existe un δ > 0 tal que para cada R > 0 y cada T > 0

limh↓0 sup
|x|≤R,0≤t≤T

ch,δ(x, t) = 0. (3.2.17)

Por otro lado, existen funciones continuas a(x, t) de R × [0,∞) en R+ y b(x, t) de
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R× [0,∞) en R tales que

limh↓0 sup
|x|≤R,0≤t≤T

|a∗h(x, t)− a(x, t)| = 0 y (3.2.18)

limh↓0 sup
|x|≤R,0≤t≤T

|b∗h(x, t)− b(x, t)| = 0. (3.2.19)

Hipótesis 3.2.2. Existe una función continua d(x, t) : R× [0,∞) → R tal que para

todo x ∈ R y para todo t ≥ 0

a(x, t) = d2(x, t). (3.2.20)

Hipótesis 3.2.3. Xh
0 converge en distribución a una variable aleatoria X0 con medida

de probabilidad ρ0 en (R,B(R)), cuando h ↓ 0.

Hipótesis 3.2.4. ρ0, a(x, t) y b(x, t) especifican de manera única la distribución de

un proceso de difusión con distribución inicial ρ0, coeficiente de difusión a(x, t) y

coeficiente de deriva b(x, t).

Teorema 3.2.5. Bajo las hipótesis anteriores, la sucesión de procesos Xh
t definido

por (4.2.14), (4.2.15) y (4.2.16) converge débilmente cuando h ↓ 0 a Xt, proceso que

está definido por la EDE

Xt = X0 +

∫ t

0

b(Xs, s)ds +

∫ t

0

d(Xs, s)dWs, (3.2.21)

donde Wt es un MB estándar independiente de X0 y, para cualquier Γ ∈ B(R),

P (X0 ∈ Γ) = ρ0(Γ). El proceso Xt existe y es único en el sentido distribucional.

Finalmente, Xt es finito casi seguramente en intervalos de tiempo finitos, i.e., para

todo T > 0,

P

[
sup

0≤t≤T
|Xt| < ∞

]
= 1. (3.2.22)

Ver demostración en [24].

Se considera ahora la discretización para la dinámica del proceso Xt = ln(σ2
t ) en

(3.1.8)

ln(σ2)h
(k+1)h = Xh

(k+1)h

= αh + δhX
h
khh + βh[|Zh

kh| −
√

(2h/π) + χhZ
h
kh], (3.2.23)
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con {Zh
kh} ∼ iid N (0, h) y Ph[X

h
0 ∈ Γ] = ρh(Γ) para cualquier Γ ∈ B(R). También se

asume que la sucesión de medidas {ρh}h↓0 satisface la Hipótesis (3.2.3) y ρh(X0) = 1.

El proceso en tiempo continuo se define entonces como

Xh
t ≡ Xh

kh para kh ≤ t < (k + 1)h, (3.2.24)

dando como resultado una sucesión de procesos en tiempo continuo {Xh
t } formada

por funciones escalonadas del proceso en tiempo discreto {Xh
kh}. A continuación se

buscará demostrar que Xt descrito por (3.2.10) es un proceso en tiempo continuo al

cual la sucesión anterior converge en distribución. Por tanto se buscará una sucesión

{αh, δh, βh, χh} que haga que dicha convergencia débil suceda cuando h ↓ 0. En efec-

to, la deriva para el proceso (3.2.23) en la unidad de tiempo h, condicionada a la

información al tiempo kh está dada por

E[h−1(Xh
(k+1)h −Xh

kh)|Mkh] = E
{

h−1
[
αh + δhX

h
khh

+ βh(|Zh
kh| −

√
2h/π + χhZ

h
kh)−Xh

kh

]
|Mkh

}

= h−1αh + (δh − h−1)Xh
kh

+ h−1βhE[|Zh
kh| −

√
2h/π + χhZ

h
kh|Mkh]

= h−1αh + h−1(δhh− 1)Xh
kh, (3.2.25)

pues con h fijo, |Zh
kh| −

√
2h/π + χhZ

h
kh es una variable aleatoria con media cero.

Por otro lado, usando técnicas similares (propiedades de la esperanza condicional y

de momentos de la distribución normal) el segundo momento por unidad de tiempo

condicionado al pasado para el proceso (3.2.23) es

E[h−1(Xh
(k+1)h −Xh

kh)
2|Mkh] = (hδ2

h + h−1 − 2δh)(X
h
kh)

2

+ 2αh(δh − h−1)Xh
kh

+ h−1α2
h + β2

h

[
(π − 2)

π
+ χ2

h

]
. (3.2.26)

Asumiendo que las siguientes igualdades se cumplen:

limh↓0[h−1αh = α] (3.2.27)

limh↓0
(
δh − 1

h

)
= δ < 0, (3.2.28)
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se desprende que

limh↓0(hδ2
h + h−1 − 2δh)

= limh↓0
{

h
(
δh − 1

h
+

1

h

)2

+
1

h
− 2δh

}

= limh↓0
{

h
(
δh − 1

h

)2

+ 2
(
δh − 1

h

)
− 2

(
δh − 1

h

)}

= 0. (3.2.29)

Además

limh↓0[2αhh
−1(δhh− 1)] = limh↓0

[
2αh

(
δh − 1

h

)]

= 0, (3.2.30)

pues de la ecuación (3.2.27) se sigue que limh↓0αh = 0. Las sucesiones requeridas son

entonces

αh = αh, δh = δ +
1

h
, χh =

√
χ

h
y βh = β

√
h.

con δ < 0 y χ > 0. Con éstas definiciones se sigue por las ecuaciones (3.2.29) y

(3.2.30) que

limh↓0E[h−1(Xh
(k+1)h −Xh

kh)|Mkh] = α + δXt (3.2.31)

limh↓0E[h−1(Xh
(k+1)h −Xh

kh)
2|Mkh] = χ. (3.2.32)

Después de una serie de cálculos se encontró que la esperanza E[h−1(Xh
(k+1)h −

Xh
kh)

3|Mkh] tiende a cero cuando h lo hace. Por lo anterior la Hipótesis 3.2.1 se cumple.

En la expresión (3.2.10) sean γ2â

2b̂2
= α, − γ2

2b̂2
= δ y χ = γ y, por el Teorema 3.2.5 se

concluye que el proceso Xh
t = ln(σ2

t )
h converge en distribución al proceso Xt definido

por la EDE en (3.2.10).

Se considera al proceso Sh
t que representa un activo financiero cuya dinámica

está dada por la serie de tiempo

st = c + dσ2
t + et, (3.2.33)

con c y d constantes, σ2
t el proceso tal que ln σ2

t está definido por (3.1.8) y et como

en (3.1.2). Un procedimiento análogo demuestra que ésta converge en distribución al
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proceso St definido por la EDE en (1.1.3)

dSt = µtStdt + σtStdW S
t , (3.2.34)

cuando µt = µ(σt). La demostración para una ecuación similar a (3.2.33) puede verse

en [24].

En el Caṕıtulo 4 se mostrará espećıficamente que una serie de tiempo como (3.2.33)

describe razonablemente a la serie S&P500.
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Caṕıtulo 4

Metodoloǵıa propuesta para la

comparación de métodos de

valuación

El objetivo de este caṕıtulo es exponer la metodoloǵıa sugerida en esta tesis para

generar gráficas. Éstas permitirán la comparación numérica de los dos métodos de

valuación introducidos en el Caṕıtulo 2. Por tal motivo, se hace referencia al mo-

delo asumido para el mercado en el que opera el activo subyacente de las opciones

Europeas. Éste está dado por las ecuaciones descritas en la Sección 1.2.2.

En vista de que las expresiones para el precio de una opción Europea tipo call

calculadas con los métodos min-R y p-indi dependen de los parámetros de dicho

modelo, inicialmente se realizó la inferencia de los parámetros de éste con base en

observaciones diarias del ı́ndice financiero Standard & Poor’s 500 (S&P500). Éste

opera en la bolsa de valores de Nueva York, Estados Unidos. Muchos econometristas

eligen analizar esta serie pues, para algunos expertos en finanzas, se trata de la más

representativa del mercado mundial. Esto se debe a que en ella operan 500 de las

empresas más importantes en distintos rubros. Creada por Standard & Poor’s, una

de las empresas consultoras más grandes del mundo, el ı́ndice ha mostrado con el paso

de los años ser bastante sólido soportando derrumbes bursátiles como el del año 87.

El periodo de tiempo en el que se analizó dicha serie comprende del 7 de diciembre

del 2000 al 6 de diciembre del 2004 y a lo largo de este caṕıtulo se denotará a ésta

como st. Se asumió además que de este ı́ndice no se pagan dividendos.

La mayor parte de las pruebas estad́ısticas llevadas a cabo y descritas en este
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caṕıtulo se realizaron en el módulo finmetrics del software Splus, especial para series

de tiempo. En cuanto al trabajo de programación, éste se desarrolló en el software

Matlab.

4.1. Inferencia estocástica

La inferencia del parámetro rt en la EDO (1.2.11) para el bono B, dBt = rtBtdt, se

simplifica dado que se ha dicho ya que éste proceso se considera constante y conocido.

Por otro lado, una vez más se hace referencia a la EDE para el proceso S

dSt = µtStdt + σtStdW S
t .

Para estimar µt se siguió el siguiente procedimiento:

Estimación adaptada de µt

Se calculó con base en el art́ıculo de Spokoiny (ver [27]) lo que se conoce como el

estimador adaptado de la deriva. El objetivo es recuperar la función deriva µt de las

observaciones de St, st (S&P500), en un periodo [0, T ]. La estimación es puntual y

entonces dado un valor s al tiempo t se estima el valor de µt(s). La idea en términos

generales es similar a mı́nimos cuadrados. Sin embargo se ha visto ya que las series

financieras no son en general suaves por lo que el método de Spokoiny ajusta funciones

que son aproximadamente lineales en intervalos de la forma [s−h, s+h]. Estos últimos

deben ser lo suficientemente pequeños como para que la trayectoria de St sea lo más

suave posible. En cada intervalo se define un suavizador local lineal que, bajo ciertas

condiciones, está muy cerca del estimador puntual µt(s). La precisión del estimador

se mide mediante lo que Spokoiny define como varianza del estimador. Para los fines

de este trabajo este estimador es suficientemente preciso. Esto se validó simulando

trayectorias del proceso ln(St) en diferentes periodos de tiempo usando el proceso

estimador de µt y la volatilidad estimada obtenida de la forma que se mostrará más

adelante en la Sección 4.1.1. Dichas simulaciones se comparan con los datos reales

del logaritmo del ı́ndice S&P500. Las Figuras 4.1 y 4.2 muestran algunas de estas

simulaciones graficadas de forma conjunta con el logaritmo de la trayectoria original

del precio de S&P500.
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Figura 4.1: Cinco simulaciones del proceso ln(St) con µt estimada mediante el esti-
mador lineal adaptado.
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Figura 4.2: Diez simulaciones del proceso ln(St) con µt estimada mediante el estimador
lineal adaptado.
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Figura 4.3: Logaritmo natural de valores diarios del ı́ndice S&P500.

Por otro lado la estimación del parámetro σt en la EDE del proceso S se realizó ha-

ciendo uso de la relación que hay entre éste y el proceso X, es decir, X = ln(σ2).

Luego el problema se reduce a estimar los coeficientes C(x) y D(x) (o los parámetros

inclúıdos en éstos). Con ese fin y recordando que la expresión para el coeficiente C(x)

dada en (1.2.21)

C(x) =
1

2fX(x)

d(D2(x)fX(x))

dx
, para x ∈ R,

depende de la distribución estacionaria del proceso X y del coeficiente D(x), se llevó a

cabo el siguiente ajuste para proponer ambos.

4.1.1. Ajuste del modelo EGARCH a la serie S&P500

En muchas ocasiones cuando se estudian series de tiempo resulta muy útil trabajar

con el logaritmo natural (logaritmo) de la serie original. El hacerlo ayuda a disminuir el

tamaño de los cambios conservando a su vez la variabilidad, los clusters, las tendencias

y en general, el comportamiento de la serie original. Por este motivo en este trabajo se

eligió estudiar el logaritmo de la serie S&P500. La Figura 4.3 muestra la trayectoria

de esta nueva serie.
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Debido a la definición (3.1.1) y los supuestos (3.1.2) en el caṕıtulo anterior, el

ajuste de un modelo con residuos ARCH debe hacerse preferentemente a una serie

estacionaria. De esta forma se garantiza que el primer y segundo momentos de st son

invariantes. Sin embargo, más allá del requisito teórico para la validación del modelo,

es importante saber que obtener las diferencias de una serie tiene aplicación en el

contexto financiero. La definición siguiente introduce un proceso muy utilizado en la

literatura económica.

Definición 4.1.1. El retorno continuamente compuesto en un periodo está determi-

nado por la expresión

vt = ln
( st

st−1

)
. (4.1.1)

Este proceso tiene el propósito de dar información acerca del cambio en el precio

st en un periodo de tiempo comprendido entre t− 1 y t. Este término tiene entonces

sentido económicamente hablando y dado que

st = evtst−1, (4.1.2)

se puede regresar de una a otra serie sin que el estudio pierda significado. Por tal

motivo el análisis de esta sección se centra en la serie vt = ln( st

st−1
) = ln(st)− ln(st−1).

La Figura 4.4 muestra las realizaciones de ésta.

Después de obtener la serie de diferencias vt se buscó evidencia estad́ıstica de que la

serie es en efecto estacionaria. La Figura 4.5 muestra las funciones de autocorrelación

(ACF) y autocorrelación parcial (PACF). Este tipo de gráficas exhibe la estructura

de correlación entre las observaciones, permitiendo apreciar visualmente si el proceso

en cuestión tiene estructura de medias móviles o autoregresiva. En particular en la

Figura 4.5 puede apreciarse que aunque hay algún lagg significativo en 12, la serie

tiene en general un comportamiento estacionario.

Para mostrar estacionariedad más formalmente, se realizó la prueba basada en

el estad́ıstico KPSS, debido a Kwiatkowski, Phillips, Schmidt y Shin (ver [21]). El

resultado es que a la luz de los datos de S&P500 no se encuentra evidencia para

rechazar la hipótesis de estacionariedad a un nivel de 0.05 (ver tabla de cuantiles del

estad́ıstico KPSS en [29]). En muchos estudios relacionados con finanzas, un nivel de

confianza como éste es muy razonable.
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Figura 4.4: Diferencias del logaritmo de la serie S&P500.

0 2 4 6 8 10 12

Lag

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

A
C

F

0 2 4 6 8 10 12

Lag

-0
.0

6
-0

.0
2

0.
02

0.
06

P
ar

tia
l A

C
F

Figura 4.5: ACF y PACF para vt.
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Figura 4.6: ACF de v2
t .

Prueba de efectos ARCH para vt

Como punto siguiente en el análisis se buscaron efectos ARCH en la serie vt, es

decir, si existe evidencia de que la varianza condicionada depende del pasado. La

Figura 4.6 muestra la ACF para la serie v2
t . Dado que el cuadrado de la serie vt

mide el momento de segundo orden de la serie original, la Figura 4.6 muestra que la

varianza de vt condicionada a su pasado puede cambiar a lo largo del tiempo. Esto

representa una primera prueba de que la serie tiene efectos ARCH en los residuos. Para

asumir esto de forma más contundente se realizó una prueba basada en el estad́ıstico

Multiplicador de Lagrange (ver [7]). En ésta la hipótesis nula es que no hay efectos

ARCH. El resultado de la prueba es que hay evidencia en los datos para rechazar la

hipótesis nula a un nivel de 0.01.

Ajuste y adecuación

Con la finalidad de encontrar la media condicionada (3.1.4) para vt, se hace referen-

cia una vez más a la Figura 4.5. Las funciones ah́ı no revelan correlación significativa

entre ninguna observación. Los valores que toma vt parecen provenir únicamente de

eventos aleatorios. Por lo tanto, se asume que el modelo para vt es uno de regresión

muy simple.
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Por otra parte, cuando invierte en el mercado financiero, un inversionista que se

expone a un riesgo alto usualmente esperará tener un premio por esto. Aunque la

teoŕıa financiera actual para el precio de un activo no considera que esta relación sea

tan simple, Engle, Lilien y Robins (ver [8]) propusieron en 1987 un modelo que incluye

esta preferencia del inversionista. En éste la volatilidad condicional tiene oportunidad

de generar un premio al riesgo que sea parte de los rendimientos esperados. Esta idea

se conserva en este trabajo por lo que la ecuación sugerida para la media condicional

de vt es

vt = c + dσ2
t + et, (4.1.3)

donde c y d son constantes, et = σtzt, zt ∼ N (0, 1) y σ2
t es el proceso en esta ecuación

para et.

El modelo asumido para la varianza condicional en (3.1.4) es EGARCH(1,1) y las

razones de su elección se enumeran a continuación.

1. No es necesaria la hipótesis de positividad en los parámetros.

2. Incluye la propiedad de asimetŕıa detallada en el Caṕıtulo 3.

3. Asume que una serie financiera y la volatilidad asociada a ésta están correla-

cionadas.

Los parámetros para este modelo se eligieron haciendo uso de resultados de ajustes

previos (ver [25]) que indican que un modelo EGARCH(1,1) es adecuado en muchas

series financieras similares. Existen además criterios de selección de modelo en los

cuales la idea es ajustar todos los modelos EGARCH(p,q) con órdenes p ≤ pmax y

q ≤ qmax. Luego se eligen los valores p y q que minimicen algun criterio de selec-

ción. Entre éstos los más comúnes son el de Akaike (AIC) y el de Schwarz-Bayesian

(BIC). Bajo estos dos criterios, el modelo EGARCH(1,1) resulta más adecuado que

el EGARCH(1,2) o el EGARCH(2,1). La ecuación para la varianza condicional es

entonces

xt = ln σ2
t = α + β1[χzt−1 + (|zt−1| −

√
2/π)] + δ1 ln σ2

t−1. (4.1.4)

Contando con todos los requerimientos anteriores se llevó a cabo el ajuste del

modelo, realizando la estimación de los parámetros en (4.1.4) con el algoritmo BHHH.

Éste es un procedimiento iterativo que combina un algoritmo genético con el algoritmo

de Berndt, Hall, Hausman y Hall (ver [2]). Los valores de los estimadores se muestran

a continuación:
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Valor Error Est. Valor t Pr(> |t|)
C -0.001235 0.0006239 -1.979 0.02402279

ARCH-IN-MEAN 9.495216 4.7370068 2.004 0.02264485

A -0.469390 0.1201613 -3.906 0.00005002

ARCH(1) 0.100416 0.0346708 2.896 0.00192941

GARCH(1) 0.957204 0.0114407 83.667 0.00000000

LEV(1) -0.999989 0.3450923 -2.898 0.00192051

En la tabla C y ARCH-IN-MEAN corresponden a las constantes c y d en la

ecuación (4.1.3) y A, ARCH(1), GARCH(1) y LEV(1) corresponden a α, β1, δ1 y

χ en (4.1.4) respectivamente. Los estimadores son de máxima verosimilitud y para

éstos se dan los errores estándar y el valor del estad́ıstico t-Student. Con éste se

prueba la hipótesis nula de que los verdaderos valores de los parámetros son cero.

Para cada prueba se expone además el p-valor correspondiente. A la luz de los datos

se encontró evidencia para rechazar todas las pruebas a un nivel de 0.05.

Por otro lado si (4.1.4) y (4.1.3) describen exitosamente la estructura de correlación

serial en la media y varianza condicionales, tal como se mencionó en la Sección 3.1.2,

no debe haber correlación en los residuales estandarizados y tampoco en los residuales

al cuadrado estandarizados. Para mostrar esto se realizaron dos pruebas basadas en

el estad́ıstico Ljung-Box (ver [22]). La conclusión en ambas es que no se encuentra

evidencia para rechazar la hipótesis nula de no correlación a un nivel de 0.01.

La Figura 4.7 muestra los residuales del ajuste del modelo mientras que las Figuras

4.8 y 4.9 las gráficas de sus correspondientes ACF y PACF. En éstas puede apreciarse

que en general ya no existe estructura en los residuales.

Finalmente resta probar si el supuesto de distribución normal para el modelo es

razonable. En efecto, se realizaron dos pruebas basadas en los estad́ısticos Jarque-

Bera y Shapiro-Wilks (ver [29]). Como resultado de éstas y con base en los datos

de S&P500 no se encontró evidencia para rechazar la hipótesis de normalidad en los

residuales a un nivel de 0.05. Adicionalmente la Figura 4.10 muestra un QQ-plot de

dichos residuales donde se puede observar un pequeño desajuste en la cola inferior.

Este resultado no debe sorprender pues la serie vt contiene algunos valores at́ıpicos.

Sin embargo en términos generales se considera suficientemente razonable suponer

dicha distribución.
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Figura 4.7: Residuales del modelo EGARCH.
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Figura 4.11: Serie de la volatilidad.

La volatilidad asociada al proceso vt se obtiene de forma recursiva con la ecuación

(4.1.4) y los parámetros estimados. Aśı la serie de tiempo para la volatilidad se ve

como en la Figura 4.11. Es notable el hecho de que este proceso toma sus valores más

altos justo cuando la serie vt se incrementa o decae significativamente. La Figura 4.12

permite apreciar este fenómeno más claramente.

Con el análisis anterior se concluye que el modelo EGARCH(1,1) ajusta de forma

razonable a la serie S&P500 en el periodo de tiempo que va del 7 de diciembre del

2000 al 6 de diciembre del 2004. Por tanto de aqúı en adelante se considera al proceso

de volatilidad (a la función de ésta) descrita por la expresión

ln(σ2
t ) = (−0.469390) + (0.100416)[(−0.999989)zt−1 + (|zt−1| −

√
(2/π))]

+ (0.957204) ln(σ2
t−1). (4.1.5)

Una elección de otro modelo emṕırico que ajuste mejor a los datos es claramente

posible. En principio optar por uno con residuales que tengan una distribución de

colas pesadas es factible. Sin embargo, como ya se ha comentado, la manejabilidad

de la distribución normal es dif́ıcil de igualar. Por otro lado, elegir un modelo con

una media condicional más compleja que la actual es tambien posible pero al mismo
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tiempo se perdeŕıa en el sentido de contar con muchos más parámetros a estimar.

Distribución estacionaria de ln(σ2
t )

El objetivo de esta sección es mostrar como se encontró emṕıricamente la distribu-

ción estacionaria del proceso X. Posteriormente se encontrarán los estimadores de los

parámetros de ésta para aśı obtener la estimación expĺıcita de los coeficientes C(x) y

D(x) en (4.1.10).

Sea xt la serie de tiempo cuya dinámica está dada en (4.1.5). Si se considera a

ésta descrita por un modelo ARMA(1,1), el polinomio caracteŕıstico asociado es

φs(z) = 1− (0.957204)z. (4.1.6)

La ráız de este polinomio es z = 1.0447. Dado que es mayor a uno se muestra par-

cialmente que el proceso es ergódico (ver [29]). Por lo tanto, sin importar el punto

en el que inicie la serie, los momentos muestrales convergerán en probabilidad a los

momentos poblacionales, es decir, se alcanzará la distribución estacionaria.

Se sabe ya que la serie xt representa la volatilidad asociada a vt a lo largo de 1000

d́ıas. Esto es equivalente a observar en el mercado dicho precio continuamente por casi
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cuatro años. En un mercado financiero es poco común firmar contratos de expiración

más allá de uno o dos años. Esto es lógico pues un inversionista prefiere obtener

beneficios en menos tiempo e invertir su capital más dinámicamente, además de que

su ignorancia del comportamiento de la serie S&P500 aumenta conforme aumente

el tiempo de expiración. Por estas razones se considera que la serie xt reflejará un

comportamiento ĺımite respecto a su condición inicial después de un periodo de 1000

d́ıas. En otras palabras, se considera que alcanzará su distribución estacionaria para

entonces.

Con el argumento anterior y sin perder de vista que la distribución asumida para

zt es N (0, 1), se simularon M = 500 trayectorias de N = 1000 observaciones del

proceso dado por (4.1.5). Posteriormente se conservaron las muestras (de tamaño

M) que consisten de observaciones independientes del valor del proceso al tiempo

t = 2, 5, 10, 50, 100, 500, 900, 1000. Como ejemplo, al tiempo t = 100 se obtuvo una

muestra de tamaño 500 que representa realizaciones independientes del valor de la

serie x500.

Para estas 8 muestras se llevaron a cabo histogramas que se presentan en las

Figuras 4.13 y 4.14. En éstas puede apreciarse que la distribución proceso converge

a una simétrica. Por tanto se realizó un QQ-plot (ver Figura 4.15) con los cuantiles

de la distribución normal para la muestra correspondiente al tiempo t = 1000 que

como ya se explicó, es cuando se aprecia la propiedad asintótica del proceso. En éste

se aprecia que emṕıricamente la distribución normal es razonable como distribución

estacionaria de X. Para concluir de forma más contundente se realizaron dos pruebas

basadas en los estad́ısticos Jarque-Bera y Shapiro-Wilks. Como resultado de éstas y

con base en los datos de S&P500 no se encontró evidencia para rechazar la hipótesis de

normalidad a un nivel de 0.05. Por tanto se consideró como distribución estacionaria

de X la N (a, b) i.e.

fln(σ2)(x) =
1√
2πb2

exp

{
− (x− a)2

2b2

}
. (4.1.7)

Bajo la normalidad asumida se procedió a obtener las expresiones para C(x) y D(x).

El análisis se presenta a continuación.
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Figura 4.13: Histogramas de las muestras correspondientes al tiempo t = 2, 5, 10, 50.
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Especificación de los coeficientes C(x) y D(x)

De la expresión (1.2.21) obtenida para C(x) en el Caṕıtulo 1 y (4.1.7), los coefi-

cientes de (1.2.13) están dados por:

D(x) = γ. (4.1.8)

C(x) =
1

2

[
1√

2πb2
exp

{
− (x−a)2

2b2

}]
d

[
γ2 1√

2πb2
exp

{
− (x−a)2

2b2

}]

dx

=
γ2

2

(
− (x− a)

b2

)

=
γ2

2b2
(a− x) (4.1.9)

Usando estas expresiones, la ecuación (1.2.13) se escribe ahora como

dXt = d ln(σ2
t ) =

{
γ2

2b2

[
a− ln(σ2

t )

]}
dt + γdW σ

t , (4.1.10)
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donde el coeficiente D(x) = γ > 0 se asume positivo pues se pretende respetar la

dirección de la volatilidad.

A un modelo con una EDE como la anterior se le conoce como aditivo. Modelos

más generales como los multiplicativos incluyen al proceso Xt (o una función de éste)

en D(x), de tal forma que la volatilidad de la volatilidad pueda cambiar. En este

trabajo no se considera este caso más general.

Ahora se puede garantizar que para la EDE de ln(σ2
t ) existe una única solución

fuerte. La solución a la ecuación (4.1.10) está dada por (ver [20]),

Xt = e−
γ2

2b2
t

[
x0 − a(1− e

γ2

2b2
t) +

∫ t

0

e
γ2

2b2
sdW σ

s

]
. (4.1.11)

Este proceso corresponde al famoso proceso de Orstein-Uhlenbeck. Esta identificación

permite comprobar (ver [19]) que existe la solución fuerte de (4.1.10), que ésta es de

Markov y Gaussiana con distribución

N
(
a + (x0 − a)e−

γ2

2b2
t, b2(1− e−

γ2

b2
t)

)
. (4.1.12)

y su distribución invariante, obtenida haciendo tender t → ∞ es, tal y como se

observó emṕıricamente, N(a, b).

Estimación de parámetros de la distribución estacionaria

Para encontrar los estimadores de a y b se obtuvieron los de máxima verosimilitud.

En efecto, como ya se ha justificado antes, al tiempo t = 1000 el proceso dará infor-

mación confiable del comportamiento ĺımite de la variable. Con esta muestra de 500

datos se encontraron los estimadores máximo verośımiles, es decir, los valores de a y

b que maximicen

L(a, b, ~x) =
500∏
i=1

1√
2πb2

exp

{
− (xi − a)2

2b2

}
, (4.1.13)

y para éstos puede calcularse un intervalo de verosimilitud-confianza. Por ahora sólo

se conservará la estimación puntual. Haciendo los cálculos necesarios se encuentra que

â = −9.0875 y b̂ = 0.4204.

Por lo tanto, la fórmula para C(x) en (4.1.8) es expĺıcita sustituyendo los valores
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de los estimadores â y b̂. A partir de ahora se fija el valor de D(x) en γ = 0.005.

La razón de esta elección es por su interpretación pues este parámetro controla la

variabilidad de la volatilidad que se asume pequeña.

4.2. Comparación de los métodos

El objetivo de esta sección es documentar diferencias entre la valuación de una

opción Europea tipo call bajo los métodos min-R y p-indi. Por la forma en que se

construyen, los precios basados en estos métodos pertenecerán a un intervalo virtual

dentro del cual están todos los precios que no generan oportunidades de arbitraje. Es

consecuencia ambos establecen criterios suceptibles de ser adoptados por un inversio-

nista a la hora de contratar una opción. A continuación se describe la forma en que

se calculó numéricamente el precio en ambos criterios.

Cálculo numérico del precio p-indi

Como se vio en el Caṕıtulo 2 la fórmula para el precio de indiferencia, el cual

coincide en este estudio con el precio de la opción Europea, es

p = ψ(t, x, s)− φ(t, x), (4.2.14)

donde las funciones ψ y φ resuelven un par de ecuaciones diferenciales parciales.

Estas últimas están dadas en (2.2.70) y (2.2.71) respectivamente. Por esta razón

este trabajo se centró en encontrar la aproximación numérica de las soluciones de

dichas ecuaciones. Para hacerlo se usó el método numérico conocido como Diferencias

Finitas (ver [28]). Inicialmente se definieron un par de ecuaciones auxiliares ψ̃ y φ̃ de

la siguiente forma:

ψ̃(T − t, x, s) = ψ(t, x, s) y φ̃(T − t, x) = φ(t, x), (4.2.15)

en donde T es una constante fija que representa el tiempo de expiración de la opción

Europea. De estas expresiones se observa que las condiciones iniciales para estas

nuevas funciones ψ̃ y φ̃ son las condiciones finales de ψ y φ respectivamente

ψ̃(0, x, s) = ψ(T, x, s) = h(s) y φ̃(0, x) = φ(T, x) = 0. (4.2.16)
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A continuación se calcularon las derivadas parciales de (2.2.70) y (2.2.71) en términos

de estas funciones auxiliares. Posteriormente se aproximó a estas nuevas derivadas

parciales mediante diferencias finitas, las cuales se basan en la definición de derivada.

Siguiendo este proceso para la función φ̃ se obtuvo la siguiente ecuación:

φ̃m
n+1 = φ̃m

n

+

{[
γ2

2(0.4860)2
(−9.0428−mh)

]
−

[
ρµ(nk)γ√
exp(mh)

]}(
λ

2

)(
φ̃m+1

n − φ̃m−1
n

)

+
λγ2

2h
(φ̃m+1

n − φ̃m−1
n − 2φ̃m

n ) +
λγ2

8h
θ(ρ2 − 1)(φ̃m+1

n − φ̃m−1
n )2

+k

[
µ2(nk)

2θ exp(mh)

]
, m, n ∈ Z+ y λ = k/h. (4.2.17)

Mediante un criterio conocido como de Von Newman puede demostrarse parcialmente

que la solución numérica calculada mediante (4.2.17) converge a la solución teórica

de la EDP siempre que
k

h2
(2l + Uh) ≤ 1, (4.2.18)

donde U y l son los coeficientes de φ̃x y φ̃xx respectivamente en la EDP para φ̃. Por

otro lado k y h determinan el ancho de las rejilla en cuyos vértices se encuentra dicha

solución numérica. Eligiendo los valores adecuados de k y h se programó (4.2.17) en el

software Matlab. La Figura 4.16 muestra la gráfica de la aproximación a la solución de

φ̃ en un intervalo de tiempo que representa 30 d́ıas. Análogamente, solo que esta vez

dependiendo de una tercera variable s, se muestra que para valores adecuados de k, h

y j, la solución numérica de ψ̃, calculada mediante una expresión más compleja que

(4.2.17), también converge a la solución teórica. El procedimiento de programación

es similar al descrito antes para φ̃.

El precio de la opción Europea al tiempo t pudo calcularse entonces evaluando las

funciones φ̃ y ψ̃ en el valor del ı́ndice S&P500, la volatilidad asociada a éste (obtenida

del ajuste del modelo EGARCH), el estimador lineal adaptado de µ y las condiciones

de la opción en ese instante. Posteriormente haciendo

ψ̃(t, xt, st)− ψ̃(t, xt). (4.2.19)
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Figura 4.16: Gráfica de la aproximación a la solución de φ̃

Cálculo numérico del precio min-R

En este caso espećıfico se programó en el software Matlab la fórmula (2.1.42),

Ĥ(t) = Ste
me(t,T )+ 1

2
va(t,T )Φ

[
ln

(
BtSt

BT K

)
+ me(t, T ) + va(t, T )√

va(t, T )

]

− Bt

BT

KΦ

{
ln

(
BtSt

BT K

)
+ me(t, T )√

va(t, T )

}
.

Encontrando cuantiles de la distribución normal, el precio de la opción Europea se cal-

culó entonces introduciendo valores reales del ı́ndice S&P500, la volatilidad asociada

a éste y las condiciones de la opción Europea en un intervalo de tiempo espećıfico.

4.2.1. Gráficas

Como se introdujo en el Caṕıtulo 1 un factor muy importante de una opción

Europea es su precio al momento de adquirirla. Esta clase de opciones opera en el

mercado secundario lo que significa que antes de alcanzar el tiempo de expiración T ,

un inversionista tiene la posibilidad de comerciar con éstas. En la realidad muchos

inversionistas nunca ejercen una opción sino que obtienen sus ganancias vendiéndola
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nuevamente en el mercado antes de que expire. Éstos pueden entonces calcular el

precio de una opción antes de que llegue T con el método que más se adecúe a sus

intereses.

El intervalo de tiempo en el que expiran las opciones analizadas a continuación

corresponde al primer trimestre (PT) del año 2001. Este trimestre suele ser impor-

tante en términos económicos pues es en este periodo de tiempo que en un páıs se

dan cambios importantes en variables macroeconómicas como: devaluaciones, in-

crementos en precios de productos básicos, etc. Estos cambios suelen tener un impacto

en el precio de un activo financiero como S&P500 y en consecuencia en el precio de

una opción Europea basada en éste.

Las condiciones del contrato en todos los casos son: al tiempo de expiración T

se comprará una unidad de activo a precio strike K = 7, bajo una tasa de interés

r = 0. Se asume que el coeficiente de correlación entre el activo y la volatilidad es

ρ = −0.1. Finalmente el parámetro asumido para la función de utilidad en el precio

de indiferencia es θ = 0.005.

Por razones de optimización computacional, las gráficas se realizaron haciendo

una transformación del tiempo (un año en el intervalo [0, 1]) y del valor del activo

con riesgo (usando el logaritmo de esta variable).

La Figura 4.17 muestra una gráfica que ilustra el cambio en el precio de una opción

Europea tipo call a lo largo del tiempo antes de alcanzar el tiempo de expiración

T = 30 d́ıas. Este precio se ha calculado bajo el criterio p-indi. Para esto se usaron

los datos del ı́ndice S&P500 a cada tiempo t, 0 ≤ t ≤ 30. Como puede apreciarse,

el precio aparentemente tiende a bajar conforme se acerca el tiempo de expiración.

El caso del precio calculado mediante min-R se presenta en la Figura 4.18. En ésta

puede apreciarse más variabilidad a lo largo del tiempo, aunque también una ligera

disminución en los precios cerca de T .

En los criterios min-R y p-indi se percibe una reacción a los cambios en el precio

del activo subyacente S&P500. Para ayudar a identificarla, en la Figura 4.20 se pre-

senta una gráfica de un acercamiento de la Figura 4.3 que muestra la trayectoria del

logaritmo de la serie S&P500, en el periodo de tiempo para el que se calcularon los

precios. Esta reacción puede ser razonable con lo que ocurre en el mercado pues en

éste es usual encontrar que un alza en el valor del activo subyacente conlleva un alza

en el precio de las opciones.
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Figura 4.17: Precio p-indi de una opción Europea a 30 d́ıas que expira el PT del 2001.
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Figura 4.18: Precio min-R de una opción Europea a 30 d́ıas que expira el PT del 2001.
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Figura 4.19: Diferencias diarias del precio de una opción Europea a 30 d́ıas.
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Figura 4.20: Valor del logaritmo del activo subyacente S&P500 en un periodo de 30
d́ıas.
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Figura 4.21: Precio min-R en función de moneyness y tiempo.

Se observa pues que en el caso de una opción a 30 d́ıas aparentemente el precio H,

basado en min-R, es generalmente más caro que el precio p, basado en p-indi, pues la

diferencia H−p es positiva la mayor parte del tiempo (ver Figura 4.19). Sin embargo,

dado que la expresión con la que se obtiene el precio min-R depende, entre otros

elementos, del valor simulado de una variable aleatoria con distribución normal (ver

ecuaciones (2.1.34)) los precios pueden cambiar si se calculan por segunda ocasión.

Esto puede representar una ventaja del método p-indi quien se basa en la solución de

ecuaciones diferenciales parciales y por tal tiene, en este sentido, un carácter fijo.

Para un inversionista puede ser interesante conocer la forma en que reacciona

el precio de una opción Europea con respecto al valor del strike que pagará por la

unidad de activo. Como ya se ha mencionado, existen tres casos posibles para una

opción Europea: estar in-the-money, at-the-money o out-of-the-money. Es por ello

que se proponen gráficas donde puede apreciarse dicha reacción considerando los tres

casos posibles, asumiendo nuevamente que la tasa de interés es r = 0. Estas gráficas

se presentan en las Figuras 4.22 y 4.21.

En la gráfica correspondiente a el precio H, basado en min-R, se observa que éste

es muy variable, en particular cuando se trata de opciones out-of-the money. Esta

variabilidad decrece conforme se acerca el tiempo de expiración. Más aún, cerca de T

se aprecia que H es creciente como función de S/K. Por otro lado, en el caso de la
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Figura 4.22: Precio p-indi en función de moneyness y tiempo.

Figura 4.22 correspondiente al precio p, basado en p-indi, es claro que éste es creciente

con respecto a S/K para cualquier t, 0 ≤ t ≤ T .

La propiedad que se observa en las Figuras 4.21 y 4.22 significa que valuando

con cualquiera de los dos criterios, conforme se acerca T , si se considera una opción

in-the-money, es decir, en la que un inversionista pagará un strike más bajo que el

valor del activo subyacente al momento de contratarla, esta opción es más cara que si

se paga un strike más alto que el valor del activo subyacente. En el caso del precio p

la propiedad se aprecia desde que la opción comienza a operar. Esto es muy razonable

con lo que se observa en el mercado pues, en general, un inversionista pagará precios

más altos por contratos que potencialmente tengan mayores posibilidades de generarle

rendimientos.
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Conclusiones y Trabajos Futuros

Esta tesis estuvo motivada principalmente por la pretensión de realizar un trabajo

que representara una aportación en el área de finanzas. Dentro de ésta, se eligió en par-

ticular estudiar métodos para valuar opciones Europeas pues en la actualidad existen

resultados importantes acerca de éstas. El punto de partida fue pensar que traba-

jar de forma conjunta con modelos de series de tiempo y con la metodoloǵıa teórica

basada en ecuaciones diferenciales estocásticas, representa una gran oportunidad para

analizar profundamente el comportamiento de una variable financiera.

La aportación de esta tesis es documentar algunas diferencias entre los métodos

de valuación de opciones minimización de riesgo local y precio de indiferencia. Esto

para un modelo espećıfico del precio de un activo financiero y la volatilidad asociada a

éste basado en ecuaciones diferenciales estocásticas. Un supuesto importante de dicho

modelo es la consideración de correlación entre el activo y la volatilidad distinta a

cero.

Para su realización este trabajo ha requerido de diferentes aspectos, entre los que

destacan los siguientes:

• Un estudio esmerado de distintos conceptos financieros y de resultados previos

en matemáticas financieras relacionados con el tema.

• Un estudio breve de la teoŕıa básica de Diferencias Finitas aplicadas a la solución

numérica de ecuaciones diferenciales parciales.

• El uso de dos aplicaciones de cómputo básicas para el desarrollo de la tesis. Por

un lado el módulo finmetrics del software Splus, especial para series de tiempo.

En éste se llevaron a cabo pruebas estad́ısticas para el análisis de una serie de

tiempo financiera. Por otro lado, el software matemático Matlab en el cual se

realizaron programas con el objeto de encontrar las soluciones numéricas de las
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ecuaciones ψ y φ en el método precio de indiferencia. Posteriormente también

se utilizó, entre otras cosas, para la elaboración de las gráficas del Caṕıtulo 4.

El trabajo incluyó una fase de simulación para probar la efectividad del es-

timador lineal adaptado de µt y para observar emṕıricamente la distribución

asintótica del proceso de volatilidad.

En este punto es relevante hacer notar que al construir algunas de las herramien-

tas visuales de comparación de métodos, se han usado valores para el coeficiente

de correlación ρ diferente de cero. Esto constituye una generalización a la forma

en que se han comparado en la literatura otros métodos para valuar en donde

por simplicidad se asume a este parámetro igual a cero.

El análisis elaborado se basa en realizaciones del ı́ndice S&P500. Sin embargo,

teniendo en cuenta los resultados del presente trabajo ambos métodos pueden usarse

para valuar opciones en tiempo presente. Para esto se sugiere usar técnicas de series

de tiempo para predecir valores futuros de S y σ.

Finalmente existen problemas que surgen a partir de la realización de este trabajo

a los que puede darseles seguimiento, entre los que destacan los siguientes:

• Realización de más herramientas gráficas de comparación entre los métodos. En

particular algunas que consideren tiempos de expiración mayores a 30 d́ıas y

otras que consideren diferentes niveles de ρ, r y K. Además, a fin de emular

la actitud de un inversionista, se sugiere variar el parámetro de la función de

utilidad θ, aśı como la función misma, lo cual se espera cambiará algunos de los

resultados obtenidos en este trabajo. Todo esto puede formar parte importante

en la creación futura de un procedimiento más completo para el cálculo de

opciones Europeas.

• Realizar intervalos de verosimilitud-confianza para los estimadores de los pará-

metros a y b en la distribución asintótica de la volatilidad.

• Análisis gráfico espećıfico del método precio de indiferencia en donde pueda

mostrarse el cambio de la función de valor R(t, v, x, s) para diferentes valores

de las variables tiempo, precio del activo, volatilidad asociada y capital inicial.

• Encontrar formas alternativas de estimar los parámetros en un modelo de efectos

ARCH diferente a la verosimilitud, pues violar el supuesto de independencia

dentro de la muestra puede afectar la precisión de los estimadores del modelo.
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• Estimar los parámetros del modelo EGARCH(1,1) con otro método numérico

distinto a BHHH. Dada su naturaleza de algoritmo genético a veces éste puede

resultar un método muy ambiguo.

• Con la finalidad de perfeccionar las herramientas desarrolladas en este trabajo y

en general el papel realizado por un matemático en finanzas, se propone interac-

tuar intensivamente con expertos en la materia. Esta relación permitirá fundar

ideas importantes que den paso a modelos más aproximados a la realidad.
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Apéndice A

Glosario de términos financieros

Activo Financiero Conocido también como t́ıtulo financiero. Son documentos que

incorporan la titularidad de derechos sobre un bien, fácilmente convertible en

dinero. Es negociado en el mercado de capitales.

Bien Se entiende como bien a todo art́ıculo o servicio que permite satisfacer una

necesidad. Se clasifica en primario y secundario.

Bono Es un contrato con una tasa de interés asociada cuyos rendimientos pueden

adquirise en pagos regulares o bien en un único pago en el tiempo de expiración.

Derivados Conocidos también como instrumentos financieros. Son contratos cuyo

valor depende (o se deriva de) activos subyacentes existentes en el mercado.

Dividendos Pagos fijos de monto variable, hechos del valor de un activo.

Estrategia de Inversión Es la elección continua de un portafolio de inversión la

cual puede depender de los cambios en el mercado.

Índice Financiero Es una medida estad́ıstica de los cambios en un mercado fi-

nanciero. Espećıficamente, un ı́ndice es un portafolio imaginario de activos que

representan un sector espećıfico del mercado. Cada ı́ndice tiene su propia forma

de calcularse y usualmente se expresa en términos de un cambio sobre un valor

base.

Inversionista Es como se le conoce a la gente que se encarga de invertir capital

constante y dinámicamente en determinados bienes.
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Macroeconomı́a Es el estudio de una economı́a entera en términos de la cantidad

de bienes y servicios producidos, los ingresos ganados, el nivel de empleo de las

fuentes productivas y el comportamiento general de los precios. A todos éstos

se les conoce como variables macroeconómicas.

Mercados Financieros Los mercados financieros se clasifican básicamente de dos

formas:
Clasificación Clasificación

basada en plazos basada en la forma de operación

Mercado Mercado de dinero Mercado de valores primario

Financiero En éste se realizan En éste se realiza la oferta

operaciones financieras a y la demanda de valores cuando

largo plazo. una empresa entra a la bolsa

de valores.

Mercado de capitales Mercado de valores secundario

En éste se realizan Es donde se produce la oferta

operaciones financieras a y demanda de valores ya

corto y mediano plazo. emitidos con anterioridad

por cualquier empresa

inscrita a la bolsa.

Otros Otros

Moneyness Es una medida del grado al que se espera que un derivado tenga un

payoff positivo al tiempo de expiración.

Oportunidad de Arbitraje Se le llama aśı a la estrategia que puede seguir un

inversionista y que le proporciona ganancias sin correr riesgo alguno. En la

realidad son muy escasas y poco éticas.

Portafolio de Inversión Se refiere a la forma en que un inversionista reparte el

capital entre el activo con riesgo y en el bono.

Replicar Se refiere a proteger un capital contra el riesgo en el mercado de tal forma

que pueda pagarse con él un contrato en el tiempo de expiración.
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