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Introduccion

La Teorfa de Juegos se puede definir como el estudio de modelos matematicos que
describen el conflicto y la cooperaciéon entre entes inteligentes que toman decisiones.
Tales decisiones se consideran estratégicas, esto es, que los entes que participan en el

juego acttian teniendo en cuenta las acciones que tomarian los demaés.

Los origenes de la Teoria de Juegos se remontan al ano 1944, en el cual el matemético
John von Neumann y el economista Oskar Morgenstern publicaron el libro "Game
Theory and Economic Behavior”. Desde entonces dicha teoria ha sido desarrollada
extensivamente y en la actualidad tiene aplicaciones en una gran cantidad de areas

tales como Teoria Econémica, Ciencias Politicas y Biologia, entre otras.

Los modelos de Teoria de Juegos se agrupan en dos grandes grupos, cada uno
de los cuales adopta un enfoque diferente a la hora de analizar las situaciones de

interdependencia estratégica: Juegos Cooperativos y Juegos no Cooperativos.

En el enfoque cooperativo se analizan las posibilidades de que algunos o todos los
jugadores lleguen a un acuerdo sobre qué decisiones va tomar cada uno, mientras que
en el enfoque no cooperativo se analiza que decisiones tomaria cada jugador en ausencia

de acuerdo previo.

En los juegos no cooperativos generalmente se supone que los jugadores toman sus
decisiones independientemente unos de otros, aunque conociendo a sus oponentes y las
posibles estrategias que éstos tienen a su disposiciéon. Es decir, son individuos egoistas

que tratan de predecir lo que los demés haran para entonces actuar en beneficio propio.

En ocasiones la competencia egoista puede conducir a estados que son inferiores
en términos de beneficio personal y social, en comparacién a estados que se alcanzan
mediante la cooperacion, pero éstos no podran implementarse a menos que existan
reforzamientos externos, tales como contratos, que obliguen a los jugadores a cumplir

con el acuerdo de cooperacién.



Una técnica cooperativa muy utilizada son los modelos de negociacion. En dichos
modelos los jugadores buscan ganar a través de la cooperacion, pero deben negociar el
procedimiento y la forma en que se dividiran las ganancias de esta cooperaciéon. Dichos
modelos especifican como y cuando se alcanzan los acuerdos, dependiendo de las reglas

de negociaciéon y de las caracteristicas de los negociadores.

La idea esencial introducida por John Nash en su tesis doctoral en Matematicas
en la Universidad de Princeton titulada "Juegos no cooperativos” fue la definicion del
concepto de equilibrio, el cual es un acuerdo que ninguno de los jugadores puede romper
sin salir perdiendo. Es decir, si alguien decide romper el pacto y lo hace unilateralmente,
se arriesga a ganar por debajo de lo que hubiese ganado dentro del pacto. Sin embargo

esto puede no ser lo mejor socialmente para los jugadores.

Nash aseguraba que la teoria de juegos cooperativa y la no cooperativa eran com-
plementarias, que cada una ayudaba a justificar y clarificar la otra. De esta idea se
desarroll6 el llamado programa Nash, el cual busca la posibilidad de la unificacién

tedrica; algunos logros ya se tienen en este sentido.

Debido a sus contribuciones al anélisis de equilibrios en teoria de juegos no coope-
rativos, John Nash recibi6é el Premio Nobel de Economia en 1994, de manera conjunta

con John Harsanyi y Reinhard Selten.

El objetivo principal de la tesis es plantear una nueva forma de jugar un juego no
cooperativo mediante el uso de técnicas cooperativas, pero sin perder el enfoque no
cooperativo, en la cual el pago esperado de cada jugador mejore con respecto al que se
predice mediante los equilibrios de Nash. Ademaés se tratara de encontrar relaciones en-
tre los equilibrios hallados por esta nueva forma de jugar y los equilibrios ya existentes,

o desarrollar algiin nuevo concepto de equilibrio.

En el primer capitulo se presentan los conceptos basicos que se usan en juegos no
cooperativos, tales como equilibrio y dominancia, y la relacién que existe entre ellos.
También se presenta la extension mixta de un juego, asi como la demostracién del
Teorema de Nash acerca de la existencia de equilibrios en este tipo de juegos. Ademas
se da una introduccion a la forma correlacionada de un juego, la cual permite extender

el conjunto de equilibrios con la ayuda de un mediador externo al juego.

En el segundo capitulo se presentan algunos resultados acerca del uso de estrategias
correlacionadas, y la manera en que una "mala" recomendaciéon del mediador podria

derivar en la desviacion de estrategias por parte de algunos jugadores al tener incentivos



para seguir dicho comportamiento. Mediante el uso de cadenas de Markov se da una
clasificaciéon de juegos tomando en cuenta dichos incentivos para desviarse de equilibrios

correlacionados.

En el tercer capitulo se desarrollan las ideas referentes a la aplicaciéon de modelos

de negociaciéon y la firma de contratos para la resolucién de juegos no cooperativos.

Para que los jugadores decidieran firmar un contrato propuesto por un mediador
externo, éste deberia darles incentivos para hacerlo, tales como ofrecerles un pago
esperado mayor que el que obtendrian jugando de la manera habitual. Para ello se
definird un tipo especial de contratos, los cuales tendran la propiedad de que siempre
sea la mejor opcion para los jugadores firmar dichos contratos, sin importar lo que
decidieran hacer los demés jugadores. Habiendo definido este tipo de contratos, se
establecera la relacion que hay entre ellos y los equilibrios correlacionados, ademas de

dar condiciones necesarias para su existencia.

El mediador, después de haber convencido a los jugadores de que firmar el contrato
es su mejor opcidn, tratard de encontrar la mejor estrategia posible para proponerles
a los jugadores con ayuda de modelos de negociaciéon. Ademés tendra la oportunidad

de penalizar a los jugadores que no siguieran sus recomendaciones.

También se incluye una nueva propuesta para jugar de manera cooperativa un
juego no cooperativo: los jugadores que decidan firmar el contrato jugaran como un
solo equipo contra los demés jugadores que no lo hayan firmado. Los jugadores que

forman dicho equipo ahora no buscaran intereses individuales sino grupales.

En el cuarto capitulo se muestran ejemplos de juegos no cooperativos clésicos, en

los cuales se aplican los conceptos y resultados mostrados en los capitulos anteriores.

Finalmente en el quinto capitulo se presentan las conclusiones obtenidas durante el

desarrollo de esta tesis.






Capitulo 1

Equilibrio en juegos no

cooperativos

La principal tarea de la teoria de juegos es establecer cudles estrategias seguirian
los jugadores racionales en un juego, basdndose en lo que que esperan sobre el com-
portamiento de los demas jugadores. Para construir dicha teoria de comportamiento
racional un requerimiento fundamental es que la teoria no sea contraproducente, esto
es, que los jugadores no tengan incentivos para desviarse del comportamiento que la

teoria recomienda.

Para juegos no cooperativos, en los cuales no existen mecanismos externos disponi-
bles para el cumplimiento de acuerdos o compromisos, este requerimiento implica que

la recomendacién tenga que ser realizable por si misma.

Asi, si los jugadores actiian de manera independiente y la teoria recomienda una
estrategia para cada jugador, el perfil de recomendaciones debe ser un equilibrio: la
estrategia asignada a cada jugador debe ser 6ptima cuando los demés jugadores siguen

las estrategias asignadas a ellos.

1.1. Juegos en forma estratégica

Una manera simple de representar un juego es con su forma estratégica. Para definir
un juego en forma estratégica solo se necesita especificar el conjunto de jugadores en
el juego, el conjunto de opciones disponibles para cada jugador y la forma en que los

pagos de los jugadores dependen de las opciones que eligen.
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Definicion 1.1.1 Un juego en forma estratégica es una terna ordenada

G = (N’ (Sl)zeN ) (ul)lGN) tal que:
» N ={1,...,n} es un conjunto finito de jugadores.

n S; es el conjunto de estrategias del jugador i para cada i € N.

Dendtese al conjunto de perfiles de estrategias por S = X;enS;.

» u; 0 S — R es una funcion que asocia cada perfil de estrategias s = (8;);c con

el pago u; (s) del jugador i para cada i € N.

Notacidén 1.1.2 Para cada jugador i € N el conjunto de perfiles de estrategias de

todos los jugadores diferentes de i se denota por S_; = X ;4;S;.

Un juego en forma estratégica es finito si el conjunto de jugadores N y todos los
conjuntos de estrategias S; son finitos. Generalmente se supondra que los juegos son

finitos a menos que se especifique otra cosa.

En el estudio de juegos en forma estratégica usualmente se supone que todos los ju-
gadores escogen sus estrategias de manera simultanea, por lo cual no existen elementos

temporales en el analisis de estos juegos.

1.1.1. Dominancia

En ocasiones ocurre que un jugador tiene una estrategia con la caracteristica de que
le proporciona mejores resultados que sus demaés estrategias sin importar que hagan
los demés jugadores. Cuando un jugador dispone de tal estrategia le conviene usarla

sin lugar a dudas.

Definicion 1.1.3 Una estrategia t; € S; del jugador i es fuertemente dominante si
para toda estrategia alternativa s; € S;, y para cada perfil de estrategias s—; € S_; de

los otros jugadores se cumple u; (8;,$—;) < u; (t;, S—;) .

La idea de dominancia también se puede aplicar a situaciones en las que, si bien un
jugador no tiene una estrategia que le convenga mas que otras, si tiene una estrategia
que nunca le convendria usar sin importar que hagan los demas jugadores. Es decir, la

idea de dominancia se pude usar para descartar estrategias que nunca conviene usar.
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Definicion 1.1.4 Una estrategia s; € S; del jugador i es fuertemente dominada si
existe otra estrategia t; € S; tal que para cada perfil de estrategias s_; € S_; de los

otros jugadores se cumple u; (8;,5—;) < w; (ti, S—;) .

Cuando un jugador tiene una estrategia fuertemente dominada no la usara nunca,
porque dispone de una estrategia alternativa que le proporciona un bienestar mayor

sin importar que hagan los demés jugadores.

Definicion 1.1.5 Una estrategia s; € S; del jugador i es débilmente dominada si existe

otra estrategia t; € S; que satisface:

v Para cada perfil de estrategias s_; € S_; de los otros jugadores se cumple

wi (85, 5-i) < wi (ti,s—).

» Eriste un perfil de estrategias t_; € S_; de los otros jugadores tal que

wi (8i,t—5) < wi (ti,t—;) .

Un jugador que prescinda de una de sus estrategias débilmente dominadas no vera
disminuida su utilidad porque existe otra que le da al menos lo mismo, y a veces maés,

sin importar que hagan los demés jugadores.

El proceso de eliminacion iterativa de estrategias fuertemente dominadas se llama

racionalizaciéon. Se puede desarrollar como sigue:

Sea G = (N, (Si)ieN,(ui)ieN) un juego en forma estratégica. Para cada juga-
dor i € N sea Sil el conjunto de todas las estrategias en S; que no son fuerte-
mente dominadas para ¢. Entonces se puede formar el juego en forma estratégica
GU = (N, <Si(1))z’ezv , (ui)i€N>, donde cada funcion u; es la restriccion de la fun-

cién de utilidad original al nuevo dominio X;¢ NSZ.(I)

Por induccién, para cada entero positivo k se puede definir el juego en forma estraté-
gica Gk = (N, (Si(k)> . (ui)ieN), donde Si(k) es el conjunto de todas las estrategias
1€

en SZ-(k_l)

cada 7 € N.

que no son fuertemente dominadas para el jugador 7 en el juego G+~1) para

Para cada ¢ € N se cumple S; D SZ-(I) D) Si(Q) D ...,y se puede ver que cada uno de

estos conjuntos es no vacio. Dado que se empieza con un juego finito G, debe existir

SZ-(K) = gEHD — para cada ¢ € N.

un nimero K tal que i
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Dado este nimero K, denotese por G() = GK) y Si(oo) = Si(K) para cada i € N.

Las estrategias en SZ»(OO) se llaman iterativemente no dominadas para el jugador ¢. El

juego G(*) se llama el juego residual generado de G por dominacion iterativa fuerte.

1.1.2. Equilibrio

Un concepto de solucion es cualquier regla que especifique predicciones sobre como
se espera que los jugadores se comporten en un juego dado. El equilibrio de Nash es
el concepto de solucién més importante en teorfa de juegos no cooperativos, el cual es
un perfil de estrategias o planes tal que la estrategia de cada jugador es éptima para

¢él dadas las estrategias de los deméas jugadores.

Este argumento usa la suposicién que los jugadores escogen sus estrategias indepen-
dientemente, asi que el cambio de estrategia de un jugador no causa un cambio de los
demaés jugadores. Por tanto se puede suponer que los jugadores no tienen oportunidad

de comunicarse antes de escoger sus estrategias en el juego.

Definiciéon 1.1.6 Un perfil de estrategias s* = (s3,...,s)) es un equilibrio de Nash si

para cada jugador i € N y cada estrategia s; € S; se cumple

u; (s*) > u; (s,5%) -
El vector de pagos u (s*) es el pago correspondiente al equilibrio de Nash s*.

Definicion 1.1.7 La estrategia s; € S; es una desviacion rentable del jugador i en el

perfil de estrategias s € S si w; (S, 5-i) > u; (s).

Un equilibrio de Nash es un perfil de estrategias en el cual cada jugador no tiene

una desviacién rentable.

Definicion 1.1.8 Un equilibrio de Nash s* es estricto si toda desviacion de algin
Jugador le produce una pérdida; esto es, si se satisface u; (s*) > u; (sz-, 3*_i) para cada

Jugador i € N y cada estrategia s; € S;\ {s}}.
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La propiedad més importante expresada por el equilibrio de Nash es la estabilidad,
pues se define como un perfil de planes autoejecutables. Una condicién necesaria para
que sea autoejecutable es que cada jugador, dados los planes de los otros jugadores, no

tenga un plan alternativo que prefiera estrictamente.

Definicion 1.1.9 Sea s_; € S_; un perfil de estrategias de los jugadores distintos de

1. La estrategia s; del jugador i es una mejor respuesta a S—; si

wi (8i,5—3) = méxy,egs, w; (ti, 5—i) -

Definiciéon 1.1.10 El perfil de estrategias s* = (s7,...,s)) es un equilibrio de Nash

51 s; es una mejor respuesta a s*,; para cada jugador i € N.

Bajo un equilibrio de Nash cada jugador acttia tratando de responder al compor-
tamiento potencial de los deméas jugadores de la mejor manera posible. Ademas cada
jugador no puede incrementar su utilidad desvidndose unilateralmente del perfil de

estrategias que se predice.

Teorema 1.1.11 Sea s* = (s},...,s;,) un perfil de estrategias. Entonces s} es una

ren
mejor respuesta a s*,; para cada jugador i € N si y solo si para cada jugador i € N y

cada estrategia s; € S; se cumple u; (s*) > u; (si, s’ii) .

sz * g : S 3 * 1
Demostracién. Suponga que s; es una mejor respuesta a s*, para cada jugador
1 € N. Entonces se satisface
u; (s5,8%;) = maxyes, ug (ti, 5%;) > ug (si,5%;) Vs; € S;.
* : * - . .
Suponga ahora que s; no es una mejor respuesta a s*, para algin jugador i € N.
Entonces existe una estrategia 5; € S; que es una desviaciéon rentable del jugador 7 en
el perfil de estrategias s* € S.
irS—

Con esto se tiene que u; (s* s* l) < uy (é}, s*_i), y por tanto no se cumple u; (s*) >

U; (si, sfi) para cada jugador i € N y cada estrategia s; € .5;. ®

Esto demuestra que las dos definiciones de equilibrio de Nash dadas anteriormente

son equivalentes.
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1.1.3. Relacién entre dominancia y equilibrio

Una cuestion que surge acerca del proceso de eliminacién de estrategias dominadas

es su efecto sobre los equilibrios de un juego.

Si se eliminaran algunas estrategias de cada jugador, entonces cada equilibrio del
juego original serfa también un equilibrio del juego resultante del proceso de elimina-

cion, si ninguna de las estrategias de dicho equilibrio fuera eliminadas.

Teorema 1.1.12 Sea G = (N, (Si)ien (ui)z‘eN) un juego en forma estratégica y sea

G= (N, (§z> N (“i)z'eN> el juego derivado de G después de eliminar algunas estra-
1€

tegias, es decir, S; C S; para cada jugador i € N. Si s* € S es un equilibrio del juego

Guys;e §Z para cada t € N, entonces s* es un equilibrio del juego G.

Demostracion. Dado que s* es un equilibrio del juego G, se cumple que para cada
jugador ¢t € N
Uu; (SZ', sii) < u;(s*) Vs; € S;.
Como §Z C S; para cada jugador ¢ € N, entonces
Uu; (si, s*_i) < wu;(s*) Vs; € :5'\1
Puesto que s* es un perfil de estrategias en el juego G , de lo anterior se sigue que

s* es un equilibrio del juego G n

Ningin equilibrio puede ser creado en el juego mediante la eliminaciéon de alguna

estrategia dominada de algtn jugador.

Teorema 1.1.13 Sean G = (N, (Si)ien » (“i)z’eN) un juego en forma estratégica, j €
N ys; € Sj una estrategia débilmente dominada del jugador j. Sea G el Jjuego derivado
de G después de eliminar la estrategia s;. Entonces cada equilibrio del juego G es

también un equilibrio del juego G.

Demostracion. El conjunto de estrategias del juego G es
= [ s si i # j
’_{ S\(E} sii=j f
Sea s* = (s}),cy un equilibrio del juego G. Entonces
1) wu; (si,s*_i) < w;(s*) Vi # j Vs; € S; = S;
2) uy (sj,s’ij> < u; (s¥) Vsj € §j
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Sea 4 un jugador distinto de j. Como §Z = S;, por 1) el jugador i no tiene una
desviacion rentable de s¥. Mientras que para el jugador j, 2) implica que no tiene una
desviacion rentable con cualquier estrategia en §j = S5\ {5;}.

Como §; es una estrategia dominada, existe una estrategia t; € S; que la domina.
Se sigue que t; # §j, y en particular que t; € §j. Con esto

3) wj(85,8-5) <uj(tj,s—j)  Vs_j €5

Sustituyendo s_; = s* ; en 3) y s; = t; en 2), se obtiene

u;j (é\j,sij) < uy (tj,s*_j) <y (sj,s*_j)
Por tanto, desviarse a la estrategia 5; no es rentable para el jugador j. m

La aplicacién repetida de este resultado demuestra que el proceso de eliminacién

de estrategias dominadas no lleva a la creaciéon de nuevos equilibrios.

Corolario 1.1.14 Sea G = (N, (Si)ien > (ui)ieN) un juego en forma estratégica y sea
G el juego derivado de G por eliminacion de estrategias dominadas. Entonces cada

equilibrio del juego G es también un equilibrio del juego G.

La eliminacién de estrategias débilmente dominadas podria llevar a la eliminacién
de todos los equilibrios del juego, pues se tiene el problema de que el conjunto de estra-
tegias que sobreviven al eliminar de manera iterada estrategias débilmente dominadas

puede ser distinto dependiendo del orden de eliminacién.

Lo anterior no puede pasar con la eliminacion de estrategias fuertemente dominadas,

pues se preserva el conjunto de equilibrios del juego.

Teorema 1.1.15 Sean G = (N, (Si)ien » (ui)ieN) un juego en forma estratégica, j €
N y5s; € S; una estrategia fuertemente dominada del jugador j. Sea G el juego derivado
de G después de eliminar la estrategia 5;. Entonces el conjunto de equilibrios del juego

G es idéntico al conjunto de equilibrios del juego G.

Demostracion. Dendtese por E al conjunto de equilibrios del juego G, y por E al
conjunto de equilibrios del juego G.

Por el teorema anterior se tiene que E C FE, ya que cada estrategia fuertemente
dominada es también una estrategia débilmente dominada.

Sea s* € F un equilibrio del juego G. Como el juego G fue derivado del juego G

por eliminacion de la estrategia s; del jugador j, es suficiente mostrar que sj #5;.
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La estrategia 5; es fuertemente dominada en el juego G, asi que existe una estrategia
t; € S; que la domina fuertemente:
uj (85, 5—5) <uj(tjs—j) Vs €5

Como s* es un punto de equilibrio, eligiendo s_; = s* . en la desigualdad anterior

J
se obtiene
(e ox (4 o* o o
Uj <sj,s_j> < uy (t],s_j) < uy (sj,s_j)
., ~ N
llegando a la conclusion que s; # s7. =

Corolario 1.1.16 Una estrategia fuertemente dominada no puede ser elemento de un

equilibrio del juego.

Demostracion. Sea G = (N, (Si)ien > (“i)z‘eN) un juego en forma estratégica y
sea s; € S; una estrategia fuertemente dominada del jugador i € N.

Suponga que el perfil de estrategias s* = (s;f‘, s’ii) es un equilibrio de G. Entonces
para cada estrategia s; € S; del jugador ¢ se debe cumplir

Ui (Si’ Sii) < U (5f> Siz‘) :

Por ser s} fuertemente dominada, existe otra estrategia t; € S; tal que para cada
perfil de estrategias s_; € S_; se cumple w; (s}, 5-;) < u; (t;,5-;).

En particular, para el perfil de estrategias s*, € S_; se cumple

wi (s7,8%;) <wi(tins™;) < wi(s],s%)

Por tanto s} no puede ser elemento de un equilibrio de G. =

1.2. Estrategias mixtas

Dado un juego en forma estratégica, se puede extender el conjunto de estrategias de
un jugador al conjunto de todas las distribuciones de probabilidad sobre sus estrategias.
Los elementos de este nuevo conjunto son llamados estrategias mixtas, mientras que

los elementos del conjunto de estrategias original son llamados estrategias puras.

Definicién 1.2.1 Sea G = (N, (Si);cn - (Ui);ey) un juego en forma estratégica. Una
estrategia mixta del jugador© € N es una distribucion de probabilidad sobre su conjunto

de estrategias S;.

El conjunto de estrategias mixtas del jugador i se denota por
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EZ:{O'ZSZ*}[O,” Z 0'1(81)21}

SiESZ'

Denotese al nimero de estrategias puras del jugador ¢ por m;. Se sigue entonces que

el conjunto de estrategias mixtas >; es un subconjunto de R™¢ de dimensiéon m; — 1.

Definicién 1.2.2 Para cada jugador ¢ € N, el soporte de la estrategia mizta o; € 3;
es el conjunto de las estrategias puras que se escogen con probabilidad positiva usando

o;; esto es, Supp (0;) = {s; € Si : 0 (s;) > 0}

Una estrategia pura s; se puede asociar con la estrategia mixta en la cual la es-
trategia pura s; es elegida con probabilidad 1. Esto implica que cada estrategia pura

puede ser considerada también una estrategia mixta.

1.2.1. Extension mixta de juegos en forma estratégica

Definicién 1.2.3 Sea G = (N, (S;);cn - (Ui);en) un juego en forma estratégica. La
extension mizta de G es el juego I' = (N, (),cn » (Ui)ien), tal que

= Para cada jugador i € N su conjunto de estrategias es >;

v La funcion U; : ¥ — R asocia a cada perfil de estrategias miztas o = (01,...,0,) €

=31 X+ X Xy, con el pago

(8140-y8n)ES \JEN

Ui(0) = Eo[ui (0)] = X (H 0j($j)> Ui (81,---,5n) .

Notese que el hecho de que las estrategias mixtas de cada jugador sean indepen-
dientes de las de cada uno de los otros jugadores juega un papel en la funcion U; (o),
ya que la probabilidad de jugar un perfil de estrategias particular (sq,...,s,) € S es
el producto [] o (s;).

JEN

Para cada jugador i € NN la funciéon de pago U; es una funciéon de ) -,y m; variables:

o1 (s%),...,al(sTl),...,an (s%),...,an(snm")
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Teorema 1.2.4 Sea G = (N, (Si)ien > (ui)ieN) un juego en forma estratégica y sea
I' = (N, (Zi>ieN’(Ui)i€N) su extension mixta. Entonces para cada jugador i € N la
funcion U; es una funcion multilineal en las n variables (0;);cy; esto es, para cada

jugador ©, para cada ai,o; € Y, y para cada X € [0,1]

U; ()\ai +(1-No, a_i) — \U; (04, 0—1) + (1 — N Us (a;, a_l-) , Yo €%

Demostraciéon. Para cada ¢ € N, cada j tal que 1 < 57 < m;, y cada s =

($1,...,8n) € S, definase la funcion
o <Sf) = Ui (S1,---550) T[] ok (sk)
kEN
la cual es constante si s; # ], y es una funcion lineal de o; (SZ ) si s; = s], cuya
pendiente es u; (s1,...,5n) [[ ok (sk)
ki

Con esto, la funcién U; es lineal al ser suma de funciones lineales en o; (si)
Se sigue entonces que para cada i € N la funciéon U; (,0_;) es lineal en cada

coordenada o; (sf) de 0; para cada o_; € ¥_;, y por tanto
U, ()\O‘l + (1 — )\) 0;,071') = \U; (Ui,dfi) + (1 — )\) U, (O’;,O'fi)
para cada A € [0, 1] y toda ai,a; €. u

Dado que una funcién multilineal sobre ¥ es una funcién continua, se tiene el

siguiente resultado.

Corolario 1.2.5 La funcion de pago U; del jugador i es una funcion continua en la

extension mixta de cada juego en forma estratégica G.

1.2.2. Equilibrio de Nash en estrategias mixtas

En la extensiéon mixta I' de un juego en forma estratégica GG, cada equilibrio de I"

es llamado un equilibrio en estrategias mixtas de G.

Teorema 1.2.6 Sea G = (N7 (Si)ien (ui)z‘eN) un juego en forma estratégica y sea T’
su extension mixta. Un perfil de estrategias miztas o* € 3 es un equilibrio en estrategias
miztas de G si y sélo si para cada jugador i € N y cada estrategia pura s; € S; se
satisface U; (o*) > U; (si,a*_i)
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Demostracion. Si o* es un equilibrio en estrategias mixtas de I', entonces
Ui (c*) > U; (04,0-;) Vi e N, Vo; € %;.
Dado que cada estrategia pura es una estrategia mixta, se cumple
U; (o )>U(sl, ) Vi € N, Vs; € 5;.
Suponga ahora que el perfil de estrategias mixtas o* satisface U; (¢*) > U; (si, a’ii)
para cada jugador i € N y toda estrategia pura s; € S;. Entonces para cada estrategia

mixta o; € 3; del jugador ¢ se cumple

U; (Ui,O'ii) = % i (si) Ui (51'70{@')
< % 0 (s:) Ui (07)
= U (0% % oi(s;) =U; (%)

En particular ¢* es un equilibrio en estrategias mixtas de I'. m

Una herramienta efectiva para encontrar equilibrios es el principio de indiferencia,
que establece que si en un equilibrio en estrategias mixtas ¢* un jugador utiliza dos
distintas estrategias puras que estan en el soporte de o}, entonces el pago esperado
del jugador por usar cualquiera de dichas estrategias es el mismo, suponiendo que los

demas jugadores estdn jugando de acuerdo al equilibrio.

Teorema 1.2.7 Sean o* € X un equilibrio en estrategias miztas de un juego en forma
estratégica y s;,5; € S; dos estrategias distintas del jugador i tales que s;,s; € Supp (07).

Entonces se satisface U; (si, U*_i) =U; (§i,0’ii) .

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponga que U; (sz, ) > Uj; (sl, ) .
Sea o; la estrategia del jugador ¢ definida por
o (ti) sit; & {si,5i}
o;(t) =% 0 sit;=5;
o} (si) + 07 (5) siti=s;
Entonces se cumple
Ui(ohot,) = 5 o1t Ui (ti02,)
t; €S;
= X of(t)Ui(ti,0%;) + (07 (s1) + 0f (1) Ui (s, 0%,)
ti¢{si,5i}
> Z J%k (tz)UZ (ti,Uti)—FUf (SZ)U (81, )+J ( )Uz (:9\1',0_
tig{si,5i}
= Y o (t:i) Ui (ti,0%))
t; €S;
= U;(o%)
Pero esto contradice el supuesto que o* es un equilibrio, pues el jugador ¢ puede

. ., . U
incrementar su pago desvidndose a la estrategia o,. m
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Si el pago esperado del jugador ¢ cuando juega la estrategia pura s; fuera mayor que
cuando juega la estrategia s;, entonces podria mejorar su pago esperado incrementando

la probabilidad de jugar s; y disminuyendo la probabilidad de jugar s;.

En el equilibrio ningin jugador puede beneficiarse desviandose unilateralmente, en

particular si s7 € Supp (0) se cumple:

U; (sf, Uii) >U; (si, a*_i) Vsi € Si\Supp (c})

Teorema 1.2.8 Sea G = (N, (Si)ien (ui)ieN) un juego en forma estratégica finito.
St una estrategia pura s; € S; del jugador i es fuertemente dominada por una estrategia
mizta o; € X; entonces en cada equilibrio del juego la estrategia pura s; es elegida por

el jugador i con probabilidad 0.

Demostracion. Sea s; € S; una estrategia pura del jugador ¢ que es fuertemente
dominada por una estrategia mixta o; € ¥; y sea ¢ = (0;);cy un perfil de estrategias
en el cual el jugador ¢ escoge la estrategia s; con probabilidad positiva.

Definase la estrategia mixta 0; € 3; como sigue

! oi(t;) +0;(si) 0y (tz) t; # si
Como s; estd dominada fuertemente por ¢;, se cumple
U; (Si,O'_Z') < U; (Ui,U_i) Vo_; € ¥_;
En particular se cumple para el perfil de estrategias o_; € ¥_;. Con esto se obtiene
Ui(0i,0-i) = > 0i(t)Ui(ti,o0-)
t;€S;
= t; 0 (ti) Ui (ti,0—;) + 04 (s:) Ui (54,0—5)
i 7S
< t; oi () Ui (ti,o-i) + 05 (si) Ui (04,0-;)
17 S
= Y o () Ui(ti,0-0) +5i(s:) > 0 (t) Ui (t,5-3)
ti#s; ti€S;
= Y o () Ui(ti,5)
t;€5;
= U <0‘;, 8,i>
Luego la estrategia 0'; le produce al jugador i un pago mayor que o; cuando los

demas jugadores juegan o_;, y por tanto ¢ no puede ser un equilibrio. m

Definicién 1.2.9 Un equilibrio de Nash en estrategias miztas o* = (07 ), €s estricto
si para cada jugador i € N y cada estrategia pura s; € S; que cumpla o} (s;) = 0 se
tiene U; (0*) > U; (si,a*_i).
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Esto significa que si el jugador i se desvia a una estrategia que no esta en el soporte

de o}, esta accion le produce una pérdida.

Definicion 1.2.10 Una estrategia mizta o; € ¥; del jugador i se llama completamente

mixta si 0 (s;) > 0 para cada estrategia pura s; € S;.

Esto significa que la estrategia mixta o; del jugador ¢ tiene soporte completo; esto

es, Supp (0;) = S;.

Definicién 1.2.11 Un equilibrio 0* = (07),cy es llamado completamente mizto si

para cada jugador i € N la estrategia o) es completamente mixta.

Se sigue entonces que en cada equilibrio completamente mixto todo perfil de estra-

tegias puras s € S se escoge con probabilidad positiva.

1.2.3. El teorema de Nash

La contribucién de John Nash en su articulo "Juegos no cooperativos" fue definir
los equilibrios en estrategias mixtas para cualquier juego finito en forma estratégica y

probar que debe existir al menos un equilibrio para dichos juegos.

Teorema 1.2.12 Para todo juego finito en forma estratégica existe un equilibrio en

estrategias miztas.

En la demostracion de este teorema, John Nash hizo uso el Teorema del punto fijo

de Brouwer:

Teorema 1.2.13 Sea X un conjunto convexo y compacto en un espacio euclideano n-
dimensional y sea f: X — X una funcion continua. Entonces existe un punto v € X

tal que f (z) = x.

Este teorema afirma que toda funcién continua de un conjunto convexo y compacto

en si misma tiene un punto fijo.

La demostraciéon del Teorema de Nash consta de dos pasos:
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1. Definir una funcién que satisfaga las condiciones del Teorema del punto fijo de

Brouwer, y en consecuencia tenga un punto fijo.

2. Probar que un punto fijo de la funcién elegida es necesariamente un equilibrio de
Nash.

Teorema 1.2.14 Si el conjunto de estrategias puras S; del jugador i es finito entonces

su conjunto de estrategias mixtas >; es convero y compacto.

Demostracién. Dado que el conjunto de estrategias mixtas ; es un simplex de

dimensiéon m; — 1, se sigue que es un conjunto convexo y compacto. m

Teorema 1.2.15 Si A C R™ y B C R™ son conjuntos compactos entonces el conjunto
Ax B es un subconjunto compacto de R"*™. Si A y B son conjuntos convexos entonces

A x B es un subconjunto convexo de R" ™™,

Los teoremas anteriores implican que el conjunto ¥ = X;cn2; es un subconjunto

convexo y compacto del espacio Euclideano R™1 1 +mn

Definase primero una funcién auxiliar gg : ¥ — [0,00) para cada jugador i € N y

cada indice j € {1,...,m;} de la siguiente manera:
gf (o) = max {0, U; (sg, O'_Z'> - U; (0)}

Esta funcién da los incentivos para que el jugador ¢ se desvie del perfil de estrategias

o a su estrategia pura s} en términos de la ganancia generada por esta desviacion.

Si esta desviaciéon no le produce ganancia positiva entonces no tiene incentivos para

desviarse, por lo cual la funcion da 0.

Afirmacién 1.2.16 Para cada jugador i € N y cada j tal que 1 < j < m; la funcidn

gf es continua.

Demostracion. Seani € Ny j € {1,...,m;}. La funcion U; es continua. Entonces
la funcién o_; — U; (sg, U,l) es continua. En particular U; (Sg, J,i) — U, (0) es una
funcién continua. Dado que 0 es una funcién continua, y ya que el maximo de funciones

continuas es continua, entonces la funcion g es continua. m

Dado que un jugador tiene una desviacién rentable si y sélo si tiene una desviacién

a una estrategia pura, se tiene el siguiente resultado:
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Afirmacion 1.2.17 El perfil de estrategias miztas o € X es un equilibrio si y sélo si

gf (o) = 0 para cada jugador i € N y para cada j € {1,...,m;}.

Demostracion. Sea ¢ un equilibrio de Nash de un juego GG. Entonces se cumple:
U; (o) > U (si,o0—) Vs; € S;,Vie N
Con esto se tiene que U; (sg,a,i) — U; (o) < 0 para cada jugador i € N y para
cada j € {1,...,m;}, y por tanto
gg (o) = méax {0, U; (sg, a,i) —U; (U)} =0
Suponga ahora que o € X es un perfil de estrategias mixtas tal que gf (o) = 0 para
cada jugador i € N y para cada j € {1,...,m;}. Entonces se cumple
Ui (sg,a_i) _Ui(0) <0 Yie N,Vje{l,...,mi
Esto equivale a la definiciéon de equilibrio de Nash. Por tanto el perfil de estrategias

mixtas o es un equilibrio. m

Para cada perfil de estrategias mixtas o € X definase otro perfil de estrategias

f (o) = (fi(0));en de la siguiente forma:

; B o (s§>+93 (o)
o) = s i)

[} (o) es la probabilidad de que el jugador ¢ juegue la estrategia pura s;.

En el numerador de la funcion f si la estrategia pura considerada le da al jugador
¢ una utilidad esperada mayor que la estrategia mixta o entonces se le suma a la
probabilidad que se esta asignando a esta estrategia pura la cantidad gf (0); en caso
contrario no se le suma nada. El denominador toma después los ntimeros resultantes y

los normaliza para que se forme una distribucién de probabilidad.
Afirmacioén 1.2.18 FEl rango de f es 3, esto es, f(2) C 3.

Demostracion. Se debe probar que f (o) es un perfil de estrategias mixtas para
cada o € X; esto es:
1. fij (o) > 0 para cada i y cada j € {1,...,m;}.
2. Z;”:ll ff (o) = 1 para todos los jugadores i € N.
La condicion 1 se cumple porque g; (o) es no negativo, y con esto el denominador
de la ecuacién es al menos 1 y el numerador es no negativo.

Para la condicién 2, como Z?Zl o; (sf) =1 se sigue que
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mi g, <Sj>+gzj (o)

<1+ 3330 9f (o)
ngw()+%w0

T+ 30 g (o)
_ Zj—10i< )"’Z] 19@( )_1
N 1+ 3705, g5 (o) N

Por tanto se cumple que f(X) CX. =

S o) =
J=1

Afirmacién 1.2.19 f es una funcion continua.

Demostracion. Por la afirmaciéon tanto el numerador como el denominador en la
definicion de f{ son funciones continuas, y dado que el denominador es al menos 1,

entonces f es el cociente de dos funciones continuas y por tanto es continua. m

En consecuencia f es una funcién continua que mapea el conjunto de estrategias 3,
el cual es convexo y compacto, en si misma. Por el Teorema del punto fijo de Brouwer

existe un punto o € ¥ tal que f (o) = o.

Afirmacioén 1.2.20 Sea o un punto fijo de f. Entonces

o) =oi(s]) Lob)  VieNje{l.m)

Demostracion. El perfil de estrategias o es un punto fijo de f, y por tanto f (o) =
o; esto es,
fij(o)zoi (sz) Vie N,Vje{l,...,m}
De la definicién de f se tiene que
o (sj-) + gg (o) ;
= (<)

L+ 370 95 () '
El denominador del lado izquierdo es positivo, entonces multiplicando ambos lados

Vie N,je{l,...,m;}

de la ecuacién por el denominador se obtiene

o (8Z> +gzj (0) =0 (SZ) + 0 (Sf) ey g (o), Vie N,je{l,...,m;}

Cancelando términos de ambos lados se obtiene el resultado deseado. m

Finalmente, se obtiene la existencia de equilibrios de Nash para cada juego en forma

estratégica.



1.3. Equilibrios correlacionados 17

Afirmacién 1.2.21 Sea o un punto fijo de f. Entonces o es un equilibrio de Nash.

Demostraciéon. Suponga por contradiccién que ¢ no es un equilibrio. Entonces
existe un jugador ¢ € N y una estrategia pura [ € {1,...,m;} tal que gf (0) > 0. En
particular se tiene que > 1%, g¥ (o) > 0.

Con esto y de la ecuaciéon del teorema anterior se cumple

ai<sg>>0<:>gf(0)>0, Vie{l,...,mi}.

Como g (o) > 0, en particular se tiene o; (si) > 0.

Dado que la funcion U; es multilineal se tiene que U; (o) = Z;";l o (sf) U; (sg, o_i) )
Esto produce:

0 = % 0 (sf) (Ui <sg,a,i> - U; (0‘))

j=1
= Z o; (Sz) (Uz (Sg,O'fi) — Uz (O’))
{j:a‘i(sz)>0}
=Y () e
{j:o‘i(sz)>0}
Lo anterior se cumple ya que si o; (sf) > 0 entonces gg (o) > 0,y con esto gg (o) =
Ui (Sg, 0'71'> — UZ' (O‘)
Pero esta suma es positiva, ya que contiene al menos a j = [, y cada sumando es

positivo. Por tanto ¢ debe ser un equilibrio de Nash. m

1.3. Equilibrios correlacionados

Existen muchos juegos en los cuales un equilibrio de Nash produce pagos relativa-
mente bajos a los jugadores en comparaciéon a otros resultados del juego que no son
equilibrios. En tales situaciones a los jugadores les gustaria transformar el juego, si es
posible, para extender el conjunto de equilibrios que incluyan mejores resultados. Los
jugadores podrian buscar transformar el juego tratando de comunicarse con los demés

y coordinando sus movimientos, incluso formulando acuerdos contractuales.

Motivados por esto, las elecciones de las estrategias puras de los jugadores podrian
ser correlacionadas, debido al hecho de que usan el mismo espacio de eventos aleatorios

para decidir qué estrategias jugar.

Definicion 1.3.1 Sea G = (N, (Si);en » (Wi);en) un juego en forma estratégica. Una
estrategia correlacionada para los jugadores en el juego G es cualquier distribucion

de probabilidad sobre A (S). Esto es, p es una estrategia correlacionada si y sélo si

p = (p(s))seg satisface
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p(s)>0  VseS, > p(s)=1
seS

1.3.1. Extension correlacionada de un juego en forma estratégica

Definicion 1.3.2 Sean G = (N, (Si)ien (“i)z‘eN) un juego en forma estratégica y p
una estrategia correlacionada sobre el conjunto de estrategias S. La extension correla-

cionada de G es el juego T (p), el cual se define como sigue:

» Un mediador externo elige probabilisticamente un perfil de estrategias s € S de
acuerdo a la estrategia correlacionada p, la cual es de conocimiento comin para

todos los jugadores.
s A cada jugador i € N el mediador revela s; pero no s_;.

» Cada jugador i escoge una estrategia s; € S;, que puede ser diferente de la reco-

mendacion revelada por el mediador.

» El pago de cada jugador i es u; (s3,...,s)).

El mediador recomienda al jugador ¢ que juegue la estrategia s; € S; del juego
original, pero el jugador no esta obligado a seguir la recomendacién que recibe y es

libre de jugar una estrategia diferente.

Definicion 1.3.3 Sea p € A(S) una estrategia correlacionada. Entonces el pago es-

perado del jugador ¢ € N estd dado por

Ui(p) = > p(s)ui(s).

ses

Notacion 1.3.4 La probabilidad marginal de s; en p para cada estrategia s; € S; del

jugador i se denota por p(si x S—i) =3 g P (Sit—i)
Lo anterior denota la probabilidad de que el jugador ¢ reciba la recomendacion s;.

Se dice que la estrategia pura s; € S; es jugada en p si esta probabilidad marginal es
positiva. Entonces la probabilidad condicional de que el mediador haya recomendado

el perfil de estrategias s = (s;,5_;) es
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p (5—i|3i) _ p (81‘, S—i) _ p (Si7 S—i) VS,i c Sfi

p(sixS—i) > es ,P(sit—i)

Notacion 1.3.5 La estrategia correlacionada de jugadores distintos de i dada la reco-

mendacion s; al jugador i se denota por p(-|s;).

Cuando p (s; x S—;) = 0 la probabilidad de que el jugador i reciba la recomendacion

s; es cero, y en este caso la probabilidad condicional p (s—;|s;) queda indefinida.

Puesto que las decisiones que los jugadores pueden tomar en el juego I'* (p) estan
asociadas con una recomendacién dada por el mediador, y el conjunto de posibles
recomendaciones del jugador ¢ es su conjunto de estrategias puras .5;, se obtiene la

siguiente definicion de una estrategia pura en I'* (p).

Definiciéon 1.3.6 Una estrategia del jugador i € N en el juego T'* (p) es una funcion

Ti +S; — Si que mapea cada recomendacion s; del mediador a una accion T; (s;) € S;.

Para cada jugador i € N, definase la accién 77 por 7} (s;) = s; para cada s; € S;;
esto es, cuando el jugador ¢ sigue la recomendacién del mediador. En este juego se
desea que la recomendacion del mediador le genere a cada jugador un beneficio mayor

que el que obtendria si no siguiera esta recomendacion.

Si el jugador ¢ € N decide seguir la recomendaciéon s; € S; del mediador, entonces

su pago marginal esperado esta dado por > . g P (8i;5-i) wi (i, 5-i).

En cambio, dado que ha recibido la recomendacion s; € S; del mediador, si decidiera
no seguir dicha recomendacién y jugar su estrategia pura t; € 5;, entonces su pago

marginal esperado estd dado por > o p(si,5-i) wi (ti, 5—i)-

Definicion 1.3.7 Sea p € A(S) una estrategia correlacionada. Para cada jugador
1 € N y cada par de estrategias puras s;,t; € S;, los incentivos de desviacion de la

recomendacion s; a t; estdn dados por

hs,t; (p) = ;S P50y 5-i) [ui (i, 5-4) — wi (b, 5-4))
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* *

Teorema 1.3.8 El perfil de acciones 7% = (77,...,7)) es un equilibrio del juego I'* (p)

sty solo si

hsiii (p) >0 Vie N, Vs, t; €5;

Demostracion. El perfil de acciones 7* es un equilibrio si y s6lo si ningin jugador
1 puede beneficiarse desviandose a una estrategia diferente a su recomendacion.
El pago que el jugador ¢ obtiene con el perfil de acciones 7* cuando su recomendaciéon

es s; es

p(si,5-i)
Suponga que el jugador i decide desviarse y jugar la estrategia s; en lugar de s;
mientras los otros siguen las recomendaciones; esto es, juegan 7*,.
La distribucion de las estrategias de los jugadores distintos de 7 es dada por la
probabilidad condicional p (s_;|s;), y asi el pago esperado del jugador i si se desvia a

. /
la estrategia s; es

S| ()
Z p(sz t_) (2 7991
$—i€5-i t_;€S_; T
Esto significa que el perfil de acciones 7* es un equilibrio si y s6lo si para cada

jugador ¢ € N, cada estrategia s; € S; para la cual Zsiiesﬂ,p(si,s_i) > 0y cada

estrategia s; e S;:

D (i, 5—i) (s s D (SiyS—i) (s s .
DN B sriowan KICERl D VI by s pan KA I

S_;ES_; t_;€8_; S_;E€ES_; t €5
Cuando el denominador de esta ecuacion es positivo, se puede reducir ambos lados

de la desigualdad para obtener hg, o (p)>0
Cuando ), g . p(si,t—i) =0, dado que (p(si,t—;)); .5 , son ntimeros no nega-

tivos, entonces p (s;,t—;) = 0 para cada t—; € S_; y asf hy, ¢ (p) =0 m

Con esto se espera que el jugador ¢ € N no pueda incrementar su pago esperado
por usar una estrategia t; cuando la recomendaciéon del mediador fue s;, suponiendo
que las recomendaciones del mediador son generadas de acuerdo a la distribucién p y

que los demas jugadores estan siguiendo la recomendaciéon del mediador.

Definicién 1.3.9 Una distribucion de probabilidad p sobre el conjunto de perfiles de
estrategias S se llama un equilibrio correlacionado si el perfil de acciones T es un

equilibrio de Nash del juego T'* (u). Esto es:
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hSi,ti (,u) >0 Vi e N, Vsi, t; € 5;

Las desigualdades definidas en un equilibrio correlacionado p se llaman restriccio-
nes estratégicas de incentivos, las cuales representan las condiciones que la estrategia
correlacionada del mediador debe satisfacer para garantizar que todos los jugadores

tengan incentivos para obedecer sus recomendaciones.

Definicion 1.3.10 Sean s;,t; € S; dos estrategias puras distintas del jugador i. La

restriccion de incentivos hg, ¢, () > 0 es vacia si hg, 4, = 0.

Definicion 1.3.11 Un juego G es no trivial si al menos una de las restricciones de

ncentivos es no vacia.

Asi, un juego es no trivial si existe al menos un jugador que tiene dos estrategias
puras distintas tales que U; (si, ) # U; (ti, ).

Definicion 1.3.12 La estrategia pura s; € S; del jugador i es coherente si es jugada
en algun equilibrio correlacionado, esto es, si existe un equilibrio correlacionado p tal

que pu(s; X S_;) > 0.

Denotese por S al conjunto de estrategias puras coherentes del jugador i.

Definicién 1.3.13 Sean s;,t; € S; dos estrategias puras del jugador i. La estrategia

t; compromete a la estrategia s; si para cada equilibrio correlacionado p se cumple

hsi,tz‘ (M) =0.
Esto es, t; compromete a s; si para cada equilibrio correlacionado p en el cual s; es
jugado, la estrategia pura ¢; es una mejor respuesta a p (+|s;).

Notese que si la estrategia s; € S; no es coherente entonces toda estrategia pura

t; € S; del jugador i compromete a s;.
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1.3.2. Geometria de equilibrios correlacionados

Un semiespacio en R se define por un vector a € R™ y un nimero real g € R

mediante la siguiente ecuaciéon
m
H* (o, 8) = {x ER™: Y >B}
i=1

En la definicién de equilibrio correlacionado se puede ver que el conjunto de equili-
brios correlacionados de un juego esta dado por la interseccién de un niimero finito de

semiespacios.

Un semiespacio es un conjunto convexo y cerrado. Puesto que la interseccién de
conjuntos cerrados y convexos es un conjunto cerrado y convexo, se sigue que el conjunto

de equilibrios correlacionados es convexo y cerrado.

Dado que el conjunto de equilibrios correlacionados es un subconjunto del conjunto
de distribuciones de probabilidad de S, entonces es un conjunto acotado y por tanto

es un conjunto convexo y compacto.

Teorema 1.3.14 FEl conjunto de equilibrios correlacionados de un juego finito es con-

vexo y compacto.

Un politopo en R? es la envoltura convexa de un namero finito de puntos en R,
Todo conjunto acotado definido por la intersecciéon de un niimero finito de semiespacios
es un politopo, de lo cual se sigue que el conjunto de equilibrios correlacionados de un

juego es un politopo, que se denotara por C.

El conjunto A (S) de estrategias correlacionadas de un juego es un simplex de di-
mension |S|—1. Dado que el politopo C' de equilibrios correlacionados es un subconjunto

de este simplex, entonces tiene dimension a lo mas |S| — 1.

Definicion 1.3.15 El politopo de equilibrios correlacionados C' es de dimension com-

pleta si tiene dimension |S| — 1.

Un equilibrio correlacionado p se encuentra en la frontera de C' si yace en una cara

de C, la cual es de dimension menor a |S| — 1.

Si C' no es de dimensién completa entonces todos sus puntos son frontera y por
tanto no tiene interior. Pero si no es un tinico punto entonces tiene un interior relativo

y una frontera relativa.
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1.3.3. Relaciéon entre equilibrios de Nash y correlacionados

Cada perfil de estrategias mixtas o € ¥ induce una distribucién de probabilidad p,

sobre el conjunto de perfiles de estrategias S:

Do (S15-+.y8pn) =01(81) X -+ X 0y (S) -

Teorema 1.3.16 Para cada equilibrio de Nash o* la distribucion de probabilidad pg~

es un equilibrio correlacionado.

Demostracién. Sea ¢* un equilibrio de Nash de un juego G. Entonces para cada

s; € Supp (o}

¥) se cumple:

Do (S |S*) — Do (8:78*7:) _ U;k (S;k) X Jtz (S*i) _
zT > Do (sft-i) > oy (s7) x ot (t)
t_,€5_; t_;e€S_;
i)
> oy O
t_;€S5_;

Aplicando esto en la definiciéon de equilibrio correlacionado, se requiere que para
cada jugador i € N, s7 € Supp (07) y Vs; € S; se cumpla

> ui(sys—i)oli(s—) = X wi(si,s—i) ol (s-i).

5-1€5— 5_i€5;
Esto equivale a U; (s;f, a*_i) > U; (si, 0*_i), la cual es la definicién de equilibrio de

Nash. Por tanto la distribucién de probabilidad p,+ es un equilibrio correlacionado. m

Dado que cada juego finito en forma estratégica tiene algin equilibrio de Nash, se

deduce el siguiente resultado.

Corolario 1.3.17 Para todo juego finito en forma estratégica existe algin equilibrio

correlactonado.

El conjunto de equilibrios correlacionados de un juego en forma estratégica GG tiene
una estructura matemaéatica simple y tratable, al ser un conjunto convexo y compacto
y estar caracterizado por un sistema de desigualdades lineales finito. Por otro lado,
el conjunto de equilibrios de Nash de G generalmente no tiene una estructura simple.
Por tal motivo, el conjunto de equilibrios correlacionados podria ser més sencillo de

analizar que el conjunto de equilibrios de Nash.

Un mejor entendimiento de la localizaciéon de los equilibrios de Nash dentro del

politopo C' de equilibrios correlacionados podria no s6lamente aclarar las conexiones
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entre ambos tipos de equilibrios, sino también podria servir para disefiar algoritmos

mas eficientes para calcular equilibrios de Nash.

Proposicion 1.3.18 En todo juego finito no trivial cada equilibrio de Nash estd loca-

lizado sobre la frontera del politopo C de equilibrios correlacionados.

Demostracion. Sea ¢* un equilibrio de Nash de un juego finito no trivial G.

Suponga que ¢* no es completamente mixto. Entonces para algtn jugador i € N
existe alguna estrategia t; € S; tal que p (t; x S—;) = 0. Con esto se cumple p (t;,s_;) =
0 para cada s_; € S_;.

Suponga que o* es completamente mixto. Entonces ¢* hace que cada jugador sea
indiferente de jugar entre todas sus estrategias. Luego se satisface hg, 4, (1) = 0 para
todo jugador ¢ € N y para cada par de estrategias s;,t; € S;.

Asi, cada equilibrio de Nash o* satisface con igualdad al menos una restriccion de
no negatividad o una restricciéon de incentivos, y dichas restricciones determinan una
cara del politopo C' de equilibrios correlacionados.

Por tanto cada equilibrio de Nash se encuentra sobre la frontera de C'. =

Si el politopo C' tiene dimensiéon completa, entonces cada equilibrio de Nash esta

localizado sobre su frontera relativa.



Capitulo 2

Desviacion de estrategias

correlacionadas

Las desigualdades no estrictas en las restricciones de incentivos permiten que un
jugador pueda ser indiferente entre obedecer y desobedecer las recomendaciones del
mediador en un equilibrio correlacionado. Si un jugador fuera indiferente entre seguir
un equilibrio correlacionado o desviarse de él, entonces el mediador deberia cuidar que
la menor perturbacién de incentivos y creencias pudiera lograr que el equilibrio no se

llevara a cabo.

2.1. Cadenas de Markov y equilibrios correlacionados

2.1.1. Matrices de transiciéon de estrategias

Denétese por «; (t;]s;) a la probabilidad condicional de que el jugador i se desvie
a la estrategia t; si la estrategia s; fuera recomendada por el mediador. Con estas
probabilidades, para cada jugador i € N se puede formar una matriz de desviaciones

de las recomendaciones dadas por el mediador.

Definicién 2.1.1 Una matriz de transicion sobre el conjunto de estrategias puras

para el jugador i es una matriz de probabilidades condicionales de desviacion o; =
(o (M&))Sh%hti&& tal que
a; (ti|si) >0 Vs, t; € S,
Yo g (tils) =1 Vs; € S;

t;€S;

25
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Dicha matriz de transicién de estrategias para el jugador ¢ se puede interpretar
como una desviacién aleatoria de estrategias del jugador ¢ cuando el mediador esta
tratando de implementar alguna estrategia correlacionada p. También se puede ver
como la matriz de transicién de probabilidades para una cadena de Markov sobre el

conjunto de estrategias puras .S; del jugador .

Definicién 2.1.2 Sean «o; una matriz de transicion de estrategias para el jugador i €
N y s; € 5;. La estrategia mizta o; x s; es la probabilidad de transicion por desviacion
de la estrategia pura s; € S;. Esto es,

(i * 8;) (ti) = a (ti]si) Vt; € S;.

Para cada estrategia mixta o; € 3; definase la estrategia mixta «; * o; por

(Oéi * O’i) (tz) = %;9 g4 (Sz) [(Ozz * SZ') (tz)] Vti S SZ

Definicion 2.1.3 Sean p € A(S) una estrategia correlacionada y o; una matriz de
transicion de estrategias del jugador i € N. La estrategia correlacionada de desviacion

a; xp € A(S) del jugador i estd definida por

(i xp) (tiys—i) = > (i *8;) (i) p(siyS—s) Vs_; € S, Vt; € 5;
SZ‘ESZ‘

Esto es, a; * p es la estrategia correlacionada que resulta cuando el mediador trata
de implementar la estrategia correlacionada p, pero el jugador 7 sigue la estrategia de
desviacién aleatoria «; mientras todos los demés jugadores siguen la recomendaciéon

del mediador.

Denétese por D; (s, ;) la ganancia del jugador @ por usar la estrategia aleatoria de

desviacion «; cuando el mediador recomienda el perfil de estrategias s € S. Esto es:

Di (S, Oéi) = tgg. (Oéi * Si) (tl) (Ul (ti, S,i) - Ul (S))

Con esto se puede obtener la identidad siguiente, donde p € A(S) y «a; es una

matriz de transicién de estrategias para el jugador i:
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Y. p(8)Di(s,cq) = > p(s) > (aixsi)(ti) (Ui(ti,s—i) — Ui(s))

e cs  ties
= ;St; (i * 8i) (ti) p (siy5-i) Ui (ti, 5-4)
=2 p(8)Ui(s) X (aixsi)(ti)
seS t;€S;

= X X (vi * 8;) (ti) p (8iy8-i) Ui (tiy 5-4)

2
5_;€5_; 5,€85; t;€S;
—ZP(S)Ui(S)

= Z 2 2

S_iES_; t;ES; 8;E€S;
- %P(S) Ui (s)
= > > (aixp)(ti,s—i)Ui(ti,s—i) — > p(s)Ui(s)

(i * si) (ti) p (si,5-i) Ui (ti, 5-4)

S_;ES_; t;€S; sES
= %(az +p) (s) Ui (s) — %p(S) Ui (s)

= Ui(a;ixp)—Ui(p)

Ambos lados de la ecuacién representan las ganancias esperadas del jugador ¢ por
desviarse usando «;, cuando los demés jugadores obedecen al mediador que trata de

implementar la estrategia correlacionada p.

2.1.2. Vectores duales

Sea a = (), un perfil de matrices de transicion de estrategias y para cada perfil

de estrategias s € S definase

f(s,0) =3 [Uilaxsi,s—) —Ui(s)] = > > (ixs;)(t:) [Ui(tiss—i) — Ui (s)]

1EN i€EN t;€5;

f (s,) es la suma de ganancias esperadas de los jugadores usando las estrategias
aleatorias de desviacion «; * s; por desviarse del perfil de estrategias s € S recomendado

por el mediador.

Definicion 2.1.4 El perfil de matrices de transicion de estrategias o es un vector dual

st para cada s € S se satisface f (s,a) > 0.

Notese que siempre existe al menos un vector dual, tomando «; *x s; = s; para cada

1 € N ycadas; € 5;.
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Definicion 2.1.5 Un vector dual o es trivial si y solo si
(67 (SZ'|SZ') = 1, (7 (ti\s,;) =0V 75 Si, Vs; € Si, VieN
Un vector dual es trivial cuando cada jugador siempre obedece a las recomenda-

ciones del mediador con probabilidad 1. Ademas todas las ganancias por desviarse son

cero. Esto es, para cada s € S se satisface:

D;(s,a5) = > o (tilsi) (Ui (ti,s—i) — Ui (s))

t,€S;
= t; o (tilsi) (Ui (tiy s—i) — Ui () + i (silsi) (Ui (s) — Ui (s))
= > 0x (Ui (tiys—) —Ui(s)) +1x0=0

ti#si

Si el mediador recomendara un perfil de estrategias s € S tal que cuando los
jugadores usaran un perfil de matrices de transiciéon de estrategias o que produjera
que la suma de sus ganancias esperadas por desviarse fuesen positivas, entonces dicha
recomendacién no seria aceptada por alguno de los jugadores pues le convendria usar

su estrategia de desviaciéon «;.

Asi, un jugador podria desviarse de la recomendacion del mediador a otra estrategia
en un equilibrio correlacionado s6lamente si fuera indiferente entre ambas estrategias,

al no tener ganancia positiva por seguir dicha recomendacion.

Lema 2.1.6 Sean s,t; € S; dos estrategias puras del jugador i € N. Entonces existe

un vector dual o tal que (o * s) (t;) > 0 si y sélo sit, compromete a s;.

Demostracion. Suponga que existe un vector dual o tal que (o * s}) (/) > 0.

Por ser a dual, para cada perfil de estrategias s € S se cumple:
fls,a) =37 3 (aixsi) (t) [Ui (ti; s—i) = Ui(s)] 2 0
i€eN t;€S;
Sea € A(S) un equilibrio correlacionado. Entonces para cada jugador i € N y

cada par de estrategias s;, t; € 5; se cumple:
> w(8)[Ui(ti,s—i) = Ui (s)] <0
S_;ES_;
Como g (s) > 0 para cada s € S, se cumple:

0 < > pu(s) > > (ai*si) () [Ui(ti,s—i) —Ui(s)]

seS 1EN t;€S;

= > > 2 > p(s)(ixs) (i) [Ui(tiys—i) — Ui (s)]

8, €8; s_;€S_;i€EN t;€S;

= D 2 > > p(s)(aixs) (i) [Ui(tis—i) — Ui (s)]

S;€S; 1IEN t;€S; s_;€S_;

= > > > (ayxs)(t) > p(s)[Ui(tis—)—Ui(s)] < 0

s, €5; 1EN t;€S; s_;ES_;
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Con lo anterior se obtiene que

> > (aixsi) (i) > p(s)[Ui(s) = Ui(ti,s—i)] =0

s;€85; 1€EN t;€S; s_;€S5_;

Ya que (o *8;) (ti) >0y >, o . p(8)[Ui(s) = Ui(ti, s—i)] > 0 para cada par de
estrategias s;,t; € 5;, entonces cada sumando debe ser 0.

Por hipotesis («a; * s}) (t;) > 0, y al ser cada sumando 0, se obtiene que

Sy es. w8 [U: () = Ui (8, 5-0)] = 0.

Por la eleccion arbitraria de p la igualdad anterior se cumple para todo equilibrio
correlacionado y por tanto t; compromete a sé.

Suponga ahora que ¢; compromete a s;. Entonces para cada equilibrio correlacio-
nado p € C' se cumple hy 4 (1) = 0.

Con esto, el siguiente problema de programacion lineal tiene un valor 6ptimo igual

a 0: escoger 1 que satisfaga
max Y. pu(s)[Ui(s") —U;(th,s-)] s.a.

s_;€S_;
Sp =1, u(s)20VseS
ses
> () [Ui(ti,s—) —Ui(s)] <0 Vie N, Vsi,t; €5;
S_;ES_;

Ademas el dual de este problema también tiene un valor 6ptimo igual a 0. Esto es,
escoger oy [ que satisfagan
min 5 s.a.
a; (tilsi) >0 Vie N, Vs, t; €5;

Z Z o (t¢|82') [UZ (ti,s,i) - U; (S)] + ﬂ >0 Vs € S, S; 7& S;
1EN t;€S;
Z Z (67 (t1|8£) [Uz (ti, S_l') — UZ (S/)] + B > UZ (8/) — UZ (t;, S_Z‘) VS_Z‘ S S_i
ieEN t,€S;
Luego existe algiin vector o que satisface estas restricciones con g = 0.

Sea @ un vector igual a a en cada componente excepto a (#;|s}) = « (t}]s}) + 1. Este
vector satisface las siguientes propiedades:

1) Para cada ¢ € N y cada par de estrategias s;,t; € S; se cumple a (¢;]s;) > 0.
Ademas a (t)|s}) = a(ti|si)+1>1>0

2) > ien Ztiesi a; (tilsi) (Ui (ti, s—i) — Ui (s)] > 0 para cada s € S. En efecto:

» Para cada s € S tal que s; # ¢;

> 2 ai(tilsi) [Ui(tivs—i) —Ui(s)] = > > aq(tilsi) [Ui (tiss—i) — Ui (s)] > 0

i€EN t;€S; iEN t;€S;
» Para cada s € S tal que s; =
o > @iltilsy) [Ui(ti,s—i) = Ui (s')] =
1EN t;,€8;

= > > ai(tils) [Ui (i, s—i) = Ui ()] + [Ui (¢, s—i) — Ui (8')]

1IEN t;€S;
> Ui (s") = Ui (t;,5-3)] + [U; (], 5—) = Ui ()] = 0
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Multiplicando el vector @ por un escalar positivo pequefio € si fuera necesario, se
. ~/ ., .
obtiene un vector @ que también se satisface

Z a’(tilsi)gl ViEN, VSiESi
t;€S;
Incrementando a; (s;|si) si fuera necesario, pues su coeficiente es 0 y no afecta el

cumplimiento de las condiciones anteriores, se obtiene un vector a que satisface

Z ai(ti|8i):1 ViEN, VSiESi
t;,€S;
Por tanto & es un vector dual tal que (o * s;) (t;) > 0. m

Definiciéon 2.1.7 Un vector dual o es completo si (o * s;) (t;) > 0 para cada jugador

1 € N y cada par de estrategias s;,t; € S; tales que t; compromete a s;.

El conjunto de vectores duales de un juego es acotado y definido por un conjunto

de desigualdades lineales, por tanto es un politopo.

Definicion 2.1.8 Un vector dual a es interior si es el unico vector dual del juego o si

pertenece al interior relativo del conjunto de vectores duales.

Dado que el interior relativo de un conjunto convexo no vacio siempre es no vacio,

entonces siempre existe un vector dual interior.

De la definiciones de vectores duales y vectores duales completos se sigue que una
combinacién convexa estricta de un vector dual completo con un vector dual es un

vector dual completo. En consecuencia se tiene el siguente resultado:

Lema 2.1.9 Todo vector dual interior es completo

Lema 2.1.10 Si un perfil de estrategias s € S es coherente, entonces f (s,a) = 0 para
cada vector dual a. Si un perfil de estrategias s € S es incoherente, entonces existe un

vector dual « tal que f(s,a) > 0.

Demostracion. Sea « un vector dual y suponga que p € A(S) es un equilibrio
correlacionado tal que el perfil de estrategias s’ € S es coherente.

De la demostracion del lema anterior se cumple Y- g u(s) f (s,a) =0
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Como p(s) > 0y f(s,a) > 0 para cada perfil de estrategias s € S entonces se
cumple p (s) f (s,a) = 0 para cada s € S.

Puesto que s’ € S es coherente, entonces p (s') > 0 y por tanto f (s, ) = 0.

Suponga ahora que el perfil de estrategias s € S es incoherente. Entonces para
cada equilibrio correlacionado p € C' se cumple p <3/> =0.

Con esto, el siguiente problema de programacion lineal tiene un valor 6ptimo igual

a 0: escoger 1 que satisfaga

méx (s s.a.
Su(s) 21, p(s)>0vses
ses
> () [Ui(ti,s-i) —Ui(s)] <0 Vie N, Vsi,t; €5;
S_;ES_;

Ademaés el dual de este problema también tiene un valor éptimo igual a 0. Esto es,
escoger o v 3 que satisfagan
min 3 s.a.
a; (ti|si) >0 Vi € N, Vs;, t; € 5;

ST i (tilsi) Ui (tiys—i) — Ui (s)] +8>0  Vse S, s#¢
1EN t,€85;

> 2 aq(tilsy) [Ui (tisly) —Ui(s)] + B> 1
iEN t;€S8;
Luego existe algiin vector o que satisface estas restricciones con 5 = 0.

Para cada s # s’ se cumple
Dien 2tes, Qi (tilsi) [Us (ti, i) = Ui (s)] 2 0
y de la tltima desigualdad del problema dual se tiene que

Z])V tZS a; (tils) [Ui (i ;) = Ui(s)] =21 >0
1€ i €05
Multiplicando el vector « por un escalar positivo pequenio € si fuera necesario, se

obtiene un vector & que también satisface

E @(ti|si)§1 Vi € N, Vs; € .5;
t;€5;
Incrementando @; (s;|s;) si fuera necesario, pues su coeficiente es 0 y no afecta el

cumplimiento de las condiciones anteriores, se obtiene un vector a que satisface

Z a; (ti|31‘):1 Vi € N, Vs; € 5;
t;€S5;
Por tanto & es un vector dual que satisface f (s',a) > 0. =

Lema 2.1.11 Si a es un vector dual interior entonces para cada perfil de estrategias

incoherente s € S se cumple f (s,a) > 0.

Demostracion. Por el lema anterior, si el perfil de estrategias s € S es incoherente

entonces existe un vector dual « tal que f (s,a) > 0.
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Como el conjunto de vectores duales es convexo, entonces existe un vector dual o
tal que f (s,a’) > 0 para cada perfil de estrategias incoherente s € S.
Sean « un vector dual y o’ un vector dual que satisface lo anterior. Entonces para
cada A\ € (0,1) y para cada perfil de estrategias incoherente s € S se satisface:
AM(s,a)+(1=XN)f(s,0/) > (1—=X)f(s,&/) >0
Asi, para cada vector dual interior « y para cada perfil de estrategias incoherente
s € S se cumple f(s,a) >0. m

2.1.3. Estrategias estacionarias, recurrentes y transitorias

La matriz de transicién de estrategias a; induce una cadena de Markov sobre S;.
Esta cadena de Markov particiona a S; en un conjunto de estados transitorios y clases

de recurrencia disjuntas:

Si=T;11 < 11 Rz‘,k)
1<k<K

donde T; es un conjunto de estados transitorios (posiblemente vacio), K es un entero

positivo y I;j, es una clase de recurrencia.

Por la teoria basica de cadenas de Markov existe una distribuciéon de probabilidad

sobre S; que es estacionaria para cada cadena de Markov.

Definicion 2.1.12 Una estrategia mizta o; € ¥; es a;-estacionaria Si o; * 0; = 0y

esto es, D . cq. 0i(8:) (i * 8i) (t;) = 0 (t;) para cada t; € S;

Definicion 2.1.13 Un perfil de estrategias miztas o € X es a-estacionario si oo =

o; para cada i € N.

Si la recomendacién del mediador al jugador i fuera generada de acuerdo a dicha
estrategia mixta oy -estacionaria, al aplicar la matriz de transicién de estrategias a; no

se cambiaria la distribucién de las estrategias del jugador i.

Para cada perfil de estrategias mixtas o € ¥ definase

flo,a) =22 0(s) f(s,a) = 2 [Ui(aix0i,0-i) = Ui (0)]

SES iEN
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Lema 2.1.14 Si o es a-estacionaria entonces f (o, a) = 0.

Demostraciéon. Suponga que el perfil de estrategias mixtas o es a-estacionaria;

esto es, a; * 0; = 0, para cada jugador ¢ € N. De esto se obtiene:
flo,a)= 3" [Ui(aixoi,0-) = Ui(o)] = 3 [Ui(oi,0-) = Ui(0i,0-)] =0 m

1EN 1EN
Esto significa que si la distribucion de las estrategias no cambia al aplicar la matriz
de transiciéon «; para cada jugador ¢ € N, entonces la suma de las ganancias por

desviarse de las recomendaciones del mediador es 0.

Definicién 2.1.15 Un conjunto de estrategias B; es aj;-absorbente si y sdlo si es un
subcongunto no vacio de S; y a; (s;|b;) = 0 Vb; € By, Vs; € S;\B;

Esto es, B; es a;—absorbente si y sélo si «; asigna probabilidad cero a moverse

afuera del conjunto B; desde su interior.

Definicién 2.1.16 Un conjunto a;-absorbente es minimal si no contiene ningin sub-

congunto propio a;-absorbente.

Los conjuntos minimales a;-absorbentes son subconjuntos disjuntos no vacios de

S;, ya que la interseccion de conjuntos «;-absorbentes es a;-absorbente.

Si B; es cualquier conjunto minimal «;-absorbente entonces existe una tnica dis-
tribucién «j-estacionaria que tiene soporte en B;. Esto es, para cada conjunto minimal

a;-absorbente B; existe una tnica estrategia o; € X; tal que

> 0i(si) (aixsi) (b)) =0i(b;) Vb €B;
s;i€B;
Z ag; (Si)=1 al-(ti):OVt,»g_fBi
S;€B;

Denétese por S;/«; al conjunto de distribuciones a;-estacionarias que tienen soporte

en el interior de un subconjunto minimal «;-absorbente de .S;.

El nimero de elementos en el conjunto S; /a; no puede ser mayor que el nimero de
estrategias puras en S;, ya que hay un elemento de S;/«; para cada conjunto minimal
ag-absorbente y estos conjuntos minimales a;-absorbentes son subconjuntos no vacios

disjuntos de ;.
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Definicion 2.1.17 Una estrategia pura s; € S; es recurrente bajo «; si existe o; en

Si/a tal que o (s;) > 0. De otro modo, s; es transitorio bajo ;.

Definiciéon 2.1.18 Las estrategias s; y t; son agrupadas juntas si existe o; en S;/o;

tales que ambas estrategias pertenecen al soporte de o;.

Es decir, dos estrategias son agrupadas juntas si y so6lo si son recurrentes bajo «; y

pertenecen al mismo subconjunto minimal a;-absorbente de S;.

Lema 2.1.19 1) Sea s € S. Si f (s,a) > 0 entonces para cada 0 en S/a = Xien S/
se cumple o (s) =0

2) Sea s; € S;. Si para cada s_; € S_; se tiene f (s,a) > 0, entonces para cada o;
en Si/a; se cumple o; (s;) = 0; esto es, s; es transitorio bajo .

3) Para cada jugadori € N sea S;- CS;yseaS = XieNSle Suponga que para todo
s en S\S'se cumple f(s,a) > 0. Entonces toda estrategia s; en S;\S; es transitoria

bajo «;.

Demostracion. 1) Sea o0 € S/a. Por definicion de S/« se tiene que o es a-
estacionaria. Por el lema anterior se cumple 0 = f (o,a) =) g0 (s) f (s, ).

Puesto que f(s,a) > 0 para cada perfil de estrategias s € S por definicion de
vector dual, se tiene que o (s) = 0 para cada s € S tal que f (s,a) > 0.

2) Sea s; € S;. Suponga que para cada s_; € S_; se tiene que f (s,a) > 0.

Por 1), para cada s_; € S_; y cada ¢ € S/a se cumple o (s) = 0. Con esto
oi(s;) = 0 para cada o; € S; /.

3) Sea s; € Si\S;. Entonces (s;,s_;) € S\S/ para cada s_; € S_;, y por hipotesis
se cumple que f (s,a) > 0.

De 2) se cumple que s; € Si\SZf es transitoria bajo a;. m

2.1.4. Juegos reducidos duales

La reduccién dual de un juego permite reducir juegos finitos a juegos con una menor
cantidad de estrategias. Esta reducciéon funciona por eliminacion de algunas estrategias

puras y reemplazando el conjunto de estrategias puras por estrategias estacionarias.
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Definiciéon 2.1.20 Sea o un vector dual. El juego a-reducido G/« es el juego en forma
estratégica obtenido de G restringiendo a cada jugador i € N a sus estrategias o-

estacionarias. Esto es, G/a = (N, (S;/a:);cn » (Wi)ien)

Cuando los jugadores usan estrategias que son estacionarias con respecto a algin
vector dual a se obtiene el juego a-reducido G/«, y entonces se pueden analizar los

equilibrios de este juego como los de cualquier otro juego en forma estratégica.

Se podria preguntar si es razonable para los jugadores actuar de acuerdo a un
equilibrio del juego a-reducido G/« si se supone que los jugadores podrian desviarse

a una estrategia no estacionaria.

Lema 2.1.21 Sean o un vector dual, p_; € A(S_;) y o; € E;. Suponga que ajxp_; =
p—; para cada jugador j # i. Entonces U; (04, p—i) < U; (o * 04, p—;)

Demostracion. Si « es un vector dual entonces para cada perfil de estrategias
s € S se cumple } .y Dj (s,5) > 0. Ademds se tiene que p(s) = 0 (s;) p—i (s—i) >0
para cada s € S. Con esto:

0 < > oi(si)p-i(s—i) > Dj(s,q;)

ses JEN
= ; [Uj (@ * p—is 0i) = Uj (p—i> 0i)] + [Ui (i % 0, p—i) = U (0, p—i)]
j#i

= Ui(a;*x0i,p—i) —Uj(0i,p—i)

Asi, se cumple U; (04,p—;) < Ui (o; % 04,p—;). |

Lema 2.1.22 Sean o un vector dual, p_; € A(S_;), y suponga que o * p_j = p_;
para cada jugador j # i. Entonces existe alguna estrategia «;-estacionaria o; en S; /o

que es mejor respuesta a p—; para el jugador i. Esto es

Ui (04, p—i) = maxg,es, Ui (Si,p—i)

Demostraciéon. Por el lema anterior, si o; es una mejor repuesta a p_; para el
jugador 7 entonces «a; * 0; también es una mejor respuesta, y por tanto, también lo es
la estrategia aleatoria f (o;) = %O’i + %ai x 0.

Sea s; € S; una mejor respuesta para el jugador ¢ cuando los demés jugadores
usan p_;. Entonces cualquier estrategia de la forma f (f (--- f (s;)---)) es también una

mejor respuesta para 1.
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Mientras el soporte de esta estrategia no sea un conjunto absorbente, la transforma-
cion f debe incrementar estrictamente su soporte. Luego de |.S;| iteraciones el proceso
debe generar mejores respuestas que asignan probabilidad positiva a cada estrategia
pura en al menos un subconjunto «;-absorbente minimal de .S;.

Por tanto la estrategia a;-estacionaria en este conjunto «;-absorbente minimal debe

ser también una mejor respuesta del jugador ¢ contra p_;. m

Se puede ver que cualquier distribucion del conjunto de perfiles de estrategias de
un juego reducido induce una distribucién de probabilidad sobre el conjunto de perfiles
de estrategias del juego original. En este sentido, cualquier equilibrio correlacionado de

un juego reducido induce un equilibrio correlacionado del juego original.

Teorema 2.1.23 Sea o un vector dual para el juego G. Si p es un equilibrio correla-
cionado del juego a-reducido G/a entonces la estrategia correlacionada G-equivalente

1 es equilibrio correlacionado de G.

Demostracion. Suponga que el mediador esta implementando el equilibrio correla-
cionado p en el juego a-reducido G/a, y suponga que o; en S;/«; ha sido recomendada
al jugador ¢ € N. Sea p_; la probabilidad condicional sobre las estrategias de los demas
jugadores en S_; dado que ¢; ha sido recomendada.

Ya que g es un equilibrio correlacionado de G/, entonces o; es 6ptima para el
jugador 7 entre todas sus estrategias «;-estacionarias en S;/«;. Como la recomendacion
del mediador a cada jugador j # ¢ es una estrategia a;-estacionaria entonces se cumple
aj*p_j=p_; Vj#i.

Como o; es 6ptimo para el jugador i en S;/a; entonces es 6ptimo en A (S;). Asi,
el jugador ¢ no obtiene ganancias por desviarse a otra estrategia disponible en G.

Por tanto 11 es un equilibrio correlacionado de G. m

El resultado anterior se aplica también para equilibrios de Nash.

Corolario 2.1.24 Todo equilibrio de Nash de G/« es un equilibrio de Nash de G.

Lema 2.1.25 Para cada jugador © € N existe una estrategia pura coherente que es

recurrente bajo «;.
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Demostracion. Sea o un equilibrio de Nash del juego a-reducido G/«. Entonces
también es equilibrio de Nash de G.

Toda estrategia pura que esté en el soporte de o; es coherente, ya que se juega en
el equilibrio de Nash, el cual es un equilibrio correlacionado de G.

Ademés es recurrente, pues o; € S;/a;. =

La reduccién dual es también ttil para probar la existencia de equilibrios de Nash

con propiedades especiales.

Proposicion 2.1.26 En todo juego finito existe un equilibrio de Nash o tal que para
cada jugador i € N y cada estrategia pura s; € S; que cumple p(s; x S—;) = 0 para

cada equilibrio correlacionado p € C, s; no es mejor respuesta para o_;.

Demostracion. Sean a un vector dual interior, o un perfil de estrategias mixtas
de G y u la distribucion producto inducida por (s;,0_;).

Si s; cumple p (s; X S—;) = 0 para cada equilibrio correlacionado p € C, entonces
todo perfil de estrategias s = (s;, s—;) para cada s_; € S_; es incoherente, y por ser «
un vector dual interior se cumple f (s, a) > 0.

Si para cada jugador j # i la estrategia mixta o, es oj-invariante, entonces

U; (v x s,0-3) — U; (8i,0-;) >0

Con esto s; no es una mejor respuesta para o_;.

Se sigue entonces que si o es un equilibrio de Nash del juego a-reducido G/a, y
por tanto equilibrio de Nash de G, entonces para cada jugador ¢ € N y cada estrategia
pura s; € S; tal que p(s; x S—;) = 0 para cada equilibrio correlacionado p € C, s; no

es mejor respuesta para c_;. ®

Definicién 2.1.27 Un equilibrio de Nash o* es cuasiestricto si para cada jugador i €

N toda estrategia pura que es mejor respuesta a o*; pertenece al soporte de o .

Corolario 2.1.28 Para todo juego finito, si un equilibrio de Nash es el inico equilibrio

correlacionado del juego entonces es cuasiestricto.

Demostracién. Sea ¢ un equilibrio de Nash que también sea el tnico equilibrio
correlacionado de un juego finito G.
Si la estrategia pura s; no pertenece al soporte de o;, entonces pu (s; x S—;) = 0

para cada equilibrio correlacionado u € C.



38 CAPITULO 2. DESVIACION DE ESTRATEGIAS

Por la proposicién anterior, y por ser ¢ el tinico equilibrio de Nash, se tiene que s;
no es mejor respuesta para o_;.

Por tanto o es un equilibrio de Nash cuasiestricto. m

2.2. Clasificacion de juegos por incentivos para desviarse

de equilibrios correlacionados

2.2.1. Juegos elementales

Definicion 2.2.1 Dado un juego en forma estratégica G, se dice que un equilibrio
correlacionado p € C tiene incentivos elementales si satisface todas las restricciones

de incentivos con desigualdad estricta; esto es

hSi,tz‘ ([L) >0 Vi € N, Vsi,ti S SZ', S; 75 t;

Esto implica que toda estrategia pura debe tener probabilidad positiva en u:

p(six S—)= 3 pu(sit)>0 VieN,Vs;e€S;
t_;€S_;

Esto significa que un equilibrio correlacionado tiene incentivos elementales si toda
estrategia pura de cada jugador tiene probabilidad positiva de ser recomendada, y
ademaés cualquier jugador decrementaria estrictamente su pago esperado desviandose
de la estrategia recomendada cuando se espera que los otros jugadores obedezcan las

recomendaciones en el equilibrio correlacionado.

Proposicion 2.2.2 Sean p un equilibrio correlacionado y i un equilibrio correlaciona-
do con incentivos elementales. Entonces (1 —e) u+ €1 es un equilibrio correlacionado

con incentivos elementales para cada € tal que 0 < e < 1.

Demostraciéon. Sean p un equilibrio correlacionado y i un equilibrio correlacio-
nado con incentivos elementales. Entonces se satisface:
hsit; (1) >0y heg, (1) >0 Vie N, Vs, t; €5
Sea € tal que 0 < € < 1. Entonces para cada jugador ¢ € N y cada par de estrategias
s;, t; € S; se cumple:
hsit; (L =€) p+ep) = (1 —¢) hs; 1, (1) + ehsp, (1) > €hs, 1, (1) > 0
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Por tanto, (1 —€) i+ €1 es un equilibrio correlacionado con incentivos elementales

paracadactal que 0 <e < 1. m

Con esto, si un juego tiene algin equilibrio correlacionado con incentivos elemen-
tales, entonces todo equilibrio correlacionado puede ser aproximado arbitrariamente

cerca por equilibrios correlacionados con incentivos elementales.

Definicion 2.2.3 Un juego G es elemental si tiene algun equilibrio correlacionado con

incentivos elementales.

Si algtn jugador ¢ € N fuera indiferente entre dos estrategias puras s;,t; € .S;
con s; # ti, entonces hsg, +, (1) = 0 para cada equilibrio correlacionado 1 € C. Por lo
cual en los juegos elementales cualquier jugador puede ser motivado a elegir cualquier

estrategia pura sin problemas de indiferencia.

Ademas, si un juego es elemental entonces todas las restricciones de incentivos son

no vacias.

Proposicion 2.2.4 FExiste un vector dual no trivial a para el juego G si y sélo si G

no es elemental

Demostracion. Suponga que G es un juego elemental. Entonces existe un equili-

brio correlacionado u tal que
hgt; (1) >0 Vi e N, Vs;, t; € S;.

Con esto, para cada jugador ¢ € N y para cada par de estrategias s;,t; € S; tal que
t; # s; se tiene que t; no compromete a s;, y por tanto no existe un vector dual « tal
que (a; * s;) (t;) > 0.

Asi, el tnico vector dual para el juego G es el trivial.

Suponga ahora que G no es un juego elemental. Entonces existe al menos un jugador
i € N y un par de estrategias s;,t; € S; tal que hg, ¢, (1) = 0 para cada equilibrio
correlacionado p € C.

Con esto, t; compromete a s; y por tanto existe un vector dual « tal que (o * s;) (t;) >

0. Asi, el vector dual o no es trivial. m
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2.2.2. Juegos ajustados y preajustados

Definicion 2.2.5 Un juego es ajustado si en cada equilibrio correlacionado todas las

restricciones de incentivos se satisfacen con igualdad, esto es:

P, (1) =0 Yu e C,Vi e N, Vs, t; €.5;

Esto significa que siempre que una estrategia pura s; es jugada en un equilibrio

correlacionado p, toda estrategia pura del jugador i es una mejor respuesta a p (+|s;).

Proposicion 2.2.6 Si eriste una estrategia mixta que es fuertemente dominada en-

tonces el juego no es ajustado.

Demostracion. Sea ¢* un equilibrio de Nash del juego ajustado G.

Por ser G ajustado entonces toda estrategia pura s; € 5; de cada jugador i € N
es una mejor respuesta a o;. Luego toda estrategia mixta o; € ¥; para cada jugador
i € N es mejor respuesta a o7} .

Por tanto no existe estrategia mixta que sea estrictamente dominada. m

Un juego ajustado G también puede ser definido por comparacién de los equilibrios
correlacionados de G y un juego auxiliar. Sea —G el juego con los mismos conjuntos

de jugadores y estrategias que (G, pero en el cual todos los pagos son multiplicados por
—1: =G = (N, (S)ien » (—u)ien) -

Proposicion 2.2.7 Un juego G es ajustado si y solo si G y —G tienen los mismos

equilibrios correlacionados.

Demostracion. Suponga que G es un juego ajustado, y sean C'y —C' el conjunto
de equilibrios correlacionados de G y —G respectivamente.

Si 4 € C entonces se cumple: hs;t; (1) >0 Vi e N, Vs;, t; € 5;

Si € —C entonces se cumple:  —hg, 4, (1) >0 Vi€ N, Vs;, t; € 5;

Por ser G ajustado se satisface: he,t; (1) =0 Yu e C, Vi€ N, Vs;, t; €5;

En particular, si 4/ € C se satisface

het, (') =0 —hg, ¢, (1) =0 Vi e N, Vs;, t; € S;
De lo anterior se tiene que y' € —C' siy s6lo si y/ € —C.

Por tanto, G y —G tienen los mismos equilibrios correlacionados.
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Suponga ahora que G'y —G tienen los mismos equilibrios correlacionados. Entonces
para cada p € C' se satisfacen

a) he, ¢, (1) >0 Vie N, Vs, t; €5;

b) —hgt, (1) >0 Vi e N, Vs;, t; € S;

Escogiendo arbitrariamente p/ € C, y s, t, € S; de algan jugador i € N, de a) se
cumple hy v (1) > 0y de b) se cumple —hy s () > 0,y con esto hy s (') = 0.
Asi, se cumple hg, ¢, (1) = 0 para cada p € C, cada jugador i € N y cada par de

estrategias Vs;, t; € 5;, y por tanto G es ajustado. m

Definicién 2.2.8 Un juego es preajustado si en cualquier equilibrio correlacionado
todas las restricciones de incentivos por desviarse a una estrategia coherente son ajus-

tadas; esto es:

hs,, (1) =0 Vue C,Vie N, Vs, t; € S¢

En un juego preajustado si cada vez que una estrategia pura s; es jugada en un
equilibrio correlacionado u, toda estrategia pura coherente del jugador ¢ es una mejor

respuesta a p (|s;).

Proposicion 2.2.9 Si un juego tiene un unico equilibrio correlacionado entonces es

preajustado.

Demostracion. Sea G un juego que tiene un tnico equilibrio correlacionado p.

Como todo juego finito tiene algin equilibrio de Nash ¢ y todo equilibrio de Nash
en un equilibrio correlacionado, entonces o = u y asi, u es equilibrio de Nash de G.

Con esto, el conjunto de estrategias coherentes del jugador ¢ € N es el soporte de
0, y para cada s; € Supp (0;) se cumple o (-|s;) = 0.

Entonces el juego es preajustado si y sélo si para cada jugador ¢ € N toda estrategia
pura en el soporte de o; es una mejor respuesta a o_;.

Como o es equilibrio de Nash, esta condicién se satisface. m

De las definiciones de juegos ajustados y preajustados se puede ver que todo juego
ajustado es un juego preajustado, ya que SY C S; para cada @ € N, y por tanto las

restricciones de juegos preajustados son condiciones mas débiles.

Los conceptos de juegos ajustados y preajustados se pueden redefinir en términos

de comprometer estrategias.
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Lema 2.2.10 Un juego es ajustado si y solo si para cada jugador cualquiera de sus

estrategias puras compromete a todas las demds.

Lema 2.2.11 Un juego es preajustado si y solo si para cada jugador cualquiera de sus

estrategia puras coherentes compromete a todas las demds.

2.2.3. Caracterizaciéon de juegos ajustados y preajustados

Se puede dar una caracterizacion de juegos ajustados y preajustados usando perfiles

de desviacién de estrategias y vectores duales.

Proposicion 2.2.12 Un juego es ajustado st y solo si existe un vector dual o tal que
para cada jugador © € N y cada estrategia pura s; € S; la estrategia mizta o; * s; es

completamente mixta.

Demostracion. Suponga que el juego G es ajustado. Entonces para cada jugador
1 € N cada estrategia pura s; € S; compromete a todas sus demés estrategias puras.

Con esto, para cada vector dual interior o se cumple (a; x s;) (¢;) > 0 para cada
jugador i € N y cada par de estrategias puras s;,t; € S;. Esto es, la estrategia mixta
«; * 8; es completamente mixta.

Suponga ahora que existe un vector dual « tal que para cada jugador ¢ € N y
para cada estrategia pura s; € S; la estrategia «; * s; es completamente mixta. Esto
equivale a que (o * s;) (t;) > 0 para cada jugador ¢ € N y cada par de estrategias
puras s;,t; € S;.

Luego t; compromete a s; para cada par de estrategias puras s;,t; € S;, y por tanto

G es ajustado. m

Proposicion 2.2.13 Un juego es preajustado si y solo si existe un vector dual o y un
subconjunto S; C S; de estrategias puras para cada jugador i € N tal que:

1) Para cada jugador i € N y cada estrategia pura s; € S;, la estrategia mizta o s;
tiene soporte SZ{.

2) Para cada perfil de estrategias puras s € S que no pertenezca a S = xieNS;-, se
tiene f (s,a) > 0.

En este caso S; es el conjunto de estrategias puras coherentes del jugador i.



2.2. Clasificacion de juegos por incentivos para desviarse 43

Demostracion. Sean G un juego preajustado y « un vector dual interior.

Suponga que SZ/- = S¢. Si s ¢ S entonces s no es un perfil de estrategias puras
coherentes, y como « es un vector dual interior se cumple f(s,a) > 0. Luego la
condicion 2) se satisface.

Para cada jugador i € N existe una estrategia pura coherente s; € S; que es
recurrente bajo «;. Por ser G preajustado, la estrategia pura s; compromete a todas
las demas estrategias puras coherentes, y con esto (a; * s;) (t;) > 0 para cada par de
estrategias puras s;,t; € S5

Con esto el soporte de a; * S; contiene a S{. Ademas, cualquier estrategia pura en
el soporte de «; * S; es recurrente.

De la condicién 2), si s; € S;\SS entonces s = (s4,5-;) ¢ Sy asi f(s,a) > 0.
Entonces cada estrategia pura en S;\S¢ es transitoria.

Asi, el soporte de 4 * S; es S;- = S¢, y por tanto la condicién 1) se satisface.

Suponga ahora que existe un vector dual o y que para cada jugador ¢ € N existe
algiin conjunto SZI- C S, que satisface las condiciones 1) y 2).

Suponga primero que S; = S¢. De la condicion 1), el soporte de la estrategia mixta
ax s; es S§ para cada s; € Sy.

Con esto (a * s;) (t;) > 0 para cada jugador i € N y cada par de estrategias puras
si,t; € S§. Luego t; compromete a s; para cada par de estrategias puras coherentes
si,t; € S5, y por tanto G es preajustado.

Asi, para probar que G es preajustado es suficiente mostrar que S; =55

Sea s; € SZ-\SZ/-. Entonces para cada s_; € S_; se tiene que s = (s;,5_;) ¢ S Dela
condicion 2) se tiene que f (s,a) > 0.

Con esto s es un perfil de estrategias puras incoherente. Ya que esto se cumple para
cada s_; € S_;, entonces la estrategia pura s; es incoherente.

Por tanto se tiene que S¢ C S;.

De la condicién 1) se tiene que 5’; es una clase de recurrencia. De la condicién
2) para cada estrategia pura s; € S;\S{ se tiene que f(s,a) > 0, y con esto s; es
transitorio bajo «;.

Asi, S;- es la tnica clase de recurrencia. Esto implica que existe una tnica estrategia
aj-invariante o; cuyo soporte es S;.

Luego en el juego a-reducido G'/a el perfil de estrategias o = (o), es el tinico
perfil de estrategias, y por tanto es trivialmente un equilibrio de Nash.

Ademas cada equilibrio de Nash del juego a-reducido G/« es un equilibrio de G.
Entonces cada estrategia pura en el soporte de o; es coherente.

Por tanto S; C 5¢. Con esto S; = 57 y asi, el juego G es preajustado. m
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Ademas, los juegos ajustados y preajustados poseen algin equilibrio de Nash con

caracteristicas especiales.

Proposicion 2.2.14 1) Todo juego preajustado tiene un equilibrio de Nash cuasies-
tricto con soporte S¢ = X;enS;.

2) Todo juego ajustado tiene un equilibrio de Nash completamente mizto.

Demostracion. 1) Sean G un juego preajustado y o un vector dual interior. En-
tonces las condiciones 1) y 2) de la proposicion anterior se cumplen.

Luego en el juego a-reducido G/« existe un tnico perfil de estrategias estacionario
o, el cual es un equilibrio de Nash de G. Ademas, si s ¢ S entonces f (s,a) > 0.

Sea s; una estrategia pura del jugador ¢ que no pertenece al soporte de o;. Como
o; tiene soporte SY entonces s; es incoherente. Esto implica que para cada s_; € S_;
se tiene que s = (s;,5—;) ¢ S¢y con esto f (s,a) > 0.

Definase el perfil de estrategias 7 € S tal que 7; = s; y 7; = 0 para cada j # 1.

Este perfil satisface
flra)= > 7(s)f(s,a)= 3 [Uiai*7i,7-3) — Ui (1)] > 0.

S_;ES_; iEN
Dado que para cada j # i se tiene que 7; = 0; es o -invariante y ademas 7; = s;,

lo anterior implica que U; (o * 84,0 ;) — U; (s;,0—;) > 0.

Luego s; no es una mejor respuesta a 0_; y por tanto o es cuasiestricto.

2) Sea G un juego ajustado. Entonces existe un vector dual « tal que para cada
jugador i € N y cada estrategia pura s; € ; la estrategia mixta a;*s; es completamente
mixta. Con esto se satisfacen las condiciones de la proposicién anterior con S; =Sy
asi S; = S5,

Como G es ajustado entonces es preajustado, y de 1) tiene un equilibrio cuasiestricto
de Nash con soporte 5S¢ = §.

Por tanto el juego G tiene un equilibrio de Nash completamente mixto. m

2.2.4. Relaciéon entre juegos ajustados y preajustados

Proposiciéon 2.2.15 Un juego es ajustado si y solo si es preajustado y toda estrategia

pura de cada jugador es coherente.

Demostraciéon. Sea G un juego preajustado y suponga que todas las estrategias
puras s; € S; de cada jugador ¢ € N son coherentes. Esto es:
he;t, (b)) =0 Ve C,Vie N, Vs;,t; € S¢=5;
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Esto equivale a la definiciéon de juego ajustado. Por tanto G es ajustado.

Suponga ahora que G es un juego ajustado. Entonces es preajustado.

Por ser GG ajustado entonces tiene un equilibrio de Nash o completamente mixto;
esto es, para cada ¢ € N y para cada s; € S; se tiene o; (s;) > 0.

Por tanto toda estrategia pura de cada jugador es coherente. m

Defmase el juego G¢ = (N, (S5),cn > (Ui);cn) como el juego obtenido de G restrin-

giendo a los jugadores a sus estrategias coherentes.

Denotese por C¢ C A (S5¢) al conjunto de equilibrios correlacionados de G°.

Proposicion 2.2.16 Un juego G es preajustado si y sélo si el juego G¢ es ajustado.

Demostracion. Sea G un juego preajustado. Como todo equilibrio correlacionado
de G tiene soporte en S¢, entonces el conjunto de equilibrios correlacionados de G
puede verse como subconjunto de A (S¢).

Dado que en G los jugadores tienen menos posibilidades de desviacion que en G,
entonces cada equilibrio correlacionado de G es un equilibrio correlacionado de G°.
Esto es, C C C°.

Por definicion el juego G es ajustado si y s6lo si

a) hs,t; (0) =0 VpeC%Vie N, Vs, t; € 5f

Similarmente el juego G es preajustado si y solo si

b) hg,t; (1) =0 Vue C,Vie N, Vs;,t; € S¢

Como C C (¢ se sigue que a) implica b). Suponga ahora que a) no se cumple.
Entonces Jp € C¢ Ji € N, Is7 € S7, 37 € Sf tales que hg: 4= (1) > 0.

Dado que p € C¢ entonces se cumple

c) hg,t; (1) > 0Vie N, Vs; €5;, Vt; € S5.

Para s; € 5;\S{ se cumple trivialmente, pues p (s; x S_;) = 0.

Por ser G preajustado existe un equilibrio de Nash cuasiestricto o con soporte S¢.
Como ¢ es un equilibrio de Nash entonces es un equilibrio correlacionado que cumple

d) he, 1, (0) > 0Vie N, Vs, t; €5;.
Dado que o es cuasiestricto con soporte S, entonces satisface
e) hg, 1, (0) >0Vie N, Vs; € S¢, Vt; € S;\S5.

Usando ¢), d) y e), se sigue que para ¢ > 0 suficientemente pequeno u, = eu +

(1—€)oestaen C.

Pero de d) y de la definicion de p se sigue que
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hsx v (e) = hsx 1 (en+ (1 —€)o)
= ehgpr (1) + (1 =€) bz ez (0)
> ehgr s () >0
contradiciendo b). Por tanto se obtiene que a) y b) son equivalentes. m

2.2.5. Juegos preajustados y relacién geométrica entre equilibrios

Si el politopo de equilibrios correlacionados C' de un juego G no es de dimension
completa entonces no tiene interior, y por tanto se cumple trivialmente que los equili-
brios de Nash de G se encuentran en la frontera de C'. Pero si C' no consta de un tinico

punto entonces tiene un interior relativo.

Lo anterior lleva a la cuestiéon de si es posible encontrar condiciones necesarias
y suficientes para que un equilibrio de Nash se encuentre en el interior relativo del

politopo de equilibrios correlacionados.

Proposicion 2.2.17 Si existe un equilibrio de Nash o del juego G en el interior rela-
tivo de C entonces

1) El equilibrio de Nash o asigna probabilidad positiva a cada estrategia coherente
de todos los jugadores; esto es, o tiene soporte S¢ = X;enSs.

2) FEl juego G es preajustado.

Demostracion. Sea ¢ un equilibrio de Nash del juego G. Entonces o es un equi-
librio correlacionado, y asi o € C.

Suponga que la condicion 1) no se cumple. Entonces para algin jugador i € N
existe una estrategia pura coherente t; € S{ tal que o; (¢;) = 0.

Con esto p(s) = 0 para cada s € S¢ tal que s = (t;,s—;). Luego se satisface con
igualdad alguna restriccion de no negatividad, y por tanto o pertenece a la frontera
relativa de C.

Suponga ahora que la condicion 1) se cumple. Entonces cada estrategia pura cohe-
rente s; es una mejor respuesta a o_; para cada jugador ¢ € N.

Luego o satisface hg, 4, (0) = 0, para cada par de estrategias s;,t; € Sf.

Si el juego no es preajustado, al menos una restriccion de incentivos no se satisface
con igualdad para todo equilibrio correlacionado.

Con esto o pertenece a la frontera relativa de C. m
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Proposicion 2.2.18 Sea G un juego preajustado en el que C no estd formado por un
unico punto. Entonces un equilibrio de Nash de G pertenece al interior relativo de C

sty solo si es cuasiestricto.

Demostraciéon. Suponga que G es un juego preajustado. Entonces existe algin
equilibrio de Nash cuasiestricto o con soporte S€. Este equilibrio satisface
a) o (s) > 0 para cada s € S¢
y por ser cuasiestricto
b) hs, 1, (0) > 0Vie N, Vs; € S¢, Vt; € S;\S¢.
Como las desigualdades anteriores son estrictas, entonces existe una vecindad {2 de
o en R en la cual se siguen cumpliendo.
Sea E el subespacio lineal de R¥ que consiste de los vectores z = (2 (s)),cg que

satisfacen las siguientes condiciones:

c) ;x(s)zlyx(s):0VS€S\Sc

d) he,t, () =0 Vie N, Vs; € S;\S¢, ti € S;
e) hg, 1, (x) =0 Vie N, Vs; € 57, t; € S

Todo equilibrio correlacionado satisface trivialmente ¢) y d). Ademés como el juego
G es preajustado, cada equilibrio correlacionado satisface e).

Con esto se sigue que C es subconjunto de FE. Como C no es un tnico punto
entonces E tampoco lo es.

Ademas cualquier vector en R que satisface las condiciones a) a e) es un equilibrio
correlacionado. Entonces QN E C C.

Dado que €2 es un conjunto abierto que contiene a ¢ y E es un subespacio lineal
que contiene a C, se tiene que o pertenece al interior relativo de C.

Sea ¢ un equilibrio de Nash cuasiestricto de un juego preajustado G.

Suponga que s; € S;. Dado que G es un juego preajustado, entonces s; es una
mejor respuesta a o_;.

Como o es cuasiestricto entonces o; (s;) > 0. Luego o tiene soporte S°.

Si ¢ no fuera cuasiestricto entonces existiria s € 5S¢ tal que o (s) = 0, o existen
i€ N, s;€ Syt € S;\S¢ tales que hg, 4, (0) = 0.

Es decir, existe una restriccién de no negatividad o una restricciéon de incentivos
que es ajustada en ¢ pero no en todo equilibrio correlacionado.

Con esto o pertenece a una cara de C' y por tanto no pertenece al interior relativo
deC. m

Proposicion 2.2.19 Si un juego es preajustado, entonces C contiene algun equilibrio

de Nash en su interior relativo o C' es un inico punto.
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Demostracion. Suponga que G es un juego preajustado. Entonces existe algin
equilibrio de Nash cuasiestricto o.
Si ademas C' no es un tnico punto, por la proposicién anterior o pertenece al interior

relativode C. m

De los resultados anteriores se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 2.2.20 Un juego G es preajustado si y solo si C' es un unico punto o C

contiene un equilibrio de Nash en su interior relativo.



Capitulo 3

Negociacién y contratos en juegos

no cooperativos

John Nash propuso que la cooperacion entre jugadores podria ser estudiada usando
el mismo concepto basico de equilibrio que se utiliza en juegos no cooperativos. Ar-
gument6 que las acciones cooperativas son el resultado de un proceso de negociacién
entre los jugadores que cooperan, y en este proceso de negociacion se esperaria que los
jugadores se comportaran de acuerdo a alguna estrategia de negociacion que satisfaga

el mismo criterio de maximizaciéon de utilidad como en cualquier otro juego.

En una situacioén real, si se observa lo que la gente puede hacer para alcanzar un
acuerdo o una estrategia de cooperacion conjunta, se deberia ser capaz de modelar
dicha situacién como un juego y entonces predecir el resultado analizando el conjunto

de equilibrios de este juego.

3.1. Problemas de negociaciéon

Supongase que un conjunto de jugadores deben negociar una alternativa sobre
algiin conjunto de pagos S. Sus preferencias sobre estas alternativas difieren, pero si
consiguen acordar una alternativa entonces ésta es el pago que los jugadores obtienen
de la negociaciéon. Si no consiguen ponerse de acuerdo entonces la negociacion se detiene

y obtienen una alternativa d preestablecida del conjunto.

Notacién 3.1.1 Sean z,y € R™. Dendtese por

49
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sz >ysiz; >y Vie{l,...,n}
s rx>ysiz>yyarFy

x> ysiz >y Vie{l,... ,n}

Definicién 3.1.2 Un problema de negociacion se define como la terna (N, S, d) donde:

= N es un conjunto finito de jugadores

» S C RV es un conjunto no vacio, cerrado, acotado y convero de alternativas,

llamado conjunto factible

= d €S esun punto de desacuerdo

Ezxiste una alternativa x € S tal que x > d

Cada punto de S da los niveles de utilidad que pueden ser alcanzados por los
jugadores por la eleccion de una de las alternativas disponibles para negociar, o una

aleatorizaciéon de ellas.

S es acotado para que los pagos maximos y minimos de cada jugador sean acotados;
S es cerrado para que la frontera de cada sucesion de alternativas en S se encuentre
también en S; S es convexo para que una aleatorizacién de alternativas sea también

una alternativa.

Se supone que existe una alternativa x € S tal que z > d, para evitar tratar con
casos degenerados en los cuales exista la posibilidad de que algin jugador no pueda ser

beneficiado por ningun acuerdo.

Definicion 3.1.3 Una alternativa x € S es individual racional en S si x > d.

Dado que d € S, el conjunto de alternativas racionalmente individuales es no vacio.
Si una alternativa x no fuera racionalmente individual en S entonces al menos uno de
los jugadores preferiria d sobre x de manera estricta, por lo cual dicha alternativa no

podria ser el resultado final del proceso de negociacion.
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3.1.1. Soluciones de negociaciéon

Denoétese por FV a la coleccion de los problemas de negociacion N-personales.

Una solucién de un problema de negociacién se puede ver como la recomendaciéon

que un mediador podria proponer a los jugadores que participan en la negociacion.

Definicién 3.1.4 Una solucién de negociacion es una funcion ¢ : FN — RN en
la cual cada problema de negociacion (N, S,d) € FN se asocia con una alternativa

¢ (N,S,d) € S.

El mediador de una negociacién debe ser capaz de explicar como llega al acuerdo
que propone a los jugadores; para ello necesita basar su método para decidir el acuerdo
en principios que sean aceptables para todos los jugadores y mostrar que su propuesta
sigue estos principios. La eficiencia y la simetria son ejemplos de principios que pueden

ser usados para ayudar a guiar al mediador.

Definicion 3.1.5 Una alternativa x € S es eficiente si no existe otra alternativay € S

tal que y > x.

Definicién 3.1.6 Una alternativa x € S es débilmente eficiente si no existe otra al-

ternativa y € S tal que y > x.

Denétese por PO (S) al conjunto de alternativas eficientes de S y por POW ()
al conjunto de alternativas débilmente eficientes de S. De las definiciones se sigue que
PO (S) € POY (S) para cada S C RIV

Definiciéon 3.1.7 Una solucion de negociacion ¢ es eficiente si p (N, S,d) € PO (S5)
para cada problema de negociacion (N, S,d) € FN.

Definiciéon 3.1.8 Una solucion de negociacion ¢ es débilmente eficiente si p (N, S,d) €
POY (S) para cada problema de negociacion (N, S,d) € FN.
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Si una solucion es eficiente, entonces no existe otra posible alternativa que sea mejor
para cada uno de los jugadores que participan en la negociaciéon que la alternativa a la

que se llega con dicha solucion.

Los conjuntos PO (S) y POW (S) estan sobre la frontera de S, por tanto ¢ (N, S, d)
esta sobre la frontera de S siempre que ¢ sea una soluciéon de negociacion eficiente o

débilmente eficiente.

Definiciéon 3.1.9 Un problema de negociacion (N, S,d) € FN es simétrico si se cum-

plen las propiedades siguientes:
» d; = d; para cada par de jugadores i,j € N

. (xﬁ(i))ieN € S para cada alternativa x € S y toda permutacion m de N.

Definicién 3.1.10 Una solucion de negociacion ¢ es simétrica si satisface ¢; (N, S, d) =
®; (N, S,d) para cada par de jugadores i,j € N, para cada problema de negociacion si-
métrico (N, S,d) € FN.

La propiedad de simetria le prohibe al mediador darle preferencia a un jugador

sobre los demés cuando el juego es simétrico.

Entre las principales soluciones de negociacién se encuentran las siguientes:

» Soluciéon de Nash: N (5) es el punto de S que maximiza el producto [ (z; — d;)
1EN
para x € S tal que x > d.
» Solucién de Kalai-Smorodinsky: K (S) es el punto méaximo de S sobre el
segmento que conecta d con a (S), donde a; (S) = max{z; | z € S,z > d} para

cada i € N.

» Solucién igualitaria: F (S) es el punto maximo de S de coordenadas iguales
respecto al punto de desacuerdo, esto es, E; (S) — d; = E; (S) — d; para cada
1,7 € N.

» Solucién utilitaria: U (S) es el punto de S que maximiza la suma de utili-
dades de los jugadores con respecto al punto de desacuerdo, esto es, U (S) =

MaXzes Y ien (T — di) -
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En las gréficas anteriores se muestran de manera geométrica las principales solu-

ciones de negociacién sobre un problema de negociaciéon bipersonal.

3.2. Contratos

Los contratos pueden transformar juegos con equilibrios no tan deseables en juegos
con equilibrios més deseables. En un juego con contratos se requiere que un jugador
que firma un contrato juegue de acuerdo a una estrategia correlacionada disenada por

el mediador del juego.

Definicién 3.2.1 Sea G = (N, (Si);cn - (Ui);ey) un juego en forma estratégica. Una
estrategia correlacionada para un conjunto no vacio de jugadores R C N es una dis-
tribucion de probabilidad sobre el conjunto de combinaciones de estrategias puras que

dichos jugadores pueden escoger. Esto es, Tr € A (Sg) donde Sgp = A (XierS;) -

N es llamada la gran coalicién y 7 denota una estrategia correlacionada para la

gran coalicion.
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Definicion 3.2.2 Un contrato T es un vector de estrategias correlacionadas de todas

las posibles coaliciones no vacias de jugadores R C N

Notese que 7 = (TR)pecny € XRcNA (Sr). Para dicho contrato, T representa la
estrategia correlacionada que seria implementada por los jugadores en R si R fuera el

conjunto de jugadores que firman el contrato.

3.2.1. Juegos de firma de contrato

Un contrato define un juego extendido llamado juego de firma de contrato.

Definicion 3.2.3 Sea G = (N, (Si)ien (ui)ieN) un juego en forma estratégica y sea

T un contrato. Un juego de firma del contrato T es un juego en forma estratégica G, =

(N, <§,> ,([71) ) tal que las estrategias para cada jugador i € N son §Z =
ieN €N

{F, F/}, donde F = firmar o F' = rechazar el contrato.

El conjunto de estrategias S = Xie N§i es isomorfo al conjunto de coaliciones R C N
de jugadores que deciden firmar el contrato. Con esto, se denotaré por s al perfil de
estrategias del juego G- tal que R={i € N :5; = F'}

Para cada coalicién de jugadores que firma el contrato R C N se puede formar el

subjuego siguiente:

Los jugadores que pertenecen a la coalicion R C N que firma el contrato juegan
de acuerdo a la estrategia correlacionada 7r. Los jugadores que rechazan el contrato

eligen de manera independiente sobre su conjunto de estrategias puras.

La funcién [71 asigna a cada jugador el pago esperado por jugar de acuerdo al

comportamiento anterior.

Para cada vector de pagos en el conjunto {U (p) eRIN:pe A (S)} existe un con-
trato tal que, si todos los jugadores firmaran el contrato, entonces podrian obtener este
vector de pagos esperado. Este conjunto de posibles pagos esperados es un subconjunto

cerrado y convexo de RV,
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Definiciéon 3.2.4 Para cada jugador i € N el valor minimax (o nivel de sequridad)
del jugador i en el juego G es

vi =ming cas ) | Maxses, > Ti(s5-i) ui (Sivs—i)>
S_;ES_;

Esto es, el valor minimax para el jugador i es el mejor pago esperado que podria
obtener contra la peor estrategia correlacionada que los demas jugadores pudieran usar

contra él.

Una estrategia minimax contra el jugador ¢ es cualquier estrategia correlacionada

en A (S_;) que alcanza el minimo en la ecuacion anterior.

Definicion 3.2.5 Una estrategia correlacionadap € A (S) es individualmente racional

st y solo si U; (p) > v; para cada jugador i € N.

Proposiciéon 3.2.6 Para cada estrategia correlacionada p individualmente racional
existe un contrato T con Ty = p tal que sy es un equilibrio del juego de firma del

contrato T.

Demostracion. Sea p € A (S) una estrategia correlacionada individualmente ra-
cional; esto es, U; (p) > v; para cada jugador i € N.

Considere el contrato 7 = (Tr)pcy tal que 7y = p y para cada jugador i € N
sea T_; una estrategia minimax Contr_a el jugador 7. Para todas las demés coaliciones
elijase 7r de manera arbitraria.

Luego en el juego de firma de contrato se tiene que U; (sy) > v; para cada i € N.

Note que para cada s; € S; el perfil (s;,7_;) corresponde a la situacién cuando
el jugador ¢ juega su estrategia t; mientras los demés jugadores juegan la estrategia
correlacionada 7_; por haber firmado el contrato.

Entonces U; (s;, 7—;) < v;, dado que 7_; es una estrategia minimax contra el jugador
1. Con esto se cumple:

Ui (sy) = vi > U (83, T—4) Vie N, Vs; € 5;

Por tanto sy es un equilibrio de Nash del juego de firma del contrato 7. m

Asi, ningtn jugador podria obtener algo més que su valor minimax si fuera el
unico que decidiera no firmar el contrato. Entonces cada jugador firmaria el contrato

si esperara que todos los demas jugadores lo hicieran.
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Ningin equilibrio de un juego de firma de contrato podria generar un vector de
pagos esperados en el cual algin jugador pudiera obtener un pago estrictamente menor
que su valor minimax, pues podria entonces mejorar este pago decidiendo no firmar el

contrato y usando la estrategia que le garantice su valor minimax.

Proposicion 3.2.7 Sea o* un equilibrio de Nash del juego de firma del contrato in-
ducido por una estrategia individualmente racional p € A(S). Entonces se cumple

Ui (%) > v; para cada jugador i € N.

Demostracion. Sea ¢* un perfil de estrategias del juego de firma del contrato 7.
Suponga que existe un jugador i € N tal que U; (0*) < v;.
Si el jugador i decide no firmar el contrato y juega la estrategia s; € S; que le
garantiza su valor minimax v;, entonces
U; (%) <v; =U; (si, U’ii)

Por tanto ¢* no es un equilibrio de Nash del juego de firma del contrato 7. =

Con esto, el conjunto de vectores de pagos que pueden ser alcanzados en algin

equilibrio de un juego de firma de contrato es
{U) eRN:pe A(S), Ui (p) > v; Vie N}

Este conjunto de todas las posibles asignaciones de pagos esperados que son indi-

vidualmente racionales es también cerrado y convexo.

3.2.2. Contratos ideales para juegos de firma de contrato

Una condicién necesaria para que los jugadores decidan firmar un contrato es que
sea individualmente racional. Pero esto no es suficiente, pues podria ocurrir que ain
habiendo firmado el contrato un jugador se desviara de la recomendacién dada por el
mediador o que existiera alguna coaliciéon en la cual no le convendria firmar el contrato,

pues su pago esperado podria ser menor.

Asi, se podrian buscar cudles son los contratos en los cuales no ocurre esto, donde

los jugadores no tengan incentivos para romper el contrato.

Denotese por Ug (p) el vector de pagos restringido a los jugadores de la coalicion

R C N por jugar la estrategia correlacionada p.
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Definicion 3.2.8 Sea o* un equilibrio de Nash de un juego en forma estratégica G.
Un contrato ideal respecto a o* es un contrato T tal que para cada coalicion mo vacia

de jugadores R C N, existe una estrategia correlacionada Tr € A (Sg) tal que

= Up (TR) > Upg (U*)

» Ui(o|mr) < U; (%) Vi¢ R, Vo € ¥_g

Esto significa que si 7 es un contrato ideal respecto al equilibrio de Nash o*, para
cada coalicién de jugadores que firme el contrato el mediador podré proponerles una
estrategia correlacionada que les garantice un pago mayor que el que obtenian por
jugar de acuerdo a ¢*, y que los jugadores que decidan rechazar el contrato no puedan
obtener un pago mayor del que obtenian jugando de la forma anterior, aun sabiendo

la estrategia correlacionada de los jugadores que firman el contrato.

Al asegurarles dichos pagos, cada uno de los jugadores tendra incentivos para firmar

el contrato en el juego de firma de contrato asociado.

Proposicion 3.2.9 Sean 7 un contrato ideal respecto al equilibrio o* del juego G y
G- el juego de firma del contrato 7. Entonces para cada jugador i € N, s; = F es una

estrategia dominante del juego G.

Demostraciéon. Sean ¢* un equilibrio de Nash del juego G, 7 un contrato ideal
respecto a o* y G el juego de firma del contrato 7.

Sea R C N una coalicién no vacia de jugadores que decide firmar el contrato en el
juego G . Por ser 7 un contrato ideal respecto a ¢*, existe una estrategia correlacionada
Tr € A(Sg) tal que Ug (Tr) > Ug (0%), esto es, U; (sr) > Ui (c*) para cada i € R.

Suponga que el jugador i € R decide cambiar su comportamiento, esto es, §; = F'.
Con esto la coalicién de jugadores que firma el contrato es ahora R = R\ {i}.

Por ser 7 un contrato ideal respecto a ¢*, existe una estrategia correlacionada
TR €A (Sﬁ) tal que

Uj(o|73) <Uj(0*) Vj¢R VoeX_s

En particular se tiene que U; (0 | 75) < U; (0) Vo € _5.

De lo anterior se tiene que

U; (sg) =Ui(o|7p) <Ui(c*) < U; (sg)

Por la arbitrariedad de la coalicién R se cumple que (71 (s ﬁ) < 171 (sr) para cada

coalicién R tal que ¢ € R, y por tanto s; = F' es una estrategia dominante del jugador

i en el juego Gr. m
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Si 7 es un contrato ideal, siempre es recomendable para todos los jugadores firmar

este contrato.

Corolario 3.2.10 Sean T un contrato ideal respecto al equilibrio o* del juego G y G el
juego de firma del contrato 7. Entonces el perfil de estrategias sy es el unico equilibrio
de Nash del juego G.

Demostracion. Por la proposiciéon anterior, s; = F' es una estrategia dominante
para cada jugador i € N en el juego G,. Luego 5; = F' es una estrategia dominada
para cada jugador i € N

Después del proceso de racionalizacion, sy es el tnico perfil de estrategias racional

del juego G;. Por tanto sy es el tnico equilibrio de Nash del juego G.. m

3.2.3. Contratos ideales y equilibrios correlacionados

Si todos los jugadores deciden firmar el contrato ideal 7, entonces la estrategia co-
rrelacionada 7 debe ser un equilibrio correlacionado para evitar que cualquier jugador

tenga incentivos para desviarse de la recomendacién dada por el mediador.

Sean R C N una coalicién no vacia de jugadores que decide firmar el contrato
ideal 7 y TR una estrategia correlacionada para dicha coalicién. Al ser de conocimiento
comun el conjunto de jugadores R que firma el contrato, para el conjunto de jugadores
que no pertenecen a dicha coalicion se forma el juego en forma estratégica GF =
(N/R, (Si)z‘eN/Rv(“i|TR)z'eN/R)7 en donde para cada s € X;cn/rS; se tiene que el

pago para el jugador i estd dado por

wi| TR (s) = 2 u; (s,8)TR(S).

s'€EX;ieRrS;

Por ser G un juego finito, entonces debe existir un perfil de estrategias off =

(UZR)i eny/p due sea un equilibrio de Nash para dicho juego.

Al mismo tiempo, dado que los jugadores que no pertenecen a la coalicién R juga-
rfan siguiendo el perfil de estrategias o?, la estrategia correlacionada 7r debe ser un
equilibrio correlacionado para los jugadores de la coalicion R, pues de no ser asi algin
jugador tendria incentivos para desviarse de la recomendacién dada por el mediador al

usar dicha estrategia correlacionada.
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Dado que ningan jugador tendria incentivos para desviarse de dicho comportamien-

to, se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.11 Sean o* un equilibrio de Nash del juego en forma estratégica G
y T un contrato ideal respecto a o*. Entonces para cada coalicion no vacia de jugadores
R C N el perfil de estrategias (TR, O‘R) induce una estrategia correlacionada que es un

equilibrio correlacionado de G.

Si R = N entonces el perfil de estrategias (7' R, O'R) es igual a 7, ya que al firmar
todos el contrato 7 el juego G no tendria ningtn jugador y por tanto no existirfa

ningtn perfil de estrategias o,

Corolario 3.2.12 Si |R| =1 entonces el perfil de estrategias (TR,UR) es un equilibrio
de Nash de G.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponga que R = {i}. Entonces 7 =
0; es una estrategia mixta para el jugador .

Con esto se tiene que (TR, UR) = (04,0—;) es un perfil de estrategias mixtas de G,
donde cada jugador elige su estrategia de manera independiente.

Por la proposiciéon anterior (TR,O'R) induce un equilibrio correlacionado de G, y
dado que cada perfil de estrategias independientes que es un equilibrio correlacionado
es un equilibrio de Nash, entonces el perfil de estrategias (7' R, O'R) es un equilibrio de

Nash de G. =m

De lo anterior se puede establecer una condicién necesaria para la existencia de

contratos ideales respecto a un equilibrio de Nash.

Corolario 3.2.13 Sean G un juego en forma estratégica y o* un equilibrio de Nash de
G. Si T es un contrato ideal respecto a o* entonces existen al menos |N|+ 1 equilibrios

de Nash en el juego G.

Demostracion. Por el corolario anterior, para cada ¢ € N el perfil de estrategias
(T{i}, J{i}) es un equilibrio de Nash de G.

Por ser 7 un contrato ideal respecto al equilibrio o*, para cada i € N se cumple
U; (T{i},a{i}) > U; (o). Asi 0* # (T{i},d{i}) para cada i € N.
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Sin pérdida de generalidad, sean i,j € N tales que i # j. Por ser 7 un contrato
ideal respecto a o* se cumple U; (T{i},O'{i}) >U; (0*) y U; (T{j}, U{j}) < U; (0*). Con
esto (T{i}, a{i}) #* (T{j}, a{j}) para cada par de jugadores i # j.

En consecuencia el conjunto de equilibrios de Nash de GG debe contener a los perfiles
de estrategias o* y (T{i}, a{i}) para cada ¢ € N. Por tanto existen al menos |N| + 1

equilibrios de Nash en el juego G. m
El reciproco de este resultado es falso, por lo cual no es una condicién suficiente.

Dado un punto z € RV, se pueden definir 21V regiones de R por

Q (R,SU) = {y € RlN‘ “YR 2 TR, YN/R < xN/R}

donde R es un subconjunto de las |N| coordenadas de cada punto en RNV v 25 es

la restricciéon de x a dicho subconjunto de coordenadas.

Si R = N entonces se define Q (R, z) = {y € RINE: > z}, y si |R| = 0 entonces
se define Q (R, z) = {y € RINVE: ¢ < z}.

Dendtese por CEP (G) a la region de pagos esperados del conjunto de equilibrios
correlacionados C' de un juego G. Esto es: CEP (G) = {U (p) e RY :pe C}.

Proposicion 3.2.14 Sean G un juego en forma estratégica y o* un equilibrio de Nash
de G. Si 7 es un contrato ideal respecto a o* entonces U (TR,O'R) € CEP(G)N
Q(R,U (c%))° para cada coalicion no vacia de jugadores R C N.

Demostracion. Sea 7 un contrato ideal respecto al equilibrio de Nash ¢* del juego
G. Por la proposicion 3.2.11 el perfil de estrategias (T R, O’R) debe inducir un equilibrio
correlacionado de G para cada coalicién no vacia de jugadores R C N y por tanto
U (tr,0®) € CEP(G) para cada R C N.

Ademaés por ser 7 un contrato ideal respecto a ¢*, para cada coaliciéon no vacia de
jugadores R C N el perfil de estrategias (TR,JR) satisface Up (TR, O'R) > Ui (0%) y
Uj (TR, o) < Uj (0*) para cada j ¢ R.

Con esto se tiene que U (Tg,0f?) € Q(R,U (0*))° para cada R C N.

De lo anterior se tiene que U (7g,0f) € CEP(G) N Q(R,U (0*))° para cada

coalicién no vacia de jugadores RC N. m

Al ser el conjunto de equilibrios correlacionados C un politopo y U una funcién

continua sobre el conjunto de pagos, se tiene que CEP (G) es un politopo en RN De
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lo cual se tiene que si x € CEP (G) entonces puede ser un punto frontera o un punto

interior de dicha region.

Si z es un punto frontera de CEP (G), entonces se encuentra sobre un hiperplano
en RNl 6 1a interseccion de un nimero finito de ellos al ser CEP (G) un politopo en
RV, Para cada uno de estos hiperplanos existe un tnico vector normal exterior al

semiespacio definido por ellos.

Para saber la localizacion de un punto y € RINI respecto al semiespacio definido
por alguno de los hiperplanos sobre los que se encuentra x, suponga el hiperplano H,

se puede proceder de la siguiente manera:

» Si{y —x,ng) > 0 entonces y se encuentra en el exterior del semiespacio definido

por el hiperplano H
» Si (y —x,ny) = 0 entonces y se encuentra sobre el hiperplano H

» Si(y —x,np) < 0 entonces y se encuentra en el interior del semiespacio definido

por el hiperplano H

en donde (-, ) : RV x RINT — R es el producto escalar sobre RIN y ng es el vector

normal exterior al semiespacio definido por el hiperplano H.

Lema 3.2.15 Sean z € RV y H un hiperplano que contiene a x. Para todo R C N
tal que x + nyg € Q (R, x) se cumple que si y € Q(R,z)° entonces y se encuentra en

el exterior del semiespacio definido por el hiperplano H.

Demostracion. El punto z = z + ng € RV se encuentra en al menos una region

Q (R, z) para algin R C N. Si y € Q (R, x) entonces se cumple

(z—my—z) = Y (z—a);@y—=2),

iEN

= Z(Z_ﬂf)i(y_$)i+ Z (z —2); (y — ),
i€ER i€EN/R

> Y (@-2)i(e—y) 20
1€EN/R

Siz# xyademéas y € Q(R,r)°, esto es, si yr > TR Y Yn/r < Ty g entonces se
cumple (z —x,y — x) > 0, pues (2 —x), (y — x);, > 0 para cada i € N y al menos uno
de ellos satisface (2 — z); (y — z); > 0 dado que z; # z; para algin j € N.

Por tanto todo y € Q (R, x)° se encuentra en el exterior del semiespacio definido

por el hiperplano H que contiene a x, cuyo vector normal exterior es ny. ®
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Asi, si U (%) es punto frontera de CEP (G), no es posible encontrar un equilibrio
correlacionado para todoy € {U(p) € RNl : p € A ()} quesatisfaga (y — U (0*) , ny) >
0 para algin vector normal exterior ng de un hiperplano H que contiene a U (0*) y

que delimita una cara del politopo CEP (G).

En particular, por el lema anterior se cumple que si z = U (6*)+ng € Q (R, U (c%))
para alguna coalicion no vacia de jugadores R C N entonces (y — U (6*),z — U (c¥)) >
0 para toda y € Q(R,U (c*))°. Por tanto no es posible encontrar un equilibrio corre-

lacionado p € C tal que U (u) = v.

Por la proposicién anterior, si 7 es un contrato ideal respecto a o* entonces U (7’ R, O‘R) €
CEP(G) N Q(R,U (c*))° para cada coalicion no vacia de jugadores R C N. Pe-
ro para cada coaliciéon no vacia R C N tal que z € Q(R,U (¢*)) no existe y €
CEP(G)NQ(R,U (c%))°, y con esto lo anterior no se satisface. Por tanto no existe

contrato ideal respecto a o*.

Proposicion 3.2.16 Sean G un juego en forma estratégica y o* un equilibrio de Nash
de G. Si U (c*) es un punto frontera de CEP (G) tal que U (6*) +ng € Q(R,U (c*))
para alguna coalicion no vacia de jugadores R C N, donde ny es el vector normal
exterior de un hiperplano H que contiene a U (0*) y que delimita una cara del politopo

CEP (G), entonces no eziste un contrato ideal respecto a o*.

Si x es un punto interior de CEP (G), entonces existe una vecindad B (z,e) donde
e > 0 que esta contenida completamente en CEP (G). Con esto se tiene que () #
Q(R,z)NB(z,e) C Q(R,x) NCEP (G) para cada R C N.

Asi, si U (¢0*) es punto interior de CEP (G), es factible buscar una estrategia co-
rrelacionada (7, 0ft) € C tal que U (T, o) € CEP(G) N Q(R,U (¢*)) para cada

coalicién no vacia de jugadores R C N.

De lo anterior se tiene que la localizacion de U (¢*) dentro de CEP (G) puede servir

para determinar la existencia de un contrato ideal respecto a o*.

Conjetura 3.2.17 Sean G un juego en forma estratégica y o* un equilibrio de Nash
de G. Entonces existe un contrato ideal respecto a o* si y solo si U (o) es un punto

interior de CEP (G).
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3.3. Negociacion y contratos ideales

3.3.1. Problemas de negociaciéon de contratos ideales

Sean G un juego en forma estratégica y ¢* un equilibrio de Nash de G. Suponga

que existe un contrato ideal T respecto a o*.

Por el corolario 3.2.10, todos los jugadores deciden jugar F' en el juego de firma del
contrato 7 por ser una estrategia dominante. De esta forma sy es el tnico equilibrio

del juego de firma del contrato 7.
Por la proposicion 3.2.11, 7 es un equilibrio correlacionado del juego G.

El conjunto S; = CEP (G) N Q(N,U (%)) es convexo, cerrado y acotado sobre
RINI. Esto se cumple dado que CEP (G) y Q (N, U (0*)) son conjuntos cerrados (con-
vexos) en RV y como la interseccion de conjuntos cerrados (convexos) es cerrada
(convexa), entonces S; es cerrado (convexo). Ademas por ser CEP (G) un politopo en

RV entonces es acotado, y ya que S, C CEP (@) entonces S; es acotado.

Como 7 es un contrato ideal respecto a ¢o*, por la proposicion 3.2.14 se tiene que
U(rny) € CEP(G)NQ(N,U (c%))° C S;. Estableciendo d, = U (c*), entonces se
satisface U (Tn) > d;.

Con esto, se puede formar un problema de negociacion con S, como regiéon de
negociacion y d, como punto de desacuerdo, llamado problema de negociaciéon del

contrato ideal 7.

Las soluciones de negociacién encuentran una alternativa sobre la regién de nego-
ciacién, que en este caso es el pago esperado que se alcanza mediante un equilibrio

correlacionado que sea individualmente racional respecto a un equilibrio de Nash.

Sin embargo, al no ser inyectiva la funcion de pagos esperados U : A(S) —
CEP (G), la alternativa alcanzada anteriormente podria alcanzarse también por es-
trategias correlacionadas que no fueran un equilibrio, de lo cual solamente deberian

tomarse en cuenta aquellas que si lo fueran.
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3.3.2. Penalizaciones por rompimiento de contrato

Dado que todos los jugadores elegirian firmar un contrato que fuera ideal respecto
a un equilibrio de Nash del juego G, suponga ahora que el mediador decide penalizar

al jugador que no respete dicho contrato.

Denétese por €; (t;]s;) a la penalizacion para el jugador i cuando se desvia a la
estrategia t; si la estrategia s; fuera recomendada por el mediador. Con estas pena-
lizaciones, para cada jugador ¢ € N se puede formar una matriz de penalizaciones

€& = (€ (Lilsi))s, es; 1;es, Por desviarse de las recomendaciones dadas por el mediador.

Definicion 3.3.1 Sean ¢; una matriz de penalizaciones para cada jugador i € N y
€ = (€i);en un perfil de dichas matrices. Una distribucion de probabilidad p € A (S) es
un equilibrio correlacionado con penalizaciones si para cada jugador i € N y cada par

de estrategias s;,t; € S; se satisface

2w Uils) = 2 p(s)Uilti,s-i) = € (tilsi) p(si X S—i)

S_i€S_; S_;€S_;

La desigualdades anteriores equivalen a:

> n(s—ils)Ui(s) = > pls—i|si)Uilti,s—i) — € (ti]si)

S_;€S_; S_iES_;

para cada jugador i € N y cada s; € S; tal que u(s; x S—;) > 0.

Si todas las penalizaciones son 0, entonces la definicién anterior coincide con la de

equilibrio correlacionado.

Entonces para que el conjunto de equilibrios correlacionados con penalizaciones
sea no vacio, se requiere que ¢; (t;/s;) > 0 para cada jugador i € N y cada par de
estrategias s;,t; € S;. Ademas se debe tener ¢; (s;|s;) = 0 para cada jugador i € N y
cada estrategia s; € 5;, pues el mediador no penalizaria a los jugadores que siguieran

su recomendacion.

Denotese por C€ al politopo de equilibrios correlacionados con penalizaciones. En-

tonces se cumple C' C C€.

Como todo equilibrio correlacionado es un equilibrio correlacionado con penaliza-
ciones, se puede extender el conjunto de equilibrios del juego para alcanzar pagos que

no se podian obtener solamente con los equilibrios correlacionados.
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Denotese por CEP (G) a la region de pagos esperados del conjunto de equilibrios

correlacionados con penalizaciones.

Dado que el conjunto S¢ = CEP(G) N Q(N,U (c*)) es convexo y compacto,
entonces se puede formar un problema de negociacién asociado al contrato ideal 7 con
St como region de negociacion y dr como punto de desacuerdo, llamado problema de

negociacion del contrato ideal 7 con penalizaciones por desviacién de estrategias.

3.3.3. Soluciones de problemas de negociaciéon de contratos ideales
con penalizaciones

El mediador del juego, para poder encontrar la "mejor" estrategia correlacionada
que podria proponerles a los jugadores por firmar un contrato ideal respecto a un
equilibrio de Nash ¢* del juego, podria ayudarse utilizando alguna de las soluciones de
negociacion para el problema de negociacion (N, SE, 0*), dependiendo de algun criterio

que quiera utilizar para hacerlo.

A continuacién se presenta la forma analitica para encontrar dicha estrategia co-

rrelacionada usando las principales soluciones para problemas de negociacion.

Solucién de Nash:

méx [] (z 1 (s) Ui (s) — U; (o*)> s.a.

ieN \s€S

1. Z u(s) [Uz (8) —-U; (ti,S_Z‘)—}—Gi (tZ’SZ)] >0 Vi € N,Vs;, t; € S;
S_;ES_;

2. > u(s)Ui(s)—U;(6*) >0 Vie N
s€S

3. > u(s)=1, w(s) >0 Vs e S
seS

La funcién objetivo maximiza el producto de los pagos esperados con respecto al
equilibrio de Nash o*.

Las desigualdades en 1) son las restricciones de incentivos con penalizacion por
desviarse de la estrategia s; a t;

Las desigualdades en 2) garantizan la racionalidad individual.

Las restricciones en 3) garantizan que p sea una distribucion de probabilidad.
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Solucién de Kalai-Smorodinsky:

max ;Su (s)Uj(s) = Uj(c*) s.a.

L > w(s)[Ui(s) —U;(ti,s—;) + € (ti|si)] >0 Vi € N,Vs;, t; € S;
2. > u(s)Ui(s) =Ui(c*) >0 VieN

g 2sest(8)Ui(s) ~Ui(0") _ Ylses () Uj(s) — Uj (o)
' a; — U; (o%) a; — U (o%)

Vi,j € N a,-;éUi(a*),aj;éUj(U*)

4. > u(s) =1, wu(s) >0 Vs e S
s€S

La funcién objetivo maximiza, sin pérdida de generalidad, el pago esperado del
jugador j con respecto al equilibrio de Nash ¢* de manera proporcional en direccién al
vector de pagos optimistas a, siempre que a; # U; ().

Las desigualdades en 1) son las restricciones de incentivos con penalizacion por
desviarse de la estrategia s; a t;

Las desigualdades en 2) garantizan la racionalidad individual.

Las igualdades en 3) garantizan que el vector de pagos esperados de todos los
jugadores i € N tales que a; # U; (6*) con respecto al equilibrio de Nash se mueva en
direccion del vector de pagos optimistas a.

Las restricciones en 4) garantizan que p sea una distribucion de probabilidad.

Para encontrar el vector de pagos optimistas a, para cada jugador 5 € N se busca

a; utilizando el programa lineal anterior sin incluir las igualdades en 3).

Solucién igualitaria:

max %u (s)Uj(s) —Uj (%) s.a.

LY wp(s)[Ui(s)=Ui(ti,s—;) + € (tilsi)] > 0 Vi€ N,Vs;,t; € S;
S_;€S_;

2. > u(s)Ui(s) = Ui(c*) >0 Vie N
seS

3. S HEUG) ~Ui(0") = S p(9)Us () ~Uj (o) VirjeN

4. > p(s) =1, p(s)>0 VseS
ses
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La funcién objetivo maximiza, sin pérdida de generalidad, el pago esperado del
jugador j con respecto al equilibrio de Nash o*. Al ser igualitaria, la ganancia de todos
los jugadores es la misma.

Las desigualdades en 1) son las restricciones de incentivos con penalizacion por
desviarse de la estrategia s; a t;

Las desigualdades en 2) garantizan la racionalidad individual.

Las igualdades en 3) garantizan que los pagos esperados de todos los jugadores con
respecto al equilibrio de Nash sean los mismos.

Las restricciones en 4) garantizan que u sea una distribucion de probabilidad.

Solucién utillitaria:

méx >, | >, u(s)Ui(s) —U;(c*)]| s.a.

i€N LseS

Lo > w(s)[Ui(s) = Ui(tiys—i) + € (tilsi)] >0 Vi e N,Vs;, t; € 5;

S_i€S_;

2. > u(s)Ui(s) =Ui(c*) >0  VieN
ses

3. > u(s)=1, p(s)>0 VseS
ses

La funcién objetivo maximiza la suma de utilidades esperadas de todos los jugadores
con respecto al equilibrio de Nash o*

Las desigualdades en 1) son las restricciones de incentivos con penalizacion por
desviarse de la estrategia s; a t;

Las desigualdades en 2) garantizan la racionalidad individual.

Las restricciones en 3) garantizan que p sea una distribucion de probabilidad.

3.4. Juegos no cooperativos con formacién de equipos por

firma de contratos

Sea G = (N, (Si)ien > (ui)z‘eN) un juego en forma estratégica con |N| > 2. Suponga
que para cada coalicién no vacia de jugadores R C N el mediador del juego les propone

un contrato que les permite jugar de la siguiente forma:

El conjunto de jugadores R que decide firmar el contrato juega como un equipo.
Esto es, juegan como un dnico jugador contra el conjunto de jugadores que no firmaron

el contrato.
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Al jugar como un tnico jugador, su conjunto de estrategias es ahora Sp = X;cprS;i,
y el pago asociado a dicho jugador es el vector de pagos ug (s) para cada perfil de

estrategias s = (sg,s_gr) € S.

Definicién 3.4.1 Sean G = (N, (Si);cn » (wi);en) un juego en forma estratégica con
IN| > 2y RC N una coalicion no vacia de jugadores. El juego coalicional Gr es un

juego en forma estrdtegica tal que:
» G tiene [N — R| + 1 jugadores: el conjunto de jugadores es RU {i ¢ R}.
» FEl conjunto de estrategias de la coalicion R es Sp = X;eprS;.

» up : S — RIE es una funcion que asocia cada perfil de estrategias s € S con el

vector de pagos ug (s) de la coalicion R.

Notacion 3.4.2 FEl conjunto de perfiles de estrategias puras de cada juego coalicional
GRr se denota por S(r_g) = Sr Xi¢r Si- El conjunto de perfiles de estrategias miztas
de cada juego coalicional Gg se denota por ¥r _ry = A (SR) Xigr Zi-

Para cada coalicion de jugadores R C N tal que |R| = 1 se tiene que Gr = G.
Es decir, se necesitan al menos dos jugadores que firmen un contrato para formar un

equipo que pueda jugar conjuntamente.

Para cada perfil de estrategias puras s_r € S_g de los jugadores que no pertenecen
a la coalicién R, el conjunto de pagos del jugador R usando estrategias puras esta dado
por vectores de RIZl entre los cuales solamente podria eliminar aquellos para los que
exista otro vector que fuera favorable para el equipo, pues al jugar como un tnico
jugador solamente se podria desviar a un vector que fuera al menos tan bueno para

cada jugador que formo la coalicion.

Extendiendo el juego permitiendo estrategias mixtas para cada jugador, dado un
perfil de estrategias mixtas o_r € ¥_g de los jugadores que no pertenecen a la coalicién
R, el conjunto de pagos del jugador R usando estrategias mixtas es ahora un conjunto
convexo y compacto de vectores en RIFl entre los cuales solo escogeria aquellos que
fueran eficientes, pues para estos vectores no existen otros que favorezcan a todos los

jugadores que formaron la coalicién sin perjudicar a alguno de ellos.

Denotese a la region de pagos del jugador R dado el perfil de estrategias o _g € ¥_g

de los jugadores que no pertenecen a la coalicion R por
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P, ,= {a: eRIBl: 2 =Ug(or,0_R),0R € A(SR)}

Si R = N entonces existe un tnico jugador en el juego coalicional Gg, y al no

existir otros jugadores contra los que compite, su region de pagos esta dada por Il =

{U (0) eRIVl: g5 ¢ A(S)}.

Definicion 3.4.3 Sean R C N una coalicion no vacia de jugadores y o_g € X_r un
perfil de estrategias de los jugadores que no pertenecen a la coalicion. Una estrategia
or € A(SR) del jugador R es fuertemente dominada si existe otra estrategia U/R €
A (Sg) tal que para cada perfil de estrategias o_p € Y_pr de los jugadores que no

pertenecen a la coalicion R se cumple
Ur(oRr,0-r) < Ug (U}g,U—R>-

Definicién 3.4.4 Sean R C N wuna coalicion no vacia de jugadores y o_p € ¥_p un
perfil de estrategias de los jugadores que no pertenecen a la coalicion. Una estrategia

or € A(SR) del jugador R es débilmente dominada si existe otra estrategia JIR €
A (Sr) tal que

» Para cada perfil de estrategias o_p € %_g de los jugadores que no pertenecen a

la coalicion R se cumple Ug (cg,0_r) < Ug (0;%,0’_3) .

» Existe un perfil de estrategias ¢_p € X_g de los jugadores que no pertenecen a
la coalicion R tal que Ug (UR, qﬁ_R) < Upr (O'/R, ¢—R) .

Si R = N entonces una estrategia o € A (S) es dominada si existe otra estrategia
o' € A(S) tal que U (o) < U (o).

Definicion 3.4.5 Sean R € N wuna coalicion no vacia de jugadores y o_r € Y_pg
un perfil de estrategias de los jugadores que no pertenecen a la coalicion. La estrategia
or € A(SR) del jugador R es eficiente respecto a o_pg si no existe otra estrategia
O'/R € A(Sg) tal que Ug (or,0-gr) < Ugr (a;%,J_R>.

Esto significa que una estrategia op € A (Sg) del jugador R es eficiente respecto a
o_rE€X_rsiUp (O’R,U_R) e PO (PgiR).
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Definicion 3.4.6 Sean R C N wuna coalicion no vacia de jugadores y o_p € Y_R
un perfil de estrategias de los jugadores que no pertenecen a la coalicion. La estrategia
or € A(Sg) del jugador R es débilmente eficiente respecto a o_g si no existe otra

estrategia O'/R € A(Sg) tal que Ug (0r,0-g) < Upg (JIR, 0,R>.

Si R = N entonces todos los jugadores juegan como un solo equipo en el juego
coalicional G, y asi pueden obtener cualquier vector de pagos eficiente x € PO (IT) C

RNV del juego original G.

Proposicion 3.4.7 Sea R C N una coalicidn no vacia de jugadores. Si una estrategia
or € A(Sg) del jugador R es fuertemente dominada, entonces no es eficiente respecto

a cada perfil de estrategias o_g € X_pr de los jugadores que no pertenecen a la coalicion.

Demostraciéon. Sea R C N una coalicién no vacia de jugadores y suponga que el
jugador R tiene una estrategia or € A (Sg) que es fuertemente dominada.

Entonces existe otra estrategia o, € A (Sg) tal que para cada perfil de estra-
tegias o_p € X_p de los jugadores que no pertenecen a la coalicion R se cumple
Ur(or,0-g) < Ugr (UIR,U,R).

Asi, or no es eficiente respecto a cada perfil de estrategias oc_p € X_p de los

jugadores que no pertenecen a la coaliciéon. =

Definicion 3.4.8 Sea R C N una coalicion no vacia de jugadores. Un perfil de estra-

tegias o* = (JE,O’tR) es un equilibrio del juego coalicional Gg si
» Para cada jugador i ¢ R y cada estrategia pura s; € S; se satisface
Ui (0*) > U; (si,0%;).

» La estrategia o del jugador R es eficiente respecto a o* .

Un equilibrio de un juego coalicional es débil si en la segunda condicién de la

definicién anterior se pide eficiencia débil en vez de eficiencia.

Si todos los jugadores deciden jugar como un solo equipo, toda estrategia o € A (5)
tal que U (o) € PO (IT) € RN del juego G es un equilibrio del juego coalicional G'g.

Proposicion 3.4.9 Sean G = (N, (Si)ien > (ui)ieN) un juego en forma estratégica, o*
un equilibrio de Nash de G y R € N wuna coalicion no vacia de jugadores. Si o es

eficiente respecto a o p entonces o™ induce un equilibrio del juego coalicional Gg.
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Demostracion. Sea R C N una coaliciéon no vacia de jugadores. Por ser ¢* un
equilibrio de Nash de G para cada jugador ¢ € N y cada estrategia pura s; € S; se
satisface U; (0*) > U; (si, a*_i). En particular se cumple para cada jugador i ¢ R.

Ademas por ser 0}, es eficiente respecto a o* ; entonces se satisfacen las condiciones

para que ¢o* induzca un equilibrio (J}‘%, o* R) del juego coalicional Gr. ®m

Del resultado anterior se puede ver que no todo equilibrio de Nash de G es un

equilibrio para cada juego coalicional Gg.

Existen dos tipos de juegos coalicionales en los que se pueden deducir facilmente
cuéles son los equilibrios para dichos juegos: cuando la coalicién sélo esté formada por

un jugador, o cuando esta formada por todos los jugadores.

Proposicion 3.4.10 Sean G = (N, (Si)ien » (ui)ieN) un juego en forma estratégica y
R C N tal que |R| = 1. Entonces el juego coalicional Gr tiene al menos un equilibrio

en estrategias miztas.

Demostracion. Si |R| = 1 entonces el juego coalicional G equivale al juego G, y

por el teorema de Nash existe un equilibrio en estrategias mixtas de G. m

Proposicion 3.4.11 Sean G = (N, (Si);cn » (wi);en) un juego en forma estratégica.

Entonces el juego coalicional G tiene al menos un equilibrio en estrategias miztas.

Demostracion. Si R = N, como el conjunto de pagos II del jugador R es un
conjunto convexo y compacto de RV, entonces existe al menos un punto z € II tal
que x € PO (II). Luego toda estrategia o € A (S) tal que U (0) = x es un equilibrio

del juego coalicional Gr. =

Las dos proposiciones anteriores muestran que si no se puede formar una coalicién
con al menos dos personas entonces el resultado sera el mismo que en el juego original,
y si todos los jugadores deciden cooperar de manera conjunta entonces siempre pueden
alcanzar vectores de pagos que son eficientes, algo que no siempre sucedia cuando cada

uno de ellos decidia jugar de manera independiente.

Corolario 3.4.12 Todo juego coalicional Ggr de un juego bipersonal tiene al menos un

equiltbrio en estrategias mixtas para cada coalicion no vacia de jugadores R C N.
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Demostraciéon. Dado que las tnicas coaliciones no vacias de jugadores R C {1, 2}
pueden tener cardinalidad |R| =1 o |R| = 2 = |N|, por las dos proposiciones previas
se tiene que G tiene al menos un equilibrio en estrategias mixtas para cada coalicién

no vacia de jugadores RC N. m

Surge de manera natural la cuestiéon de si no todos los jugadores decidieran jugar
en equipo, pero éste estd formado por al menos dos de ellos, entonces debiera existir

un equilibrio para el juego coalicional asociado.

Conjetura 3.4.13 Sean G = (N, (Si)ien (ui)iGN) un juego en forma estratégica tal
que |[N| > 3 y R C N wuna coalicion no vacia de jugadores tal que 1 < |R| < |NJ|.

Entonces el juego coalicional Gg tiene al menos un equilibrio en estrategias mixtas.



Capitulo 4
Aplicacién en juegos no

cooperativos clasicos

4.1. Equilibrio y contratos en juegos bipersonales

4.1.1. Dilema del prisionero

A B
A (5,5) (0,6)
B (6,00 (1,1)

En este juego para ambos jugadores la estrategia B es fuertemente dominante.

Luego de la eliminacion de las estrategias fuertemente dominadas, el juego residual es

B (1,1)

Asi, el perfil de estrategias s = (B, B) es el tnico resultado del proceso de raciona-

lizacién y por tanto es el tnico equilibrio de Nash del juego.

Este equilibrio les da a los jugadores el pago u (s) = (1,1), mientras que el pago
(5,5) dado por la estrategia s = (A, A) que seria mas deseable por ambos jugadores

no se puede alcanzar por ningin equilibrio.

Extendiendo el juego permitiendo estrategias correlacionadas, el conjunto de equi-
librios correlacionados del juego estan dados por las distribuciones correlacionadas
p=[n(AA),1u(A B),u(B,A),u(B,B)] € A(S) que satisfacen:

73



74 CAPITULO 4. APLICACION EN JUEGOS NO COOPERATIVOS

—p(A,A) — u(A,B) > 0
4(B,A)+p(B,B) >0
~p(A,A) - u(B,4) > 0
4(A,B)+p(B,B) >0

De la primera y tercera desigualdad, por ser p € A(S) se tiene que (A, A) =
w(A,B) = u(B,A) = 0y en consecuencia (B, B) = 1. Por tanto el conjunto de
equilibrios correlacionados solo esté formado por [0,0,0,1] € A (S), la cual es la dis-

tribucion correlacionada inducida por el equilibrio de Nash s = (B, B).
En la grafica se muestran:

s El conjunto de pagos posibles, dado por la envoltura convexa de los puntos
A=(1,1), B=(6,0), C=(5,5), D=(0,6).

» El pago del equilibrio de Nash s dado por el punto A=(1,1).

Al ser el equilibrio de Nash s el tnico equilibrio correlacionado del juego G, el pago
u(s) es el tnico punto de CEP (G). Dado que deben existir al menos |[N| +1 = 3
equilibrios de Nash de G para que exista un contrato ideal respecto a s, esta condicién

no se satisface.

Ademas esto se cumple porque si solamente el jugador i € {1,2} decidiera firmar el
contrato, se cumpliria U; (T{i}) < u; (s) sin importar cual fuera la estrategia 7;, que
le recomendara el mediador al jugador i, al elegir el otro jugador siempre su estrategia

dominante a{fi} = B.
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4.1.2. Batalla de los sexos

A B
A (2,1) (0,0)
B (0,0) (1,2)

En este juego los perfiles de estrategias s! = (A4, A) y s?> = (B, B) son equilibrios de

Nash en estrategias puras, cuyos respectivos pagos son u (81) =(2,1)yu (52) =(1,2).

Ademés existe un equilibrio de Nash en estrategias mixtas o* = [(%, %) , (%, %)],
cuyo pago es U (0*) = (3, 2).

Extendiendo el juego permitiendo estrategias correlacionadas, el conjunto de equi-
librios correlacionados del juego estan dados por las distribuciones correlacionadas

p= (A A), u(A B),u(B,A),u(B,B)] € A(S) que satisfacen:

21 (A, A) — (A, B) =0
—24u (B, A) + p(B,B) >0
n(AA) —2u(B,A) >0
1 (A, B) +2u(B,B) >0

C

En la grafica se muestran:

= El conjunto de pagos posibles, dado por la envoltura convexa de los puntos
A=(0,0), B=(2,1), C=(1,2).
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» Los pagos de equilibrios de Nash, dados por los puntos B=(2,1), C=(1,2), D:(%, %)

= El conjunto de pagos de equilibrios correlacionados, dado por la envoltura convexa

de los puntos B=(2,1), C=(1,2), D:(%, %)

En este caso, el conjunto de pagos de los equilibrios correlacionados coincide con la

envoltura convexa de las pagos de los equilibrios de Nash.

Dado que los pagos de los tres equilibrios de Nash de G se encuentran sobre la

frontera de CEP (G), entonces no existe algin contrato ideal para ninguno de ellos.

En el equilibrio s = (A, A) el jugador 1 obtiene su pago maximo en el juego, y
asi no podria alcanzar un pago mejor con la firma de cualquier contrato. Por tanto no

existe contrato ideal respecto a s!. Lo mismo ocurre en el equilibrio s?> = (B, B).

Para el equilibrio ¢* suponga sin pérdida de generalidad que el jugador 1 decide
firmar el contrato, pero el jugador 2 no lo hace. Sea ¢y = (p,1 — p) una estrategia

para el jugador 1. Entonces se satisface:

= Uy (A 7'{1}) =p<2-2p="U(B| T{l}) sipe |0, %) Con esto al jugador 1 le

convendria desviarse a su estrategia B y por tanto

Uz (o8 | 701)) = U2 (B.B) =2 > 3 = U (")

= Uy (A 7'{1}) =p>2-2p="U(B| 7'{1}) sipe (%, 1]. Con esto al jugador 1 le

convendria desviarse a su estrategia A y por tanto

Us (agl} | 7{1}) = Uy (A, A) = 1> 2 =T, (0%)

« Sip= % entonces Us (A | 7'{1}) = % = Uy (B| T{l}). La tnica estrategia del
jugador 2 con la que no se desviaria el jugador 1 es aél} = (%, %), y con esto

Ur (T1y) = Ut (0%). Por tanto Uy ((1y) # Ut (o).

De lo anterior no existe 71y tal que 7 sea un contrato ideal respecto a o*.

Este ejemplo muestra que el hecho de que existan |N| 4+ 1 = 3 equilibrios de Nash

en el juego G no es suficiente para la existencia de contratos ideales.
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4.1.3. Juego del gallina

A B
A (6,6) (2,7)
B (7,2) (0,0)

En este juego los perfiles de estrategias s! = (4, B) y s2 = (B, A) son equilibrios de
Nash en estrategias puras, cuyos respectivos pagos son u (31) =(2,7) yu (52) = (7,2).

. . Qo1 e 3 . . * 2 1 21
Ademas existe un equilibrio de Nash en estrategias mixtas o* = [( 3 3) , (3, 3)],
14 14

cuyo pago es U (o) = (g, ?).
Extendiendo el juego permitiendo estrategias correlacionadas, el conjunto de equi-

librios correlacionados del juego estan dados por las distribuciones correlacionadas
p= (A A), u(AB),u(B,A),u(B,B)] € A(S) que satisfacen:

— (A, A) +2u(A,B) > 0
1(B,A) — 21 (B,B) >0
—u (A, A) +2u (B, A) >0
1(A,B) — 21 (B, B) > 0

D

En la grafica se muestran:

= El conjunto de pagos posibles, dado por la envoltura convexa de los puntos
A=(0,0), B=(7,2), C=(6,6), D=(2,7).
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» Los pagos de equilibrios de Nash, dados por los puntos B=(7,2), D=(2,7),
G- (5, 1),

= El conjunto de pagos de equilibrios correlacionados, dado por la envoltura convexa

de los puntos B=(7,2), D=(2,7), E=(%,2l), F=(1&, &),

La envoltura convexa de los pagos alcanzados por los equilibrios de Nash se en-
cuentra contenida estrictamente en la regiéon de pagos esperados por equilibrios corre-
lacionados, de lo cual se observa que se pueden alcanzar mejores pagos que los que se

podian alcanzar solamente usando equilibrios de Nash.

Para el equilibrio s', u (s') = (2,7) se encuentra sobre la frontera de CEP (G) y
1

por tanto no existe un contrato ideal 7 respecto a s-.
Si existiera dicho contrato, entonces se deberia cumplir Us (7{2}) > Uy (sl) =7
cuando el jugador 2 decide firmar el contrato pero el jugador 1 no lo hace, lo cual es

imposible. Por tanto no existe un contrato ideal 7 respecto a s'.

Lo mismo ocurre para el equilibrio s, pues u (52) = (7,2) se encuentra sobre la

frontera de CEP (G).

Para el equilibrio o*, U (0*) = (%, %) es un punto interior de CEP (G). Por

tanto es factible encontrar un contrato ideal T respecto a o*. En efecto: Sea el contrato

T= {7’1,7'2,7'{172}}, donde

. Ty = {T{l} (A) =0, T{1} (B) = 1}
» 7oy = {7 (A) =0, 79 (B) = 1}

" T{1,2} = {7'{1,2} (A7A) = %7 T{1,2} (AvB) = T{1,2} (B7A) = ia T{1,2} (B7B) = 0}

Suponga que el jugador 1 decide firmar el contrato pero el jugador 2 no lo hace.

Entonces el pago esperado del jugador 2 dada la estrategia 71y es

= Si s9 = A entonces Us (52 | 7'{1}) =2< % =Us (0*)
= Si s9 = B entonces Uy (32 | 7'{1}) =0< %4 =Us (0*)

{1}
2

Con esto se tiene que o5’ = A, pues dicha estrategia maximiza su pago dada la

estrategia correlacionada 71).
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Dado que el jugador 2 elegiria su estrategia A, el pago esperado para el jugador 1

es Uy (T{l}) =7> % =U; (U*)

Ademés, el perfil de estrategias correlacionadas
1
(T{l},sg }) = {u(A,A) =0, u(A,B)=0, u(B,A) =1, u(B,B) =0}

es un equilibrio correlacionado del juego.

Como el juego es simétrico, lo mismo sucede si el jugador 2 decide firmar el contrato

pero el jugador 1 no lo hace.

Si ambos jugadores deciden firmar el contrato, entonces se cumple
Ui (tpey) =4 > 5 =U1(0") Us (Triy) = 4 > 5 = Ua (o)

Ademas 71 9 es un equilibrio correlacionado del juego.

Asi, 7 es un contrato ideal con respecto al equilibrio de Nash ¢*. El juego de firma

de contrato G, asociado a este contrato ideal esta dado por

F F’
Fo(3E) (1,2

Fooen (5.5)

Firmar el contrato es una estrategia dominante para ambos jugadores, y por lo

tanto (F, F') es un equilibrio del juego de firma del contrato ideal .

Dado que ambos jugadores elegirian firmar el contrato, para cada jugador definase

una matriz de penalizaciones por rompimiento del contrato mediante:

Por simetria del juego, supongase que €1 (B|A) = €2 (B|A) y €1 (A|B) = €2 (A|B).
Ademas €1 (A|A) = €2 (A|A) = €1 (B|B) = €2 (B|B) = 0.

Con esto, el conjunto de equilibrios correlacionados con penalizaciones son todas
las distribuciones correlacionadas pu = [ (A4, A),u(A,B),u(B,A),u(B,B)] € A(S)

que satisfacen:

le1 (BIA) — 1] 1 (A, 4) + [ex (BIA) +2] i (A, B) > 0
le1 (A[B) + 1] (B, A) + [e1 (A1B) — 2] (B, B) > 0
le1 (BIA) — 1] (A, A) + [e1 (BJA) +2] (B, A) = 0
le1 (AIB) + 1] 1t (A, B) + [e1 (A|B) — 2] (B, B) > 0
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De la primera y tercera desigualdad, si la penalizaciéon del mediador al jugador
que se desvia cuando su recomendacion fue jugar su estrategia A es € (B|A) > 1,
entonces la estrategia A de cada jugador se volveria dominante y por tanto la estrategia
s = (A, A), la cual les da un pago a los jugadores que maximiza la suma de utilidades,

seria alcanzable mediante el uso de este tipo de equilibrios.

Si 0 < €1 (B]A) < 1, entonces la estrategia que maximiza la suma de utilidades
de los jugadores se encuentra maximizando la probabilidad de jugar u (A, A). Para
esto primero se suman la primera y tercera desigualdad, luego se sustituye u (A, B) +
p(B,A)=1—p(A,A) — u (B, B) y finalmente se supone u (B, B) = 0.

De lo anterior, se obtiene que la estrategia correlacionada con penalizaciones que

maximiza la suma de utilidades de los jugadores esta dada por:

la cual les da el pago

i i) ()

De esta forma, se puede ampliar el conjunto de equilibrios para obtener pagos que

no se podian alcanzar solamente con los equilibrios correlacionados.

4.2. Juegos coalicionales en un juego tripersonal

Extendiendo el juego del gallina a 3 jugadores se obtienen las siguientes matrices
de pago, donde el jugador 1 escoge renglones, el jugador 2 escoge columnas y el jugador

3 escoge matrices:

A A B B A B
A (6,6,6) (2,7,2) A (2,2,7) (2,0,0)
B (7,2,2) (0,0,2) B (0,2,0) (0,0,0)

Sea R C {1,2,3} una coaliciéon no vacia de jugadores.

Si |R| = 1 entonces el juego coalicional G coincide con el juego G, y por tanto el

conjunto de equilibrios es el mismo. Estos equilibrios son:
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» El perfil de estrategias puras s' = (B, A4, A), cuyo pago es u (51) = (7,2,2).
= El perfil de estrategias puras s = (A4, B, A), cuyo pago es u (32) =(2,7,2).

» El perfil de estrategias puras s® = (A, A, B), cuyo pago es u (33) =(2,2,7).

» El perfil de estrategias mixtas o! = [(1 0), (%, %) , (%, %)], cuyo pago es

U (0") = (35, 5.

» El perfil de estrategias mixtas 02 = [(%, %) ,(1,0), (%, %)], cuyo pago es

U (0%) = (4.3, 4).

» El perfil de estrategias mixtas o3 = [(% %) (% %) (1, 0)], cuyo pago es

U(o?) = (5. 5.%)-

» El perfil de estrategias mixtas o4 = [<\/§, 1- \/%) ) (\/gv 1— \/g) ’ (\/5’ 1= \/g)]’

cuyo pago es U (o%) = (&, 4, 1)

Sea |R| = 2. Por ser G simétrico, sin pérdida de generalidad suponga que R = {2, 3}.

Entonces el juego coalicional Gy esta definido por:

(4,4  (A,B) (B4 (B, B)
A [6,(6,6)] [2,2,7] [2,(7,2)] [2,(0,0)]
B [7,(2,2)] [0,(2,0] [0,(0,2)] [0,(0,0)]

En este juego la estrategia (B, B) del jugador R es fuertemente dominada por su

estrategia (A, A), por tanto puede eliminarse del juego en la busqueda de equilibrios.

Sea 01 = (p,1 —p) € ¥ una estrategia mixta del jugador 1. Entonces el pago
esperado de cada estrategia pura del jugador R dada la estrategia mixta o1 en términos
de p esta dado por:

Ur|[(A, A),01] = [2+4p, 2 + 4p]
Ur (4, B),01] = [2,7p]
Url|(B,A),01] = [7p, 2]

Dependiendo del valor de p, el comportamiento del jugador R seria:

» Si p = 0, la estrategia (A, A) dominaria débilmente a las estrategias (A, B) y
(B, A), pues se satisface:
Ur[(A,A),B] = (2,2) > (2,0) = Ur|[(A, B), B]
U [(4,A), B] = (2,2) > (0,2) = Ur[(B, A), B
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» Sipe€ (O, %), la estrategia (A, A) dominaria fuertemente a las estrategias (A, B)
y (B, A), pues se satisface:

Ur[(A, A),01] = (2+4p,2 +4p) > (2,7p) = Ur [(4, B), 01]
Url(A,A),01] = (24 4p,2+4p) > (7p,2) = Ur [(B, A), 01]
» Sip= %, la estrategia (A, A) dominaria débilmente a las estrategias (A, B) y
(B, A), pues se satisface:
U (4,4 (3. 3)] = (3.5) > (2.4) = Un [(4.5). (3. 1)
Un [(4,4), (3. D) = (4. 5) > (4.2) = Un [(B.4), (3 )]
» Sipe (%,1], las estrategias (A, A), (4, B), (B, A) son indiferentes entre si, pues

ninguna de ellas domina a otra.

Sea or = (ftaa, aps tpa,0) € A(Sgr) una estrategia mixta del jugador R. Enton-
ces el pago esperado de cada estrategia pura del jugador 1 dada la estrategia mixta or

estd dado por:
Ui (A,0R) = 6paa + 2045 + 21pa =2+ 444
Ur (B,oRr) = Triaa

Dependiendo del valor pt 44, €l comportamiento del jugador 1 seria:

w Sipgg € [O, %), la estrategia A dominaria a la estrategia B, pues se satisface:

Ui (A,or) =2+4pp44 > Tuaa = U1 (B, oR)

w Sipyy = %, entonces el jugador 1 es indiferente entre sus estrategias A y B, pues

se satisface:
Ui (A, o) = % = Uy (B,oR)

m Sipgg € (%, 1], la estrategia B dominaria a la estrategia A, pues se satisface:

Ui (A,or) =2+4p44 < Tpga =U1(B,oR)
De acuerdo a este comportamiento los equilibrios del juego Ggr pueden ser en es-
trategias puras, fuertes en estrategias mixtas y débiles en estrategias mixtas.
El conjunto de equilibrios en estrategias puras estd dado por:
» El perfil de estrategias s' = [B, (A, A)], cuyo pago es u (s') = [7,(2,2)]

» El perfil de estrategias s> = [A, (B, A)], cuyo pago es u (82) =12,(7,2)]
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» El perfil de estrategias s3 = [A, (A, B)], cuyo pago es u (33) =12,(2,7)]

El conjunto de equilibrios fuertes en estrategias mixtas estd dado por:

1

entonces o = (% y 3,0, 0)] es equilibrio, cuyo pago es

-Slpe(%v) [(p,1~p)

[?4 (2"‘31’73 +5p)}
[(,1—p)
]

w Si p € (% entonces oP = (% 0, %,0)] es equilibrio, cuyo pago es

1),
=[5, (3 +5p.2+ 3p)
[0,

» Sipgg €

%], entonces o#44 = [A, (g4, 1 — fta4,0,0)] es equilibrio, cuyo pago
es U (oF44) =

2+ 4paa, (2+4paa,7— paa)l

m Sipigy € [O, %], entonces 0#44 = [A, (tt44,0,1 — f144,0)] es equilibrio, cuyo pago
es U (oha4) = 2+ 4dppn, (7T — praa:2 +4paa)]

El conjunto de equilibrios débiles en estrategias mixtas estd dado por:

5 (5 5)]
(5 %))

w Sipgg € [%,1), entonces ot44 = [B,(ug4,1 — 1144,0,0)] es equilibrio, cuyo
pago es U (0/44) = [Try 4, (2,20 44)]

ofg
S

= El perfil de estrategias o = [(%, %) , (%, %, 0, 0)] , cuyo pago es U (o)

)

» El perfil de estrategias o = [(%, %) , (%, 0, %, O)], cuyo pagoes U (o) = [

el
vl
ofg

)

» Sipgg € [3,1), entonces o#44 = [B, (ig4,0,1 — pg4,0)] es equilibrio, cuyo
pago es U (0#44) = [Tug4, (2144, 2)]

En este juego coalicional G solamente se conservaron 5 de los 7 equilibrios de Nash
del juego G, pues al formar un solo equipo los jugadores 2 y 3 se eliminé la posibilidad
de que ambos jugadores eligieran simultaneamente la estrategia (B, B), por lo cual los

equilibrios ¢! y ¢* de G no pueden ser alcanzados.

De esto, se puede ver que aunque la cantidad de equilibrios de Gr es mayor que

los de GG, no todo equilibrio de G es equilibrio de Gg.

Si R = N, entonces el conjunto de pagos alcanzables para la coalicion es el politopo
II ={U(o):0€ A(S)}, y con esto el conjunto de equilibrios del juego Gr son las
distribuciones p € A (S) tales que U () € PO (1I).

Para los perfiles de estrategias (A, B, B), (B, A, B), (B, B, A), (B, B, B) del jugador

R se satiface:
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w[(A, B, B)] = (2,0,0) < (6,6,6) = u[(A, A, A)]
w[(B, A, B)] = (0,2,0) < (6,6,6) = u[(A, A, A)]
w[(B, B, A)] = (0,0,2) < (6,6,6) = u[(A, A, A)]
w[(B, B, B)] = (0,0,0) < (6,6,6) = u[(A, A, A)]

Con esto, dichos perfiles de estrategias no pueden pertenecer al conjunto de equili-
brios del juego G'g, y por tanto el conjunto de estrategias para que se pueden jugar en
un equilibrio es §" = {(A, A, A),(B,A,A),(A,B,A), (A, A, B)}, cuya region de pagos
esta dada por el politopo Il' = {U (¢) : 0 € A(5’)}

Lo anterior se cumple ya que para cada estrategia s € S’ no existe t € S’ tal que
U (s) < U (t). En consecuencia se tiene que PO (IT) = PO (II') . Por tanto si u es un
equilibrio de G entonces U (u) € PO (IT').

Dado que PO (IT') se encuentra sobre la frontera del politopo II', basta con buscar

los equilibrios sobre esta regién que estid dada por las 4 caras del politopo:

CI =A ({u [(A7 Aa A)] y U [(Ba A7 A)] U [(A7 B7 A)]})

CQ =A ({u [(Av A7 A)] y U [(B, A7 A)] y U [(Av A7 B)]})

Cs = A({ul(A, 4, A)],u(A B, A)],u[(A, A, B)]})

C’4 =A ({u [(B?Av A)] y U [(Aa Ba A)] y U [(A7A> B)]})

Sin pérdida de generalidad definanse sobre la cara C; las aristas

» A (C1) ={ u[(B,AA)]+(1—-Nu[(A,B,A)]:Ae0,1]}

v Ay (Ch) ={ u[(B,AA)]+ (1 —-XNul(A, A A)]:Ae]0,1]}

w A3 (Ch) ={M[(A,B,A)]+ (1 -XNu[(4, A, A)]: Xe]0,1]}

Denotese por (A; (C1))° al interior relativo de la arista A; (C1), y definase una
funcion f: (A1 (C1))° — A2 (C1) U A (C) mediante

o f(2) = ul(A A A)] sz =5 u](B.A ) +ul(4, B, A)

= Para A € (0,3), f(z) =2X\u[(B, A4, A)] + (1 —2)\) u[(A, 4, A)] si
=2 (B, A A+ (2 =) [u[(B, A A)] +u[(4 B, A)]]
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» Para A € (0,3), f(2) =2 u[(4, B, A)] + (1 —2)\)u[(A, A, A)] si
=2 u[(4,B,A)]+ (3 — A\) [u[(A, B, A)] +u[(B, A,A)]]

Esta funcion desplaza cada punto x € (A; (C1))° sobre la cara C; en direccion
(3,3,8) hasta alcanzar un punto f () sobre A (C1)U Az (C1) que satisface f (x) > =.

En efecto:

= o =5 ul(B,A A +u[(4B,A)]] = (3.5.2) <(6,6,6) =u[(4, A4, A4)
2 =2\u[(B, A A)]+ (3 - N [u[(B,A,A)] +u(A B,A)]] =

(2,2,2) + A (5,-5,0) < (6,6,6) +2A (1, —4,—4) =

20 [(B, A, A)] + (1 =2 ) u (A4, A4, A)] = f () VA e (0,1)
=2 u[(4,B,A)]+ (5 - A) [u[(A4,B,A)] +u[(B,AA)]] =

(3,2.2) + A(—5,5,0) < (6,6,6) +2A (—4,1,—4) =

20u (A, B, A) 4+ (1 =2\ u[(A, A, A)] = f () VA€ (0,3)

Con esto, para cada x € (A1) ° se cumple = ¢ PO (II').

Dado que para cada = € (A4;(C1))° se cumple x < f(x), entonces para cada
A € (0,1) sesatisface y = Ax+(1 — \) f (z) < f (), por tanto se tiene que y ¢ PO (II')
para cada punto y € (C7) °.

Por simetria del juego, lo mismo ocurre para las caras Co y Cj.

Como se cumple z < f (z) para cada x € (41 (C1))°, y < f(y) para cada y €
(A1(C9))° y z < f(z) para cada z € (A1 (C5))°, entonces w = Az + Aoy + A3z <
Mf (@) + Aaf (y) + Asf (2) para cada A1, Ao, Az € [0,1] tal que A\; + Ao+ A3 =1, y por
tanto para todo punto w € (Cy)° se tiene que w ¢ PO (IT').

Las distribuciones cuyos pagos se encuentran sobre las aristas de II' que no han

sido eliminadas estdn dadas por los conjuntos
= Al ={[p(A,A4,4),1 - 1 (A,A,4),0,0] € A(S"), 1 (A, A, A) € [0,1]}
n A% = {[M(A7A>A) ;0,1 _M(A7A>A) 70] € A(Sl) ,M(A,A,A) € [07 1]}

» A3 ={[u(A,A,A4),0,0,1 —pu(A,A A €AS),u(A A A) € 0,1}
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Sin pérdida de generalidad, sean iy, iy € Al tales que pq (A, A, A) > py (A, A, A).
Entonces se satisface:
Ui () =7—p1 (A AA) <T— iy (A, A A) = U (o)
U (1) = 2+ 41 (A, A, A) > 2+ dpy (A, 4, A) = Uy (1)
Por tanto U (p1) £ U (2) ¥y U (1) # U (pa).

De lo anterior, se tiene todo par de estrategias ju1, o € A' es indiferente entre si.

Lo mismo ocurre para los conjuntos A? y A3,
Sean u; € A, puy € A% y s € A3, Entonces se satisface:

L Ui Gn) =T i (A A A) > 21 duy (4, A, 4) = U (1)
2 U () = 2+ 4 (A A, A) < T iy (A, A, A) = Us (1)
3. U () =7 = py (A, A A) > 2+ 4pg (A, A A) = Us (p3)
L Us(u) =2+ 4y (A, A, A) < T— iy (A, A, A) = Uy (1)
5. Uz (o) =7 —pp (A, A A) > 2+ 4pz (A, A A) = Uz ()

6. Us (:U'Q) =2+4puy (A, A, A) <T7— H3 (A,A,4)=Us (:US)

De 1) y 2) se tiene que U (p1) £ U (2) y U (p1) # U (p2).
De 3) y 4) se tiene que U (u1) £ U (u3) y U (1) # U (p3)-
)-

De 5) v 6) se tiene que U (j1y) £ U () ¥ U (113) # U (g
Con esto los conjuntos A!, A2, A% son indiferentes entre si.

Por tanto, el conjunto de equilibrios de G esta dado por los conjuntos A'UAZUA3,

los cuales incluyen a cada perfil de estrategias s € S’.
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Conclusiones

La aplicacion de técnicas cooperativas para la resolucion de juegos no cooperativos
permite encontrar nuevas formas alternativas de jugar. Sin embargo, estas alternativas
deben seguir tomando en cuenta que los jugadores aun tienen el poder para decidir

jugar o no hacerlo de dicha forma.

Para poder plantear nuevas formas alternativas de jugar, se presentaron los prin-
cipios tedricos fundamentales de juegos no cooperativos que serian necesarios para el

desarrollo de éstas.

La inclusién de un mediador externo al juego es importante para que los jugadores
tengan la oportunidad de utilizar estrategias que les permitan alcanzar pagos esperados
mejores que los que se obtienen cuando juegan de manera independiente unos de otros.
Dicho mediador debe siempre buscar la manera de que su propuesta sea aceptada por

todos los jugadores, dandoles los incentivos necesarios para hacerlo.

El uso de contratos que los jugadores pueden tener la oportunidad de firmar o recha-
zar, dependiendo de los incentivos que ofrecen para hacerlo, fue una técnica utilizada
para el planteamiento de una forma alternativa de jugar. Se buscaron las condiciones
para definir un tipo de contrato que satisfaciera que la mejor opcién para los jugadores
siempre fuera firmar en lugar de rechazar dichos contratos, a los cuales se les dio el

nombre de contratos ideales.

Una condicién necesaria que se establecié para cumplir lo anterior es que cada vez
que un jugador firmara un contrato de este tipo, el pago esperado por haber tomado
esa decision fuera mejor que el que se obtiene si jugara de acuerdo a un equilibrio de

Nash del juego, y que cada vez que decidiera rechazar dicho contrato, se arriesgaba a

87
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obtener un pago esperado menor al mencionado anteriormente, para que asi tuviera

incentivos para firmar siempre el contrato.

De la definicién de tales contratos, se encontraron algunas relaciones entre el com-
portamiento esperado de los jugadores en cada situacién posible del juego derivado por
la firma de un contrato ideal y el que siguen cuando juegan de acuerdo a un equili-
brio correlacionado. La forma de jugar propuesta por el mediador para los jugadores
que firman un contrato determina también la forma de jugar para aquellos que no
lo hacen. Este comportamiento genera un equilibrio correlacionado, el cual satisface
que la distribucién marginal para los jugadores que rechazan el contrato sigue siendo

independiente de aquellos que lo firmaron.

No en todos los juegos se puede definir un contrato de este estilo, dependiendo
del equilibrio que se tome en cuenta para generarlo. Un aspecto que permite ayudar
a determinar la existencia de tales contratos es la cantidad minima de equilibrios del
juego. También la localizacion del pago esperado de un equilibrio dentro de la region
de pagos esperados de los equilibrios correlacionados podria ser determinante para

alcanzar dicho objetivo.

Para saber cual estrategia elegir para la situacién donde todos los jugadores firman
el contrato ideal, se hizo uso de los modelos de negociaciéon y se supuso que el mediador
podria ayudarse de alguno de ellos, buscando entre los equilibrios correlacionados cuyos
pagos esperados sean individualmente racionales respecto al pago esperado por jugar
de acuerdo al equilibrio de Nash a partir del cual se gener6 dicho contrato, y encontrar

dicha estrategia usando alguna de las soluciones de negociaciéon clésicas.

Ademas se supuso que el mediador podria penalizar a los jugadores que rompieran
dichos contratos, pues al ser acuerdos que les dan incentivos necesarios para firmar-
los, no seria racional desviarse de las recomendaciones dadas por él. De esta forma,
dependiendo del valor asignado a las penalizaciones de desviacion, el mediador pue-
de proponer a los jugadores mejores estrategias que les permiten obtener pagos que
no se podian alcanzar anteriormente y que ademés son mejores en comparaciéon a los

alcanzados por los equilibrios de Nash, lo cual era el objetivo principal de esta tesis.

También se definié otra forma alternativa de jugar, en la cual los jugadores que
eligen firmar el contrato deciden formar una coalicién que juegue como un solo equipo
contra aquellos no lo hicieron. Al jugar de esta forma, se preocupan ahora por el

bienestar comin en lugar del individual.
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El conjunto de equilibrios generados por este nuevo comportamiento difiere de los
mencionados anteriormente (de Nash y correlacionados), pues al jugar de manera con-
junta los jugadores de dicha coaliciéon, la desviacién de estrategias también es conjunta

y ya no individual.

Si todos los jugadores decidieran formar la coalicion entonces podrian obtener cual-
quier pago del juego que fuera eficiente grupalmente. Sin embargo, si no se formara
la gran coalicién, aunque el pago esperado por jugar de esta manera fuera eficiente
grupalmente para la coalicién formada dado el comportamiento de los demés, podria
no ser individualmente racional respecto al que obtendrian de manera independiente y

entonces al menos uno de ellos saldria perdiendo.

En el capitulo final se presentaron algunos juegos no cooperativos clésicos (dilema
del prisionero, batalla de los sexos, juego del gallina), los cuales sirvieron de apoyo para

ejemplificar la forma de jugar de las nuevas alternativas propuestas.

Partiendo de los resultados generados en el desarrollo de esta tesis, se pueden pro-

poner algunas lineas de investigacién para trabajos futuros:

» Encontrar condiciones suficientes para la existencia de contratos ideales.

= La existencia de miltiples contratos que los jugadores puedan elegir firmar, para
que asi cada uno de ellos pueda jugar de acuerdo a las recomendaciones que

pudiera hacerles un mediador, dependiendo de cual contrato decidan firmar.

s El comportamiento de los jugadores cuando se hace una particiéon arbitraria de
ellos para que jueguen de manera conjunta de acuerdo al equipo que pertenezcan

después de realizar la particion.
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