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Introducción

Las caminatas aleatorias conforman uno de los más investigados ejemplos de procesos estocásticos.
Su relación con el movimiento browniano, y, en general, con los procesos de Lévy, nos da luz para
percatarnos de lo versátil e interesante que pueden ser. Una de las principales razones de estudio
radica en su aplicabilidad. Por ejemplo, en finanzas fue de interés modelar fluctuaciones de mercado
con dicho objeto; en estadística y ciencias de la computación son herramientas de utilidad para
simular. En particular un gran número ejemplos tienen sus raíces en física estadística (ver Lawler
y Limic [15]). No obstante, existen varios fenómenos que involucran incertidumbre en donde las
caminatas aleatorias resultan ser un buen modelo. Las referencias clásicas, entre la amplia gama de
bibliografía existente respecto a estas, son Spitzer [19] y Feller [11]; en este escrito dirigimos nuestra
atención a la última.

Partiendo de una caminata aleatoria que toma valores en R, resulta natural examinar qué sucede
si se le condiciona a encontrarse en un subconjunto de R. En particular, cuando el subconjunto de
interés es R+; esto da pie a un nuevo proceso llamado caminata aleatoria condicionada a ser positiva.
Se conocen dos construcciones clásicas de este objeto. La primera de ellas, hallada por Tanaka, pero
optimizada por Doney [10] consiste en una construcción trayectorial y hace uso de las bondades que
poseen las caminatas aleatorias. En la segunda, investigada por Bertoin [2], se emplea la técnica de la
h-transformada de Doob para describir la probabilidad de transición del proceso antes mencionado.
Dicha construcción hace uso de las funciones armónicas, mediante la transformación de Doob, que
son herramientas analíticas y eficaces, fuertemente relacionadas con martingalas.

Motivados por el caso discreto, nos resulta de interés abordar también el caso continuo. Espe-
cíficamente, qué sucede cuando consideramos al movimiento browniano en lugar de a la caminata
aleatoria. Como resultado de lo anterior veremos que el movimiento browniano de dimensión uno
condicionado a ser positivo puede verse como un proceso de Bessel de dimensión tres; el cual gracias
a la representación de Pitman, se encuentra en términos de un movimiento browniano de dimensión
uno. La referencia clásica pertinente al movimiento browniano es Revuz y Yor [18], sin embargo
también hacemos referencia a Mörters y Peres [16], donde se discute un poco más la relación entre
caminatas aleatorias y movimiento browniano.

Por otro lado, Biggins [4] estudió el comportamiento asintótico de los tiempos de ocupación tanto
de caminatas aleatorias condicionadas a ser positivas como del proceso de Bessel de dimensión tres.
Los tiempos de ocupación describen cuánto tiempo un proceso se encuentra en algún subconjunto de
R. Cuando se analiza el comportamiento asintótico es usual buscar funciones deterministas que, en el
límite, se comporten de manera similar a los procesos de interés. Los resultados más importantes en
la teoría de probabilidad que hacen uso de tal idea son la ley fuerte de grandes números y la ley del
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iv Introducción

logaritmo iterado (véase Mörters y Peres [16]).
Este escrito, que en esencia consiste en una revisión bibliográfica, tiene como primer objetivo

presentar de manera autocontenida y detallada a las caminatas aleatorias condicionadas a ser positivas
y al movimiento browniano condicionado a ser positivo. Como segundo objetivo, nos proponemos
estudiar el comportamiento asintótico de los tiempos de ocupación de los dos procesos anteriores.
Aprovechamos para mencionar que este trabajo nació con la idea de desglosar Biggins [4], sin embargo
el primer obstáculo que encontramos fue la caminata aleatoria condicionada a ser positiva, lo que
nos llevó a estudiar Bertoin [2] y Doney [10]. Una vez examinado este objeto ganamos una fuerte
intuición, volviendo el estudio de Biggins [4] más ameno. Hacemos hincapié en que dicho artículo es
un tanto técnico, y, por ende, hicimos un fuerte esfuerzo en detallar cuidadosamente los cálculos,
muchos de los cuales no eran del todo inmediatos; de hecho el apéndice tiene la finalidad de validar
un paso en la demostración del Lema 3.5. Precisando que el artículo principal estudia caminatas
aleatorias centradas y de varianza finita es natural introducir al movimiento browniano condicionado
a ser positivo; por tal razón los procesos de Lévy condicionados a ser positivos no fueron estudiados,
pero pueden encontrarse tanto en Bertoin [2] como en Doney [10].

Para seguir este escrito es deseable conocer herramientas de teoría de la renovación, cálculo
estocástico y procesos de Markov; la estructura del trabajo se presenta a continuación.

En el primer capítulo construimos a la caminata aleatoria condicionada a ser positiva, para ello
se introducce a la h-transformada de Doob. Posteriormente describimos la construcción de Bertoin y
por último justificamos porqué la construcción de Tanaka, la cual es más intuitiva, corresponde al
mismo proceso.

El segundo capítulo puede pensarse como el análogo a tiempo continuo del primero. En este
introducimos al proceso de Bessel y demostramos su relación con el movimiento browniano condi-
cionado a ser positivo. Para finalizar detallamos la representación de Pitman, la cual nos permite
visualizar al proceso de Bessel de dimensión tres únicamente en función de un movimiento browniano
de dimensión uno.

El tercer capítulo se enfoca en estudiar el comportamiento asintótico de los tiempos de ocupación
para caminatas aleatorias condicionadas a ser positivas, establecido en el Teorema 4.1. Para ello
desglosamos a todo detalle la parte discreta de Biggins [4]. Este capítulo se caracteriza por ser técnico;
pero la intuición y pasos detrás de la demostración del teorema principal del capítulo 3 son los
siguientes: Como primer paso introducimos a una variable auxiliar, la cual nos permitirá describir el
comportamiento entre las excursiones de la caminata aleatoria condicionada ser positiva por debajo
de los máximos sucesivos de la caminata aleatoria original. Como segundo paso estudiamos las
propiedades dicha variable auxiliar, haciendo hincapié en sus momentos, transformada de Laplace
y la independencia que posee respecto al proceso de altura en escalera. Una vez analizada esta
variable podremos acotar, tanto por arriba (con la desigualdad maximal para supermartingalas
positivas) como por abajo (explotando la monotonía del tiempo de ocupación), cantidades de interés.
Finalmente, aplicamos el Lema de Borel-Cantelli a dichas cantidades de interés y con ello finalizamos
la prueba del teorema.

El cuarto y último capítulo estudia el comportamiento asintótico de los tiempos de ocupación para
el proceso de Bessel de dimensión tres, por ello fue necesario recordar resultados correspondientes a
subordinadores y para esto tomamos como referencia a Bertoin [3]. La idea de este capítulo es, por un
lado, usar cotas exponenciales del tiempo de ocupación de un proceso de Bessel de dimensión tres, las
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cuales se encuentran en los artículos Gruet y Shi [13] y Ciesielski y Taylor [8], para poder hacer uso
del Lema de Borel-Cantell y, por otro lado, invocar la ley del logaritmo iterado para subordinadores.

Al finalizar el tercer y cuarto capítulos se concluye el desglose de Biggins [4] y se satisfacen los
objetivos propuestos para este escrito.

Por último consideramos necesario incluir un apéndice donde estudiamos la descomposición de
Wiener-Hopf para caminatas aleatorias, basándonos en las notas del Dr. Andreas Kyprianou. En este
apéndice se demuestran dos resultados importantes respecto a las caminatas aleatorias, los cuales se
emplean las primeras dos secciones del tercer capítulo.





1 Caminata aleatoria condicionada a ser
positiva

El objetivo de este capítulo reside en introducir a la caminata aleatoria condicionada a ser
positiva, que es el objeto fundamental en el desarrollo de la tesis. Para poder hacerlo estudiamos dos
construcciones. La primera se basa en la técnica de h-transformada de Doob, la cual fue desarrollada
en Bertoin [2]. La segunda es la construcción trayectorial descrita por Tanaka, pero basándonos en
Doney [9, 10].

1.1. Preliminares

A lo largo de este capítulo {ξi, i ≥ 1} es una sucesión de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas. La caminata aletoria S = {Sn}n∈N se define como

S0 = x, Sn =

n∑
i=1

ξi + x,

para cada x ∈ R. Denotamos por Px a la ley de la caminata aleatoria que empieza en x, por
simplicidad P0 = P. La esperanza de S bajo la medida Px la expresamos como Ex.

Para una caminata aleatoria S introducimos a los tiempos ascendentes en escalera o ascending
ladder times, los cuales se definen de manera recursiva como

γ0 = 0, γk = ı́nf
{
n > γk−1 : Sn > Sγk−1

}
, para k = 1, 2, . . . (1.1)

De manera similar, introducimos a los tiempos descendentes en escalera o descending ladder time,
los cuales denotaremos por γ̂k. A cada ladder time le corresponde una altura en escalera, estas alturas
las definimos como

Hk = Sγk y Ĥk = −Sγ̂k ,

donde interpretamos a S∞ =∞.
Es claro que tanto Hk como Ĥk son variables aleatorias no negativas y en virtud de la propiedad

fuerte de Markov Hk −Hk−1
L
= Sγ1

. Con esto en mente podemos definir las medidas de renovación
asociadas a {Hk} y {Ĥk} las cuales denotaremos por U y Û respectivamente, es decir

U(x) =

∞∑
k=0

P (Hk ≤ x) y Û(x) =

∞∑
k=0

P
(
Ĥk ≤ x

)
, para x ≥ 0.

1



2 1. Caminata aleatoria condicionada a ser positiva

1.1.1. La h-transformada de Doob

La h-trasformada es una técnica que nos permite realizar un cambio de medida sobre un proceso
de Markov homogéneo y obtener otro proceso de Markov homogéneo que se encuentre en función del
primero. Para poder definir esta transformada debemos introducir a las funciones armónicas y al
vínculo que estas tienen con las martingalas.

Consideremos un proceso de Markov homogéneo X, con kernel de transición Pt(x, dy), donde
t ∈ N o t ∈ R. El proceso estocástico X está definido sobre un espacio de probabilidad filtrado
(Ω,F , (Ft),Px), con espacio de estados (E, E), y para cualquier función medible y acotada f : E 7→ R,
se satisface la propiedad de Markov

Ex [f(Xt+s)|Ft] = Psf(Xt) Px − c.s.

Diremos que una función medible h : E 7→ R es armónica si Pth(x) = h(x), es decir, para toda x ∈ R

Pth(x) =

∫
E

Pt(x, dy)h(y) = h(x). (1.2)

Proposición 1.1. Consideremos un proceso de Markov homogéneo X con semigrupo {Pt, t ≥
0} y distribución inicial µ. Sea h una función armónica. Si µh :=

∫
E
µ(dx)h(x) < ∞ entonces

(h(Xs), s ≥ 0) es martingala.

Demostración. Para demostrar que (h(Xs), s ≥ 0) es martingala debemos probar tres puntos: la
adaptabilidad del proceso, la propiedad martingala y la integrabilidad.

(i) Observemos que al ser h una función medible se sigue que h(Xt) es Ft−medible.

(ii) Gracias a la propiedad de Markov y a (1.2), obtenemos la propiedad martingala.

Eµ [h(Xt+s)|Ft] = Psh(Xt) = h(Xt).

(iii) Para finalizar notemos

Eµ [h(Xt)] = Eµ [h(X0)] = µh <∞,

donde la primera igualdad se da en virtud de la propiedad (ii) y la integrabilidad se sigue por
hipótesis.

Por lo tanto (h(Xs), s ≥ 0) es martingala.

Deseamos condicionar nuestro proceso sobre un evento A ∈ F con probabilidad positiva. Sea
Ẽ = {x ∈ E : Px(X ∈ A) > 0}, el conjunto de estados que acceden a A y por h(x) := Px(X ∈ A), es
decir, la probabilidad de que empezando en x el proceso X se encuentre en A. Podemos definir una
medida sobre Ẽ, la medida condicional al evento A la cual denotamos por Phx: para B ⊂ A se tiene

Phx(X ∈ B) := Px(X ∈ B|X ∈ A).

Para ver que la función h es armónica, consideremos x ∈ Ẽ y observemos

Ex [h(Xt+s)|Ft] = Psh(Xt) =

∫
Ẽ

Ps(Xt, dy)h(y) =

∫
Ẽ

Ps(Xt, dy)P(y,A) = PXt(X ∈ A) = h(Xt).
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Teorema 1.2. Bajo Ph
x con x ∈ Ẽ, Xt es una proceso de Markov homogéneo con espacio de estados

Ẽ y kernel de transición

Pht (x, dy) = Pt(x, dy)
h(y)

h(x)
.

Demostración. Las condiciones de medibilidad de Pht se siguen directamente de las condiciones de
medibilidad de Pt, por ende solo basta verificar que se satisface la ecuación Chapman-Kolmorgorov.
En efecto, gracias al Teoremade Tonelli y al hecho de que (Pt, t ≥ 0) es un kernel de transición se
sigue

Pht+s(x,A) =

∫
A

Pt+s(x, dy)
h(y)

h(x)

=

∫
A

1

h(x)

∫
E

Pt(x, dz)Ps(z, dy)h(y)

=

∫
E

1

h(x)
Pt(x, dz)

∫
A

Ps(z, dy)h(y)

=

∫
E

1

h(x)
Pt(x, dz)h(z)

∫
A

1

h(z)
Ps(z, dy)h(y)

=

∫
E

Pht (x, dz)Phs (z,A).

Debido a que h es una función armónica y positiva vemos∫
E

Pht (x, dy) =

∫
E

Pt(x, dy)
h(y)

h(x)
= 1.

El desarrollo anterior muestra que (Pht , t ≥ 0) es un kernel de transición. Observemos que gracias a
que Phx es absolutamente continua con respecto a Px tenemos

Ehx
[
Ex [f(Xt+s)h(Xt+s)|Ft]h−1(Xt)1{B}

]
= Ex

[
h(Xt)h

−1(x)Ex [f(Xt+s)h(Xt+s)|Ft]h−1(Xt)1{B}
]

= Ex
[
f(Xt+s)h(Xt+s)h

−1(x)1{B}
]

= Ehx
[
f(Xt+s)1{B}

]
.

Como el desarrollo anterior vale para toda B ∈ Ft se sigue que

Ehx [f(Xt+s)|Ft] = Ex
[
f(Xt+s)h(Xt+s)h

−1(Xt)|Ft
]
, Phx − c.s.

La igualdad anterior nos permite ver que la Propiedad de Markov se mantiene

Ehx [f(Xt+s)|Ft] = h−1(Xt)Ex [f(Xt+s)h(Xt+s)|Ft]

= h−1(Xt)Ps(fh)(Xt)

=

∫
Ẽ

h(y)

h(Xt)
f(y)Ps(Xt, dy)

=

∫
Ẽ

f(y)Phs (Xt, dy)

= Phs f(Xt),

lo que concluye la prueba.

Con esto notamos que la h-transformada nos otorga una fórmula para encontrar la derivada de
Radon-Nikodym, aunque no siempre será de manera explícita.



4 1. Caminata aleatoria condicionada a ser positiva

1.2. Construcción de Bertoin

Una vez definida la h-transformada, podemos encontrar la primera construcción de la caminata
aleatoria condicionada a ser positiva descrita por Bertoin [2].

1.2.1. Notación

Consideremos ω : N 7→ R∪{δ} donde δ es un punto cementerio, i.e. δ es un estado absorbente. De-
notaremos por Ω al conjunto de sucesiones de la forma anterior, es decir ω ∈ Ω si ω = (ω(0), ω(1), . . . ).
Sea ζ = ζ(ω) = sup {i : ω(i) 6= δ} el tiempo de vida de ω. Definiremos por S la caminata aleatoria,
i.e Sn(ω) = ω(n) con S0 = 0. Para toda i ≤ ζ introducimos las cadenas Si = ı́nf {Sj : j ≤ i} y
Si = sup {Sj , j ≤ i}, además ν = sup {i ≤ ζ : Si = Si} representará el índice del último ínfimo. En
el evento {ν <∞}, consideraremos la cadena post-ínfimo S−→ definida por

S−→(i) =

Sν+i − Sν para i ≤ ζ − ν,

δ para i > ζ − ν,

y la cadena retornada antes del ínfimo S←−,

S←−(i) =

Sν−i − Sν para i ≤ ν,

δ para i > ν.

Notemos que las dos cadenas anteriores son no negativas. Esto se debe a que ambas son desplazadas
por el mínimo Sν , y por ello Sk − Sν ≥ 0 para todo k < ζ.

Para considerar solo los índices donde S es positiva, introducimos a la variable A+
i la cual cuenta

el número de veces que S se mantiene por encima de cero al tiempo i, en otras palabras

A+
i =

i∑
k=1

1{Sk>0},

para ubicar los índices que nos interesan definimos α+
i := ı́nf

{
k : A+

k = i
}
, es decir, el índice de la

i-ésima visita a (0,∞). Una observación inmediata es que α1 = γ1.
Denotaremos por ∆Si := Si − Si−1, el i−ésimo incremento de la cadena S. Entonces se puede

definir a la cadena S↑ como

S↑(i) =

α+
i∑

k=1

1{Sk>0}∆Sk, para i ≤ A+
ζ ,

y S↑(i) = δ para i > A+
ζ . De manera similar definimos a la cadena S↓,

S↓(i) =

α−i∑
k=1

1{Sk≤0}∆Sk, para i ≤ A−ζ ,

y S↓(i) = δ en otro caso, donde

A−i :=

i∑
k=1

1{Sk≤0},
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así mismo α−i := ı́nf
{
k : A−k = i

}
. Es decir, partimos la cadena S en las partes donde es positiva y

donde es no positiva, notemos que la construcción de estas dos cadenas implica S↑ es positiva en
(1, . . . , A+

ζ ) y S↓ es no positiva en (1, . . . , A−ζ ).
Consideremos una medida de probabilidad P sobre Ω tal que S posee incrementos intercambiables,

es decir P(ζ = ∞) = 1 y para cualquier n ∈ N y permutación σ sobre {1, . . . , n}, las n-eadas
(∆S1, . . . ,∆Sn) y (∆Sσ(1), . . . ,∆Sσ(n)) poseen la misma ley bajo P. Esto resulta más general que la
construcción clásica de una caminata aleatoria, pues si

Sn =
∑
i≤n

ξi,

donde {ξi}i∈N son variables aleatorias i.i.d, entonces los incrementos de S son intercambiables.
Denotaremos por Pn la ley bajo P de la cadena con vida n, es decir (S0, S1, . . . , Sn, δ, . . . ), o sea,

la cadena matada al tiempo n+ 1.

Teorema 1.3. Para toda n ≥ 0 las cadenas (−S←−, S−→) y (S↓, S↑) poseen la misma ley bajo Pn.

Demostración. Fijemos x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn donde n también es fijo. Sea Λ el conjunto de ω ∈ Ω

con tiempo de vida ζ = n y tales que al ordenar los incrementos de manera creciente se obtenga lo
siguiente

(∆ω(1), . . . ,∆ω(n)) = (x1, . . . , xn),

donde ∆ω(k) es el k−ésimo incremento más pequeño. Gracias a la intercambiabilidad de los incrementos
podemos definir

PΛ(·) = Pn(·|(S0, . . . , Sn) ∈ Λ), (1.3)

la cual es equiprobable en Λ. Informalmente hablando, cualquier cadena tal que ((S0, S1, . . . , Sn) ∈ Λ)

tiene la misma probabilidad de ser seleccionada.
Sea M el conjunto de parejas de la forma (ω′, ω′′) ∈ Ω × Ω con tiempo de vida ζ(ω′) = n′ y

ζ(ω′′) = n′′, donde n′ + n′′ = n, tales que

ω′(i) ≤ 0, para i ≤ n′ y ω′′(i) > 0, para i ≤ n′′,

y además satisfacen
(

∆ω′(1), . . . ,∆ω
′
(n′),∆ω

′′
(1), . . . ,∆ω

′′
(n′′)

)
= (x1, . . . , xn) .

Tomemos ω ∈ Λ ordenada de manera tal que (∆ω(1), . . . ,∆ω(n)) = (x1, . . . , xn), donde ∆ω(k) =

ω(k)− ω(k − 1). Definamos el mapeo ω 7→ (−ω←−, ω−→), donde ω←− y ω−→ denotan, respectivamente, a la
cadena retornada antes del ínfimo y la cadena post-ínfimo asociada a ω. Por construcción las cadenas
ω←− y ω−→ son no negativas. En este caso n′ corresponde al índice del ínfimo de ω. Definiendo n′′ = n−n′

observamos que para toda ω ∈ Λ ordenada de manera tal que (∆ω(1), . . . ,∆ω(n)) = (x1, . . . , xn) le
corresponde una cadena (ω′, ω′′) ∈M . Análogamente, tomando a (ω′, ω′′) ∈M podemos considerar
a − ω̃←− = ω′ y a ω̃−→ = ω′′, y por lo tanto la cadena w̃ cuyas cadenas pre-ínfimo y post-ínfimo son ω̃←− y
ω̃−→ respectivamente se encuentra en Λ. Esto muestra que el mapeo ω 7→ (−ω←−, ω−→) es una biyección
entre los conjuntos Λ y M . La observación anterior implica que PΛ(−S←−, S−→) es equiprobable en M .

Recordemos que Si = S↑(A+
i ) + S↓(A−i ) para toda i, lo cual se debe a

S↑(A+
i ) + S↓(A−i ) =

α
A

+
i∑

k=1

1{Sk>0}∆Sk +

α
A
−
i∑

k=1

1{Sk≤0}∆Sk

=

i∑
k=1

∆Sk = Si.
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Consideremos un par fijo (ω′, ω′′) ∈M y sea ω(i) = ω′(A′i) + ω′′(A′′i ), donde A′i y A′′i se definen de
manera recursiva como

A′n = n′, A′′n = n′′

A′i−1 = A′i − 1, A′′i−1 = A′′i , en caso ω(i) > 0,

A′i−1 = A′i, A′′i−1 = A′′i − 1, en caso ω(i) ≤ 0.

Esto es A′i =
∑i
k=0 1{ω(k)>0} = A+

i y A′′i =
∑i
k=0 1{ω(k)≤0} = A−i . El desarrollo anterior nos permite

construir una trayectoria ω, comenzando por el punto n y procediendo de derecha a izquierda tal que
ω ∈ Λ, más aún, (ω↓, ω↑) = (ω′, ω′′), lo que implica ω 7→ (ω↓, ω↑) también es una biyección de Λ a
M . Entonces PΛ(S↓, S↑) es equiprobable en M . Por lo tanto

Pn((S↓, S↑)|(S0, . . . , Sn) ∈ Λ) = Pn((−S←−, S−→)|(S0, . . . , Sn) ∈ Λ)

integrando con respecto a los reordenamientos crecientes, concluimos que bajo Pn,

(S↓, S↑)
L
= (−S←−, S−→),

finalizando así la prueba.

Corolario 1.4. Denotemos por Fn la σ-álgebra generada por (S0, S1, . . . , Sn). Para todo Φ, funcional
acotado, Fn ⊗Fn medible,

ĺım
m↑∞

Em
[
Φ(−S←−, S−→)

]
= E

[
Φ(S↓, S↑)

]
.

Demostración. Sea
(
RN,F = B(RN),P

)
nuestro espacio de probabilidad, donde la cadena S bajo P

posee incrementos intercambiables. Consideremos A ∈ F , denotemos por Am = (A1, . . . , Am, δ, . . . )

y notemos que Pm(A) = P(Am). Observemos además que Am → A.

P(ĺım inf
m

Am) ≤ ĺım inf
m

P (Am) ≤ ĺım sup
m

P (Am) ≤ P(ĺım sup
m

Am)

lo que implica que Pm converge débilmente a P. Como siguiente paso consideremos un f un funcional
Fn ⊗Fn medible, continuo y acotado, entonces∫

f(−S←−, S−→)dP = ĺım
m↑∞

∫
f(−S←−, S−→)dPm = ĺım

m↑∞

∫
f(S↓, S↑)dPm =

∫
f(S↓, S↑))dP.

Por último, recordando que toda función medible se puede aproximar por funciones continuas,
establecido formalmente como el Teorema de Luisn (véase capítulo 7, sección 2 de Folland [12]), se
sigue el resultado.

1.2.2. Transformadas armónicas para caminatas aleatorias

Nuestro objetivo es encontrar la ley de la caminata aleatoria condicionada a mantenerse positiva.
Gracias a que ya estudiamos la h-transformada, deseamos hallar, ahora, una expresión más conveniente
para esta transformación. De hecho la expresión que obtendremos es la usada en la literatura y en
particular en Biggins [4].

Consideremos una caminata aleatoria que toma valores en R, la cual denotaremos por (S,P) y tal
que P(S1 > 0) y P(S1 < 0) son estrictamente positivas, para una c > 0 definimos

P(c) =

∞∑
n=0

e−cn(1− e−c)Pn,
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la cual consideraremos como la ley de la caminata aleatoria matada con tasa 1 − e−c. En otras
palabras, la probabilidad de que la caminata tenga vida n es

P(ζ = n) = e−cn(1− e−c),

donde ζ es una variable aleatoria geométrica independiente de la cadena S.
Notemos que gracias a la propiedad de pérdida de memoria de la variable aleatoria ζ, (S,P(c))

satisface la propiedad fuerte de Markov.
Aplicando la propiedad fuerte de Markov en los descending ladder times, es decir, los índices en

los cuales el proceso del mínimo y la caminata aleatoria coinciden, vemos que bajo P(c), S−→ y S←− son
independientes. Esto debido a

S−→(n) = Sγ̂+n − Sγ̂

es independiente de Fγ̂ = σ(S0, S1, . . . , Sγ̂) bajo P(c). Por definición tenemos

S←−(n) = (Sγ̂−n − Sγ̂)1{n≤γ̂} + δ1{n>γ̂}

donde observamos que S←− ∈ Fγ̂ , lo que implica la independencia establecida anteriormente.
Además podemos ver la relación entre la ley de la caminata aleatoria condicionada a ser positiva

y la cadena post-ínfimo. Sea A ∈ B(Rn+), recordando que S0 = 0 en la penúltima igualdad, se sigue

P(c) (S ∈ A|Si > 0, i = 1, . . . , ζ) =
∑
n≥0

e−cn(1− e−c)Pn (S ∈ A|Si > 0, i ≤ n)

=
∑
n≥0

e−cn(1− e−c)Pn ((S1, . . . , Sn) ∈ A|Si > 0, i ≤ n)

=
∑
n≥0

e−cn(1− e−c)Pn ((S1 − S0, . . . , Sn − S0) ∈ A|Si − S0 > 0, i ≤ n)

=
∑
n≥0

e−cn(1− e−c)Pn
((

S−→(1), . . . , S−→(n)
)
∈ A|S−→(i) > 0, i = 1 ≤ n

)
.

Observemos que S−→ es positiva por construcción, lo que implica Pn
(
S−→i > 0, i = 1, . . . , n

)
= 1 para

toda n ∈ N, por lo tanto la cadena anterior de igualdades nos permite concluir que

P(c) (S ∈ A|Si > 0, i = 1, . . . , ζ) = P(c)
(
S−→ ∈ A

)
.

Es decir, bajo P(c) la ley de S−→ es igual a la ley de S condicionada en {Si > 0, i = 1, . . . , ζ}. Recordando
el Teorema 1.3, vemos que S−→ es igual en ley a S↑ bajo P(c).

Sea p(x, dy) = P(S1 +x ∈ dy) el kernel de transición de S, deseamos obtener el kernel de transición
de (S↑,P(c)) el cual denotaremos por p↑c(x, dy). Para ello observemos

P(c)
x (S1 ∈ dy|Si > 0, i = 1, . . . , ζ) = P(c)(S1 + x ∈ dy|Si + x > 0, i = 1, . . . , ζ)

=
P(c)(S1 + x ∈ dy, Si > −x, i = 1, . . . , ζ)

P(c)(Si > −x, i = 1, . . . , ζ)

=
P(c)(S1 + x ∈ dy, Si > −x, i = 2, . . . , ζ)

P(c)(Si > −x, i = 1, . . . , ζ)
. (1.4)

Nos concentramos ahora en

P(c)(S1 + x ∈ dy, Si > −x, i = 2, . . . , ζ) = P(c)(S1 + x ∈ dy, Si > S1 − y, i = 2, . . . , ζ)

= P(c)(S1 + x ∈ dy)P(c)(Si − S1 > −y, i = 2, . . . , ζ)

= P(c)(S1 + x ∈ dy)P(c)(Si > −y, i = 1, . . . , ζ − 1).
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Sustituyendo esta expresión en (1.4), obtenemos

P(c)(S1 + x ∈ dy)
P(c)(Si > −y, i = 1, . . . , ζ − 1)

P(c)(Si > −x, i = 1, . . . , ζ)
. (1.5)

Observemos ahora que

P(ζ − 1 = n) = P(ζ = n+ 1) = e−c(n+1)(1− e−c),

lo que implica

P(c)(Si > −y, i = 1, . . . , ζ − 1) =

∞∑
n=0

Pn (Si > −y, i = 1, . . . , n)P(ζ − 1 = n)

=

∞∑
n=0

e−c(n+1)(1− e−c)Pn(Si > −y, i = 1, . . . , n)

= e−c
∞∑
n=0

e−cn(1− e−c)Pn(Si > −y, i = 1, . . . , n)

= e−cP(c)(Si > −y, i = 1, . . . , ζ).

Por último notemos
P(c)(S1 + x ∈ dy) = P(S1 + x ∈ dy),

y uniendo los elementos obtenidos en (1.5), concluimos que

P(c)
x (S1 ∈ dy|Si > 0, i = 1, . . . , ζ) = p↑c(x, dy) = p(x, dy)

h↑c(y)

h↑c(x)
e−c,

donde definimos

h↑c(x) :=
P(c) (Si > −x, i = 1, . . . ζ)

P(c) (Si > 0, i = 1, . . . , ζ)
.

Debido a que la forma anterior no es tan cómoda para trabajar la re-expresaremos mediante el
siguiente teorema:

Teorema 1.5. La h-transformada correspondiente a la caminata aleatoria condicionada a mantenerse
positiva bajo P(c) tiene la siguiente expresión

h↑c(x) = 1 + E

[
γ1−1∑
n=1

e−cn1{Sn>−x}

]
. (1.6)

Demostración. Recordando que Sn = sup {Si, i ≤ n} y Sn = ı́nf {Si, i ≤ n}, observemos

P(c)(Si > −x para i = 1, . . . , ζ) =

∞∑
n=0

e−cn(1− e−c)Pn(Si > −x para i = 1, . . . , ζ)

=

∞∑
n=0

e−cn(1− e−c)P(Si > −x para i = 1, . . . , n)

=

∞∑
n=0

e−cn(1− e−c)P(Sn > −x)

la segunda igualdad se debe al hecho de que la ley bajo Pn tiene vida n. Recordemos la siguiente
relación

Sn = Sn − Sn−1.
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Por lo tanto

P(c)(Si > −x para i = 1, . . . , ζ) = (1− e−c)

(
1 +

∞∑
n=1

e−cnP(Sn − Sn−1 > x)

)
. (1.7)

Denotemos por γ = {0, γ1, . . . } los ascending ladder times, en otras palabras, el conjunto de índices
donde S alcanza un nuevo supremo. Usando γ como partición de N, obtenemos

∞∑
n=1

e−cnP(Sn−1 − Sn < x) = E

[ ∞∑
i=0

exp {−cγi}
γi+1∑

n=γi+1

exp {−c(n− γi)}1{Sn−1−Sn<x}

]
.

Notemos ahora que Sn−1 = Sγi para toda γi < n ≤ γi+1, esto y el Teorema de convergencia monótona
implican
∞∑
n=1

e−cnP(Sn−1 − Sn < x) =

∞∑
i=0

E

[
exp {−cγi}

γi+1∑
n=γi+1

exp {−c(n− γi)}1{Sn−Sγi>x}

]

=

∞∑
i=0

E

[
exp {−cγi}E

[
γi+1∑

n=γi+1

exp {−c(n− γi)}1{Sn−Sγi>x}

∣∣∣∣∣ γi
]]

.

La propiedad fuerte de Markov implica Sn − Sγi ⊥ Sγi e igual en ley a Sn−γi , haciendo el cambio
de variable m = n− γi y con la observación que γi+1 − γi

L
= γ1 vemos que la expresión anterior se

puede escribir como
∞∑
i=0

E

[
exp {−cγi}E

[
γi+1∑

n=γi+1

exp {−c(n− γi)}1{Sn−Sγi>x}

∣∣∣∣∣ γi
]]

= E

[
γ1∑
m=1

exp {−cm}1{Sm>−x}

] ∞∑
i=0

E [exp {−cγi}]

= E

[
γ1∑
m=1

exp {−cm}1{Sm>−x}

] ∞∑
i=0

E

[
i∏

k=0

exp {−c(γk − γk−1)}

]

= E

[
γ1∑
m=1

exp {−cm}1{Sm>−x}

] ∞∑
i=0

E [exp {−cγ1}]i

= E

[
γ1∑
m=1

exp {−cm}1{Sm>−x}

]
(1− E [exp {−cγ1}])−1

,

donde γ1 es el primer índice tal que S ∈ (0,∞). Sustituyendo en 1.7 obtenemos

P(c)(Si > −x para i = 1, . . . , ζ) = (1− e−c)

(
1 + E

[
γ1∑
n=1

e−cn1{Sn>−x}

] (
1− E

[
e−cγ1

])−1

)
.

Nos fijamos en el segundo miembro del lado derecho de la igualdad anterior y partiendo la suma
obtenemos(

1− E
[
e−cγ1

])−1

(
1− E

[
e−cγ1

]
+ E

[
γ1−1∑
n=1

e−cm1{Sm>−x}

]
+ E

[
e−cγ11{Sγ1

>−x}
])

=
(
1− E

[
e−cγ1

])−1

(
1 + E

[
e−cγ11{Sγ1

<−x}
]

+ E

[
γ1−1∑
n=1

e−cm1{Sm>−x}

])

=
(
1− E

[
e−cγ1

])−1

(
1 + E

[
γ1−1∑
n=1

e−cm1{Sm>−x}

])
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con la observación que 1{Sγ1
<−x} = 0 para toda x ≥ 0. Recordando la definición de hc(x)↑ concluimos

el teorema.

Corolario 1.6. La h-transformada correspondiente a la caminata aleatoria condicionada a mante-
nerse positiva bajo P es

h(x) = E

[
γ1−1∑
n=0

1{Sn>−x}

]
.

Demostración. Observamos que h↑c(x) es creciente como función de x, además h↑c(0) = 1; esto se
debe a que las funciones indicadoras en (1.6) valen cero.

Por último, gracias al Teorema de convergencia monótona y la densidad de Q, observamos

ĺım
c↓0

h↑c(x) = 1 + ĺım
c↓0

E

[
γ1−1∑
n=1

e−cn1{Sn>−x}

]

= 1 + ĺım
c↓0
c∈Q

E

[
γ1−1∑
n=1

e−cn1{Sn>−x}

]

= 1 + E

[
γ1−1∑
n=1

1{Sn>−x}

]

= E

[
γ1−1∑
n=0

1{Sn>−x}

]
,

esto concluye la demostración.

Observemos que h(x) representa el número promedio de visitas al intervalo (−x, 0] antes de
rebasar el nivel cero. Dicha cantidad es la medida de renovación asociada a Ĥk, la cual se suele
denotar por V (x) y es la notación empleada en el capítulo 3. El Teorema 1.2 nos dice que la ley de la
caminata aleatoria condicionada a ser positiva S↑ satisface la siguiente relación

P(S↑n+1 ∈ dy|S↑n = x) = P(Sn+1 ∈ dy|Sn = x)
V (y)

V (x)
= P(S1 ∈ dy − x)

V (y)

V (x)
.

1.3. Construcción de Tanaka

Esta sección se enfoca en obtener una construcción alternativa de la caminata aleatoria condi-
cionada a ser positiva, la cual fue propuesta por Tanaka. Sin embargo seguiremos la demostración
utilizada en Doney [10] con ideas de Doney [9].

Consideremos una caminata aleatoria oscilante S, i.e, ĺım supn→∞ Sn =∞ y ĺım infn→∞ Sn = −∞,
con Sn =

∑n
i=1 ξi, tal que S0 = 0. Definimos a R como la caminata reflejada debajo del máximo,

esto es

R0 = 0, Rn = Hk +

γk+1∑
i=γk+1+γk+1−n

ξi, para γk < n ≤ γk+1, k ≥ 0.

Observemos que podemos expresar a Rn como

Rn = Hk + Sγk+1
− Sγk+1+γk−n, γk < n ≤ γk+1,
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cuando n = γk+1 la expresión anterior se convierte en

Rn = Sγk+1
= Hk+1.

Ahora, para γk < n ≤ γk+1 observamos que

Sγk+1
− Sγk+1+γk−n > 0.

Por ello R es una cadena que toma valores no negativos. Podemos observar en la Figura 1.1 una
trayectoria reflejada.

Figura 1.1: En azul vemos una caminata aleatoria que empieza en cero. En rojo vemos la caminata aleatoria
reflejada debajo de los máximos. La trayectoria escalonada corresponde al proceso del máximo.

La caminata aleatoria reflejada debajo del máximo, R, puede visualizarse como la concatenación
de segmentos retornados y reflejados de la siguiente manera. Sea

ω1 = (0, Sγ1
− Sγ1−1, Sγ1

− Sγ1−2, . . . , Sγ1
− S1, Sγ1

).

Ahora tomamos {ωi, i} copias independientes de ω1, y, para identificar a cada componente de ωi
escribimos

ωi = (ωi(k), k = 0, 1, . . . , τi),

donde τi
L
= γ1 para toda i. Entonces

Rn = Hk + ωk+1(n− γk) para γk < n ≤ γk+1.

Hacemos hincapié en que γk es el momento del k−ésimo máximo, y, por ello no posee la misma ley
que γ1. Sin embargo, por la propiedad fuerte de Markov, γk − γk−1

L
= γ1.
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Nuestro objetivo es mostrar que R L= S↑, para ello introducimos una variable aleatoria geométrica
G de parámetro ρ independiente de S y definimos

Jρ = máx

{
n ≤ G : Sn = mı́n

r≤n
Sr

}
al instante cuando la cadena matada al tiempo G alcanza el mínimo. Recordemos que la cadena
retornada antes de G tiene la siguiente expresión

S∗(n) = (SG − SG−n, 0 ≤ n ≤ G).

Gracias a la independencia entre G y S obtenemos la siguiente relación para A ∈ Fn

P(S∗(n) ∈ An, n ≤ G) =
∑
m

P(S∗(n) ∈ An n ≤ m|G = m)P(G = m)

=
∑
m

P(S∗(n) ∈ An n ≤ m)P(G = m)

=
∑
m

P(Sm − Sm−n ∈ An n ≤ m)P(G = m)

=
∑
m

P(Sn ∈ An, n ≤ m)P(G = m)

= P(Sn ∈ An, n ≤ G).

En otras palabras, cuando G es independiente de S las cadenas (S∗(n), n ≤ G) y (Sn, n ≤ G) poseen
la misma ley.

Por definición {S∗(n), n ≤ G} tiene solo G puntos. Debido a que para ρ > 0 la variable aleatoria
G es finita c.s, vemos que {S∗(n), n ≤ G} posee c.s una cantidad finita de puntos. Entonces el
proceso de máximo asociado a {S∗(n), n ≤ G}, posee una cantidad finita de puntos. Denotando por
{γ∗i , i ≥ 1} los ascending ladder times de {S∗(n), n ≤ G} y gracias al análisis anterior, vemos que
existe un γ∗Kρ = sup

{
n ≤ G : S∗(n) = supr≤G S

∗(r)
}
, el cual es finito c.s. y es el último ladder time

asociado a {S∗(n), n ≤ G}. Notemos que los ascending ladder times se encuentran en (0, G− Jρ).
En efecto, al ser Jρ el instante cuando Sn = mı́nr≤G Sr obtenemos

sup {S∗(n), n ≤ G} = sup {SG − SG−n, n ≤ G} = SG − SJρ ,

es decir, al instante G − Jρ la cadena {S∗(n), n ≤ G} alcanza su máximo. Esta observación y el
análisis anterior nos permiten ver que γ∗Kρ = G− Jρ.

Recapitulando, la cadena {S∗(n), n ≤ G} posee Kρ máximos y γ∗Kρ = G− Jρ. Por lo tanto

sup
r≤G

S∗(n) = S∗(γ∗Kρ) = SG − SJρ .

Recordemos que las excursiones por debajo de los máximos sucesivos de {S∗(n), n ≤ G}, se definen
de la siguiente manera

(S∗(γ∗k + n)− S∗(γ∗k), 0 ≤ n ≤ γ∗k+1 − γ∗k), para k < Kρ

Definimos por {ωk, k ≤ Kρ} a las excursiones completas retornadas por debajo de los máximos
sucesivos de {S∗(n), n ≤ G}, es decir

ωk+1 = (S∗(γ∗k+1)− S∗(γ∗k+1 − n), 0 ≤ n ≤ γ∗k+1 − γ∗k), para k < Kρ.
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y, debido a que la cadena S la matamos al tiempo G, introducimos a ωKρ+1, definida de la siguiente
manera

ωKρ+1 =
(
S∗(G)− S∗(G− n), 0 ≤ n ≤ G− γ∗Kρ

)
,

con la cual obtenemos una partición de {0, 1, 2, . . . , G}. Observemos que para k < Kρ

ωk+1 = (S∗(γ∗k+1)− S∗(γ∗k+1 − n) , 0 ≤ n ≤ γ∗k+1 − γ∗k)

= (S∗(γ∗k+1)− S∗(γ∗k)−
(
S∗(γ∗k+1 − n)− S∗(γ∗k)

)
, 0 ≤ n ≤ γ∗k+1 − γ∗k)

L
=
(
S∗(γ∗k+1 − γ∗k)− S∗(γ∗k+1 − γ∗k − n), 0 ≤ n ≤ γ∗k+1 − γ∗k

)
L
= (S∗(γ∗1)− S∗(γ∗1 − n), 0 ≤ n ≤ γ∗1 ) = ω1.

En otras palabras, las excursiones completas retornadas por debajo de los máximos sucesivos
(ωk, k ≤ Kρ) son idénticamente distribuidas. Denotando por Fγ∗k = σ(S∗(n), n ≤ γ∗k) podemos ver,
gracias a la propiedad fuerte de Markov, que ωk+1 ⊥ Fγ∗k , para k < Kρ. Con ello vemos que las
excursiones (ωk, k ≤ Kρ) son i.i.d. Por lo tanto son intercambiables. Entonces, al concatenar las
excursiones observamos [

ωKρ , ωKρ−1 , . . . , ω1

] L
=
[
ω1, . . . , ωKρ−1, ωKρ

]
,

En virtud de los objetos anteriores, estamos en condiciones de recuperar las ideas que trabajamos
en las secciones anteriores. La primera idea que recuperamos es la cadena post-ínfimo S−→, es decir

S−→ = (SJρ+n − SJρ , 0 ≤ n ≤ G− Jρ),

de esta cadena y la intercambiabilidad de las excursiones obtenemos

(SJρ+n − SJρ , n ≤ G− Jρ) =
[
ωKρ , ωKρ−1, . . . , ω1

]
L
=
[
ω1, . . . , ωKρ

]
. (1.8)

La primera igualdad se da por la construcción de la cadena S∗, en efecto, notemos que(
SJρ+n − SJρ , n ≤ G− Jρ

)
=
(
SG−γ∗Kρ+n − SG−γ∗Kρ ,≤ G− Jρ

)
=
(
SG − SG−γ∗Kρ − (SG − SG−γ∗Kρ+n),≤ G− Jρ

)
=
(
S∗(γ∗Kρ)− S

∗(γ∗Kρ − n),≤ G− Jρ
)

=
[
ωKρ , . . . , ω1

]
.

Por otro lado, debido a que (S∗(n), n ≤ G)
L
= (Sn, n ≤ G) se sigue que (Rn, n ≤ G)

L
=
[
ω1, . . . , ωKρ , ωKρ+1

]
.

Gracias a la sección anterior, sabemos que la ley de la caminata aleatoria condicionada a ser
positiva es

S↑ = ĺım
ρ↓0

S−→
L
= ĺım

ρ↓0
(Sn, 0 ≤ n ≤ G|Sn ≥ 0, n = 1, . . . , G) = (Sn, n ≥ 0|Sn ≥ 0, n ≥ 1).

Por tanto tenemos ya el límite del lado izquierdo en (1.8). Para ver el comportamiento de las
excursiones por debajo del máximo basta notar que

{
ω1, . . . , ωKρ

} L
= (Rn, n ≤ γ∗Kρ). Al tomar el

límite cuando ρ ↓ 0 vemos que Kρ −→∞, lo que implica que el límite del lado derecho de (1.8) es
{ω1, . . . , }

L
= R. Donde R es la caminata aleatoria condicionada a ser positiva construida por Tanaka.





2 Movimiento browniano condicionado a
ser positivo

Similar al caso discreto, el movimiento browniano también puede condicionarse a ser positivo,
con técnicas análogas a las empleadas en el capítulo I. El objetivo de este capítulo es definir al
movimiento browniano condicionado a ser positivo y determinar la ley de tal proceso, la cual es
equivalente a la de proceso de Bessel de dimensión 3. Mencionamos que Caravenna y Chaumont [5]
se centra en principios de invarianza entre las caminatas aleatorias condicionadas a ser positivas y los
respectivos procesos de Lévy; aún cuando no profundizamos en ello con este trabajo, resaltamos la
continua investigación que se ha seguido realizando acerca de procesos condicionados a ser positivos.
Este capítulo está basado en Revuz y Yor [18].

2.1. Proceso de Bessel

El proceso de Bessel juega un papel importante en el resto del capítulo. Por tal razón, en
esta sección estudiamos las propiedades se utilizan para poder construir al movimiento browniano
condicionado a ser positivo. A lo largo de este capítulo Pa denota la ley de un movimiento browniano
estándar que empieza en el punto a, cuando a = 0 escribimos P en lugar de P0. Consideramos la
filtración completa del movimiento browniano, la cual denotamos por (Ft)t≥0.

Proposición 2.1. Sea d ∈ N, consideremos un movimiento browniano d-dimensional (Bt, t ≥ 0)

con la filtración natural (Ft, t ≥ 0). El proceso ρt = |Bt| =
√
B2

1(t) + · · ·+B2
d(t) es un Ft proceso de

Markov homogéneo con respecto a Px, con x ∈ Rd. Para un entero d ≥ 2, su semigrupo P dt , definido
en [0,∞), está dado por las densidades

pdt (x, y) =
x

t

(y
x

)d/2
Id/2−1(xy/t) exp

(
−x

2 + y2

2t

)
, x, y > 0, (2.1)

donde

Iν(x) =

∞∑
m=0

1

m!Γ(m+ ν + 1)

(x
2

)2m+ν

es la función modificada de Bessel de índice ν, y

pdt (0, y) = Γ(d/2)2d/2−1t−d/2yd−1 exp

(
−y

2

2t

)
.

La demostración de la proposición anterior sale de los objetivos de este escrito, sin embargo puede
encontrase en la sección 3 del capítulo VII del libro Revuz y Yor [18].

15
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Definición 2.2. Un proceso de Markov con semigrupo P dt es llamado proceso de Bessel d-
dimensional.

La razón por la cual (ρt, t ≥ 0) se denomina proceso de Bessel es que la función Iν aparece en la
densidad del semigrupo. Por conveniencia escribimos BESd(x) para denotar un proceso de Bessel
d-dimensional que inicia en x.

2.2. Preliminares

Para construir el movimiento browniano (uno-dimensional) condicionado a ser positivo como
una h-transformada, debemos recordar los siguientes resultados. El primer resultado corresponde a
determinar la probabilidad de transición de un movimiento browniano matado cuando alcanza el
nivel cero.

Proposición 2.3. La función

qt(x, y) :=
1√
2πt

[
exp

(
− 1

2t
(y − x)2

)
− exp

(
− 1

2t
(y + x)2

)]
, x > 0, y > 0, (2.2)

define un semigrupo de transición submarkoviano Qt con densidad qt, en (0,∞).

Demostración. Para demostrar que Qt es un semigrupo, debemos verificar, por un lado, que satisface
las condiciones de medibilidad; y, por el otro, que satisface la ecuación Chapman-Kolmogorov.

Para demostrar que satisface las condiciones de medibilidad observemos que qt(x, y) es una función
continua, lo que implica que es medible. Entonces x 7→

∫
A
qt(x, y)dy es medible para todo conjunto

A ∈ B(R). Por otra parte, para x fija, vemos que A 7→
∫
A
qt(x, y)dy es una medida.

Ahora demostraremos que satisface la ecuación de Chapman-Kolmogorov, denotamos por

gt(x, y) =
1√
2πt

exp

(
− 1

2t
(y − x)2

)

a la densidad del semigrupo del movimiento browniano. Observemos que

qt(x, y) = (gt(x, y)− gt(−x, y))1{y≥0}.

Además, podemos ver que para cualesquiera x, y ∈ R se satisface que

gt(x, y) = gt(−x,−y) y gt(x,−y) = gt(−x, y).
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Observemos, para y > 0, lo siguiente∫ ∞
0

qt(x, z)qs(z, y)dz =

∫ ∞
0

dz [gt(x, z)− gt(−x, z)] [gs(z, y)− gs(−z, y)]

=

∫ ∞
0

dz[gt(x, z)gs(z, y)− gt(x, z)gs(−z, y)

− gt(−x, z)gs(z, y) + gt(−x, z)gs(−z, y)]

=

∫ ∞
0

dz [gt(x, z)gs(z, y)− gt(−x, z)gs(z, y)]

+

∫ ∞
0

dz [gt(x,−z)gs(−z, y)− gt(−x,−z)gs(−z, y)]

=

∫ ∞
−∞

dz [gt(x, z)gs(z, y) + gt(x, z)gs(z, y)]

−
∫ ∞
−∞

dz [gt(−x, z)gs(z, y) + gt(−x, z)gs(z, y)]

=

∫ ∞
0

dz [gt(x, z)gs(z, y)− gt(−x, z)gs(z, y)]

= gt+s(x, y)− gt+s(−x, y)

= qt+s,

donde en la penúltima igualdad usamos el hecho de que el semigrupo del movimiento browniano
satisface la ecuación de Chapman-Kolmogorov. Entonces qt satisface la ecuación de Chapman-
Kolmogorov y, por ende, Qt es un semigrupo de transición.

Para concluir, debemos mostrar que el semigrupo es submarkoviano, es decir Qt(x,R+) < 1. Para
ello introducimos a la función φt(A) que es la medida del conjunto A bajo una ley gaussiana centrada
de varianza t, para A ∈ B(R). Ahora observemos que para x ≥ 0 se tiene∫

R+

qt(x, y)dy =

∫
R+

1√
2πt

exp

(
− 1

2t
(y − x)2

)
dy −

∫
R+

1√
2πt

exp

(
− 1

2t
(y + x)2

)
dy

= φt(−x,∞)− φt(x,∞).

Debido a que (x,∞) ⊂ (−x,∞) y que φ(−x,∞, ) < 1, para toda x ≥ 0, se sigue que Qt(x,R+) < 1

para x ≥ 0.

Teorema 2.4. La función identidad es invariante bajo Qt, es decir∫ ∞
0

yQt(x, dy) = x.

Demostración. Gracias a la proposición anterior sabemos que Qt posee densidad, ahora∫ ∞
0

yQt(x, dy) =

∫ ∞
0

yqt(x, y)dy

=

∫ ∞
0

1√
2πt

y exp

(
− 1

2t
(y − x)2

)
dy −

∫ ∞
0

1√
2πt

y exp

(
− 1

2t
(y + x)2

)
dy

=
1√
2πt

[∫ ∞
−x

(u+ x) exp

(
− 1

2t
u2

)
du−

∫ ∞
x

(v − x) exp

(
− 1

2t
v2

)
dv

]
=

1√
2πt

∫ x

−x
u exp

(
− 1

2t
u2

)
du+ xφt(−x,∞) + xφt(x,∞).
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Observemos que ∫
(−x,x)

u exp

[
− 1

2t
u2

]
= 0, para toda x > 0,

puesto que la función es impar. Entonces∫ ∞
0

Qt(x, dy)y = xφt(−x,∞) + xφt(x,∞)

= xφt(−x, x) + 2xφt(x,∞)

= xφt(−x, x) + xφt(x,∞) + xφt(−∞, x)

= x,

la penúltima igualdad se da gracias a que φt(x,∞) = φt(−∞,−x).

Como resultado del teorema anterior tenemos el siguiente Corolario.

Corolario 2.5. Los operadores Ht definidos como

Htf(x) =
1

x

∫ ∞
0

yQt(x, dy)f(y), x, y > 0,

también forman un semigrupo. Más aún, podemos extender el domino a [0,∞) al definir

Ht(0, dy) =

√
2

πt3
y2 exp

(
−y

2

2t

)
.

Demostración. Las condiciones de medibilidad se siguen directamente de las condiciones de medibili-
dad de Qt, entonces sólo basta probar que los operadores Ht satisfacen la ecuación de Chapman-
Kolmogorov. Observemos que

Ht+s(x,A) =

∫
A

1

x
Qt+s(x, dy)y

=

∫
A

1

x

∫
E

Qt(x, dz)Qs(z, dy)y

=

∫
E

1

x
Qt(x, dz)

∫
A

Qs(z, dy)y

=

∫
E

1

x
Qt(x, dz)z

∫
A

1

z
Qs(z, dy)y

=

∫
E

Ht(x, dz)Hs(z,A),

donde hicimos uso de que Qt satisface la ecuación de Chapman-Kolmogorov en la segunda igualdad
y el Teorema de Tonelli en la tercera. Por lo tanto (Ht, t > 0) forman un semigrupo de transición.

Notemos que el desarrollo anterior se da en el intervalo (0,∞), para poder extenderlo a [0,∞)

empleamos un argumento límite, es decir

Ht(0, dy) := ĺım
x↓0

Ht(x, dy) =

√
2

πt3
y2 exp

(
−y

2

2t

)
dy. (2.3)
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En efecto

ĺım
x↓0

Ht(x, dy) = ĺım
x↓0

1

x
qt(x, y)ydy

= yq′t(0, y)dy

= y
1√
2πt

[
exp

(
−y

2

2t

)
y

t
+ exp

(
−y

2

2t

)
y

t

]
dy

=

√
2

πt3
y2 exp

(
−y

2

2t

)
dy,

finalizando así el Corolario.

Proposición 2.6. Sean It = ı́nfs≤tBs y a > 0, bajo la medida de probabilidad Pa restringida a
{It > 0}, la variable aleatoria Bt tiene densidad

1√
2πt

[
exp

(
− (b− a)2

2t

)
− exp

(
− (b+ a)2

2t

)]
, b > 0.

Demostración. Buscamos una expresión para

Pa (Bt ∈ db, It > 0) .

Para ello observemos que

Pa (Bt ∈ db, It > 0) = Pa (Bt ∈ db)− Pa (Bt = b, It ≤ 0)

=
1√
2πt

exp

(
− (b− a)2

2t

)
− Pa (Bt ∈ db, It ≤ 0) (2.4)

Analicemos el segundo término del lado derecho de (2.4). Para esto introducimos a B̃t
L
= −Bt

y S̃t = sup
0≤s≤t

B̃s, entonces

Pa (Bt > b, It ≤ 0) = Pa (−Bt < −b,−It > 0)

= Pa
(
B̃t < −b, sup

0≤s≤t
(−Bs) > 0

)
= Pa

(
B̃t < −b, S̃t > 0

)
= P

(
B̃t < −(a+ b), S̃t > −a

)
= P

(
B̃t < −(a+ b)− 2(−a)

)
= P

(
B̃t < a− b

)
.

Sabemos que el semigrupo del movimiento browniano tiene densidad, por ello la cadena de igualdades
puede resumirse como

P
(
B̃t < a− b

)
=

∫ a−b

−∞

1√
2πt

exp

(
−x

2

2t

)
dx

=

∫ −b
−∞

1√
2πt

exp

(
− (y − a)2

2t

)
dy.
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Ahora, gracias a la continuidad de la densidad vemos que

P(Bt ∈ db, It ≤ 0) = − d

db
P(Bt > b, It ≤ 0)

= − d

db

∫ −b
−∞

1√
2πt

exp

(
− (y − a)2

2t

)
dy

=
1√
2πt

exp

(
− (−b− a)2

2t

)
=

1√
2πt

exp

(
− (b+ a)2

2t

)
.

Sustituyendo esta expresión en (2.4) concluimos

Pa(Bt ∈ db, It > 0) =
1√
2πt

[
exp

(
− (b− a)2

2t

)
− exp

(
− (b+ a)2

2t

)]
,

lo que finaliza la demostración.

Proposición 2.7. Sea B un movimiento browniano, δ un punto cementerio y T = ı́nf {t ≥ 0 : Bt = 0}.
Para cualquier medida de probabilidad Px tal que x > 0, el proceso X definido mediante

Xt =

Bt en {t < T}

δ en {t ≥ T}

es un proceso de Markov en (0,∞) cuyo kernel de transición está dado en la Proposición 2.3

Demostración. Debido a que el movimiento browniano empieza en x > 0 podemos escribir la densidad
del proceso X como

Px(Xt ∈ dy) = Px(Bt ∈ dy, T > t) = Px(Bt ∈ dy, It > 0).

En virtud de la proposición anterior, la densidad del proceso X satisface

1√
2πt

[
exp

(
− (y − x)2

2t

)
− exp

(
− (y + x)2

2t

)]
, x, y > 0,

el cual es, precisamente, el kernel de transición de la Proposición 2.3

2.3. Construcción vía h-transformada

Gracias a los resultados de la sección anterior, la construcción del proceso de Bessel de dimensión
3, visto como h-transformada, se sigue de colocar las piezas adecuadas en el orden adecuado. Para
ello recordemos que la densidad de un proceso de Bessel de dimensión d, la cual denotaremos por pdt ,
está dada por la expresión (2.1).

Haremos uso de la siguiente propiedad de la función Gamma

Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n− 1)!

22n−1(n− 1)!

√
π.
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Cuando d = 3 tenemos que la función de Bessel I1/2(x) satisface

I1/2(x) =

∞∑
m=0

1

m!Γ(m+ 1/2 + 1)

(x
2

)2m+1/2

=

∞∑
m=0

22(m+1)−1m!

m!(2(m+ 1)− 1)!
√
π

(x
2

)2m+1/2

=

√
x

2π

∞∑
m=0

22m+1

(2m+ 1)!

(x
2

)2m

=

√
2

πx

∞∑
m=0

x2m+1

(2m+ 1)!

=

√
2

πx
senh(x).

En particular, la densidad de un proceso de Bessel de dimensión 3 toma la forma

p3
t (a, b) =

(a
t

)( b
a

)3/2

I1/2(ab/t) exp

(
−a

2 + b2

2t

)
=

√
2t

πab

(a
t

)( b
a

)3/2

sinh(ab/t) exp

(
−a

2 + b2

2t

)
=

√
2t

πab

(a
t

)( b
a

)3/2(
eab/t − e−ab/t

2

)
exp

(
−a

2 + b2

2t

)
=

1√
2πt

b

a

[
exp

(
− (b− a)2

2t

)
− exp

(
− (b+ a)2

2t

)]
. (2.5)

Recapitulando, gracias a la Proposición 2.7 sabemos que la densidad de transición del movimiento
browniano matado al alcanzar el nivel cero es

qt(a, b) =
1√
2πt

[
exp

(
− (b− a)2

2t

)
− exp

(
− (b+ a)2

2t

)]
.

Por otro lado, la Proposición 2.4 nos dice que la función identidad es invariante bajo la densidad
qt(a, b), lo que implica que la h-transformada para qt(a, b) es a−1qt(a, b)b, la cual es igual a (2.5). En
otras palabras,

p3
t (a, b) =

1

a
qt(a, b)b,

debido a que la densidad caracteriza al semigrupo, concluimos que la h-transformada de un movimiento
browniano condicionado a ser positivo es un proceso de Bessel de dimensión tres.

Resaltamos que el desarrollo anterior se da en el intervalo (0,∞). Podemos extenderlo a [0,∞)

invocando un argumento límite, lo cual hicimos ya en (2.3).

2.4. Representación de Pitman

La representación de Pitman nos permite observar el proceso de Bessel de dimensión 3 desde otra
perspectiva; en lugar de pensar en tres movimientos brownianos independientes basta fijarnos en
un movimiento browniano y su proceso de máximo. Esta representación nos será de utilidad en el
capítulo 4. Para ello necesitamos los siguientes resultados.
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Proposición 2.8. Si (ρt, t ≥ 0) es un BES3(x), con x > 0, entonces existe un movimiento browniano
β = (βt, t ≥ 0), tal que

ρt = x+ βt +

∫ t

0

ρ−1
s ds.

Más aún, ρ−1
t es una martingala local.

Demostración. Sabemos que el proceso de Bessel puede verse como el módulo de un movimiento
browniano, es decir,

ρt =
√
B2

1(t) +B2
2(t) +B2

3(t)

donde Bi(t), i = 1, 2, 3, son movimientos brownianos independientes. Consideremos a la función
f(x1, x2, x3) =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3.
Aplicando la fórmula de Itô a f(B1(t), B2(t), B3(t)) y gracias a la independencia entre los

movimientos brownianos, vemos que

ρt = f(B1(t), B2(t), B3(t)) = x+

∫ t

0

3∑
i=1

Bi(s)dBi(s)√
B2

1(s) +B2
2(s) +B2

3(s)
+

+
1

2

∫ t

0

2(B2
1(s) +B2

2(s) +B2
3(s))

(B2
1(s) +B2

2(s) +B2
3(s))3/2

ds

= x+

∫ t

0

3∑
i=1

Bi(s)

ρs
dBi(s) +

∫ t

0

ρ−1
s ds.

Basta mostrar que
∫ t

0

∑3
i=1

Bi(s)
ρs

dBi(s) es un movimiento browniano, observemos que〈∫ t

0

3∑
i=1

Bi(s)

ρs
dBi(s)

〉
=

〈
3∑
i=1

∫ t

0

Bi(s)

ρs
dBi(s)

〉
=

3∑
i=1

〈∫ t

0

Bi(s)

ρs
dBi(s)

〉
=

3∑
i=1

∫ t

0

B2
i (s)

ρ2
s

ds = t.

Por el Teorema de caracterización de Lévy concluimos la primera parte al definir

βt =

∫ t

0

3∑
i=1

Bi(s)

ρs
dBi(s).

Para mostrar que ρ−1
t es martingala local basta aplicar la fórmula de Itô y percatarnos de que no

hay componente de variación finita. Para ello definamos a la función

g(x1, x2, x3) = (x2
1 + x2

2 + x2
3)−1/2.

Aplicando la fórmula de Itô a g(B1(t), B2(t), B3(t)) obtenemos

ρ−1
t = g(B1(t), B2(t), B3(t)) = x−1 −

∫ t

0

Bi(s)

3∑
i=1

g(B1(s), B2(s), B3(s))3dBi(s)

+
1

2

∫ t

0

3∑
i=1

g(B1(s), B2(s), B3(s))5

2B2
i (s)−

3∑
j=1
j 6=i

B2
j (s)

 ds. (2.6)

Analicemos ahora la parte correspondiente al proceso de variación finita. Es decir, el tercer término
del lado derecho de la igualdad anterior y notemos

3∑
i=1

2B2
i (s)−

3∑
j=1
j 6=i

B2
j (s)

 = 2

3∑
i=1

B2
i (s)− 2

3∑
i=1

B2
i (s) = 0.
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Sustituyendo está última expresión en (2.6) vemos que

ρ−1
t = x−1 −

∫ t

0

Bi(s)

3∑
i=1

g(B1(s), B2(s), B3(s))3dBi(s).

Por lo tanto ρ−1
t es martingala local. Una observación importante en todo el desarrollo anterior es

que ρt nunca visita cero después del tiempo cero. Esto se debe a que el movimiento browniano en
dimensión mayor a tres no visita puntos.

La proposición anterior nos permite ver al proceso de Bessel como solución de una ecuación
diferencial estocástica. Observemos que la variación del proceso de Bessel de dimensión tres es

〈ρ〉t =

〈
x+ β +

∫ ·
0

ρ−1
s ds

〉
t

= 〈β〉t = t,

sin embargo el Teorema de caracterización de Lévy no se puede aplicar a ρ debido a que es una
semimartingala, véase capítulo 4 sección 3 de Revuz y Yor [18].

Proposición 2.9. Sea P3
x la ley de un BES3(x), con x > 0, sea Ta el tiempo de entrada al nivel a

para ρ, es decir
Ta = ı́nf {t ≥ 0 : ρt = a} .

Entonces, para 0 < a < x < b,

P3
x [Ta < Tb] =

b−1 − x−1

b−1 − a−1

y P3
x [Ta <∞] =

a

x
. Más aún, J0 = ı́nfs≥0 ρs posee una distribución uniforme en el intervalo [0, x].

Demostración. Gracias a la proposición anterior tenemos que ρ−1
t es una martingala local, por ende

ρ−1
t∧Ta es una martingala uniformemente integrable, a la cual le podemos aplicar el Teorema de paro

de Doob. Definamos
T = Ta ∧ Tb = ı́nf {t : ρt = b o ρt = a} .

Por continuidad y en virtud de que ρt −→∞ cuando t −→∞ c.s, ya que es transitorio, vemos que

P3
x[Ta < Tb] + P3

x[Tb < Ta] = 1. (2.7)

Al ser
(
ρ−1
t∧Ta , t ≥ 0

)
una martingala uniformemente integrable tenemos, por un lado, que

E3
x

[
ρ−1
t∧Ta

]
= E3

x

[
ρ−1

0

]
= x−1. Por otro lado, observamos la siguiente relación

E3
x

[
ρ−1
t∧T
]

= E3
x

[
ρ−1
t∧T1{Ta<Tb}

]
+ E3

x

[
ρ−1
t∧T1{Tb<Ta}

]
= a−1P3

x (Ta < Tb) + b−1P3
x (Tb < Ta) = x−1. (2.8)

Por ello el problema se reduce a resolver un sistema de ecuaciones lineales, las cuales son (2.7) y
(2.8). Ahora, despejando de (2.7) obtenemos

P3
x [Ta < Tb] = 1− P3

x [Tb < Ta] .

Sustituyendo en (2.8) y desarrollando conseguimos

a−1
(
1− P3

x [Tb < Ta]
)

+ b−1P3
x [Tb < Ta] = x−1

P3
x [Tb < Ta]

(
b−1 − a−1

)
= x−1 − a−1

P3
x [Tb < Ta] =

x−1 − a−1

b−1 − a−1
,
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de donde se sigue que

P3
x [Tb < Ta] = 1− x−1 − a−1

b−1 − a−1
=
b−1 − x−1

b−1 − a−1
,

lo que concluye la primera parte de la proposición. Para obtener la segunda parte, el Teorema de
convergencia dominada implica

P3
x[Ta <∞] = ĺım

b→∞
P3
x[Ta < Tb] = ĺım

b→∞

b−1 − x−1

b−1 − a−1
=
a

x
.

Por último observemos que

P3
x[J0 ≤ a] = P3

x

[
ı́nf
s≥0

ρs ≤ a
]

= P3
x[Ta <∞] =

a

x
,

es decir, J0 es uniforme en el intervalo [0, x].

Los resultados anteriores nos permiten obtener una demostración del Teorema de Pitman. La
prueba se basa de Revuz y Yor [18].

Teorema 2.10. Sean B = (Bt, t ≥ 0) un movimiento browniano estándar y ρ = (ρt, t ≥ 0) un proceso
de Bessel de dimensión 3, definimos a St = sups≤tBs y Jt = ı́nfs≥t ρs. Entonces (2St − Bt, St) y
(ρt, Jt) poseen la misma ley.

Demostración. Sea ρ un BES3(0) y definamos Xt = 2Jt − ρt. Probaremos que para cada t > 0 fija,
Jt
L
= sups≤tXs. Para ello estudiemos dos casos. El primer caso; Jt

L
= ρt, implica claramente que

Xt
L
= ρt. Notemos que para toda s ≤ t tenemos, por definición, que Js ≤ ρs, entonces

Xs = 2Js − ρs ≤ Js ≤ Jt = Xt,

consecuentemente Xs ≤ Jt, por lo tanto, sups≤tXs = Jt.
El segundo caso, Jt 6= ρt, implica, por definición, que Jt < ρt y Xt < Jt. Por continuidad vemos

que existe un gt = sup {s < t : Js = ρs}, gracias al cual podemos escribir Jt = Jgt ; lo que nos permite
regresar al primer caso y ver que Jgt = sups≤gt Xs, esto es

Jgt = sup
s≤gt

Xs = sup
s≤t

Xs,

concluyendo nuestra primera afirmación. Es decir, hemos mostrado que Jt = sups≤tXs.

Nuestro objetivo ahora es demostrar que X es un movimiento browniano, para ello usaremos el
Teorema de caracterización de Lévy. Por ende basta probar que X es martingala local continua, pues
sabemos que

〈X〉t = 〈2Js − ρs〉 = 〈ρ〉t = t,

debido a que (Js, s ≥ 0) es un proceso de variación finita, ya que es creciente. Para mostrar que X es
martingala debemos probar que satisface tres condiciones: medibilidad, integrabilidad y la propiedad
de martingala.

Para verificar medibilidad lo primero que observamos es Js = Jt ∧ ı́nfs≤u≤t ρu para s < t. De
manera informal, si conocemos Jt y (ρs, s ≤ t) entonces conocemos Js, s ≤ t. El comentario anterior
se expresa matemáticamente de la siguiente manera FXt ⊂ F

ρ
t ∨ σ(Jt). Por otro lado, debido a que

Jt = sups≤tXs, es suficiente tener conocimiento de Xt para conocer Jt, es decir, σ(Jt) ⊂ FXt . Aún
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más, si conocemos X, debido a que podemos deducir Jt, entonces también tenemos determinado
ρt = 2Jt −Xt, es decir Fρt ⊂ FXt . En otras palabras

Fρt ⊂ FXt y σ(Jt) ⊂ FXt =⇒ Fρt ∨ σ(Jt) ⊂ FXt .

Por lo tanto FXt = Fρt ∨ σ(Jt).

Ahora veamos que X es integrable. Por un lado tenemos Xt ≤ ρt, lo cual es claro, puesto que
Xt = 2Jt − ρt y Jt ≤ ρt por definición de Jt. Por el otro lado sabemos que Jt es un proceso positivo,
entonces −Xt = ρt − 2Jt ≤ ρt. Por lo tanto, para cada t la variable aleatoria Xt es integrable.

Con base en los dos párrafos anteriores solo resta probar la propiedad de martingala, es decir,

E3
b

[
Xt|FXs

]
= Xs, P3

b − c.s

donde b > 0 y s ≤ t. Para ello basta probar

E3
b

[
Xt1{Js>a}H

]
= E3

b

[
Xs1{Js>a}H

]
, (2.9)

donde a > 0 y H es Fρs medible y acotada. Empezamos por desarrollar el lado izquierdo de (2.9), al
cual llamaremos LI.

LI = E3
b

[
(2Jt − ρt)1{Js>a}H

]
= E3

b

(2Jt − ρt)1{Jt>a}1{
ı́nf

s≤u≤t
ρu > a

}H


= E3
b

(2J0 − ρ0)1{J0>a} ◦ θt1{
ı́nf

s≤u≤t
ρu > a

}H


= E3
b

E3
b

(2J0 − ρ0)1{J0>a} ◦ θt1{
ı́nf

s≤u≤t
ρu > a

}H
∣∣∣∣∣∣∣Fρt




= E3
b

E3
b

[
(2J0 − ρ0)1{J0>a} ◦ θt

∣∣Fρt ]1{
ı́nf

s≤u≤t
ρu > a

}H
 ,

donde θt denota al operador traslación, y en la segunda igualdad usamos Js = Jt ∧ ı́nfs≤u≤t ρu. Por
la propiedad de Markov y debido a que H y 1{́ınfs≤u≤t ρu>a} son Fρt medibles, la última igualdad se
puede escribir como

E3
b

E3
ρt

[
(2J0 − ρ0)1{J0>a}

]
1{

ı́nf
s≤u≤t

ρu > a
}H

 . (2.10)

Analicemos la parte interna de la ecuación anterior, donde sustituiremos a ρt por un valor fijo x.

E3
x

[
(2J0 − ρ0)1{J0>a}

]
= 2E3

x

[
J01{J0>a}

]
− E3

x

[
x1{J0>a}

]
Gracias a la Proposición 2.9 sabemos que J0 se distribuye uniforme, lo que implica que

E3
x

[
J01{J0>a}

]
=

∫ x

a

u

x
du =

1

2x
(x2 − a2)1{a≤x} =

1

2
(x− a2x−1)1{a≤x}.
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Por otro lado, la misma proposición nos permite observar que

E3
x

[
ρ01{J0>a}

]
= xE3

x

[
1{J0>a}

]
= xP3

x [J0 > a] = x(1− ax−1)1{a≤x} = (x− a)1{a≤x}.

Sustituyendo el desarrollo anterior en (2.10), obtenemos

LI = E3
b

1{a≤ρt}(a− a2ρ−1
t )1{

ı́nf
s≤u≤t

ρu > a
}H


Ahora observemos que

{
ı́nf

s≤u≤t
ρu > a

}
= {Ta ◦ θs > t− s} ∩ {ρs > a}, es decir, el primer instante

en que el proceso alcanza el nivel a empezando en el tiempo s ocurre después de t− s unidades de
tiempo. Con tal observación resumimos la cadena de igualdades mediante

LI = E3
b

[
(a− a2ρ−1

t )1{Ta◦θs>t−s}H
]

= E3
b

[
E3
b

[
(a− a2ρ−1

t )1{ρs>a}1{Ta◦θs>t−s}|F
ρ
s

]
1{ρs>a}H

]
= E3

b

[
E3
b

[
(a− a2ρ−1

t−s)1{Ta>t−s} ◦ θs|F
ρ
s

]
1{ρs>a}H

]
= E3

b

[
E3
ρs

[
(a− a2ρ−1

t−s)1{Ta>t−s}
]
1{ρs>a}H

]
= E3

b

[
E3
ρs

[
(a− a2ρ−1

(t−s)∧Ta)
]
1{ρs>a}H

]
,

donde la penúltima igualdad es válida gracias a la Propiedad de Markov. En virtud de la Proposición
2.8 tenemos que ρt∧Ta es martingala uniformemente integrable, a la cual le podemos aplicar el
Teorema de paro de Doob, entonces

E3
x

[
a− a2ρt ∧ Ta

]
= a− a2x−1.

Por lo tanto
LI = E3

b

[
(a− a2ρ−1

s )1{ρs>a}H
]
.

El procedimiento para el lado derecho de (2.9), al cual llamaremos LD, es análogo. Para verlo, gracias
al desarrollo anterior, los argumentos se resumen en

LD = E3
b

[
(2Js − ρs)1{ρs>a}H

]
= E3

b

[
E3
b [(2J0 − ρ0) ◦ θs|Fρs ]1{ρs>a}H

]
= E3

b

[
E3
ρs [2J0 − ρ0]1{ρs>a}H

]
= E3

b

[(
a− a2ρ−1

s

)
1{ρs>a}H

]
,

lo que nos permite deducir que (2.9) es cierta, concluyendo así el resultado.



3 Comportamiento asintótico de los
tiempos de ocupación: Caso discreto

Con el material visto en los capítulos anteriores, estamos en condiciones de estudiar el comporta-
miento asintótico de los tiempos de ocupación de la caminata aleatoria condicionada a ser positiva.
Para ello trabajaremos una serie de lemas a todo detalle, con el objeto de demostrar los resultados
principales de Biggins [4]. Nuestro objetivo es demostrar al siguiente teorema:

Teorema 3.1. Sea S = (Sn, n ≥ 0) una caminata aleatoria tal que E[S1] = 0 y E[S2
1 ] = 1. Sea

R = (Rn, n ≥ 0), la caminata aleatoria condicionada a ser positiva asociada a S. Definamos
D(x) =

∑
n≥1 1{Rn<x}, como el tiempo de ocupación del intervalo [0, x) para la cadena R. Existen

constantes U y L tales que los siguientes límites son válidos casi seguramente.

(i) ĺım sup
x→∞

D(x)

x2 log log(x)
≤ U <∞.

(ii) ĺım inf
x→∞

D(x)

x2/ log log(x)
≥ L > 0.

Una de las razones por las cuales resulta útil estudiar este tipo de objetos deriva directamente de
la aplicabilidad de las caminatas aleatorias, tal como mencionamos en la introducción. El conocer las
funciones normalizadoras adecuadas, salvo un múltiplo escalar, nos permite obtener estimaciones más
finas; las cuales pueden responder preguntas pertinentes al comportamiento del fenómeno de estudio.

A continuación resumimos las ideas desarrolladas en la demostración del teorema anterior. Primero
definimos a la variable νk(·); con la cual podemos analizar el comportamiento de R, la caminata
aleatoria condicionada a ser positiva, entre los ascending ladder times de S, la caminata aleatoria
original. Mostramos, en el Lema 3.4 que νr(·) y Hk −Hr son independientes para r < k. Es gracias
a esta independencia que podemos construir una supermartingala positiva, debido a que podemos
acotar la transformada de Laplace de νk(·) (Lema 3.7). Una vez hallada la supermartingala positiva
adecuada empleamos la desigualdad maximal para supermartingalas, establecida en la Proposición
3.12,y, con base en esta, invocamos al Lema de Borel Cantelli, probando así la cota superior (Lema
3.13). Para demostrar la cota inferior (Lema 3.17) construimos una sucesión de v.a.i.i.d no negativas
en términos de νr(·) y Hk −Hr para r < k. Posteriormente utilizamos la cota exponencial del Lema
3.16, a la cual aplicaremos el Lema condicional de Borel-Cantelli. La demostración de ambas cotas
explota la monotonía del tiempo de ocupación, i.e de la función D.

27
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3.1. Introducción

Sea {ξi, i ≥ 1} una sucesión de v.a.i.i.d y construimos a la caminata aleatoria S = {Sn, n ≥ 0}
como Sn =

∑n
i=1 ξi y S0 = 0. De ahora en adelante consideramos una caminata aleatoria oscilante S,

tal que E[S1] = 0 y E[S2
1 ] = 1.

Recordamos del capítulo 1 a los ascending ladder times, los cuales están definidos recursivamente
mediante

γ0 = 0, γk = ı́nf
{
n > γk−1 : Sn > Sγk−1

}
, para k = 1, 2, . . . ,

con ellos construimos el proceso escalera, {(γk, Hk), k ≥ 0}, donde Hk := Sγk . Resaltamos que
(Hk, k ≥ 1) es un proceso positivo y creciente. De manera análoga definimos al proceso escalera
descendente, el cual denotamos por

(
γ̂i,−Ĥk, k ≥ 0

)
.

La suposición de media cero implica que ambos procesos escalera son propios, es decir, ninguno
tiene un átomo en +∞. La suposición de varianza uno implica que E[H1] y E[Ĥ1] son finitos y que
2E[H1]E[−Ĥ1] = 1; véase la Proposición A.3. Para facilitar notación denotamos por b+ := E[H1] y
por b− := E[−Ĥ1].

Lema 3.2. Para j fija, definimos a la cadena retornada en el tiempo j como

S∗i = Sj − Sj−i, i ≤ j.

Consideremos a f una función positiva. Entonces

f(−Sj)1{γ1>j}
L
= f(−S∗j )1{(j,S∗j ) es un punto escalera descendente }.

Además

E

γ1−1∑
j=0

f(−Sj)

 =

∫
f(y)Û(dy).

Demostración. Gracias a la propiedad de incrementos independientes y estacionarios para caminatas
aleatorias observamos, para i ≤ j lo siguiente,

S∗i = Sj − Sj−i
L
= Si.

Por otra parte, debido a que S posee incrementos independientes y estacionarios vemos que S∗

también. Como lo anterior es válido para i ≤ j concluimos

{S∗i , i ≤ j}
L
= {Si, i ≤ j} .

Dicho resultado es conocido como retorno de tiempo para caminatas aleatorias. Debido a que S0 = 0

observamos que Sj = S∗j c.s. En el evento {j < γ1}, tenemos Sj ≤ 0 entonces

S∗j ≤ S∗i c.s para i ≤ j.

Por lo tanto S∗j es el menor valor de la cadena S∗i para i ≤ j, consecuentemente S∗j es un punto
escalera descendente. Este pequeño artificio nos permite concluir que

f(−Sj)1{γ1>j}
L
= f(−S∗j )1{(j,S∗j ) es un punto escalera descendente },
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probando el primer resultado. Para obtener el segundo observemos que, al sumar sobre j, se sigue

E

γ1−1∑
j=0

f(−Sj)

 =

∞∑
j=0

E
[
f(−S∗j )1{(j,S∗j ) es un punto escalera descendente }

]

=

∞∑
j=0

E
[
f(−Ĥj)

]
=

∞∑
j=0

∫
f(x)dF̂j(dx) =

∫ ∞∑
j=0

f(x)dF̂j(dx)

=

∫
f(y)Û(dy),

lo que prueba el resultado.

Observación. En particular, si f(−Sj) = 1{Sj>−x} se sigue que

V (x) := E

γ1−1∑
j=0

1{Sj>−x}

 =

∫
1{y<x}Û(dx).

En otras palabras, V (x) representa el número promedio de visitas al intervalo (−x, 0] antes de rebasar
el nivel cero.

Por conveniencia recordamos la construcción de Tanaka para la caminata aleatoria condicionada
a ser positiva, la cual denotamos por (Rk, k ≥ 0). Consideremos a

τn = γn − γn−1,

observemos que gracias a la propiedad fuerte de Markov {τn, n ≥ 1} son v.a.i.i.d, tales τn
L
= γ1, para

toda n. Con ellas podemos definir

ωn = (0, Sτn − Sτn−1, Sτn − Sτn−2, . . . , Sτn).

Para identificar cada componente de ωn escribimos

ωn = (ωn(k), k = 0, 1, . . . , τn), i.e ωn(k) = Sτn − Sτn−k.

Entonces

Rn = Hk + ωk+1(n− γk), para γk < n ≤ γk+1. (3.1)

3.2. Estimaciones Preliminares

Nuestro objetivo es estudiar el comportamiento de D(x). Como primer acercamiento consideramos
a las siguientes variables aleatorias

Dk := D(Hk) =

∞∑
n=0

1{Rn<Hk}

el cual denota el número de veces que la caminata aleatoria condicionada a ser positiva está por
debajo de Hk.

Debido a que en bastantes operaciones empleamos argumentos asintóticos introducimos la notación
usual del símbolo ≈, el cual leemos como asintóticamente equivalente a, es decir, a(x) ≈ b(x) si
ĺımx→∞

a(x)
b(x) = 1.

La siguiente proposición nos será de utilidad en las demostraciones subsecuentes.
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Proposición 3.3. Con la notación mantenida hasta ahora tenemos

ĺım
n→∞

V (Hn)

n
=
b+

b−
c.s.

Demostración. Por la ley fuerte de grandes números sabemos que Hn/n −→ b+c.s. Es decir, para
toda ε > 0 existe una N := N(ε) lo suficientemente grande, tal que para toda n > N se tiene
|Hn/n− b+| < ε c.s. En otras palabras, para toda n > N

n(b+ − ε) < Hn < n(b+ + ε), c.s.

Por otro lado, el Teorema elemental de renovación nos dice

ĺım
x→∞

V (x)/x =
1

b−
.

Con los elementos anteriores podemos ver que la siguiente desigualdad es válida c.s.

ĺım
n→∞

V (Hn)

n
≤ ĺım
n→∞

V (n(b+ + ε))

n(b+ + ε)

n(b+ + ε)

n
=
b+ + ε

b−
.

Gracias a que V es creciente, un razonamiento análogo nos otorga la cota inferior, y debido a que
ε > 0 fue arbitraria concluimos el resultado.

Lema 3.4. Considerando los objetos definidos anteriormente. Sea

vr(x) =

τr∑
j=1

1{ωr(j)<x+ωr(τr)}.

Entonces

Dk =

k∑
r=1

vr(Hk −Hr),

con (v1, . . . , vr) independiente de (Hk −Hk−1, . . . ,Hk −Hr). Además E [vr(x)] = V (x) y

ĺım
k→∞

1

k2
E [Dk] =

b+

2b−
.

Demostración. Denotemos por Fr = σ(S0, S1, . . . , Sr), consideremos x ∈ R fija y observemos que
vr(x) ∈ Fγr , pues τr ∈ Fγr . De manera informal, si conocemos Fγr la función vr(x) se encuentra
completamente determinada. Debido a que la caminata aleatoria posee incrementos independientes y
estacionarios, i.e

Hk −Hr = Sγk − Sγr es independiente de Fγr , para toda r < k.

Por lo tanto vr(x) es independiente de Hk −Hr.
Notemos que por construcción de R, la función 1{Rn<Hk} = 0 para toda n ≥ γk. Esta observación,

la ecuación (3.1) y el hecho que ωr(i) = Sτr − Sτr−i nos permiten ver

D(Hk) =

γk∑
n=0

1{Rn<Hk} =

k∑
r=1

τr∑
i=1

1{Hr−1+ωr(i)<Hk} =

k∑
r=1

τr∑
i=1

1{ωr(i)<Hk−Hr−1},

Por otro lado, gracias a la propiedad fuerte de Markov, sabemos que

Hr−1 + ωr(τr) = Hr−1 + Sγr−γr−1

L
= Hr.
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Entonces, por definición de la función vr, vemos

k∑
r=1

τr∑
i=1

1{ωr(i)<Hk−Hr+ωr(τr)}=

k∑
r=1

vr(Hk −Hr),

lo que prueba la primera parte. Notando que γ1 = τ1 observamos

E [v1(x)] = E

[
γ1∑
i=1

1{ω1(i)<x+ω1(γ1)}

]
= E

[
γ1∑
i=1

1{Sγ1
−Sγ1−i<x+Sγ1}

]
= E

[
γ1∑
i=1

1{Sγ1−i>−x}

]
= V (x),

en la última igualdad usamos un cambio de variable. Observemos ahora el comportamiento asintótico,
para ello denotemos por Bi = σ(Hk −Hi), debido a que vi(x) es independiente de Bi vemos que
E[vi(Hk −Hi)|Bi] = V (Hk −Hi). Entonces

E[Dk] = E

[
k∑
i=1

vi(Hk −Hi)

]
= E

[
k∑
i=1

E [vi(Hk −Hi)| Bi]

]
= E

[
k∑
i=1

V (Hk −Hi)

]
.

Por la propiedad fuerte de Markov sabemos que Hk −Hi
L
= Hk−i, luego

1

k2
E [Dk] =

1

k2

k∑
i=1

E[V (Hk −Hi)] =
1

k2

k−1∑
i=0

E[V (Hi)]. (3.2)

De la Proposición 3.3 deducimos que para toda ε > 0 existe N := N(ε) ∈ N tal que para toda n ≥ N
se sigue V (Hn) < n b

+

b− (1 + ε) c.s Con lo anterior tenemos, por un lado, para k > N

k−1∑
i=0

E[V (Hi)] =

N−1∑
i=0

E[V (Hi)] +

k−1∑
i=N

E[V (Hi)] =

N−1∑
i=0

E[V (Hi)] +

k−1∑
i=N

i
b+

b−
(1 + ε)

Por otro lado notemos

N−1∑
i=0

E[V (Hi)] ≤ (N − 1)E[V (Hk)] ≤ (N − 1)k
b+

b−
(1 + ε)

donde en la desigualdad anterior hicimos uso de la monotonía de la función V . Debido a que la
expresión anterior es del orden de k, cuando k es suficientemente grande, se sigue que

ĺım
k→∞

1

k2

N−1∑
i=0

E[V (Hi)] = 0.

Por lo tanto

ĺım
k→∞

1

k2
E[Dk] ≤ (1 + ε)

b+

b−
ĺım
k→∞

1

k2

k−1∑
i=M

i = (1 + ε)
b+

b−
ĺım
k→∞

1

k2

(
(k − 1)k

2
− M(M + 1)

2

)
= (1 + ε)

b+

2b−
,

la cota superior se sigue considerando ε suficientemente cercana a cero. El argumento para la cota
inferior es análogo, por lo que se concluye la prueba.

En los siguientes lemas usaremos una vi(·) genérica, por ello escribimos v(·) := v1(·). El siguiente
lema tiene como objetivo acotar los momentos de v. Cabe señalar que algunos resultados subsecuentes
usan los mismos argumentos que el siguiente lema.
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Lema 3.5. Sean
K(x) = V ar(v(x)) = E

[
(v(x)− V (x))2

]
y

W (x) = sup

{∫ y

0

V (x− y + z)U(dz) : 0 ≤ y ≤ x
}
.

Entonces

(i) K(x) = 2

∫ x

0

∫ y

0

V (x− y + z)U(dz)Û(dy)− V (x)2 − V (x).

(ii) x−3K(x) −→ 2

3b+(b−)2
cuando x −→ ∞; lo que implica que para una C finita, K(x) ≤

C(x+ 1)3.

(iii) E[v(x)k] ≤ k!V (x)W (x)k−1.

Demostración. Para x > 0 definimos a V (x, y) como el número esperado de visitas de (Sn − y, n ≥ 0)

(la caminata aleatoria que empieza en −y), en el intervalo (−x, 0] antes de su primera visita al
intervalo (0,∞); la cual es consistente con la notación original V (x, 0) = V (x). La siguiente relación
es válida gracias a la propiedad de Markov

E

γ1−1∑
k=j

1{Sk>−x}

∣∣∣∣∣∣Fj
 = 1{γ1>j}V (x,−Sj), donde Fj = σ(S0, S1, . . . , Sj). (3.3)

Ahora notemos que K(x) = E[v(x)2]− 2E[v(x)V (x)] + E[V (x)2]. Notando que para x fija, V (x)

es determinista, tenemos E[v(x)2]− V (x)2.

Recordando la relación  n∑
j=0

ai

2

= 2

n∑
j=0

n∑
k=j

aiaj −
n∑
i=0

a2
i ,

podemos desarrollar

E
[
v(x)2

]
= E


γ1−1∑

j=0

1{Sj>−x}

2


= E

2

γ1−1∑
j=0

1{Sj>−x}

γ1−1∑
k=j

1{Sk>−x} −
γ1−1∑
j=0

1{Sj>−x}


= 2E

γ1−1∑
j=0

1{Sj>−x}

γ1−1∑
k=j

1{Sk>−x}

− V (x)

= 2E

γ1−1∑
j=0

E

1{Sj>−x} γ1−1∑
k=j

1{Sk>−x}

∣∣∣∣∣∣Fj
− V (x)

= 2E

γ1−1∑
j=0

1{Sj>−x}V (x,−Sj)

− V (x)

= 2

∫ x

0

V (x, y)Û(dy)− V (x).
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Para concluir la prueba de (i) basta mostrar

V (x, y) =

∫ y

0

V (x− y + z)U(dz).

Para ello observemos que, por homogeneidad espacial

V (x, y) = E−y

[
γ0−1∑
n=0

1{Sn>−x}

]
= E

[
γy−1∑
n=0

1{Sn>y−x}

]
,

donde γy = ı́nf {n > 0 : Sn > y}, es decir, la primera vez que una caminata aleatoria que inicia
en cero sobrepase el nivel y. La idea es aplicar la descomposición de Wiener-Hopf para caminatas
aleatorias (descrita en el Apéndice A). Para ello introducimos a Γp una variable aleatoria geométrica
de parámetro p, independiente de la cadena S. Definamos q = 1− p y observemos que

E

[
γy−1∑
n=0

1{Sn>y−x}

]
= ĺım
q→1

E

[ ∞∑
n=0

1{Sn>y−x}1{n<γy}

]
qn.

Ahora trabajemos con la caminata aleatoria matada a tasa geométrica. Es decir

E

[ ∞∑
n=0

1{Sn>y−x}1{n<γy}

]
qn =

1

p
E
[
1{SΓp>y−x}1{Γp<γy}

]
=

1

p
E
[
1{SΓp>y−x}1{SΓp<y}

]
, (3.4)

donde SΓp = sup {Sn, n ≤ Γp} y SΓp = ı́nf {Sn, n ≤ Γp}.
El siguiente desarrollo necesita recordar tanto la descomposición de Wiener-Hopf para caminatas

aleatorias como la identidad básica. Denotamos por χ(s, t) := E
[
sγeitSγ

]
, de manera análoga a

χ̂(s, t) = E
[
sγ̂eitSγ̂

]
. La función característica de la v.a X la denotaremos por φX(·). El Corolario

A.2, al que nos referimos como la identidad básica, nos dice

1− sφS1(t) = (1− χ(s, t))(1− χ̂(s, t)).

Lo primero que observamos es

1− s = (1− χ(s, 0))(1− χ̂(s, 0)). (3.5)

El inciso (i) de la descomposición de Wiener-Hopf (Teorema A.1) nos dice que SΓp − SΓp es
independiente de SΓp y posee la misma distribución que SΓp

.
Gracias a los comentarios anteriores, estamos en condiciones de resumir la ecuación (3.4), la cual

se convierte en

1

p
E
[
1{SΓp−SΓp<x−y+SΓp}1{SΓp<y}

]
=

1

1− q

∫
(0,y)

E
[
1{SΓp−SΓp<x−y+z}

]
P
(
SΓp ∈ dz

)
=

1

1− q

∫
(0,y)

P
(
SΓp ∈ dz

) ∫
(0,x−y+z)

P
(
SΓp − SΓp ∈ dw

)
=

∫
(0,y)

P
(
SΓp ∈ dz

)
1− χ(q, 0)

∫
(0,x−y+z)

P(−SΓp ∈ dw)

1− χ̂(q, 0)
,
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la última igualdad se da gracias a (3.5). Invocando los incisos (ii) y (iii) del Teorema A.1 conseguimos,
por un lado∫

R
eitz

P(SΓp ∈ dz)
1− χ(q, 0)

=
1

1− χ(q, 0)
E
[
eitSΓp

]
= exp

{
−
∫

(0,∞)

∞∑
n=1

(1− eitx)
qn

n
F ∗n(dx) +

∫
(0,∞)

∞∑
n=1

qneitx
1

n
F ∗n(dx)

}

= exp

{∫
(0,∞)

∞∑
n=1

qn

n
eitxF ∗n(dx)

}
. (3.6)

Recordemos que U es la medida de renovación asociada al proceso de altura (Hk, k ≥ 0) En otras
palabras U(x) =

∑∞
n=0 P(Hn ≤ x). Por otro lado, esta observación y el Teorema de Tonelli nos

otorgan

φU (t) =

∫ ∞
0

∞∑
n=0

eitxHn(dx) =

∞∑
n=0

∫ ∞
0

eitxHn(dx) =

∞∑
n=0

(φH(t))n =
1

1− φH(t)
.

Debido a que φH(t) = χ(1, t) y haciendo uso, nuevamente, del inciso (iii) del Teorema A.1 conseguimos

φU (t) = exp

{
−
∫

(0,∞)

∞∑
n=1

1

n
eitxF ∗n(dx)

}
.

Por lo tanto, gracias al Teorema de convergencia monótona aplicado a la ecuación (3.6) y a la unicidad
de la función característica concluimos

ĺım
q→1

1

1− χ(q, 0)
P(SΓp ∈ dz) = U(dz).

Un procedimiento completamente análogo nos otorga

ĺım
q→1

1

1− χ̂(q, 0)
P(SΓp ∈ dz) = Û(dz).

Por lo tanto,

ĺım
q→1

1

1− q
E
[
1{SΓp>y−x}1{SΓp<y}

]
=

∫ y

0

∫ x−y+z

0

Û(dw)U(dz) =

∫ y

0

V (x− y + z)U(dz),

lo que concluye la prueba del primer inciso.
Para demostrar el segundo inciso sabemos, por el Teorema elemental de renovación (véase capítulo

3 sección 10 de Resnick [17]), que

1

x3

(
V (x)2 + V (x)

)
−→ 0 cuando x −→∞.

Por ello únicamente nos concentramos en el primer miembro de K(x), i.e.

2

x3

∫ x

0

∫ y

0

V (x− y + z)U(dz)Û(dy) ≤ 2

x3

∫ x

0

∫ y

0

V (x+ z)U(dz)Û(dy)

≤ 2

x3

∫ x

0

V (2x)

∫ x

0

U(y)Û(dy)

≤ 2

x3
V (2x)U(x)Û(x)
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Debido a que el límite de un producto es el producto de los límites (cuando estos existen), al aplicar
el Teorema elemental de renovación a cada componente vemos

4 ĺım
x→∞

V (2x)

2x

U(x)

x

Û(x)

x
=

4

b+(b−)2
<∞,

en otras palabras, para x suficientemente grande, digamos x > N , la función V (2x)U(x)Û(x) puede
acotarse por una función de la forma C1x

3, con C1 ∈ R. Por otro lado, la monotonía de las funciones
de renovación nos permite ver que

V (2x)U(x)Û(x) ≤ V (2N)U(N)Û(N), para x < N.

Por lo tanto existe una C tal que K(x) ≤ C(x+ 1)3.

Ahora deseamos una aproximación más fina. Notemos que los últimos dos términos de K(x) se
comportan como o(x3), por ello nos concentramos únicamente en el primero, i.e.

ĺım
x→∞

1

x3
K(x) = ĺım

x→∞

2

x3

∫ x

0

∫ y

0

V (x− y + z)U(dz)Û(dy).

Gracias al Teorema elemental de renovación sabemos que ĺımx→∞ V (x)/x = 1/b−. Es decir, para
toda ε > 0 existe una N ∈ R tal que si x > N se tiene que |V (x)/x− 1/b−| < ε. Entonces, para x
suficientemente grande existe N ′ ∈ R tal que x− y +N ′ ≥ N ,

1

x3

∫ x

0

∫ y

0

V (x− y + z)U(dz)Û(dy)

=
1

x3

∫ x

0

(∫ N ′

0

V (x− y + z)U(dz) +

∫ y

N ′
V (x− y + z)U(dz)

)
Û(dy)

≈ 1

x3

∫ x

0

(∫ N ′

0

V (x− y + z)U(dz) +
1

b−

∫ y

N ′
(x− y + z)U(dz)

)
Û(dy),

observemos que el primer sumando se puede acotar por arriba por

1

x3

∫ x

0

V (x− y +N ′)U(N ′)Û(dy) ≤ 1

x3
V (x+N ′)U(N ′)Û(x)

al notar que V (x + N ′)U(N ′)Û(x) es del orden de x2, deducimos que cuando x −→ ∞ el primer
sumando tiende a cero. Por lo tanto

ĺım
x→∞

∫ x

0

∫ y

0

V (x− y + z)U(dz)Û(dy) = ĺım
x→∞

1

x3b−

∫ x

0

∫ y

N ′
(x− y + z)U(dz)Û(dy).

Con el fin de hacer las operaciones más simples probaremos la siguiente igualdad.

ĺım
x→∞

1

x3b−

∫ x

0

∫ y

N ′
(x− y + z)U(dz)Û(dy) = ĺım

x→∞

1

x3b−

∫ x

0

∫ y

0

(x− y + z)U(dz)Û(dy).

Para verificarla basta notar que

ĺım
x→∞

1

x3b−

∫ x

0

∫ N ′

0

(x− y + z)U(dz)Û(dy) = 0, (3.7)

lo cual es claro pues∫ x

0

∫ N ′

0

(x− y + z)U(dz)Û(dy) ≤ (x+N ′)

∫ x

0

∫ N ′

0

U(dz)Û(dy) = (x+N ′)U(N ′)Û(x),
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y la última expresión es del orden de x2, lo que implica que (3.7) es cierta. Por ende

ĺım
x→∞

2

x3

∫ x

0

∫ y

0

V (x− y + z)U(dz)Û(dy) = ĺım
x→∞

2

x3b−

∫ x

0

∫ y

0

(x− y + z)U(dz)Û(dy).

Los comentarios anteriores nos permiten ver que

1

x3
K(x) ≈ 2

x3

∫ x

0

∫ y

0

x− y + z

b−
U(dz)Û(dy)

=
2

x3b−

∫ x

0

∫ y

0

(x− y + z)U(dz)Û(dy)

=
2

x3b−

∫ x

0

(
(x− y)U(y) +

∫ y

0

zU(dz)

)
Û(dy).

Usando integración por partes en el segundo sumando, resumimos la cadena de igualdades como

1

x3
K(x) ≈ 2

x3b−

∫ x

0

(
(x− y)U(y) + yU(y)−

∫ y

0

U(z)dz

)
Û(dy)

=
2

x3b−

(∫ x

0

xU(y)Û(dy)−
∫ x

0

∫ y

0

U(z)dzÛ(dy)

)
=

2

b−

(
1

x2

∫ x

0

U(y)Û(dy)− 1

x3

∫ x

0

∫ y

0

U(z)dzÛ(dy)

)
. (3.8)

Calcularemos el comportamiento asintótico de cada sumando de (3.8) por separado. Para el primer
término deseamos obtener

ĺım
x→∞

1

x2

∫ x

0

U(y)Û(dy) = ĺım
x→∞

d
dx

∫ x
0
U(y)Û(dy)

2x
, casi dondequiera, (3.9)

lo anterior será válido si
∫ x

0
U(y)Û(dy) es diferenciable. Para demostrar que es cierto debemos verificar

que

1. ĺım sup
h↓0

1

h

∫ x+h

x

U(y)Û(dy) <∞.

2. ĺım sup
h↓0

1

h

∫ x+h

x

U(y)Û(dy) = ĺım inf
h↓0

1

h

∫ x

x−h
U(y)Û(dy).

En efecto, gracias al Lema de Fatou y al hecho que toda función monótona definida en un intervalo
posee derivada finita casi dondequiera (véase capítulo 9, sección 31 de Kolmogorov y Fomin [14]), se
sigue para casi toda x ∈ R.

a) ĺım sup
h↓0

1

h

∫ x+h

x

U(y)Û(dy) ≤ ĺım sup
h↓0

U(x+ h) · ĺım sup
h↓0

1

h

∫ x+h

x

Û(dy) ≤ U(x) · Û ′(x)

b) ĺım inf
h↓0

1

h

∫ x

x−h
U(y)Û(dy) ≥ ĺım inf

h↓0
U(x− h) · ĺım inf

h↓0

1

h

∫ x

x−h
Û(dy) ≥ U(x) · Û ′(x).

Gracias a lo anterior (3.9) es válida. Por lo tanto

d
dx

∫∞
0
U(y)Û(dy)

2x
=
U(x)

2x
Û ′(x)

Al tomar el límite cuando x→∞, el Teorema elemental de renovación nos dice, por un lado

ĺım
x→∞

U(x)

2x
=

1

2b+
.
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Por otro lado, también nos dice que Û(x) es asintóticamente lineal, i.e ĺımx→∞ Û(x)/x = 1/b−. Por
ende, su derivada (la cual existe casi dondequiera), satisface

ĺım
x→∞

Û ′(x) =
1

b−
.

Colocando las piezas en el orden adecuado concluimos

ĺım
x→∞

U(x)

2x
Û ′(x) =

1

2b+b−
. (3.10)

Para el segundo sumando, tomando x suficiente grande observamos

1

x3

∫ x

0

∫ y

0

U(z)dzÛ(dy) =
1

x3

∫ x

0

∫ x

z

Û(dy)U(z)dz

=
1

x3

∫ x

0

(
Û(x)− Û(z)

)
U(z)dz

=
1

x3
Û(x)

∫ x

0

U(z)dz − 1

x3

∫ x

0

Û(z)U(z)dz

Tomando límites, invocando el Teorema elemental de renovación y aplicando la regla de L’hospital
(en la tercera igualdad), las siguientes igualdades son ciertas casi dondequiera

ĺım
x→∞

(
1

x3
Û(x)

∫ x

0

U(z)dz − 1

x3

∫ x

0

Û(z)U(z)dz

)
= ĺım
x→∞

1

x3
Û(x)

∫ x

0

U(z)dz − ĺım
x→∞

1

x3

∫ x

0

Û(z)U(z)dz

= ĺım
x→∞

1

x2b−

∫ x

0

U(z)dz − ĺım
x→∞

1

x3

∫ x

0

Û(z)U(z)dz

= ĺım
x→∞

(
U(x)

2xb−
− Û(x)U(x)

3x2

)

=
1

2b+b−
− 1

3b+b−

=
1

6b+b−
. (3.11)

Para concluir tomamos el límite cuando x→∞ en la ecuación (3.8) y usamos las estimaciones (3.10)
y (3.11). Es decir

ĺım
x→∞

1

x3
K(x) =

2

3b+ (b−)
2

Denotemos por I(k, n) al conjunto de k-eadas no decrecientes que toman valores en {1, . . . , n}. Por
ejemplo

{(1, 2, . . . , k), (2, 3, . . . , k + 1), . . . , (n− k + 1, n− k, . . . , n)} ⊂ I(k, n)

Para una sucesión no negativa {ai, i = 1, 2, . . . , n} consideramos α = (α1, . . . , αk) ∈ I(k, n). Denota-
mos por

aα =

k∏
i=1

aαi .

Recordemos el Teorema multinomial, el cual establece la siguiente igualdad(
n∑
i=1

ai

)k
=

∑
r1+r2+···+rn=k

(
k

r1, r2, · · · , rn

) ∏
1≤i≤n

arii .
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Con base en lo anterior obtenemos(
n∑
i=1

ai

)k
=

n∑
i=1

aki + k
∑

1≤i1 6=i2≤n

ak−1
i aj + · · ·+ k!

∑
1≤i1 6=i2 6=i3···6=ik≤n

ai1ai2 · · · aik ≤ k!
∑

α∈I(k,n)

aα.

Si tomamos ai = 1{Si>−x} y n = γ1 − 1 vemos

E
[
v(x)k

]
= E

(γ1−1∑
i=1

1{Sγ1
−Sγ1−i<x+Sγ1}

)k
= E

(γ1−1∑
i=1

1{Sγ1−i>−x}

)k = E

(γ1−1∑
i=1

1{Si>−x}

)k
≤ k!E

 ∑
α∈I(k,n)

aα

 . (3.12)

Recordando la ecuación (3.3) vemos que

E

 n∑
i=j

ai

∣∣∣∣∣∣Fj
 = 1{γ>j}V (x,−Sj).

Además, al estar ordenada la sucesión en I(k, n) sabemos que ai ∈ Fi. Observemos que si tomamos
aα con α ∈ I(k, n), podemos partirlo fijándonos en dos componentes. El primero una k− 1-eada (que
toma valores en {1, . . . , n}) y el segundo, un valor ai > aαk−1

. En otras palabras

∑
α∈(k,n)

aα =
∑

α∈I(k−1,n)

aα

 n∑
i=αk−1

ai

 .

Entonces, haciendo uso de la igualdad anterior

E

 ∑
α∈I(k,n)

aα

 = E

 ∑
α∈I(k−1,n)

aα

 n∑
i=αk−1

ai


= E

E
 ∑
α∈I(k−1,n)

aα

 n∑
i=αk−1

ai

∣∣∣∣∣∣Fαk−1


= E

 ∑
α∈I(k−1,n)

aαV (x,−Sαk−1
)

 ,
usando (3.3) en la última igualdad. Notando que por definición, V (x,−Sαk−1

) ≤W (x), la cadena de
igualdades implica

E

 ∑
α∈I(k,n)

aα

 ≤W (x)E

 ∑
α∈I(k−1,n)

aα

 .
Repitiendo el procedimiento k − 2 veces, obtenemos

E

 ∑
α∈I(k,n)

aα

 ≤W (x)k−1E

 ∑
α∈I(1,n)

aα

 = W (x)k−1E

[
γ−1∑
i=1

1{Si>−x}

]
= W (x)k−1V (x).

Finalmente, sustituyendo la expresión anterior en la ecuación (3.12) se concluye el lema.
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La función W juega un papel importante en la estimación de los momentos de v. El siguiente
lema tiene como objetivo acotar W , para poder simplificar las estimaciones

Lema 3.6. Recordando que W (x) = sup
{∫ y

0
V (x− y + z)U(dz) : 0 ≤ y ≤ x

}
, se tiene

(i) Para una c <∞, (x+ 1)−2W (x) ≤ c, para toda x ≥ 0.

(ii) Más aún x−2W (x)→ 1 cuando x→∞.

Demostración. Para la primera parte observemos que

W (x) ≤ V (2x)U(x),

invocando el Teorema de renovación elemental y recordando que 2b+b− = 1 obtenemos

ĺım
x→∞

W (x)

x2
≤ ĺım
x→∞

2
V (2x)

2x

U(x)

x
= 2

1

b−b+
= 4.

El comentario anterior nos dice queW (x) es asintóticamente del orden de x2. Por otro lado, recordando
la definición de W vemos que podemos elegir a una c tal que W (x) ≤ c(x + 1)2, lo que prueba el
primer inciso.

Para el segundo inciso lo primero que observamos es

1

x2
W (x) =

1

x2
sup

0≤y≤x

∫ y

0

V (x− y + z)U(dz) ≥ 1

x2

∫ x

0

V (z)U(dz),

gracias al desarrollo del inciso (ii) del Lema 3.5 y a que 2b+b− = 1 se sigue que

ĺım
x→∞

1

x2
W (x) ≥ ĺım

x→∞

1

x2

∫ x

0

V (z)U(dz) =
1

2b+b−
= 1.

Para obtener la otra desigualdad notamos que para x > 1 la función x−2W (x) ≤ 4 es positiva y
acotada (gracias al inciso (i)). Por ello se puede acotar por algún término de la siguiente forma

x−2 sup

{∫ y

0

V (x− y + z)U(dz) : (η − ε)x ≤ y ≤ ηx
}
,

para toda ε > 0 y para alguna η ∈ (0, 1]. Por monotonía tenemos

1

x2
sup

(η−ε)x≤y≤ηx

∫ y

0

V (x− y + z)U(dz) ≤ 1

x2

∫ ηx

0

V (x− (η − ε)x+ z)U(dz).

Procediendo de manera análoga que en el inciso (ii) del Lema 3.5 podemos ver

1

x2

∫ ηx

0

V (x− (η − ε)x+ z)U(dz) ≈ 1

x2

∫ ηx

0

x(1− η + ε) + z

b−1
U(dz)

=
1

x2b−

(
x(1− η + ε)U(ηx) +

∫ ηx

0

zU(dz)

)
=

1

x2b−

(
x(1− η + ε)U(ηx) + ηxU(ηx)−

∫ ηx

0

U(z)dz

)
=

1

x2b−

(
x(1− η + ε)U(ηx) + ηxU(ηx)−

∫ ηx

0

U(z)dz

)
= (1 + ε)

U(ηx)

xb−
− 1

x2b−

∫ ηx

0

U(z)dz. (3.13)
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Tomando límites en (3.13), aplicando el Teorema elemental de renovación y la regla L’hopital,
observamos

ĺım
x→∞

x−2 sup

{∫ y

0

V (x− y + z)U(dz) : (η − ε) ≤ y ≤ ηx
}
≤ (1 + ε)

η

b−b+
− η2

b−
ĺım
x→∞

U(x)

2x

= (1 + ε)
η

b−b+
− η2

2b−b+

=
2(1 + ε)η − η2

2b−b+
.

Por último recordemos que 2b−b+ = 1 y notemos que, para η ∈ (0, 1], η2 ≤ η. Entonces la función
f(η) := 2(1 + ε)η − η2 es creciente en (0, 1]. Por lo tanto

f(η) ≤ f(1) = 1 + 2ε, η ∈ (0, 1],

concluyendo así el lema.

Lema 3.7. Para d < 1 existe una κ, independiente de x, tal que

E
[
exp

{
θ(v(x)− V (x))− θ2

(
K(x) + κ(x+ 1)3

2

)}]
≤ 1,

donde θ satisface 0 ≤ θW (x) ≤ d.

Demostración. Tomemos C tal que C > V (x)
x+1 para toda x ≥ 0. La cual existe gracias al Teorema

elemental de renovación y haciendo uso de argumentos similares a los del inciso (ii) del Lema 3.5.
Sea C ′ tal que, utilizando la c del inciso (i) del Lema 3.6, se satisface d = C′

C′+c . Como primer paso,
observamos

C ′ =
cd

1− d
.

Debido a que c > (x+ 1)−2W (x) las siguientes desigualdades son válidas

C ′ =
cd

1− d
≥ W (x)

(x+ 1)2

d

1− d
≥ W (x)

(x+ 1)2

θW (x)

1− θW (x)
.

Ahora, recordando el inciso (iii) del Lema 3.5 podemos ver
∞∑
k=3

θk

k!
E
[
v(x)k

]
≤
∞∑
k=3

θk

k!

[
k!V (x)W (x)k−1

]
= θV (x)

∞∑
k=3

θk−1W (x)k−1

= θV (x)

(
1

1− θW (x)
− 1− θW (x)

)
, (3.14)

donde la última igualdad se debe a la hipótesis. Notando que

1

1− θW (x)
− (1 + θW (x)) =

1

1− θW (x)

(
1− (1− θ2W (x)2)

)
=

θ2W (x)2

1− θW (x)

y recordando que C y C ′ son cotas superiores, la ecuación (3.14) se convierte en
∞∑
k=3

θk

k!
E
[
v(x)k

]
≤ θ3V (x)W (x)2

1− θW (x)

= θ2(1 + x)3

(
V (x)

1 + x

) (
θW (x)

1− θW (x)

W (x)

(1 + x)2

)
≤ θ2(1 + x)3CC ′. (3.15)
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Utilizando la representación de series de Taylor para la función exponencial y el Teorema de Tonelli,
vemos que

E [exp {θv(x)}] = E

[ ∞∑
k=0

θkv(x)k

k!

]

=

∞∑
k=0

E
[
θkv(x)k

k!

]

= 1 + θV (x) +
θ2

2
E[v(x)2] +

∞∑
k=3

θk

k!
E
[
v(x)k

]
≤ 1 + θV (x) +

θ2

2

(
K(x) + V (x)2

)
+ θ2(1 + x)3CC ′,

donde la última desigualdad se obtuvo usando (3.15) y la primera parte del Lema 3.5. Ahora, es
claro que

1 + θV (x) +
θ2

2
V (x)2 ≤ exp {θV (x)}

entonces

E [exp {θv(x)}] ≤ exp {θV (x)}+
θ2

2

(
K(x) + (1 + x)32CC ′

)
.

Para finalizar usamos la siguiente propiedad de la función exponencial. Sean u,w ≥ 0, entonces

eu + w = eu(1 + we−u) ≤ eu(1 + w) ≤ eu+w.

Llamando κ = 2CC ′ y tomando u = V (x) y w = θ2

2

(
K(x) + κ(1 + x)3

)
se sigue el resultado.

Lema 3.8. Sean Yi,k variables aleatorias idénticamente distribuidas, con media µ. Suponga, además,
que Yi,k son independientes cuando i varía y k se mantiene fijo. Si ĺım infk

n(k+1)
n(k) > 1 entonces, para

toda ε > 0, ∑
k

P

∣∣∣∣∣∣
n(k)∑
i=1

(Yi,k − µ)

∣∣∣∣∣∣ > n(k)ε

 <∞.

Para demostrar este lema, haremos uso de dos resultados de Asmussen y Hering [1]

Proposición 3.9. Sea {n(k)}k≥1 una sucesión no negativa tal que ĺım inf n(k+1)
n(k) > 1. Entonces

(i)
∑∞
k=0 n(k)1{x>n(k)} = O(x)

(ii)
∑∞
k=0

1
n(k)1{x≤n(k)} = O

(
1
x

)
Demostración. Definamos N(x) := sup {k : n(k) < x}, gracias a la hipótesis, existe M ∈ N tal que
para toda k > M se satisface n(k+1)

n(k) ≥ 1 + ε, para para alguna ε > 0. Por otro lado, para k ≤M se
tiene que C := supk≤M n(k) <∞. Tomemos r ∈ N, k > M y notemos que

n(k + r)

n(k)
=

n(k + r)

n(k + r − 1)

n(k + r − 1)

n(k + r − 2)
· · · n(k + 1)

n(k)︸ ︷︷ ︸
r términos

≥ (1 + ε)r
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lo que implica n(k)
n(k+r) ≥ (1 + ε)−r. Supongamos que N(x) > M y observemos

∞∑
k=0

n(k)1{x>n(k)} =

N(x)∑
k=0

n(k) =

M∑
k=0

n(k) +

N(x)∑
k=M+1

n(k)

= n(N(x))

 M∑
k=0

n(k)

n(N(x))
+

N(x)∑
k=M+1

n(k)

n(N(x))


≤ x

(M + 1)C +

N(x)∑
k=M+1

(1 + ε)k−N(x)


≤ x

(
(M + 1)C +

∞∑
k=0

(1 + ε)−k

)

= x

(
(M + 1)C +

1

ε

)
.

Notemos que el caso N(x) < M se sigue del anterior, pues acotamos la suma por un número finito.
Con esto probamos el primer inciso.

Para el segundo inciso supongamos nuevamente que N(x) > M , entonces
∞∑
k=0

1

n(k)
1{x≤n(k)} =

∞∑
k=N(x)+1

1

n(k)

=
1

n(N(x) + 1)

∞∑
k=N(x)+1

n(N(x) + 1)

n(k)

≤ 1

x

∞∑
k=N(x)+1

(1 + ε)N(x)+1−k ≤ 1

εx
.

Si suponemos N(x) < M entonces solo consideramos un número finito de sumandos, probando así la
proposición.

Proposición 3.10. Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias independientes de media cero, tales que
|Xk| se encuentra dominado estocásticamente por una distribución integrable Q con soporte en [0,∞).
i.e

P (|Xk| > t) ≤ 1−Q(t) y
∫ ∞

0

tQ(dt) <∞.

Defina Xn := 1
n

∑n
k=1Xk. Entonces

P
(
|Xn| > δ

)
≤ c1n

∫ ∞
n

dQ(x) + c2
1

n

∫ n

0

x2dQ(x),

donde las constantes c1 y c2 no dependen de n.

Demostración. Definamos a

Yk =


−n, Xk ≤ −n,

Xk, −n < Xk < n,

n, Xk ≥ n.

Denotamos Y n = 1
n

∑n
k=1(Yk − µk), con E[Yk] = µk. Ahora, recordando que E[Xk] = 0 obtenemos

|µk| = |E[Yk]− E[Xk]| ≤ E
[
|Xk|1{|Xk|>n}

]
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Observando que la función x1{x>n} es no decreciente en [0,∞) y recordando que |Xk| se encuentra
dominada estocásticamente por una distribución Q, obtenemos

|µk| ≤ E
[
|Xk|1{|Xk|>n}

]
≤
∫ ∞

0

x1{x>n}dQ(x) =

∫ ∞
n

xdQ(x) ≤ δ

2
.

Gracias a la desigualdad del triángulo vemos

|µ1 + · · ·+ µn|
n

≤ |µ1|+ · · ·+ |µn|
n

≤ δ

2
.

Antes de continuar, necesitamos verificar la siguiente contención de conjuntos

{
|Xn| > δ

}
⊆

{
n⋃
k=1

{Xk 6= Yk}

}⋃{
|Y n| >

δ

2

}
. (3.16)

Observamos que lo anterior es equivalente a

{
|Xn| ≤ δ

}
⊇

{
n⋂
k=1

{Xk = Yk}

}⋂{
|Y n| ≤

δ

2

}
,

para probarlo notemos{
n⋂
k=1

{Xk = Yk}

}⋂{
|Y n| ≤

δ

2

}
=

{
n⋂
k=1

{Xk = Yk}

}⋂{
1

n
|Y1 − µ1 + · · ·+ Yn − µn| ≤

δ

2

}

⊆

{
n⋂
k=1

{Xk = Yk}

}⋂{
1

n
(|Y1 + · · ·+ Yn| − |µ1 + · · ·+ µn|) ≤

δ

2

}
⊆
{

1

n
(|X1 + · · ·+Xn| − |µ1 + · · ·+ µn|) ≤

δ

2

}
⊆
{
|Xn| ≤ δ

}
,

de donde se sigue que (3.16) es válida. Entonces

P
(
|Xn| > δ

)
≤ P

(
n⋃
k=1

{Xk 6= Yk}

)
+ P

(
|Y n| >

δ

2

)

≤
n∑
k=1

P (Xk 6= Yk) + 4
V ar(Y n)

δ2

=

n∑
k=1

P (|Xk| > n) + 4
V ar(Y n)

δ2
. (3.17)

Notemos que

V ar(Y n) =
1

n2
V ar(Y1 + Y2 + . . . Yn − (µ1 + . . . µn)) =

1

n2
V ar(Y1 + . . . Yn)

=
1

n2

n∑
k=1

V ar(Yk) =
1

n2

n∑
k=1

(
E[Y 2

k ]− µ2
k

)
≤ 1

n2

n∑
k=1

E[Y 2
k ].
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Al sustituir el desarrollo anterior en (3.17) obtenemos

P
(
|Xn| > δ

)
≤

n∑
k=1

(
P (|Xk| > n) +

4

n2δ2
E[Y 2

k ]

)
≤ n

∫ ∞
n

dQ(x) +
4

n2δ2

∫ ∞
0

(n ∧ x)2dQ(x)

≤ n
∫ ∞
n

dQ(x) +
4

nδ2

∫ ∞
0

(n ∧ x)2dQ(x)

= n

∫ ∞
n

dQ(x) +
4

nδ2

∫ n

0

x2dQ(x) +
4n

δ2

∫ ∞
n

dQ(x)

Identificando c1 = 1 + 4
δ2 y c2 = 4

δ2 , se sigue el resultado.

Demostración de Lema 3.8 . Sin pérdida de generalidad supondremos que E[Yi,k] = 0. Con el fin de
mantener una notación similar a la empleada en las proposiciones anteriores, denotamos por

Y k :=
Y1,k + Y2,k + · · ·+ Yn(k),k

n(k)
.

Notemos que para k fijo, Y k es la suma de variables aleatorias independientes. La hipótesis de que
Yi,k sean idénticamente distribuidas e integrables implica que Yi,k está dominada estocásticamente
por la distribución de |Yi,k|; la cual juega el papel de Q al aplicar la Proposición 3.10. Por ende,
nuestro problema se resume en mostrar

∑∞
k=1 P

(∣∣Y k∣∣ > ε
)
<∞. En efecto, gracias a la Proposición

3.10, al Teorema de Tonelli y a la Proposición 3.9 se sigue

∞∑
k=1

P
(∣∣Y k∣∣ > ε

)
≤
∞∑
k=1

(
c1n(k)

∫ ∞
n(k)

dQ(x) + c2
1

n(k)

∫ n(k)

0

x2dQ(x)

)

=

∫ ∞
0

(
c1

∞∑
k=1

n(k)1{x>n(k)} + c2x
2
∞∑
k=1

1

n(k)
1{x≤n(k)}

)
dQ(x)

=

∫ ∞
0

(
c1O(x) + c2x

2O

(
1

x

))
dQ(x)

=

∫ ∞
0

CxdQ(x) <∞.

La finitud en la última ecuación se da por la hipótesis de integrabilidad de Q, finalizando así el
lema.

El Lema 3.8 es crucial en la demostración tanto de la cota superior como de la cota inferior y
puede apreciarse que posee una forma familiar

P

(
ĺım sup
k→∞

∣∣∣∣∣
∑n(k)
i=1 Yi,k
n(k)

− µ

∣∣∣∣∣ > ε

)
= 0 =⇒ ĺım

k→∞

∑n(k)
i=1 Yi,k
n(k)

= µ c.s.

En otras palabras, el Lema 3.8 juega un papel similar a la Ley fuerte de grandes números cuando el
número de sumandos es una sucesión n(k) que satisface ĺım inf n(k + 1)/n(k) > 1.
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3.3. La cota superior

En esta sección desarrollamos la cota superior del comportamiento asintótico de los tiempos
de ocupación para la caminata aleatoria condicionada a ser positiva. La idea es trabajar con
supermartingalas positivas, por ello, recordamos dos resultados clásicos.

Proposición 3.11. Supermartingalas acopladas Para i = 1, 2 consideramos
{

(X
(i)
n ,Fn), n ≥ 0

}
supermartingalas positivas. Sea ν un tiempo de paro tal que en [ν <∞] tenemos X(1)

ν (ω) ≥ X(2)
ν (ω).

Definamos

Xn(ω) =

X
(1)
n (ω), si n < ν(ω),

X
(2)
n (ω), si n ≥ ν(ω).

Entonces {(Xn,Fn), n ≥ 0} es una supermartingala positiva llamada supermartingala acomplada.

Demostración. Sea Xn := X
(1)
n 1{n<ν} +X

(2)
n 1{n≥ν}, entonces Xn ∈ Fn. Al ser

{
(X

(i)
n ,Fn), n ≥ 0

}
,

para i = 1, 2, supermartingalas positivas entonces

E
[
X

(1)
n+11{n<ν} +X

(2)
n+11{n≥ν}

∣∣∣Fn] = E
[
X

(1)
n+1

∣∣∣Fn]1{n<ν} + E
[
X

(2)
n+1

∣∣∣Fn]1{n≥ν}
≤ X(1)

n 1{n<ν} +X(2)
n 1{n≥ν}

= Xn.

Por hipótesis X(1)
n ≥ X(2)

n en [ν = n], luego

X
(1)
n+11{n<ν} +X

(2)
n+11{n≥ν} = X

(1)
n+11{n+1<ν} +X

(1)
n+11{n+1=ν} +X

(2)
n+11{n≥ν}

≥ X(1)
n+11{n+1<ν} +X

(2)
n+11{n+1=ν} +X

(2)
n+11{n≥ν}

= X
(1)
n+11{n+1<ν} +X

(2)
n+11{n+1≥ν}

= Xn+1.

Con los dos desarrollos anteriores concluimos que

E [Xn+1|Fn] ≤ E
[
X

(1)
n+11{n<ν} +X

(2)
n+11{n≥ν}

∣∣∣Fn] ≤ Xn,

es decir, la propiedad de supermartingala se satisface.

Proposición 3.12. Sea {(Xn,Fn), n ≥ 0} una supermartingala positiva. Entonces

(i) sup
n∈N

Xn <∞ c.s en el evento {X0 <∞}

(ii) P
(

sup
n∈N

Xn ≥ a
∣∣∣∣F0

)
≤ mı́n

{
X0

a
, 1

}
para cualquier constante a > 0.

Demostración. Consideremos dos supermartingalas
{

(X
(i)
n ,Fn), n ≥ 0

}
, para i = 1, 2, definidas

como X(1)
n := Xn y X(2)

n := a. Definimos al tiempo de paro νa = ı́nf {n : Xn ≥ a} . Debido a que
X

(1)
νa ≥ X

(2)
νa en el evento {νa <∞}, somos capaces de construir a la supermartingala acoplada gracias

a la Proposición 3.11, es decir

Yn =

Xn, si n < νa,

a, si n ≥ νa,
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es una supermartingala positiva, lo que implica que E [Yn|F0] ≤ Y0, para n ≥ 0. La construcción de
Yn implica que Yn ≥ a1{νa≤n}, observemos que

Y0 = X01{0<νa} + a1{0=νa} = X01{X0<a} + a1{X0≥a} = mı́n {X0, a} .

Las observaciones anteriores nos permiten ver que

mı́n {X0, a} ≥ E [Yn|F0]

≥ E
[
a1{νa≤n}|F0

]
= aP (νa ≤ n|F0) ,

gracias al Teorema de convergencia dominada se sigue que

ĺım
n→∞

P (νa ≤ n|F0) = P (νa <∞) = P
(

sup
n∈N

Xn ≥ a
∣∣∣∣F0

)
= mı́n

{
X0

a
, 1

}
,

lo que prueba el segundo inciso de la proposición. Para obtener el primer inciso observemos que al
integrar objetos no negativos y haciendo uso de (ii) obtenemos

E
[
1{X0<∞}mı́n

{
X0

a
, 1

}]
≥ E

[
1{X0<∞}E

[
1{supn∈NXn≥a}

∣∣∣F0

]]
= P

(
sup
n∈N

Xn ≥ a,X0 <∞
)
.

Por último, es claro que

1{X0<∞}mı́n

{
X0

a
, 1

}
≤ 1,

al aplicar el Teorema de convergencia dominada una vez más, concluimos

0 = ĺım
a→∞

E
[
1{X0<∞}mı́n

{
X0

a
, 1

}]
≥ ĺım

a→∞
P
(

sup
n∈N

Xn ≥ a,X0 <∞
)

= P
(

sup
n∈N

Xn =∞, X0 <∞
)
.

La expresión anterior implica el primer inciso.

Lema 3.13 (La cota superior). Existe una constante U <∞ tal que

ĺım sup
x→∞

D(x)

x2 log log x
≤ U <∞.

Demostración. La idea para demostrar este lema es construir una supermartingala positiva, aplicar
la desigualdad de la Proposición 3.12 e invocar al Lema de Borel-Cantelli. Para empezar, tomemos
u > 1, eligamos κ como en el Lema 3.7 Sea s ∈ N e introduzcamos a las variables aleatorias

Xs = vn−s(Hn −Hn−s)− V (Hn −Hn−s)

2As = K(Hn −Hn−s) + κ(Hn −Hn−s + 1)3.

Gracias al Lema 3.4 observamos
n−1∑
s=0

Xs =

n∑
s=1

vs(Hn −Hs)−
n−1∑
s=0

V (Hn −Hn−s) = Dn −
n−1∑
s=0

V (Hn −Hn−s). (3.18)

Para una n fija definimos a Hnr := σ(ωn, ωn−1, . . . , ωn−r+1). Observemos que Hn −Hn−r ∈ Hnr ,
debido a que

Hn −Hn−r = ωn−r+1(τn−r+1) + · · ·+ ωn(τn).
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En otras palabras, la longitud del salto Hn − Hn−r solo depende de elementos en Hnr . También
podemos ver que vn−s(·) ∈ Hnr para s = 0, . . . , r − 1. Sin embargo, gracias al Lema 3.4 se tiene que
vn−r es independiente de Hnr . El análisis anterior nos permite ver que

∑r−1
s=0(Xs − θAs) ∈ Hnr .

Tomemos 0 ≤ θy ≤ u−1 y veamos que el siguiente proceso es una supermartingala(
1{W (Hn−Hn−r)≤y} exp

{
θ

r−1∑
s=0

(Xs − θAs)

}
,Hnr

)
.

En efecto, las condiciones de integrabilidad y medibilidad son inmediatas, verifiquemos ahora la
propiedad de supermartingala.

E

[
1{W (Hn−Hn−r−1)≤y} exp

{
θ

r∑
s=0

(Xs − θAs)

}∣∣∣∣∣Hnr
]

= exp

{
θ

r−1∑
s=0

(Xs − θAs)

}
E
[
1{W (Hn−Hn−r−1)≤y} exp {θ(Xr − θAr)}

∣∣Hnr ]
≤ exp

{
θ

r−1∑
s=0

(Xs − θAs)

}
1{W (Hn−Hn−r)≤y}E [ exp {θ(Xr − θAr)}|Hnr ] ,

en la última desigualdad usamos el hecho que W (Hn −Hr) es creciente en r, lo que nos permite
ver que 1{W (Hn−Hn−r−1)≤y} ≤ 1{W (Hn−Hn−r)≤y}. Gracias a la independencia entre vn−r y Hnr y al
hecho de que Hn −Hn−r ∈ Hnr podemos ver

f(Hn −Hn−r) = E [exp {θ(Xr − θAr)} |Hnr ] .

Invocando al Lema 3.7 observamos que f(x) ≤ 1 siempre y cuando θW (x) < u−1, lo cual se satisface
gracias a la hipótesis de θy ≤ u−1 y a la función indicadora en la expresión anterior. Por lo tanto

1{W (Hn−Hn−r)≤y}E [ exp {θ(Xr − θAr)}|Hnr ] ≤ 1{W (Hn−Hn−r)≤y}. (3.19)

La expresión anterior nos otorga la propiedad de supermartingala.
Para facilitar notación, denotemos por Mn

r := 1{W (Hn−Hn−r)≤y} exp
{
θ
∑r−1
s=0(Xs − θAs)

}
y

observemos que

P(Mn
n ≥ eθa) = P

(
W (Hn) ≤ y, exp

{
θ

n−1∑
s=0

(Xs − θAs)

}
> eθa

)

= P

(
W (Hn) ≤ y, θ

n−1∑
s=0

(Xs − θAs) > θa

)
,

debido a que

P(Mn
n ≥ eθa) ≤ P

(
sup
r∈N

Mn
r ≥ eθa

)
,

podemos invocar la desigualdad maximal de la Proposición 3.12 para obtener

P

(
W (Hn) ≤ y, θ

n−1∑
s=0

(Xs − θAs) > θa

)
≤ Mn

1

eθa
.

De la ecuación (3.19) y la propiedad de supermartingala vemos

Mn
1 ≤ E [Mn

2 |Hn1 ] ≤ 1.
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Por lo tanto

P

(
W (Hn) ≤ y, θ

n−1∑
s=0

(Xs − θAs) > θa

)
≤ e−θa.

Nuestro objetivo ahora es usar tal desigualdad para invocar al Lema de Borel-Cantelli. Para esto
tomemos y = (nu2b+)2, θy = u−1, lo que implica θ =

(
λn2

)−1, con λ = u5(b+)2, y θa = u log log(n).

Considerando a los eventos B =
{
θ
∑n−1
s=0 (Xs − θAs) > θa

}
y A = {W (Hn) ≤ y}, y recordando que

P(B) = P(B ∩A) + P(B ∩AC) obtenemos

P

(
1

λn2

n−1∑
s=0

Xs −
1

λ2n4

n−1∑
s=0

As > u log log(n)

)
≤ e−u log log(n) + P

(
W (Hn) > (nu2b+)2

)
. (3.20)

Debido a que u > 1 y al segundo inciso del Lema 3.6, tenemos, para x suficientemente grande, que
W (x)
x2 ≤ u2. Por ende, para una n suficientemente grande, digamos n > N , con N ∈ N, se tiene

P
(
W (Hn) > (nu2b+)2

)
= P

(
W (Hn)

H2
n

H2
n > (nu2b+)2

)
,

ahora {
W (Hn)

H2
n

H2
n > (nu2b+)2

}
⊆
{
u2H2

n > (nu2b+)2
}
,

entonces

P
(
W (Hn) > (nu2b+)2

)
≤ P

(
u2H2

n > (nu2b+)2
)
≤ P

(
Hn > nub+

)
+ P

(
Hn < nu−1b+

)
.

Recordando que Hn = Sγn =
∑n
i=1(Sγi − Sγi−1

), con E[Sγ1
] = b+, se sigue que

P
(
Hn > nub+

)
+ P

(
Hn < nu−1b+

)
≤ P

(∣∣∣∣Hn

n
− b+

∣∣∣∣ > ε

)
para ε tal que mı́n

{
u− 1, 1− u−1

}
≤ ε ≤ máx

{
u− 1, 1− u−1

}
.

Denotemos por bxc a la parte entera de x y llamemos Σ(u) =
{
bukc, k ∈ N

}
. Por un lado, la

sucesión Σ(u) es creciente y tiende a +∞, debido a que u > 1. Por otro lado,

ĺım inf
k→∞

buk+1c
bukc

= u > 1.

Sustituyendo el desarrollo anterior en (3.20) podemos ver que

∑
n∈Σ(u)

(
e−u log log(n) + P(Hn > nub+) + P(Hn < ndb+)

)
≤

∑
n∈Σ(u)

(
e−u log logn + P

(∣∣∣∣Hn

n
− b+

∣∣∣∣ > ε

))

y la segunda serie del lado derecho de la desigualad anterior es finita gracias al Lema 3.8. Verifiquemos
que la primera serie del lado derecho también es finita. En efecto

∑
n∈Σ(u)

e−u log log(n) =
∑

n∈Σ(u)

log(n)−u =

∞∑
k=1

log
(
bukc

)−u
≤
∞∑
k=1

log
(
buck

)−u
= log (buc)−u

∞∑
k=1

k−u <∞,
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la desigualdad se debe a quebukc ≥ buck para u > 1. El desarrollo anterior y el Lema de Borel-Cantelli
nos permiten ver que

P

(
ĺım sup
n∈Σ(u)

{
1

λn2 log log(n)

n−1∑
s=0

Xs −
1

λ2n4 log log(n)

n−1∑
s=0

As

}
> u

)

= P

ĺım sup
k→∞

 1

λbukc2 log log(bukc)

bukc−1∑
s=0

Xs −
1

λ2bukc4 log log(bukc)

bukc−1∑
s=0

As

 > u

 = 0,

consecuentemente

ĺım sup
n∈Σ(u)

1

n2 log log(n)

n−1∑
s=0

Xs ≤ λ−1 ĺım sup
n∈Σ(u)

1

n4 log log(n)

n−1∑
s=0

As + λu c.s. (3.21)

Ahora, el segundo inciso del Lema 3.5 implica que existe una constante C1 finita tal que

1

2n2 log log(n)

n−1∑
s=0

2As =
1

2n4 log log(n)

n−1∑
s=0

(
K(Hn −Hn−s) + κ(Hn −Hn−s + 1)3

)
≤ 1

2n4 log log(n)

n−1∑
s=0

C1κ(Hn −Hn−s + 1)3

≤ nC1κ

2n4 log log(n)
(Hn + 1)3

=
C1κ

2 log log(n)

(
Hn

n
+

1

n

)3

.

La ley fuerte de grandes números nos dice que ĺımn→∞ n−1Hn = b+ c.s, entonces

ĺım
n→∞

C1κ

2 log log(n)

(
Hn

n
+

1

n

)3
c.s
= 0,

debido a que As ≥ 0 concluimos

ĺım
n→∞

1

2n2 log log(n)

n−1∑
s=0

2As
c.s
= 0. (3.22)

De la monotonía de V obtenemos

1

n2 log log(n)

n∑
s=1

V (Hn −Hs) ≤
1

n2 log log(n)
nV (Hn −H1).

La Proposición 3.3 implica

ĺım
n→∞

1

log log(n)

V (Hn −H1)

Hn −H1

Hn −H1

n− 1

n− 1

n

c.s
= ĺım

n→∞

1

log log(n)

b+

b−
= 0. (3.23)

En otras palabras

ĺım
n→∞

1

n2 log log(n)

n∑
s=1

V (Hn −Hs) = 0, c.s.

Recordando la ecuación (3.18) podemos ver

ĺım sup
n∈Σ(u)

Dn

n2 log log(n)
= ĺım sup

n∈Σ(u)

1

n2 log log(n)

(
n−1∑
s=0

Xs +

n∑
s=1

V (Hn −Hn−s)

)

≤ λ−1 ĺım sup
n∈Σ(u)

1

n4 log log(n)

n−1∑
s=0

As + λu+ ĺım sup
n∈Σ(u)

1

log log(n)

n∑
s=1

V (Hn −Hs)

= λu = u6(b+)2 <∞
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donde la desigualdad se debe a la ecuación (3.21) y la última igualdad nos la otorgaron las ecuaciones
(3.22) y (3.23). Haciendo uso de que Dn = D(Hn) y el Lema 3.8 obtenemos

ĺım sup
n∈Σ(u)

D(Hn)

H2
n log log(Hn)

= ĺım sup
n∈Σ(u)

D(Hn)

n2 log log(n)

n2 log log(n)

H2
n log log(Hn)

≤ u6(b+)2 1

(b+)2
ĺım sup
n∈Σ(u)

log log(n)

log log(Hn)
.

Analicemos ahora el límite de la parte derecha en la desigualad anterior. Para n suficientemente
grande sabemos que Hn ≈ nb+, entonces, con dos aplicaciones de la regla de L’hopital obtenemos

ĺım
n→∞

log log(n)

log log(Hn)

c.s
= ĺım

n→∞

log log(n)

log log(nb+)
= ĺım
n→∞

1
log(n)

1
n

1
log(nb+)

1
n

= ĺım
n→∞

log(nb+)

log(n)
= 1.

Por lo tanto
ĺım sup
n∈Σ(u)

D(Hn)

H2
n log log(Hn)

≤ u6.

Para finalizar, por la monotonía de D observamos

sup
x>N

D(xb+)

(xb+)2 log log(xb+)
≤ sup
x>N

D ((bxc+ 1)b+)

(bxcb+)2 log log(bxcb+)
,

recordemos que u > 1, debido a que Hk/k → b+ c.s, se sigue que existe unaM1 ∈ N tal que para toda
x > M1 se tenga D ((bxc+ 1)b+) ≤ uD(Hbxc+1) c.s; con el mismo argumento vemos también que
existe M2 ∈ N tal que para toda x > M2 se tenga (bxcb+)−2 ≤ u(Hbxc)

−2 c.s. Por ello, al considerar
N > máx {M1,M2} se sigue

sup
x>N

D ((bxc+ 1)b+)

(bxcb+)2 log log(bxcb+)
≤ sup
x>N

D(Hbxc+1)

(Hbxc)2 log log
(
Hbxc

) log log
(
Hbxc

)
log log(bxcb+)

u2,

la expresión anterior implica las siguientes desigualdas c.s

ĺım sup
x→∞

D(x)

x2 log log x
≤ ĺım sup

n∈Σ(u)

D(Hn)

H2
n log log(Hn)

u2 ≤ u8,

concluyendo así la cota superior y demostrando el primer inciso del Teorema 3.1.

3.4. La cota inferior

Par obtener la cota inferior necesitamos tres resultados preliminares. Los primeros dos se obtuvieron
de Chow y Teicher [7]. Los últimos dos corresponden al artículo de Biggins [4].

Como primer paso definamos

h(x) = (1 + x) log(1 + x)− x, x ≥ 0,

g(x) = x−2(ex − 1− x), x ∈ R.

Analicemos un poco el comportamiento de dichas funciones. Por un lado,∫ 1

0

∫ u

0

exydydu =
1

x

∫ 1

0

(exu − 1) du =
1

x2

(∫ 1

0

xexudu− x
)

= g(x),
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lo que implica que la función g es no negativa y creciente. Por otro lado

h′(x) = 1 + log(1 + x)− 1 = log(1 + x) ≥ 0, x ≥ 0,

implicando que h es una función creciente en x ≥ 0. También notemos que h(x) ≈ x2/2 cuando
x→ 0, pues

ĺım
x→0

h(x)

x2/2
= ĺım

x→0

log(1 + x)

x
= 1 . (3.24)

Teorema 3.14. Sean {Xi, i ≥ 1} variables aleatorias independientes con E[Xi] = 0 y E[X2
i ] = σ2

i .
Definamos Zn =

∑n
i=1Xi y s2

n =
∑n
i=1 σ

2
i .

(i) Si P(Xi ≤ cnsn) = 1 para i = 1, 2, · · · , n. Entonces

E
[
etZn/sn

]
≤ et

2g(cnt). (3.25)

(ii) Si además cnxn ≤ an, entonces para toda λn y xn tales que anxn > 0 y anλn > 0, donde xn, λn
y an son sucesiones en R, tenemos que

P
(

máx
1≤i≤n

Zi ≥ λnxnsn
)
≤ e−h(anλn)x2

n/a
2
n .

Demostración. Probaremos primero el primer inciso. Gracias a la hipótesis y al hecho de que las v.a
son centradas, observamos

E
[
etXi/sn

]
= 1 + E

[
etXi/sn − 1− tXi

sn

]
= 1 + E

[
t2X2

i

s2
n

g

(
tXi

sn

)]
≤ 1 + t2E

[
X2
i

s2
n

g

(
tcnsn
sn

)]
= 1 + t2g(tcn)

σ2
i

s2
n

≤ exp

{
t2g(tcn)

σ2
i

s2
n

}
,

donde se usa el hecho de que g es una función creciente, y la segunda desigualdad se da en virtud del
desarrollo en series de Taylor de la función exponencial, puesto que t2g(tcn)σ2

i /s
2
n ≥ 0. Por último,

gracias al supuesto de independencia, obtenemos

E [exp tZn/sn] =

n∏
i=1

E [exp tXi/sn] ≤
n∏
i=1

exp
{
t2g(tcn)σ2

i /s
2
n

}
= exp

{
t2g(tcn)

}
.

Probemos ahora el segundo inciso. Debido a que {Zn, n ≥ 1} es una martingala (con la filtración
natural) tenemos que {exp {Zn} , n ≥ 1} es una submartingala no negativa. Recordemos que para
toda submartingala positiva (Mn, n ≥ 1) se cumple

P
(

máx
1≤i≤n

Mi ≥ a
)
≤ a−1E [Mn] . (3.26)
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Aplicando la desigualdad de Markov, la desigualdad (3.26) y recordando a la ecuación (3.25) vemos

P
(

máx
1≤i≤n

tZi ≥ tλnxnsn
)

= P
(

máx
1≤i≤n

etZi ≥ exp {tλnxnsn}
)

≤ exp {−tλnxnsn}E [exp {tZi}]

≤ exp {−tλnxnsn} exp
{
t2s2

ng(tcnsn)
}

= exp
{
−bλnx2

n + b2x2
ng(bcnxn)

}
donde última igualdad se sigue de definir t = bxn/sn. Ahora, por hipótesis cnxn ≤ an y g(x) es una
función creciente, entonces

P
(

máx
1≤i≤n

tZi ≥ tλnxnsn
)
≤ exp

{
−x2

n(bλn − b2g(ban))
}
, (3.27)

recordando la definición de g(x), el argumento de la función exponencial en la última desigualdad es

−x2
n(bλn − a−2

n (eban − 1− ban)).

Nuestro objetivo es minimizar el valor del lado derecho de (3.27), para ello basta encontrar el punto
dónde se maximiza la función f(b) = bλn − a−2

n (eban − 1− ban). Para ello observemos que

f ′(b) = λn − a−2
n (ane

ban − an),

entonces
f ′(b) = 0⇐⇒ b = a−1

n log(1 + anλn).

El valor encontrado de b nos garantiza un máximo, pues f ′′(b) = −eanb < 0, consecuentemente
tenemos

bλn − a−2
n (eban − 1− ban) = a−1

n λn log(1 + anλn)− a−2
n ((1 + anλn)− 1− log(1 + anλn))

= a−1
n λn log(1 + anλn)− a−1

n λn + a−2
n log(1 + anλn)

=
1

a2
n

[log(1 + anλn)(1 + anλn)− anλn]

=
1

a2
n

h(anλn).

Por lo tanto, al sustituir el desarrollo anterior en (3.27) concluimos que

P
(

máx
1≤i≤n

Zi ≥ λnxnsn
)
≤ exp

{
−x

2
n

a2
n

h(anλn)

}
,

lo que finaliza la demostración.

El siguiente corolario es útil para obtener aproximaciones más finas.

Corolario 3.15. Sean {Xi, i ≥ 1} variables aleatorias independientes tales que E[Xi] = 0 y E[X2
i ] =

σ2
i , definamos Zn =

∑n
i=1Xi, supongamos que s2

n =
∑n
i=1 σ

2
i →∞ cuando n→∞. Si P (Xn ≤ dn) =

1, para n ≥ 1, donde dn > 0, entonces,

ĺım sup
n→∞

Zn

sn
√

log log(s2
n)
≤


√

2, si log log(s2
n)dn/sn −→ 0,

1
ah
−1(a2), si log log(s2

n)dn/sn −→ a > 0.
c.s.
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Demostración. Es claro que sn(log log(s2
n))−1/2 ↑ ∞, gracias a la regla de L’hopital. Para facilitar

notación denotemos por bn := sn(log log(s2
n))−1/2, la cual es creciente a partir cierta n gracias al

comentario anterior. Supongamos que dn/bn → a > 0, es decir dn ≈ abn. Como bn es asintóticamente
creciente vemos que dn también es asintóticamente creciente, sin pérdida de generalidad podemos
considerar a dn una sucesión creciente. Para α > 1, definimos n0 = ı́nf {n ≥ 1 : sn ≥ α}, nk =

ı́nf
{
n ≥ nk−1 : sn ≥ αsnk−1

}
, para k ≥ 1. Ahora nk−1 ≤ nk − 1, lo que implica que snk−1

≤ snk−1,
a su vez, esto implica que snk−1

/snk−1 < 1, por ende

snk−1
≤ snk−1 < αsnk−1

,

así snk−1 ≥ snk−1
≥ αsnk−2

≥ · · · ≥ αk, por ende αk ≤ snk−1 ≤ αk+1, sin embargo log log(αk) ≈
log log(αk+1), en efecto

ĺım
k→∞

log log(αk)

log log(αk+1)
= ĺım

k→∞

1
log(αk)

k
α

1
log(αk+1)

k+1
α

= ĺım
k→∞

k+1
α
k
α

= 1,

entonces log log(s2
nk−1

) ≈ log log(s2
nk−1). Notemos que, para toda m ≥ 1 tenemos⋃

n≥m

{
Zn > λα2sn(log log(s2

n))1/2
}
⊆
⋃
n≥m

{
máx

nk−1≤n<nk
Zn > λα2snk−1

(log log(s2
nk−1

))1/2

}
.

Recordando que ĺım supnAn = {An i.s} , donde i.s significa infinitamente seguido o para una
infinidad. Por lo tanto

P
(
Zn > λα2sn(log log(s2

n))1/2 i.s
)
≤ P

(
máx

nk−1≤n<nk
Zn > λα2snk−1

(log log(s2
nk−1

))1/2 i.s

)
≤ P

(
máx

1≤n<nk
Zn > λsnk−1(log log(s2

nk−1))1/2 i.s

)
. (3.28)

Observemos que (3.28) tiene una forma similar al segundo inciso del Teorema 3.14. La idea es aplicar
el Lema de Borel-Cantelli para concluir el resultado. Para ello necesitamos acomodar las piezas a
nuestro favor. Debido a que ya tenemos a la sucesión snk−1 en la cota, definimos n(k) = nk−1. Como
segundo paso denotamos por xn = (log log(s2

n))1/2, recordando que dn/bn → a se sigue que, para
u > a, xndn/sn = dn/bn < a. Por último, definimos λ = 1

uh
−1(β) para cualquier β > 0. Entonces,

al sustituir lo anterior en (3.28), el segundo inciso del Teorema 3.14 y el hecho de que snk−1 ≥ αk

implican

P
(

máx
1≤n<nk

Zn >
1

u
h−1(β)snk−1(log log(s2

nk−1))1/2

)
≤ exp

{
−

log log(s2
nk−1)

u2
h
(
h−1(β)

)}
≤ exp

{
− β

u2
log log(α2k)

}
= (2k log(α))

− β

u2 .

Para β > u2, el Lema de Borel-Cantelli implica

P
(
Zn > λα2sn(log log(s2

n))1/2 i.s
)

= P
(
Zn >

α2

u
h−1(β)sn(log log(s2

n))1/2 i.s

)
= 0,

en otras palabras, con probabilidad uno,

Zn

sn
√

log log(s2
n)
≤ α2

u
ı́nf
β>u2

h−1(β) ≤ α2

a
ı́nf
β>u2

h−1(β) ↓ 1

a
h−1(a2),
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lo anterior debido a que α es muy cercano a uno y h es estrictamente creciente. Esto prueba el
segundo caso.

El caso a = 0 se deduce del anterior. Para verlo, recordemos que cuando x→ 0 se tiene h(x) ≈ x2/2,
lo que implica que h−1(x) ≈

√
2x. Por lo tanto

ĺım
x→0

1

x
h−1(x2) = ĺım

x→0

1

x

√
2x2 =

√
2,

finalizando la demostración del corolario.

Lema 3.16. Sean Yi variables aleatorias independientes, no negativas, idénticamente distribuidas, con
media µ y varianza σ2; sea Zn =

∑n
i=1 Yi. Entonces, para cualquier sucesión {xn > 0, n ∈ N} tal que

para alguna a > 0, xnµ ≤ aσ
√
n y para cualquier u > 1 existe una constante finita λ = λ(a, u) >

√
2,

que no depende de la distribución de Y ni de n, tal que

P
(
Zn ≤ nµ− λσxn

√
n
)
≤ exp

{
−x2

nu
}
.

Tomando (u− 1) lo suficientemente pequeño, λ se puede acercar arbitrariamente a
√

2.

Demostración. Sean Xi := µ − Yi, entonces E[Xi] = 0 y E[X2
i ] = σ2. Es claro que P[Xi ≤ µ] = 1.

Manteniendo la notación del Teorema 3.14, vemos que cn = µ
σ
√
n
, además, gracias a las hipótesis,

cnxn = µ
σ
√
n
≤ a. Por lo tanto podemos aplicar el Teorema 3.14 y ver

P
(
Zn ≤ nµ− λxnσ

√
n
)

= P
(
nµ− Zn ≥ λxnσ

√
n
)
≤ exp

{
−x

2
n

a2
h(λa)

}
.

Recordando la ecuación (3.24), que nos describe el comportamiento de h cerca de cero, observamos

h(λx)/x2 −→ λ2

2
, cuando x −→ 0.

Definiendo u = h(λx)/x2 vemos que

u > 1⇐⇒ λ2

2
.

Por ello podemos tomar λ arbitrariamente cercana a
√

2.

Lema 3.17 (La cota inferior). Existe una constante L > 0 tal que

ĺım inf
x→∞

D(x)

x2/ log log(x)
≥ L > 0.

Demostración. Sea ψ(x) = x−1b xβ2

log log(x)c para alguna β > 0, de esta forma nψ(n) es un natural
cuando n ∈ N, además

ĺım
x→∞

ψ(x) log log(x) = ĺım
x→∞

x−1

⌊
xβ2

log log(x)

⌋
log log(x) = β2.

Definamos

Cn =

n(1−ψ(n))∑
r=1

vr
(
Hn −Hn(1−ψ(n))

)
,

y observemos que Dn ≥ Cn. En efecto, en virtud de la monotonía de v, la observación de que
Hn −Hr ≥ Hn −Hn(1−ψ(n)) y del Lema 3.4 conseguimos

Dn =

n∑
r=1

vr(Hn −Hr) ≥
n(1−ψ(n))∑

r=1

vr(Hn −Hr) ≥
n(1−ψ(n))∑

r=1

vr(Hn −Hn(1−ψ(n))) = Cn.
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Sea Gn := σ
(
ωn, . . . , ωn(1−ψ(n))+1

)
. Observemos que

Hn −Hn(1−ψ(n)) = ωn(1−ψ(n))+1 + · · ·+ ωn(τn).

en otras palabrasHn−Hn(1−ψ(n)) ∈ Gn. También notemos que
{
vr
(
Hn −Hn(1−ψ(n))

)
, r ≤ n(1− ψ(n))

}
son variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas (y son las variables que aparecen
en Cn). Denotemos su media y varianza condicionadas en Gn por µn y σ2

n respectivamente, es decir.

µn = V
(
Hn −Hn(1−ψ(n))

)
y σ2

n = K
(
Hn −Hn(1−ψ(n))

)
.

De la misma forma que para la cota superior tomemos u > 1 y denotamos por Σ(u) =
{
bukc, k = 1, 2, . . .

}
.

Es claro que ĺımk→∞Σ(u) =∞, entonces de la Proposición 3.3 y el Lema 3.8 vemos

ĺım
n∈Σ(u)

µn
nψ(n)

= ĺım
n∈Σ(u)

V
(
Hn −Hn(1−ψ(n))

)
nψ(n)

c.s
=

b+

b−
,

Utilizando las mismas ideas, esto es, los Lemas 3.5 y 3.8 en la primera igualdad y la Proposición 3.3
en la segunda igualdad, obtenemos

ĺım
n∈Σ(u)

σ2
n

(nψ(n))3
=

2

3b+(b−)2
ĺım

n∈Σ(u)

(Hn −Hn(1−ψ(n))
3

(nψ(n))3

c.s
=

2

b+(b−)2
(b+)3 =

2(b+)2

3(b−)2
. (3.29)

Por lo tanto, existe un a > 0 que satisface xnµ ≤ aσ
√
n. Nuestro objetivo ahora es aplicar el Lema

3.16 cuando x2
n = log log(n). Para ello observemos que

ĺım
n∈Σ(u)

µn
√

log log(n)

σn
√
n(1− ψ(n))

= ĺım
n∈Σ(u)

µn
√
ψ(n) log log(n)

σn
√
ψ(n)n(1− ψ(n))

= ĺım
n∈Σ(u)

βµn

σn
√
nψ(n)(1− ψ(n))

= β ĺım
n∈Σ(u)

µn
nψ(n)

(nψ(n))1/2

σn(1− ψ(n))1/2

= β

√
3

2
ĺım

n∈Σ(u)

1

nψ(n)(1− ψ(n))1/2
= 0. (3.30)

Consideremos a los siguientes eventos:

An =
{
µn(log log(n))1/2 > aσn(n(1− ψ(n))1/2)

}
Bn =

{
Cn ≤ n(1− ψ(n))µn − λσn(n(1− ψ(n) log log n)1/2

}
.

Recordemos que Cn es la suma de n(1−ψ(n)) v.a.i.i.d no negativas, entonces, aplicando la desigualdad
del Lema 3.16 conseguimos

P (Bn|Gn) = 1{An}P (Bn|Gn) + 1{Acn}P (Bn|Gn)

≤ 1{An} + 1{Acn}e
−u log log(n)

= 1{An} + 1{Acn}
1

(log(n))u
.

Con base en (3.30) se sigue que para toda a > 0 existe una M := M(a) ∈ N tal que

µn(log log(n))1/2

σn
√
n(1− ψ(n))

< a, para n > M,
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entonces ∑
n∈Σ(u)

P(Bn|Gn) ≤
∑

n∈Σ(u)

(
1{An} + 1{Acn}

1

(log(n))u

)
≤ M +

∑
n∈Σ(u)

1

(log(n))u

y observemos que

∞∑
k=1

1

(logbukc)u
≤

∞∑
k=1

1

(logbukc)u
≤

∞∑
k=1

1

(logbuck)
u =

1

(log(buc))u
∞∑
k=1

1

ku
< ∞,

gracias al Lema Condicional de Borel Cantelli (véase capítulo 5 de Chandra [6]) obtenemos

∑
n∈Σ(u)

P(Bn|Gn) < ∞ ⇐⇒ P

(
ĺım sup
n∈Σ(u)

Bn

)
= 0.

Por lo tanto las siguientes desigualdades son válidas casi seguramente

ĺım inf
n∈Σ(u)

Cn
n2/(log log(n))

≥ ĺım inf
n∈Σ(u)

(
n(1− ψ(n))µn
n2/(log log(n))

− λσn(n(1− ψ(n)) log log(n))1/2

n2/(log log(n))

)
≥ ĺım inf

n∈Σ(u)

ψ(n) log log(n)(1− ψ(n))µn
nψ(n)

− λ ĺım inf
n∈Σ(u)

σn(ψ(n) log log(n))3/2(1− ψ(n))1/2

(nψ(n))3/2

= β2 ĺım inf
n∈Σ(u)

(1− ψ(n))µn
nψ(n)

− λβ3 ĺım inf
n∈Σ(u)

σn(1− ψ(n))1/2

(nψ(n))3/2

= β2 b
+

b−

(
ĺım inf
n∈Σ(u)

(1− ψ(n))− λβ
√

2

3
ĺım inf
n∈Σ(u)

(1− ψ(n))

)

= β2 b
+

b−

(
1− λβ

√
2

3

)
.

Para facilitar la lectura definamos f(β) = b+

b− β
2
(

1− λβ
√

2
3

)
, y observemos que alcanza un máximo

(finito). En efecto, la función f posee como primeras dos derivadas a

f ′(β) =
b+

b−

(
2β − 3λ

√
2

3
β2

)
y f ′′(β) =

b+

b−

(
2− 6λ

√
2

3
β

)
.

El punto crítico corresponde a un máximo pues

f ′(β) = 0⇐⇒ β = λ−1

√
2

3
y f ′′

(
λ−1

√
2

3

)
= −4

b+

b−
< 0.

Denotemos a dicho máximo por b+

b−κ(λ). Al ser Dn ≥ Cn se sigue que

ĺım inf
n∈Σ(u)

Dn

n2/ log log(n)
≥ b+

b−
κ(λ).

Para finalizar, por monotonía de la función D y debido a Hn/n→ b c.s se tiene que para toda ε > 0

existe N(ε) := N ∈ N tal que para toda n > N D(nb+) ≥ D(Hn)(1− ε) c.s. Por ende

ı́nf
x>N

D(xb+)

(xb+)2/ log log(xb+)
≥ ı́nf
x>N

D(bxcb+)

bxc2/ log log(bxc)

(
bxc
xb+

)2
log log(x)

log log(bxc)
(1− ε)
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la expresión anterior implica las siguientes desigualdas c.s

ĺım inf
x→∞

D(x)

x2/ log log(x)
≥ ĺım inf

n∈Σ(u)

D(Hn)

n2/ log log(n)

1− ε
(b+)2

≥ (1− ε)κ(λ)
1

b+b−
,

debido a que ε es arbitrario y recordando que b+b− = 2−1, deducimos

ĺım inf
x→∞

D(x)

x2/ log log(x)
≥ 2κ(λ),

concluyendo así el lema y demostrando el segundo inciso del Teorema 3.1.

3.5. El inicio es irrelevante

En esta sección mostramos que el comportamiento de D(x) sigue siendo válido para cualquier
punto inicial (no negativo), además de cero.

Lema 3.18. Consideremos x > 0. Sea X el evento {Rn > x, n = 1, 2, 3, . . . }. Para y ≥ x definamos
Qy = P(X|R0 = y). En otras palabras, el proceso que inicia en y nunca pase por debajo del nivel x.
Entonces Qy = V (y−x)

V (x) .

Demostración. Definamos Qny := P (Ri > x, i = 1, . . . , n|R0 = y), en palabras: la probabilidad de que
el proceso no caiga por debajo del nivel x en los primeros n pasos. Sea Ey la esperanza de la caminata
aleatoria iniciada en y. En particular, para y ≥ x tenemos

V (y − x) = E
[
1{S1+y−x>0}V (S1 + y − x)

]
= Ey

[
1{S1−x>0}V (S1 − x)

]
.

De la definición de R tenemos

Qny = Ey
[
V (Sn)

V (y)
1{Si>x, i=1,...,n}

]
.

Pensando V como una función de renovación sabemos, por el Teorema de Blackwell, que

V (y)− V (y − x) −→ x

b−
, cuando y −→∞.

En otras palabras, existe un punto, digamos N tal que para y > N se puede pensar a V (y)−V (y−x)

como una función lineal. Recordemos que V (0) = 0 y V (N) <∞, entonces existe una C finita tal que

sup
y
|V (y)− V (y − x)| ≤ C(x+ 1).

Por lo tanto

|V (y)Qny − V (y − x)| =
∣∣Ey [(V (Sn)− V (Sn − x)1{Si>x i=1,2,...,n}

]∣∣
≤ C(x+ 1)Ey

[
1{Si>x i=1,2,...,n}

]
.

Al ser S una caminata aleatoria oscilante tenemos que τ = ı́nf {n > 0, Sn > x} es un tiempo de paro
finito c.s. Gracias al Teorema de convergencia dominada se sigue

ĺım
n→∞

|V (y)Qny − V (y − x)| ≤ C(x+ 1) ĺım
n→∞

P(Si > x i = 1, 2, . . . , n) = CxP(τ =∞) = 0.

Por lo tanto
V (y)Qny − V (y − x) = 0 ⇐⇒ Qny =

V (y − x)

V (y)
,

concluyendo el lema.
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Lema 3.19. La construcción de Tanaka aplica para la altura por encima de x ≥ 0 del proceso R que
inicia en x y condicionado a no caer por debajo de x.

Demostración. Gracias al Lema 3.18 anterior el evento bajo el cual condicionamos, X = {Rn > x, n = 1, 2, . . . },
tiene probabilidad positiva para y ≥ x. Denotemos por R̃ al proceso condicionado, i.e

P(R̃1 ∈ dz|R̃0 = y) = P(R̃1 ∈ dz|R0 = y) = Py(R1 ∈ dz|X ).

Ahora, al aplicar la fórmula de Bayes observemos que

Py(R1 ∈ dz|X ) = Py(R1 ∈ dz)
Py(X|R0 = z)1{z>x}

Py(X )
= Py(R1 ∈ dz)

Pz(X )1{z>x}

Py(X )
.

Debido a que la cadena R = {Rn , n ≥ 0} es un proceso de Markov se sigue que R̃ =
{
R̃n , n ≥ 0

}
también es proceso de Markov. Ahora observemos la probabilidad de transición. Sea A ⊂ (0,∞) y
notemos

Py(R̃1 ∈ x+A) = E
[
V (y + S1)

V (y)
1{y+S1∈x+A}

Qy+S1

Qy

]
= E

[
V (S1 + y − x)

V (y − x)
1{y+S1∈x+A}

]
.

Por homogeneidad espacial la expresión anterior es igual a

Ex
[
V (S1 + y)

V (y)
1{S1+y∈A}

]
.

Por lo tanto la probabilidad de transición de
{
R̃n − x , n ≥ 0

}
es igual a la probabilidad de transición

de R. Entonces, el proceso
{
R̃n − x , n ≥ 0

}
es igual en ley a {Rn , n ≥ 0}.

Teorema 3.20. Cuando el proceso inicia en x > 0, la construcción de Tanaka aplica al desarrollo
del proceso a partir de su ínfimo.

Demostración. Sea R la caminata aleatoria condicionada a ser positiva, definimos a

T (0) = 0, T (i) = ı́nf {n > T (i− 1) : Rn = Rn} , para i ≥ 1,

donde Rn = ı́nf0≤i≤nRi. Debido a que la R deriva a c.s a infinito se sigue que R∞ = RT (i) para
alguna i ∈ N. Notemos además que R∞ ≤ x y gracias a la propiedad fuerte de Markov obtenemos

Px(T (i) = k) = Px(Rn ≥ Rk, n ≥ k) ≥ E
[

1

V (Rk)

]
≥ 1

V (x)
.

Por lo tanto cada T (i) tiene probabilidad positiva de ser el ínfimo de todo el proceso. Sea I =

sup {i : T (i) <∞}, el momento en que el ínfimo del proceso ocurre. Gracias a los comentarios
anteriores se sigue que I es finito c.s. Ahora al aplicar la propiedad fuerte de Markov y el lema
anterior condicionando en el evento {I = i} = {T (i) <∞, T (i+ 1) =∞} vemos que a partir de T (i)

el proceso
{
R̃n+T (i) −RT (i) , n ≥ 0

}
es igual en ley a R.



4 Comportamiento asintótico de los
tiempos de ocupación: Caso continuo

Motivados por los capítulos anteriores estamos interesados en estudiar el comportamiento asintótico
de los tiempos de ocupación para el movimiento browniano condicionado a ser positivo. En el capítulo
2 demostramos que dicho proceso se puede pensar como un proceso de Bessel de dimensión tres. El
objetivo de este capítulo es demostrar el siguiente resultado , el cual es el análogo en tiempo continuo
del Teorema 3.1. La base bibliográfica de este capítulo es Bertoin [3] y Biggins [4].

Teorema 4.1. Sea R = {Rt, t ≥ 0} un proceso de Bessel de dimensión 3, defina D(x) =
∫∞

0
1{Rt<x}dt,

el tiempo de ocupación asociado al proceso R. Entonces los siguientes límites son válidos c.s

ĺım sup
x→∞

D(x)

x2 log log(x)
=

8

π2
y ĺım inf

x→∞

D(x)

x2/ log log(x)
=

1

2
. (4.1)

Más aún, si R0 = 0 c.s entonces

ĺım sup
x→0+

D(x)

x2 log log(x)
=

8

π2
y ĺım inf

x→0+

D(x)

x2/ log log(x)
=

1

2
. (4.2)

El siguiente lema, cuya demostración no incluimos pues sale de los objetivos de la tesis, se puede
encontrar en Gruet y Shi [13] y Ciesielski y Taylor [8], estudia el comportamiento asintótico de D(1).
La idea es usar estas cotas exponenciales para demostrar el Teorema 4.1.

Lema 4.2. Para D(1) se tiene,

ĺım
y→∞

exp

{
π2y

8

}
P (D(1) > y) =

4

π
y ĺım

y→∞
y exp

{
y2

2

}
P
(
D(1)−1 > y2

)
= 2

√
2

π
. (4.3)

4.1. Subordinadores

Esta sección estudia los resultados de subordinadores necesarios para poder demostrar al Teorema
4.1. Para ello necesitamos primero recordar a los procesos de Lévy y su vínculo con las distribuciones
infinitamente divisibles. Con base en esto definimos a los subordinadores, que son una familia de
procesos de Lévy.

Definición 4.3. Sea X = (Xt, t ≥ 0) un proceso estocástico definido sobre el espacio de probabilidad
(Ω,F ,P) que toma valores en R. Se dice que X es un proceso de Lévy si posee las siguientes
propiedades.

59
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(i) Las trayectorias de X son continuas por la derecha con límites por la izquierda (càdlàg) c.s.

(ii) Para cualesquiera t, s > 0 se tiene que Xt+s −Xt
L
= Xs.

(iii) Para cualesquiera t, s > 0 se tiene que Xt+s −Xt es independiente de σ(Xu, u ≤ t).

Definición 4.4. Un subordinador es un proceso de Lévy con valores en [0,∞).

De la definición anterior vemos que si X es un subordinador entonces sus trayectorias son crecientes
c.s. Más áun, al ser las trayectorias crecientes se sigue que X es de variación finita.

Definición 4.5. Sea λ > 0. La transformada de Laplace de X se define como E [exp {−λXt}] ,
cuando la expresión anterior es finita.

La transformada de Laplace (cuando existe) nos permite caracterizar leyes y su convergencia
débil. Recordando que los procesos de Lévy se encuentran relacionados con las leyes infinitamentes
divisibles vía el Teorema de Lévy-Khintchine, ver Bertoin [3]. Esto nos permite ver que cuando X es
un proceso de Lévy cuya transforma de Laplace existe, entonces

E [exp {−λXt}] = exp tΦ(λ)

donde la función Φ : [0,∞) 7→ [0,∞) se conoce como el exponente de Laplace. En particular los
subordinadores cuentan con dicho exponente. A partir de ahora X denotará un subordinador. Las
siguientes proposiciones nos permiten trabajar con la transformada de Laplace para caracterizar al
subordinador X.

Proposición 4.6 (Martingala exponencial). Sea Y = {Yt, t ≥ 0} un proceso estocástico con
incrementos independientes y estacionarios tal que su transformada de Laplace existe. Entonces el
proceso Mt = exp {λYt − tΦ(λ)} es martingala.

Demostración. Denotemos por Ft = σ(Ys, s ≤ t) y probaremos que M satisface la propiedades
definitorias de una martingala. Primero probaremos la medibilidad, para ello observemos que
Ms ∈ Fs. En efecto, al ser Ys ∈ Fs y Ms = g(Ys) donde g es una función continua se sigue que
Ms ∈ Fs al ser la composición de funciones Fs medibles. En segundo lugar verifiquemos que Ms es
integrable. Debido a que {Ms, s ≥ 0} es positiva y recordando que Φ es el exponente de Laplace de
Y vemos

E[|Ms|] = E[Ms] = exp {−sΦ(λ)}E[exp {λYs}] = 1.

Por último verificamos la propiedad de martingala. Consideremos t, s ≥ 0 y notemos

E [Mt+s|Fs] = E [ exp {λYt+s − (t+ s)Φ(λ)}| Fs]

= exp {λYs − (t+ s)Φ(λ)}E [ exp {λ(Yt+s − Ys)| Fs}]

= exp {λYs − (t+ s)Φ(λ)}E [exp {λYt}]

= exp {λYs − sΦ(λ)} = Ms,

donde en la segunda igualdad se debe al hecho de que Ys ∈ Fs y la tercera se obtiene por los
incrementos independientes y estacionarios de Y .
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Proposición 4.7. Sea B = (Bt, t ≥ 0) un movimiento browniano estándar . Definamos a τx =

ı́nf {t ≥ 0 : Bt ≥ x}, la primera vez que el proceso B pasa por el nivel x, entonces

E[exp {−λτx}] = exp
{
−x
√

2λ
}
, para toda λ ≥ 0.

Más aún, el proceso {τx, x ≥ 0} es un subordinador.

Demostración. Recordando la martingala exponencial se sigue que el proceso Mt := exp
{
qBt − t q

2

2

}
es martingala. Sabemos que τx es tiempo de paro, entonces Mt∧τx es martingala. Además observemos
que para toda t > 0 fija Mt ≤ exp {qBt} , lo que implica que Mt∧τx ≤ eqx, es decir, la martingala
Mt∧τx está acotada, entonces es uniformemente integrable. Por ende estamos en condiciones de
aplicar el Teorema de paro de Doob para deducir

1 = E[M0] = E[Mt∧τx ] = E
[
exp

{
qBt∧τx − t ∧ τx

q2

2

}]
,

ahora, aplicando el Teorema de convergencia dominada se sigue que

ĺım
t→∞

E[Mt∧τx ] = E[Mτx ] = E
[
exp

{
qx− τx

q2

2

}]
= 1,

consecuentemente

E
[
exp

{
−τx

q2

2

}]
= exp {−qx} .

Tomando λ = q2/2 vemos que q =
√

2λ, lo anterior nos permite ver la forma explícita del exponente
de Laplace Φ, i.e Φ(λ) =

√
2λ.

Para ver que {τt, t ≥ 0} es un subordinador lo primero que notamos es que τ0
c.s
= 0. Al ser τt la

inversa generalizada de un proceso continuo se sigue que τt es continuo por la derecha. Observando
que el proceso τt es no decreciente se sigue que τt posee trayectorias càdlàg. Por lo tanto satisface la
primera condición de un proceso de Lévy.

Gracias a la propiedad de Markov fuerte de B y a que τt <∞ c.s. tenemos, por un lado

{Bτt+s −Bτt , s ≥ 0} L= {Bs, s ≥ 0} .

Por otro lado, para t, s ≥ 0, vemos

ı́nf {r ≥ 0 : Br ≥ t+ s} = ı́nf {r ≥ τt : Br ≥ t+ s}

= ı́nf {r ≥ 0 : Br ≥ s}+ ı́nf {u ≥ 0 : Bu+τt > t+ s} ,

notando que

ı́nf {u > 0 : Bu+τt > t+ s} L= ı́nf
{
u > 0 : B̃u > s

}
= τ̃s,

donde B̃ es una copia independiente de B, se sigue que el proceso {τt, t ≥ 0} posee incrementos
independientes.

Proposición 4.8. Considere la representación de Pitman para un proceso de Bessel de dimensión
tres. Es decir, Rt = 2St −Bt, donde St = sups≤tBs y B es un movimiento browniano estándar. Sea
τa el primer tiempo que el movimiento browniano B pasa por encima del nivel a, entonces τa es la
última vez que el proceso R visita a.
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Demostración. Debemos mostrar que sup {Rt ≥ a : t > 0} = τa. En otras palabras, basta mostrar
que u > τa implica Ru > a. Primero notemos

Ru = 2Su −Bu = Su + (Su −Bu)

Ahora tomemos u > τa y observemos los sumandos. Por un lado Su = Bu implica que B ha alcanzado
un nuevo supremo. Entonces Su > Sτa = a c.s. Por otro lado, Su = a implica Su −Bu > 0 c.s. Por
lo tanto, uniendo ambas partes, vemos

Su + (Su −Bu) > a c.s.

lo que concluye la prueba.

El siguiente resultado nos permite estudiar la ley del logaritmo iterado cuando el exponente de
Laplace es de variación regular, veáse Capítulo III de Bertoin [3].

Teorema 4.9. Sea X un subordinador con exponente de Laplace Φ. Denotemos por ϕ a la función
inversa de Φ.

(i) Considere a

f(t) =
log | log(t)|

ϕ(t−1 log | log(t)|)
para 0 < t < e−1, (4.4)

y suponga que Φ es de variación regular en ∞ de índice α ∈ (0, 1). Entonces

ĺım
t→0+

Xt

f(t)
= α(1− α)

1−α
α P− c.s.

(ii) Considere a

f(t) =
log log(t)

ϕ (t−1 log log(t))
, para t > e,

y suponga que Φ es de variación regular en 0+ de índice α ∈ (0, 1). Entonces

ĺım
t→∞

Xt

f(t)
= α(1− α)

1−α
α P− c.s.

4.2. Comportamiento asintótico de los tiempos de ocupación

Las herramientas que hemos discutido anteriormente nos son ahora de utilidad para poder
demostrar el Teorema 4.1. Este teorema establece el comportamiento asintótico de los tiempos de
ocupación para un proceso de Bessel de dimensión tres. La siguiente proposición será de utilidad
para probar al Teorema 4.1 .

Proposición 4.10. Consideremos la notación empleada hasta ahora. La siguiente igualdad en ley
es válida: D(1) = D(x)

x2 .

Demostración. Sea x > 0, recordando la representación de Pitman observamos

2St −Bt < x⇐⇒ 2St −Bt
x

< 1⇐⇒ 2 sup
s≤t

x−1Bs − x−1Bt < 1.
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En virtud de la propiedad de escala del movimiento browniano sabemos que x−1Bt
L
= Bx−2t, entonces

2 sup
s≤t

x−1Bs − x−1Bt
L
= 2Sx−2t −Bx−2t.

Por lo tanto ∫ ∞
0

1{2St−Bt<x}dt
L
=

∫ ∞
0

1{2Sx−2t−Bx−2t<1}dt = x2

∫ ∞
0

1{2Su−Bu<1}du,

de donde se sigue el resultado.

Demostración del Teorema 4.1. Sea u > 1 y x suficientemente grande, digamos x > N , con N ∈ R.
Entonces gracias a la Proposición 4.10 y a la primera estimación del Lema 4.2 conseguimos

P
(
D(x)

x2
>
u8

π2
log log(x)

)
= P

(
D(1) >

u8

π2
log log(x)

)
≤ 4

π
exp {−u log log(x)} =

4

π(log(x))u
.

Consideremos a la sucesión
{
D(yn)/y2n : n ≥ 1

}
para cualquier y > 1, usando la desigualdad anterior

obtenemos

P
(
D(yn)

y2n
>
u8

π2
log log(yn)

)
≤ mı́n

{
1,

4

π(log(yn))u

}
= mı́n

{
1,

4

πnu(log(y))u

}
.

Ahora, en virtud de que la sucesión
{
y2n, n ≥ 1

}
es creciente y deriva a infinito se sigue que existe

M ∈ N tal que y2n > N para toda n > M . Por ende se sigue que∑
n≥1

P
(
D(yn)

y2n
>
u8

π2
log log(yn)

)
≤M +

∑
n≥M

4

πnu(log(y))u
<∞.

Para u > 1 la serie
∑
n≥1

1
nu converge; entonces podemos aplicar el Lema de Borel-Cantelli y deducir

que

P
(

ĺım sup
n→∞

D(yn)

y2n log log(yn)
≤ 8u

π2

)
= 1.

Por último, de la monotonía de D(x) se concluye la cota superior para del límite superior.
Obtendremos ahora las cotas para el límite inferior. Análogo al desarrollo anterior tomemos u > 1

y usando la segunda estimación del Lema 4.2 observamos que existe N ∈ R tal que para toda x > N

se satisface

P
(

1

D(1)
> 2u log log(x)

)
≤ C 1√

2u log log(x)
exp {−u log log(x)} = C

1√
2u log log(x)

1

(log(x))u
,

donde C > 2
√

2/π es una constante. Considerando nuevamente la sucesión
{
y2n, n ≥ 1

}
y notando

que para x > e
1√

2u log log(x)

1

(log(x))u
≤ 1

(log(x))u
,

una aplicación del Lema de Borel-Cantelli implica que

P
(

ĺım sup
x→∞

x2

D(x) log log(x)
> 2u

)
= 0.

Por lo tanto

P
(

ĺım inf
x→∞

x2

D(x) log log(x)
≤ 2u

)
= P

(
ĺım inf
x→∞

D(x)

x2/ log log(x)
≥ 1

2u

)
= 1.
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Basta verificar que

ĺım inf
x→∞

D(x)

x2/ log log(x)
≤ 1

2
,

para hallar el límite inferior. Consideremos la representación de Pitman para el proceso de Bessel de
dimensión tres R, i.e.

Rt = 2St −Bt,

donde B es un movimiento browniano estándar y St = sups≤tBs. Sea τx la primera vez que el
movimiento browniano alcanza el nivel x. Observemos que en virtud de la Proposición 4.7 τx es un
subordinador, además la Proposición 4.8 nos dice que la última vez que el proceso R visita el nivel x
es, precisamente, τx; por ende ∫ ∞

0

1{Rt≤x}dt =

∫ τx

0

1{Rt≤x}dt ≤ τx,

es decir D(x) ≤ τx. También sabemos, gracias a la Proposición 4.7, que el exponente de Laplace de
τx, el cual denotamos por Φ(λ) =

√
2λ, es de variación regular de índice 1

2 para 0+ y para ∞, i.e

ĺım
λ→0+

Φ(qλ)

Φ(λ)
=
√
q y ĺım

λ→∞

Φ(qλ)

Φ(λ)
=
√
q.

Por último, denotando por ϕ = Φ−1 observamos que ϕ(x) = x2

2 . Los comentarios anteriores implican
que la función f de (4.4) toma la siguiente forma

f(t) =
log log(t)

ϕ(t−1 log log(t))
=

2t2

log log(t)
.

Por lo tanto, aplicando el segundo inciso del Teorema 4.9 observamos que

ĺım inf
x→∞

D(x)

x2/ log log(x)
≤ ĺım inf

x→∞

τx
x2/ log log(x)

= 2 ĺım inf
x→∞

τx
f(x)

=
1

2
,

lo que concluye la cota para el límite inferior.
Ahora mostraremos que el inicio es irrelevante. Para ello denotaremos porD(a;x) =

∫∞
τa
1{Rt<a+x}dt,

el tiempo que el proceso R pasa por debajo del nivel a + x después de su última visita al nivel a.
Observando que gracias a la representación de Pitman tenemos,

Rt = 2St −Bt = 2 sup
τa≤s≤t

Bs −Bt = 2 sup
τa≤s≤t

(Bs −Bτa + a)−Bt

L
= 2 sup

τa≤s≤t
(Bs−τa)− (Bt − a) + a

L
= 2 sup

τa≤s≤t
(Bs−τa)− (Bt−τa) + a

= 2St−τa −Bt−τa + a = Rt−τa

Por lo tanto

D(a;x) =

∫ τa+x

τa

1{Rt≤a+x}dt
L
=

∫ τa+x

τa

1{Rt−τa≤x}dt =

∫ τa+x−τa

0

1{Rs≤x}ds
L
= D(x).

La primera estimación del Lema 4,2 nos permite ver, para 0 < d < 1(
D(a;x)

x2
>
d8

π2
log log(x)

)
= P

(
D(1) >

d8

π2
log log(x)

)
≥ C ′′

(log(x))d
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La representación de Pitman también implica que D(a;x) y Fτa son independientes, pues Rt ∈ Fτa
implica que D(a;x) es independiente de {Rt, 0 < t < τa}. Consideremos a x > 1 y a la sucesión de
v.a {D(xn, xn(x− 1), n ≥ 1}, las cuales son independientes conforme n varía. Por lo tanto

P
(
D(xn;xn(x− 1))

(xn(x− 1))2
>

8d

π2
log log(xn(x− 1))

)
≥ C ′′

(log(xn(x− 1)))d
.

Observemos que ∑
n≥1

1

(log(xn(x− 1)))d
=
∑
n≥1

1

(log(x− 1) + n log x)d
=∞.

Por la ley 0− 1 de Borel-Cantelli deducimos que

P
(

ĺım sup
n→∞

D(xn;xn(x− 1))

(xn(x− 1))2
>

8d

π2
log log(xn(x− 1))

)
= 1,

En otras palabras

ĺım sup
n→∞

D(xn;xn(x− 1))

(xn(x− 1))2 log log(xn(x− 1))
>

8d

π2
, c.s. (4.5)

Para finalizar, notemos que por monotonía de D se satisface la siguiente desigualdad

D(xn+1) ≥ D(xn;xn(x− 1)),

y recordando (4.5) concluimos

ĺım sup
n→∞

D(xn+1)

(xn+1)2 log log (xn+1)
≥ ĺım sup

n→∞

D(xn;xn(x− 1))

(xn+1)2 log log (xn+1)

=

(
x− 1

x

)2

ĺım sup
n→∞

D(xn;xn(x− 1))

(xn(x− 1))2 log log(xn)

log log(xn)

log log(xn+1)

=

(
x− 1

x

)2
8

π2
.

Debido a que esto se satisface para x suficientemente grande hemos hallado la cota inferior del límite
superior. Con todo lo anterior vemos que (4.1) es válida.

La demostración del comportamiento asintótico cuando x tiendo cero, en otras palabras, la
ecuación (4.2) es completamente análogo, con el único cambio de que usamos el primer inciso del
Teorema 4.9 en lugar del segundo.





A Descomposición de Wiener-Hopf para
caminatas aleatorias

A.1. Wiener-Hopf para caminatas aleatorias

Sea {ξi, i ≥ 1} una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
(v.a.i.i.d), con distribución común F . Definamos

S0 = 0, y Sn =

n∑
i=0

ξi,

con lo cual construimos la caminata aleatoria S = {Sn, n ≥ 0}. Para evitar casos no interesantes
asumiremos que

mı́n {F (0,∞), F (−∞, 0)} > 0,

es decir, la caminata posee saltos tanto positivos como negativo. Por conveniencia asumiremos que F
no posee átomos.

Debido a que la descomposición de Wiener-Hopf hace uso de leyes infinitamente divisibles, daremos
un breve repaso de estas. Una variable aleatoria X definida sobre (Ω,F ,P) es infinitamente divisible
si

X
L
=

n∑
i=1

Xi,n, para toda n

donde las variables aleatorias {Xi,n, i = 1, . . . , n} son independientes idénticamente distribuidas.
Denotaremos por φX(t) a la función característica de la v.a X, es decir

φX(t) = E[eitX ].

En virtud de la unicidad de la función característica, lo anterior se expresa φX(t) = (φXi,n)n. A veces
resulta conveniente expresar la función de distribución de una v.a infinitamente divisible en términos
de convoluciones. Supongamos que la función de distribución de la v.a infinitamente divisible, X,
es G, y la función de distribución de Xi,n es Gi. Entonces G = G∗ni , donde G∗ni denota la n-ésima
convolución de la función de Gi.

En particular, la variable aleatoria geométrica de parámetro p, definida sobre (Ω,F ,P), la cual
denotamos por Γp, es infinitamente divisible. Para verlo recordemos

φΓp(t) =

∞∑
i=0

p(qeit)n =
p

1− qeit
,

67
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donde q = 1 − p, y observemos que p
1−qeit =

((
p

1−qeit

)1/n
)n

, donde identificamos a
(

p
1−qeit

)1/n

como la función característica de una variable aleatoria Binomial Negativa de parámetros (p, 1/n).
Las siguientes propiedades, aún con su simpleza, son de una gran utilidad en el desarrollo de esta

sección.

1. La primera propiedad es P (Γp ≥ n) = qn, la cual es inmediata

P (Γp ≥ n) =

∞∑
i=n

pqi = pqn
∞∑
i=0

qi = qn.

2. La v.a geométrica carece de memoria, es decir P(Γp ≥ n+m|Γp ≥ m) = P(Γp ≥ n), la cual
también es inmediata, gracias a la propiedad anterior

P(Γp ≥ n+m|Γp ≥ m) =
P(Γp ≥ n+m)

P(Γp ≥ m)
=

qn+m

qm
= qn.

3. La suma geométrica de v.a.i.i.d es infinitamente divisible. Es decir, sea {ξi, i ≥ 1} un sucesión
de v.a.i.i.d y Γp una v.a geométrica independiente de la sucesión anterior. Entonces la variable
aleatoria

∑Γp
i=1 ξi es infinitamente divisible, lo cual es claro pues

E
[
eit

∑Γp
i=1 ξi

]
= E

[
E
[
eit

∑Γp
i=1 ξi

∣∣∣Γp]] =

∞∑
n=0

p(qφξ(t))
n =

p

1− qφξ(t)
=
(
E
[
eitΛ1/n,p

])n
e identificamos a Λ1/n,p como una v.a binomial negativa de parámetros (1/n, p).

La fórmula de Lévy-Khintchine nos dice que toda v.a infinitamente divisible X posee un exponente
característico de la siguiente forma,

ψ(t) = iat+
1

2
b2 +

∫
R

(
1− eitx + itx1{|x|<1}

)
Π(dx),

es decir E[eitX ] = e−Ψ(t), donde a, b ∈ R y Π es una medida con soporte en R \ {0}, tal que∫
R

(1 ∧ |x|2)Π(dx) <∞.

Nos enfocamos ahora en la descomposición de Wiener-Hopf, teniendo en mente todos los objetos
anteriores. Fijemos 0 < p < 1 y definamos

G = ı́nf
{
k = 0, . . . ,Γp Sk = SΓp

}
,

donde Γp es una v.a geométrica independiente de la caminata aleatoria S y SΓp = supk=0,...,Γp Sk.
Ahora definimos

γ1 = ı́nf {n > 0 : Sn > 0} ,

es decir, la primera visita al intervalo (0,∞) después del tiempo cero.

Teorema A.1 (La descomposición de Wiener-Hopf para caminatas aleatorias).
Sea S = {Sn, n ≥ 0} una caminata aleatoria que inicia en cero, tal que la distribución de S1 es F .
Sea Γp una v.a geométrica de parámetro fijo p ∈ (0, 1), independiente de S. Defina G y γ de la misma
forma que antes. Entonces
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(i) (G,SG) es independiente de (Γp − S, SΓp −G) y ambos pares son infinitamente divisibles.

(ii) Para 0 < s ≤ 1 y t ∈ R

E[sGeSG ] = exp

{
−
∫

(0,∞)

∞∑
n=1

(1− sneitx)
qn

n
F ∗n(dx)

}
.

(iii) Para 0 < s ≤ 1 y t ∈ R

E[sγ1eSγ1 ] = 1− exp

{
−
∫

(0,∞)

∞∑
n=1

sneitx
1

n
F ∗n(dx)

}
.

Demostración. Denotemos por γk los tiempos en que la caminata aleatoria y el proceso del máximo
coinciden, de la manera usual,

γ0 = 0, γk+1 = ı́nf {n > γk : Sn > Sγk} , k ≥ 0,

la cual es consistente con γ1 introducida anteriormente, pues la caminata inicia en cero; es decir
γ1 = ı́nf {n > 0 : Sn > 0} , corresponde al primer máximo. Definamos a las excursiones que parten
de los máximos como δk, es decir,

ωk = (Sn, γk−1 ≤ n ≤ γk) , para k ≥ 0.

Gracias a la propiedad fuerte de Markov, podemos ver (como ya lo hicimos en el capítulo 1) , que
ωk
L
= ω1. Debido a que únicamente estamos considerando a la caminata aleatoria hasta el tiempo Γp,

esta trayectoria se puede descomponer en un número aleatorio, ν, de excursiones (completas) ωk y
una excursión adicional ωΓp la cual delimita la trayectoria original. En otras palabras

ωΓp = (Sn, γν ≤ n ≤ Γp).

Observemos que
P (ν = 0) = P (γ1 > Γp) = 1− P (γ1 ≤ Γp) .

Ahora, condicionado en el evento {γ1 ≤ Γp}, tenemos al menos una excursión completa. Como estas
tienen la misma ley, podemos ver que

P(ν = k) = P (γ1 ≤ Γp)
k

(1− P (γ1 ≤ Γp)),

lo que implica que ν se distribuye como una v.a geométrica de parámetro 1 − P (γ1 ≤ Γp). Por lo
tanto

(G,SG)
L
=

ν∑
i=1

(τi, Sτi),

donde τi = γi− γi−1. Gracias a la propiedad fuerte de Marvkov tenemos, para toda i ≥ 1 que τi
L
= γ1

y Sτi
L
= Sγ1 . Observamos que (G,SG) es infinitamente divisible puesto que es la suma geométrica de

v.a.i.i.d. En caso de que ν = 0, interpretamos a (G,SG) = (0, 0). La independencia entre (G,SG) y
(Γp −G,SΓp − SG) se sigue de la propiedad fuerte de Markov y de la descomposición anterior. Por
último observemos que gracias al retorno de tiempo

SΓp − SG = SΓp − SΓp = SΓp + ı́nf {−Sn, n = 0, . . . ,Γp}

= ı́nf
{
SΓp − SΓp−n, n = 0, . . . ,Γp

} L
= SΓp

,
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lo anterior nos dice
(Γp − SG, SΓp − SG)

L
= (D,SD),

donde D = sup
{
k = 0, 1, . . . ,Γp : Sk = SΓp

}
y SΓp = ı́nfk=0,1,...,Γp Sk.

Para el segundo inciso notemos que el par (Γp, SΓp) es la suma geométrica de v.a.i.i.d, entonces
es infinitamente divisible. Consideremos s ∈ (0, 1) y t ∈ R fijas, recordando que q = 1 − p y que
φX(t) = E[eitX ], tenemos, por un lado

E
[
sΓpeSΓp

]
= E

[[
sΓpeSΓp

∣∣Γp]]E[ ∞∑
n=0

p(qφS1
(t))n

]
=

p

1− qφS1
(t)
.

Por otro lado, usando el Teorema de Tonelli-Fubini, recordando que la distribución de Sn es F ∗n y la
propiedad multiplicativa de la función característica, tenemos

exp

{
−
∫
R

∞∑
n=1

(1− sneitx)
qn

n
F ∗n(dx)

}
= exp

{
−
∞∑
n=1

qn

n

(
1− sn

∫
R
eitxF ∗n(dx)

)}

= exp

{
−
∞∑
n=1

qn

n
(1− snφSn(t))

}

= exp

{
−
∞∑
n=1

qn

n
(1− (sφS1

(t))n)

}
= exp {log(1− q)− log (1− sφS1

(t))}

=
p

1− sφS1(t)
.

Para justificar la penúltima igualdad observemos que cuando |a| < 1, sabemos que (1−a)−1 =
∑∞
n=0 a

n

e integrando en función de a obtenemos

− log(1− a) =

∞∑
n=0

an+1

n+ 1
=

∞∑
n=1

an

n
,

la cual es conocida como serie de Mercator-Newton. Comparando las dos series obtenidas concluimos
que

E[sΓpeSΓp ] = exp

{
−
∫
R

∞∑
n=1

(1− sneitx)
qn

n
F ∗n(dx)

}
.

Sabemos, además, que (Γp, SΓp) es infinitamente divisible e igual en ley a la suma de las v.a.
infinitamente divisibles (G,SG) + (Γp−G,SΓp −SG). Notemos que, al ser SG > 0, el primer sumando
está definido en {1, 2, . . . , } × (0,∞), y el segundo, en {1, 2, . . . , } × (−∞, 0). Debido a que ambas
funciones son analíticas pueden ser extendidas. La fórmula de Lévy-Khintchine implica que

E[sGeSG ] = exp

{
−
∫

(0,∞)

∞∑
n=1

(1− sneitx)
qn

n
F ∗n(dx)

}
, (A.1)

E[sΓp−GeΓp−SG ] = exp

{
−
∫

(−∞,0)

∞∑
n=1

(1− sneitx)
qn

n
F ∗n(dx)

}
.

Por último demostramos el tercer inciso. Gracias al inciso (i) podemos ver que

E
[
sGeitSG

]
= E

[
s
∑ν
k=1 τkeit

∑ν
k=1 Sτk

]
,
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donde los pares {τk, Sτk , k ≥ 1} son independientes e iguales en distribución a {γ1, Sγ1} bajo el
evento {γ1 ≤ Γp}. Puesto que ν se distribuye de manera geométrica de parámetro 1− P(γ1 ≤ Γp), se
sigue

E
[
s
∑ν
k=1 τkeit

∑ν
k=1 Sγk

]
= E

[
E
[
s
∑ν
k=1 τkeit

∑ν
k=1 Sτk

∣∣∣ ν]]
=

∞∑
n=0

P(γ1 > Γp)P(γ1 ≤ Γp)
nE
[
s
∑n
k=1 τkeit

∑n
k=1 Stauk

]
=

∞∑
n=0

P(γ1 > Γp)
(
P(γ1 ≤ Γp)E

[
sγ1eitSγ1

∣∣ γ1 ≤ Γp
])n

=

∞∑
n=0

P(γ1 > Γp)
(
E
[
sγ1eitSγ11{γ1≤Γp}

])n
,

debido γ1 es un tiempo de paro de la cadena S, y Γp es independiente de esta, tenemos

E
[
sγ1eitSγ11{γ1≤Γp}

]
= E

[
E
[
sγ1eitSγ11{γ1≤Γp}

∣∣Γp]]
= E

[
sγ1eitSγ1

]
P (γ1 ≤ Γp) = E

[
sγ1eitSγ1

]
E [qγ1 ] ,

donde la última igualdad se debe a la propiedad 1 de la v.a geométrica. Este pequeño paréntesis nos
permite resumir el desarrollo anterior de la siguiente manera

∞∑
n=0

P(γ1 > Γp)
(
E
[
sγ1eitSγ11{γ1≤Γp}

])n
=

∞∑
n=0

P(γ1 > Γp)
(
E
[
(qs)γ1eitSγ1

])n
=

P(γ1 > Γp)

1− E
[
(qs)γ1eitSγ1

] .
Observemos que, por continuidad, podemos tomar s = 0 tanto en la ecuación (A.1) como en la
igualdad anterior, lo que nos conduce a

P(γ1 > Γp) = exp

{
−
∫

(0,∞)

∞∑
n=1

qn

n
F ∗n(dx)

}
.

Colocando las piezas en el orden adecuado y haciendo uso nuevamente de (A.1) obtenemos

1− E
[
(qs)γ1eitSγ1

]
=

P(γ1 > Γp)

E [sGeitSG ]

= exp

{∫
(0,∞)

∞∑
n=1

(1− sneitx)
qn

n
F ∗n(dx)−

∫
(0,∞)

∞∑
n=1

qn

n
F ∗n(dx)

}

= exp

{
−
∫

(0,∞)

∞∑
n=1

(qs)n

n
eitxF ∗n(dx)

}
,

lo que concluye la prueba.

A.2. La identidad básica

La descomposición de Wiener-Hopf nos permite responder preguntas pertinentes a los procesos
escalera, tanto ascendentes como descendentes. Un resultado inmediato del inciso (iii) en el Teorema
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A.1 es calcular E[sγ̂eSγ̂ ], donde γ̂ = ı́nf {k ≥ 0 : Sk < 0}, la cual posee una expresión similar sobre
(−∞, 0), es decir

E[sγ̂eSγ̂ ] = 1− exp

{
−
∫

(−∞,0)

∞∑
n=0

sneitx
1

n
F ∗n(dx)

}
.

Corolario A.2 (La identidad básica). Consideremos la notación empleada hasta ahora, entonces

1− sE[eitS1 ] =
(

1− E[sγ̂eSγ̂ ]
)(

1− E[sγ1e
Sγ1 ]

)
.

Demostración. Gracias al Teorema de Tonelli-Fubini, la propiedad multiplicativa de la función
característica y la serie de Mercator-Newton conseguimos(

1− E[sγ̂eSγ̂ ]
)(

1− E[sγ1e
Sγ1 ]

)
= exp

{
−
∫
R

∞∑
n=0

sneitx
1

n
F ∗n(dx)

}

= exp

{
−
∞∑
n=0

sn
1

n

∫
R
eitxF ∗n(dx)

}

= exp

{
−
∞∑
n=0

sn

n
φS1

(t)n

}

= exp

{
−
∞∑
n=0

(sφS1(t))n

n

}
= 1− sφS1(t),

lo que concluye la prueba.

Observación: al tomar s = 1 en el corolario anterior, obtenemos la siguiente relación de funciones
características

1− φS1
(t) =

(
1− φSγ̂ (t)

) (
1− φSγ1

(t)
)
.

Proposición A.3. Suponga que E[S1] = 0 y E[S2
1 ] = 1. Entonces, tanto E[Sγ1 ] como E[Sγ̂ ] son

finitas. Más aún

E[−Sγ̂ ]E[Sγ1
] =

1

2
.

Demostración. Recordemos la siguiente propiedad de la función característica.

φ
(k)
X (0) = ikE

[
Xk
]
, ∀t ∈ R. (A.2)

Entonces, haciendo uso de la hipótesis, tenemos

φ′′S1
(0) = −E[S2

1 ] = −1. y φ′S1
(0) = iE[S1] = 0.

Por ende

ĺım
t→0

1− φS1(t)

t2
= ĺım
t→0

(
1− φSγ̂ (t)

t

)
ĺım
t→0

(
1− φSγ (t)

t

)
.

Por un lado, gracias a la ecuación (A.2), el lado derecho de la igualdad anterior es −E [Sγ̂ ]E[Sγ1
].

Por otro lado

ĺım
t→0

1− φS1
(t)

t2
= ĺım

t→0
−
φ′S1

(t)

2t
= −1

2
ĺım
t→0

φ′′(t) =
1

2
.
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Finalmente acomodando las piezas en el orden adecuado notamos

E [−Sγ̂ ]E[Sγ1
] =

1

2
,

concluyendo el resultado.
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