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Introduccion

La existencia de microorganismos resistentes a la exposicién de antibiéticos es un fenémeno cre-
ciente que, desde principios de la era antibidtica, ha atraido la atencion de los cientificos. Dicha
resistencia se debe, principalmente, a que el uso de antibidticos produce alteraciones en la ecologia
natural de los microorganismos; trayendo como consecuencia, el surgimiento de nuevos y diversos
tipos de bacterias; o bien, ocasionando que los organismos originales presenten variantes resistentes
a las drogas [29]. El problema no sélo se traduce en el surgimiento de nuevos microorganismos re-
sistentes, sino en como éstos afectan el ambiente y la dindmica de los organismos que originalmente
se encontraban ahf; generando comportamientos de competencia.

En la literatura se pueden encontrar diversos modelos de competencia entre dos o mas especies,
entre los que se encuentran los estudiados por Waltman ([28], [27], [9], [2]). En estos modelos, Walt-
man considera dos tipos de bacterias, sometidos a la presencia de un inhibidor o antibidtico; una
de las bacterias es considerada sensible a éste y la otra resistente al mismo. Sin embargo, ninguna
de las bacterias surge a partir de la otra como consecuencia del efecto del inhibidor, es decir, estos
modelos consideran que las bacterias son independientes una de la otra.

Considerando lo anterior, el objetivo de este trabajo es la construccién y estudio de un modelo,
que describa la dindmica entre tres bacterias compitiendo por una misma fuente de nutriente, en un
medio sometido a la presencia de un inhibidor. Una de las bacterias (bacteria silvestre) es considera-
da sensible a éste y las otras dos surgen de la primera como consecuencia de dos tipos de resistencia:
Mutacién y cambios en el fenotipo. En la construccién del modelo se supondra que, debido a la
evidencia cientifica existente, una fraccion de las bacterias fenotipicamente diferenciadas de las sil-
vetres nacen sensibles al inhibidor y otra fraccién lo hace siendo resistentes al mismo (capitulo 1).

El estudio del modelo consiste en determinar la dindmica de los tres tipos de bacterias; para
ello se obtendran los puntos de equilibrio con sus respectivas estabilidades. Se demostrard la es-
tabilidad global, mediante el uso de dos herramientas matematicas importantes en el estudio de
sistemas dindmicos: el Lema de Fluctuaciones y las funciones de Liapunov. Para lograr lo anterior,
se consideraran los siguientes casos:

= El caso cuando todas las nuevas bacterias fenotipicamente diferenciadas de las silvestres nacen
con sensibilidad al inhibidor (capitulos 2 y 3).

= El caso cuando todas las nuevas bacterias fenotipicamente diferenciadas de las silvestres nacen
resistentes al inhibidor (capitulos 4 y 5).

= FEl caso general; cuando una fracciéon de nuevas bacterias fenotipicamente diferenciadas de las
silvestres son sensibles al inhibidor y otra fraccién de las mismas son resistentes (capitulos 6



y 7).

En cada uno de los casos anteriores se supondran dos subcasos:

i) Cuando la funcién que determina el consumo de nutriente es la misma para las tres bacterias
i) Cuando la funcid determina el de nutrient la mi las tres bacteri
(por el hecho de tener el mismo origen bioldgico).

(ii) Cuando la funcién que determina el consumo de nutriente es distinta para cada bacteria
(debido a las diferencias que el inhibidor produce en ellas).

El resumen y conclusiones del trabajo pueden verse en el capitulo 8 y como parte final del trabajo
se encuentra el apéndice, conteniendo algunas definiciones, lemas y teoremas importantes usados en
las demostraciones de los resultados aqui obtenidos; asi mismo se encuentra la explicacién detallada
de algunos resultados que, por lo complicado de la notacién usada para su obtencién, no fueron
descritos a lo largo de los diferentes capitulos.



Capitulo 1

Antecedentes y Construccion del
Modelo.

Uno de los aspectos méas importantes de la biologia matemaética es la modelacién de procesos
biolégicos tales como la competencia entre dos o mas organismos. El modelo mas simple de com-
petencia entre organismos ocurre en el quimiostato, el cual es importante ya que en él se llevan
a cabo experimentos de sistemas bacteriolégicos en competencia bajo condiciones controlables de
laboratorio [5], [12], [23], [16], [19]. Bésicamente consiste de tres recipientes conectados por
bombas. El primer recipiente se llama “biberén” y contiene todas las condiciones escenciales para
el crecimiento de los microorganismos, entre las que se encuentra el nutriente que serd suministra-
do por el experimentador; el resto de los microorganismos comprende bacterias y, dependiendo de
la dindmica que se esté tratando de estudiar, una o mé&s sustancias quimicas. El contenido del
“biberén” es bombeado a una tasa constante dentro del segundo recipiente, donde la reacciéon que
se produce involucrard una carga de microorganismos. Este recipiente se llama “recipiente de reac-
ciéon” y su contenido es bombeado a la misma tasa constante que antes en un tltimo recipiente
llamado “recipiente de desagiie” el cual contendrd nutriente, organismos y quiza algunos produc-
tos originados por los organismos en el recipiente de reacciéon. Debido a que las tasas de bombeo
entre los distintos recipientes son iguales, el volumen del recipiente de reaccién siempre es constante.

De entre los modelos matematicos usados para la modelaciéon de procesos biolégicos, uno de los
mas estudiados es el del quimiostato y esto se debe, particularmente a que los parametros involu-
crados en este tipo de modelos son medibles en laboratorio y los experimentos comprueban que la
matematica es capaz de predecir eventos bioldgicos.

1.1. El modelo basico en un quimiostato.

El modelo béasico de competencia en un quimiostato supone una tasa de consumo de nutriente
tipo Monod, también conocida como funcién tipo Michaelis-Menten (en cinética de enzimas) [21],
[20]. Este tipo de funciones relaciona la velocidad de una reaccién enzimdtica catalizada con la
concentracion del sustrato:

mS

1(8) = a+ S
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Donde S se llama la concentracién molar del sustrato, m es la tasa de crecimiento mdximo (o mé-
xima velocidad, con unidades 1/t) y a, la constante de Michaelis-Menten (o saturacién media cuyas
unidades son de concentracién) [3]. Tanto m como a pueden ser medidas experimentalmente, es por
ello que este tipo de funciones es aceptada por los ec6logos. Sin embargo, se podria suponer otro
tipo de funciones mucho mas generales, donde la monotonia en S y un limite (m) cuando S tiende
a infinito, son propiedades usualmente suficientes (de esta manera se garantiza que entre mas nu-
triente hay en el medio, hay més consumo pero sin que éste sobrepase de un cierto limite) [21], [20].

El modelo dado en [22] describe, de manera sencilla, la dindmica de una competencia entre
especies dentro de un quimiostato. Este modelo supone que S(t) es la concentracién del nutriente
en el recipiente de reaccién al tiempo ¢, S(9 la concentracién del nutriente en el recipiente llamado
biberén; D la tasa de dilucién, relacionada con la tasa de flujo del nutriente F' y el volumen del
recipiente de reaccién mediante D = F/V; y z(t) y y(¢) las concentraciones de los organismos en
competencia por la fuente de nutriente. De este manera, el modelo bédsico de competencia en un
quimiostato esta dado por:

Sm Sm
o 0) D_ 1 _ 2
5 (s 5) a1+5’x a2+5'y
Sml
/ e - -
I x(a1+S D) (1.1)
Smg
!
= ——-D
y y(ag—FS )

Dy S© son controladas por el experimentador y pueden ser consideradas como las variables
ambientales mientras que my, mo, a1 y az son propiedades de cada organismo y son medidas en
laboratorio. El modelo descrito por (1.1) puede ser modificado de diversas maneras [22], algunas
de las cuales son:

= Introducir mas competidores
= Considerar distintas tasas de dilucién para los organismos
= Introducir inhibidores al crecimiento de los organismos

Las dos primeras modificaciones llevan a una generalizacién del modelo basico de quimiostato.
La tercera sugerencia es de principal interés en problemas de biorremediaciéon debido a que este
tipo de modelos consideran dos organismos compitiendo por un nutriente en presencia de un agente
inhibidor, el cual es introducido al sistema por el experimentador y normalmente afecta la dindmica
de crecimiento de uno de los organismos mientras que para el otro no representa ningin tipo de
efecto. Entonces, en términos ecoldgicos, se considera al segundo organismo como el encargado de
desintoxicar el entorno. Desde el punto de vista de competencia se desea saber bajo qué condi-
ciones este organismo logra sobrevivir [22]. El modelo original formulado bajo estas suposiciones
es el de Lenski y Hattingh [13]. Este tipo de modelos se denominan problemas de inhibicién externa.

Un problema alternativo surge cuando se considera que, en lugar de que el inhibidor sea intro-
ducido en el quimiostato, uno de los organismos competidores sea quien lo produce (a algin costo
de su crecimiento); evidencia biolégica de esto puede ser encontrada en [4], [10] y [14]. Este tipo
de problemas es llamado de inhibicién interna. De igual forma, los inhibidores tanto externos como
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internos pueden clasificarse en simples o letales, esto dependiendo de la manera en que interfieren
con la reproduccién del organismo. El inhibidor simple solo disminuye su capacidad de consumo
del nutriente, mientras que el letal, como su nombre lo indica, es aquel que mata al organismo al
contacto [28].

El modelo que se construira en la siguiente seccién, considera una sola bacteria la cual, bajo el
efecto de un inhibidor externo no letal, presenta fenémenos que dan origen a tres tipos distintos
de bacteria: la bacteria silvestre original, una bacteria genéticamente igual a la silvestre pero con
caracteristicas fenotipicas distintas que la hacen resistente al inhibidor y una bacteria que ha mutado
de la silvestre, es decir, con caracteristicas genéticas distintas que también la haran resistente al
inhibidor.

1.2. Construccion del Modelo.

El estudio de la resistencia a un antibidtico o inhibidor es un desafio debido a que la poblacién
de microorganismos sometida a dichas sustancias puede presentar cambios ya sean genéticos (como
la resistencia a las quinolonas en el tratamiento de E. coli [1], [6]) o fenotipicos (como la resistencia
a los glicopeptidos en el tratamiento de E. faecium [11] o la resistencia a la penicilina [18], [15]).
Existe evidencia cientifica acerca de estos dos mecanismos de resistencia.

Miller [6] mostré que, al someter dos tipos de bacteria E. coli (una silvestre y otra con una inhibi-
cién temporal en la divisién celular), a la exposicién de antibidticos S-lactano (penicilina, cefuroxan,
etc.); la bacteria silvestre fué eliminada del medio, mientras que, aquellas a las que se les inhibi6 tem-
poralmente la divisién celular lograron sobrevivir, es decir, se limité el efecto bactericida de estas
drogas.

Por otro lado, Balaban et. al [18], da evidencia sobre la persistencia de células de E. coli expuestas a
penicilina; ellos mostraron que, después de un tiempo de someter la bacteria al antibiético y remover
éste; existe una fraccion de células sobrevivientes las cuales, no han adquirido resistencia genética al
antibidtico y cuya diferencia con las bacterias silvestres es la disminucién en su tasa de crecimiento,
es decir, sobreviven como una poblacion que es sensible al antibiético.

En este trabajo se presenta un modelo de competencia entre tres especies de bacterias en esta-
do plancténico compitiendo por un nutriente en un medio donde una concentraciéon de biocida o
inhibidor es introducido. Para ello, se construye un modelo matematico de competencia donde u
indica la concentracion de una cepa sensible a un biocida, inhibidor o antibidtico el cual es introduci-
do en el sistema y cuya concentracién se denotard por ). Como consecuencia de esta sensibilidad,
la bacteria u puede mutar o presentar un cambio fenotipico. La primera accién es un proceso de
adaptacion al medio y no depende de la concentraciéon de biocida presente en el sistema, este tipo
de cambio serd modelado por el término pu donde p es la tasa de mutacién. La segunda accion es
consecuencia del biocida que estd afectando al medio. Es por ello que este fenémeno es modelado
por el término a1l — ¢(Q)) donde « es la tasa de cambio fenotipico y el término 1 — ¢(Q) indica la
magnitud del fenémeno. La funcién ¢(Q) denota el grado de inhibicién que el biocida tiene sobre la
bacteria u, de acuerdo con [13] se supondrd que ¢(Q) = e~ *? y entonces, si la cantidad del biocida
es pequena el cambio también lo es. Se denotard por vy a la cepa mutada y por v; a la variante
fenotipica. Estas dos cepas son resistentes al biocida y competirdan con u por la fuente de nutriente
cuya concentracién es denotada por S. Debido a que u es sensible a la presencia del inhibidor, su
consumo de nutriente se verd afectada por éste mediante la funcién ¢(Q)) antes mencionada.
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Se denotard como 2 al conjunto de valores que las variables del modelo pueden tomar (plano
fase) y se definird como

Q = {(Svu7U07U17Q)|S Z O,U/ Z OaUO 2 0,111 2 07@ Z 0} (12)

Como en [22], se supondrd que el nutriente es agregado al quimiostato a una tasa constante SOD
y que las tasas de consumo del nutriente son modeladas por funciones del tipo Michaelis-Menten tal
como en el modelo béasico de quimiostato (1.1). De igual forma, se supondra que el inhibidor o bio-
cida es introducido al quimiostato con una tasa constante Q(®) D y su concentracién se ve afectada
por su degradacién natural y por la absorcién de éste por parte de las bacterias resistentes a él (vg
yv) [27], [28], [9], [2].

Dado que existe evidencia cientifica de que una poblacién genéticamente homogénea (no mu-
tante) puede sobrevivir a la exposicién de stress tal como a la aplicacién de antibidticos, y ademas;
que a diferencia de las resistentes mutantes, las bacterias que surgen de las fenotipicamente re-
sistentes permanecen sensibles al antibidtico [18]; se supondrd que v es la fraccién de bacterias
fenotipicamente resistentes que nacen sensibles y que [ es la fraccién de bacterias resistentes que
sobreviven a la exposicion del antibidtico. De esta forma el modelo para el presente trabajo estd dado
por

S = (8© - $)D— a‘j ’TS (uqb(Q) + vl) - af :’fQSUO (1.32)
W= 2 (40(Q) + 1) — (i + D+ a1-6(@))u (1.3b)
vl = vo(afTS - D) + (1.3¢)
v} :ul(afTSﬁ—D) +o(l—¢(Q))u (1.3d)
@ =@V - QD - L+ v (1.30)

donde v + 8 = 1 ya que no hay perdida ni ganancia en la cantidad de bacterias resistentes dentro
del sistema.

Con la finalidad de reducir el nimero de pardmetros involucrados en (1.3) se adimensionalizard el
modelo, para lo cual se deben reescalar las variables involucradas. Primero se reescalan las unidades
de concentracién de S,u, v, y vo utilizando para ello la concentracién inicial S(©). Este escalamien-
to lleva a reemplazar a por a/ SO, Para escalar el tiempo se utiliza la tasa de dilucién (con
unidades 1/tiempo), es decir, ¢ = Dt. Esto reduce D a la unidad y reemplaza m por m/D, u
por /D y « por a/D. Finalmente se reescala @ mediante Q(®) lo cual lleva a reemplazar h por
SOr/DQO vy g=g/Q®. En el sistema (1.3) se tiene que #(Q) = e~ *?, asi que ahora se ten-
drd ¢(Q) = e=2Q”(@Q/Q"™) entonces la nueva variable es Q/Q y el nuevo parametro es Q¥
[27], [28], [9], [2]. El modelo que se obtiene después de estos cambios y omitiendo las barras,
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esta dado por

S'=1-5- Cf’i“s (w(@) + vl) - af”fsvo (1.4a)
W = (u0(Q) + ) — (i+ 1+ a1 - 0(Q) Ju (1.4b)
vl = UO(G*STQS - 1) + (1.4¢)
v, :vl(cfi“sﬁ—l) +a(l-¢(Q))u (1.4d)
Q = 1—@—%(v0+v1) (1.4e)

Observacién 1. Obsérvese que, al sumar las primeras cuatro ecuaciones del sistema (1.4) se tiene
que:
S +u' v+ <1—8S—u—wvy—v;

0, usando un teorema de comparacion,
S(t) +u(t) +vo(t) +v1(t) <14 ce™.

Entonces, dado que cada elemento de la suma es positivo se tiene que, las cuatro concentraciones
estan acotadas. Mds aun, las coordenadas de cualquier omega limite deberdn satisfacer S + u +vg + vy < 1.
Por otra parte, debido a que Q(t) satisface

Q'(t) <1-Q(t)

entonces
limsup Q(¢) <1
t—o0
En consecuencia, el lado derecho de (1.4) estd acotado, asi, cuando sea posible probar que el limite
cuando t — oo de una variable existe, se tendrd que el limite de la derivada temporal es cero.

Considerando la observacién anterior, el estudio del modelo (1.4) se realizara en tres etapas:

1. En la primera etapa se considera que el tipo de inhibidor ) que se aplica en el sistema es tal
que no permite la auto-reproduccién de bacterias fenotipicamente resistentes, es decir, v = 1
y por consiguiente 3 = 0.

2. La segunda etapa consistird en estudiar el modelo (1.4) bajo la suposicién de que las nuevas
bacterias fenotipicamente resistentes son resistentes al inhibidor, es decir, se tiene una auto-
replicacién de la cepa resistente v1. Matematicamente esto significa que v = 0 y en consecuencia

B=1.

3. Finalmente, en la tercera etapa se estudia el modelo en su forma general, es decir, suponiendo
que hay bacterias fenotipicamente resistentes que sobreviven a la exposicion del inhibidor y de
las cuales, una fraccién ~ tiene descendencia sensible al inhibidor y, una fracciéon 3 es capaz de
reproducirse manteniendo su naturaleza resistente al mismo. Lo anterior equivale a considerar
en el modelo dado por (1.4) valores para v y ( en el intervalo (0, 1), satisfaciendo la relacién

y+0=1.
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En cada una de las etapas descritas anteriormente, se consideraran los casos:
(i) Cuando las funciones de consumo de nutriente son iguales para los tres tipos de bacteria
(ii) Cuando las funciones de consumo son distintas.

La justificacién biolégica para considerar el caso (7) se debe al hecho de que vy y v1 son el mismo
microorganismo que u (provienen de él) y la dnica diferencia entre ellos, si es que hay, estd en los
efectos que el biocida ejerce sobre ellos.

Por otro lado, el caso (i7) cobra sentido si se toma en cuenta la resistencia que cada una de las
bacterias pueda tener a la presencia del inhibidor y el hecho de que, dicha resistencia, afectara los
requerimientos de nutriente de cada una de ellas.



Capitulo 2

Sensibilidad de la variante
fenotipica a partir de su origen.

Dentro de la medicina se considera que la efectividad de un antibiético estd determinada por
la cantidad de células enfermas que éste logra eliminar. Sin embargo, el uso de antibidticos puede
crear cambios en la poblacién, haciendo que surjan poblaciones nuevas, las cuales pueden llegar a
ser resistentes a tales drogas; de manera andloga se puede medir la capacidad de los inhibidores
dentro de los modelos en quimiostatos. En el modelo de quimiostato que se presenta en este trabajo,
se considera que las nuevas poblaciones antes mencionadas son variantes fenotipicas y mutaciones
de la bacteria silvestre original. En esta primera etapa de estudio del modelo (1.4) se considera
que el inhibidor que se estd agregando al quimiostato hace que las nuevas bacterias fenotipicamente
diferenciadas de las silvestres, sean sensibles al inhibidor, es decir, el inhibidor no permite la auto-
reproduccién de la variante fenotipica. Matemdticamente esto equivale a considerar en (1.4) que
v =1y en consecuencia 3 = 0.

Como un primer caso de estudio se considerard que las funciones de consumo para las tres
bacterias son las mismas, esto debido a que las bacterias involucradas en el modelo tienen el mismo
origen (la bacteria u), y la unica diferencia entre ellas (si es que la hay), es el efecto del inhibidor
sobre las mismas. Mateméticamente, esto equivale a considerar en (1.4) que las tasas de crecimiento
maximo my y me al igual que las constantes de Michaelis-Menten aq y a2 son iguales entre si, esto es,
mi =me =mYy a1 = az = a. Esta suposicion llevara a una reduccién en el niimero de parametros
involucrados en (1.4) reduciendo el modelo a:

S =1-5- aS—FmS (w(@) fo+ UO) (2.1a)
Y aS:%S (u6(@) +01) = (n+1+a(1 - 6(Q) Ju (2.1b)
vy = UO(aS:lS - 1) + pu (2.1c)
v =a(l-6(Q))u—v (2.1d)
Q=1-Q~- g}_LFQQ(Uo—i-Ul) (2.1e)
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2.1. Estabilidad Local

En esta seccién se abordara el problema de hallar los puntos de equilibrio del sistema (2.1) asi co-
mo la estabilidad de estos. A partir de la observacién hecha en el capitulo anterior se tiene que el lado
derecho del sistema (2.1) estd acotado y cualquier omega limite deberd satisfacer S+u+vo+v1 <1
(ver observacién 1).

Antes de mostrar los resultados obtenidos considérese lo siguiente:

Observacién 2. Supdngase que p y S representan, respectivamente, la concentracion de cierta
poblacion y el nutriente del cual ésta se alimenta. Si el crecimiento de la poblacion depende iunica-
mente del consumo de nutriente (modelado mediante una funcion tipo Monod), y de la tasa intrinseca
de muerte de la poblacidon, se tiene que:

Sm
a+S

o= (s

S = 1-5-

p
(2.2)

)\om
a+MAo

Si se define Ay como la solucion de la ecuacion = 1, entonces (2.2) se puede reescribir

como:
Sm
a—+ Sp

vo= o (Grg)m

S = 1-5-

(2.3)

Considerando (2.2) se tiene la extincion del organismo en cualquiera de los siguientes casos:
sm <1 ()\0 < 0)
=m>1yXA>1.

Por otro lado, si Ao < 1 y m > 1 entonces limi—oop(t) = 1 — Ao y limi—ooS(t) = Ao. Asi, el
pardmetro Ao tendrd sentido (serd positivo) sim > 1, y recibe el nombre de pardmetro de rompimien-
to pues su valor determina la dindmica de la poblacion p.

A partir de la observacién anterior y, al igual que en [28], [27], [9], [2]; se define Ay como el
pardmetro de rompimiento para la concentracién de vy en (2.1c), mediante la solucién de la ecuacién

)\Qm _
a+Ao - 1

Asi, los puntos de equilibrio posibles para el sistema (2.1) estdn dados por Ey = (1,0,0,0,1) y
E; = (A,0,1 — X,0,Q%) donde Q7 es la tnica rafz positiva de (1 — 2)(g + 2z) = hz(1 — ). El
punto de equilibrio dado por Ej siempre existe mientras que el punto E; existe cuando 0 < g < 1.
Calculando la matriz jacobiana del sistema (2.1) y sustituyendo Eq y E; en ella, se obiene el siguiente
resultado

ptl+4ag
<€

Lema 1.—El punto de equilibrio Ej es localmente estable si \g>1 y i o

m— SIA0+1
—El punto de equilibrio F; siempre es localmente estable.
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Demostracion Las matrices variacionales correspondientes a Ey y Ey estan dadas, respectiva-
mente por:

-1 —gxe(l) - —ax O
0 Ao,, 0 om0
Ag=1| © M -1 0 0
0 a(l-9¢(1) 0 -1 0
h h
0 0 B S==
A111 _¢(QT) -1 -1 0
0 Ay, 0 1 0
A = | Au, L 0 0 0
0 a(l-e(Q) O e
0 0 _g+Ql’{ _g+Ql’{ — A1,
Donde
Avy = — (1) = (p+1+a(l - (1))
02 = H @
am
Ay, = 14— —(1-\
1 (a+)\0)2( 0)
A = (@)= (n+1+a(1-0(@QD))
am
A = 71_
131 (a+ )\0)2( )\O)
gh
A, = 14— (1-A
1 CESRES

el correspondiente polinomio caracteristico en la variable x para Ag estd dado por

(1 +x)2 (al—i—l -1 —x)P(x) =0,

donde

-

P(x):zz— [me

a+1 _(”+2+a1)]x_[ i

T (e o)~ (et o)

ya; = a(l —e ). A partir de esto se tiene que, Ey es localmente asintéticamente estable si y solo
St a’fl —1<0, y, simultdneamente, las raices de P(x) tienen parte real negativa. Estas condiciones

pueden ser resumidas como

m p+1+a;

A 1
0= Y (m—l))\0—|—1< e+

De igual forma, el polinomio caracteristico asociado a Ay en la variable x estd dado por

(14 2022+ 2) (2+1) (o4 2B (1 = M) ) R(z) = 0
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donde
R) = a+[2-0(Q}) +n+a(1-¢(@D)|a+ [1 - 6(@}) + 1]

Del criterio de Routh-Hurwitz se puede ver que las raices del polinomio R(x) tienen parte real
negativa. Mds ain, las raices son reales pues el discriminante de R(x) estd dado por

a2(1 - 6(QD) + ((Q1) — ) +2a(1 — $(Q1)) (2 — $(QF) + ) > 0

Ast, By es un nodo localmente estable. m

Obsérvese que una de las condiciones para que Fy sea localmente asintéticamente estable no se
satisface cuando existe el punto de equilibrio no trivial F;; entonces, si se quiere la existencia de
ambos puntos de equilibrio (Ey y E1), Fop serd inestable; por el contrario, si Eq no existe, entonces
Ey es globalmente estable.

Algunos casos especiales.

Cuando se supone que u # 0,v9 # 0 y v1 # 0 se estd estudiando un problema completo de
competencia entre bacterias en un quimiostato. Antes de atacar este problema general de existencia
y estabilidad local se estudiardn algunos casos particulares del modelo presentado en (2.1) los cuales
ayudaran a tener alguna intuicion sobre la dindmica del sistema. Los casos que se estudiaran son:

(i) Cuando A es pequetia (¢p(Q) =2 1), es decir, el efecto del biocida es minimo.

(ii) Cuando A es grande (¢(Q) = 0), es decir, se tiene un alto grado de inhibicion del biocida.
(iii) Cuando = 0 pero ¢(Q) # 0y ¢(Q) # 1, es decir, no hay mutacién.

(iv) Cuando p =07y ¢(Q) =2 1, es decir, no hay mutacién y el efecto del biocida es minimo.

(v) Cuando p = 0y ¢(Q) = 0, es decir, no hay mutacién y ademds se tiene un alto grado de
inhibicién del biocida.

En los casos (i), (ii), (iv) y (v) se hace uso del teorema de Markus [25], [17] para poder consider-
ar los valores limite de la funcién ¢(Q) = e *% cuando A — co y A — 0, es decir, g =0y ¢ = 1 (ver
apéndice A.1). En el caso (i) el biocida no inhibe u, asf que el cambio fenotipico es eliminado mientras
que, en el caso (ii) se tiene un alto grado de inhibicién del biocida, es decir, se tiene el maximo cambio
fenotipico que la bacteria silvestre puede presentar. Los tnicos puntos de equilibrio para estos dos
casos, donde la mutacién atn tiene lugar por no depender de la concentracién de biocida, estan dados
por Ey y E4 definidos de igual forma que antes. Sobre la estabilidad local de estos puntos se tiene
el mismo resultado, Ey es inestable y E; es localmente estable. El comportamiento de las soluciones
para estos casos puede verse graficamente en las figuras (2.1) para el caso (i) y (2.2) para el caso (ii).

En el caso (iii) se tiene que = 0 pero ¢(Q) # 0y ¢(Q) # 1, es decir, se trata del caso en que
no hay mutacién pero s{ un cambio fenotipico. A partir de la ecuacién (2.1c¢) cuando se supone que
vy # 0 se obtienen, al igual que antes, los puntos de equilibrio Ey y F1, sin embargo, cuando se
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considera el caso vg =0y v1 # 0 (el caso v1 = 0 da origen a Ej) se obtiene un modelo diferente el
cual, si

. m m 14+ a7
G(p) < , ———
(9) < min{m a -+ 1} Y a+1" e o
donde oy = a(l —e ™) y G(¢) = %, tiene un punto de equilibrio no trivial dado por
Ey = (S5,u35,0,07,,Q3) donde Q3 es la interseccién de las curvas
1—-2)(g+=
a(l - ¢(z)) [a(l - ¢(z)) (m -1- a) +me(z) — (1 + a)}
FQ(Z) =

i ota)] mfei—eto) =] [ e
y el resto de las coordenadas satisfacen las relaciones

al +a(1—¢(Q3))]

% T (03 1 all = Q)] — L+ a(l—4(Q))]
P 14 a(l-¢(Q3))
- ali- e -5

1+a(l—6(Q3))

La estabilidad de los puntos de equilibrio Ey y EF; no presenté cambios, es decir, Fy es inestable
y F1 es localmente estable; respecto a la estabilidad de Es (cuando existe) éste es inestable (ver
apéndice A.2). El comportamiento de las soluciones para este caso se muestra en la figura (2.3).

En el caso (iv) no hay mutacién y ademads el efecto del biocida es minimo, por lo que el consumo
de nutriente para la bacteria u no se ve afectado por el biocida y en consecuencia no hay cam-
bio fenotipico. Los puntos de equilibrio del modelo resultante son Ey, F; definidos anteriormente,
Es = (Ao, 1—2X0,0,0,1) y el conjunto de puntos E5 = (Ag, 1 — Ao —vg, v, 0, Q%) donde QF es la tnica
raiz positiva de (1 — 2)(g + z) = hzv{. La coleccién de puntos dada por Ejs tendrd sentido biolégico
siy sélo si 1 — A9 > v5 > 0 para cada valor de vj. Obsérvese que E7 y E3 son los casos extremos
de E5, v9 =1 — Ay y vp = 0, respectivamente. Ej es inestable mientras que los puntos de equilibrio
Ey, E3 y cualquier punto de la colecciéon Es (si existe), son atractores tri-estables y esto se puede
ver facilmente del modelo que se obtiene a partir de (2.1) al hacer p = A = 0 y usando el Teorema
de Markus para vy (ver apéndice A.3) [25], [17]. La interpretacién de estos atractores tri-estables
en las paredes de € significa que hay exclusién competitiva, pero el ganador estd determinado por
las condiciones iniciales. En la figura (2.4) se puede apreciar graficamente este comportamiento.

Finalmente, para terminar el andlisis de estos casos particulares se tiene el caso u =0y A — oo
(¢(Q) = 0), que corresponde al caso (v). Nuevamente Fy y E; son puntos de equilibrio del modelo

. . 1-X, W
resultante y ademds se tiene un tercer punto dado por Ey = (A, (1+Ot ) ,0, a(1+a ),QZ) donde A,
es tal que ;1—)‘)\ =12 v Q; es la tnica rafz positiva de (1 —2)(g+z2) = hza(llli‘*). Este punto

existe si 1 > A, > 0, ademads se puede ver que Ay < A por lo que los puntos de equilibrio F; y
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E, pueden estar presentes en el sistema al mismo tiempo siempre que 0 < Ag < A, < 1; de igual
forma, si E7 no existe (Ao > 1), F4 tampoco. Sin embargo, es posible que E; existay Ej no, es decir
0 < Ag < 1 < A,. Sobre la estabilidad local de los puntos de equilibrio se tiene que Fy es inestable,
E; es localmente estable y Fy, si existe, es inestable ya que el polinomio caracteristico asociado a
su linealizacién estd dado por

gh(l — /\2) 1 _
(1+ (g+ Q21+ ) +x) (& _x) (z+1)R(x) =0 (2.4)
donde
. ama(l — \y) ama(l — \,) arm
R(x)—x2+(2+m+0¢)$+(1+0&)[1+(a+/\*)2(1+a) _a+)\* (2.5)

El polinomio caracteristico anterior tiene un eigenvalor positivo dado por é El comportamiento del
sistema es mostrado en las figuras (2.5).

Existencia de puntos no triviales para el modelo general.

Después de los casos particulares se considerard el modelo general dado en (2.1) con p # 0,
d(Q) #0y ¢(Q) # 1. En este caso se estd buscando la existencia de puntos de equilibrio no triviales
con todas sus coordenadas distintas de cero, es decir, se quiere conocer si existe la posibilidad de
que los tres tipos de bacterias coexistan.

Teorema 1. No existen puntos de equilibrio no triviales con todas sus coordenadas positivas para
el sistema (2.1)

Demostracién Debido a que ¢(Q) # 1, a partir de (2.1d) se obtiene que u = m, sus-

Smo_ Yol Opsérvese que ambas expresiones tienen

tituyendo este valor en (2.1c) se obtiene g o
sentido bioldgico, es decir, existen valores de v y vy para los cuales las expresiones para u y S
son positivas. Sustituyendo estas expresiones en (2.1b) y haciendo un poco de dlgebra, se obtiene la

siguiente expresion para ¢(Q):

p016(Q) + pa(l = (Q))(vo + v1) + voar(l — $(Q))* = 0 (2.6)

Dado que 1 — ¢(Q) > 0, la expresién dada en (2.6) no tiene sentido para vy y v1 positivos. Por
lo tanto, no existe un punto de equilibrio no-trivial donde los tres tipos de bacterias estén presentes. m

El comportamiento del modelo general puede verse en las figuras (2.6).

2.2. Estabilidad Global

El sistema (2.1) presenta dos subespacios invariantes dados por u =vg=v;1 =0y u=1wv; =0.
Al considerar el sistema dindmico generados por (2.1) restringido al conjunto v = vg = v1 = 0 se
tiene
S'=1-9
Q=1-Q



CAPITULO 2 13

Claramente, lim;—oQ(t) = limi—..S(t) = 1, entonces

lim (S(1),Q(t)) = (1,1)

t—o0

De igual forma, para el subespacio invariante u = v; = 0, se obtiene, en el caso vy = 0

lim (S(t)a UO(t)v Q(t)) = (17 0, 1) = EO

t—o0

y en el caso vy # 0

lm (S(t),v0(t), Q) = (Ao, 1 — Ao, QF) = Ex

t—o0

Donde Ao y Q7 estdn definidos como antes. Asi, cuando sea posible probar para (2.1) que
limy— oot (t) =limy— 0o vo (1) = limy—oov1 (1) =0 0 limy_cou(t) =limi_oov1(t) =0, se tendrd que las
trayectorias del sistema completo serdn atraidas a estos puntos de equilibrio debido al Teorema de
Markus (teoria de sistemas asintéticamente auténomos) [17], [24], [25].

Lema 2. —FEl equilibrio E:’O es localmente estable si A\g > 1.
—FEl equilibrio F; siempre es localmente estable.

Demostracion Las matrices variacionales en los puntos Ey y E1 son

Lo
Bp=| O a1 0
0 —L -1
g+1
—(1+ 2= (1= M) -1 0
__hQp _ _gh __(1_
0 g+QlI (1 + (9+Q1‘)2(1 )‘0))

Los eigenvalores correspondientes a By son

-1, -1y 2 -1

mientras que para By son

-1, —(1 + ﬁ(l - )\0)) Y~ (1= 2o)

La conclusion es inmediata a partir de esto. m

Lema 3. Si \g < 1 entonces la variedad estable de Ej es el conjunto 2-dimensional (S, 0, Q) para
todo S, @ > 0. Debido a resutlados de la teoria de sistemas asintéticamente auténomos se tiene que
la correspondiente variedad estable para Ej es el conjunto 2-dimensional (5,0,0,0,Q) para todo
S,Q > 0.
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La demostracion de este lema es inmediata a partir de la matriz variacional para Ej.

Observacién 3. Obsérvese que la variedad inestable de Ey tiene puntos en el interior del cono
positivo §2 (definido en el capitulo 1, ver ecuacién (1.2)) pero por el lema de Butler-McGehee
(usando el hecho de que el conjunto omega limite estd acotado), ninguna trayectoria en el interior
tiene puntos de equilibrio como puntos omega limite (ver apéndice A.1)

Para determinar el comportamiento global de los puntos de equilibrio se debe observar que,
debido a que los Unicos puntos de equilibrio para el sistema (2.1) son Ey = (1,0,0,0,1) y
E; = (Xo,0,1 = X,0,Q7); en ausencia de E; las soluciones del sistema deberdn tender al punto Ej,
es decir, Fy serd globalmente asintéticamente estable (puede probarse con la funcién de Liapunov
V=1—-(S+u+uwv + vl)). Biolégicamente, esto significa que los tres tipos de bacterias tienden a
desaparecer del sistema.
Si el punto F4 esta presente en el sistema, entonces Fy sera inestable y asi, la tnica posibilidad de
un punto globalmente asintéticamente estable sera el propio E7. De esta forma se tiene el siguiente
resultado:

Teorema 2. Si \g < 1 donde ;f;\oo = 1, entonces limi—oou(t) = limi—oov1 (t) = 0. Mas atn,

E; = (X,0,1— X,0,Q7) es globalmente asintéticamente estable para el sistema (2.1).

Demostracion La demostracion de este teorema estard basada en argumentos de fluctuaciones.
Si limi—oou(t) y limi—oov1(t) existen y no son cero, entonces se tiene, de las ecuaciones para u y
vl que

z¢mtﬁw[£—ms(¢+a(1—¢)) - (u+1+a(l—¢))} -0 (2.7)
Debido a que ¢ < 1, se tiene que

_pl limt_mu_ﬂ > ptl
o+a(1-0) =

limt_,oo Yo 2 1+a

limy—oo 775 = limi—oo

es decir, lim;_.ooS(t) existe y es positivo. De la ecuacion S se tiene que S’ <1— S — ff; (v1 + o)
y dado que lim_v1(t) y lim;,S(t) existen, se tiene que limi_oovo(t) existe. Entonces, usando el

hecho de que lim;—.ov1(t) es distinto de cero en la ecuacidn v1 y la ecuacion vy se tiene que

+u70[(11¢))=0 (2.8)

Sustituyendo (2.7) en (2.8) y haciendo algo de dlgebra se obtiene

1TMi— oo (vo(a _:15 — 1)

limi—oo (voa(l — ) (p+1—0¢)+ pvi(¢+a(l — (;5))) =0 (2.9)

Sin embargo, esta dltima expresion es una contradiccidn pues ningin punto omega limite de (2.1)
puede tener vo y v1 negativos con limy_,oov1(t) distinto de cero.

Si limy—u(t) y limy_v1(t) no existen, entonces, por el método de fluctuaciones (ver apéndice
A.1) [26], existe una sucesion {tx}, tal que ty— o0 cuando k— oo y u'(tg)=vi(tx)=0y
limg—oou(tr) =lim supi—oou(t) >0y limg_oov1(tr) =lim supi—.oov1(t) >0. Usando los mismos ar-
gumentos de arriba se puede obtener una expresion a partir de la cual se da una contradiccion.
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Entonces, el conjunto omega limite de (2.1) cae en el conjunto u=v; = 0. Y en este conjunto
inwvariante se tiene que todas las trayectorias satisfacen que

lim (S(t)aUO(t)vQ(t)) = (A()vl

t— 00

- AOa QI)

dado que \g < 1 y por tanto Ey es inestable. m

Concluyendo se tiene que el punto de equilibrio dado por F1 = (Ag,0,1 — Ao, 0,Q7) es global-
mente asintoticamente estable excepto para el caso u = A = 0 es decir, para el caso en que no hay
mutacién ni cambio fenotipico ya que en este caso el punto es atractor estable dependiendo de las
condiciones iniciales (ver tabla 2.1).

Localmente Condicién de
Caso Puntos de Equilibrio Existencia asintéticamente | Estabilidad | Demostracién
estable si global
General EO =(1,0,0,0,1) Siempre Ao >1 Ao >1 Comparacién
= (X0,0,1—X0,0,Q7) 0< <1 Siempre Siempre Fluctuaciones
A=0 EO =(1,0,0,0,1) Siempre Ao > 1 Ao > 1 Comparacién
(6 =1) = (X0,0,1—X0,0,Q7) 0< <1 Siempre Siempre Fluctuaciones
A — o0 EO = (1, 0,0 0,1) Siempre Ao >1 Ao >1 Comparacién
(p=0) = (X0,0,1 = X0,0,Q7) 0< <1 Siempre Siempre Fluctuaciones
= (1,0,0, O 1) Siempre Ao >1 Ao >1 Comparacién
nw=20 = (X0,0,1—X0,0,Q7) 0< <1 Siempre Siempre Fluctuaciones
= (53,u3,0, 012,Q2) [ Inestable — —
EO =(1,0,0,0,1) Siempre Ao >1 Ao >1 Comparacién
nw=0 = (X0,0,1—X0,0,Q7) 0< <1 Atractores Atractores Apéndice
A=0 EJ = (Mo,1—20,0,0,1) tri-estables tri-estables A3
()\071—)\0_?)07100@) 1—)\0>’U8>0
nw=20 EO =(1,0,0,0,1) Siempre Ao > 1 Ao >1 Comparacién
A — 00 = (X0,0,1—X,0,Q7) 0<X<1 Siempre Siempre Fluctuaciones
E4 = (A, 11+/>1* ,0, oalH’}; , Q1) 0< <1 Inestable — —
Cuadro 2.1: Resultados de existencia y estabilidad para el modelo dado por (2.1)
Donde
= )\ es tal que :_3\00 =1
= )\, es tal que ;TA = %

s QF = Q% es la Unica raiz positiva de (1 — z)(g + 2z) = hz(1 — Xo)

» Las coordenadas para Ey asi como las condiciones C pueden verse en el caso especial (iii)(ver
pagina 11).

o hzoz(l Au)

= Q3 es la raiz positiva de (1 — 2)(g+2) = TTa

» Cuando se hace referencia a Fluctuaciones se estd hablando de una demostracién usando este
método.
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2.3. Resultados Numéricos

Para analizar el comportamiento de las soluciones del sistema (2.1) de manera numérica se
consideraron dos tipos de gréficas, el plano fase y la trayectoria en el tiempo. Las condiciones
iniciales que se usan en estas simulaciones son C'1(0.8,0.2,0.01,0.01,0.5), C2(0.2,0.01,0.8,0.01,0.5),
(C3(0.5,0.01,0.4,0.01,0.3) y C4(0.2,0.5,0.01,0.001, 0.5) mientras que los valores para los pardmetros
son: m = 1.1, a =0.03, « = 0.2, p = 0.07, A = 0.1, h = 0.001 y g = 0.05 (cambiando los valores
de © y X para los casos especiales). Los puntos de equilibrio en el plano fase estdn dados por
Ey = (1,0,0,0,1) (representado con un asterisco), Eq = (0.3,0,0.7,0,0.99) (representado con un
rombo) y E3 = (0.3,0.7,0,0,1) (representado con un cuadrado). Por otro lado, en las graficas que
representan las trayectorias de las bacterias en el tiempo se tiene que la bacteria u esta representada
con rojo, la bacteria v; con azul y la bacteria vy con verde.

=}
2

2

0.008

3

0.006

0.004

0.002

Bacteria Resistente fenotipica

0.4

Jacteria Resistente mutante

Bacteria Sikestre T|EMPO

Figura 2.1: ¢ = 1. Fy y F1 coexisten. Puede observarse que el decaimiento de la bacteria u es lento
comparado con el de la bacteria v.
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Figura 2.2: ¢ = 0. Ey y E1 coexisten. A diferencia del caso cuando ¢ = 1 tanto v; como u decrecen

més o menos a la misma velocidad.
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Sactetia Resistente mutante
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Figura 2.3: 4 = 0. Ey y E; coexisten. El comportamiento presentado en este caso donde no hay
mutacion es similar al que se tiene cuando el efecto del biocida es minimo (caso ¢ = 1).
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Figura 2.4: =0y ¢ = 1. Ey, E1 y E3 coexisten. Dependiendo del valor que tome la variable del
tiempo se tiene que la concentracion de la bacteria u es mayor o menor que la de vg y esto es debido
a la biestabilidad que presentan los puntos F7 y E3 (esto puede apreciarse mejor en la gréfica del

lado izquierdo).
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Figura 2.5: 4 = 0y ¢(Q) = 0. Eg, E1 y E4 coexisten y se puede ver que el hecho de que E4 sea
inestable hace que las trayectorias del sistema tiendan al punto de equilibrio Fj.
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Figura 2.6: Comportamiento de las bacterias en el caso general. Fy y E; coexisten. Mientras que la
bacteria v; decae exponencialmente la bacteria u presenta un ligero crecimiento antes de tender a
cero.

Las gréficas anteriores ejemplifican el hecho de que, tal como los resultados analiticos lo mues-
tran, el punto de equilibrio E; es globalmente asintéticamente estable excepto para el caso p = 0,
¢ = 1. Es decir, solamente la bacteria mutante es capaz de sobrevivir en el medio, tal como ocurre
en los experimentos realizados por Miller [6].

Asi, en conclusion se tiene que, si el sistema de ecuaciones (2.1) se utiliza para modelar un pro-
ceso en el cual es importante la eliminacién de la bacteria silvestre (biorremediacién o tratamiento
médico), los casos en los que el grado de inhibicién del biocida es muy grande (¢ = 0) son los que
garantizan la eliminacién de la bacteria silvestre (u), independientemente de si se lleva a cabo una
mutacién o no (ver figuras (2.2) y (2.5)). Existen otros casos (los correspondientes a las figuras
(2.1), (2.3) y (2.6)) en los que la eliminacién de la bacteria silvestre también se lleva a cabo pero
este proceso es mas lento.

Por otro lado, debe notarse que, el hecho de que la bacteria sobreviviente sea la mutante con-
cuerda con los resultados experimentales encontrados por Miller [6].

En el siguiente capitulo se estudiard el modelo dado por (1.3) bajo la misma hipétesis de que el
inhibidor no permite la sobrevivencia de bacterias resistentes a él pero considerando distintas fun-
ciones de consumo de nutriente para cada una de las bacterias, es decir, considerando su naturaleza
de sensibles y resistentes (fenotipicamente diferenciadas de las silvestres y mutadas).






Capitulo 3

Sensibilidad de la variante
fenotipica, considerando su papel
ante el inhibidor.

En el capitulo anterior se consideré que el tipo de inhibidor introducido en el medio es tal que
las nuevas bacterias fenotipicamente diferenciadas de las silvestres son sensibles a él. Ademas se
considerd el hecho de que los dos tipos de bacteria resistente son generadas a partir de la misma
bacteria silvestre sensible u y por ello, sus funciones de consumo de nutriente son iguales. En este
capitulo se considera un inhibidor con las mismas caracteristicas que antes, pero se toman en cuenta
los distintos requerimientos nutrimentales de cada una de las bacterias segiin su naturaleza frente
a la presencia del inhibidor. Es decir, se supone que las funciones que determinan el consumo de
nutriente son distintas para cada bacteria. Mateméticamente esto equivale a considerar en (1.4),
v =1y 8 =0 obteniendo el modelo dado por

Smq Smey

§' =18 - s (uh(Q) + 1) — v (3.1a)
u' = ales (up(Q) +v1) — (n+1+a(l - ¢(Q)))u (3.1b)
v = UQ(GST2S - 1) + (3.1¢)
v = a(l = 6(Q))u — v (3.1d)
Q=1-Q~- gliQQ (vo + v1) (3.1¢)

3.1. Estabilidad Local

De la observacién 1, hecha en el capitulo 1, se sabe que el lado derecho de (3.1) estd acotado y
que, las coordenadas de cualquier punto omega limite deberan satisfacer S + u + vy +v; < 1.

Claramente, como en el caso m; = ms y a1 = as, cuando la bacteria silvestre u no esta presente
o cuando cualquiera de los dos tipos de bacteria resistente vg o v1 no estd presente en el medio, las

21
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soluciones del sistema tienden al estado de equilibrio Fy = (1,0,0,0,1). La matriz Jacobiana del
sistema, para un punto general E = (S, u, vg, v1, @) € §2 donde 2 estd definido como en el capitulo 1
(ver ecuacién (1.2)), estd dada por:

“An SIESOQ) SRy iy —atyd(@)
Aoy Ao 0 asﬁg (fﬁg + a) ud’(Q)
A=l An " Sma 10 0
0 a(l-¢(Q)) 9@ —th —aud’(Q)
0 0 R —Ass
Donde
ajmsi asmso
A = 14— e
11 + (19 (u¢(Q) + m) + PEE 00
ai1maiq
A = —
n T Grsp @)
S’ml
A = — 1 1-—
n = E0Q) — (nt1+a(l-6(Q))
as1mMms9
A = —= ==
o (az+ 952"
gh
A55 = 1+ 7(9 T )2 (’UO + ’Ul)
Asi, sustituyendo el punto Ey en la matriz Jacobiana se obtiene el siguiente polinomio caracteristico
en r:
2 mo
(1—|—a:) (a2+1 —1—x)P(x) =0
Donde .
2 mie _ . mi A _
P(z) == [a1—|—1 (u—i—?—i—ozl)]x [a1+1(6 +a1) (,u—&—l—&—al)]

y a1 = a(l — e ). Se puede ver que Ej es localmente asintéticamente estable si y s6lo si

ma

<1 3.2
. (3.2a)
2 1 1
4 <min{u+ +011’M+ +a1}:u+ R (3.2b)
a1 +1 e~ e A+ oy e+ oy

Més adelante se mostrard que la condicién (3.2a) no se satisface cuando existe un punto de equi-
librio no trivial, denotado por Fj, asi si se quiere la existencia de ambos puntos de equilibrio se
tendra que Ej es inestable. Por otro lado; si F7 no existe, biolégicamente hablando, entonces el
punto Ey podrd ser localmente estable si la condicién (3.2b) se satisface.

De las ecuaciones (3.1) se puede ver que un punto de equilibrio no trivial podrd existir s6lo en
el caso en que la bacteria mutada vy esté presente o bien cuando los tres tipos de bacteria estén
presentes en el medio. Cuando solamente la bacteria mutada estd presente en el quimiostato, se
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tiene que u =0,v1 =0, S = Ay y vg = 1 — A2 donde As es el pardmetro de rompimiento del sistema
(3.1) definido mediante la relacién

mo )\2
=1.
as + Ao
De la ecuacién (3.1e) se tiene que la coordenada correspondiente a la variable @) en el punto de
equilibrio debe ser una raiz del polinomio:

Z24+g—14+h(1=X)]Z—-g=0

el cual tiene solamente una raiz real positiva, por lo que la coordenada en la variable ) para
el punto de equilibrio estd bien definida. El punto de equilibrio que se obtiene estd dado por
Ei1 = (X2,0,1—X2,0,Q.) y tendrd sentido bioldgico si y sélo si 1 > Ao > 0. Sustituyendo F;
en la matriz Jacobiana se obtiene el polinomio caracteristico asociado:

(1+ 85 o) (v +1) (o + 2552 @) =0

donde
Qz)=2"+Ax +C
y donde
)\2m1
A = 2+p+a(l-6Q.) - g @)
)\gml
B o= utl+a(l=0(Q.) - - (a(1-6(Qu) + 6(Q.)

Entonces E; serd localmente estable si y sélo si las raices de Q(z) tienen parte real negativa, es
decir,

)\gml
a1 + Ao

2 * 1 * 1 *
< mm{qu +a" p+l+a }_u+ + «

donde a* = a(1 — ¢(Q.)).

Algunos casos especiales.

Antes de abordar el caso general en el que u # 0,v9 # 0 y v1 # 0, se estudiarédn algunos casos
particulares del modelo (3.1) los cuales ayudarén a tener una idea previa sobre la dindmica de las
soluciones del sistema. Los casos que se estudiaran son:

(i) Cuando X es pequenia (¢(Q) = 1), es decir, el efecto del biocida es minimo.
(ii) Cuando A es grande (¢(Q) =2 0), es decir, se tiene un alto grado de inhibicion del biocida.

(iii) Cuando p = 0 pero ¢(Q) # 0y ¢(Q) # 1, es decir, no hay mutacién.

Al igual que antes, para los casos (i) y (ii) se consideran los valores de ¢(Q) = 1,0 respectiva-
mente, esto debido a que el teorema de Markus [25], [17] permite usar los limites de la funcién
#(Q) = e @ cuando A — oo y A — 0 (ver apéndice A.1).
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El caso especial ¢(Q) = 1.

Cuando se tiene ¢(Q) = 1 la ecuacién (3.1d) indica que v; — 0 cuando t — oo asi s6lo resta deter-
minar si hay equilibrio en las variables S, u, vy y Q. Utilizando la teoria de sistemas asintéticamente
auténomos para v1 en (3.1) se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones dado por

Sm1 w Smg v
a1+ S as + S 0

o = (20 1)

g =1-85-

a+S
Smo
— —
vo—vo(a2+5 1)—1—,uu
/ 5 hQ
=1-q 7+Q"

Los pardametros de rompimiento A1 y A2 para el sistema anterior estdn dados por las soluciones de

mids maoday

a13r>\11 - M+1 azi)?z -
Obteniendo entonces los puntos de equilibrio Fy = (1,0,0,0,1), E1 = (A2,0,1 — X2,0,Q%) ¥
Ey = (Alv u;a USQ ) 07 Q;)a donde

(1-Q3)(9 + Q3) = hQ3vg, (1= Q:)(g+Qx) = hQ+(1 = A2)

o p#(1=A1)(az+A1)

* (I-=XA1)(az—maA1+A1) _
02 (p+1)(az—maA1+A1)+A1map

2 = (pFD)(aa—mari+r1)+rimap

u

El punto de equilibrio dado por E; tendré sentido biolégico si y s6lo si 0 < Ay < 1 mientras que
el punto de equilibrio Ey tendra sentido biolégico si y sélo si:

Ao si FEy existe

0 <A1 <min{l, X2} =
! { 2} {1 si F7 no existe

De la condicién anterior se observa que es posible tener la coexistencia entre los puntos Fy y Es
pero también es posible que solo alguno de los dos puntos esté presente en el sistema; en cualquiera
de los dos casos el punto Fy estard presente pues la existencia de este punto no estd limitada a la
existencia de los puntos de equilibrio no triviales.

Sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio se tiene que
= Fj serd asintoticamente estable si y sélosi Ao > 1y Ay > 1.

= Si hay una coexistencia entre los puntos Ey y E1, entonces Ej es inestable y E; serd localmente
estable si y sélo si Ao < Aj.

= Si la coexistencia se da entre los puntos Ey y Fs, entonces Ey es inestable y Fsy es localmente
estable.

= Finalmente, si los tres puntos de equilibrio Ey, Fy y Fs coexisten, entonces Fy y F; son
inestables mientras que E5 es localmente estable.
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Obsérvese que el punto de equilibrio Fs es localmente estable siempre que exista, esto se debe a
que el polinomio caracteristico asociado al punto esta dado por

ghug, 2
+14+ —2= )1+ G(x)=0
(re14 G5 QS)Q) (1+0) 6
donde
A1mg aymius asmavy aymyub A1ma
G _ 2 + 1— 2 2 _
() == [ as + A\ (a1 +)\1)2 (CL2+)\1)2}$ (a1 +)\1)2 ( CL2+)\1)

debido a que A1 < A2, G(z) tiene todos sus coeficientes positivos y por tanto sus raices tienen
parte real negativa haciendo que FEs sea localmente estable. El comportamiento de las soluciones
del sistema (3.1) cuando se tiene la coexistencia de los tres puntos de equilibrio puede verse en la
figura (3.1).

El caso especial ¢(Q) = 0.
El sistema que resulta de hacer ¢(Q) = 0 en (3.1) estd dado por

Sm1 Smg
S'=1-5- v — v
a1+ S ! as + S 0
Sm1
uw = v —(p+1+a)u
a + S ! ('u )
Sm2
/
vy vo(a2 TS + pu
V] = ou — vy
h@Q
Q=1-Q~- v + V1
o Q( )
Los pardmetros de rompimiento son
miA _ ptlte moda _ q
a1+>\r - « az+Aiz

Asi, los puntos de equilibrio del sistema estan dados por Ey = (1,0,0,0,1), E1 = (A2,0,1 — X3,0,Q)
y Es = (A, u3,v5,,v,,Q3), donde

(1-Q:)(g+ Q) = hQ.(1 = X2) (1= @3)(9 + Q3) = hQ3(vg, +vi,)

morf )
12 222 g
(1-X] )(awr

uj = vi = — =D
- + 3 +
ma Ay ) (nzzkl )
1+« —1)— 14+« —1)—
( )(awr " (e (22501 )

y ademas, de la vy ceroclina se tiene que au3 = v, . El punto de equilibrio E; tiene sentido biologico
si y s6lo si 0 < A2 < 1 mientras que el punto de equilibrio dado por E3 tiene sentido biolégico si y
solo si:

Ao si Ey existe

0 < AT <min{l, A} =
! {122} {1 si Fi no existe
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Al igual que en el caso ¢ = 1 se tiene que el punto E; siempre estard presente en el sistema.
Puede existir solo o coexistir con alguno o ambos de los puntos Ey y FEs.

Sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio se tienen los siguientes resultados:

» Ej serd asintéticamente estable siy sélo si 1 < A\ y Ag > 1.

= Si hay una coexistencia entre los puntos Ey y FEi, Ey serd inestable y F; sera localmente
estable si y s6lo si Ay < AT

= Si la coexistencia se da entre los puntos Ey y F3, entonces Ey es inestable y F3 es localmente

estable.

= Finalmente, si los tres puntos de equilibrio estan presentes al mismo tiempo, es decir Ey, Eq
y F3 coexisten, entonces Fy y Fq son inestables mientras que Fs3 es localmente estable.

Obsérvese que, al igual que en el caso ¢ = 1, el punto de equilibrio no trivial, F5 en este caso,
es localmente estable siempre que exista. El polinomio caracteristico asociado a F3 estd dado por

gh(vg, +v1,)
x—|—1—|—?’7*‘°’)<1—|—x)6Y z)=0
( o+ QP )
donde
Gi(r) =2® 4+ Ax* + B+ C (3.6)
A me armiv; asmavy
A = 3+p+a——L . :
a a2+ AT (@ A2 (az +AT)2
amavy; a1miv} mg)\f )\fmg
Boo (o) T g ey
(a2 + AT)? poa (a1 +AT)? e T Af as + AT pora
aymyvf A ma
C = B (p+lta- L2 (14a))
(@ + A2\ az + A e

debido a que )\f < Ag, G1(x) tiene todos sus coeficientes positivos, ademds AB —C > 0, y entonces,
por el criterio de Routh-Hurwitz, se tiene que las raices de G1(x) tienen parte real negativa haciendo
que Fs3 sea localmente estable. El resultado numérico del caso en el que se tiene la coexistencia de
los tres puntos de equilibrio puede verse en la figura (3.2).

El caso especial ;1 = 0.

A partir de (3.1), cuando p = 0 se obtiene

;o Sm1 Sm2
S'=1-85- al+5(u¢(@)+vl)— ag—f—SUO
W = 2 (ud(Q) + m) — (1+ all — 4(@))u

I Smg
Yo _Uo(ag—f—s _1)

v = ol = $(Q))u — v
Q=1-qg- 9 (vo + v1)

g+Q
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El pardmetro de rompimiento estd dado por A2 donde ;”i)f = 1. Los puntos de equilibrio son

entonces Ey = (1,0,0,0,1), B1 = (A2,0,1 — X2,0,Q.) y E5 = ()fg,ug,vgs,vfs,Qg). Donde

1+a(1—312f;12)
(1-Q)g+Q)=hQ.(1- %)  Q5=0"(~
2m] +a(17 Agmy )
a1+Ag al+Ag
* * * * 1-Q: Oltal(l— N—=(1—=X2)ha(1— g ¥
ot = a(l - 6(Q2))us vj, = Um0 (@)1 1-0(Q0))Q;
it — 0=22)hQI—(1-Q1)(e+@3)
5 = hQE

Debido a que ¢(Q) es una funcién mondtona, si QF existe serd tinico. El punto de equilibrio E;
tiene sentido bioldgico si y sélo si 0 < Ay < 1 y el punto de equilibrio E5 tendré sentido biolégico si
y sélo si
Aoy 1+«

<

1<
a1 + Ao «

(3.8)

De la ecuacién para vy debe observarse que cuando vg = 0 se obtiene un nuevo modelo a partir
del cual, con el mismo argumento que se usé en el caso u = 0y m; = mao del capitulo anterior (ver
apéndice A.4), se puede ver que si

mi 1—|—Oél)

. mi
G
(¢) < min{mq, } Yy PR e wrap

a1 +1

donde a1 = a(1 —e™) y G(¢) = %, entonces existe un cuarto punto de equilibrio dado por

E4 = (SZ7 UZ; 07 Uiﬂ QZ) donde
(1-Qi)(g+ Qi) = hQjvi,
Sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio se tiene que:

’ c s . / . my 1+a;
= Fjy entonces serd asintéticamente estable si y sélo si Ao > 1y a1 < aa donde

a; =a(l —e™).

= Si Fy y E; coexisten, entonces Ey es inestable y F; serd localmente estable si y sélo si

Aami 14o™ * Q.
TEEL < gt donde o =a(l—e ).

= Si la coexistencia se da entre los puntos Eg y E4, entonces EFy es inestable mientras que Fy
serd localmente estable si y s6lo si S (ma — 1) < ag (ver apéndice A.4).

= Si Ey, E1 y E4 coexisten entonces Fy y F; son inestables mientras que Fj serd localmente
estable si y sélo si S;(mg — 1) < ag (ver apéndice A.4).

= La estabilidad en el resto de posibles coexistencias, Eg — F5; E1 — E5 v B4 — Es es dificil de
calcular debido a que las condiciones de estabilidad para E5 quedan determinadas a partir del
cumplimiento del criterio de Routh-Hurwitz (ver apéndice A.5).

El caso en el que Ey, Eq y E, coexisten puede apreciarse en la figura (3.3).
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Anadlisis de la estabilidad para el modelo general.

Al suponer que u # 0,v9 # 0 y v1 # 0 se esta estudiando un problema completo de competencia
entre bacterias en un quimiostato. A partir de la ceroclina para la ecuacién de vy y considerando que
el caso en que ¢(Q) = 1 ya fué estudiado, se puede mostrar la existencia de un punto de equilibrio
no trivial.

Teorema 3. Para el sistema dado por (3.1) existe al menos un punto de equilibrio no trivial, E,,

con todas sus coordenadas distintas de cero, si ms < p+1 < ﬁ, E no existe (es decir, Ay > 1)
vy Ey es inestable. Es decir, sélo si
my , { w+1+a; }
> ma 1, — 3.9
a1 +1 Xt e~ + oy (3.9)

mey < ml’n{ag—kl,,u—kl}

Por otra parte, este punto de equilibrio tiene sentido bioldgico si y sélo si G(¢) < -"= donde

a1+1
¢ =y G(g) = Ltalld)

Demostracién A partir de la ceroclina para (3.1¢) se tiene una expresion para vi+vg en funcién
de @), se denotard esta mediante G1 y estd dada por

1-Q)g+Q)
hQ

Ahora, a partir de la ceroclina de (3.1d), y debido a que 1 — ¢(Q) # 0 (el caso en que ¢(Q) =1 ya
fué estudiado en los casos particulares), se obtiene una expresion para u. Sustituyendo esta expresion
en el resto de las ceroclinas y haciendo algo de dlgebra, se obtiene otra expresion para vi +vg la cual
se denotard por Gy y estd dada por

Gy =

(1= 8)[u+alt = &) (1~ f2(9)]

@ = DU 36 1ol —9) + LS
donde
g _ a1+ 1+ a(l — ¢)]
T el @) a1t al—d)
 14pta(l-¢)
¢ = ¢+l — o)
hs) = 2

La expresion para S tendrd sentido bioldgico si y sdlo si

mi
a;+1

G(¢) < min{my, } (3.10)

Por otro lado, la expresion para vo+v1 dada por G1 siempre tendrd sentido bioldgico pues1 > Q > 0
mientras que, la expresion dada por Go tendrd sentido bioldgico si fo(S) < 1, es decir
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[(m2 — 1)ay + a2 g(¢) < agmy

De aqut, si Ao > 1 (E1 no existe), y junto con la condicion (3.10), se tiene que la condicidn para
que el punto de equilibrio no trivial tenga sentido bioldgico (si es que existe), es:

G(¢) < min{ml,

m asmq } m

a1+ 1 a2+ ai(mae —1) ap+1 ( )

Analizando ahora la existencia del punto no trivial se tiene que, G1(Q) es creciente y satisface
G1(1) =0 y G1(0) = +oo. Por otra parte, G2(0) > 0 si my < p+1 < M5 y ademds Ga(1) > 0 si
ot > g(e ™) (es decir, Ey es inestable) pues Ay > 1. De aqui se sigue que G y Gy tienen al menos
una interseccion en el intervalo [0,1] para Q. Es decir, existe al menos un punto de equililibrio no

trivial. m

Obsérvese que pedir Ga(1) > 0 es importante pues de lo contrario se podria tener que G7 y Ga
nunca se intersectaran (en el caso en que G2(0) < 0) o lo haran en @ = 1 pero esto tltimo da origen
al punto Ey = (1,0,0,0, 1) (ver figura (3.4)). Pedir G2(0) > 0 no es tan importante para garantizar la
interseccién entre G1 y G (como se ve en la figura (3.4)), sin embargo se pide para garantizar que la
expresion para Gg sea positiva (y por tanto v, +vp tengan sentido biolégico) en todo el intervalo [0, 1].

Del Teorema 3 se tiene que, si el punto de equilibrio no trivial existe, no podré coexistir con el
punto Ej. La dindmica del sistema (3.1) puede observarse en la figura (3.6) y la interseccién entre
las funciones G1 y G se observa en la figura (3.5) .

3.1.1. Resultados Numéricos

Al igual que antes, se tienen dos tipos de graficas para ver el comportamiento numérico de
las soluciones del sistema (3.1). Las condiciones iniciales que se consideraron para las simula-
ciones en i3 son (C'1(0.8,0.01,0.1,0.01,0.5), €2(0.2,0.01,0.8,0.1,0.5), C3(0.8,0.02,0.01,0.3,0.3) y
(C4(0.2,0.01,0.01,1,0.5) mientras que los pardmetros que se consideron son « = 0.2, u = 0.07,
A=0.1, h=0.001 y g = 0.05 (cambiando los valores de \ y u dependiendo del caso especial que se
esté graficando). Los valores de los pardmetros mq, ma, a1 y as cambian en cada caso. Los puntos
de equilibrio estan especificados como Ey (representado con un asterisco), Eq (representado con un
rombo) y el resto de los puntos, en caso de existir, estdn representados con un cuadrado. En el caso
de las graficas que representan la trayectoria en el tiempo se tiene que la bacteria u esta representada
en rojo, la bacteria v, en azul y la bacteria vy en verde.
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Figura 3.1: ¢ = 1. m; = 1.3, me = 1.6, a; = 0.1, az = 0.5. Los puntos de equilibrio son
Ey = (1,0,0,0,1), E; = (0.83,0,0.16,0,0.99) y E> = (0.47,0.41,0.125,0,0.99). De los resultados
de estabilidad local se tiene que, al coexistir los tres puntos de equilibrio, los puntos Ey y E7 son
inestables y E5 es estable tal como lo indica la sobrevivencia de las bacterias u y vg y la eliminacion
de la bacteria v .
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Figura 3.2: ¢ = 0. m; = 1.72, mg = 1.6, a3 = 0.1, ay = 0.5, @« = 2. Los puntos de equilibrio
son Fy = (1,0,0,0,1), E; = (0.83,0,0.16,0,0.99) y E5 = (0.82,0.004,0.16,0.007,0.99). Al igual
que para el caso ¢ = 1, cuando se tiene coexistencia de los tres puntos de equilibrio, Ey y E; son
inestables mientras que F3 serd localmente estable, tal como lo indica la sobrevivencia de los tres
tipos de bacterias. En este caso, la eleccién de parametros dié como resultado que la concentracion
de la bacteria u sea muy pequena comparada con la de las bacterias vy y v;.



CAPITULO 3 31

o
w

o
m

a7

©
&
=S
=
2
=z
=
z
k]
5
@ 04 T
2
5
=
o
b
2
m

c2 \\

&2
=2}

0.G

0.4

Jacteria Resistente mutante

Bacteria Sikestre TlEMPO

Figura 3.3: 4 =0. m; = 1.3, me = 1.6, a; = 0.1, az = 0.5. Los puntos de equilibrio estan dados por
Ey =(1,0,0,0,1), E; = (0.833,0,0.166,0,0.99) y E4 cuya expresién explicita no pudo determinarse
pero se sabe que, en el caso de tener la coexistencia entre los tres puntos de equilibrio, el punto Fy
es localmente estable. En este caso se puede observar que las bacterias u y v; sobreviven mientras
que vy tiende a desaparecer del medio. Cuando F4 es inestable, el punto localmente estable es F7 y
por tanto vg es la tinica bacteria que sobrevive.
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Figura 3.4: G2(1) (del teorema 3) debe ser positivo pues de lo contrario las graficas de G1 y Ga
podrian no intersectarse (si Ga2(1) < 0) o hacerlo en @ =1 (G2(1) = 0) lo cual origina el punto de
equilibrio trivial Fy. Al pedir G3(1) < 0 se podria dar el caso en que G2(0) tienda a infinito y ain
asi tener interseccién entre G1 y Gs.
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Figura 3.5: Simulacién numérica de la interseccién entre Gy y Go (ver teorema 3). Los pardmetros
sonm; =14, mg =101,a1 =0.1,a2 =02, =1, u =107, A=0.1, g =0.05y h =0.001
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Figura 3.6: Todos los pardmetros son distintos de cero. m; = 1.4, my = 1.01, a3 = 0.1, ay = 0.2,
a = 1. Los puntos de equilibrio Ey = (1,0,0,0,1) y E. coexisten. Se puede observar que, como F;
no debe existir y Ey debe ser inestable para que F. exista, todas las trayectorias tienden a este
punto.

Las gréficas anteriores ilustran que, solamente en los casos ¢ = 0 y el caso general, las tres bac-
terias son capaces de sobrevivir al medio, es decir, hay persistencia. Sin embargo, en el caso ¢ = 0
la concentracion de la bacteria v es muy pequena comparada con las concentraciones de vy y v1. En
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los otros dos casos (¢ = 1y u = 0) se puede ver que la bacteria u sobrevive en el medio y la tnica
diferencia estd en el valor de vy.

Asi, para un problema de biorremediacién o de tratamiento médico, nunca se podré tener la
eliminacion de la bacteria silvestre por lo que no se podré hablar de un proceso de desintoxicacion
total del medio. Biolégicamente, esto significa que, este tipo de inhibidor o antibidtico no es capéz
de eliminar la enfermedad o contaminante que se encuentra en el medio, independientemente de la
cantidad de inhibidor que se esté aplicando.

3.2. Estabilidad Global.

El sistema (3.1) presenta dos subespacios invariantes dados por u =vg=v;1 =0y u=1wv; = 0.
Al considerar el sistema dindmico generados por (3.1) restringido al conjunto u = vy = v1 = 0 se
tiene

S'=1-9
Q=1-Q
Claramente, lim;—Q(t) = lim;—S(t) = 1, entonces
Jim (S5(0).Q(1)) = (1.1)
De igual forma, para el subespacio invariante u = v; = 0, se obtiene, en el caso vg =0

Im (S(t), vo(t), Q(1)) = (1,0,1) = Ey

t—o0

y en el caso vg # 0 -
tli{lgo (S(t),UO(t), Q(t)) = ()\27 1- )\27 Q*) = El

Donde A2 y Q. estdn definidos como antes. Asi, cuando sea posible probar para (3.1) que
LM — oou(t) = 1imi— 000 (1) = limi—0ov1 () =0 0 limy—cou(t) =limi—oov1 () =0, se tendrd que las
trayectorias del sistema completo seran atraidas a estos puntos de equilibrio, esto debio al teorema
de Markus, un resultado importante de la teorfa de sistemas asintéticamente auténomos [17], [24].

Lema 4. —El equilibrio Ey es localmente estable si Ay > 1.
—FEl equilibrio F; siempre es localmente estable.

Demostracion Las matrices variacionales en los puntos Ey y E1 son

-1 _arznjl 0
Be=[ 0 -1 0
h
0 — -1
(14 (- 2)) -1 0
b= T (1= 2e) 0 0

hQ. h
0 T gtQ. - (1 + (g+gQ*)2 (1- )‘2))
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Los eigenvalores correspondientes a By son

mo _1

-1, -1y az+1

mientras que para By son
L (14 (- 0) y (- )

La conclusion es inmediata a partir de esto. m

Lema 5. Si Ay < 1 entonces la variedad estable de Ej es el conjunto 2-dimensional (S, 0, Q) para
todo S, @Q > 0. Por la teoria de sistemas asintéticamente auténomos se tiene que la correspondiente
variedad estable para Ej es el conjunto 2-dimensional (S,0,0,0, Q) para todo S,Q > 0.

La demostracion de este lema es inmediata a partir de la matriz variacional para Fj.

Observacién 4. Obsérvese que la variedad inestable de Fj tiene puntos en el interior del cono
positivo ) pero por el lema de Butler-McGehee [7] (usando el hecho de que el conjunto omega
limite estd acotado, ver apéndice A.1), ninguna trayectoria en el interior tiene puntos de equilibrio
como puntos omega limite.

Para determinar la estabilidad global de los puntos de equilibrio se puede ver que, en ausencia de
los puntos de equilibrio no triviales, el tinico punto de equilibrio serd Fy = (1,0,0,0,1) y entonces
todas las soluciones del sistema tienden a este punto, es decir, Ey es globalmente estable. Esto
puede ser probado mediante la funcién de Liapunov V =1 — (S + u + vy + v1); bioldgicamente esto
significa la eliminacién de bacterias en el medio. Por otro lado, si E1 = (A2,0,1 — X\2,0, Q) existe
entonces, por el teorema 3, no es posible tener la existencia del punto de equilibrio no trivial E.,
es decir, cuando Ey existe s6lo lo puede hacer con Ey que, en este caso, es inestable. Asi la tnica
posibilidad de atractor global sera el punto Fj.

Debido a que, para los casos particulares ¢ = 0,1y p = 0, las ecuaciones del modelo (3.1) cam-
bian, el resultado para determinar la estabilidad global de F; dependera del caso que se esté con-
siderando.

Estabilidad global en los casos particulares.

El sistema de ecuaciones correspondiente a los casos particulares ¢ =1y ¢ = 0 se simplifica al
no presentar la funcién e~*@ en ninguna de sus ecuaciones; el caso particular 4 = 0 no presenta este
tipo de simplificacién. Los resultados correspondientes a la estabilidad global del punto de equilibrio
E1 = (X2,0,1—X2,0,Q.) en cada unos de los casos se presentan a continuacion.
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Teorema 4. Si el grado de inhibicién del biocida es muy pequeno, es decir, si ¢ =1, 0 < Ay < 1,
se cumple alguna de las siguientes condiciones

(i) 1 < A; (A1 no existe)
(ii) A2 < A1 <1< Ay (A no existe)

(111) Ao < 5\1 <\ <l1

moda miAi ml—j\l _ / . .. .
donde e =1L ok =n+ly = 1, y ademaés se satisface alguna de las dos condiciones:

m1 < mso as < aq (312)

ma mi
< —

1
o o (3.13)

entonces el punto de equilibrio Fy = (A2,0,1 — A3,0, Q) es globalmente asintéticamente estable.

Teorema 5. Si el grado de inhibicién del biocida es muy alto, es decir, si ¢ = 0, 0 < Ay < 1, se
cumple alguna de las siguientes condiciones

(i) 1 < A; (A1 no existe)
(i) A2 < A <1 <A (A no existe)

(i) Ae < A1 < Af <1

+ .
mada M _ optlta miA ‘ . . .

donde s b opr="a Yarn = 1, y ademds se cumple alguna de las dos condiciones:
my < Mo as < aq (3.14)

ma2 my
< —

1
0 ” (3.15)

entonces el punto de equilibrio F1 = (A2,0,1 — A2,0, Q) es globalmente asintéticamente estable.

Obsérvese que los teoremas 4 y 5 involucran las mismas hipétesis excepto por las condiciones
(i) — (iii) las cuales difieren en Ay (¢ = 1) y A{ (¢ = 0) y que corresponden, en cada caso, a la
no existencia de otro posible punto de equilibrio no trivial y a la inestabilidad del punto Ey (ver
tabla 3.2). Por ello, se hard una sola demostracién para ambos teoremas indicando, en su debido
momento, las posibles diferencias que pudiesen presentarse dependiendo de si ¢ =1 0 ¢ = 0.

Demostraciéon Considerando la funcién de Liapunov utilizada por Waltman [27]; se constru-
Y0 la funcion de Liapunov

s U
-2 0 (1=
V(SvuaUO;UlaQ):/ L 1 2d7]+Cl(U+’U1)+62/ Mdn

A2 1—Az n
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donde las constantes c1,co > 0 serdn determinadas en la demostracion.

Se puede ver facilmente que V(E1) = 0 y que V(S,u,vo,v1,Q) € CH(R, R). Ademds,
V(S,u,vg,v1,Q) > 0 para todo (S,u,vg,v1,Q) € A\ E1 donde
A = Q - {(57070707Q)} = {(S,U,’UQ,’U]_,Q)|S 2 O,U Z 07“0 Z O,U]_ 2 OaQ Z 0} - {(SaoaoaoaQ)}
en efecto:

n—A2
n

= Para S > Ao se tiene que > 0 y entonces la integral es positiva

n—A2
n

= Para S < Ay se tiene que < 0 y entonces la integral es positiva

Lo mismo ocurre para la integral de vy y debido a que c1,co > 0 se tiene entonces que V (S, u, v, v1, Q) > 0.
Ahora se procederd a determinar el signo de la derivada de V.

S =Xy . —(1=X
2S+01(Q+U1)+02wﬁo

S -
= AS) + B(S)u+ C(S)vs + D(S)ug — e, L 22

< A(S)+ B(S)u+ C(S)vi + D(S)vo

V:

Vo

donde las expresiones para A(S), B(S), C(S) y D(S) dependen del caso que se esté demostrando.

Caso ¢ = 1.
o = SISy
B(S) = _(Sa;:\(gml +c1(afTS —1 —u) +cop
(3.16)
i - L o
o) = el

Se puede observar que las expresiones para A(S) y D(S) dependen dnicamente de ca. A partir de

A(S) sea

T(S) =

(5=x22)A-9)
S

S
(1—&)(@!’%—1)

Entonces se tiene que T'(S) > 0 para todo S € (0,1) \ A2, T(1) =0 y ademds se tiene que:

lim T(S) = +o0
S—0+

A2 —52
e maAa

= lim —

S22 (1 - Az)((fjﬁ?ﬁ) a2
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ma )\2

Ast, al tomar co =
tiene que D(S) = 0.

se tiene que A(S) < 0. Ademds, al sustituir este valor de ca en D(S) se

Los términos B(S) y C(S) dependen de ¢1 y c2 por lo que es necesario considerar los casos en
que ¢1 = ca Yy €1 # co. Para el caso ¢ = co se tiene, al sustituir el valor de cy:

B(S5) =C(5) = m[(ml —m2)S + (agmq — a1mz)]

Obsérvese que el término entre corchetes es una recta la cual se denotard por L(S) y serd la que
determine el signo de B(S). Sin embargo, por la hipdtesis (3.12) se tiene que la pendiente (mi—mgy)
de la recta es negativa y ademds, L(0) = aami —aima < 0 es decir, la recta completa serd negativa
para toda S € (0,1). Asi, B(S) serd negativa y por tanto, V <0.

Para el caso ¢1 # c2, a partir de C(S), se define

(kazg'u
aj+
TI(S) = Sn%l 1

a1+S

FEntonces
—mi(mi—1) (5\1—)\2)

(St or)

es decir, independientemente de las desigualdades (i) — (i1), se tiene que, T1(S) es decreciente;
ademds, satisface que T1(0) >0, Ti(A2) =0, Ti(A) >0y

Ti(5) =

lim T,(S) = +o0 lim T,(S) = -0
S—AF S—AT

Ast, para el caso (i), se elige c; = T1(0) y como T1(S) es decreciente y su denominador es negativo
(pues A1 > 1) se tiene que C(S) < 0.

Para los casos (ii) y (iii), debido a las propiedades de T1(S) antes mencionadas, existe ¢1 > 0

tal que

méx T1(S) < ¢; < min Ty(S5)

(0,A1) (A1,1)
si no existiera c1 que satisfaga la relacion anterior se tendria la existencia de un 3 > 0 tal que
T1(S) = S tiene al menos dos raices distintas n1, n2 satisfaciendo 0 < m < Ay < A1 <12 < 1 (las
raices no pueden estar en [Ag, 5\1) pues aqui T1(S) es negativa). Sin embargo, esto no puede ocurrir
pues T1(S) = B es un polinomio de grado 1.

Al analizar los valores criticos de T1(S) se obtiene que

T(0) = 2™ < o < (12— M (3.17)

ai a1(1 —5\1)

y de esta manera se tiene que C(S) < 0 para (i1) y (4i1).

Por otro lado, para cualesquiera (i) — (ii%), se tiene que que
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B(S) = C(8) = pler = e2) = C(8) = pler — M232) < O(8) = pha (2 — 122)

az - az
ma

pero por la hipdtesis (3.13) se tiene - 7:—22 > 0 y como C(S) < 0 para los valores de ¢1 que
satisfacen (3.17) entonces B(S) < 0.

Ahora se obtendrd la mdzima region invariante en el conjunto {(S,u,vo,v1,Q) | V =0}. Como
A(S),B(5),C(S) <0, D(S) =0y V estd dada por (3.16), dicho mdzimo debe ser el caso en que
A(S) =0, es decir,

(S —X2)?(S+92) =0

Entonces S = \y. Mds aiin, B(A2) < 0 y C(A2) < 0 (pues A2 < M yecp —ce>0), asiu=v, =0.
Ahora, los valores constantes S = Aa, u = v1 = 0 forzan a tener vg = 1 — \a y por tanto Q = Q.,
donde Q. es la unica raiz positiva de (1 — 2)(g + z) = hz(1 — A2). El dnico conjunto invariante en
esta region es el punto de equilibrio Ey. Asi, por el Principio de Invarianza de LaSalle [8], el punto
de equilibrio Fy serd globalmente estable.

Caso ¢ = 0.
o (S—/\Q)(l—S) _ _ Smg .
AS) = T e Ag)(az s 1)
B(S) = —c(p+1)+cap
o —(S— )\g)ml Sml .
cs) = a + S +Cl(a1+5 1)
o —(S— )\Q)mg Smg .
D(s) = as+ S +CQ(CL2+S 1)

Obsérvese que el inico término que cambid respecto al caso ¢(Q) = 1 es el correspondiente a
B(S) sin embargo, para el caso ¢1 = co se tendria que B(S) = —c1 < 0 y para el caso en que ¢1 # ca
se tiene que B(S) = —c1 — p(e1 — ¢2) y, de acuerdo con la hipdtesis (3.15) y usando el hecho de que
c1 satisface (8.17) y de que ca = ™222 se tiene que B(S) < 0. Asi, usando los mismos argumentos
que en el caso ¢(Q) = 1 se tiene que; para el caso ¢(Q) = 0, el punto de equilibrio E1 es globalmente
estable. m

Debido a lo complicado de las expresiones para determinar la existencia del punto de equilibrio
E, (ver apéndice A.4) en el caso particular ;= 0, en el resultado correspondiente a la estabilidad
global del punto de equilibrio E; se supondrd que E4 no existe y no se entrard en detalle en las
condiciones que resultan de dicha suposicién.

Teorema 6. Si no existe mutacién, es decir, 4 = 0; Ey no existe, 0 < Ao <1, 72 < 72 y ademds
se satisface alguna de las condiciones

(i) A >1
(11) Ao <5\1 <1

donde ;’;ffz =1y % = 1 entonces el punto de equilibrio E; = (A2,0,1 — X\2,0,Q,) es global-
ail 1

mente asintéticamente estable.
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Las condiciones X\; > 0 v Ao < M representan la no existencia de los dos puntos de equilibrio no
triviales distintos a Ej (ver tabla 3.2).

Demostracion Considérese la funcion de Liapunov

S U
—A °© p—(1-A\
V(S,U,UQ,Ul,Q):/ 1 2d7]+C1(U+’U1)—|—62/ M
Ao N 1-X2 n

dn
con c1,co > 0 a determinar en la demostracion.

Se puede ver facilmente que V(E1) =0 y que V(S,u,vo,v1,Q) € C*(R, R). Ademds,
V(S,u,vg,v1,Q) > 0 para todo (S,u,vg,v1,Q) € A\ Ey donde
A=0Q-{(5,00,0,Q)} ={(S, u,v0,v1,Q)|S > 0,u > 0,v9 > 0,01 >0,Q >0} —{(5,0,0,0,Q)}

en efecto:

= Para S > Ao se tiene que > 0 y entonces la integral es positiva

= Para S < Ay se tiene que < 0 y entonces la integral es positiva

Lo mismo ocurre para la integral de vy y debido a que c1,co > 0 se tiene entonces que V (S, u, vg, v1,Q) > 0.
Ahora se procederd a determinar el signo de la derivada de V.
. S—Xo . . . —(1—=Xg) .
vV = —2S+cl(u+v1)+027vo ( 2)1)0
S Vo
A(S) + B(S,d)u + C(S)v1 + D(S)vg

donde las expresiones para A(S), B(S, ¢), C(S) y D(S) estin dadas por:

A(S) = Lﬁfl_a—@(l—m(af’zg—l)
B(S,6) = _(S_a?in;m(@“l(szlf(g)_1)
i - g (S
o) = el

Obsérvese que las expresiones para A(S), C(S) y D(S) son las mismas que en la demostracion de
los teoremas 4 y 5. Ast, al tomar ¢y = % se tiene que A(S) < 0 y D(S) = 0. Ademds, como

el caso (i) es igual al de los teoremas ya mencionados, se tiene que ¢; = AZTl hace que C(S) < 0

para toda S € [0,1]. De igual forma, el caso (it) también coincide (en el intervalo [0,1]) con el de
los teoremas 4 y 5, entonces C(S) < 0 si ¢1 satisface la relacion (3.17), es decir

A2my <c < (1 — /\Q)L)\l

aq al(l—;\l)

(3.18)
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Analizando ahora B(S, $) se tiene que,

B(S,¢) = 22 [S(c; — 1) + Ao] — 1

Obsérvese que el término entre corchetes es una recta la cual se denotard por 1(S). Por hipdtesis se
tiene que

mpcmo Lo masl oo ooz oy

2 ai 2 az ai al

es decir, la pendiente de la recta 1(S) es positiva y como ademds 1(0) = Ay > 0 entonces se tiene
que 1(S) > 0 para toda S € [0,1] y ast, debido a que ¢(Q) < 1 se sigue que:

B(S,¢) = ™AL L(S) — o1 < JHSL(S) — &1 = By(S)
Pero B1(S) = C(S) y ya se habia probado que C(S) < 0 para todo S € [0, 1]. As?, B(S,¢) < B1(S5) < 0.
Por lo tanto V' < 0 para todo S € [0,1]. De igual forma que en la demostracion de los teoremas
4 y 5 se puede ver que la mdzima region invariante en el conjunto {(S,u,ve,v1,Q) | V = 0} es
la region dada por S = Xa, u=v1 =0, v9 =1— Ay y Q = Q. donde Q. es la Unica raiz positiva
de (1 —2)(g+2) = hz(l — A2). Y como el dnico conjunto invariante en esta regidn es el punto de

equilibrio Ey, el Principio de Invarianza de LaSalle [8], lleva a concluir que el punto de equilibrio
E; es globalmente asintdticamente estable. m

Del Teorema 3 se tiene que el punto de equilibrio no trivial, F,, existe si F/1 no existe asi, para
determinar la estabilidad global del punto de equilibrio F7 no es necesario suponer la no existencia
de E..

Teorema 7. Si 0 < Ay < 1, se cumple alguna de las siguientes condiciones
(i) Ay >1
(11) Ao < 5\1 <1

donde 222 — 1y ™AL — 1 y ademés se cumple alguna de las siguientes dos condiciones

az+Az a1+A1
m1 < Mo as < aq (319)
m2 (3.20)
a2 ai

entonces el punto de equilibrio Eq = (A2,0,1 — X2,0,Q.) es globalmente asintéticamente estable
para el sistema dado por (3.1).

Demostracién La demostracion para este teorema es similar a la realizada para los teoremas
4 y 5y la dnica diferencia radica en el estudio de la funcidn B(S, ¢) pues en este caso no depende
solamente de la variable S. B(S, ¢) estd dada por:

B(S, ¢) = 222 [S(c; — 1) + Ao] — e1 — paler — e2)

En el caso en que c1 = co, al sustituir el valor de co = mj—;Q en B(S,¢) se obtiene que
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B(S, ¢) = M@ [g(mada 1) 4 )]

La recta entre corchetes en B(S, @), la cual se denotard por 1(S), es positiva pues [(0) > 0 y su
pendiente es positiva (igual a 2—; ), ast:

B(S,¢) = m242(S) < Jm51(S) = C(S)

y debido a que C(S) < 0 (por el mismo argumento usado en la demostracion de los teoremas 4 y
5 pues se tiene la hipdtesis (3.19)) entonces B(S, ¢) < 0.

Para el caso en que ¢1 # ca, de la demostracion de los teoremas 4 y 5, se sabe que C(S) <0,
St

s En el caso (i), ¢c1 = )‘2(1—’1”1

s En el caso (i), ¢1 satisface la relacidn (3.17), es decir

A A
271 <c < (]_ — )\2)77711 L

ai a1(1 —;\1)

(3.21)

. . T . . o A .
Asi, debido a la hipdtesis (5.20), la relacion (3.21) y el hecho de que c; = ™22 se tiene que
ca < c1 y por lo tanto

B(S,¢) < "L L(S) — ¢ < ML L(S) — ¢ = C(S)

Donde L(S) = S(c1 — 1) + A2, es positiva pues L(0) > 0 y su pendiente c1 — 1 es positiva (por la
hipdtesis (3.20)). Asi, debido a que C(S) <0 se tiene que B(S,¢) < 0 para todo S € (0,1).

Con los mismos argumentos que para los teoremas 4 y 5 se puede ver que la mdzima region
invariante en el conjunto {(S,u,vg,v1,Q) | V= 0} es la region dada por S = A2, u = vy = 0,
vo=1— Xy y Q = Q. donde Q. es la unica raiz positiva de (1 — z)(g+ z) = hz(1 — A2). Y como el
unico conjunto invariante en esta region es el punto de equilibrio E1, el Principio de Invarianza de
LaSalle [8] implica que el punto de equilibrio Ey es globalmente estable. m

En la tabla (3.2) se muestra un resumen de los resultados obtenidos. La simulacién numérica del
comportamiento de las soluciones en cada uno de los casos cuando F4 es globalmente estable puede
verse en las figuras (3.7)-(3.10).



Localmente Condicién de
Caso Puntos de Equilibrio Existencia asintéticamente Estabilidad Demostracién
estable si global
Ey=(1,0,0,0,1) Siempre A2 >1 Ao >1 Comparacién
my - pt+l4oq my pt+l4oq
ai1+1 e~ +a; ai1+1 e~ ta;
m1 < Mo Teorema 7
General | E1 = (A2,0,1 — X2,0,Q.) 0<X<1 Qe o bt as < ay
A1 > Ao Teorema 7
mi mso
a1~ ay
E. = (Sc,uc,vg,,v1,,Qc) my > F Routh Hurwitz — —
me < I
Ey=(1,0,0,0,1) Siempre Ao >1 Ao >1 Comparacién
a1 <mut1 a1 <m+1
my < mo Teorema 4
A=0 E1:(A270,17A270,Q*) 0< <1 Ao < A\ a2 < ap
(p=1) Ao < A1 < A\p Teorema 4
ma mo
‘a7 ay
Ao Si Fj existe
_ * ok * e - [
Ey = (A1, u3,v5,,0,Q3) A< { 1 Si By no existe Estable
Ey=(1,0,0,0,1) Siempre A > 1 Ao > 1 Comparacién
mi < pt+l4a my pt+l4ta
a1 +1 @ a1+1 @
m1 < Mo Teorema 5
A — 00 E1:(/\2,0,1—/\2,0,Q*) O0< <1 )\2</\-1i_ az < aiy
(¢ =0) Ao < Ap < AT Teorema 5
ma mo
ay ~ as
A2 Si E; existe
_ + ok ok % * + 2 1 _— e
E3 = (AT, u3,v5,,01,,Q3) | Al < { 1 Si By no existe Estable
Ey=(1,0,0,0,1) Siempre A2 >1 Ao >1 Comparacién
ma < 14 ma < 14+aq
aj+1 e A tay a;+1 e A tay
=0 E1 = (X2,0,1—X2,0,Q.) 0< <1 (1)‘12]:;12 < e,ié{f;a* Ao < M1 Teorema 6
m m
_ ar ~ az
Es = (Sf,uf,0,0%,,Q%) (S5)? <X <1-—mlel) Si < Ao _— _—
Es = (A2, u3, vy, v1,, QF) 1< (;\f'Tm/\lz < lza Routh Hurwitz — —

Cuadro 3.1: Resultados de existencia y estabilidad para el modelo dado por (3.1)

¢ O'INLIdVD
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7
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Donde
mid
artra M +1
moda
" wtrs T 1
ol _ uite
ar+AT @
o, =l —e @)
s o =a(l—e?)

» (1-Q3)(g+Q3) = hQ3ug,
» (1-Qu)(g+ Q) = hQu(1— A2).
= (1-Q3)(9+ Q3) = hQ3(vg, + i)

= (5 asi como las coordenadas de E4 pueden verse en la pagina (3.1).

3.2.1. Resultados Numéricos

En la seccién (3.1.1) se mostrd la simulacién numérica del comportamiento local de las solu-
ciones del sistema (3.1), considerando para ello la coexistencia de todos los posibles puntos de
equilibrio. En esta seccién se muestra la simulacién numérica correspondiente a la estabilidad global
del punto de equilibrio F4 la cual fue demostrada analiticamente en la seccién anterior. Para es-
to, al igual que antes, se consideraron dos tipos de gréficas, el plano fase y las trayectorias en el
tiempo. Las condiciones iniciales consideradas en las graficas en i3 son C1(0.8,0.01,0.1,0.01,0.5),
C2(0.2,0.01,0.8,0.1,0.5), C3(0.8,0.02,0.01,0.3,0.3) y C'4(0.2,0.01,0.01, 1,0.5) mientras que los pa-
rametros que se consideron son m; = 1.1, mg = 1.6, a1 = 0.1, a2 = 0.5, « = 0.2, 4 = 0.07, A = 0.1,
h =0.001 y g = 0.05 (cambiando los valores de A y u dependiendo del caso especial que se esté gra-
ficando).

Al igual que antes, en los planos fase se representa al punto Ey con un asterisco y al punto E;
con un rombo. Las trayectorias en el tiempo estan representadas con u en rojo, la bacteria vy en
azul y la bacteria vg en verde.
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Figura 3.7: Estabilidad global del punto de equilibrio F; para el caso particular ¢ = 1. Se observa
que, a diferencia de la bacteria v, la bacteria u tiene un crecimiento antes de desaparecer del

sistema.
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Figura 3.8: Estabilidad global del punto de equilibrio E; para el caso particular ¢ = 0. Al considerar
¢ = 0 en el sistema (2.1) se elimina el consumo de nutriente por parte de u y, debido a esto, no hay
un crecimiento previo a su desaparicion del sistema como en el caso ¢ = 1.
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Figura 3.9: Estabilidad global del punto de equilibrio E; para el caso particular u = 0. Al igual
que en el caso ¢ = 1 la bacteria u crece un poco antes de desaparecer del sistema, sin embargo, el
crecimiento de la bacteria vy es mas lento comparado con el de los casos ¢ =1y ¢ = 0.
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Figura 3.10: Estabilidad global del punto de equilibrio E; para el caso general. Se puede ver que el
comportamiento de las bacterias es similar al caso ¢ = 1, por lo que se puede decir que el cambio
fenotipico de la bacteria w no afecta su comportamiento.

Las figuras (3.7)-(3.10) ilustran que, aunque en todas se tiene la estabilidad global del punto de
equilibrio dado por Ej, sélo en el caso ¢(Q) = 0 (figura (3.8)) se tiene que la bacteria sensible al
biocida u decae con una rapidez similar a la de v.

En conclusién, al considerar que las funciones de consumo de las bacterias son distintas para cada
una de ellas, se puede obtener la coexistencia entre las bacterias resistentes y la bacteria silvestre,
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es decir, no hay exclusién competitiva. Sin embargo, con una adecuada eleccién de los parametros
es posible tener exclusion competitiva donde la bacteria sobreviviente es la mutante.



Capitulo 4

Autoreplicacion de la variante
fenotipica, considerando su origen.

En este capitulo se considera el modelo (1.4) bajo la suposicién, de que el inhibidor permite
la sobrevivencia y auto-reproduccion de bacterias fenotipicamente diferenciadas de las silvestres, es
decir; a diferencia de los capitulos anteriores, se supondrd que no hay la posibilidad de que existan
bacterias fenotipicamente diferenciadas de la silvestre que nazcan sensibles al inhibidor. Matematica-
mente, esto se reduce a considerar en (1.4) que v = 0y en consecuencia § = 1.

En este primer caso se considerara que las funciones de consumo para las tres bacterias involu-
cradas en el modelo son las mismas, es decir, se tomara en cuenta que su consumo de nutriente
depende sélo del origen de las bacterias (la bacteria u) y no de los distintos requerimientos alimen-
ticios que puedan tener debido al tipo de resistencia o sensibilidad ante la presencia del inhibidor.
Matemédticamente esto equivale a considerar en (1.4) que las tasas de crecimiento maximo my y ms
al igual que las constantes de Michaelis-Menten a1 y a2 son iguales entre si, es decir, m; = mo =m
y a1 = a2 = a. Esta suposicién, junto con el hecho de que v =0 (y por tanto S = 1) llevardn a una
reduccién en el nimero de pardmetros involucrados en (1.4) obteniendo el sistema

S =1-5- anS (u(Q) + v1 + vo) (4.1a)
o =u[ 20Q) - (wt 1+a(1- 6(@))] (4.1b)
vl = v0<a8—|—m5 —1) + pu (4.1¢)
v, = n (aims - 1) +a(l-6(Q)u (4.1d)
Q=1-Q~— QZQQ(voHl) (4.1e)

Obsérvese que la hipdtesis de que las bacterias fenotipicamente diferenciadas de las silvestres
sobrevivan y se reproduzcan como tales, aparece reflejada en las ecuaciones para u y vi. En la
ecuacién para v no hay ningin incremento debido a v; y por su parte, en la ecuacién para vy se
tiene un crecimiento en la poblacién debido al consumo de nutriente.

47
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4.1. Estabilidad Local

Como se mostré en el capitulo 1 (ver observacién 1), el lado derecho de (4.1) estd acotado, as{, cuan-
do sea posible probar que el limite cuando t — oo de una variable existe, se tendra que el limite de
la derivada temporal correspondiente, es cero. Ademds, las coordenadas de cualquier punto omega
limite deberan satisfacer S + u + vg + vy < 1.

Como en [28], [27], [9], [2], se define \g como el pardmetro de rompimiento del quimiostato para
Vg, €l cual esta dado por la solucién de la ecuacién

)\Qm _
a+Ao - 1

Entonces, los puntos de equilibrio estdn dados por Ey = (1,0,0,0,1), E; = (X,0,1 — Ao, 0,Q7),
Ey = (X0,0,0,1 = X,Q3) vy la coleccién de puntos E5 = (X,0,1 — Ao — v}, ,v],,QF); donde
QT =Qf = QF = Q7 es la tinica raiz positiva del polinomio (1 — z)(k + 2) = hz(1 — \g). El punto
de equilibrio Ej siempre existird mientras que los puntos F;, Es y FEs existen cuando \g < 1y
1 — Ao > vj, > 0. Nétese que los puntos de equilibrio £, Ea y E3 resultan de las vy y v1 ecuaciones
cuando u = 0, sin embargo, F; y Es surgen de considerar vyp = 0 y v; = 0 respectivamente, mientras
que FEs3 surge del hecho de que S = Ag es solucién para ambas ceroclinas. Calculando la matriz
variacional del sistema (4.1) y sustituyendo los puntos Ey, E1, E2 y E3 se obtiene

Lema 6. —EI punto de equilibrio Ej es localmente estable si Ag>1
—Los equilibrios F, F2> y E3 son localmente tri-estables, es decir, son estables sobre las
paredes de Q.

Demostracion Las matrices variacionales en Ey, Eq, Es y E3 son, respectivamente,

-1 %(b(l) T at1 ~ar 0
0 Ao,y 0 0 0
Ay = 0 o a’j:l 1 0 0
0 «a(l—9¢(1)) Oh % h— 1 0
0 0 “m1 Tk L
(LAlu _¢(Q+) -1 -1 0
0 Ai,, 0 0 0
Alz A131 ‘LL 0 0 0
0 a(l-9(Q™)) 0 0 0
hQt rQt
0 0 “grar  Tgrar Al
(LA211 _¢(Q+) -1 -1 0
0 As,, 0 0 0
A= O n 0 0 0
A241 a(l_¢(Q+)) 0 0 0
0 0 —hel el g,
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Az, —9(QF) -1 -1 0
0 As,, 0 0 0
A3— A331 2 0 0 0
A341 a(]-_(b(QJr)) 0 0 0
rQt rQt
0 0 T gtQT T gtQt A3°°
Donde
Aoy = —=0(1) = (1+1+a(l = 6(1)))
022 — a+1 o «
am
A = Ay, =A3, =1+——=(1 -
111 211 311 — +( i /\0) ( 0)
A122 = A222 = A322 = ¢(Q+) (M+1+OZ( ¢(Q+)))
am
A = Ay, =——=(1-X
131 241 (Cl T /\0)2( 0)
_ A = gh
A155 = A255 = A355 =1- (g T Q+)2 (1 - )‘0)
am
Ay = —M o
331 (CL+ )\0)2( )\0 Ul)
am
A - *
341 (&+)\0)2v1

El polinomio caracteristico asociado a Ag estd dado por

(10) (25 1-0)" (o= ) =0

Entonces Ey es localmente asintdticamente estable si y solo si
Ag,, es negativo. Ambas condiciones se pueden resumir en Ao > 1.

37 — 1 <0, y, simultdneamente,

Los polinomios caracteristicos asociados a las matrices Ay, As y As son iguales entre st y estdn
dados por

(1+ 2929 4 2) (2+1) (2 + 52851 —20)) (2 + u+ (0 + 1) (1 - 6(Q7)) )a =0

Se observa que el polinomio caracteristico tiene un eigenvalor igual a cero, por lo que la aproxi-
macion lineal no es suficiente para determinar la estabilidad de Eq, Es y E3. Sin embargo, se puede
ver, de las ecuaciones (4.1) que cuando u = 0 el comportamiento para vi y vy es el mismo y por
tanto se tendrd el caso de atractores tri-estables, para cada valor de vi. Esto significa que, en las
paredes de ), hay exclusion competitiva pero el ganador estd determinado por las condiciones ini-
ciales (ver apéndice A.6 para una explicacién de este comportamiento). m

Obsérvese que la condicién para que el punto de equilibrio Ej sea localmente estable no es valida
cuando existe cualquiera de los tres puntos de equilibrio F1, Fs y E3; es decir, Fy es inestable cuando
existe un punto de equilibrio no trivial. En caso contrario, Fy serda globalmente asintéticamente
estable.



CAPITULO 4 50

Algunos casos especiales.

Cuando se supone que u # 0,v9 # 0 y v; # 0 se estd estudiando un problema completo de
competencia entre bacterias en un quimiostato. Antes de atacar este problema general de existencia
y estabilidad local se estudiardn algunos casos particulares del modelo presentado en (4.1) los cuales
ayudaran a tener alguna intuicion sobre la dindmica del sistema. Los casos que se estudiaran son:

(i) Cuando A es pequeiia (¢p(Q)) = 1), es decir, el efecto del biocida es minimo.
(ii) Cuando A es grande (¢(Q) =2 0), es decir, se tiene un alto grado de inhibicion del biocida.
(iii) Cuando p = 0 pero ¢(Q) # 0y ¢(Q) # 1, es decir, no hay mutacién.

En los casos (i) y (ii) se hace uso del teorema de Markus [25] (ver apéndice A.1) para considerar
los valores ¢ = 0y ¢ = 1 pues estos son los valores limite de la funcién ¢(Q) = e~ *? cuando A\ — oo
y A — 0. Al estudiar los modelos correspondientes a cada uno de los casos particulares se obtuvo que
los puntos de equilibrio estan dados por Ey, Eq, Es y E3 definidos anteriormente y, en ningin caso
se obtuvo la existencia de un quinto punto de equilibrio. La estabilidad de los puntos de equilibrio
permanecié igual que antes como se puede observar en las figuras (4.1)-(4.3)

Existencia de puntos no triviales para el modelo general.

Después de los casos particulares se considerard el modelo general dado en (4.1) con u # 0,

Q) #0y o(Q) # 1.

Teorema 8. No existen puntos de equilibrio no triviales con todas las coordenadas distintas de
cero para el modelo descrito por (4.1)

Demostracién Considerando que 1 > ¢(Q) > 0, de (4.1b) se tiene que

Sm _ ptlta(1-9(Q))
a+S — ?(Q)

Sustituyendo este valor en (4.1d) se obtiene una expresion ¢(Q):

(1 + (0 + D)1 = 6(Q) o1 + (1 = 6(Q))é(Q)u =0 (4.2)

Debido a que 1 — ¢(Q) > 0 la expresion dada en (4.2) no tiene sentido si u y v1 son positivos. Por
lo tanto, no existe un punto de equilibrio no-trivial donde los tres tipos de bacterias estén presentes. m

El comportamiento del modelo general puede verse en la figura (4.4).

4.2. Estabilidad Global

Para determinar el comportamiento global de los puntos de equilibrio se debe observar que, en
ausencia de Eq, Ey y Es5 las soluciones del sistema deberdn tender al punto Ey (sera el tinico punto
de equilibrio), es decir, el punto de equilibrio Ey serd globalmente asintéticamente estable. Biologi-
camente esto significa que las bacterias tienden a desaparecer del sistema. La demostracién puede
hacerse considerando la funcién de Liapunov V =1 — (S + u + vg + v1).

Por otro lado, debido a que la condicién de existencia para los puntos F; y Es es la misma, éstos
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no pueden aparecer de manera independiente. De esta manera y debido también a la biestabilidad
que presentan, no es posible hablar de la estabilidad global de alguno de ellos. De igual forma, el
punto de equilibrio E3 no puede ser globalmente estable pues una de sus condiciones de existencia
implica la existencia y bi-estabilidad de E; y Ey (ver tabla 4.1).

Puntos Localmente Condicién de
Caso de Existencia asintéticamente | Estabilidad | Demostracion

Equilibrio estable si global

Eo=(1,0,0,0,1) Siempre Ao >1 Ao >1 Comparacién

General | E1 = (Mo,0,1 — X,0,Q7)
o=1 do <1 Atractores Atractores Apéndice
¢=0 | By =(%,0,0,1—X,QF) seglin seglin A6
=0 | E3=(X,0,1—Xo—vi,,vi,, QF) X <1 condiciones condiciones
1—Xo>vi, >0 iniciales iniciales

Cuadro 4.1: Resultados de existencia y estabilidad para el modelo dado por (4.1)

Donde

mio __
a+Ao - 1

= )\ es tal que

» QY =Qf = Q3 = QF es la tinica rafz positiva de (1 — 2)(g + 2) = hz(1 — \o)

4.3. Resultados Numeéricos

Para analizar el comportamiento de las soluciones de manera grafica se consideraron las condi-
ciones iniciales C1(0.8,0.01,0.1,0.01,0.5), C'2(0.2,0.01,0.8,0.01,0.5), €3(0.8,0.02,0.01,0.3,0.3) y
(C4(0.2,0.01,0.01,1,0.5). Los valores para los pardmetros fueron: m = 1.1, a = 0.03, « = 0.2,
w=0.07,A=0.1,h =0.001 y g = 0.05 (cambiando los valores de u y A para los casos especiales). Los
puntos de equilibrio son Ey = (1,0,0,0,1) (representado con un asterisco), Eq = (0.3,0,0.7,0,0.99)
(representado con un rombo) y Es = (0.3,0,0,0.7,0.99) (representado con un cuadrado), en este
caso no fue posible hallar alguna v} tal que permitiera la existencia del punto Fs. Al igual que
antes, en las gréficas que representan las trayectorias de las bacterias en el tiempo, a bacteria u
estd representada con rojo, la bacteria v; con azul y la bacteria vy con verde.
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Figura 4.1: ¢ = 1. En la figura de la izquierda se puede observar que, debido a la biestabilidad de
los puntos de equilibrio E; y E» las soluciones del sistema (4.1) no tienden a un solo punto.
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Figura 4.2: ¢ = 0. De la figura de la derecha se observa que la biestabilidad de los puntos de equilibrio
E; y E5 no permite que las soluciones del sistema (4.1) tiendan a un tnico punto de equilibrio. En
la figura que describe las trayectorias de las bacterias en el tiempo (figura de la derecha), se puede
observar que, a diferencia del caso cuando ¢ = 1, basta un intervalo de tiempo de 30 unidades para

observar el cambio en la bacteria predominante.
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Figura 4.3: u = 0. Al igual que en el caso ¢ = 1, el tiempo que se ocupé en la simulacién de las
trayectorias de las bacterias, no es suficiente para observar el cambio en la bacteria predominante.
Sin embargo, en el plano fase si se puede ver que la biestabilidad de los puntos de equilibrio E; y
E5 hace que las soluciones del sistema (4.1) no tiendan a un dnico punto de equilibrio.
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Figura 4.4: Comportamiento de las bacterias en el caso general. El periodo de tiempo en el que vy
predomina sobre vy es mas corto para este caso general que en los casos particulares antes mostrados.

Las graficas anteriores ilustran, dependiendo de las condiciones iniciales, la estabilidad de los
puntos de equilibrio E; y Es sobre las paredes del dominio (v = v; = 0 y u = vg = 0 respectiva-
mente). Este comportamiento garantiza la sobrevivencia de alguna de las dos bacterias resistentes.
Ademsds, puede observarse que, la diferencia entre el caso general y los casos particulares radica
tUnicamente en la rapidez con que se lleva a cabo el cambio en la bacteria predominante.



CAPITULO 4 54

En conclusién, el sistema (4.1) es adecuado para modelar un proceso de biorremediacién o de
tratamiento médico ya que la bacteria silvestre se ve eliminada del medio, sin embargo, el tipo de
bacteria resistente que sobrevive (predomina) dependerd del tiempo del experimento.



Capitulo 5

Autoreplicacién de la variante
fenotipica, considerando su
resistencia al inhibidor.

En este capitulo, al igual que en el capitulo 4, se supondra que el inhibidor permite la sobre-
vivencia y auto-reproduccion de bacterias fenotipicamente resistentes, es decir, se considera en (1.4)
v =0y en consecuencia # = 1. Sin embargo, a diferencia del capitulo anterior, en este caso se con-
siderard que las funciones que determinan el consumo de nutriente son distintas para cada bacteria,
es decir, se considera el hecho de que los requerimientos de nutriente son distintos en cada bacteria
dependiendo del tipo de resistencia que cada una de ellas presenta. Mateméaticamente esto equivale
a considerar en (1.4), y =0, 8 =1, m1 # ma y a1 # ag, obteniendo el modelo

S S
§'=1-8 - g (w@ + ) - T G
S

= [alrflﬁ(@) - (”+1+a(1 —925(@)))} (5.1b)

Vo = “O(a;g:rzzs - 1) T Hu (5.1¢)
, S

v, :Ul(alTS _1) +a(l - ¢(Q))u (5.14)

Q=1-Q-— g’:QQ(UO+v1) (5.1¢)

5.1. Estabilidad Local

Al igual que antes, de la observacién hecha en el capitulo 1 (ver observacién 1), se tiene que
el lado derecho del sistema (5.1) estd acotado . Claramente, cuando la bacteria silvestre u y las
bacterias resistentes vy y v1, no estan presentes en el medio, las soluciones del sistema tienden al
punto de equilibrio trivial Ey = (1,0,0,0,1). Definiendo como en [28], [27], [9], [2]; A1 ¥ A2, los
parametros de rompimiento del quimiostato para vy y vg respectivamente cuyas expresiones estan
dadas por la solucion de las ecuaciones:

55



CAPITULO 5 56

Army -1 Aama |
a1+A1 az+A2

Entonces los posibles puntos de equilibrio son: Ey = (A2,0,1 — A2,0,Q%) y Bz = (A1,0,0,1 — Ay, Q3).
Donde Q7 and Q5 son, respectivamente, las inicas raices positivas de los polinomios:
2 4lg—1+h(1=X)]z—g=0 22+[g—1+h(1—5\1)]z—g:0

Sobre la estabilidad de estos puntos de equilibrio se tiene el siguiente resultado:

Lema 7. —El punto de equilibrio Ey es localmente estable si y s6losi Ao > 1y A > 1
—El equilibrio F; es localmente estable si y sélo si A1 > As.
—FEl equilibrio F5 es localmente estable si y s6lo si A1 < Ag

Demostracién La matriz Jacobiana del sistema (5.1) es, para un punto general E = (S, u, vg, v1, Q)
en €

A S0 S 2y —Sw)
atezud(Q) Ao 0 0 (asﬁg + a) ud' (Q)
A= wHdew " ais-1 0 0
@i al-¢@) 0 gEE -1 —aud(Q)
hQ hQ
0 0 ~3a g0 Ass
Donde
a1y a2Mm2

A = 14— _=re

11 + (a1 + 9)° (up(Q) +v1) + e Vo

Sm1

Az = - 1+a(l—

= Tol@) — (it L+ a(l - 6(Q))

gh

Ass = 1+ m(v(ﬂ-vl)

Sustituyendo Ey se obiene el siguiente polinomio caracteristico:

2 mo mi myie >
tea) (g -t-e) (g toe) (prans e T57) =0
(+a: a1 T a1 r) (r+ar+14+p a1l

donde a; = a1 —e™ ). Ey es localmente asintéticamente estable si y sélo si

T2 <
as +1
1
m1 < min{l, w} -1
a1 +1 e~

Estas condiciones pueden resumirse en: Ao > 1 y M > 1. Asi, Ey serd localmente estable si Y
solo si los puntos de equilibrio E1 y Eo no existen.

Al sustituir Eq en la matriz Jacobiana se obtiene el polinomio caracteristico:
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kh(1—X aomo(l—X\ m * m *
(1+ B +a) (v+1) (o+ 2225 ) (o 41— 223 ) (e + 1+t o” = 2232600) =0
donde o* = a1 — ¢(p7)). Entonces Eq serd localmente estable si y sdlo si
ml/\g

Bp}) —p—a”p = T (5:2)

ml/\g ml)\g
a1 + )\27 ai + Ao

1> max{

Esta dltima condicion es equivalente a 5\1 > Ao
Finalmente, sustituyendo FEs en la matriz Jacobiana, se obtiene el polinomio caracteristico:
kh(l—;l) (ll’lnl(l—j\l) . m 5\ _ * —
(1+ 520 4 o) (v4+1) (o+ 22020 ) (o 41— 223 (24t (a + 1)(1 - 6(p5))) =0

Entonces, Ey serd localmente estable si y solo si

Moy

1> =
az + M\

(5.3)

Esta dltima condicidn es equivalente a tener \; < \g. Asi, se puede ver de (5.2) y (5.3) que los
puntos de equilibrio Ey y Fo no pueden ser localmente estables al mismo tiempo. m

Algunos casos especiales.

Antes de abordar el caso general en el que u # 0,v9 # 0 y v1 # 0, se estudiaran algunos casos
particulares del modelo presentado en (5.1). Los casos que se estudiardn son:

(i) Cuando A es pequeiia (¢p(Q) = 1), es decir, el efecto del biocida es minimo.
(ii) Cuando A es grande (¢(Q) = 0), es decir, se tiene un alto grado de inhibicion del biocida.
(iii) Cuando u = 0 pero ¢(Q) # 0y ¢(Q) # 1, es decir, no hay mutacién.

Al igual que en los capitulos anteriores, para los casos (i) y (ii) se hace uso del teorema de
Markus [25] para considerar los valores ¢(Q) = 1,0 respectivamente (debido a que son los limites
de la funcién ¢(p) = e *% cuando A — oo y A — 0).

El caso especial ¢(Q) = 1.

Al considerar ¢(Q) = 1 en la ecuacién (5.1b) se obtiene que los pardmetros de rompimiento son
Ao ¥ A1 definidos anteriormente y un nuevo parametro dado por A; el cual satisface la relacién

miA
ar+i1 L+p

Los puntos de equilibrio son Ey = (1,0,0,0,1), By = (A2,0,1 = A3,0,Q}), B2 = (\1,0,0,1 = Ay, Q3)
y B3 = (A1, u3,v5,,0,Q3%), donde

(1-Q1)(g+ Q1) =hQi(1—Xs) (1-Q3)(g+Q3) =hQ5(1— A1)

(1-Q3)(a + @5) = hQ™v;, u =T (1- 2

v = n(1=X1)(az4+A1)
03 — N(2)\1mgfl)71+)\1mg
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El punto de equilibrio dado por E; tendra sentido biologico si y sélo si 0 < Ay < 1, Ey ten-
dra sentido bioldgico si y s6lo si 0 < A\; < 1 y el punto de equilibrio F5 tendré sentido bioldgico si
y solo si Ay < 1y ademas se satisface que

1+,U /\1m2
1420  as+ XM\

Sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio se tiene
= Fj es asintéticamente globalmente estable si y sélo si 1 < min{j\l, Ao}

= Si hay coexistencia entre los puntos Eq y E1, entonces Ey es inestable y Ej serd localmente
estable si y sélo si A1 > As.

= Si la coexistencia se da entre los puntos Fy y Es, entonces Ey es inestable y E5 es localmente
estable si y solo si A1 < As.

= Si los tres puntos de equilibrio Eyp, E1 y E» coexisten, entonces Ey es inestable y dependerd de
la relacién de orden que tengan A\; y A2 para determinar cual de los dos puntos F; o Es
serd localmente estable y en consecuencia, el otro serd inestable.

= Fl punto de equilibrio E3 es inestable siempre que exista.

El comportamiento de las soluciones del sistema (5.1) en este caso especial puede verse en las
figuras (5.1) y (5.2).
Los casos especiales ¢(Q) =0y u=0.

Para estos dos casos particulares los tinicos puntos de equilibrio del sistema (5.1) estdn dados
por E() = (1,0,0,0, 1), E1 = ()\2,0, 1-— AQ,O,QT) y EQ = ()\1,0,0, 1-— )\1, Q;)

Sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio se tienen los siguientes resultados:
= Fj es asintoticamente globalmente estable si y sélo si 1 < min{j\l, Ao}

= Si hay una coexistencia entre los puntos Eo y E1, entonces Ej es inestable y Ey serd localmente
estable si y sélo si A1 > As.

= Si la coexistencia se da entre los puntos Ey y E2, entonces Ey es inestable y Ey es localmente
estable si y sélo si A1 < As.

= Silos tres puntos de equilibrio Ey, E7 y E» coexisten, entonces Ey es inestable y dependera de
la relacion que cumplan Ay y A2 para determinar cual de los dos puntos de equilibrio 1 o Es
serd localmente estable.

El comportamiento de las soluciones del sistema (5.1) en este caso especial puede verse en las
figuras (5.3) y (5.4) para el caso ¢ = 0y en las figuras (5.5) y (5.6) para el caso u = 0.
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Existencia de puntos no triviales para el modelo general.

Teorema 9. No existe un punto de equilibrio no trivial con todas las coordenadas distintas de cero
para el sistema (5.1).

Demostracién

Al suponer que u # 0,v9 # 0 y v1 # 0 se estd estudiando un problema completo de competencia
entre bacterias en un quimiostato. A partir de la ceroclina (5.1b) y debido a que 1 > ¢(Q) > 0, se
obtiene

Smi _ ptlta(1-¢(Q))
a1+S #(Q)

Sustituyendo este valor en (5.1d) se obtiene:

[+ (@ + 1) (1= (@) [or + a1 = 6(@))6(@)u = 0 (5.4)

Debido a que 1 — ¢(Q) > 0 la expresion dada en (5.4) no tiene sentido si u y v1 son positivos. Por
lo tanto, no existe un punto de equilibrio no-trivial donde los tres tipos de bacterias estén presentes. m

5.2. Estabilidad Global.

El sistema (5.1) presenta cuatro subespacios invariantes dados por u = vg = v1 = 0; u = v; = 0;
u=7vy =0y u=0. Al considerar el sistema dindmico generado por (5.1) restringido al conjunto
u = vg = v1 = 0 se tiene

S=1-9
Q=1-Q

Claramente, lim;_oQ(t) = limi—.S(t) = 1, entonces

Jim (S(1),Q(1)) = (1,1)
—00

De igual forma, para los subespacios invariantes u = v;1 =0 y u = vg = 0 se obtiene, respectiva-
mente, que

lim (S(8),v0(),Q(1) = (A2, 1= A2,Q7) i (S(8),v0(1), Q1)) = (M, 1~ A1, Q3)

t—o0o

Finalmente, para el subespacio invariante u = 0 se obtiene que

lim (S(t)v UO(t)a U1 (t)v Q(t)) = ()‘27 1_)\27 0, QT) tliglo (S(t)a ’UO(t)v U1 (t)a Q(t)) = (5\17 0, 1_5\17 Q;)

t—o0

Donde g, 5\1, Q7 v Q% estan definidos como antes. Asi, cuando sea posible brobar para (5.1)
que limy—oot(t) =limi—oovo(t) =limi—oov1 (t) =0; limy—oou(t) =limi—oov1 (L) =0; limy_oou(t)=0
0 limy_.oou(t) =lim_ovo(t) =0 se tendra que las trayectorias del sistema completo serdn atraidas
a estos puntos de equilibrio debido al teorema de Markus, de la teoria de sistemas asintéticamente
auténomos [17], [24].



CAPITULO 5 60

Observacién 5. La variedad estable de Ej es el conjunto 2-dimensional (S,0,0,0,Q). Si Ay < 1
entonces la variedad estable de E7 es u = v; = 0. De igual forma, si ;\1 < 1, la variedad estable de
E5 es u = vy = 0. En cada caso, la variedad inestable tiene puntos en el interior del cono positivo
Q pero por el lema de Butler-McGehee [7] (usando el hecho de que el conjunto omega limite
estd acotado), ninguna trayectoria en el interior tiene puntos de equilibrio como puntos omega limite
(ver apéndice A.1).

Cuando solamente el punto de equilibrio Fy estd presente en el sistema, todas las soluciones
deberan tender a él, es decir, Ey es globalmente asintéticamente estable; biolégicamente esto significa
que las bacterias tienden a desaparecer del medio . Esto se puede ver facilmente usando la funcién
de Liapunov V =1 — (S 4+ u + vg + v1). En el caso en que alguno de los dos puntos E; o FEy estdn
presentes en el sistema, Fy serd inestable y se tienen los siguientes resultados.

Teorema 10. Si 0 < A2 < 1, se cumple alguna de las siguientes dos condiciones
(i) Ay >1
(i) Aa < A <1

donde 22z — 1 y ™AL — 1 y ademéds se cumple alguna de las siguientes dos condiciones

az+A2 a1+
m1 < Mo as < aq (55)
m m
—2 <= (5.6)
a9 aq

entonces el punto de equilibrio Fy = (A2,0,1 — A2,0, Q%) es globalmente asintéticamente estable.

Demostracion Considérese la funcion de Liapunov

S pa—
V(Sau7v07vlaQ) = / 1 AQ

W (1- A
dn + c1(u+v1) +c2/ n=(=-X)
A2

1—Xs n

dn
con c1,c2 > 0 a determinar en la demostracion.

Se puede ver facilmente que V(E1) = 0 y que V(S,u,vo,v1,Q) € CH(R, R). Ademds,
V(S,u,vg,v1,Q) > 0 para todo (S,u,vg,v1,Q) € A\ E1 donde

A=Q- {(S,0,0,0,Q)} = {(S,U,’Uo,vl,Q)|S > 0,u>0,v9>0,v1 20,Q > 0} - {(S,0,0,0,Q)}

en efecto:

n—2A2

= Para S > Ao se tiene que -

> 0 y entonces la integral es positiva

n—A2
n

= Para S < Ay se tiene que < 0 y entonces la integral es positiva

Lo mismo ocurre para la integral de vy y debido a que c1,co > 0 se tiene entonces que V (S, u, v, v1, Q) > 0.
Ahora se procederd a determinar el signo de la derivada de V.
. S— A . . —(1—=Xg) .
vV = 2S+cl(u+vl)+02wvo
S Vo
= A(S) + B(S, )u+ C(S)v1 + D(S)vo — ca(1 — Ap)p— (5.7)

V0
< A(S) + B(S,¢)u + C(S)v1 + D(S)vo
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donde las expresiones para A(S), B(S, ¢), C(S) y D(S) estin dadas por:

AS) = w —co(1— )\2)(@57_7:25 - 1)
B(s.¢) = —CAmOQ) (S 4y ) 4o
o —(S — )\Q)ml Sm1
o) = =% +Cl(a1+5’_1)
o —(S - )\g)mg Smg
D(S) - as + S +02(a2+5’_1)
A partir de A(S) sea
(5-29)(1-8)
T(S)= =

(17,\2)(%71)

Entonces se tiene que T'(S) > 0 para todo S € (0,1) \ A2, T(1) =0 y ademds se tiene que:

Ao 5" Mo
lim T'(S) = +o0 Jim T(S) = Jim 5 — 27z
o= ST T ()
Ast, al tomar cg = m;:Q se tiene que A(S) < 0. Ademds, al sustituir este valor de ca en D(S) se

tiene que D(S) = 0.

Como B(S, ¢) depende de c¢1 y ca, es necesario considerar por separado los casos en que ¢1 = co
y c1 # ca. En el caso en que ¢1 = ca, al sustituir el valor de ca en C(S) y B(S, ¢) se obtiene que

O(S) = m[S(ml - mg) + (a2m1 — almg)]

B(S,¢) = "L [S (2222 — 1) 4 o]

De la hipdtesis (5.5) se tiene que la recta entre corchetes en C(S) es negativa y por lo tanto lo
es C(S). Ahora, la recta entre corchetes en B(S, ¢) la cual se denotard por 1(S), es positiva ya que
1(0) > 0 y tiene pendiente positiva, asi se tiene que:

B(S.¢) = "LHU(S) < 7m51(8) = O(S)
y debido a que C(S) < 0 entonces B(S, ¢) < 0.

Para el caso en que ¢1 # ¢z, a partir de C(S), sea

(S=Xg)my
T1(S) = =
airs 1
Entonces se tiene que T1(S) es decreciente para toda S en (0,1) y ademds satisface que T1(0) > 0,
T1(A2) =0,T(\) >0y

lim T3(S) =+ lim T1(S) = —o0
S—Af S—AT
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Asi, para el caso (i), se elige ¢ = T1(0) y como T1(S) es decreciente y su denominador es negativo
(pues A1 > 1) se tiene que C(S) < 0.

Para el caso (ii), debido a las propiedades de T1(S) antes mencionadas, existe ¢1 > 0 tal que

méx T1(S) < ¢; < min Ty(S5)
(0,A1) (A1,1)

si no existiera c1 que satisfaga la relacion anterior entonces se tendria que existe un 3> 0 tal que
T1(S) = [ tiene al menos dos raices distintas m, n2 satisfaciendo 0 < m < Ada < Ay <12 < 1 (las

raices no pueden estar en [Ag, 5\1) pues aqui T1(S) es negativa). Sin embargo, esto no puede ocurrir
pues T1(S) = B es un polinomio de grado 1.

Al analizar los valores criticos de T1(S) se obtiene que

A A
2m1<01§(1_)\2) miA1

al al(l —5\1)

(5.8)

mada
as

Ast, debido a la hipdtesis (5.6), la relacidn para ¢1 (5.8) y debido a que ¢y =
ca < c1 y por lo tanto

se tiene que

B(S,6) = "D [(S) — ¢; — pler — 2) < "AD [(8) — ¢

Donde L(S) = S(c1 — 1) + A2 > 0 debido a la hipdtesis (5.6); por lo tanto se tiene que

B(S,¢) < "2HLL(S) — e1 < M5 L(S) — e = O(S)
Ast, debido a que C(S) < 0 se tiene que B(S,¢) < 0.
Ahora se obtendrd la mdzima region invariante en el conjunto {(S,u, v, v1,Q) | V= 0}. Como

A(S), B(S,9),C(S) <0, D(S) =0y V estd dada por (5.7), dicho mdzimo debe ser el caso en que
A(S) =0, es decir,

(S=X)?(S+¢)=0

Entonces S = Ay. Mds ain, B(Aa,¢) < 0 y C(A3) < 0 (pues Ay < 5\1, Q) <1lyecr—co >0),
ast u = vy = 0. Ahora, los valores constantes S = Ao, u = v1 = 0 forzan a tener vg =1 — Ay y por
tanto Q = Q7F, donde Q5 es la Unica raiz positiva de (1 — 2)(g+ z) = hz(1 — A2). El dnico conjunto
invariante en esta region es el punto de equilibrio E1. Asi, por el Principio de Invarianza de LaSalle
[8], el punto de equilibrio E1 serd globalmente estable. m

Teorema 11. Si 0 < A\ < 1, se cumple alguna de las siguientes dos condiciones
(1) Ao >1
(i) A1 <X <1

donde :;i);i =1y % =1y ademas se satisface alguna de las siguientes dos condiciones:
1 1

my > Mo az > ai (5.9)
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1+ a9 1+a;
<
mo mq

(5.10)

entonces el punto de equilibrio Fy = (;\1, 0,0,,1— 5\1, Q@3) es globalmente asintéticamente estable.

Demostracién Considérese la funcion de Liapunov

S N v N
— 1 —(1—=X
V(S,u,vo,vl,Q)z/ n ; 1d7]—|—clu—|—czvo—|—cl/ udr]
A

1- X1 n

con c1,c2 > 0 a determinar en la demostracion.

Se puede ver facilmente que V(E>) = 0 y que V(S,u,vo,v1,Q) € CH(R, R). Ademds,
V(S,u,vg,v1,Q) > 0 para todo (S,u,vg,v1,Q) € A\ Ey donde

A=Q-— {(S,0,0,0,Q)} = {(S,U,’l}o,’l}l,Q)|S > 07“ > 07“0 > 0,’[)1 > OaQ > 0} - {(57070707Q)}

en efecto:

» Para S > \; se tiene que > 0 y entonces la integral es positiva

» Para S < \i se tiene que < 0, es decir la integral es positiva

Lo mismo ocurre para la integral de vi y debido a que c1,co > 0 se tiene entonces que V (S, u, v, v1, Q) > 0.
Ahora se procederd a determinar el signo de la derivada de V.

. S— X —(1=X
vV = —1S+01u+0200+01wv'1
S V1
U

= A(S) + B(S, ¢)u+ C(S)v1 + D(S)vo — c1 (1 - 5\1)@(1 — Q) (5.11)
< A(S) + B(S, d)u + C(S)v1 + D(S)vo

donde las expresiones para A(S), B(S, ¢), C(S) y D(S) estin dadas por:

ag) = B (2 )
B(s,9) = —EAmAQ) (SR (14 ) 4o
o —(S - 5\1)m1 Sml
as) = =% +Cl(a1+5’_1)
o —(S — 5\1)m2 Smg
D($) az + S CQ(CLQ—I—S_I)
A partir de A(S) sea
(5-41A-5)
T(S) = =

N S
(1_)‘1)(%_1)
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Entonces se tiene que T(S) > 0 para todo S € (0,1)\ A1, T(1) = 0 y ademds se tiene que:

Ay_s® miA
lim T/(S) = +o0 lim T(S) = lim N = A
= -
Ast, al tomar ¢y = malfl se tiene que A(S) < 0. Ademds, al sustituir este valor de ¢1 en C(S) se

tiene que C(S) = 0.

Como B(S, ¢) depende de c¢1 y ca, es necesario considerar por separado los casos en que ¢1 = co
y c1 # ca. En el caso en que ¢1 = ca, al sustituir el valor de ¢c1 en D(S) y B(S, ¢) se obtiene que

B(S,¢) = ™21 ($ — 1) < 0

al

Debido a que ¢(Q) < 1. Ademds,
D(S) = W[S(mg —mq) + (agme — agml)]

De la hipdtesis (5.9) se tiene que la recta entre corchetes en D(S) es negativa y por lo tanto lo

es D(S).

Para el caso en que ¢1 # ¢z, a partir de D(S), sea

(S—=A1)mo
T1(S) = =
apts 1
Entonces se tiene que Ti(S) es decreciente y ademds satisface que T1(0) > 0, Ty(Ay) =0, T1(1) > 0

Y
lim T,(S) = +o0 lim T,(S) = -0
S—Af S—Ay

Ast, para el caso (i), se elige co = T1(0) y como T1(S) es decreciente y su denominador es negativo
para toda S en (0,1) (A2 > 1), se tiene que D(S) < 0.

Para el caso (ii), debido a las propiedades de T1(S) antes mencionadas, existe ca > 0 tal que

méx T1(S) < cg < min T1(S
pixTi(S) < e < min To(S)

si no existiera co que satisfaga la relacion anterior entonces se tendria que existe un 3 > 0 tal que
T1(S) = 8 tiene al menos dos raices distintas m, n2 satisfaciendo 0 < m < M <A < 2 < 1 (las
raices no pueden estar en [;\1, A2) pues aqui T1(S) es negativa). Sin embargo, esto no puede ocurrir
pues T1(S) = B es un polinomio de grado 1.

Al analizar los valores criticos de T1(S) se obtiene que

;\1m2 L maAg
<< (1=—XN)———— 5.12
a2 =2 ( 1)0,2(1—)\2) ( )
Ast, debido a la hipdtesis (5.10), la relacion para co (5.12) y debido a que ¢ = MM e tiene

que c3 < c1 y por lo tanto
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B(S,9) = ™21(p — 1) + u(ez — 1) < ™2 (p— 1) < 0

Al obtener la mdzima region invariante en el conjunto {(S,u,vo,v1,Q) | V =0} se tiene que,
como A(S), B(S,¢),D(S) <0, C(S) =0y V estd dada por (5.11), dicho mdzimo debe ser el caso
en que A(S) =0, es decir,

(S =A)*(S+4) =0

Entonces S = \. Mds atn, B(5\1,¢) <0y D(;\l) < 0 (pues A < A2, d(Q) <1 yecg —eg >0),
ast u = vy = 0. Ahora, los valores constantes S = Ao, u = v1 = 0 forzan a tener vg =1 — Ay y por
tanto Q = Q7F, donde Q7 es la dnica raiz positiva de (1 — z)(g+ z) = hz(1 — A2). El dnico conjunto
invariante en esta region es el punto de equilibrio E1. Asi, por el Principio de Invarianza de LaSalle
[8], el punto de equilibrio E5 es globalmente estable. m

Puntos Localmente Condicién de
Caso de Existencia asintéticamente Estabilidad Demostracién
Equilibrio estable si global
General | Eo =(1,0,0,0,1) Siempre 1 < min{\s, 5\1} 1 < min{Az, 5\1} Comparacién
(b: FE1 :()\2,071*/\270,QI) 0< <1 Ao < A1 m1 < ma, a2 < ai Teorema 10
0= mom
w=0 | E2=(A1,0,0,1—X1,Q3) 0<Aa <1 A2 > A1 my > ma, az > a1 | Teorema 11
¢=1 | E3=(\1,u3,v5,,0,Q3) %’% < 2211';{"1 <1 Inestable — —

Cuadro 5.1: Resultados de existencia y estabilidad para el modelo dado por (5.1)

Donde
mlj‘} -1
a1+
mid
e =p+1
maoda
" aatas 1

= (1-Q1)(g+Q7) =hQi(1—A2)
= (1-Q3)(9+Q3) = hQ3(1 ).
» (1-@3)(g+Q3) = hQ3ug,-

5.3. Resultados Numéricos

Se consideraron dos tipos de graficas, el plano fase y las trayectorias en el tiempo. Las condiciones
iniciales para las gréficas que representan al plano fase son €'1(0.8,0.01,0.1,0.01,0.5),
C2(0.2,0.01,0.8,0.1,0.5), C3(0.8,0.02,0.01,0.3,0.3) y C4(0.2,0.01,0.01, 1, 0.5) mientras que los para-
metros que se consideron son m; = 1.2, me = 1.1, a; = 0.05 y ag = 0.01 para los casos en que el
punto de equilibrio F; (representado con un rombo) es estable y my; = 1.1, mg = 1.2, a3 = 0.01 y
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as = 0.05 para los casos en que el punto de equilibrio Es (representado con un cuadrado) es estable.
El resto de los pardmetros estdn dados por a = 0.2, u = 0.07, A = 0.1, h = 0.001 y g = 0.05 (cam-
biando los valores de A y u dependiendo del caso especial que se esté graficando). En las gréficas
que muestran la trayectoria de las bacterias en el tiempo, la bacteria u esta representada en rojo,
la bacteria v1 en azul y la bacteria vy en verde.
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0.015

Sactetia Resistente mutante

Bacteria Sikestre TlEMPO

Figura 5.1: ¢ = 1. En este caso el punto de equilibrio F; = (0.1,0,0.9,0,0.99) es globalmente estable.
En la figura que representa el plano fase se puede ver que, aunque Es existe, la estabilidad global
de E; hace que ninguna trayectoria tienda a este punto pero si lo atraviezan.
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Bacteria Resistente fenotipica
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Bacteria Sikestre TlEMPO

Figura 5.2: ¢ = 1. En este caso el punto de equilibrio E» = (0.1,0,0,0.9,0.99) es globalmente estable.
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Figura 5.3: ¢ = 0. En este caso el punto de equilibrio F; = (0.1,0,0.9,0,0.99) es globalmente
estable. Se puede observar que, a diferencia del caso ¢ = 1, la trayectoria que sigue u en el tiempo
no presenta un crecimiento antes de tender a cero, esto ocurre debido a que ¢ = 0 elimina el consumo
de nutriente por parte de u y por tanto su densidad nunca se incrementara.
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Figura 5.4: ¢ = 0. En este caso el punto de equilibrio F5 es globalmente estable. Se tiene el mismo
comportamiento que para F; globalmente estable. Se puede observar que la trayectoria para wv;
cuando Fs es globalemente estable, es igual a la que sigue vy cuando F4 es globalmente estable.
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Figura 5.5: u = 0. En este caso el punto de equilibrio F; es globalmente estable. Se puede ver que
la eliminacion de las bacterias u y v; es mas lenta que en los casos particulares anteriores.
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Figura 5.6: = 0. En este caso el punto de equilibrio Fs es globalmente estable. Al igual que para el
punto de equilibrio F1, aqui la eliminaciéon de las bacterias es mas lenta que para los casos anteriores.
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Figura 5.7: Todos los pardametros son distintos de cero. En este caso el punto de equilibrio F; es
globalmente estable. El comportamiento de las bacterias en el tiempo es muy similar al del caso

p=70
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Figura 5.8: Todos los pardametros son distintos de cero. En este caso el punto de equilibrio Fs es
globalmente estable.

Las figuras anteriores, ilustran el hecho de que el sistema (5.1) puede modelar un fenémeno de
biorremediacién o de tratamiento médico, lo anterior debido a que la bacteria silvestre es eliminada
del medio.

Concluyendo se tiene que, en este caso se puede elegir de antemano cual de los dos tipos de
bacteria resistente se quiere que sobreviva en el medio (con una buena eleccién de los pardmetros).
Ademis, dicha eleccion se puede hacer sin considerar un tiempo especifico para la observacién, como
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ocurre en el caso estudiado en el capitulo anterior, en el cual se supuso que las funciones de consumo
son iguales para todas las bacterias.



Capitulo 6

Mutacion y Cambio Fenotipico:
Caso general, considerando el
origen de las bacterias.

En este capitulo se estudiard el modelo (1.4) de manera general, es decir, se considerard que el
inhibidor que se estd introduciendo en el quimiostato hace que; de las nuevas bacterias fenotipica-
mente resistentes, una fraccién [ sea resistente al inhibidor y tenga la capacidad de reproducirse
sin perder esta caracteristica mientras que el resto de ellas, v = 1 — 3, sea sensible al inhibidor.
Matemadticamente, esto se reduce a considerar en (1.4) valores distintos de cero y/o uno para vy 3.

En este capitulo se considerara que las funciones de consumo para las tres bacterias involucradas
en el modelo son las mismas, es decir, se tomard en cuenta que el consumo de nutriente depende
s6lo del origen de las bacterias (la bacteria u) y no tanto de los requerimientos que cada una de ellas
tenga debido al tipo de resistencia que presentan ante la presencia de un inhibidor. Mateméticamente
esto equivale a considerar en (1.4) que las tasas de crecimiento méximo m; y me al igual que las
constantes de Michaelis-Menten a; y as son iguales entre si, es decir, m; =ms =m y a1 = az = a.
Esta suposicién llevard a una reduccién en el niimero de pardmetros involucrados en (1.4) obteniendo
el sistema

S=1-9- G,S—:ns (u(b(Q) + v+ Uo) (6.1a)
o ﬂns (u¢(Q) + m) — (n+1+a(1 - 6(Q)) (6.1b)
vy = UO(aimS - 1) + pu (6.1c)
" :m(aimsg—Q +a(l—(Q))u (6.1d)
lel—Q—g}:_QQ(Uo-i-vl) (6.1¢)

71



CAPITULO 6 72

6.1. Estabilidad Local

Claramente, cuando la bacteria silvestre u no esté presente en el sistema o cuando cualquiera de los
dos tipos de bacteria resistente vy 0 v1 tampoco esta presente en el medio, las soluciones del sistema
tienden al estado de equilibrio Ey = (1,0,0,0,1). La matriz Jacobiana del sistema, para un punto
general E = (S, u,v,v1,Q) € 2, donde Q estd definido como antes (ver ecuacién (1.2)), estd dada
por:

—An a+S r59(Q) _f—i-—mS _f—i-—mS a+Su¢I(Q)
G (ud(Q) +yv) Az 0 2y (Sre)w©
A= ey poooEel o 0
(a+S)2 ﬁvl 04(1 - ¢(Q)) SQ aJrsz_ 1 _au¢/(Q)
0 0 0 Py —4ss

Donde

All = 1 + — ( T S) (Ud)(Q) + V1 + ’UO)

Sm
Ay = ZE0(Q) — (140l -6(Q)
gh
Ass = 14+ ——=(wo+v
” G+t
Asi, sustituyendo el punto Ey en la matriz Jacobiana se obtiene el siguiente polinomio caracteristico
en x:
2 m )
(—l—x) (a+1—1—x) (a: —|—F1x—|—F2)—O
Donde
m(e™ + f)
P = 2 -
1 o +2+p el

(6.2)
A

o= (E )G )+ (0 ) () +u(i-9)

y a1 = a(l —e ). Se puede ver que E es localmente asintéticamente estable si y sélo si Fy, Fp > 0
para lo cual es suficiente que

m . 1 1
< mm{l, -, —} =1
a+1 B e
Mis adelante se mostrara que esta condicion no se satisface cuando existe un punto de equilibrio no
trivial, el cual se denotara por Fj.

Se puede ver que el pardmetro de rompimiento del sistema (6.1) definido como en [28], [27],
[9], [10], [2], estd dado por:
m)\o

a+ Ao

=1
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Ademsds, de (6.1e) se tiene que, si Q7 es la coordenada de @ en el punto de equilibrio, Q7 debe ser
una raiz positiva del polinomio:

z2+[g—1+h(v0—|—v1)]z—g=0

el cual, tiene una sola raiz real positiva y por lo tanto, el punto de equilibrio es Ey = (Ag, 0, 1— Ao, 0, Q7)
el cual tiene sentido biolégico si y sélo si 0 < A\g < 1. Sustituyendo F; en la matriz Jacobiana se
obtiene el polinomio caracteristico dado por:

(1 202 0) (1) (o 220 ) o

Donde R(z) = 2+ 2(p+ 1 —¢(Q}) + v+ o) +v(L+ p — ¢(QF)) v s = a(l — #(Q7)). Debido
a que ¢(Q7F) <1 se tiene que los coeficientes de R(z) son positivos y dado que el determinante de
R(z) es positivo se tiene que todas las raices del polinomio caracteristico son reales negativas, es
decir, el punto de equilibrio F; es localmente estable.

Algunos casos especiales.

Cuando se supone que u # 0,v9 # 0 y v1 # 0 se estd estudiando un problema completo de
competencia entre bacterias en un quimiostato. Antes de analizar este problema general de existencia
y estabilidad local se estudiardn algunos casos particulares del modelo presentado en (6.1) los cuales
ayudaran a tener alguna intuicién sobre la dindmica del sistema. Los casos que se estudiaran son:

(i) Cuando X es pequeiia (¢(Q) = 1), es decir, el efecto del biocida es minimo.
(ii) Cuando A es grande (¢(Q) =2 0), es decir, se tiene un alto grado de inhibicién del biocida.
(iii) Cuando u = 0 pero ¢(Q) # 0y ¢(Q) # 1, es decir, no hay mutacién.

En los casos (i) y (ii) se hace uso del teorema de Markus [25] para considerar los valores de
®» =0y ¢ =1 ya que estos son los valores limite de la funcién ¢(p) = e *% cuando A — oo y
A — 0. Al estudiar los modelos correspondientes a cada uno de los casos particulares se obtuvo que
los puntos de equilibrio estan dados por Ey y F; definidos anteriormente y solamente en el caso
particular (ii7) (1 = 0) se puede tener la existencia de un tercer punto de equilibrio (ver apéndice
A.7). La estabilidad de Ey y Eq permanecié igual que antes como se ilustra en las figuras (4.1)-(4.3).

Existencia de puntos no triviales para el modelo general.
Considerando el modelo general dado en (6.1) con p # 0, ¢(Q) # 0y ¢(Q) # 1 se tiene, de (6.1¢)

_ _1({8Sm __
u = #(a+s l)vo

Al sustituir este valor en (6.1a), (6.1b) y (6.1d) se obtienen las expresiones:

1_S_U1+UO(%GS-|-mS_i_1):O (6.3)
(s - DI(Tge 1w —m] =0 (6.4

A partir de (6.3) y (6.4) se obtiene que:
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(1-=S)(a+S)u
Smio—1)
Sin embargo, debido a que 1 — ¢(Q) > 0 la expresién dada en (6.5) no tiene sentido bioldgico. Por lo

tanto, no existe un punto de equilibrio no-trivial donde los tres tipos de bacterias estén presentes.
El comportamiento del modelo general puede verse en las figuras (6.4).

Vo = (65)

6.2. Estabilidad Global

Para determinar el comportamiento global de los puntos de equilibrio se debe observar que,
en ausencia de E; las soluciones del sistema deberdn tender al punto Ey (serd el tnico punto de
equilibrio), es decir, las bacterias tienden a desaparecer del sistema. En el caso en que E; exista se
tendra el siguiente resultado:

Teorema 12. Si \g < 1 donde :_?AOO = 1, entonces lim;—oou(t) = limi—oov1(t) = 0. Mas aun,

E1 = (X0,0,1— Xo,0,Q*) es globalmente asintéticamente estable para el sistema (2.1).

Demostracion La demostracion de este teorema estard basada en argumentos de fluctuaciones
de la misma forma en que se realizé para el Teorema 2. m

Los resultados de existencia y estabilidad para el modelo (6.1) estdn resumidos en la tabla 6.1.

Puntos Localmente Condicién de
Caso de Existencia | asintéticamente Estabilidad Demostracién
Equilibrio estable si global
Ey =(1,0,0,0,1) Siempre Fi,F; >0 Fi,F; >0 Comparacién
General
¢=0 E1 = (X0,0,1— X0,0,Q7) Ao <1 Estable Ao <1 Fluctuaciones
=1
uw=20 Posibilidad de tercer punto — — — —

Cuadro 6.1: Resultados de existencia y estabilidad para el modelo dado por (6.1)

Donde

» Iy y F, estdan dados en la ecuacién (6.2)

mio __
a+Ao - 1

= Q7 es la raiz positiva de (1 — 2)(g + 2) = hz(1 — Ag)

= )\ es tal que

6.3. Resultados Numéricos

Para las graficas que representan el plano fase se consideraron las condiciones iniciales
(C1(0.8,0.01,0.1,0.01,0.5), C2(0.02,0.01,0.8,0.1,0.5), (3(0.8,0.02,0.01,0.3,0.3) y
C4 (0.2,0.01,0.01,1,0.5) y los valores para los pardmetros fueron: m = 1.1, a = 0.03, « = 0.2,
w=0.07,A=0.1,h =0.001 y g = 0.05 (cambiando los valores de p y X para los casos especiales). Los
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puntos de equilibrio son Ey = (1,0,0,0, 1) (representado con un asterisco) y E1 = (0.3,0,0.7,0,0.99)
(representado con un rombo). En cuanto a las graficas que muestran la trayectoria de las bacterias
en el tiempo se tiene que, la bacteria u estd representada con rojo, la bacteria v; con azul y la
bacteria vy con verde.
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Bacteria Sikestre T|EMPO

Figura 6.1: Para la realizacién de las simulaciones se consideré que v = 8 = 0.5. ¢ = 1. Se puede
observar que la bacteria silvestre, a diferencia de la variante fenotipica, presenta un ligero crecimiento
antes de empezar a desaparecer del sistema.
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Figura 6.2: Para la realizacién de las simulaciones se consider6 que v = 8 = 0.5. ¢ = 0. A diferencia
del caso anterior, ninguna de las dos bacterias que son eliminadas del sistema tienen crecimiento
previo a su decaimiento.
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Figura 6.3: Para la realizacién de las simulaciones se consider6 que v = = 0.5. u = 0. Al igual que
en el caso particular ¢ = 1, la bacteria silvestre presenta un ligero crecimiento antes de empezar a
desaparecer del sistema, sin embargo, puede observarse que en este caso, el crecimiento es menor
que en caso antes mencionado.
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Figura 6.4: Para la realizacién de las simulaciones se consideré que v = 8 = 0.5. Se observd que,
para valores de 7y distintos a los de § (siempre que cumplan que 7 + 3 = 1) se tiene el mismo
comportamiento que para v = = 0.5 y lo inico que cambia es la curvatura de la trayectoria en el
tiempo para la bacteria representada por vy pues cuando v < 3 la curvatura disminuye y cuando
~ > [3, aumenta.

Las graficas anteriores ilustran la existencia de exclusién competitiva, siendo la bacteria mutante
la sobreviviente, tal como se demostré de manera analitica.
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Asi, puede concluirse que, si se utiliza el sistema (6.1) para modelar procesos de biorremediacién
o de tratamiento médico, se garantiza la eliminacién de la bacteria silvestre del medio. Debe notarse
que, los resultados aqui mostrados coinciden con los obtenidos de manera practica por Miller [6]
pues hay una fraccién de bacterias que sobreviven al tratamiento debido a una resistencia adquirida
por mutacion.






Capitulo 7

Mutacién y Cambio Fenotipico:
Caso general.

En este capitulo se supondra, al igual que en el capitulo anterior, el modelo (1.4) de manera
general, es decir, se considera que el inhibidor que se esté aplicando hace que, de las nuevas bacterias
fenotipicamente diferenciadas de las silvestres una fraccidon es sensible al inhibidor y la otra es
resistente a éste. Sin embargo, a diferencia del estudio anterior, aqui se considerard que las funciones
de consumo de nutriente son distintas para cada bacteria, es decir, se considerara el hecho de que
los requerimientos de nutriente son distintos en cada bacteria dependiendo del tipo de resistencia
que cada una de ellas presenta. Es decir, se estudiara el modelo general dado por:

Smq Sma

§ =15 = TR (ud(Q) + 1) — o (7.1a)
o = ug(Q) + yu1) — (u-+ 1+ a1 - 9(Q))u (7.1b)
v = 0(@5:’325 - 1) + (7.1¢)
v :vl(%ﬂ— 1) +a(l — 6(Q))u (7.1d)
Q=1-Q- QZQQ(’UQ—I—Ul) (7.1e)

En este caso, la fracciéon de bacterias fenotipicamente diferenciadas de las silvestres que sobre-
viven a la presencia del inhibidor pero cuya descendencia es sensible a este se denota por v y la
fraccién que sobrevive y se reproduce siendo resistente al inhibidor esta representada por .

7.1. Estabilidad Local

Claramente, como en el caso m; = ms y a1 = as, cuando la bacteria silvestre u no esta presente
o cuando cualquiera de los dos tipos de bacteria resistente vy o v1 no estd presente en el medio, las
soluciones del sistema tienden al estado de equilibrio Fy = (1,0,0,0,1). La matriz Jacobiana del

79
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sistema, para un punto general F = (S,u,vg,v1,Q) € 2 donde 2 estd definido de la misma forma
que antes (ver ecuacién (1.2)), estd dada por:

A Q) S S S
s (up(Q) + ) A 0 Smey (E25 4 0)ud(Q)
— asm Sm
A= Ttz vo 1 oy — 1 . 0 0
mﬁvl o(l - ¢(Q)) SQ alﬂ_ﬁgﬁ -1 —aud'(Q)
0 0 0 o —4ss
Donde
aimy a1
A = 14— _ ez
11 + (a1 + 9)2 (up(Q) +v1) + (as 1 5)21’0
Sm1
Agy = — (n+1+a(l-6(@)
22 o+ 5,@5(@) pt1+a(l—¢(Q))
gh
A55 = 1—|— W(UO—FUl)
Asi, sustituyendo el punto Ey en la matriz Jacobiana se obtiene el siguiente polinomio caracteristico
en x: )
(1+x> ( m2 —1—3:)(x2+A1x+B1):O
as +1
Donde
A = 2- -
1 a1+1(ﬁ+€ )+ p+o
mia mq Y ma
B = (1- 1-— 1— 1-
L= (0= - e (1 - ) (G ) + (1= )

y donde a; = a1 — e™*). Se puede ver que Ej es localmente asintéticamente estable si y sélo si

ma
<1 7.2
ot 1 (7.2a)
A > 0, By >0 (72b)

Obsérvese que para que (7.2b) se satisfaga, es suficiente que

1 1

<mm{1,—,—}:1 7.3

e_)\ 6 ( )

Més adelante se mostrard que la condicién (7.2a) no se satisface cuando existe un punto de

equilibrio no trivial, el cual se denotara por E7, asi si se quiere la existencia de ambos puntos de

equilibrio se tendra que FEj es inestable. Por otro lado; si E; no existe, biolégicamente hablando,
entonces el punto Ey podra ser localmente estable si la condicién (7.2b) se satisface.

a1 +1

De las ecuaciones (7.1c) y (7.1d) se puede ver que los pardmetro de rompimiento del sistema
(7.1) para vg y v1 estdn dados, respectivamente, por las soluciones de las ecuaciones:
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mao Ao — 1 ml)\?— _ 1

az+Az2 ay +>\T B

entonces se tiene el punto de equilibrio dado por E1 = (A2,0,1 — X2,0,Q7), donde Q7 es la tnica
raiz positiva del polinomio (1 — z)(g + z) = hz(1 — X2). E; tiene sentido biolégico si 1 > Ay > 0.
Sustituyendo F; en la matriz Jacobiana se obtiene el polinomio caracteristico asociado:

(480 2) (1) () (0 ) =0

Donde

_ Aamy . .
Ay = 2—a1+/\2(5+¢(Q1))+M+a

Ao Aoy Aamy
B, = (1- (- 0)+(1- )(Bu+a®) + (1 -
: ZE ) (1- 22 g(Q)) I (G +-a”) + L~ 9)
y o = a(l — ¢(Q7)). Entonces E; serd localmente estable si y sélo si Ay, By > 0 para lo cual es
suficiente que
ml)\g
a1 + A2

11

El comportamiento gréfico de las soluciones del sistema en este caso puede verse en la figura (7.7).

Algunos casos especiales.

Antes de abordar el caso general en el que u # 0,v9 # 0 y v1 # 0, se estudiarédn algunos casos
particulares del modelo presentado en (7.1) los cuales ayudardn a tener una idea previa sobre la
dindamica de las soluciones del sistema. Los casos que se estudiaran son:

(i) Cuando X es pequeiia (¢(Q) = 1), es decir, el efecto del biocida es minimo.
(ii) Cuando A es grande (¢(Q) = 0), es decir, se tiene un alto grado de inhibicion del biocida.
(iii) Cuando p = 0 pero ¢(Q) # 0y ¢(Q) # 1, es decir, no hay mutacién.

Para los casos (i) y (ii) se consideran los valores de ¢(Q) = 1,0 respectivamente, esto debido a
que son los limites de la funcién ¢(p) = e~*? cuando A — oo y A — 0 y a que el teorema de Markus
garantiza que los conjuntos omega-limites del sistema original y el sistema al tomar A - coy A — 0
coincidirdn [25].

El caso especial ¢(Q) = 1.

Al considerar ¢(Q) = 1 en el sistema (7.1) se obtienen los pardmetros de rompimiento Ay y
)\]L definidos anteriormente ademéas de un nuevo parametro de rompimiento A; el cual satisface la
relacion

mid
ar+i1 L+ H

Los puntos de equilibrio son Ey = (1,0,0,0,1), E1 = (X2,0,1 = X2,0,Q7), E2 = (A1, u3,v5,,0,Q3)
Yy E3 = (Afa u;vvag,aq];;v@g)a donde
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A1m
ok = o (1) v (1A
2 s 1 02 T — 1
o f Afma
. (1= )(a;ﬂr—l) , . a.b
Uz = A mo 51 m Vo3 = A mo 51
02+>\T a2+>\i*'
(1—A1+)( *1?:1—1) 5
Ui, = Frp e (1=Q1(g+ Q1) = hQ7(1 = Az)
ag+AT p-1
(1-Q3)(9 +Q3) = hQ3ug, (1= Q35)(g + Q3) = hQ5(vg, +v1,)

El punto de equilibrio dado por E; tendra sentido bioldgico si y s6lo si 0 < A2 < 1, el punto Es

tendrd sentido bioldgico si y sélo si 0 < A; < min{1, A2}y :‘21_:’;21 < 1+ p y el punto de equilibrio

E5 tendrd sentido biolégico si y sélo si 0 < A\] < min{a, A1 }.

Sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio se tiene que

= Ej serd asintoticamente globalmente estable si y sélo si 1 < min{A1, Az, )\f}
= F; serd localmente estable si y sélo si 5\1 > Ao

» [ es localmente estable si y slo si A\; < min{\, A2}

» 5 serd localmente estable si /\Ir < A2 y ademas se satisfacen las condiciones de Routh-Hurwitz
para su polinomio caracteristico (ver apéndice A.8).

El pardmetro de rompimiento A; estd dado por la solucién de la ecuacion % = 1. El compor-
1

1
tamiento de las soluciones del sistema (7.1) en este caso especial puede verse en las figuras (7.2) y
(7.3).

El caso especial ¢(Q) = 0.
Al considerar ¢(Q) = 0 en el sistema (7.1) se obtienen los pardmetros de rompimiento A (definido
anteriormente) y Az que satisface la ecuacién

mids _ _l+pta
a1+A3 B(1+p)+a

Los puntos de equilibrio son Ey = (1,0,0,0,1), By = (X2,0,1 = X2,0,Q7),y Ey = (A3, u}, v5,,v71,, Q1)
donde

_ Agma
w (1 )\3)(a2+,\3 1) vE — py(1—XA3)
4T 282 (1 pta—py) —(1+pta) 04 PAEZ (I pta—py)—(L+u+a)

(1-2s) (3;323 —1) (5(1+u)+a)

*
'U14—

(1=Q1)(g+ Q1) =hQ7(1 - A2)

+
Mﬂ_l
a2t

(1 =Q1(g + Q1) = hQi(vg, +v1,)
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El punto de equilibrio dado por F; tendra sentido biolégico si y s6lo si 0 < A2 < 1y Fy ten-
drd sentido bioldgico siy sélo si 0 < Az < min{l, \2}.

Sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio se tiene que
= Ey serd asintoticamente globalmente estable si y sélo si 1 < min{Aa, A3}
= F; serd localmente estable si y sélo si 5\1 > Ao

= F, serd localmente estable si A3 < Ay y ademas se satisfacen las condiciones de Routh-Hurwitz
para su polinomio caracteristico (ver apéndice A.9).

El pardametro de rompimiento A1 estd dado como la solucién de la ecuacién mjr); = 1. El compor-
tamiento de las soluciones del sistema (7.1) en este caso especial puede verse en la figura (7.5).

El caso especial ;1 = 0.

Al considerar 1 = 0 en el sistema (7.1) se obtiene, a partir de la vg-ceroclina, que vg =00 .5 = A
(definido anteriormente). En el caso en que S = Ay se obtienen los puntos de equilibrio dados por
Ey = ()\27 0,1- A27 0, Q*)a y Es = ()\27 U;, ’U857UT57Q;)7 donde

_ (1-Q3)(g+Q5) . 1—-X
us = 1= o = 0= s = (uzo(@3)rui,) 20
o(22m 1)
Vi, = — (1-Q)g+Q") =hQ*(1 - o)
( Aomq _1)+( Aomq 8- ) Agmq
a1 +XAg a1tArg al+A2

Aom Agm
(i ()

Q* _ ¢71
57 Agmq 1 + Agmq 1 Agmq
a1 trs ¢ TS vt Frev,

El punto de equilibrio dado por F; tendra sentido biolégico si y s6lo si 0 < A2 < 1y Fj5 ten-

Za . . 2 s . 2 . Aomy 1+a
dra sentido bioldgico si y solo si 1 < i < Gra

En el caso en que vy = 0 se tiene un nuevo modelo a partir del cual se tiene el punto de equilibrio
Ey = (1,0,0,0,1) y la posibilidad de un punto de equilibrio més (ver apéndice A.8).

Sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio se tiene que
= F) serd asintoticamente globalmente estable si y sélo si M >1 y A2 > 1.
= F serd localmente estable si y sélo si A1 > Ag.

= F5 serd localmente estable si existe y ademads se satisfacen las condiciones de Routh-Hurwitz
para su polinomio caracteristico (ver apéndice A.11).

El parametro de rompimiento \; estd dado como la solucién de la ecuacién % = 1. El compor-
1 1

tamiento de las soluciones del sistema (7.1) en este caso especial puede verse en la figura (7.6).
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Existencia de puntos no triviales para el modelo general.

Al suponer que u # 0,v9 # 0 y v1 # 0 se esta estudiando un problema completo de competencia
entre bacterias en un quimiostato. A partir de (7.1b) y (7.1d) se obtiene que

n[sra - o) - (S0 - 1) (S5y0 - (L uratl-))] =0

Debido a que v; = 0 da origen a los puntos de equilibrio E; y Fy ya estudiados, se considerara que
v1 # 0. Asi, se obtiene un polinomio de grado dos en la variable £ := % dado por:

€68 (B +p+a(l-9) +o+9a(1- )¢+ (1+p+all-9) =0 (75)

Se puede ver que el discriminante del polinomio (7.5) y el coeficiente del término independiente
son positivos; ademds, como el coeficiente del término lineal es negativo se tiene que (7.5) tiene sus
dos raices positivas, las cuales serdn funciones de ¢(Q)). Asi, es posible determinar, a partir de estas
raices y las ceroclinas para las ecuaciones de u, vy y v1 una expresion, Gy, para vy + v; en funcién
de ¢(Q). Ademds, de la ceroclina para la ecuacién @, se tiene una expresion, Ga, para vy + v1 en
funcién de Q. Asi, la existencia de un punto de equilibrio no trivial para el modelo (6.1) se limita
a determinar la existencia de una interseccién biolégicamente aceptable entre G1 y G (es decir, en
el intervalo (0,1)). Los detalles sobre estos célculos pueden verse en el apéndice A.12.

7.2. Estabilidad Global.

El sistema (7.1) presenta dos subespacios invariantes dados por u=v9p=v1 =0y u=v; =0
Al considerar el sistema dindmico generado por (7.1) restringido al conjunto u = v9 = v1 = 0 se
tiene

S'=1-8
Q=1-Q

Claramente, lim;—,Q(t) = lim;—oS(t) = 1, entonces

I (S(1), Q(t)) = (1,1)

t—o0

De igual forma, para el subespacio invariante u = v; = 0 se obtiene,

tli>I?o (S(t)a U()(t), Q(t)) = (A27 1- AQ; QI)

Donde A2 y Q7 estdn definidos como antes. Asi, cuando sea posible probar para (7.1) que
limy— oot (t) = limy— 0o vo (1) = limy—0ov1 () =0 0 limy— oot (t) = limy— 001 (t) =0 se tendrd que las tra-
yectorias del sistema completo serdn atraidas a estos puntos de equilibrio por la teoria de sistemas
asintéticamente auténomos [17], [24].

Observacién 6. La variedad estable de Ey es el conjunto 2-dimensional (S,0,0,0,Q). Si Ay < 1
entonces la variedad estable de E; es v = v1 = 0. En cada caso, la variedad inestable tiene puntos
en el interior del cono positivo 2 pero por el lema de Butler-McGehee [7] (usando el hecho
de que el conjunto omega limite estd acotado), ninguna trayectoria en el interior tiene puntos de
equilibrio como puntos omega limite (ver apéndice A.1).
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Cuando solamente el punto de equilibrio Fy estd presente en el sistema, todas las soluciones
deberan tender a él, es decir, Fy es globalmente asintoticamente estable; bioldgicamente significa
que las bacterias tienden a desaparecer del medio. Esto se puede ver facilmente usando la funcién
de Liapunov V =1 — (S 4+ u+ vo + v1). En el caso en que el punto E; estd presente en el sistema,
FEy serd inestable y se tiene el siguiente resultado.

Teorema 13. Si 0 < Ay < 1, se cumple cualesquiera de las siguientes dos condiciones
(i) Ay >1

(11) Ao < 5\1 <1

donde 222 — 1y A y ademas se cumple alguna de las condiciones:

az+A2 a1+
my < me az < aq (7.6)
my _m
2 <= (7.7)
a2 ai

entonces el punto de equilibrio Fy = (A2,0,1 — A2,0, Q%) es globalmente asintéticamente estable.

Demostracién Considérese la funcion de Liapunov

s U
—A O p—(1-\
V(S7u7v07vlaQ):/ L 2dn+01(u+v1)+02/ Mdﬂ
AT 1-Xs n

con c1,c2 > 0 a determinar en la demostracion.

Se puede ver facilmente que V(E1) = 0 y que V(S,u,vo,v1,Q) € CH(R,R). Ademds,
V (S, u,vo,v1,Q) > 0 para todo (S,u,vp,v1,Q) € A\ E1 donde

A=Q-— {(S,0,0,0,Q)} = {(S,U,’l}o,’l}l,Q)|S > O,U > 07“0 > 0,’[)1 > OaQ > 0} - {(57070707Q)}

en efecto:

= Para S > Ao se tiene que > 0 y entonces la integral es positiva

= Para S < Ay se tiene que < 0 y entonces la integral es positiva

Lo mismo ocurre para la integral de vy y debido a que c1,co > 0 se tiene entonces que V (S, u, v, v1, Q) > 0.
Ahora se procederd a determinar el signo de la derivada de V.

Vo= S_/\25*+c1(u+vl)+c27“0_(1_/\2)00
S Vo
= A(S) + B(S, ¢)u+ C(S)v1 + D(S)vy — ea(1 — No)p— (7.8)

V0
< A(S) + B(S,¢)u + C(S)v1 + D(S)vo
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donde las expresiones para A(S), B(S, ¢), C(S) y D(S) estin dadas por:

) = EREZS o0 ( S )
B(s,9) = —E2mAQ) (SR (1) o
o —(S — )\Q)ml Sm1
o) = =% +Cl(a1+5’_1)
o —(S - )\g)mg Smg
D(S) n as + S +02(a2+5’_1)
A partir de A(S) sea
(5-29)1-5)
T(S) =

- — &
(17,\2)(%71)
Entonces se tiene que T'(S) > 0 para todo S € (0,1) \ A2, T(1) =0 y ademds se tiene que:

MaAa

lim T(S) = +oo lim T(S) = lim 52 =
o AT 0 () @

maAo
as

Ast, al tomar co =
tiene que D(S) = 0.

se tiene que A(S) < 0. Ademds, al sustituir este valor de ca en D(S) se

Como B(S, ¢) depende de ¢1 y ca, es necesario considerar por separado los casos en que ¢1 = co
y c1 # co. En el caso en que ¢1 = ¢z, al sustituir el valor de co en C(S) y B(S,¢) se obtiene que

C(S) = sargy[S(m1 — ma) + (azmy — aymo)]

B(S,¢) = C(S)¢ + ™22 (¢ — 1)

De la hipdtesis (7.6) se tiene que la recta entre corchetes en C(S) es negativa y por lo tanto lo

son C(S) y B(S, ).

Para el caso en que ¢1 # ca, a partir de C(S), sea

(kazg'u
Ti(S) = —=-—=—

a1+S -1

Entonces se tiene que T1(S) es decreciente para toda S en (0,1) y ademds satisface que T1(0) > 0,
Ti(M2) =0y

lim Ty(S) = +o00 lim Ty(S) = —oo

S—AT S—AT
Ast, para el caso (i), se elige c; = T1(0) y como T1(S) es decreciente y su denominador es negativo
(pues A1 > 1) se tiene que C(S) < 0.
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Para el caso (ii), debido a las propiedades de T1(S) antes mencionadas, eziste ¢1 > 0 tal que

méx T1(S) < ¢; < min T4(S5)
(0,A1) (A1,1)

st no ezistiera ¢1 que satisfaga la relacion anterior entonces se tendria que existe un 3 > 0 tal que
T1(S) = B tiene al menos dos raices distintas m, n2 satisfaciendo 0 < m < Ag < M < 12 < 1 (las
raices no pueden estar en Az, 5\1) pues aqui T1(S) es negativa). Sin embargo, esto no puede ocurrir
pues T1(S) = B es un polinomio de grado 1.

Al analizar los valores criticos de T1(S) se obtiene que

A (1—X2) m1AL

aq al(l—;\l)

(7.9)

m2d2 go obtiene
az

Asi, debido a la hipdtesis (7.7), la relacion para c1 (7.9) y debido a que ca =
que c3 < c1 y por lo tanto

B(S,¢) = C(S)¢ +c1(¢p— 1) + pcz — 1) <0

Ahora se obtendrd la mdzima region invariante en el conjunto {(S,u,vo,v1,Q) | V= 0}. Como
A(S), B(S,¢),C(S) <0, D(S) =0y V estd dada por (7.8), dicho mdzimo debe ser el caso en que
A(S) =0, es decir,

(S —A)2(S+%2) =0

Entonces S = A\a. Mds ain, B(A2,¢) < 0 y C(A2) < 0 (pues Aa < 5\1, Q) <1lycr—co2>0),
ast u = vy = 0. Ahora, los valores constantes S = Ao, u = v1 = 0 forzan a tener vg =1 — Ay y por
tanto Q = Q7F, donde Q7 es la dnica raiz positiva de (1 — z)(g+ z) = hz(1 — A2). El dnico conjunto
invariante en esta region es el punto de equilibrio E1. Asi, por el Principio de Invarianza de LaSalle
[8], el punto de equilibrio E1 serd globalmente estable. m

Los resultados sobre la existencia y estabilidad de los puntos de equilibrio para el sistema (7.1),
asi como para los casos particulares considerados (¢ = 1,0, u = 0), se resumen en la tabla 7.2.



Puntos de Condicién Condicién
Caso Existencia de estabilidad de estabilidad Demostracién
equilibrio Local global
Eo =(1,0,0,0,1) Siempre A2 > 1 A2 >1 Comparacion
oy <1 g <1
Ao < )\1, m1 < mo
General | E1 = (A2,0,1 — X2,0,Q7) 0< <1 A2 < M az < a1 Teorema 13
A2 < A1
mi o, mp
Posible existencia de puntos de equilibrio no triviales (ver apéndice A.112) :
Eo =(1,0,0,0,1) Siempre 1< min{2, A\, AT} | 1 <min{d2, A1, A} | Comparacién
Ao < )\1, m1 < mo
A=0 | E1=(A2,0,1—X2,0,Q.) 0<Xd<1 A2 < A1 as < a1 Teorema 13
A2 < A1
(¢ = 1) Zl_ll T_j
Ey = (A1,u3,v5,,0,Q3) A < min{Az, 1} A1 < min{A], A} — —
ﬁ <l-+up
Es = (AT, u3,v5,,v1,,Q5) | AT <min{\2, A1} AF <X+ RH — —
Eo =(1,0,0,0,1) Siempre 1 < min{A2, As} 1 < min{)2, Az} Comparacién
Ao < )\1, m1 < mo
A— oo | E1=(A2,0,1—X2,0,Q4) 0<X<1 A2 < A1 az < a1 Teorema 13
A2 < A1
(¢ = 0) Zl_ll T_j
E4:(A3,UZ,US4,UT4,QZ) Az < A2 A3 < A2+ RH — —
Eo =(1,0,0,0,1) Siempre arlnil <1< A arlni1 <1< A2 Comparison
A2 < A1, m1 < ma
n=0 Epr = (A2,0,1— X2,0,Qx) 0< <1 A2 < M az < a1 Teorema 13
A2 < A1
mi o, mp
aj a

Es = ()‘27’“;7’0657’”;5762;)

Aomy I+a
1< aj+A2 < atpB

Routh Hurwitz

Posible existencia de puntos de equilibrio no triviales (ver apéndice A.10)

Cuadro 7.1: Resultados de existencia y estabilidad para el modelo (7.1)

L O INLIdVD

88

7
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Donde

= )\ es tal que :;f‘é =1

3 . mi —
= )\ es tal que e 1

» )\ es tal que MHAL — 1 4

a1+A1
A es tal mA 1
= )] es tal que a1+)\+ =3

mids .  14+pto
artis — BIl+u)ta

= )3 es tal que

Q7 es la tnica raiz positiva de (1 — 2z)(g + z) = hz(1 — A2)

= @3 es la tnica raiz positiva de (1 — 2)(g + 2) = hzvg,

Q3 es la raiz positiva de (1 — z)(g + =

( (
( (
= Qj es la tinica raiz positiva de (1 — 2)(g + 2) = hz(vf,, +v},)
) ) = hz(vg, + v3,)
) )=

= Q3 es la raiz positiva de (1 — z)(g + 2) = hz(vg, +v7,)

= RH significa Routh-Hurwitz

7.3. Resultados Numéricos

Las condiciones iniciales consideradas en las gréficas del plano fase estdan dadas por:
C1(0.8,0.3,0.5,0.2,0.5), C20.02,0.1,0.4,0.8,0.5), C30.3,0.3,0.2,0.5,0.5) y C40.2,0.8,0.1,0.25,0.5).
Los puntos de equilibrio son Ey=(1, 0,0, 0, 1) (representado con un asterisco), £1=(0.83,0,0.16,0,0.99)
(representado con un rombo) y el resto de los puntos de equilibrio, asi como los valores de los
parametros varian segin el punto cuyo comportamiento se esté mostrando. Al igual que en los
capitulos anteriores, la trayectoria de la bacteria u en el tiempo estd mostrada en color rojo, la de vy
en azul y la de vy en verde. En este caso se consideraron los valores de v = 8 = 0.5 y se observo que
el comportamiento para valores de ~ distintos a los de 8 (siempre y cuando cumplan la relacién
v+ 8 =1) es similar a la mostrada en las gréficas a continuacién.
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Figura 7.1: ¢ = 1, my = 1.1, mg = 1.6, a; = 0.1, az = 0.5, h = 0.001, g = 0.05, a = 0.2
y = 0.07. En este caso el punto de equilibrio F; es globalmente estable. Se observa que, la
trayectoria correspondiente a la bacteria u tiene un ligero crecimiento antes de tender a cero.
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Jacteria Resistente mutante

Bacteria Silvestre TlEMPU

Figura 7.2: ¢ = 1, my = 2.3, mg = 1.6, a3 = 0.1, as = 0.5, h = 0.001, g = 0.05, « = 0.2 y
1 = 0.07. En este caso el punto de equilibrio E» = (0.086,0.836,0.077,0,0.99) es localmente estable.
Se puede ver en las trayectorias de las bacterias que, efectivamente, la trayectoria correspondiente
a la bacteria v; tiende a cero mientras que las trayectorias correspondienes a u y vy se estabilizan
en una concentracion distinta de cero.
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Bacteria Resistente fenotipica

Jacteria Resistente mutante oo

Bacteria Silvestre

TIEWPO

Figura 7.3: ¢ = 1, m; = 2.3, mg = 1.6, a; = 0.01, a2 = 0.5, h =0.001, ¢ = 0.05, = 0.2 y = 1.07.
En este caso el punto de equilibrio F3 = (0.066,0.391,0.515,0.027,0.99) es localmente estable. Tal
como lo indica el tipo de punto Es, se tiene la coexistencia de los tres tipos de bacterias.
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Jacteria Resistente mutante

TIEWPO

Figura 74: ¢ = 0, my = 1.1, mg = 1.6, a3 = 0.1, as = 0.5, h = 0.001, g = 0.05, « = 0.2 y
1= 0.07. En este caso el punto de equilibrio F; es globalmente estable. A diferencia del caso ¢ = 1,
la trayectoria correspondiente a la bacteria u no presenta un crecimiento antes de tender a cero;
esto se debe a que al tomar ¢ = 0 en el modelo (7.1) se elimina el consumo de nutriente por parte
de la bacteria u y en consecuencia el iinico aumento en su densidad es debido a la bacteria v;.
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Figura 7.5: ¢ =0, my = 2.3, me = 1.6, a3 = 0.1, ag = 0.5, h = 0.001, g = 0.05, « = 0.2 y . = 0.07.
En este caso el punto de equilibrio E4 = (0.302,0.264,0.046,0.387,0.99) es localmente estable. Se
tiene la coexistencia de las tres especies.
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Jacteria Resistente mutante oo Bacteria Silvestre

TIEWPO

Figura 7.6: p =0, m; = 1.1, my = 1.6, a3 = 0.1, as = 0.5, h = 0.001, g = 0.05, « = 0.2 y A =0.1.
En este caso el punto de equilibrio E; es globalmente estable. Al igual que en el caso ¢ = 1, la
trayectoria correspondiente a la bacteria u tiene un crecimiento antes de tender a cero.
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Figura 7.7: Caso general, todos los parametros toman valores distintos de cero, m; = 1.1, my = 1.6,
a; = 0.1, az = 0.5, h = 0.001, g = 0.05, « = 0.2, x = 0.07 y A = 0.1. En este caso el punto de
equilibrio F; es globalmente estable.

En las graficas anteriores se ilustra que, a nivel local, se puede tener la coexistencia de las tres
especies (figuras (7.3) y (7.5)) o bien la coexistencia entre la bacteria silvestre y la mutante (figura
(7.2)) pero en ninguno de estos casos se tiene la eliminacién de la bacteria silvestre. Sin embargo, a
nivel global, se tiene la eliminacién de la bacteria silvestre siendo la tnica sobreviviente en el medio
la bacteria mutante.

Asi, se puede concluir que, con una buena eleccién de los pardametros, el sistema de ecuaciones
presentado en este capitulo es adecuado para modelar un proceso de biorremediacion o de tratamien-
to médico, ya que la bacteria silvestre simpre es eliminada del medio y la tinica que sobrevive es
la mutacién de ésta. Ademds, debe notarse que, el resultado coincide con el obtenido de manera
experimental por Miller [6].






Resumen y conclusiones.

Durante el desarrollo de este trabajo, se construyé un modelo que, en contraste con otros,
no considera la competencia entre dos tipos independientes de bacterias (sensibles y resistentes)
sino que, considera la dindmica de una bacteria silvestre (sensible) sometida a dos mecanismos de
resistencia: Mutacién y cambios fenotipicos, los cuales originan dos diferentes tipos de bacterias. Es
decir, se presenta un modelo en el cual tres diferentes tipos de bacterias compiten por el nutriente
en un medio donde se ha introducido un inhibidor. El estudio del modelo se dividié en tres etapas
principales:

= El caso cuando todas las nuevas bacterias fenotipicamente diferenciadas de las silvestres nacen
con sensibilidad al inhibidor (y =1, 6 = 0).

= El caso cuando todas las nuevas bacterias fenotipicamente diferenciadas de las silvestres nacen
son resistentes al inhibidor (y = 0,8 = 1).

= FEl caso general; cuando se tiene una fraccion de nuevas bacterias fenotipicamente diferenciadas
de las silvestres sensibles al inhibidor y otra fraccién de las mismas que son resistentes (v, 3 #
0,1).

Considerando en cada caso, los subcasos: (i) la funcién de consumo es la misma para los tres
tipos de bacterias (debido a que tienen el mismo origen bioldgico) y, (¢4) la funcién de consumo es
distinta (debido a las diferencias que el inhibidor genera al actuar sobre cada una de las bacterias).
Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla comparativa:

=1 ¥=0 7,8#0,1

No existe exclusiéon compe-
Funciones de

consumo

iguales

Existe exclusién compe-
titiva siendo la bacteria
mutante la inica que
sobrevive en el medio.

titiva, la bacteria que
sobrevive en el medio es
una de las resistentes al
inhibidor pero dependiendo
del tiempo de observacién

se determina cudl de las dos es.

Existe exclusién compe-
titiva siendo la bacteria
mutante la tnica que
sobrevive en el medio.

Funciones de

consumo

distintas

-Existe persistencia de
las tres bacterias.

-Con una buena eleccién
de parametros se tiene
exclusién competitiva
siendo la bacteria mutan-
te la que sobrevive.

Existe exclusién competi-
tiva pero la bacteria que
sobrevive en el medio estd
determinada por la eleccion
de los pardametros.

-Es posible la persistencia
de las tres bacterias.

-Con una buena eleccién
de pardmetros se tiene
exclusién competitiva
siendo la bacteria mutante
la que sobrevive.
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A partir de la tabla anterior se puede observar que, excepto por los dos casos en los que la
persistencia de las tres bacterias es posible, en todos los casos se tiene la eliminacién de la bacteria
silvestre (denotada por u en el modelo), lo cual es un resultado deseable en problemas de biorreme-
diacién y en el area de la medicina para la aplicacién de tratamientos contra alguna enfermedad.

También debe observarse que, excepto para el caso v = 0, cuando se tiene exclusién competiti-
va, la bacteria que sobrevive en el medio es la que surge de la silvestre como consecuencia de una
mutacién. Este resultado coincide con el experimento realizado por Miller [6]. Para el caso v = 0
esta ultima afirmacién es cierta cuando se consideran las funciones de consumo distintas y si se hace
una correcta eleccién de los parametros. En caso contrario se tendra exclusién competitiva pero la
bacteria que sobrevive en el medio serd la fenotipicamente diferenciada de la silvestre y entonces los
resultados coinciden con el experimento de Balaban [18].

Asi, se puede concluir que, independientemente de si las funciones de consumo son iguales o
distintas o de cudl sea la fraccién de nuevas bacterias fenotipicamente diferenciadas de las sensibles
que nacen sensibles al inhibidor (y en consecuencia la fraccién de aquellas que nacen resistentes); el
modelo presentado en este trabajo es capaz de reproducir (ya sea con una adecuada eleccién de los
pardmetros o porque no es posible tener la persistencia de las tres bacterias) los resultados obtenidos
de manera experimental.



Apéndice

A.1. Algunas definiciones, lemas y teoremas importantes.

Teorema de Markus.- Una ecuacién diferencial ordinaria en R", & = f(¢,z) es llamada
asintéticamente auténoma con ecuacién limite y = g(y), si f(t,2) — g(z) cuando t — oo local-
mente uniformemente en x € R". Supdngase que e es un equilibrio localmente asintéticamente
estable de y = g(y) y w es el conjunto w-limite de una solucién acotada = de & = f(t,x). Si w
contiene un punto yo tal que la solucién de y = g(y) a través de (0,yp) converge a e para t — o0,
entonces w = e, es decir ¢ — e cuando t — oo [25], [24], [17].

Lema de Fluctuaciones.- Sea f acotada y diferenciable. Si f no tiene limite para ¢ — oo
entonces existen sucesiones S,,,T,, — oo tales que f(S,) — foo y f(Th) — [ cuando n — oo
y ademds f'(S,) = f'(T,) = 0 Vn € X. En este caso foo y f°° se refieren a los limites inferior y
superior, respectivamente, de f cuando t — oo [26].

Demostracién Se considerard unicamente el caso concerniente al limite superior. Para el otro
caso, se considera la funcion —f.

Paso 1.- Para cada v > a y cada o € (foo, [°) existe alguna t > r tal que f(t) > «; f/(t) = 0.
Si f es doblemente diferenciable entonces se puede obtener también que f”(t) < 0.
También existe t > r tal que f'(t) <0 y algin t > r tal que f'(t) > 0.

Cliertamente, ya que foo < a0 < [ se pueden hallar s,u tales que uw > s >r y f(s) = a = f(u)
y f(t) > « para toda t € [s,u]. Por lo tanto f tiene un mdzimo en algin punto t € (s,u) y se tiene
que

f)>a,  f()=0,  f'(1)<0
donde la ultima propiedad se cumple si f es doblemente diferenciable.

Paso 2.- Finalmente, se elige una sucesion o, € (foo, f°) tal que ay, — f°. Por el paso 1 se
pueden hallar nimeros t, — oo cuando n — oo tales que

f(tn) > an, f'(tn) =0, [ (tn) <0

con la ultima propiedad si es que f es doblemete diferenciable.
Como t, — o0, se sigue, de la definicon de limite superior que

limsup f(t,) < f*

n—oo
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Ademds, como f(tn) > o, — [, se tiene que f(t,) — [ cuando n — oo.

Es claro que del paso 1 se puede lograr que f'(t,) < 0 para todan € X o f'(t,) > 0 para toda
neN. m

Lema de Butler-McGehee.- Sea P un punto hiperbdlico aislado en el conjunto ©(X) de una
6rbita O(X). Entonces Q(X) = P o bien existen puntos QF, Q= en Q(X) con Qt € M+(P) y

Q™ € M~ (P), donde M (P) y M~ (P) son las variedades estables e inestables, respectivamente,
para P [7].

A.2. Existencia y estabilidad del punto Es (m1 — o, 1 = 0,
modelo (2.1)).

El modelo que resulta de (2.1) cuando p = 0 estd dado por
Sm

S =1-—9— a+S(u¢(Q)+U1+UO)

= aims (ud(Q) +v1) = (1+ a1 = (Q)))u
, S

vO:UO(a—:nS _1)

v; = a(l = ¢(Q))u — v

Q/ =1-Q-— gZ_QQ(’UQ + 1)

De la ceroclinas para @) y considerando que vp = 0 (si vg # 0 se tiene el punto de equilibrio Ej)
se obtiene vy en funcion de Q. Dendtese mediante f; a dicha funcién

P = (1-9)6+a)

Del resto de las ceroclinas, se obtiene nuevamente una expresion para v;. Dendtese esta por Fb

_ a(1—¢)(1=8
By = (1+a()1(—¢) :

donde

g a1+a(1-9)]
mlpta(l—)]-T+a(l—9)]

La expresion para S tendrd sentido bioldgico si y sélo si
G(¢) < min{m, %}
donde

_ 14a(l-9¢
G(o) = a2
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La expresién para vg + v, dada por F} siempre tendra sentido biolégico pues 1 > @ > 0 mientras
que, la expresién dada por Fs tendrd sentido biolégico siempre que S lo tenga.

Por otro lado, se tiene que :
Fl(O):OO, F‘l(].):O7 F{(Q)<0
es decir, I es mondtona decreciente en [0, 1]. Ademads

R0)=0; (1) = alltar) 1,

& — -2
1+éz1 [1 - m(e>+on)—(1+a1) a1 = Oé(l — € )

Asi, si F5(1) > 0 se tendrd que Fh se intersecta con Fy en al menos un punto. Pero, F5(1) > 0 si

m 14+ a7
a+1" e+

Por lo tanto, la condicién anterior junto con el hecho de que S tenga sentido biolégico, garantizan
que las funciones F1(Q) y F>(Q) tengan al menos una interseccién en (0,1) y de esta manera se
tiene la existencia del punto de equilibrio dado por Ey = (S3,u3,0,v},,@3).

Ahora, el polinomio caracteristico asociado al punto E5 estd dado por:

(1+x)(5;m —1—2)(2®+ A2+ Bz +C) =0

a+S3
donde
Sam ghv am
A=2+-"2_"0n1-0¢)+ 2 4 uid+ v ) >0
TR A PR LR A

B= (14 : ghv, )i+ Sym (1_¢)+#(u;¢+vg))

g+ Q3)? a+S§a
am . . B hQ3Apa
7(G+S§)(u2¢+v12)(1+0¢(1 ¢))+7g+Q§ u* >0
o gh?)fz am * * hQ; * S;2(m_ )—CL
O = (4 raip) e s e+ el = 0) = oGNS ) >0

Obsérvese que C' > 0 pues 0 < S5 = S5 (¢) = S5 (e7%) < S(e™*@%) < S(1) = -2 ya que
S (como funcién de Q) es creciente, y dado que e *?> < 1y S(¢) < 1. Ademds se tiene que
AB —C > 0, asi, por el criterio de Routh-Hurwitz el polinomio ciibico % + Az? 4+ Bx + C tiene sus
raices con parte real negativa. Sin embargo, del segundo término en el polinomio caracteristico se
tiene que:

m _1= 1+a(l-9¢) 1= 1-¢

a+S3 o+a(l—¢)  ~ 7 dt+a(l-9) >0

xr =

Por lo tanto, el punto de equilibrio expresado por Fs es inestable. La simulacién numérica que
representa la interseccién entre Fy y Fy puede verse en la figura (8).
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Figura 8: Simulacién numérica de la interseccién entre F; (linea sélida en azul) y Fy (puntos en
rojo) para determinar la existencia de al menos un punto de equilibrio no trivial en el caso m; = ma,
para el caso particular ;= 0 del modelo (2.1). Los pardmetros utilizados son m = 1.1, a = 0.03,
h=0.001,g=0.05,a=02y A=.1

A.3. Estabilidad de los puntos E,, Fs y Fs <m1 — gy = A\ =0,
modelo (2.1)).

Para el caso en que se tiene que ¢ = A = 0 el modelo resultante a partir de (2.1) estd dado por:

S’zl—S—aS_;nS(u+v1+vg)

S
u = a_:ns(u+v1)—u

Sm
Ué:vo(a—l—S_l)
V] =~
h

@=1-0- s+

Pero entonces, al resolver la ecuacién para vy se tiene que v; — 0 cuando ¢t — oo. Aplicando la
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teoria de sistemas asintéticamente auténomos a vy se tiene que el sistema puede ser reducido a

S’:l—S—aimS(u—FUo)
;L Sm B
“ _u(a—i—S 1)
Sm
Ué:vO(a—i—S_l)
h
@=1-Q-

Y entonces se puede observar que para u y vg la dindmica que se sigue es la misma y sélo
cambia el hecho de que vy es resistente a () y esto se refleja en la ecuacién correspondiente a
Q. Asi, las soluciones tenderdn a los puntos de equilibrio dados por Ej = (Ag,0,1 — Ao, 0,Q%),
Es = (Ao, 1 —X0,0,0,1) y E5 = (Ao, 1 — Ao — v0,00,0,Q%) dependiendo de la condicién inicial que
se tome. Es decir, estos puntos son atractores tri-estables. Se debe notar que los puntos Fy y Es
surgen de las ecuaciones para u y vy cuando u = 0 y vy = 0 respectivamente; mientras que la
coleccién de puntos Fs surge del hecho de que S = Ay hace que dichas ecuaciones sean iguales a
cero.

A.4. Existencia y estabilidad del punto Ej (m1 % Mo, 1t = 0,
modelo (3.1)).

Se puede ver que, para el modelo (3.1), en el caso particular g = 0, la condicién de existencia
del punto de equilibrio E4 es equivalente a la obtenida en el apéndice A.2 reeplazando m por m; y
a por ap. Es decir, la condicién que garantiza la existencia del punto de equilibrio F4 estd dada por

mi 1+ oy
>
a1 +1" e A4+

ver apéndice A.2.

Obsérvese que la existencia del punto £y = (S}, uj,0,v7,,Q}) en el modelo (3.1), no garantiza
la coexistencia con el punto E; = (A2,0,1 — A2,0,Q*) pues ;‘22]:;\22 =1lymnosesabesi0< S} <1
implica que 0 < Ag < 1. Por otro lado, y debido a que la condicién para la existencia de E4 sélo
involucra los parametros a; y m1, el estudio y resultado para la estabilidad es el mismo que para el

punto Es en el apéndice A.2.

A.5. Estabilidad del punto E; <m1 £ 1y, 1 = 0, modelo (3.1)).

El punto de equilibrio E5 estd dado por E5 = (A2, u3,vg,, vy, , Q%) Al sustituir este punto en la
matriz Jacobiana asociada al modelo (3.1) se obtiene el polinomio caracteristico

f(z) = (z+1)(2* + Az® + B2? + Cz + D)
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donde
_ A2my B X
A = F4+F1+F2+a1+>\20!(1 #(Q5))+1>0
- Do o) . hQausAs(@s) :
B = —F4(1 + I+ P+ P Azoc(l - ¢(Qs))) + B E T + Fi(1+ (1 —¢(Q5)))
Aama .
+R(1+ Za(1 - 6(Q5))) >0
__hQauzAg(QF) [ Aemi hQuEAG(QE) [/ A
¢ = g+ Q% [a1+)\2 1]+ g+ Q3 [(al+)\2+a)Fg+aF1]
~FiF (1+a(l =) + P2 (1+a(1 - czﬁ)%)

hQusAp(Q3) [ Aemu A2mi
D = 1-— F>>0
g+ Q3 a1+>\2+a( a1+>\2) ?

donde el signo de D se debe a la existencia del punto E5 (ver tabla 3.2) y ademads se tiene que,

aimi

= m@;(b(@;) +07,) >0
a2Mms
Fr = ——=—y5 >0
2 (CLQ + /\2)2U05
gh . .
F4 = —]_—m(’l}os"‘vls) <0

Obsérvese que el signo de los coeficientes del polinomio z* 4+ Az? + Ba? + Cx + D pudo determi-
narse excepto para C. Asi, de acuerdo con el criterio de Routh-Hurwitz, el punto de equilibrio Fj
serd localmente asintéticamente estable si y s6lo si C' > 0 y ademés ABC — C® — A2D > 0 donde
A, B, C'y D estdn definidos arriba.

A.6. Estabilidad de los puntos F;, Es y Ej <m1 = Mo, modelo

(4.1)).

Se puede observar que los puntos de equilibrio E7 = (A, 0,1 — A, 0, Qf), Ey=()X0,0,0,1 — Ao, Q;)
y Es=(X0,0,1—Xo — v},,v},,Q%) del modelo (4.1) tienen en comiin que la coordenada correspon-
diente a la variable u es cero. Asi, usando el teorema de Markus [25] se puede considerar u = 0 en
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(4.1) obteniendo el sistema

S'=1-95-— CLS—I—mS(Ul +U0)
Sm
Ué:vO(a—i—S_l)
Sm
Ull:vl(a—i—S_l)
'=1-Q - }:_QQ(Uo-FUl)

La dindmica que se sigue para vy y v1 es la misma. Asi, las soluciones tenderdan a los puntos de
equﬂibrio E1 = ()\0, 0, 1-— )\0, 0, Qf), E2 = ()\0, 0, 0, 1-—- /\0, Q;r) y Egz()\o, 0, 1-— )\0 - 111‘3,1){3, Q;)r)
con vj, fija; dependiendo de la condicién inicial que se tome. Es decir, estos puntos son atractores
tri-estables.

A.7. Existencia del punto no trivial (m; = my, s = 0, modelo
(6.1)).

De la ceroclina para la ecuacion vy se tiene el caso en que S = A\ 0 vg = 0. El primer caso
origina el punto de equilibrio dado por F4, asi, el caso que origina el punto E3 es vg = 0.

A partir de la ceroclina para la ecuacion @, se tiene una expresion, G, para v; en funcién de @,
dada por

G, = 1=9u+a)

Por otra parte, a partir de (6.1b) y (6.1d) se obtiene que

w|(Fe-1)(286-1) - (25 - 1)et-0)] -0
Debido a que v; = 0 da origen a los puntos de equilibrio E; y Ey, se considerard que v # 0.
Asi, se obtiene un polinomio de grado dos en la variable £ := f—p—ms dado por:

&o8— (B+o+al-9))s+ (1+al—9)) =0 (14)

Se puede ver que el discriminante del polinomio (14) y el coeficiente del término independiente
son positivos; ademads, como el coeficiente del término lineal es negativo se tiene que el polinomio
(14) tiene sus dos raices positivas, las cuales serdn funciones de ¢(Q). Asi, es posible determinar, a
partir de estas raices y las ceroclinas para las ecuaciones de u, vy y v1, dos expresiones, Go y Gs,
para v; en funcién de ¢(Q):

01(1 — (b)(m — A1 — Ala)
Ar(m — Ay)la(l — ¢) — A1fo + ¢
01(1 — (b)(m — AQ — AQCL)
Ag(m — Ag)[a(l — ¢) — A28¢ + ¢

G2

G3
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donde A; y As son, las raices de (14).

Asi, la existencia de un punto de equilibrio no trivial para el modelo (6.1) se limita a determinar
la existencia de una interseccién biolégicamente aceptable (positiva y en el intervalo (0,1)) entre
G1y G2 y G1 y G3. Debido a lo complicado de los calculos para obtener dicha interseccién, se
consideraron los pardmetros m = 1.1, a = 0.03, h = 0.001, g = 0.05,a =02, =01y 8=v=0.5
obteniendo las simulaciones de las figuras (9) y (10).

100
BU00 a0
i}
4000
i
20001
20
r 0200608 e g e g e

p

Figura 9: Simulacién numérica de la interseccién entre Gy (linea sélida en azul) y Go (puntos en
rojo) para determinar la existencia de al menos un punto de equilibrio no trivial en el caso m; = ma,
para el caso particular y = 0 del modelo (6.1).
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Figura 10: Simulacién numérica de la interseccién entre G (linea sélida en azul) y G3 (puntos en
rojo) para determinar la existencia de al menos un punto de equilibrio no trivial en el caso m; = ma,
para el caso particular g = 0 del modelo (6.1).

A.8. Estabilidad del punto E; <m1 £ mgy, ¢ = 1, modelo (7.1)).

. . z . . 1. . _ + * * * *
El polinomio caracteristico asociado al punto de equilibrio E3 = (A", u3,v5,,v1,,Q3) donde
7TL1>\+ 1
1 1
al—Q—AIr B

estd dado por

(1 N gh(vg, +vi,)

0+ 002 +x)(x4+Ax3+Bx2+Cx+D) =0
3
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donde
A = l_,_ 13- Al mo aymi (ul + ot) + amz .
BT T Al T T e
)\+m2 1 2 )\erg aimi
B = 1-— 1 — 2 — 2 1 * *
( a2+)\{)(ﬂ+u+ )+(ﬂ+u+ a2+)\1+)((a1+)\{)2(u3+v13))+
1 asmsa 1
—+pu+14+ vE (= 4+ u+2
BT e e Y
A m 1 aymy 2 ATmo
c = (1-— —Fpu+l)+ (——=us) (5 +1)(1 - +u)+
( azﬂf)(ﬂ 8 ) ((a1+Af)2u3)((6 ) a2+)\IL) “)
amz . 1 amy .\ (2 A my
e ls(g D+ (——g z 1- 1
a5t D+ (g etis) (G o+ 9 (- Z55) +u-9)
aims 2 )\i"mz
D ——— i, (5 +wub)(1 - 1—
(alﬂf)ﬂlg((ﬁ ) (1= L) 4 9)

Obsérvese que si Ay > A] entonces A, B, C, D > 0y asf s6lo restarfa pedir que ABC—C®—A2D >0
para garantizar que el polinomio de grado 4 tenga todas sus raices con parte real negativa y en con-
secuencia tener que el punto Fs sea localmente estable.

A.9. Estabilidad del punto E, (ml £ my, ¢ = 0, modelo (7.1)).

El polinomio caracteristico asociado al punto de equilibrio £y = (A3,u},v5,,v],,Q}) donde
mids . _ltpta
a1+A3 B(l+p)+a?

estd dado por

(1 M+x>($4+Am3+Bm2+Ox+D) =0

(9+Q7)?
donde
)\3m2 ai1mai asmMms9 a(l — ﬁ)
A = p+3+a— i 0
H @ as + /\3 (a1 + /\3)2 ’U14 (CLQ + /\3)2004 ﬂ(l + ,u) + o
A3 asms . a(l —p) a(l —p)
B = — Q4 = B 1 et S
( as + A3 (a2+/\3)21)04)(a+u+ +6(1—|—u)—|—o¢)+ +M+a+6(1+u)—|—o¢
a;my « A3ma
(CL1+)\3)2’U14(3+N+Q CL2+)\3)
A3ma asmso a(l - ﬂ)
Cc = - o 1 + — | +
( as + A3 (CL2+)\3)2U04)( T a+ﬁ(1+ﬂ)+a)
aymi * . . maA3
(mvl4)(l+a+ﬂ(2 6)+(2+0[+N6)(1 a2+)\3)

. a1my % A3ma
D = mvu((l + pf + a) (1 — o +)\3) + p(1 —ﬂ))
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Obsérvese que si Ao > A3 entonces A, B, C, D > 0y asi sélo restaria pedir que ABC —C3— A?D >0
para garantizar que el polinomio de grado 4 tenga todas sus raices con parte real negativa y en con-
secuencia tener que el punto F4 sea localmente estable.

A.10. Existencia del punto no trivial (m1 % mgy, 1t = 0, modelo
(7.1)).

Se puede ver que para el modelo (7.1), en el caso particular g = 0, se obtiene un polinomio similar
a (14) sélo que ahora la variable £ = fl’]:g (ver apéndice A.7). Y, dado que todas las expresiones
quedaran en términos de a1 y ms1; las simulaciones numéricas que se hicieron en el apéndice A.7

ejemplifican lo que ocurre para este caso.

A.11. Estabilidad del punto FE; (m1 £ my, ¢ = 0, modelo
(7.1)).

El polinomio caracteristico asociado al punto de equilibrio E5 = (X2, u3,v5,,v7,,QF) donde
% =1, estd dado por
(1—|—x)(x4+Ax3+Bx2+Ca:+D) =0
donde
A = 3tal—@)+ I o vor) T (rgur) ¢ 022 e T2
(9+@z)*" ™ °0 0 (a1 + A2)? (a2 +A2)2 P azt M
a212 * gh * * )‘lm2
B = ——=v5.(3+a(l—-9¢)+ ———5(vy. +v].)— + +
(a2 T AQ)Q 05( ( ¢) (g I Q;)Q( 05 15) as + Al (ﬂ (b))
a1y * gh * * )‘lm2
—— v (2+a(l —¢)+ ——(v5. +v7.) —
(al T AQ)Q 15( ( ¢) (g+ Q;)Q( 05 15) as + /\1 )
aimi * gh * * )\1m2
———urd(2+ a(l — @) + ———5(vy. +7.) —
o g 302 0 =)+ e i)~ )
gh . . A1ma hQi e |
| ——5 vy, +v71.) +1)(2+a(l —¢) — + + U
(gt + i) + 1) (24 a1 —6) - (54 0)) + 2850
Aimg A1mg A1mg
-1 —1)—a(l- -1
(a2+)\1¢ )(ag—f—)\lﬂ ) a( ¢)(a2—|—/\1 )

Las expresiones para C'y D son aiin mas complicadas que las de A y B, por ello no se escribiran.
En este caso, la condicién de existencia del punto E5 no es suficiente para determinar los signos de
Ay B (de igual forma tampoco determina el signo de C'y D). Asi, para garantizar que el polinomio
de grado 4 tenga todas sus raices con parte real negativa y en consecuencia tener que el punto Ej
sea localmente estable se deben satisfacer todas las condiciones del criterio de Routh-Hurwitz, es
decir A,B,C,D >0y ABC — C% — A%2D > 0.

(¢+5)
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A.12. Existencia del punto no trivial (ml # mgy, caso general,

modelo (7.1)) .

A partir de la ceroclina para la ecuacién @), se tiene una expresién, G, para vy + vg en funcién
de @, dada por

G, = 1=9u+a)

Por otra parte, a partir de (7.1b) y (7.1d) se obtiene que

o (0~ (40 ot 0@0) ) (39 1) - S7001 - 0] -0

Debido a que v; = 0 da origen a los puntos de equilibrio Fy y Ey, se considerara que vy # 0.
Asi, se obtiene un polinomio de grado dos en la variable £ := S"” dado por:

€68 — (B +p+a(l-9) +o+9al— @) )¢+ (1+p+al-9)) =0 (1)

Se puede ver que el discriminante del polinomio (15) y el coeficiente del término independiente
son positivos; ademads, como el coeficiente del término lineal es negativo se tiene que el polinomio
(15) tiene sus dos raices son positivas, las cuales serdn funciones de ¢(Q). Asi, es posible determinar,
a partir de estas raices y las ceroclinas para las ecuaciones de u, vg y v; dos expresiones, G2 y Gjs,
para v; en funcién de ¢(Q):

_ gy = ) (s = D46 - 1)
Gy = (1 1)M(A1_/€1)—|—A (k1 —=1)(¢—1)
gy i = Ra) + (ke — 1)(Ae6 — 1)
Gs = (1 Q)M(A2—52)+A2(H2_1)( 1)

donde A; y Ajp son, las raices de (15), r1 , 7o, K1 y ko satisfacen fi(r;) = A; y fo(ri) = ki y
f1(5) = aslﬂﬁg y f2(S) = 521125 parai=1,2.

Asi, la existencia de un punto de equilibrio no trivial para el modelo (7.1) se limita a determinar
la existencia de una interseccién biolégicamente aceptable (en el intervalo (0,1)) entre G1 y Ga y
G1 y G3. Debido a lo complicado de los cédlculos para obtener dicha interseccion, se consideraron
los parametros m; = 1.1 , mg = 1.6, a1 = 0.1, as = 0.5, h = 0.001, g = 0.05, a = 0.2, A = 0.1,
w=0.07y 8 =~ = 0.5 obteniendo las simulaciones de las figuras (11) y (12). A partir de dichas
simulaciones se puede observar que sélo en el caso de la raiz Ay (la que tiene el signo — precediendo
la rafz cuadrada), se tiene la posibilidad de un punto de equilibrio no trivial.



APENDICE

109

]

50

40

30

20

S04

05

0k

07

08

0.9

Figura 11: Simulacién numérica de la interseccién entre Gy (linea sélida en azul) y Ga (puntos
en verde) para determinar la existencia de al menos un punto de equilibrio no trivial en el caso

my # ma, para el caso general del modelo (7.1).
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Figura 12: Simulacién numérica de la interseccién entre G (linea sélida en azul) y Gs (puntos
en verde) para determinar la existencia de al menos un punto de equilibrio no trivial en el caso

my # maq, para el caso general del modelo (7.1).
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