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1 Introduccion

Este trabajo estudia el problema de pago éptimo de dividendos que hace una compania de
seguros a sus accionistas a partir de su proceso de riesgo (o superdvit) hasta el momento
en que ésta queda en ruina, utilizando el modelo de De Finetti [Fin57].

En el modelo originalmente propuesto por De Finetti [Fin57] se plantea el problema de
determinar la estrategia 6ptima de pagos de dividendos a partir de un proceso de riesgo
que se modela como una caminata aleatoria de saltos +1, demostrando [Fin57] que el pago
de la estrategia de dividendos éptima es una estrategia de barrera. Es decir, existe una



constante mayor o igual a cero tal que el excedente entre el proceso de riesgo y la constante
en cada tiempo es pagado a los poseedores de las acciones.

En el caso en que el proceso de riesgo es a tiempo continuo, el problema de encontrar
una estrategia de barrera que sea la estrategia de dividendos éptima ha sido estudiado
extensamente cuando el proceso de riesgo es un movimiento browniano estandar con deriva
[Ger69, ZPS95, Tak00], un proceso de Cramer-Lundberg [AMO05, Biih96, Ger69, Sch06,
Zho05] o un proceso de difusién [AHT00, AT97].

Recientemente el problema de De Finetti ha sido estudiado cuando el proceso de riesgo
es un proceso de Lévy espectralmente negativo [APP07, KP07, Loe08, RZ07, Zho06]. Dado
que el superavit de una compafia de seguros varia a cada instante de tiempo hasta el
momento en que paga las reclamaciones a sus clientes, el proceso de Lévy espectralmente
negativo es una buena aproximacién para modelar este superavit, ya que una de las ca-
racteristicas de éste es que sus trayectorias no son mondtonas y tienen saltos no-positivos.
Ademas, se puede ver que los dos primeros modelos mencionados en el parrafo anterior son
procesos de Lévy espectralmente negativos [Fur98, HPSV04, KP07].

En este trabajo se estudiardan condiciones suficientes para que la estrategia éptima de
dividendos sea una estrategia de barrera, en el caso en que el proceso de riesgo es un
proceso de Lévy espectralmente negativo, y veremos la relacién que hay con las funciones
g-escala, las cuales determinan a este proceso.

En los trabajos de R. L. Loeffen [Loe08], F. Avram, Z. Palmowski y M. R. Pistoriuos
[APP07], J. -F. Renaud y X. Zhou [RZ07] y X. Zhou [Zho06], muestran la relacién explicita
que hay entre las funciones de valor y las funciones g-escala cuando la estrategia de pagos
es una estrategia de barrera. Ademds, en los dos primeros trabajos definen una estrategia
de barrera, cuyo nivel queda determinado por las funciones g-escala y estudian condiciones
suficientes para que ésta sea la estrategia de dividendos éptima. Cabe mencionar que las
definiciones de dicha estrategia de barrera en los dos trabajos son diferentes entre si.

Como se vera posteriormente, las funciones g-escala estan determinadas por su transfor-
mada de Laplace y en pocos casos se puede determinar explicitamente éstas. Se estudiaran
dos métodos numéricos, Integral de Inversién de Bromwich e Inversiéon Post-Widder, que
nos ayudardn a aproximarnos a estas funciones a partir de la inversion de la transformada
de Laplace, y en consecuencia tener aproximaciones de la estrategia de barrera éptima y
la funcién de valor correspondiente. Para hacer uso de estos métodos numéricos se debe
estudiar primero la relacion que hay entre la funcién de renovacion de cierto subordinador
y las funciones g-escala.

El resto de la tesina esta organizada de la siguiente manera. En la seccion 2 se definira el
proceso de Lévy espectralmente negativo, su exponente de Laplace y las funciones g-escala.
Se mencionaran algunas de sus propiedades y se vera la relacion que hay entre las funciones
g-escala y las trayectorias del proceso de Lévy espectralmente negativo. Ademads, se daran
algunas de las condiciones suficientes para que las funciones g-escala sean suficientemente
suaves. Para el estudio de las funciones g-escala y las condiciones suficientes y neceserias
para que éstas sean suficientemente suaves, el lector se puede referir a: [Kyp06], [Ber96] y
[CKS09].

En la seccion 3 se planteard el problema de dividendos. Se definird una estrategia de
dividendos, una estrategia de dividendo admisible, la funcién de valor y una estrategia de
barrera al nivel de una constante mayor o igual a cero. Se vera que el problema de encontrar



una estrategia de dividendos éptima es un problema de control estocastico. Ademds, se
tendré la relacion que hay entre las funciones g-escala y la funcién de valor de una estrategia
de barrera. Por ultimo, se estudiardn condiciones suficientes para que la estrategia de
dividendos 6ptima sea una estrategia de barrera. Para esta parte seguimos los articulos de
R. L. Loeffen [Loe08], F. Avram, Z. Palmowski, y M. R. Pistoriuos [APP07], J. -F. Renaud
y X. Zhou [RZ07], y X. Zhou [Zho06].

Finalizando, en la seccién 4, se hablara acerca de la relacién que hay entre las funciones
g-escala y la funcién de renovacién de un subordinador conocido como de escala ascendente.
Luego, se estudiaran dos métodos numeéricos, Integral de Inversién de Bromwich e Inversién
Post-Widder, que se aplicaran en la obtencion de aproximaciones a las funciones g-escala,
las cuales se ilustraran en tres ejemplos. En dos de los ejemplos las funciones g-escala estan
dadas explicitamente, lo que nos da pie a compararlas con las aproximaciones que nos dan
estos dos métodos numéricos.

En la dltima parte de esta seccién se usaran dos de los tres ejemplos mencionados
anteriormente para ver graficamente las condiciones suficientes que se tratan en la seccién
3 y tener una aproximacién de la barrera 6ptima. Ademads, se obtendran ilustraciones de
estas condiciones suficientes y aproximaciones de la barrera 6ptima a partir del método de
Post-Widder. Para esta seccién se trabajoé con los articulos de J. Abate, G. L. Choudhury
y W. Whitt [ACWO00], W. Feller [Fel71], trabajos que mencionan los métodos numéricos
Integral de Inversion de Bromwich e Inversion Post-Widder; L. Chaumont, A. Kyprianou y
J. C. Pardo [CKP09], A. E. Kyprianou y V. Rivero [KR08], estos estudian y dan ejemplos
de funciones g-escala; y por ultimo el de M. Veillete y M. S. Taqqu [VT10], aplica los
métodos numéricos mencionados antes para aproximar la funcién de renovacién de un
suboordinador.

2 Procesos de Lévy espectralmente negativos

Un proceso X = {X; : ¢t > 0} definido en un espacio de probabilidad (2, F, F =
{Fi}t>0, P), donde la filtracién F satisface las condiciones de completez y continuidad
por la derecha, es un proceso de Lévy si cumple las siguientes propiedades:

1. Las trayectorias de X son continuas por la derecha con limites por la izquierda casi
seguramente.

2. P(Xo=0)=1.
3. Para todo 0 < s <t, X; — X, es igual en distribucién a X;_;.
4. Para todo 0 < s < t, X; — X, es independiente de {X, : u < s}.

Definamos a {P, : = € R} como la familia de medidas de probabilidad correspondientes
a la traslacién de X con condicion inicial Xy = x, donde Py = IP. El valor esperado con
respecto a P, se denota por .

Los procesos de Lévy se pueden clasificar a partir de sus trayectorias, es decir, éstas
pueden ser o bien mondtonas o no-mondtonas. Si las trayectorias de un proceso de Lévy X
son no-decrecientes casi seguramente se le llama subordinador; si las trayectorias de este



proceso son no-monodtonas con saltos no-positivos se le llama proceso de Lévy espectral-
mente negativo.

Por la férmula de Lévy-Khintchine [Kyp06, Teorema 1.6], el proceso de Lévy X estd
determinado por la tripleta (v, o, v), donde v € R, 0 > 0 y v es una medida en R\{0} tal
que

/ (1A |2[*)v(dr) < oco. (2.1)
R\{0}
Ademads, su exponente caracteristico esta dado por

W(X) = —log(E(e™))

=iy + 1(‘1'2)\2 + / (1 — ey i)\x]l{‘z|<1})1/<dx),
2 R\{0}
para todo A € R.

Observe que la medida v es la medida de saltos del proceso de Lévy X. Quiere decir que
si X es un subordinador, v((—o00,0)) = 0. Y si X es un proceso de Lévy espectralmente
negativo, v((0,00)) = 0.

Salvo que se diga lo contrario, en lo que resta de esta seccion se considerard al proceso
X como un proceso de Lévy espectralmente negativo que estd determinado por la tripleta
(v, 0, V), donde v € R, 0 > 0 y v es una medida de saltos en (—o0,0) que satisface la
ecuacién (2.1). Quiere decir que su exponente de Laplace esta dado por

Y(X) = log(E(e*™))

1
=+ 502)\2 + / (M —1— Arlgys_1y)v(da), (2.2)
(70070)

para todo A > 0. Entonces la funcién ¢ : [0,00) — R tiene las siguientes propiedades,
cuyas demostraciones se encuentran en el Apéndice A:

1. Es infinitamente diferenciable en [0, 00).
2. Es estrictamente convexa en [0, 00).
3. 9(0) =0y ¥(o0) = oo.

A partir de estas propiedades se sigue que E(X;) = ¢/(0+) € [—00,00). Definiendo a la
funcién ®(q), como la raiz més grande de la ecuacién ¥ (\) = ¢, es decir

®(q) = sup{\ > 0: ¥(\) = ¢}, para todo q € R, (2.3)
se afirma que:

1. Si E(X;) > 0, la funcién ®(g) es la tnica solucién a la ecuacién 1 (\) = ¢, para todo
q=>0.

2. Si E(X;) < 0, la funcién ®(g) es la tdnica solucién a la ecuacién (\) = ¢, para todo
g > 0. En el caso en que ¢ = 0, la ecuacién ¥(A) = 0 va a tener dos raices, a saber 0 y

o(0).



3. La funcién v es estrictamente creciente y la funcion ® es la inversa de ¢ en el intervalo
[©(0), 00).

Otra manera de ver la expresién (2.2) es de la siguiente forma

W(A) = (—7)\+ ;aw) - (u((—oq ) /(_007_1}(6” - Uﬁ%)

n </<-1,o> (X —1— Ax)u(dx)>,

para todo A > 0. Observe que los tres sumandos de la ecuacién anterior son los corres-
pondientes exponentes de Laplace de ciertos procesos de Lévy independientes, lo cual nos
sugiere que el proceso X estd determinado por la suma de éstos. Es decir, por el Teorema
de la Descomposicién de It6 [Kyp06, Teorema 2.1], se tiene que

Xt:(O.Bt_fyt)—’_(/ / :EN(dSXda:))
[0,¢] J (—o00,—1]

+ (hm/ / x(N(ds x dz) — v(dx) ds)), para todot >0, (2.4)
[0,¢] J(—1,—€]

el0

donde {B; : t > 0} es un movimiento browniano estandar y N es la medida aleatoria de
Poisson en ([0, 00) x (—00,0), B, dt x v(dx)), siendo B la o-dlgebra generada por B0, 00) X
B(—00,0). Elsegundo sumando de la ecuacién anterior es un proceso de Poisson compuesto
con tasa v((—oo, —1]) y distribucién de saltos no positivos

v((—o00, =1]) "' v(d)| (<0, 1.

El dltimo sumando de la ecuacién es una martingala cuadrado integrable con un niimero
de saltos denso de tamano menor que uno en cada intervalo finito casi seguramente.

Otra de las propiedades que tiene el proceso X, es que sus trayectorias son de variacién
acotada o de variacién no acotada.

Condiciones necesarias y suficientes para que el proceso X tenga trayectorias de variacién
acotada son que [Kyp06, Lema 2.12]

c=0 y / (LA Jz|) v(dz) < oo.
(70070)
Lo cual nos lleva a que el exponente de Laplace, ecuacién (2.2), tome la forma
(A) =dX\ — / (1 —eM)v(dz), para todo A > 0, (2.5)
(70010)

donde la deriva o
d=—vy— / zv(dz) > 0, (2.6)

—1
porque si no lo fuese, se sigue que v es el exponente de Laplace de un subordinador decre-
ciente, es decir, un proceso de Lévy cuyas trayectorias son no-crecientes casi seguramente,
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lo que nos lleva a perder la propiedad de no-monotonia de las trayectorias de un proceso
de Lévy espectralmente negativo.
La ecuacién (2.5) puede ser vista también como

b(\) = d/\—/ (1 — ) v(da)

(—00,0)
=d\— /\/ / ™ dy v(dz)
(—00,0) J (z,0)

=d\— )\ / Mo(y) dy, (2.7)
(_0070)

para todo A > 0, donde v(y) = f(_oo , v(dz), para todo y < 0.

Proposicién 1. (i) Sea la funcién 1 como en (2.2). Entonces

(N o?
dm =5

donde ¢ > 0 es el coeficiente gaussiano.

(ii) Si X tiene trayectorias de variacién acotada, entonces

lim M =d,
Aooo A

donde d es el coeficiente de deriva dado por (2.6).

Demostracién. (i) Sea la funcién ¢ como en (2.2). Tomando A — oo se tiene que

. 1/J(>\) i 02 . e)‘x —1- )\xﬂ{x>,1}
U T T G A X v

(dz).

Para usar el Teorema de Convergencia Dominada en la ecuaciéon anterior, se debe
Az
|e —1- /\l‘]l{z>_1}|

)\2

acotar

por una funcién g(x) integrable.
Six < -1,
e 1)
\2
Observe que por (2.1) la funcién constante 1 es integrable en [—oo, —1].

<1, para todo A > 1,

Sea x € (—1,0). Entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones (A.2) y (A.3) se puede
ver que

eM—1—\z

1
32 < §|x|2, para todo A > 0.

1
Por la ecuacién (2.1) la funcién 5’1"2 es integrable en (—1,0). Entonces,

]e” —1- )\x]l{x>,1}‘
A2

1
<Igp<—ny + §|l’|211{x>—1}7



para todo A > 1.

Por lo tanto, usando el Teorema de Convergencia Dominada tenemos

PN o? . e — 1= Arls_yy _0?
mee ma e sy

(ii) Teniendo en cuenta la manera en que estd escrita ¢ en la ecuacién (2.7) y tomando
el cociente entre ésta y A se sigue que

¢()\) g e/\yD
N d /(_0070) (y) dy. (2.8)

Entonces, tomando A — oo en (2.8) tenemos que

lim ¥ =d— lim eVo(y)dy.

A—00 A—00 (—O0,0)
Como eM(y) | 0 cuando A — oo, por el Teorema de Convergencia Monétona se llega

a que
v
A

lim =d. O
A—00

Definiendo el proceso £(c¢) = {&(c) : t > 0}, con ¢ > 0, como
&(c) = YO para todo t > 0,

es facil verificar que éste es una [P-martingala con respecto a la filtracién IF. Tomando

s <ty c>0, sesigue por definicién de un proceso de Lévy espectralmente negativo que
E(ecXt*d)(C)t ‘ fs) — E(ec(xt*Xs)‘i’X‘s*w(c)t | fs)

eXs—w(c)tE(ec(Xt—Xs))

_ KoV (oK)

_ XU+ (1)

— eXsfw(c)S.
Por lo tanto el proceso £(c), con ¢ > 0, es una P-martingala con respecto a la filtracién F.
Como E(&(c)) = 1, para todo ¢, ¢ > 0, el proceso £(c) se puede usar para definir una
c

nueva medida de probabilidad i sobre la o-dlegebra JF; de la siguiente manera

ape|
dP Ft_

&:(c), para todo t, ¢ > 0. (2.9)

A partir de esta medida de probabilidad se tiene que si X es un proceso de Lévy
espectralmente negativo respecto a la medida de probabilidad P, también lo es respecto
a la medida de probabilidad IP¢, lo cual se sigue porque la medida de probabilidad P¢ es
absolutamente continua con respecto a la medidad de probabilidad P. Por otro lado, el

7



exponente de Laplace en la nueva medida de probabilidad esta dado por [Kyp06, Corolario
3.10]

Ye() = log(E(eM)) = (A +¢) — ¥(c)
1
= -\ + 502)\2 + oe) — / A lps_yv(de)

(_OO»O)

+ / ((eM — 1 — Azlgps1y)e™ + Aze“1s 1y )v(dz)
(70070)

= (020 — v+ / x(e” — 1)]1{m>1}y(dx)))\
(_0010)

1
+ 502)\2 + /( 0)(6’\9” — 1= Azlyys_1y)e“v(de),

para todo A > —c, donde [E€ es el valor esperado con respecto a la medida de probabilidad
Pe.

Esto quiere decir que el proceso de Lévy X, bajo la probabilidad IP¢, esta determinado
por la tripleta (v*, o*, v*), donde

v = —c’c+ry +/ z(1 —e)lps_nr(de), o" =0, y v'(dzr)=e"v(dz).
(_0070)

Note que el proceso X es de variaciéon acotada en IP si y solo si X es de variacién
acotada en IP¢. Quiere decir que cuando o = 0,

/ (LA Jz|)v(de) < oo siy sélo si / (1A |z])e“v(de) < oo,
(—00,0) (—00,0)

lo cual nos lleva a que

(X)) = dX — / (1 — e )e™v(d).
(70070)
Tomando ¢ = ®(q), con ¢ > 0, donde ®(q) es definido como la ecuacién (2.3), podemos
ver que

Ya(g)(A) = V(A + ®(q)) — ¢, para todo, A > —®(q). (2.10)

De aqui que

¢&>(p) (0) = 4'(®(q)) > 0.

2.1 Funciones ¢-escala

Una de las caracteristicas que tiene el proceso X [Kyp06, Teorema 8.1] es que para todo
q > 0 existe una funcion W@ : R — [0, 00), tal que W@ (z) = 0siz < 0, y parax € [0, c0),
W@ (x) es una funcién continua, no decreciente y cuya transformada de Laplace esta dada
por

/ MWD (z) da = , para todo A > ®(q). (2.11)
(0,00)

_
Y(A) —q

8



A la funcién W@ se le llama funcién g-escala de X la funcién W la denotaremos por
W.
Al considerar la medida de probabilidad P®@ con ¢ > 0, se puede ver que

Yo (A — P(q)) = ¥(\) — ¢, para todo A > 0, (2.12)

lo cual nos lleva a que toda funcién g-escala la podemos representar mediante la funcién
Wa(q), bajo la medida de probabilidad P?@, cuya transformada de Laplace es

1
/ e MWe(g(z) dr = ————, para todo A > 0. (2.13)
(0.00) Ya(g)(A)

En consecuencia, teniendo en cuenta las ecuaciones (2.11), (2.12) y (2.13) se puede ver que

/ WD (1) da = / e~ A P@r g o (2)dw,
(0,00) (0,00)

Por lo tanto, la funciéon g-escala bajo la medida de probabilidad P, queda determinada
bajo la medidad P®@, de la siguiente manera

W@ (z) = em(q)W¢(q)(aj), (2.14)

para todo z € R y para todo ¢ > 0.

Una de las aplicaciones mas interesantes que tienen las funciones g-escala es que apare-
cen en el calculo de la transformada de Laplace del primer tiempo de salida de X por la
parte superior del intervalo [0,a), donde a > 0y = € [0,a] es el valor inicial de X. Es
decir, para a > 0 fijo, x € [0, a] y definiendo el primer tiempo de salida del proceso X del
intervalo [0, a) como

Tio,e) = inf{t >0 : X(t) ¢ [0,a)},
entonces [Kyp06, Teorema 8.1]

W@ (g

- (x)
aT[0,a —
E, (e 0 >]1{XT[O7G)=G}> W@ ()’ para todo ¢ > 0. (2.15)

Consecuentemente, la probabilidad del primer tiempo de salida por la parte superior del
intervalo [0, a), estd dada en terminos de la funcién W, es decir, cuando ¢ = 0 se tiene que
W(z)
W(a)

P.(X,, =a)=

T0,0) ~

Lema 2. Para todo a > 0 y para todo ¢ > 0, el proceso
{e*Q(t/\T[o,a))W(Q) (XtAT[o,a>) C > 0}7

es una P, -martingala.



Demostracién. Sean a,t > 0y ¢ > 0. Entonces, aplicando la Propiedad Fuerte de
Markov, se tiene que

—47(0,a . —
Ex (e [0 )H{XT[&@ :a} ‘ ]:t/\T[O,a)> - Ex <e [0 >H{Xr[01a):a} ﬂ{tST[Oya)} ‘ ]:t>
—47[0,a)
+ Ex (e H{XT[Q@) :a}ﬂ{t>‘r[07a)} ‘ fT[Oﬁa)>

— ot —4T[0,a)
€ ]EXt <e ]l{XT[Oya)—a}> ]l{té‘r[o,a)}

+e 10w H{Xr[o,a):a}ﬂ{bﬂo’“)}.

Como W@ (x) = 0, para todo = < 0, se tiene que

() . 7 740 (9)
W () =W @y + WO K U )

= W@ (a)1 :
(@) (¥ =0}

De la anterior igualdad y de la ecuacion (2.15) se sigue que
W@ (X))
—47[0,a) — o\t

B ([P ) = e

%740 Xf[o,a>)

_qT[O,a) -~ U7
e W@(a) {700}

) W(Q) (Xt/\T[O,a))
W (@) (a)

— e_‘I(t/\T[O,a)

Definiendo el proceso Y = {Y; : t > 0} como

Y, =E, <e_qT[O,a)W(q) (a)]l{

Xrg =0} ]'"t/\qom), para todo ¢ > 0,

se puede ver que este proceso es una P -martingala, por lo que se sigue que

{efq(tAT[o,@)W(tZ) (XMT[ )« t>0},

0,a)

es también una P ,-martingala. O

Otra de las cosas que podemos ver acerca de las funciones g-escala, es que a partir de
su origen podemos obtener informacién sobre las trayectorias del proceso de Lévy X. A
saber [Kyp06, Lema 8.6]:

1. El proceso X es de variaciéon no acotada si y sélo si

w@(0) =o. (2.16)

10



2. El proceso X es de variacién acotada si y sélo si

W@ (0) = (2.17)

ga
donde d > 0 es la deriva definida en la ecuacién (2.6).

En este trabajo consideraremos que las funciones g-escala son suficientemente suaves.
A saber, una funcién f: R — R con f(x) =0 en z € (—o0,0) es llamada suficientemente
suave en el punto z > 0 si f es continuamente diferenciable en x cuando X es de variacion
acotada y es dos veces continuamente diferenciable en x si X es de variacién no acotada.
Entonces, una funcién es suficientemente suave si es suficientemente suave en todo x > 0.
La derivada de W@ la denotaremos por W(@'. Para ver condiciones suficientes y necesarias
para que W@ sea suficientemente suave remitase a [CKS09).

Lema 3. Sea ¢ > 0. Entonces
A

Y _
/Oe W (2)dz o =g

Demostracién. Sea ¢ > 0. Por el Teorema Fundamental del Céalculo se tiene que

— W9(0), para todo A > ®(q). (2.18)

W (z) = W@ (2)dz + W@(0), para todo z > 0.
(0,]

Entonces

/ MWD (z)dx = / e_’\m< W' (2)dz + W@ (O)) dx
0 (0,z]

0
e MW@ (2) W@(0)
fry B ————— d B ———
/0 3 z+ N
para todo A > 0.

Por lo tanto, teniendo en cuenta la ecuacién (2.11) y la igualdad anterior, se llega a que

o0
, A
/ e MWW (2)dz = ——— — W9D(0), para todo A > ®(q). O
0 Y(A) —q
La siguiente proposicién estd ligada a la siguiente seccion de una manera explicita, ya
que nos ayudara a ver que la funcién de valor esta bien definida.

Proposicién 4. Sea ¢ > 0. Entonces,

, 2 .
(i) Si X es de variacién no acotada entonces W@'(0) = —5, donde o es el coeficiente
o

gaussiano.

, (0
(ii) Si X es de variacién acotada entonces W(@'(0) = &qu donde

d

v(y) = / v(dy), para todo y < 0.
(—oo,y)
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Demostracién. Sea ¢ > 0. Por integracién por partes se tiene que

lim e W@ (z) — W@'(0) = / e W@ (dx) — / Ae MW@' (1) da.

o !
Como / W@ (2)e™* dz es finita, ecuacién (2.18), se tiene que
0

lim e MW@' () =0,

T—00

entonces - -
~W@'(0) = / e MW@' (da) — / Ae MW@' (2) da.
0

0
Por el Lema 3 se puede ver que

o] 2
—_w@' (0) = / e_’\xW("),(dx) — ( A
0

Y(A) —q

Tomando el limite cuando A — oo en la igualdad anterior se llega a que

— )\W(‘”(O)> :

W' (0) = lim <w(;)_q - AW(")(O)> | (2.19)

Usando el hecho anterior, se sigue que:

(i) Si X es de variacién no acotada entonces por la Proposicién 1 y la ecuacién (2.16),
la ecuacion (2.19) queda de la manera

(ii) Si X es de variacién acotada entonces por (2.7) y (2.17) tenemos que la ecuacién
(2.19) queda de la forma

1 I oo
= = lim
d A= 0
- d—/ e’\””’(av)d:v—g
oo A
7(0)+¢
= d2 ]
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3 Planteamiento del problema

Como el superavit de una compaiia de seguros varia a cada instante de tiempo hasta el
momento en que paga las reclamaciones a sus clientes, modelaremos a éste como un proceso
de Lévy espectralmente negativo X, con valor inicial Xy = z, ya que una de las propiedades
que tiene este proceso es que sus trayectorias son no monétonas con saltos no-positivos.
Quiere decir que x es el capital inicial de la compafifa. De ahora en adelante al proceso X
le llamaremos proceso de riesgo.

Al proceso de riesgo le queremos descontar los dividendos que se les debe pagar a
los inversionistas bajo cierta estrategia. Dicha estrategia debe ser de tal manera que la
aseguradora no se vaya a la ruina.

Una estrategia de dividendos m = {L] : t > 0} es un proceso F-adaptado, no decre-
ciente, continuo a izquierda y cuyo valor inicial Ly = 0, donde L] representa los dividendos
acumulados pagados hasta el tiempo ¢. Entonces, el proceso de riesgo con capital inicial
x > 0 que es controlado bajo la dindmica de 7 estd dado por U™ = {U] : t > 0}, donde

U =X, — L], con Xy ==z, para todo ¢t > 0.

Sea ¢™ = inf{t > 0 : U] < 0} el tiempo en que ocurre el primer tiempo de ruina
del proceso de riesgo U™. Como queremos tener estrategias de dividendos tales que la
aseguradora no se vaya a la ruina al pagarlos, consideraremos estrategias m que cumplan
la siguiente condicién

L — L7 < U], paratodot <o".
Tales estrategias se les llama estrategias de dividendos admisibles. Al conjunto de todas

las estrategias que cumplan la anterior condicién se le denotara por II.
Definimos la funcién de valor de una estrategia de dividendos 7 por

s

E, </ e_qtde>, six >0,
Up(z) = 0

0, six <0,

donde ¢ > 0 es la tasa de descuento. La funcién de valor es la utilidad que esperan obtener
los inversionistas por haber invertido en la compania aseguradora bajo la tasa de descuento
q.

El problema de encontrar una estrategia 6ptima de dividendos termina siendo un pro-
blema de control estocéstico, que consite en encontrar una funcién de valor 6ptima v, dada
por

vx(x) = supv,(z), para todo z > 0,
well

y una estrategia 6ptima 7w, € II tal que
Ur, (z) = v.(z), para todo x > 0.

Una de las tareas de este trabajo es estudiar condiciones suficientes para que la es-
trategia 6ptima de dividendos sea una estrategia de barrera. Es decir, consideremos la
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estrategia de barrera al nivel a, m, = {L{ : t > 0}, definida por

sup (X; —a)t, sit>0,
L? = { 0<s<t

0, sit=0,

y denotemos como v, a la funcién de valor de la estrategia de dividendos 7,. Entonces,
queremos ver condiciones suficientes tales que v.(z) = v,(z), para todo x > 0, para un
cierto a especifico. Note, ademas, que la estrategia de barrera m, es un proceso F-adptado,
no decreciente, continuo y con valor inicial L§ = 0.

En la siguiente proposicion se presentara de forma explicita la relacién que hay entre
la funcion de valor de una estrategia de barrera y las funciones g-escala.

Proposicién 5. Asumamos que W9 es continuamente diferenciable en (0, 00). La funcién
de valor de la estrategia de barrera al nivel a > 0 estd dada por

W (z) sizx<a

_ )Wy =
Ua(x) W(q) (CL) '

r—a-+ WT,(G), s1x > a.

Demostraciéon. Seana >0y Xy =1z > 0.

La demostracion de esta proposiciéon se desprende en tres casos. A saber: a = x,
z € (0,a) o x> a.

Supongamos que a = .

1
Sea n > 1 tal que — < a. Definiendo el tiempo de salida ¢,, como
n

an:inf{tzo : X ¢<1,a+1>},
n n

. . ) 1
se tiene que las Unicas maneras en que el proceso X sale del intervalo <, a+ — ) por
n n

primera vez, es cuando

1 1
Xo, <— 0o X, =a+ —,
n n

ya que este proceso tiene saltos negativos.
Entonces, la funcién de valor evaluada en a queda de la forma

a a

Ua(a) =E, (/O efqtdL? ]l{XJn<71Z}> + E, </0 efqtdL? H{Xan—a-i-rlb})' (3.1)

_ 1
Como o, es estrictamente menor que ¢ en el evento {Xgn = a+ — ¢, el segundo sumando
n

de la anterior ecuacion queda expresado como

—qt a — —qt a L
E, (/0 e ""dL; H{Xan—a+,ll}) E, (/[ovgn]e dL; H{Xgn—a+"}>

+ E, (/ chtdL? H{XU —apd ) (3.2)
(0_7”0_“] n n

14
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Haciendo un cambio de variable, el segundo sumando de la anterior ecuacién queda de la
forma

E, (/( . efqtdL? H{Xan:a+7]:b}> =E, (/(0 . ] e*q(t+an)dL?+Un l{xany=a+i}> . (33)

Definiendo el proceso X = {X, : ¢ > 0} como
X, = Xito, — Xo, +a, para todo t > 0,

se tiene que el proceso X es un proceso de Lévy espectralmente negativo, con la misma
ley que nuestro proceso X e independiente de la o-dlgebra F,, [Kyp06, Teorema 3.1].
Observe que este proceso es también un proceso de riesgo con valor inicial Xy = a, quiere

decir que a partir de él podemos definir un proceso de estrategia de barrera al nivel a,
7% ={L¢ : t > 0}, donde

- sup (X, —a)t, sit>0,
L} = { 0<s<t (3.4)
0, sit =0,

y el proceso de riesgo descontado, U= {(7t : t > 0}, de la siguiente manera

U, = X, — L%, con Xy = a, (3.5)

para todo t > 0.
1
Entonces, bajo el evento {Xgn =a+ } y tomando ¢t > 0 fijo se tiene la siguiente
n

igualdad en distribucién

Ly = sup (X,—a)" VvV sup (X, —a)"

0<s<on on<s<t+on

1
—V sup (Xypq, —a)"

n 0<s<t
d =, 1
= Lt + E (3.6)

Ademads, a partir de la igualdad anterior y el primer tiempo de ruina del proceso descontado
U, es decir N
c*=inf{t >0 : U <0}, (3.7)

se tiene que
o =inf{t >0, : X; — L} <0}
=0, +inf{t >0 : Xy, — Lf,, <0}
L (3.8)
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Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.6) y (3.8), la ecuacién (3.3) queda de la forma

E. / eiqtdL? 1 —at E.|le —99n ] —atl E, / efqtdzg ]:on
( (O'm 0’“] {XUn +a }) ( {X +n} ( (0, 5@]
=E,|e % ]l{X _a+l}Ea / e_qtdzg
" (0,57]

=B, ey, _ .1y |E, / e-qtng)
( e “}) ( 0.7
—E, (e nﬂ{XM_aJrl}) o). (3.9)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.2) y (3.9), la funcién valor v, evaluada en a queda de
la forma

va(a) = E, (/[ | 67QtdL§ ]l{Xan<l})
0,09 "

+]Ea/ e_qtdeﬂ{Xd ot} +]Ea<e—qon]1{xg _a+1}>va(a). (3.10)
[0, 0] " " " "

Usando integracion por partes en el segundo sumando de la ecuacion anterior y recordando
la ecuacién (2.15) se sigue que

a

7 1
va(a) = Eq </0 e "dLg H{X(mS}l}> + ﬁEa <e_qon1{X(rn—a+}L >
" —qtra —qon
+Ea<q/0 e Lt dt]l{XUn_aJr:L}) +1Ea<e ]l{Xan—avLi})va(a)

1 —qon —q0n
> g]Ea <e I ]l{Xt,n—aJrTlL}) + B, (e ! ]l{Xgn—a+}L}>Ua(a)
W@ (a) W@ (a)

= Nt 1 Ug(a).
nW (@ <a + > W@ <a + )
n n

Ahora, definiendo el tiempo de salida o7,, con n > 0, como

1
:inf{tZO s Xy ¢ <O,a+)},
n

y bajo el mismo argumento de la ecuacién (3.1) tenemos que

(3.11)

a a

wla) =B [ emazing, g ) v ([ erang )
0 n 0 n "
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Puesto que 0* < o7, en el evento {X,, < 0}, entonces, argumentando como las lineas
anteriores, se llega a que

/ a

va(a) < By, (/ "e—qtdLgn{X , <O}> + E, (/ e“”dL?Jl{X , _u+1}>
0 ‘T’VLi 0 U'" n

!

In 1 /
— _qt a — —q9, 1
Ea </0 (§ st H{XU;LSO}> + nEa (e H{XJQ—GJUL})

!

+E, (q / e Ladt 1 (x., _a+1}> + E, <eq04z11 (x,, _a+1}>va(a).
0 n n On n

1
Por otro lado, se sabe que e™% < 1, para todo t > 0, y X; < a + — en el evento {XU; =
n

1
a—+ }, se sigue que
n

]Ea< / eatdron ) <E, <Lg, 1 )
A t +{x,, <0} w o {x,, <0}

y

’

Tn 1 ,
E, —atrede 1 < ZE, |l (1 —e )1
<q/0 e T Lidt {Xara+i}> = (( ™) {Xaf‘“fi})

1 /
(v ma ) =B ()

Entonces, por las tltimas dos desigualdades y la ecuacién (2.15) se llega a que

SN

W(q)(a)

ol 1Y <a . % ) Ua(@).

Por lo tanto, considerando la anterior estimacién y la desigualdad (3.11) tenemos que

1
—+
n

va(a) <

Oy e EToR A

Supongamos que x € [0,a). Definamos el tiempo de salida o(gq) como

0(0,a) = mf{t 2 0: Xt ¢ (O,G)},
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tenemos que L{ = 0, para todo ¢ < 0(g4). Entonces, recordando la ecuacién (2.15) y la
ecuacion (3.12)

a

. =E, 0 —atqre 1

val) </a(o,a> ) ' {Xo(ov”')_a}>
_ R
=E, <e © >]1{X0(0’a)_a}> vg(a)

W(q)(a:)

T W@ (a)

Por ultimo supongamos que x > a. Quiere decir que el proceso de dividendos 7% al
tiempo cero tiene un salto de tamafno x — a, llevando al proceso U al nivel a y para todo
t > 0 el proceso de dividendos 7* va a tener una estructura de la forma

Lt = sup((X, —2) + ( — a))*
s<t
= (z —a)lysoy + sup (X, — )"
0<s<t

Entonces la funcién de valor queda de la forma

ve(z) = B, </ eqtdL§> =r—a+E, </ eqtd< sup (X, — J/‘)Jr)) (3.13)
0 (0,09] 0<s<t

Definiendo el proceso X = {X, : ¢ > 0} de la siguiente manera
X, = X, — (x —a), para todo t > 0,

se sigue que éste es un proceso de Lévy espectralmente negativo con la misma ley que el
proceso X [Kyp06, Teorema 3.1]. Observe que el proceso X , con valor inicial )~(0 = a, es
un proceso de riesgo. Entonces definiendo las estrategia de barrera al nivel a, 7 = {Z? :
t >0}, y el proceso de riesgo descontado, U = {U, : ¢t > 0}, como en las ecuaciones (3.4)
y (3.5) respectivamente, se tiene que

- sup (X, —2)", sit >0,
L} = { 0<s<t (3.14)
0, sit = 0.

Ademds, definiendo 6 como en la ecuacién (3.7) y teniendo en cuenta la anterior igualdad,
se puede ver que

ot = inf{t >0: X, — sup (X, —2)* < O} =inf{t >0 : X, — L} <0} =0 (3.15)
0<s<t
Entonces, a partir de las ecuaciones (3.14) y (3.15), se tiene que la ecuacién (3.13)
queda de la siguiente manera
W(Q)(a)

)zo—a)—x—a—l—va(a)—x—a+w(q),(a).

V() —x—a+E</ et dLe
(0,5]
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Por lo tanto, teniendo en cuenta los casos vistos anteriormente concluimos que la funcién
de valor para cualquier barrera a > 0 es de la forma

W (x) sr<a
_ W‘(q)/(a)7 — ) D
Va(2) = W@
r—a-+ WT,((I)’ s1T > a.

Por la Proposicién 4 vemos que cuando la estrategia de barrera es cero, la funcién de
valor vy estd bien definida. Ademds, a pesar de que W@ es una funcién continuamente
diferenciable, no es cierto que para todo a > 0 la funcién de valor v, sea continuamente
diferenciable cuando = = a.

Una de las herramientas que se usara en lo que resta de esta seccién es el generador
infinitesimal que actia sobre una funcién f suficientemente suave. Este es definido de la
siguiente manera

Uf(z) = —vf'(x) + %f”(fﬁ) + / (f(z+y) = fx) = f(@)ylyeroy)v(dy),

(=0,0)
para todo = € R.
Lema 6. Si W@ es suficientemente suave en (0, 00), entonces para todo a > 0 se cumple
(I' = ¢)ua(z) = 0, para todo x € (0,a).

Demostracién. Sea ¢t > 0. Aplicando Integracién por Partes a e~W (@ (X,) sobre el
evento {t < 04} tenemos que

t t
MWD (X,) — WD (X)) = / e~ dW9(X,) — / qe W@ (X, ) ds. (3.16)
0 0

Por otro lado, aplicando la Férmula de It6 [Pro05, Teorema 2.32] a W@ (X,) se tiene
que

Teniendo en cuenta la ecuacién (2.4) se puede ver que
t ! t ’ t /
/ WX, )dX, = / oW @' (X, )dB, + / AW@' (X, )ds
0 0 0

t
+ / / W@ (X, )z N(ds x dz)
0 J(—o0,—1]

t
+lim / / W' (X, )a(N(ds x dz) — v(dz)ds). (3.18)
€ 0 J(-1¢)
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Por otro lado

ST (WOX,) - WD (X, ) - W (X,)AX,) =

0<s<t

> (WX, +AX,) - WX, ) = WD (XD)AX. D gjax, <1})

0<s<t

= WX )AX D gax, 1. (3.19)

0<s<t

Como bien sabemos el proceso de Lévy espectralmente negativo X tiene asociado una
medida aleatoria de Poisson N, quiere decir que la ecuacién (3.19) se puede escribir de la
siguiente manera

ST (WOX,) - WX, ) - W (X, )AX,) =

0<s<t

/ / V(Ko +y) = WKL) = WO (X, )yLyycry) N(ds x dy)
ooO)
t
- / / W@ (X, Yyl sy N(ds x dy). (3.20)
0,0
De las ecuaciones (3.17), (3.18) y (3.20) se llega a que

t t
W@D(X,) - W9D(X,) = / W@ (X, )ds+ / oW @' (X,_)dB,
0

/ / O ) WO

— WO (X )y gy (V(ds x dy) — v(dy)ds)

+ lim/ / W@ (X, )y(N(ds x dy) — v(dy) ds).
0 J(—o0,)

el0
Entonces, a partir de la anterior igualdad y la ecuacién (3.16), se puede ver que
t
e MtWD(X,) — WD (z) — M, = / e (T — )W (X, )ds, (3.21)
0
donde el proceso M = {M; : s > 0} definido como

M, :/ oe W9 (X, )dB, +h§)1/ / WO (X, )z(N(dz x dr) — v(dz) dr)
0 € 1,—¢)

+ / / e_q”(W(q)(Xr, + ) — W(q)(XT,)
0 J(—00,0)
— WX, )2l e r.0n)(N(dz x dr) — v(dz) dr),

para todo s < ¢, es una P -martingala con My = 0. Con ayuda del Lema 2 se verifica
que la parte izquierda de la igualdad (3.21) es una P,-martingala. Ademds, el proceso que
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estd dentro del integrando de la parte derecha de la iguadad (3.21) es continua y acotada
por una constante casi seguramente. Quiere decir que la P, -martingala mencionada antes
es una P,-martingala continua cuadrado integrable, cuya variacién cuadratica es igual a
cero. Lo que nos lleva a que

(T — )W (X, ) =0, para todo s € [0,t], c.s.
Como lo anterior estd hecho sobre el evento {t < 04} se sigue que
(T — q)W9(x) = 0, para todo = € (0, a).

W@ (v

WT’(a)’ para todo z € (0, a), concluimos que

Como v,(x) =

(I' = q)va(x) = 0, para todo = € (0, a). O
Sea a* definido de la siguiente manera
a* =sup{a > 0: W' (a) < W' (z), para todo z > 0}, (3.22)
donde W@'(0) se entendera como lim, o W@’ (). Como

W' (2) = et (Wa(q) (2)8(q) + Wiy (2)) = e Wy (2)(q),

se tiene que lim W(q)/(x) = 00, lo que nos lleva a que a* < co.

Tr—00

Por definicién de a*, se tiene que W(‘I)”(a*) = 0. Lo cual es cierto porque

W@ (a* + h) — W' (a*) W@ (a*) — W@ (a* — h)
>0y <0,
h h
donde 0 < h < a*. Entonces, tomando limite cuando h | 0 en las dos desigualdades
anteriores se obtiene dicha igualdad.

Al finalizar esta seccién se mostrard que bajo ciertas condiciones de la funcién W@
la estrategia de barrera en el nivel a* es la estrategia de barrera 6ptima. Para lograr
este cometido necesitaremos de tres lemas que van a jugar un papel importante en la de-
mostracion de este hecho. El primero, llamado Lema de Verificacién, nos dara condiciones
suficientes para que una estrategia de dividendos admisible sea 6ptima.

Lema 7 (Lema de Verificacién). Suponga que 7, es una de estrategia de dividendos ad-
misible tal que v, es suficientemente suave en (0, 00), y para todo x > 0

max((I' — q)v,, (z), 1 — v, _(z)) <0,
entonces vr, (¢) = v.(z), para todo = € R.

Demostracién. Sean 7 € Il y > 0. Por Integraciéon por Partes en e v, (U]), con
t > 0, se tiene que

t t
e o, (UF) — vy (UF) = / e~ du (UT) — / ge o, (U7 )ds.  (3.23)
0 0
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Aplicando la Férmula de It6 a v, (U]) [Pro05, Teorema 2.32], con ¢ > 0, se puede ver
que

t 2 t
0e (U7) = 0 U5) = [ b Ty a0z + G [ o7 s
0 0
+ D (0n (UD) = vn (UT) = v (UT)AUY). (3.24)

0<s<t

Como dU] = dX, — dL7, implica que

t
/ ol (UT)dUT = / (U™ )dX, — / )dLT
0

/ (UT)dX, — / )AL = >l (UT)ALT,  (3.25)

0<s<t

donde L} es la parte continua de L.
A partir de la ecuacién (2.4), se puede ver que

/Ot (UT)dX, = /av (U™ )dB, — /twm(U”)d

// v, (UL )y N(ds x dy)
00,—1]

+lim / [ ey (Vs xdy) - v(dy)ds).
0 J(—1e)

el0

Entonces, la ecuacién (3.25) queda de la siguiente forma

t t t
[wnyavs = [ wzyas. - [ w)as
0 0 0
t
-/ / ol (U7 )y N(ds  dy)
oo, 1]

+hm//1 L (U™ )y (N(ds x dy) — v(dy) ds)

el0
- / o (UZ) AL = 3 o (UZ) ALL. (3.26)
0 0<s<t
Por otra parte

Y (0n (UD) = vn (UL) — v (UL)AUT) =

0<s<t

Y Wn(UL) = 0, (UL) = 0y (UL )ALT) Liarz 40y

0<s<t

+ Z (Ufr*<U;T— + AXS) - Uw*(U;r—) - U;*(U:—)AX:;);

0<s<t
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y por un argumento similar a la ecuacién (3.20) se puede ver que

D (Wn (UT) = va, (UT) = v (UZ)AUT) =

0<s<t

3" Wn (UF) = 0n (UF) = o, (UZ)ALT) Liarso)

0<s<t
t
[ U ) = e UD) = U ) N(ds x dy). (320
00,0
Definiendo A; = U] + AXj§, con t > 0, se puede ver que
Ay=U" v A —AL, =U],, paratodot > 0.

Entonces, la ecuacién (3.27) queda de la siguiente forma

> (Wn (UT) = va, (UT) = v (UZ)AUT) =

0<s<t

S (0n (As = ALT) = 05, (AL) — o, (UT)ALT) Liazz 0y

0<s<t

+ / / (n (U )~ o (V) — 0 (U2 )y) N(ds x dy). (328)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.24), (3.26) y (3.28) se llega a que
t t 02 t
0 U7) = 0n.U9) = [ vt U a8~ [ i 07 as+ / (U7 ds
0 0
t
— / v, (U )dLT + hm/ / N(ds x dy) — v(dy) ds)
0 (—=1,—¢)

+ > (Un (A = ALT) = v, (Ag) = vy (UDALT) L {arg 20}

0<s<t

t
[ U ) = e (U)o (U7 ) N(ds x ),
0 00,0)
A partir de la anterior igualdad y la ecuacién (3.23) se obtiene que
t t
e M, (UT) — vy, (7) = / (T — q)v., (U )ds — / e ®u, (Us_)dLT® + M, + J,, (3.29)
0 0

donde los procesos M; y Jy, con t > 0, estan dados por

Jo=> " e (vn. (A, — ALT) — vr, (AL)) LaLs 20},

0<s<t

23



t
M, = / oe vl (Us_)dB; +hm/ / “0 (Us—)xz(N(ds x dt) — v(dz)ds))
(-1, 5]

el

wf J U )~ )
— v (UL)xlze—1,03)(N(ds x dz) — v(dz) ds).

T

Se sabe por hipotesis que v} (x) > 1, entonces, por el Teorema del Valor Medio se sigue
que
v (A — ALT) = vn.(A,) < AL,

lo cual implica que

t
J; < —/ e ©®dL7, para todo t > 0. (3.30)
0
Definiendo el tiempo de paro o,, con n > 1, como
o, =1inf{t >0 : U] > n},

el proceso M = {M;,,, : t > 0} es una P,-martingala con My = 0. Entonces, teniendo
en cuenta la desigualdad (3.30) y que (I' — q)v.. (z) < 0, tomando valor esperado en la
ecuacién (3.29) se llega a que

onNo™
v (2) 2 Bal(e 1) (U7 1)) + Ea ( / e—quL’;).
0

Luego, haciendo tender n a infinito, la anterior desigualdad queda expresada de la siguiente
manera

T

or () > E, < /O T e dLj;) = v, (2).

Dado que v, () = v,(x) = 0, para todo = < 0, se concluye que v, () = v.(x), para todo
z e R. O

El lema que sigue, al igual que el anterior, nos dara condiciones suficientes para que la
estrategia de barrera en el nivel a* sea éptima.

Lema 8. Sea W@ suficientemente suave tal que
(I' = @)vg«(z) <0, para todo x > a*.
Entonces v,+(z) = v,(z) para todo x € R.

Demostracién. Es suficiente ver que la funcion de valor v,« verifica la hipétesis del Lema
de Verificacién. En el caso en que a* = 0 se cumple trivialmente, ya que W@ es suficien-
temente suave, entonces por la Proposicién 5 se sigue que vg(x) es suficientemente suave
para todo = € (0,00). Ademés

(T —q)ug(z) <0 y 1—wvi(z) =0, para todo = > 0.
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Por el Lema de Verificacién se sigue que vg(x) = v.(x), para todo z > 0.

Supongamos que ¢* > 0. Dado que W9 es suficientemente suave y W " (a*) =0, por
defincién de a*, vemos por la Proposicién 5 que v,«(z) también es suficientemente suave y
vl.(z) > 1, para todo z € (0, c0).

Por otra parte, por el Lema 6 se tiene que

(I' = ¢)vg«(z) = 0, para todo z € (0,a").
En el caso en que x = a*, por la suavidad de la funcién (I" — q)v,- se sigue

(I' = @Q)ug+(a™) = ilgl(f‘ — q)va(x) = 0.

Entonces por el Lema de Verificacién concluimos que v,«(x) = v, (), para todo x € R. [
Lema 9. Sea W@ suficientemente suave en (0, 00), tal que
W@ (a) < W' (b) para todo a* < a < b. (3.31)

Entonces

li%n(F — q)(var — ;) (y) <0, para todo x > a*.
ytz

Demostracion. Sea x > a*. Como las segundas derivadas de las funciones valor vy« y v,
son continuas en (0, 00), excepto cuando limy, v/ (y) # lim,, v?(y), se sigue a partir de la
Proposicién 5 y de la desigualdad (3.31) que

1741%1 vi(y) > 0= v (x). (3.32)
Por definicién de a* y por (3.31) se puede ver que
(V. —v.)(u) > 0, para todo u € [0, z], (3.33)
lo cual implica que
(Vgr — Ug)(x + 2) < (Vg — V) (), para todo z < 0. (3.34)
Ademas
vl () = vl (z) = 1. (3.35)

Por otra parte, tomando limite cuando y 1 x a la funcién (I"' — ¢) (v, — v,) nos queda lo
siguiente

lm(I" = ¢) (var — v2)(y) = lim (V(vé* —0)(y) + 5 (v = () = 9ve = v2)()

ytz ytz

+ /(0070) ((Ua* — 0 )(y+ 2) — (Var — v2)(y)

(el - v;><y>n{ze<1,o>})u<dz>)

= (v =) (@) + G (v @)~ hm o)) = (v — v (a)

+ lim (Var = v2)(y + 2) — (Var — v)(y)
ylx (—00,0)

— (Ul — 200)(Y) Lze(—1,0y)v(dz).  (3.36)
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Por otro lado, en caso en que z € (0, 1], la funcién que esta dentro del integrando de la
anterior igualdad estd acotada por

|(Var = v2) (Y + 2) = (var = 02)(y) = 2(Vp — 03)(Y) Lee(-10)]

e uli(z) = limyp, V) (y)|
= yerﬁla/xx) |(Var = v2) (W) Lgz<1y + 2 <5 D) + 5 . Liee(z. 00}
+ 22 max |(Var = v2)(y + ) = (var — va)(y) — w(v = )W) 4
(w,y)e(—1,2e] % (y,r,) w2 {ze(—1,z¢]}»

para todo z € (—o00,0) y para todo y € (y,x). Donde €, ¢ > 0, la constante y.. es
suficientemente cercana a x por la izquierda que depende de & y z. es una constante
suficientemente cercana a 0 por la izquierda que depende de ¢’'. En caso en que = > 1, la
funcién que estd dentro del integrando de la igualdad (3.36) estd acotada por

|(var = 02)(y +2) = (Var = v2)(y) = (Ve = V) ()2 L fze-1.03 |

1

el () — limyp, U2 (y
S max ‘(Ua* — Ux)(y)|]l{z§—r} + 2’2 (5 - 5 + | ( ) vt ( )‘>1{ze(zg,0)}

yE(y.r,x) 2
+ max Vg — Uz ) (Y + W) — (Vg — Uy Tioe(—uw—
e i =0+ 0) = (e = )0 L
— _ . — _ Y
N {|<va* )y ) = (v = 0)) ~ wle vx><y>\}ﬂ{ze(_lvzs]}7
(w,y)€(=1,2e] X (yer ) w

para todo z € (—00,0) y para todo y € (y-,z). Donde ¢, ¢’ > 0, la constante y.. es suficien-
temente cercana a x por izquierda que depende de €' y z, es una constante suficientemente
cercana a 0 por izquierda que depende de &’

Observe que en los dos casos mencionados anteriormente, la funciéon que acota es inte-
grable con respecto a la medida de salto v. Entonces, usando Teorema de Convergencia
Dominada se tiene que la ecuacién (3.36) queda de la forma

2

("~ g) (var —v2)(y) = 7(ver = v3)(2) + % <Ué’* (z) —lim v;’(y)) — q(Vgs — vg)()

+ /(— 0)((Ua* — e)(@ + 2) = (var — vz) (@)
— 2(Vpe =) (@) Lse(-1,0}) V(d2).

Entonces teniendo en cuenta las ecuaciones (3.32), (3.33), (3.34) y (3.35) se concluye
que
li%n(F —q)(Var —vg)(y) < 0. O
ytx

Teorema 10. Sea W@ suficientemente suave en (0,00), tal que
W@ (a) < W' (b) para todo a* < a < b.

Entonces la estrategia de barrera en a* es una estrategia éptima.
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Demostraciéon. Para demostrar este hecho sélo tenemos que verificar las hipdtesis del
Lema 8, la cual demostraremos por contradicciéon. Supongamos que existe x > a* tal que

(T' = q)vas(z) > 0.
Entonces por el Lema 9 se sigue que

0<(I'=q)ug(z) < li%n(F — q)u(y).
ytx
Quiere decir que
(T' = q)v.(y) >0, con y € (0, ),

lo cual contradice el Lema 6. Por lo tanto a* es un estrategia de barrera 6ptima. O

4 Métodos numéricos

En esta seccion se estudiaran dos métodos numericos, Integral de Inversion de Bromwich
e Inversién Post-Widder, para aproximar las funciones g-escala, ya que no siempre pode-
mos tener explicitamente dichas funciones, y asi poder ver graficamente las condiciones
suficientes que se estudiaron en la seccidn anterior para que la estrategia Optima sea una
estrategia de barrera en el problema clésico de pago de dividendos.

Para usar estos métodos, debemos estudiar primero la relacién que hay entre las fun-
ciones g-escala y la funcién de renovacion de cierto subordinador llamado de escala descen-
dente y que esta definido a partir de tiempos locales.

Un proceso estocéastico L = {L; : t > 0} que es continuo, no decreciente, con L; €
[0,00), para todo t > 0, y F-adaptado, es un tiempo local en 0 para el proceso {supg«,; Xs—
X, : t >0} si cumple lo siguiente: o

i) El soporte de la medida de Stieltjes dL; es la cerradura del conjunto de tiempos
{t > 0: supgc,; Xy = X;} y es finito para todo ¢ > 0.

ii) Para todo tiempo de paro T' con respecto a la o-dlgebra IF, tal que supy 7 Xs = X7

en {T < oo} casi seguramente, el proceso definido como

{(XTH ~ Xy, sup Xy — Xpig, Lyss — LT> > 0},

0<s<T+t

es independiente de Fr en {T' < oo} y tiene la misma ley que {(X¢, supg,<; X¢, Ly)
t > 0} sobre P.

Anélogamente, el proceso L= {Et : t > 0} denotard el tiempo local para el proceso
{Xt — infogsgt XS ot 2 0}

A partir del tiempo local definimos los procesos L™t = {L;': t >0}y H = {H,; : t >
0} como

L' =inf{s>0: Ly>t} y H=X, 1,
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para todo t > 0, respectivamente. El proceso L' es el inverso del tiempo local L y el
proceso H es conocido como de escala ascendente. Se puede ver que estos dos procesos
son subordinadores y en consecuencia el proceso bivariado (L~!, H) = {(L;*, Hy) : t >
0}, llamado proceso escala ascendente, es un subordinador bivariado, cuyo exponente de
Laplace denotaremos por

k(a, \) = —log (]E (e*O‘Ll_LAHl)» para todo a, A > 0.

Anélogamente, el proceso bivariado (E_l, H ), llamado proceso escala descendente, es cons-
truido a partir del proceso de Lévy X = —X. Su exponente de Laplace lo denotaremos
por

Rla, ) = —log(]E(e_ail_l_Afh)), para todo a, A > 0.
Definiendo el proceso L como

L; = sup X,, para todo t > 0,
0<s<t

es un tiempo local en 0 para el proceso {supogsét X=Xyt > O}. Esto se puede ver a
partir de que el proceso X tiene saltos no-positivos y tiene la propiedad fuerte de Markov
[Kyp06, Terema 3.1]; su inverso L~! estd dado por

Lyt =inf{t > 0: X, > t}, para todo t > 0,
y la escala ascendente H es de la forma
H, = XL;1 =t, para todo t > 0.

Quiere decir que el exponente de Laplace [Kyp06, Teorema 3.12] del proceso de escala
ascendente, (L™, H), queda determinado de la siguiente manera

Ko, A) = @(ar) + A,

donde la funcién ®(«) es definida como en la ecuacién (2.3).

Teniendo en cuenta la ecuacién anterior y la Factorizacién de Wiener-Hopf [Kyp06,
Teorema 6.16] se puede ver que el exponente de Laplace del proceso escala descendente,
(L7, H), es de la forma
a—y(A)
Do) — N

Suponiendo que ®(0) = 0, es decir, ¥(A) > 0, para todo A > 0, se puede ver que cuando
a =0 en la ecuacién (4.1), el exponente de Laplace de la escala descendente H es

Ao, \) = (4.1)

A
o) =RON) = 0 FATD (4.2)
P'(0), siA=0.
Considerando el inverso de subordinador H , E={E;: t >0}, donde
E, =inf{s > 0: H, > t}, para todo t > 0, (4.3)
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definimos la funcién de renovacién U (t) como el valor esperado del inverso de subordinador,
es decir
U(t) = E(E;), para todo t > 0.

Como los eventos {H, < t} y {E, > z} son iguales para todo t, z > 0, y tomando
F.(t) =P(H, < t), con t, z > 0, se sigue por el Teorema de Fubini que la transformada
de Laplace de la funcién de renovacién U, que denotaremos por U, es de la forma

U\ = / h e MU(t) dt

0
—/ / e MP(E, > x)dadt
o Jo

= / / e MFE,(t)dt dz, (4.4)
o Jo
para todo A > 0.

Teniendo en cuenta de nuevo el Teorema de Fubini, se puede ver que

o] o] t
/ e ME(t)dt = / / e ME,(ds)dt
0 0 0
= / / e Mdt F,(ds)
0 s
ooef)\s

= F,(d
| SR
_ 45
)\ ? ( )
para todo A > 0.
Entonces, por las ecuaciones (4.2