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Glosario

Abreviacion
v.a.
FDA
GIC
NPN
TFP
TFN
TVP
TVN
TEG
TDF
CTDF
ROC
LASSO
p.d.

t.q.

Descripcion

Vector aleatorio (por alguna generalizacion puede ser univariado).
funcién de distribucion acumulada (o funcion de distribucion).
Grafica de independencia condicional.

Familia de distribuciéon NonParaNormal.

Tasa de falsos positivos.

Tasa de falsos negativos.

Tasa de verdaderos positivos.

Tasa de verdaderos negativos.

Tasa de error global.

Tasa de descubrimientos falsos (FDR, False Discovery Rate).
Control en la tasa de descubrimientos falsos.

Receiver Operating Characteristic.

Least Absolute Shrinkage and Selection Operator.

Por demostrar.

Tal que.
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Notacion

Simbolo Descripcion

D Dimension de un vector aleatorio.
N Tamano de muestra.
R Conjunto de los nimeros reales, i.e. R = (-0, 00).
R Conjunto de los niimeros reales extendidos, i.e. R = [~o0, c0].
N Conjunto de los nimeros naturales, i.e. N = {1,2,...}.
I Intervalo unitario [0, 1].
card (-) Operador de cardinalidad de un conjunto, i.e. el nimero de elementos en éste.
0 Vector nulo, i.e. 0 = (0, ..., O)T e RP,
1 Vector unitario, ie. 1= (1,...,1)" ¢ RP.
Z, Matriz identidad de dimensiones p x p.
diag (-) Diagonal de una matriz cuadrada.
P Distribucion de probabilidad.
E() Esperanza de un v.a.
Cov (+) Matriz de covarianzas de un v.a.
Var Varianza de una variable aleatoria.
X,Y,X;,Y; Variables aleatorias univariadas (vectores aleatorios de dimension unitaria).
X Vector aleatorio (dimension p > 2), v.g. X = (X1,..., X,)7T.
X4 Vector aleatorio cuyas variables perteneces al conjunto de indices en A.
T Observacion de una variable aleatoria, i.e. x € R (6 X € @).
X Observacion de un vector aleatorio, i.e. x € R? (6 X € @p) conp>2.
F FDA univariada genérica.
F; FDA univariada asociada a la variable j de unv.a. X = (X1,..., X,)7.
H FDA multivariada genérica.
FED Inversa generalizada de F'.
fi Funcion de densidad univariada de la variable aleatoria X ;.
fa Funcion de densidad conjunta del v.a. X 4 con A un conjunto de indices.
Ran F', RanX Rango de F' o Rango de X, en general el rango de un vector o variable aleatorios.
g Grafo no dirigido.
A Conjunto de aristas de un modelo grafico no dirigido.
v Conjunto de vértices de un modelo grafico no dirigido, v.g. V = {1,...,p}.
ady(-,-) Conjunto de adyacencia (o de vecinos) de un vértice en un grafo no dirigido.
N Distribucién gaussiana.
T Distribucion T.
g1 Distribucién gama inversa.
NPN Distribucion NonParaNormal.

I Vector de medias, i.e. it = (p1, ... ,,up)T.

P Matriz de covarianzas.

% Matriz de coeficientes de correlacion lineal de Pearson.

Q Matriz de precision, {2 = P luQ=X"1 este tltimo para modelos estandarizados.
v Grados de libertad, asociado a modelos de copula 7.
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Simbolo

p..

P
Corr (+,)
Corr (+)

Ps
IO
h(-y.nyr)

NOTACION

Descripcion

Coeficiente de correlacion lineal de Pearson.

Coeficiente de correlacion lineal parcial.

Operador del coeficiente de correlacion lineal de Pearson para un par de variables aleatorias.
Matriz de correlaciones lineales de Pearson de un v.a.

Coeficiente de concordancia Rho de Spearman.

Densidad genérica de un modelo de distribucion gaussiana.

Densidad genérica de un modelo de distribucion 7.

Densidad gaussiana univariada estandar.

FDA gaussiana univariada estandar.

FDA 7T univariada estandar, i.e. con media cero y varianza v/ (v — 2).

FDA gaussiana multivariada con matriz de correlaciones . y vector de medias 0.
Funcion copula.

Copula producto, i.e. IT (u,v) = uv.

Copula gaussiana.

Copula T.

Copula Clayton.

Vector de coeficientes de regresion, i.e. 5 = (f1,..., 5p)T.

Coeficiente de regresion asociado a la variable X, con variable de respuesta X;.

Matriz de coeficientes de regresion, i.e. Bjj = ,(CJ).
Parametros de ajuste.

Distancia de una copula C a IT inducida por p € [1, c0).
Norma inducida por ¢ € [1, o0].



Introduccion

La era de la informacion en la que vivimos desde hace un par de décadas, ha traido consigo estructuras cada vez
mas complejas de datos (c.f. Donoho et™al. (2000)), las cuales se han traducido en nuevos retos de inferencia estadistica
y en general matematicos. Actualmente la estructura de los datos esta dejando de ser compatible con el diseno de las
metodologias convencionales; lo anterior justifica que en afnos recientes hemos presenciado una gran explosion de
nuevas propuestas que modifican o extienden, de algin modo, los paradigmas clasicos de inferencia con la finalidad
de buscar herramientas afines a las estructuras modernas de datos. Datos que no pertenecen a espacios euclideanos
o cantidades masivas de variables, éstas ultimas sobre todo con muy pocas observaciones en muestra, son ejemplos de
estructuras complejas. Hoy en dia cada vez son mas las areas del conocimiento en donde se reconoce la presencia de
datos complejos, v.g. en genética, medicina, finanzas, por solo mencionar algunas. En particular la presente investi-
gacion gira en torno a los modelos graficos no dirigidos markovianos, los cuales han atraido una enorme atencion en
afos recientes como una herramienta visualmente atractiva para resumir relaciones existentes entre una gran cantidad
de variables, problema de interés en diversos contextos modernos de inferencia estadistica.

Un modelo grafico no dirigido es una estructura que representa relaciones de independencia condicional entre va-
riables aleatorias. Intuitivamente lo podemos concebir como la representacion de una “red social de variables” (usual-
mente con un gran numero de elementos): dos variables que no estan ‘conectadas” directamente pueden ser depen-
dientes a partir de un tercero que las conecte, entonces estas variables seran independientes dado el conocimiento
de la tercera. Detectar al tercer elemento que induce dependencia entre variables que por su naturaleza no tienen
ninguna relacion entre si, es la base para la determinacion de relaciones espuria y una de las aplicaciones inmediatas
de un grafo no dirigido. Ademas de la relevancia de un grafo no dirigido como herramienta descriptiva, éste tiene
una gama de aplicaciones importantes para la inferencia en diversos modelos estadisticos, v.g. para la construccion
de distribuciones conjuntas y estimaciéon de parametros. De igual forma, estos modelos se han convertido en una he-
rramienta fundamental en distintas areas del conocimiento, v.g. en conectividad cerebral y analisis de redes sociales,
con gran potencial de aplicacion en cualquier area donde el analisis involucre datos multivariados.

Los datos multivariados de antemano presentan estructuras complejas de dependencia, las cuales dificilmente
podrian ser explicadas por los modelos clasicos de distribucion conjunta (gaussiana, 7, etc.). Esta problematica se
presenta con mayor énfasis en situaciones de inferencia a gran escala (c.f. Efron (2010)), usualmente relacionadas
con la presencia de cantidades masivas de variables, contexto de analisis que generalmente acarrea problemas al-
tamente dimensionales (c.f. Bihlmann and Van De Geer (2011)), i.e. cuando el numero de variables, p, supera (en
ocasiones considerablemente) el tamafio de la muestra observada, N (N << p); cabe destacar que actualmente esta
estructura de datos surge de manera natural en diversos contextos de analisis. Pese a que los modelos graficos no
dirigidos tienen su maximo potencial de aplicacion ante la estructura de datos antes planteada, el supuesto recurrente
del cual se suele partir para su estimacion es el de distribucion gaussiana multivariada. Como modelo conjunto, una
distribucion gaussiana es demasiado restrictiva, no solo por el hecho de que impone marginales en la misma familia,
sino por la estructura poco flexible de dependencia que induce, la cual esta inducida por el coeficiente de correlacion
lineal de Pearson, donde éste Ultimo es simplemente una medida de asociacion lineal con un campo de accion bas-
tante limitado (c.f. Embrechts et"al. (1999)). El coeficiente de correlacion de Pearson no cumple con ser una medida
de dependencia, asi que en general no es una herramienta pertinente para detectar relaciones de independencia o
independencia condicional entre variables; s6lo bajo el supuesto de distribucion gaussiana la correlacion lineal nula
caracteriza la independencia. Sin embargo, y pese al conocimiento de la comunidad estadistica de que el supuesto
gaussiano multivariado es practicamente inalcanzable con datos observados (c.f Patton (2002)), debido a su facil ma-
nejo e interpretacion, los modelos gaussianos siguen vigente en distintos terrenos de la investigacion contemporanea.
Puntualmente el modelos grafico no dirigido gaussiano tiene diversas bondades practicas, dentro de las que destacan

VII



VI INTRODUCCION

las siguientes: las relaciones de independencia condicional modeladas en el grafo tienen una codificacion explicita
en los parametros de la distribucion (c.f. Dempster (1972)), lo anterior facilita la inferencia del grafo no dirigido; por
otro lado, la estructura del grafo tiene una estrecha relacion con el problema de seleccion de variables en el modelo
de regresion lineal (c.f. Lauritzen (1996)), y asi la estimacion del modelo grafico tiene una aplicacion directa a otros
modelos estadisticos. Pese al gran potencial que los modelos graficos no dirigidos tiene en diversos analisis con da-
tos multivariados, éstos pueden llegar a perder terreno de accion, aplicabilidad e interpretacion cuando el modelo de
probabilidad subyacente es bastante restrictivo como modelo conjunto.

Partiendo del creciente auge que los modelos graficos no dirigidos siguen teniendo, tanto en la investigacion
asi como en las aplicaciones, observamos que existe una gran necesidad de contar con metodologias de estimacion
del grafo cuya inferencia no limite la estructura de dependencia general del modelo de probabilidad asociado. Por
otro lado, con base en la gran relevancia que desde hace ya algunas décadas han cobrado los modelos de copulas por
su capacidad para construir distribuciones multivariados bastante flexibles (c.f. Durante and Sempi (2010)), junto con
el hecho de que resultan una via natural para cuantificar el grado de dependencia en un vector aleatorio (c.f. Mari
and Kotz (2001)), es que basar la inferencia de las relaciones de independencia condicional modeladas en un grafo
no dirigido en la copula subyacente de los datos resulta una via bastante pertinente y atractiva. Motivados por la
problematica antes planteada y el potencial de los modelos de copulas, es que el objetivo global de la presente inves-
tigacion es buscar la estimacion del modelo grafico no dirigido partiendo de la copula subyacente del vector aleatorio
de interés, a manera que el modelo de probabilidad subyacente sea lo suficientemente flexible como para representar
estructuras complejas de dependencia que inevitablemente se encuentran en datos multivariados.

En una primera instancia, si asumimos un solo modelo de copula paramétrica que explique la estructura completa
de dependencia de un vector aleatorio, i.e. que la copula subyacente al vector pertenezca a una familia paramétrica
especifica, para que la deduccion del grafo no dirigido tenga sentido, tendremos que buscar familias de copulas que
cumplan con el supuesto simplificador. Diremos que una copula o una familia de copulas cumple el supuesto simplifi-
cador, si todos sus copulas condicionales a pares dependen del condicionante s6lo via sus distribuciones condicionales
(c.f. Haff et™al. (2010)), en otras palabras, que sus copulas condicionales no cambian con el valor del condicionante.
Sin embargo, en Stober et"al. (2013) se asegura que las tres familias de copulas que cumplen con el supuesto simplifi-
cador son la gaussiana, laT y la Clayton. Asi que las grandes interrogantes radican en descubrir si estas tres copulas
son los suficientemente flexibles como modelos conjuntos y si ademas sus modelos graficos no dirigidos cuentan
con utilidad practica, i.e. que los grafos involucrados no sean casos triviales (completos o vacios). Estudiar a estos
tres modelos de copulas en términos de su estructura de dependencia, su comportamiento condicional y su grafo no
dirigido asociado, para posteriormente, concluir sobre la flexibilidad del modelo conjunto y la utilidad del grafo, es
una de las contribuciones que hace la investigacion. Para el caso de las dos copulas elipticas (gaussiana y 7)) haremos
mencion de algunos resultados en Liu etal. (2009), Liu etal. (2012a) y Liu etal. (2012b), cuestionando el campo de
aplicacion de este ultimo. Por otro lado, con el creciente impacto que han ido ganando los modelos de vine copula en
afios recientes (c.f. Aas and Berg (2009), Czado (2010) y Min and Czado (2011)), se cuestiona rotundamente el hecho
de que una sola copula multivariada perteneciente a una familia paramétrica sea capaz de modelar estructuras com-
plejas de dependencia, sobre todo para un gran nimero de variables.

El disefio de copulas sumamente flexibles hasta hace menos de una década se encontraba en su mayoria limitado
al caso bivariado, ganando una diversidad de metodologias con gran potencial para esta dimension. No obstante para
la deduccion de copulas multivariadas (p > 3), las extensiones del caso bivariado se han visto limitadas en cuanto
flexibilidad (c.f. Aas etal. (2009) y Min and Czado (2011) para discusiones al respecto). El gran paso para la inferencia
de copulas multivariadas con la capacidad de modelar diversas y complejas estructuras de dependencia fue con las
construcciones de copulas a pares en el enfoque de vine copula, ya que en éste se logra la estimacion de distribuciones
conjuntas via la inferencia de una serie de copulas bivariadas (condicionales y no condicionales), logrado asi modelos
multivariados notablemente flexibles.

Dos de las herramientas fundamentales en vine copula son la formula de Joe (1996) y el supuesto simplificador. La
formula de Joe es una via para la extraccion de observaciones de cualquier copula condicional, en particular aquellas
involucradas en el grafo no dirigido. Haciendo uso de la formula de Joe y asumiendo el supuesto simplificador, es
que se propone un algoritmo iterativo para la estimacion del grafo no dirigido basado en pruebas multiples de inde-
pendencia, aplicadas a observaciones de las (p ) copulas condicionales asociadas al grafo, estas ultimas extraidas de

2
los datos originales. Como parte esencial de nuestro planteamiento, analizamos los tipos de error que induce nuestra
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metodologia de estimacion y en particular para un control en la tasa de descubrimientos falsos (c.f. Benjamini and
Hochberg (1995)) sugerimos el uso de algunos de los resultados en Guo and Rao (2008) para pruebas dependientes.
La tasa de descubrimientos falsos en el fondo es una extension multivariada del conocido error tipo I en pruebas
de hipotesis, en el contexto de estimacion del grafo, éste controla el sobreajuste de su estimacion. La naturaleza de
nuestra metodologia induce la incorporacion de un valor o que domina la tasa de descubrimientos falsos y por ende
el sobreajuste; a este valor lo conoceremos como parametro de ajuste por ser aquel que modula el grado de escasez de
la estimacion, i.e. la cantidad de relaciones de independencia condicional representadas en el grafo. Ademas, aprove-
chando la gran flexibilidad y viabilidad computacional del estimador Bernstein de la copula (c.f. Sancetta and Satchell
(2004)) para el caso bivariado y el algoritmo formulado, proponemos una estimacion totalmente no paramétrica: el
estimador Bernstein del grafo no dirigido. Con la finalidad de evaluar nuestro planteamiento de estimacion, en par-
ticular el desempeno del estimador Bernstein, llevamos a cabo un estudio de simulacion basado en la inferencia del
grafo no dirigido para muestras escasas de copulas simplificadas donde el grafo no dirigido es 1util como modelo.
En el contexto del estudio de simulacién, como contribucién adicional, proponemos una via para la construccion de
matrices de correlacion positivas definidas con patrones especificos de escasez, lo anterior sin imponer estructura de
correlacion alguna o limitar el grado maximo del grafo. El estimador Bernstein del grafo no dirigido conjuga los fun-
damentos de vine copula junto con la flexibilidad que brinda el estimador Bernstein de copulas bivariadas, logrando
de igual manera flexibilidad en el modelo de probabilidad subyacente del grafo estimado; lo anterior constituye a
este estimador como la principal contribucion de la presente investigacion.

Debido a la notable relevancia que han ganado los modelos graficos no dirigidos para la inferencia en diver-
sos contextos de aplicacion donde surgen datos altamente dimensionales (c.f. Bihlmann and Van De Geer (2011)),
como complemento a nuestra investigacion, partiendo de la propiedad de Markov del vector aleatorio, sentamos las
bases conceptuales para la estimacion y aplicaciones del grafo no dirigido en altas dimensiones en un enfoque no
parameétrico, con la finalidad de contar con modelos de probabilidad asociados que sean capaces de representar los
patrones de dependencia provenientes de esta estructura moderna de datos. La estimacion del modelo grafico se pro-
pondra buscando penalizar la inferencia por un parametro de ajuste partiendo del principio de escasez; esta premisa
ha resultado bastante util para el desarrollo de nuevas metodologias y un supuesto realista ante este contexto de
analisis. Por otro lado, mas que hacia modelos penalizados de regresion lineal por la media, planteamos el uso del
grafo no dirigido para la construccion de distribuciones condicionales siguiendo el principio de parsimonia; lo anterior
en el sentido de explicar el comportamiento aleatorio de una variable de respuesta en funcion del menor numero de
predictores evitando redundancia de informacion. Naturalmente via la distribucién condicional se pueden concep-
tualizar regresiones por los cuantiles de ésta, logrando explicar de manera mas global el comportamiento aleatorio
de la variable de respuesta al cambio en los predictores. De igual manera, proponemos una extension adicional a los
principios de escasez y parsimonia, alineados con la problematica de seleccion de modelo en vine copula. Pese a que
estos Ultimos planteamientos se presentan simplemente a nivel conceptual, consideramos que pueden ser base para la
extension de algunos conceptos relacionados con la inferencia general en altas dimensiones y que en algunos casos
mantienen vigente la aplicacion del modelo grafico no dirigido markoviano.

La presente investigacion centra sus esfuerzos en el estudio y propuesta de alternativas de estimacion del grafo
no dirigido, cuyo modelo de probabilidad asociado sea los suficientemente flexible como para ser capaz de responder
a diversos patrones de dependencia que se encuentren en datos multivariados, buscando que los enfoques sean
aplicables a contextos con cantidades masivas de variables y en particular a datos altamente dimensionales. En el
Capitulo 1 se presentan a los modelos graficos no dirigidos markovianos, enfatizando en lo limitado de la distribucion
gaussiana como modelo conjunto y la via recurrente para la estimacion del grafo. El Capitulo 2 sienta las bases de la
teoria de copulas multivariadas, puntualizando sobre su potencial para la construccion de distribuciones conjuntas y
medidas de dependencia, se introduce el concepto de copula condicional, el cual junto con el supuesto simplificador
son el punto de partida para la conceptualizacion del grafo no dirigido via copulas. El Capitulo 3 recopila una serie
de resultados con la finalidad de estudiar a las tres familias de copulas simplificadas en tres aspectos esenciales: la
estructura de dependencia que modelan con base en sus parametros, el comportamiento de sus copulas condicionales
y el modelo grafico no dirigido asociado a cada una de éstas; a grandes rasgos nuestro interés radica en evaluar la
flexibilidad de los modelos de copulas simplificadas y conocer la utilidad de su grafo no dirigido. Como parte central
de este trabajo, en el Capitulo 4 se propone la estimacion via copulas condicionales de donde surge una perspectiva
totalmente no paramétrica: el estimador Bernstein del grafo no dirigido; ademas se complementan las propuestas con
un estudio de simulacién para evaluar su desemperio. Finalmente, el Capitulo 5 ofrece un panorama general sobre
la problematica de la inferencia estadistica en altas dimensiones, puntualizando en los enfoques existentes para la
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estimacion del grafo no dirigido, ademas se formulan lineas de investigacion futura para la inferencia y aplicacion
del grafo no dirigido ante este contexto de analisis.



Capitulo 1

Modelos graficos no dirigidos

Resumen Los modelos graficos no dirigidos markovianos han cobrado una relevancia importante en los ulti-
mos anos, sobre todo en contextos en donde se cuente con cantidades masivas de variables y el objetivo sea inferir
asociaciones entre éstas. Un grafo no dirigido resume asociaciones entre variables via relaciones de independencia
condicional logrando un gran impacto visual. Ademas de ser una potencial herramienta descriptiva, dentro de las
razones por las cuales estos modelos se han vuelto populares, destacan sus aplicaciones a la seleccion de variables
y a la estimacion de parametros, principalmente en contextos de altas dimensiones (N << p). Ademas se han con-
vertido en la herramienta ad hoc para explicar algunas relaciones de interés en distintas areas del conocimiento, v.g.
conectividad cerebral e inteligencia artificial. Sin embargo, para lograr la estimacion del grafo, el supuesto recurrente
es el de distribucion gausssiana multivariada, debido a su facil manejo e interpretacion, pese a que puede llegar a ser
un modelo bastante restrictivo tanto en términos de la estructura de dependencia que representa, asi como por el
hecho que impone marginales en la misma familia. En este capitulo presentamos a los modelos graficos no dirigi-
dos, discutimos sobre sus aplicaciones y citamos ejemplos concretos en donde se han convertido en la herramienta
fundamental de analisis, posteriormente, presentamos a los modelos graficos gaussianos y argumentamos sobre sus
ventajas practicas y limitantes subyacentes del modelo conjunto.

1.1. Organizacion del capitulo

El presente capitulo tiene la intencion de definir a los modelos graficos no dirigidos markovianos, i.e. aquellos
que cumplen las propiedades de Markov, para luego generar una discusion sobre su importancia y los supuestos que
usualmente se hacen para su estimacion. La Seccion 1.2 da un panorama general sobre los modelos graficos y su
relevancia. La Seccion 1.3 presenta a los modelos graficos no dirigidos y puntualiza sobre las propiedades de Markov.
La Seccion 1.4 expone las aplicaciones mas destacadas que tienen los modelos graficos no dirigidos markovianos, para
después, en la Seccion 1.5 citar algunos articulos en donde éstos se han convertido en el modelo ad hoc para distintas
areas del conocimiento. En la Seccion 1.6 se explica a lo que nos referiremos en lo subsecuente del documento con un
grafo trivial y por que ésto es importante para los objetivos de nuestra investigacion. En la Seccion 1.7 se presenta al
modelo grafico gausssiano y sus aplicaciones. Finalmente, en la Seccion 1.8 se discute sobre las limitantes inmediatas
que tiene un modelo de distribucion gaussiana y se comenta brevemente sobre alternativas que se estudiaran en los
capitulos subsecuentes para construir grafos no dirigidos markovianos con distribuciones conjuntas mas flexibles.

1.2. Modelos graficos

Los modelos graficos son capaces de representar diversas estructuras de dependencia (o independencia) entre
variables aleatorias, teniendo un amplio campo de aplicacion, principalmente en problemas en donde se cuente con
un gran numero de variables que interactien en sistemas complejos. Tomando en consideraciéon que vivimos en la
era de la informacion, que nos permite obtener y manipular grandes cantidades de datos de diversas fuentes, los
modelos graficos han cobrado relevancia en los ultimos afios debido a su atractivo visual para describir interrelacio-
nes entre variables junto con las aplicaciones que tienen hacia otros modelos estadisticos, v.g. seleccion de variables.
Por lo anterior es que los modelos graficos son un tema actual de investigacion en estadistica, computacion y ma-
tematicas; ademas de que se han convertido en una herramienta importante en bastantes areas del conocimiento,
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v.g. neurociencias, inteligencia artificial, bioinformatica y sociologia, por s6lo mencionar algunas. Algunos de los
libros en donde se da un panorama general sobre el tema son: Lauritzen (1996), Edwards (2012), Koller and Friedman
(2009) y Borgelt et"al. (2009). Para los alcances de la presente investigacion solo consideraremos modelos de graficas
no dirigidas. Formalizaremos los conceptos fundamentales con las siguientes definiciones.

Definicion 1.2.1 Grafo. Un grafo, G = (V,.A), es una estructura que consiste de un conjunto finito de vértices,
digamos V := {1,...,p}, y un conjunto finito de aristas, A. El conjunto de aristas es un subconjunto de (V x V) \
{(4,7) |7 € V}. Las aristas en A representan enlaces entre los vértices de V, es por eso que no se permiten los pares
ordenados con elementos iguales como (7, j).

Definicion 1.2.2 Modelo grafico. En un modelo grafico, (G, P), los vértices en la grafica G representan a la coleccion
de variables aleatorias en un vector aleatorio (v.a.) de dimension p,

X=(Xy,...,X,)" ~P,
donde P es la distribucion de probabilidad de X.
El objeto de interés en esta investigacion son los modelos graficos no dirigidos, los cuales definimos a continuacion.

Definicion 1.2.3 Modelo grafico no dirigido. Sea el modelo grafico (G,P) con G = (V,.A). Diremos que una
arista (j, k) € Aes no dirigidasi (k, j) € A. Por otro lado, una grafica G diremos que es no dirigida si todas sus aristas
son no dirigidas. Finalmente el modelo (G, P), tal que G sea no dirigida, diremos que es un modelo grafico no dirigido.

Observaciones 1.2.1 :

(Obs. 1) En mucha de la literatura sobre modelos graficos no dirigidos se ocupa la convencion de que los pares
ordenados que representan el mismo enlace entre las variables, v.g. (j, k) € A y su contraparte (k,j) € A, se
consideren como el mismo elemento dentro del conjunto de aristas, i.e. (j,k) = (k,7) (c.f. (Edwards, 2012)).
El anterior, aunque es un detalle de notacion, es importante tenerlo en cuenta para no caer en definiciones
ambiguas. Con la finalidad de lograr consistencia en nuestras definiciones y propuestas, el presente documento
estara alineado a la Definicion 1.2.3.

(Obs. 2) A partir de este momento, haremos uso de la abreviacion v.a. para referirnos a un vector aleatorio.

Dado un v.a. de dimension cinco, X = (X1, X5, X3, X4, X5 )T, la Figura 1.1 ejemplifica un posible modelo grafico
no dirigido asociado al modelo de probabilidad del v.a. en cuestion, P. Entonces el modelo (G,P) est.q. G = (V, A),
conV={1,2,3,4,5} y A={(1,4),(4,1),(4,3),(3,4),(3,5),(5,3),(4,5),(5,4), (4,2),(2,4),(2,5), (5,2) }.

\

0

Figura 1.1: Ejemplo de grafo no dirigido en dimension cinco.
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1.3. Modelos graficos no dirigidos

Una grafica no dirigida es aquella donde todas sus aristas son no dirigidas. Asumiendo una propiedad de Markov
en la distribucion, P, con respecto a la grafica, G, se pueden inferir algunas relaciones de independencia condicional
entre las variables X ,..., X,

Propiedades de Markov para graficas no dirigidas

Definiciéon 1.3.1 Propiedad de Markov a pares. Consideremos un modelo grafico (G, P). Diremos que P satisface
la propiedad de Markov a pares con respecto a la grafica no dirigida G si para cualquier par de vértices no conectados,

(J,k)¢A(j+k),
Xj L Xi| Xy k)

En otras palabras, una ausencia de arista entre los vértices j y k implica independencia entre X ; y X}, condicional
al resto de las variables en el conjunto de vértices (c.f. Studeny (2006) para tener un amplio panorama de la relevancia
que tienen las estructuras de independencia condicional, en particular se presenta una discusion en el campo de la
inteligencia artificial); v.g. en la Figura 1.1 X es independiente de X3 condicional en (X5, X4, X5)T. La propiedad
de Markov a pares sera el vehiculo de estudio en la presente tesis.

Observaciones 1.3.1 :

(Obs. 1) Sea V = {1,...,p}, el conjunto de vértices, y B c V tal que |B| = m, ocuparemos la notacion X g para
referirnos al vector (o variable) aleatorio con las variables cuyos indices pertenecen a B, es decir

Xp=(Xj,.... X;,)7,

donde j1,...,0m € B, jr # js sirT # s.

Entonces Xy ; x} es el v.a. que incluye a todas las variables del vector original, X, excluyendo a X; y Xj.

A continuacion presentamos dos sencillas definiciones que nos ayudan a extender la propiedad de Markov a pa-
res hacia un atributo mas general, clave para interpretar un grafo no dirigido.

Definiciéon 1.3.2 Camino. Un camino es una secuencia de vértices {k1,...,k¢} €V tales que (k;, k;11) € A para
i=1,... .01

Por ejemplo en la Figura 1.1, {5,2,4} es un camino.

Definicion 1.3.3 Separabilidad. Consideremos tres subconjuntos disjuntos del conjunto de vértices, A, B, C' ¢ V.
Diremos que C separa a A y B si cualquier camino que va de j € A a k € B contiene al menos un vértice en C.

Por ejemplo en la Figura 1.1, {4} separa a {1} de {2,3,5}.

Definicion 1.3.4 Propiedad global de Markov. Diremos que P satisface la propiedad global de Markov con res-
pecto a la grafica no dirigida G si para cualquiera tres subconjuntos disjuntos del conjunto de vértices A, By C tales
que C separa Ay B,

Xa L XB|XC-

En general la propiedad global de Markov implica al propiedad a pares, pero la implicacion contraria aplica para
una gran clase de modelos como se asegura en el siguiente Lema 1.3.1.

Lema 1.3.1 Si la distribucion P tiene una densidad estrictamente positiva y continua con respecto a la medida de
Lebesgue, entonces las propiedades a pares y global de Markov son equivalentes.

El Lema 1.3.1 se prueba en Lauritzen (1996) (pag. 36).
En la mayor parte de la literatura, un modelo grafico no dirigido, (G, P), donde la propiedad de Markov a pares

aplica se le conoce como Grdfica de independencia condicional (GIC) (c.f. Edwards (2012), Seccion 1.3, para mas detalles
y discusion sobre las propiedades de Markov de graficas no dirigidas).
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1.4. Aplicaciones

La presente Seccion busca dar un panorama general de algunos de los usos y aplicaciones que tiene un modelo
grafico no dirigido a partir de las propiedades de Markov que enunciamos en la Seccion anterior.

Analisis descriptivo

En una primera instancia, un grafo es una herramienta descriptiva que ayuda a tener una vision y comprension
detallada de algunas de las relaciones que existen entre distintas variables, v.g. en Edwards (2012) explican la paradoja
de Simpson via un grafo no dirigido. Pese a que la paradoja de Simpson puede llegar a ser un ejemplo sencillo, el
uso de un grafo para explicarla es muy util sobre todo cuando nos dirigimos a un publico no estadistico. De esa
manera los modelos graficos se han convertido en un canal de comunicacion entre un asesor estadistico y un usuario
de la misma. Por lo anterior es que los modelo graficos no dirigidos cobran bastante relevancia cuando se desea
descubrir asociaciones verdaderamente explicativas y eliminar relaciones espuria, mas ain en contextos donde se
cuenta con cantidades masivas de variables y naturalmente es dificil explicar las relaciones existentes entre éstas,
v.g. en microarreglos genéticos.

Seleccion de variables

En muchos contextos el objeto de estudio es explicar el comportamiento de una variable en funcion de otras, i.e.
la construccion de modelos de regresion, v.g. en modelos econométricos de elasticidades cruzadas de precios. Una
correcta seleccion de variables en modelos de regresion es vital, ya que incorporar una gran cantidad de variables,
que de alguna manera expliquen lo mismo, puede conllevar a un sobreajuste, y por otro lado, hacer un modelo sim-
plista con muy pocas variables puede conducir a pérdida de informacion, i.e. se busca ajustar modelos que cumplan
a medida de lo posible con el principio de parsimonia.

Para comprender la relevancia de un modelo grafico como herramienta para la seleccion de variables definiremos
el conjunto de adyacencia de una vértice en un grafo.

Definicion 1.4.1 Conjunto de adyacencia. El conjunto de vecinos o de adyacencia del vértice j en el grafo G se
define como,

ady(G,j)={keV:(j,k)e Ay (k,j) e A}. (1.4.1)

Por ejemplo en la Figura 1.1, ady (G, 1) = {4}, sin embargo, ady (G,4) = {1,2,3,5}.

Una premisa recurrente en la construcciéon de modelos multivariados es asumir que el v.a. en cuestion cumple con
la propiedad de Markov, la cual se enuncia a continuacion en la Definicion 1.4.2.

Definicion 1.4.2 Propiedad de Markov del v.a. Dado un v.a. X = (X1, ..., Xp)T, se dice que el modelo de pro-
babilidad subyacente, P, sigue la propiedad de Markov si se cumple lo siguiente,

Fx10x0, k2i) = FX,1{X0, ke ady(G.j))» VjeV, (1.4.2)

donde V es el conjunto de vértices de la GIC, G, asociada a X y VB € V \ {j}, Fx |(x,, kep) €s la funcion de
distribucion acumulada' de X;|X .

Cuando una distribuciéon cumple la propiedad de Markov, también se dice que es una distribucion (o medida) de

Gibbs.

Partiendo del hecho de que en la mayoria de los casos, en un modelo de regresion la relaciéon funcional entre
la variable dependiente y las explicatorias es una caracteristica de la distribucion condicional, v.g. una media o un

!La notacion para la funcién de distribucién acumulada empleada en la Definicion 1.4.2 sera modificada en capitulos subsecuentes, se deci-
di6 utilizar esta notacion en este momento del documento para no entrar en detalles que se presentan mas adelante.
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cuantil condicionales, dada una GIC, G, asociadaaunv.a. X = (X3,..., X p)T y el problema de seleccionar variables
para el modelo de regresion de X; en funcion de Xy ;}, asumiendo de la propiedad de Markov para Py el hecho
de que la GIC cumple la propiedad de Markov a pares del grafo, basta con considerar en el modelo a las variables
representadas por los vértices en ady (G, j). El caso mas clasico de seleccion de variables para un modelo de regresion
lineal multiple asociado a una GIC, es cuando X sigue una distribucién gaussiana multivariada; en la Seccion 1.7 se
puntualizara sobre un resultado que asocia al conjunto de adyacencia y los coeficientes de un modelo de regresion
lineal en el caso gaussiano (c.f. Lauritzen (1996) Seccion 5.1.3 y Bithlmann and Van De”Geer (2011) Seccion 13.4, para
detalles sobre las relaciones entre el conjunto de adyacencia, la correlacion parcial, los coeficientes de regresion y
la matriz de precision de un modelo gaussiano). En el Capitulo 5, Secciones 5.2 y 5.4, retomaremos el problema de
seleccion de variables en el contexto de inferencia en altas dimensiones (N << p).

Estimacion

Partiendo de un modelo de distribucion gaussiana del v.a. X, una de las aplicaciones mas clasicas de los modelos
graficos no dirigidos es la de estimacion restringida de parametros al imponer relaciones de independencia condi-
cional con base en la naturaleza del fenémeno de estudio (c.f. Edwards (2012), capitulo 3, presenta algunos enfoques
clasicos de estimacion de modelos graficos gaussianos junto con un par de ejemplos).

Por otro lado, en el contexto de estadistica en altas dimensiones muchas de las metodologias se basan en la
estimacion de la matriz de covarianza (o su inversa), asi que esta aplicacion sigue siendo vigente. Bihlmann and Van
De"Geer (2011), Seccién 13.4.3, presenta alternativas de estimacion de la matriz de covarianza y su inversa basadas
en la grafica de independencia condicional para el caso de altas dimensiones.

Construccion de distribuciones conjuntas

En general asumir relaciones de independencia o independencia condicional entre variables aleatorias es una
via practica para descomponer distribuciones conjuntas en formas mas simples, v.g. en una cadena de Markov. En
particular, las relaciones de independencia condicional contenidas en una GIC, G, asociada a una distribuciéon de
probabilidad, P, implican una factorizacion particular de la funcion de densidad conjunta del v.a. en cuestion, X, tal
como se enuncia en el Teorema de Hammersley and Clifford (1971). Antes de presentar el Teorema antes mencionado,
introduciremos algunos conceptos fundamentales.

Definiciéon 1.4.3 Grafo completo. Dado un modelo grafico (G, P), diremos que G es un grafo completo si,

A=WV>xV)N{(4) |5V} (1.4.3)

El decir que un modelos grafico tiene asociada una GIC completa implica que el conjunto de aristas, A, contiene
todas las posibles (’2)) combinaciones de enlaces entre las variables de X.

Definicion 1.4.4 Clique. Un subconjunto u € V se le llama un clique si es completo maximal, i.e. u es completo y
si u c w, entonces w no es completo.

En otras palabras, un clique es un conjunto maximal de variables en una grafica que estén conectadas todas entre
si.

Por otro lado, diremos que una funcion potencial, ¢ (+), es toda aquella funcioén no negativa en sus argumentos.
Entonces el Teorema de Hammersley and Clifford (1971) asegura que la densidad conjunta de X es proporcional al
producto de funciones potenciales de los cliques en G, como se enuncia a continuacion.

Teorema 1.4.1 Hammersley & Clifford. Sea el via. X = (X1,...,X,)” con modelo grafico no dirigido marko-
viano asociado (G, P) y funcion de densidad conjunta fx(-). Si fx es no negativa en todo punto, i.e. fx (x) > 0
Vx € RP, entonces fx se factoriza sobre G, i.e. existen funciones potenciales ¢, tales que

fx () = 2 [T e (x0),

ceC

donde C es el conjunto de cliques de G y Z es una constante de normalizacion.
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Para mas detalles sobre el Teorema de Hammersley and Clifford (1971) y sus aplicaciones, véase Besag (1974),
Ripley (1977) y Murphy (2006).

1.5. Casos de aplicacion

En la presente seccion enunciaremos algunas areas de la investigacion, junto con autores destacados, en donde
los modelos graficos no dirigidos markovianos se han convertido en una herramienta esencial para dar respuesta a
preguntas de interés particular.

En el campo de la conectividad cerebral, a partir de datos funcionales provenientes de resonancias magnéticas,
se ha logrado describir la arquitectura del sistema nervioso como un conjunto de vértices, que denotan regiones
anatomicas o puntos en donde se encuentran electrodos, junto con aristas interconectadas, que representan cone-
xiones funcionales o estructurales; algunos autores han llamado a estos modelos como Brain Graphs. Principalmente
estos modelos han llamado la atencion en este contexto, debido a que la neurociencia moderna trae consigo proble-
mas de inferencia a gran escala, usualmente en el contexto de altas dimensiones. Para mayor referencia se pueden
consultar los siguientes articulos: Salvador et™al. (2005), Valdés-Sosa et™al. (2005), Varoquaux et"al. (2010) y Bullmore
and Bassett (2011).

Junto con los famosos modelos graficos conocidos como grdficas aciclicas dirigidas, DAG’s ? por sus siglas en
inglés, los modelos graficos no dirigidos juegan un rol importante en la construccion y representacion de sistemas
expertos en el terreno de la inteligencia artificial. Para un amplio panorama sobre las aplicaciones de modelos graficos
en sistemas expertos se puede consultar Castillo et™al. (2012).

Una aplicacion natural y que ha cobrado mayor relevancia en afios recientes es el analisis de redes sociales, siendo
de interés para las ciencias sociales y la antropologia. Ademas este tipo de analisis estan ganando terreno en empre-
sas de consumo masivo, con estudios de mercado, e instituciones financieras, con analisis para deteccion de fraudes
y prevencion de lavado de dinero. Algunos modelos particulares se encuentran en Wasserman and Pattison (1996) y
Robins et™al. (2007), ademas se recomienda Pircalabelu (2015) capitulo 7.

Finalmente se recomienda ampliamente Wainwright and Jordan (2008), ya que profundiza sobre aplicaciones
puntuales tanto de modelos graficos no dirigidos markovianos como de DAG’s en distintos contextos.

Cabe mencionar que en muchas de las aplicaciones que se encontraron se destaca la eficiencia computacional
que se gana, una vez que se infieren las relaciones de independencia condicional modeladas en un grafo no dirigido,
para la construccion de distribuciones conjuntas o algtin otro objeto en donde interactien multiples variables, v.g.
funciones de utilidad (c.f. Bacchus and Grove (1995) para una aplicacion interesante relacionada con funciones de
utilidad).

1.6. Modelos graficos no dirigidos triviales

Hemos decidido incluir esta pequefia seccion para darle mas sentido y claridad a los objetivos que se pretenden
alcanzar en los capitulos siguientes. Asi que explicaremos a que nos referiremos con un grafo trivial en lo subsecuen-
te del documento.

Para que un modelo grafico no dirigido markoviano tenga la utilidad deseada y se puedan explotar las aplica-
ciones presentadas en la Seccion 1.4, tendremos que asegurar que la distribucion de probabilidad que impongamos,
P, en realidad considere relaciones de independencia condicional. Suponiendo que P esta caracterizada por alguna
funcion de distribucion acumulada multivariada, H, o una funcioén de densidad, f, pertenecientes a una familia pa-
rameétrica, tendriamos que asegurar que la familia sea lo suficientemente flexible como para modelar independencias
condicionales con alguna combinacion de parametros. En caso contrario, el grafo asociado a P seria un grafo com-
pleto como en la Definicion 1.4.3, lo cual careceria utilidad alguna. A un grafo completo lo vamos a considerar como

Directed Acyclic Graphs.
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uno de los dos casos de grafo trivial.

El caso totalmente opuesto a un grafo completo es un grafo vacio, el cual definimos a continuacion.

Definicién 1.6.1 Grafo vacio. Dado un modelo grafico (G, P), diremos que G es un grafo vacio si,

A=a. (1.6.1)

Siunva. X = (X,...,X,)? tiene asociado un grafo vacio como en la Definicion 1.6.1, implicaria que se tienen
todas las relaciones de independencia condicional posibles modeladas en una GIC entre las variables de X. Poder
asegurar lo anterior, seria deseable para algunas de las aplicaciones expuestas en la Seccion 1.4, v.g. simplificaria ro-
tundamente la construccioén de distribuciones conjuntas. Sin embargo, consideramos que tener un modelo conjunto
en donde todas las variables sean independientes condicional en el resto de las mismas es poco realista y por ende
el modelo de probabilidad per se careceria de utilidad. Asi el segundo tipo de grafo trivial que consideraremos es el
grafo vacio.

De manera muy recurrente en el documento haremos alusion a que la distribucion de probabilidad de una GIC, P,
no se asocie con un grafo trivial con el hecho de que el modelo grafico no dirigido tenga utilidad. Asi que enfatizando
en los objetivos de nuestra investigacion, en los capitulos subsecuentes buscaremos estudiar y proponer modelos
graficos no dirigidos markovianos que tengan asociadas distribuciones conjuntas flexibles y que ademas sean utiles.

1.7. Modelo grafico no dirigido gaussiano

Como en muchos de los modelos estadisticos existentes, un supuesto recurrente es el de distribucion gaussiana,
ie. X ~ N,(u, P), con P una matriz de covarianzas. La presente seccion tiene el objetivo de enunciar resultados
clasicos sobre como es que se deducen las relaciones de independencia condicional contenidas en un grafo no di-
rigido, a partir de la estructura de dependencia que modela la distribucion gaussiana. Se mencionaran brevemente
algunos enfoque de estimacion del grafo en este contexto, y finalmente, se comenta sobre algunas de las limitantes
inmediatas del modelo gaussiano per se.

Esta Seccion busca dar un panorama general sin entrar en detalles sobre la estructura de dependencia que modela
una distribucion gaussiana, mas adelante en las Secciones 3.3 y 3.5 se profundiza sobre ese tema.

Grafica de independencia condicional gaussiana

En el caso de los modelos graficos no dirigidos el supuesto de normalidad multivariada es ideal, ya que brinda una
representacion sencilla de la propiedad de Markov a pares codificada por la matriz de precision, Q = P~!, ademas de
que las relaciones de independencia condicional incluidas en el grafo tienen una asociacion natural con los coeficien-
tes de regresion lineal entre las variables involucradas. Pero las grandes limitantes que tiene el modelo gaussiano al
tomarlo como supuesto, en términos de la estructura de dependencia que representa, son factores que pueden ocultar
asociaciones entre las variables o llevar al analista a conclusiones erroneas sobre la dependencia que guardan los da-
tos. Pese a que es bien sabido que el supuesto de normalidad multivariada es muy dificil—sino es que imposible—de
lograr, el facil manejo de la distribucion gaussiana junto con sus parametros lo hace muy atractivo como modelo y lo
mantiene vigente en el terreno de la investigacion. Atn en el contexto de estadistica en altas dimensiones, en donde
los modelos graficos no dirigidos han cobrado bastante relevancia en los tltimos afios, la distribucion gausssiana
multivariada sigue siendo un supuesto recurrente, pese a que a medida que el nimero de variables aumenta éste se
vuelve cada vez menos realista. Hablar del modelo grafico gaussiano y algunas otras propuestas de anos recientes en
el terreno de altas dimensiones es tema del Capitulo 5.

El resultado pionero que le dio vida a los modelos graficos no dirigidos probabilisticos y en particular a los gaus-
sianos es aquel en Dempster (1972):

(k,7), (5, k) ¢ A= Xp L X5 Xy gy < Q= 0. (1.7.1)

Entonces el problema de estimar el grafo bajo el supuesto de distribuciéon gaussiana se reduce a estimar la matriz
de precision, €2, o al menos a detectar los elementos nulos de la matriz. En mucha de la literatura, sobre todo enfocada
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al contexto de altas dimensiones, al problema de detectar las relaciones de independencia condicional del grafo se
le conoce como detectar los patrones de escasez® entre las variables. Explicar con detalle a que se refiere el concepto
de escasez es tarea puntual del Capitulo 5, ya que en el contexto de altas dimensiones ha sido mas natural su aplicacion.

Como se comento en la Seccion 1.4, la primera aplicacion de estos modelos graficos fue la de estimar la matriz de
covarianzas o correlaciones a partir de enfoques de maxima verosimilitud restringida a relaciones de independencia
condicional entre variables, i.e. restringida a imponer ciertos elementos iguales a cero en la matriz de precision, para
detalles sobre este enfoque de estimacion se puede consultar Edwards (2012) capitulo 3. Mas recientemente, en Drton
and Perlman (2007) y Drton and Perlman (2008) se propone un procedimiento para detectar el patron de escasez de
la matriz de precision basado en pruebas multiples, lo anterior en el contexto de bajas dimensiones, p < n.

Por otro lado, los elementos de la matriz de precision se relacionan de la siguiente manera con la correlacion

parcial entre las variables:
Qg

Piklv~{i,k} = _\/m

El resultado anterior nos ayuda a comprender las equivalencias en (1.7.1), por el hecho de que las distribuciones

(1.7.2)

condicionales de un modelo gaussiano multivariado son también gaussianas y ademas la independencia en este caso
esta representada por la correlacion lineal nula.

Finalmente, consideremos el modelo de regresion,

X;=89%,+ Y BDX, +e, (1.7.3)
seV{j.k}

donde E[¢;] = 0y a partir del supuesto gaussiano, €; es independiente de { X : s € V \ {j}}. Es bien sabido que la
correlacion parcial esta relacionada con los coeficientes de regresion de la siguiente forma,

G _ Sk k) _
kﬂ _ _ TR 5j - _

b
Qj;

Dy

: 1.7.4
o (1.7.4)

En conclusion, para los modelos graficos gaussianos tenemos las siguientes equivalencias que los hacen tan
atractivos,

(oK), (k,j) € Ao Qi 0= piappgny 0 = B 20y 55 2 0. (1.7.5)

Las equivalencias en (1.7.5) son las que asocian la estimacion del grafo gaussiano con el problema de seleccion
de variables como se menciono en la Seccion 1.4.

1.8. Discusion

En este capitulo exhibimos la relevancia de los modelos graficos no dirigidos markovianos como una herramienta
para comprender relaciones de independencia condicional entre variables aleatorias. Se expusieron las aplicaciones
mas importantes que estos modelos tienen y se ilustraron algunas de éstas citando casos explicitos de aplicacion.

Por otro lado, como lo observamos en la seccion anterior, un modelo grafico gaussiano es ideal por su facil manejo
e interpretacion, ademas de que es el modelo mas estudiado en la literatura tanto de bajas como de altas dimensiones.
Sin embargo, un modelo gaussiano es bastante restrictivo en el sentido de la estructura de dependencia que modela,
junto con el hecho de que impone que todas sus marginales y condicionales sean gaussianas.

Partiendo de que las marginales de dimension uno de un modelo gaussiano son gaussianas también, tendriamos
que comenzar por hablar de las limitantes de una distribucion gaussiana de dimension uno, pero éste es un tema

3Sparsity patterns, en inglés.
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ya bastante conocido por la comunidad estadistica y esta fuera de los alances de la presente investigacion; nuestro
interés radica en exhibir las limitantes del modelo conjunto en términos de la estructura de dependencia que repre-
senta (c.f. Patton (2002) capitulo 1, para un panorama general sobre estudios asociados a variables econémicas en
donde el supuesto de normalidad tanto conjunta como marginal no es pertinente).

Una distribucion gaussiana solo es capaz de modelar dependencias a pares basadas en el coeficiente de correla-
cion lineal de Pearson, donde éste es simplemente una medida de asociacion lineal entre las variables con un campo
de accibon bastante limitado (c.f. Embrechts et™al. (1999)), en la Seccidén 3.5 generaremos una discusion al respecto.
Ademas el coeficiente de correlacion lineal no cumple con ser una medida de dependencia asi que, fuera del modelo de
distribucion gaussiana, no es una herramienta pertinente si lo que se busca es detectar relaciones de independencia
o independencia condicional, en la Seccion 2.6 presentamos las condiciones que debe cumplir una medida de depen-
dencia. En la Seccion 3.5 se profundiza sobre las limitates del modelo gaussiano en términos mas generales, i.e. visto
como modelo de copula gaussiana.

Cuando el motor de estudio es la inferencia de estructuras de dependencia o independencia entre variables alea-
torias, en los ultimos anos los modelos de copulas han cobrado mucha relevancia por su capacidad para construir
distribuciones conjuntas bastante flexibles. Asi que basar la busqueda de relaciones de independencia condicional en
la copula subyacente a los datos es una via bastante atractiva, y en particular sera la base de la investigacion en la
presente tesis.

Como se mencioné en la introduccion del documento, el objetivo principal de esta investigacion es estudiar, y en
caso de ser necesario proponer, modelos graficos no dirigidos markovianos que sean de utilidad cuya distribucion de
probabilidad asociada, P, sea mas flexible como modelo conjunto al menos con respecto a una distribucion gaussiana.
Entonces el Capitulo 2 tiene la intencion de estudiar a las funciones copula multivariadas y sus propiedades, buscando
comprender como es que se pueden deducir relaciones de independencia condicional basadas en la copula subyacente
de vectores aleatorios, esperando encontrar modelos interesantes de copulas para los cuales se puedan deducir GIC’s
de modelos graficos markovianos.
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Capitulo 2

Copulas: multivariadas y condicionales

Resumen Hoy en dia es grande la lista de articulos en donde se exhibe el potencial de las funciones copula para
modelar patrones complejos de dependencia que inevitablemente aparecen en datos multivariados, ademas de que
la investigacion para lograr modelos de copulas cada vez mas flexibles es un tema vigente con bastante relevancia
para las aplicaciones (c.f. Min and Czado (2011) presenta una introduccion donde se da un panorama general sobre
la relevancia de los modelos de copulas multivariadas y como ha ido evolucionado su estudio a lo largo de mas de
una década). Con el auge que han alcanzado los modelos de copulas, cada vez son mas las aplicaciones en donde se
han desplazado a modelos clasicos, usualmente basados en el supuesto de distribucién gaussiana donde la medida de
asociacion entre las variables es el coeficiente de correlacion lineal, por modelos conjuntos basados en copulas que
logren explicar de manera efectiva la estructura de dependencia entre las variables, mas alla de simples relaciones
lineales. Matematicamente, una copula simplemente es una funcion de distribuciéon multivariada en el hipercubo
unitario, [, con marginales uniformes, pero es a partir del Teorema Sklar (1959) que el concepto cobra una relevancia
bastante importante para la construccion de modelos conjuntos, ya que permite modelar por separado la estructura
de dependencia entre variables y los comportamientos marginales de las mismas. Ademas de que naturalmente, la
copula subyacente de un v.a. se ha convertido en una herramienta potencial para medir el grado de dependencia
entre las variables involucradas; en particular para la deteccion de relaciones de independencia e independencia
condicional (c.f. Schweizer and Wolff (1981) para una discusion profunda sobre medidas de dependencia basadas en
copulas). Entonces, si buscamos modelos graficos no dirigidos markovianos para distribuciones conjuntas flexibles, la
copula subyacente del v.a. es una herramienta ad hoc para la deteccion de las relaciones de independencia condicional
representadas en el grafo. Por otro lado, si asumimos un solo modelo de copula que explique la estructura completa de
dependencia, i.e. que dado un v.a. X, la copula subyacente de X, Cx, pertenezca a una familia parameétrica especifica,
tendremos que buscar familias de copulas que cumplan con el supuesto simplificador; supuesto recurrente para la
construccion de distribuciones conjuntas en la teoria de vine copula, la cual cada vez llama mas la atencion en las
aplicaciones por su capacidad para construir copulas bastante flexibles, que no necesariamente pertenezcan a una
familia parameétrica especifica (c.f. Aas et™al. (2009) es el primer articulo en donde se propone un algoritmo general
para la construccion de copulas multivariadas partiendo de construcciones vine). Sin embargo, en Stober et™al. (2013)
se asegura que las tres familias de copulas que cumplen con el supuesto simplificador son la gaussiana, la T y la
Clayton. Asi que la gran interrogante con la que cierra este capitulo, es si estas familias son lo suficientemente
flexibles como modelos conjuntos y si ademas las GIC’s asociadas tienen la utilidad deseada como modelos graficos,
como para dar por alcanzados los objetivos de nuestra investigacion.

2.1. Organizacion del capitulo

El presente capitulo es una introduccion general a las funciones copula multivariadas, enfatizando sobre su rela-
cién con la construccion de distribuciones de probabilidad conjuntas y medidas de dependencia, ademas se expone
sobre el concepto de copula condicional, puntualizando sobre el supuesto simplificador necesario para la deduccion
de una GIC. La Seccion 2.2 sienta las bases conceptuales sobre funciones de distribuciéon multivariadas. En la Seccion
2.3 se exponen la definicion y propiedades elementales de una copula. Como parte central del capitulo, en la Seccion
2.4 se presenta el Teorema de Sklar (1959) e implicaciones importantes del mismo. En la Seccion 2.5 se presentan
ejemplos puntuales de copulas subyacentes de v.a. particulares. La Secciéon 2.6 enuncia las condiciones que debe

11
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cumplir una medida de dependencia segun Schweizer and Wolff (1981), presenta medidas de dependencia basadas en
copulas y expone sobre la dependencia en colas. Ademas en la Seccion 2.7 se da un panorama general sobre el con-
cepto de copula condicional y se comenta sobre su relevancia actual, se presenta la extension del Teorema de Sklar
hacia copulas condicionales, se define el supuesto simplificador y se comenta sobre familias de copulas simplificadas.
Finalmente, en la Seccion 2.8 se genera una discusion sobre los temas presentados en el capitulo.

2.2. Preliminares: vectores aleatorios y funciones de distribucion mul-
tivariadas

A continuacion recordamos la definicién y propiedades esenciales de una funcion de distribucion acumulada (FDA)
de un vector aleatorio (v.a.). La intencion de esta seccion es presentar lo minimo necesario para entender el concepto
de copula y su utilidad.

Comenzaremos estableciendo notacion basica. Sea p € N, como se implemento en el capitulo anterior, denota la
dimension del v.a. correspondiente. De aqui en adelante, denotaremos con x a un vector (x1,...,Z,) que pertenece

aRP (0 a @p); por lo general, x representara la observacion particular de un vector aleatorio X de dimension p. En

lo subsecuente, I denotara al intervalo unitario [0, 1].

Una de las maneras de caracterizar la ley de un v.a. X, Px, es via su funcion de distribucion acumulada (o
simplemente funcion de distribucion), la cual se define a continuacion.

Definicién 2.2.1 FDA. Dado un vector aleatorio X = (X1,...,X,)7, su funcién de distribucién Hx : R’ >1
esta definida por

P
Hx(21,...,20) =P (X1 <21,..., X, <2p) :P(ﬂ {X; Swi}), (2.2.1)
i=1

si todos los elementos x; € R, mientras que,
(FDA 1) Hx(21,...,%,) =0, si al menos uno de sus argumentos es igual a —oo,
(FDA 2) Hx (o0,...,00) = 1.

Con el proposito de enunciar las propiedades de una FDA, necesitaremos el concepto de G-volumen para una
funcion acotada, G, el cual enunciamos a continuacion. Cabe destacar que las expresiones tales como min{x,y}
0 x <y haran referencia a operadores entrada a entrada de los vectores x, y.

Definicion 2.2.2 Dados dos puntos, a, b € Rp, tales que a = (ai,...,ap) yb=(b1,...,b,), cona<b,unp- cubo
[a, b] es el producto cartesiano

[a,b] = x_, [a;, b;]. (2.2.2)

Por otro lado, sean A un conjunto convexo en R” y G una funcién acotada, G : A — R. Definimos el G-volumen,
Vg, del p — cubo [a, b] como

Vo(ab)) = Y (D)"Y a6, (2.23)

ve><f=1 {a;,b;}

donde N(v) = card{j|v; =a;,j=1,...,p}, siempre que a; < b; paratodoi € {1,...,p}. Enotro caso, Vi ([a,b]) =
0.

Ejemplo 2.2.1 Sean p=2,a = (a1,a2), b= (b1,bs), cona < by G una funciéon acotada de R? a R, entonces

Ve ([a,b]) = G (a1,a2) - G (a1,b2) = G (b1,a2) + G (b1,b2) . (22.4)
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Teorema 2.2.1 La FDA Hx de unva. X = (X1,...,X,)7 tiene las siguientes propiedades:
(FDA 3) Hx es isotOnica, i.e. Hx(x) < Hx(y) Vx,y e RP, x <y;
(FDA4) Vie{1,...,p} yV(21,...,Zi1,Tis1,---,Tp) € RP7L, la funcién
t> Hx(T1,. 0, Tic1y b, Tig 1y -5 Tp)
parat € R, es continua por la derecha;

(FDA 5) el Hx-volumen, Vi, , de cada p — cubo [a, b] es positivo, i.e. Vi, ([a,b]) > 0.

La condicion (FDA 5) en el Teorema 2.2.1 es conocida como la propiedad p-creciente de una FDA p-dimensional,
esta propiedad asegura una probabilidad positiva de que el v.a. X tome valores en el cubo [a, b].

En el Ejemplo 2.2.1 notemos que los puntos (a1, as), (a1,b2), (b1,az2) y (b1,b2) son los vértices del rectangulo
[a1,b1] x [az,bz] (un rectangulo es un 2-cubo), en cuyo caso si (2.2.4) es positivo, la condicion 2-creciente de FDA’s
bivariadas asegura una probabilidad positiva en rectangulos.

A continuacion enunciamos la nocion y notacion de distribuciones marginales, la cual sera esencial en lo subse-
cuente del documento.

Definicion 2.2.3 Sea H una FDA p — dimensional, con p > 2. Tomemos o = {j1,...,5m} €{1,...,p},con1 <m <
p — 1. Definamos a la funcion H, : R" > I, como

H, (z1,...,zm) = H (y1,.--,Up),

donde

y; = xjv je{jla"‘vjm}v
Tl G )

Alas FDA’s H,, las llamaremos o-marginales.

De aqui en adelante, ocuparemos la notaciéon i : j := {i,i+ 1,...,j}, con i < j, para referirnos a conjuntos
de indices consecutivos. Esta notacion sera de mucha utilidad tanto para los casos condicionales como para los no
condicionales.

Observaciones 2.2.1 :

(Obs. 1) En particular, cuando o = {j} cambiaremos la notacion para las FDA’s, ya que ocuparemos la notacion
F; para referirnos a las marginal uno dimensionales. Si card(o) > 2, entonces se ocupara la notacion H,, para
referirnos ala FDA correspondiente. Asi facilmente logramos una distincion entre las distribuciones marginales
uno dimensionales, F, y las conjuntas, H.

(Obs. 2) Notemos que la definicion de marginales no abarca el caso cuando o = 1 : p, pero de igual forma, en
lo subsecuente ocuparemos la notacion Hi., para referirnos a la FDA de un vector p — dimensional, X =

(X1,...,X,)7, de tal forma que Hx = Hip; en algunas ocasiones se ocuparan de manera indistinta ambas
notaciones.
(Obs. 3) Regresando a los conceptos de modelos graficos, recordemos que el conjunto de veértices V = {1,...,p} =

1: p, asi que la notacion H,, aplicara para todo subconjunto o € V.
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A partir del siguiente Teorema es que se caracteriza la independencia entre variables aleatorias a partir de su
FDA conjunta, este Teorema es vital para los fines de la presente Tesis.

Teorema 2.2.2 Sean X,..., X, variables aleatorias independientes y denotaremos con F} a la FDA de cada X
(j=1,...,p), entonceslaFDA del v.a. X = (X1,..., X,)", Hi., es el producto de las marginales uno dimensionales,
ie Vay,...,2p €R,
P
Hl;p(l'l,...,l'p):HFj((Ej). (225)
j=1

2.3. Copulas: definicion y propiedades elementales

En esta seccion definimos a las funciones copula, enunciamos sus propiedades elementales y presentamos algunos
ejemplos.

Definicion 2.3.1 Sea p > 2, una copula p-dimensional, Cp, es una FDA sobre I”, tal que sus marginales uno dimen-
sionales son uniformemente distribuidas sobre I.

Entonces cada copula p-dimensional, C,, puede estar asociada conunv.a. U = (U, ..., Up)T talque U; ~U(0,1)
Vie{l,...,p} yU~C,.

Partiendo del hecho de que una copula es una FDA, y con base en los resultados mostrados en la Seccion 2.2, de
manera equivalente podemos caracterizar a las funciones copula con el siguiente Teorema.

Teorema 2.3.1 Una funcion C,, : I” — I es una copula si y solo si cuenta con las siguientes propiedades,
(C1) seau=(uy,...,up)€lP entonces Vj e {1,2,...,p},Cp(u) =u; siug =1 Vk # j;
(C 2) C, esisotodnica, i.e. Cp (u) <Cp (v), Vu, v e IP, tales que u < v;

(C 3) C, es p-creciente.

Observaciones 2.3.1 :
(Obs. 1) Una consecuencia del Teorema 2.3.1 es la siguiente propiedad,

(C4) Seau = (u1,...,up) €IP, tenemos que C,, (u) = 0 si u; = 0 al menos para algin j € {1,2,...,p}; en
ocasiones se dice que la copula esta fijada por cumplir con esta condicion.

(Obs. 2) Partiendo de unva. U = (Uy, ..., Up)T distribuido sobre I” y con marginales uniformes en I, tal que U ~
Cp, para alguna copula p- dimensional. La condicion (C 1) proporciona la via para obtener las distribuciones
marginales uno dimensionales de C,. Pero de igual forma se pueden obtener las copulas o-marginales m-
dimensionales, 1 <m < p, para 0 = {j1, ..., jm } como en la Definicion 2.2.3

Co Uty s m) =Cp (V1,...,0p), (2.3.1)

donde

Vi = Uj, je{j17'~'ajm}7
! 1 j¢{j17-~-aj7n}-

Hasta antes de la Ecuacion (2.3.1) el subindice de la copula hacia alusion a la dimension, pero en este caso
hace referencia a un conjunto de variables aleatorias, lo cual es congruente por el hecho de que una copula es
una FDA en algun hipercubo unitario. Mas adelante enfatizaremos en la notacion subsecuente para funciones
copula.
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El resultado siguientes proporciona cotas, superior e inferior, para las funciones copula.

Teorema 2.3.2 (Cotas de Fréchet-Hoeffding). Sea C,, una copula p-dimensional, entonces Yu = (u1, ..., u,) € IP
P
Wy (u) =méx{ > uj—p+1,0p <Cp(u) <M, (u) =min{u,...,up}.
j=1

A las funciones Wy, (-) y M, (+) se les conoce como las cotas de Fréchet-Hoeffding.
Ejemplo 2.3.1 Sea u € I, algunos ejemplos fundamentales de copulas son los siguientes:

o II, (u) = I_Ié’:1 uj, Vp > 2. Esta copula es conocida como la copula independencia o copula producto, mas

adelante profundizaremos en la relevancia de esta copula.
= M, (u), Vp>2.
= W, (u). Cabe mencionar que W, (u) no es copula Vp > 3.

Partiendo del Teorema 2.3.1 se puede probar que combinaciones convexas de copulas también son copulas, como
se enuncia en siguiente Ejemplo 2.3.2.

Ejemplo 2.3.2 (Combinacién convexa de copulas). Sean C_., C’g dos copulas p-dimensionales y sea « € I, enton-
ces

* 1 2
C,=aC, +(1-a)Cy,

también es una copula p-dimensional (c.f. Durante and Sempi (2010), ejemplo 1.3.1, para detalles sobre combinaciones
convexas de copulas.).

Para mas detalles sobre las propiedades de las funciones copula y mas ejemplos de éstas, véase Nelsen (2007) y
Durante and Sempi (2010).

2.4. Teorema de Sklar

El Teorema de Sklar (1959) es el pilar de la teoria de copulas y el que le da relevancia al concepto. Del Teorema
de Sklar, 2.4.1, podemos comprender a la copula como la relacion funcional entre la funcion de distribuciéon conjunta
y las correspondientes funciones de distribucion marginal uno dimensionales.

Teorema 2.4.1 Teorema de Sklar. Sea H una FDA p-dimensional con marginales uno dimensionales F1, ..., F}.
Entonces existe una copula C tal que V1 ...,2, € R,

H(x1,...,2p) =C(Fi(x1),..., Fp(xp)). (2.4.1)
Silas funciones F1, ..., F, son todas continuas, entonces C es Gnica; en otro caso, C queda inicamente determinada

sobre Ran F x --- x Ran F},.

El siguiente Teorema es importante para la construccion de modelos estadisticos en donde se considere, por
separado, el comportamiento marginal univariado y la estructura de dependencia de un v.a. por medio de una copula.

Teorema 2.4.2 SiC es una copula p-dimensional y F1, ..., F), son FDA’s uno dimensionales, entonces la funcion
definida por (2.4.1) es una FDA conjunta con marginales Fi, ..., Fj,.

Si contamos con un v.a. X = (X1, ..., X,)7 dos problemas son de interés:

= el estudio del comportamiento probabilistico de cada uno de sus componentes;

= investigar las relaciones que existen entre las variables involucradas.
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La teoria de copulas es una herramienta potencial para brindar respuestas al segundo problema. El Teorema
2.4.2 brinda una via natural para extender los catalogos de distribuciones conjuntas, ya que cualquier copula puede
ser combinada con diferentes FDA’s univariadas via (2.4.1), logrando asi modelos multivariados flexibles capaces de
capturar estructuras de dependencia complejas. En contraste con los modelos clasicos como el de distribucion T,
gaussiana, gamma, etc. en donde las marginales—y las condicionales en algunos casos—pertenecen a la misma fami-
lia de distribucion, una de las grandes ventajas de los modelos de copulas es que son ttiles en situaciones en donde
se necesitan diferentes distribuciones para cada marginal en términos de comportamientos en las colas, asimetrias,
etc. En particular, mas adelante explicaremos como via copulas podremos inferir las relaciones de independencia
condicional para la construccion de un grafo no dirigido.

Si contamos con una FDA conjunta, H, con marginales uno dimensionales F1,..., F, partiendo de (2.4.1) es
inmediato extraer la copula correspondiente, evaluando a la funcion de distribucion conjunta en cada argumento
con las correspondientes inversas de las FDA’s univariadas, F' j‘l j€{1,...,p}, siempre y cuando éstas existan. El
siguiente corolario del Teorema de Sklar, 2.4.1, muestra esta relacion.

Corolario 2.4.1 Sean H, F,...,F, y C como en el Teorema 2.4.1, ademas si cada una de las FDA's univariadas,
F']'S es continua, entonces V (u1,...,up) € I?,
-1 -1
C(ur,..up) = H(F (ur),..., F, (up))- (2.4.2)

Pero si una de las marginales uno dimensionales no es estrictamente creciente, entonces ésta no posee una in-
versa en los términos usuales. Por lo tanto necesitaremos recordar el concepto de inversa generalizada para FDA’s
univariadas.

Definicion 2.4.1 Sea F' una funcion de distribuciéon uno dimensional. Entonces una inversa generalizada de F es
una funciéon F(~1) con dominio I tal que,

1. siteRan F, entonces F(~1)(t) es cualquier niimero z € R tal que F/(z) = t, i.e. Vt € Ran F,
F(FED(1)) =t
2. sit ¢ Ran F', entonces
FEO(t) = inf {|F(x) > t} = sup {z|F(x) < t}.

Cabe mencionar que si F' es estrictamente creciente ésta tiene una Unica inversa generalizada, la inversa usual,
en tal caso se usara la notacion acostumbrada F~1.

Para resultados mas generales partiendo de inversas generalizadas y subcopulas, concepto que generaliza a las
funciones copula, véase Nelsen (2007).

Observaciones 2.4.1 :

(Obs. 1) Dadounva. X =(Xy,..., Xp)T constituido por variables continuas, las funciones copula son una via para
transformar X en otro v.a. U cuyas marginales son uniformes sobre I, t.q.

U= (Ur,...,Up)" = (FL(X1),..., Fp (X))

y donde este ultimo preserva la estructura de dependencia entre los componentes del primer vector. El Lema
2.5.1 de la siguiente seccion justifica esta ultima aseveracion.
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2.5. Copulas y vectores aleatorios

En esta seccion se presentan algunos ejemplos elementales sobre la copula asociada a estructuras de dependencia
particulares, junto con algunas propiedades probabilisticas de las funciones copula.

El primero, es un resultado importante que utilizaremos recurrentemente en lo subsecuente del presente capitulo,
éste asegura la invarianza de la copula ante transformaciones monotonas crecientes de las variables (c.f. Nelsen
(2007), Teoremas 2.4.3 y 2.4.4, para la demostracion bivariada del siguiente Lema, ademas cuando al menos se tiene
una transformacion estrictamente decreciente se presentan resultados para Ct como simples transformaciones de
Cx nuevamente en el caso bivariado).

Lema 2.5.1 Sean X = (Xq,... ,XP)T un v.a. con FDA conjunta continua, H, y copula Cx. Por otro lado, sean
T1,...,T, funciones estrictamente crecientes de R a R. Si Ct es la copula del va. T = (T(X7),... ,T(Xp))T,
entonces Cx = Cr.

Los siguientes resultados sirven para caracterizar estructuras particulares de dependencia de v.a. en términos de

las copulas II,, M, y Ws.

Lema 2.5.2 Sea X = (X1,..., Xp)T un v.a. con FDA continua, H. Entonces Cx = II,, si y solo si, X,..., X, son
independientes.

Lema 2.5.3 SeaX = (X,..., Xp)T un v.a. con FDA continua, 1. Entonces Cx = M, siy solo si, existe una variable

aleatoria Z y funciones estrictamente crecientes 77, . .., T), tales que X = (T1(Z), ... ,Tp(Z))T casi seguramente.

Lema 2.5.4 Sea X = (X1, X2) un v.a. con FDA continua, H. Entonces Cx = Wh, si y solo si, para alguna funcién
estrictamente decreciente, T, X; = T (X3) casi seguramente.

Observaciones 2.5.1 :
(Obs. 1) El Lema 2.5.2 surge a partir del Teorema de Sklar, 2.4.1, y el Teorema 2.2.2.

(Obs. 2) El Lema 2.5.4 no puede ser extendido para p > 3, a partir del hecho de que no es posible que cada una de
las p variables aleatorias sea funcion decreciente de las restantes.

(Obs. 3) Notemos que en la presente seccion ocupamos la notacion Cx para referirnos a la copula subyacente del v.a.
X, esta notacion es usual en la literatura y nosotros la ocuparemos esporadicamente. Por facilidad de notaciéon
sera mas comun que ocupemos C4, con A C V), para referirnos a la copula de X 4, Cx ,, a menos que por el
contexto exista ambigiiedad sobre el vector asociado a la copula.

2.6. Dependencia via copulas

El Lema 2.5.2 brinda una caracterizacién particular para la independencia de variables aleatorias via la copula
IT y partiendo del hecho de que la copula contiene la informacion conjunta de un v.a. particular, i.e. la informacion
sobre la estructura de dependencia entre las variables, es natural pensar que a partir de la copula subyacente de un
par de variables aleatorias se puede llegar a cuantificar el grado de dependencia entre éstas como lo estudiaremos en
esta seccion. Comenzaremos por enunciar las propiedades que debe cumplir una medida de dependencia.

Propiedades de una medida de dependencia
En Schweizer and Wolff (1981) proponen la siguiente definiciéon de medida de dependencia.

Definicion 2.6.1 Sean X;, X, cualesquiera variables aleatorias continuas con copula subyacente C. Una medida
numeérica de asociacion para este par de variables aleatorias es medida de dependencia, denotada por px, x, 0 pic; si
satisface las siguiente propiedades:

1. px,, x, esta definida para cualquier par de variables aleatorias continuas;

2. 0<ux, ,x, <15
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3. pxy Xy T UXs, X053
4. X1, X son independientes siy solo si ptx,. x, = prr = 0;

5. [tx,,x, = 1 siysolosi Xi, X5 son cada una casi seguramente funcion estrictamente monotona de la otra; es
decir, si C es iguala M o W:

6. Si oy [ son casi seguramente funciones estrictamente monotonas en Ran X; y Ran X, respectivamente,
entonces fiq (x,),8(Xs) = HX1,X25

7. Si {(X1n,X2.,)} es una sucesion de variables aleatorias continuas con copula C,,, respectivamente, y {C,, }
converge puntualmente a C, entonces lim,,_,, ¢, = pic.

Cabe mencionar que en general ni p, el coeficiente de correlacion lineal de Pearson, ni pg, el coeficiente de concordan-
cia de Spearman’, cumplen con ser medidas de dependencia. Una de las propiedades mas importantes que no cumplen
es la cuatro, ya que no son capaces de representar la independencia; sin embargo cabe destacar que bajo dependencia
monétona’, estructura de las cual suelen partir diversos modelos de probabilidad, pg = 0 si implica independencia, el
detalle de esta aseveracion se comenta en la seccion de Observaciones 2.6.1. Entonces tanto p como pg en términos
generales no son herramientas ideales para detectar relaciones de independencia o independencia condicional, siendo
éste un objetivo primordial de la presente investigacion. En particular el coeficiente de correlacion lineal siempre
se ve afectado por efectos marginales, lo anterior no es deseable para una medida de dependencia debido a que la
estructura de dependencia entre las variables solo esta contenida en la copula. Por otro lado, pese a que el coeficiente
de concordancia de Spearman solo depende de la copula subyacente, desviaciones positivas de la copula II pueden
anular desviaciones negativa, o viceversa, haciendo que el valor de cero no se reserve para la independencia. Cabe
destacar que ambas medidas son capaces de explicar correctamente el grado de asociacion lineal y el grado de con-
cordancia/discordancia entre las variables, respectivamente, el problema es que para efectos practicos las estructuras
de dependencia que aparecen en datos multivariados en general son mucho mas complejas y recurrentemente se
abusa del uso de estas medidas de asociacion.

Profundizar sobre las propiedades, ventajas y desventajas de las medidas de asociacion p y pg esta fuera de los
alcances de la presente investigacion. Pero se recomienda Nelsen (2007), seccion 5.1, para una discusion sobre la con-
cordancia/discordancia como un tipo de dependencia, ademas se presentan algunas medidas de concordancia como
rho de Spearman, también se recomienda Kruskal (1958) como una referencia clasica con resultados interesantes
sobre medidas de concordancia. Por otro lado, en la Seccion 3.5 se puntualiza sobre algunas limitantes del coeficiente
de correlacion lineal de Pearson como parametro de una copula gaussiana.

Medidas de dependencia basadas en copulas

En Schweizer and Wolff (1981) comentan:

Ya que X y X> son independientes siy solo si C(u,v) = uv, esta observacion sugiere que cualquier me-
dida de distancia, adecuadamente estandarizada, entre las superficies z = C(u,v) y z = uv, por ejemplo,
cualquier distancia L,, debiera proporcionar una medida simétrica y no paramétrica de dependencia.

Partiendo del comentario en Schweizer and Wolff (1981) es que la siguiente propuesta de distancia hacia la copula
II define una medida de dependencia.

Definicion 2.6.2 Para cualquier p € [1, c0) la distancia L,, entre una copula C y II esta dada por:

P

V,(C) = kpffp|(3(u,v)—uv|pdudv , (2.6.1)

donde k,, es una constante elegida de tal modo que (2.6.1) sea igual a 1 cuando C = M 6 W.

Dado un par de variables aleatorias X1 y X2 con FDA’s F| y Fb, respectivamente, el coeficiente de concordancia rho de Spearman, pg, entre
X1y X2, se define como: pg (X1, X2) = Corr (F1 (X1), F2 (X2)). Notemos de su definicion, que pg depende de observaciones de la copula
mas que de las variables originales, por lo tanto se elimina el efecto marginal y su valor solo depende de la copula subyacente.

2Si dada una copula C, C(u,v) > TI(u,v) Yu,v € I (cuadrante positiva) 6 C(u,v) < IT(u,v) Yu,v € [ (cuadrante negativa), entonces se dice
que C modela una dependencia monétona.
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De Nelsen (2007), tenemos la siguiente expresion para k,,.

Teorema 2.6.1 Para cada p € [1, c0) la distancia L, calculada mediante V,(C') es una medida de dependencia, en
donde:

'(2p +3)
= . 2.6.2
T @62
Algunos casos particulares estudiados son:
1. V1(C) = osw(X,Y), la medida de dependencia propuesta en Schweizer and Wolff (1981), donde
Vi(C) =osw (X1, X3) =0sw(C) =12 f fp |C(u,v) — uv|dudv. (2.6.3)
2. (V2(0))? = ¢*(X1, X3), mejor conocido como el indice de dependencia de Hoeffding (1940), donde
Vo(C) = (X1, X2) = 6(C) = (90 f fﬂ IC(u,v) — uv|2dudv) . (2.6.4)

Observaciones 2.6.1 :

(Obs. 1) Al asumir dependencia monotona se sigue que |ps| = osw, lo anterior justifica que sélo bajo esta estructura
de dependencia pg = 0 implica independencia.

Dependencia en colas

A continuacioén presentamos un tipo particular de dependencia conocido como dependencia en colas®. El estudio
de la dependencia en colas ha cobrado bastante relevancia en las Gltimas dos décadas, principalmente en contextos en
donde la dependencia entre variables aleatorias cambia ante eventos extremos de alguna(s) variable(s), v.g. en finanzas
(c.f. Nikoloulopoulos et™al. (2012) seccion 7, se presenta un caso de aplicacion a datos de retornos financieros en donde
se exhibe lo complejo que puede llegar a ser modelar la estructura de dependencia, en particular la dependencia en
colas). Hemos decidido puntualizar en este tipo de dependencia con la finalidad de profundizar mas adelante sobre
la incapacidad para modelar dependencia en colas que tienen los modelos de copula gaussiana, y en particular los de
distribucion gaussiana, los cuales hoy en dia siguen siendo bastante utilizados para modelar fendomenos en donde la
dependencia en colas es inherente. Ademas en el Capitulo 3 los modelos de copula gaussiana cobran una relevancia
bastante importante en la construccion de la GIC de un modelo grafico no dirigidos, asi que comprender las limitantes
que tiene una copula gaussiana como modelo conjunto es un factor crucial en el siguiente capitulo.

Definicion 2.6.3 Sean X; y X5 variables aleatorias continuas con funciones de distribucion F} y Fb, respectiva-
mente. Denotaremos con Ay al parametro de dependencia en la cola superior, Ay es el limite (si éste existe) de la
probabilidad condicional de que X5 sea mayor que el percentil al 100 % de F» dado que X es mayor que el percentil
al 100 % de F}, cuando ¢ se aproxima a 1 por la izquierda, i.e.

Ay = f1fr¥P[X2 > FO 01X > FEO )] (2.6.5)

Similarmente, denotemos con Ay, al parametro de dependencia en la cola inferior, Ap, es el limite (si éste existe) de la
probabilidad condicional de que X5 sea menor o igual que el percentil al 0% de F; dado que X; es menor o igual
que el percentil al 0% de Fi, cuando ¢ se aproxima a 0 por la derecha, i.e.

A= lim P [X2 <FSY @)X, < Fl(’”(t)] . (2.6.6)

3Tail dependence.
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Estos parametros dependen solo de la copula entre X7 y X5, como se enuncia en el siguiente Teorema.

Teorema 2.6.2 Sean X1, Xs, Fy, F5, Ay y A, como en la Definicion 2.6.3, ademas sea C la copula entre X7 y Xo.
Si los limites en (2.6.5) y (2.6.6) existen, entonces

o a-ett)
Av=2- lim —o= =2-0:(1),
ademas,
. C(t,t)
A= lim === =3¢ (0%),

donde é¢ (t) = C (,1) y se le conoce como la seccién diagonal de la copula C.

Para mas detalles sobre la dependencia en colas y el calculo explicito de los parametros Ay y Ay, para distintas
familias de copulas, se puede consultar Nelsen (2007), seccion 5.4. Si se desea profundizar en los distintos tipos de
dependencia que pueden ser de interés en un modelo conjunto, ademas de la dependencia en colas, se recomienda
Mari and Kotz (2001) para una investigacion detallada sobre diversas estructuras de dependencia que pueden ser
modeladas.

2.7. Copulas condicionales

Regresando al objetivo primordial de nuestra investigacion, la presente seccion tiene el objetivo de dar un pano-
rama general sobre el contexto de las funciones copula condicionales, ademas de mostrar una extension al Teorema
de Sklar, 2.4.1, hacia distribuciones condicionales. Finalmente se explica la relevancia del supuesto simplificador para
inferir la estructura de una GIC.

Panorama general

En la ltima década el concepto de copula condicional ha logrado captar la atencion en muchos terrenos de la in-
vestigacion, debido a que muchos modelos estadisticos se basan en distribuciones condicionales entre las variables de
estudio, v.g. modelos de regresion multiple, modelos de series de tiempo, modelos graficos, etc., y es muy comun que
se recurra a supuestos de distribuciones conjuntas en donde es facil la obtencion de las distribuciones condicionales,
v.g. una distribucion gaussiana o una distribuciéon T, modelos que en algunos contextos no son lo suficientemente
flexibles para captar estructuras complejas de dependencia.

Las finanzas son el campo en donde mas se ha explotado el potencial de las copulas (no condicionadas) debido a
lo complejo que puede llegar a ser modelar la dependencia entre activos financieros, y también es el terreno donde se
han generado mas publicaciones de aplicaciones con copulas condicionales, v.g. Palaro and Hotta (2006), Rodriguez
(2007), Huang et™al. (2009) y Hu (2010). Asimismo, cabe destacar el trabajo pionero en Patton (2001a), Patton (2001b)
y Patton (2002) sobre el estudio de copulas que varian en el tiempo. El introduce el concepto de copula condicional, y
en Patton (2006) lo aplica al estudio de asimetrias en la estructura de dependencia para variables de tipo de cambio;
en ese mismo articulo se presenta una discusion general sobre copulas condicionales.

Por otro lado, para la teoria de vine copula el concepto de copula condicional es vital para la construccion de
distribuciones conjuntas via copulas a pares. En Czado (2010) se presenta un panorama general sobre esta teoria. En
el Capitulo 4 ocuparemos algunas ideas de la teoria de vine copula para los fines de estimar una GIC.

En el contexto de estadistica no paramétrica en Gijbels et™al. (2011) y Veraverbeke etal. (2011) se discuten estima-
dores para copulas condicionales bivariadas con condicionantes de dimension uno, pero no es muy clara la extension
a condicionantes de mayor dimension—como los necesitamos en la presente investigacion—.
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Extension del Teorema de Sklar

A continuacion se enuncia la extension del Teorema de Sklar hacia distribuciones condicionales. El Teorema se
enunciara de manera general y se ocupara la notacion de la Definicion de marginales, 2.2.3, asociada a los conjuntos
de vértices y aristas.

Teorema 2.7.1 Sea X = (X1,...,X,)T un va. de dimensién p. Por otro lado, sean A c V = {1,...,p} tal que
card(A) =m > 2,y B c V tales que An B = @. Tomemos z;, € Ran X, para j; € A, i = 1,...,m, ademas
vp € Ran Xp.

Si Hag(:,...,"|vp) esla FDA condicional de X4 dado Xp = v, y ademas F; |5(-|vB),..., F}, 5(:|[vB) son
las FDA’s condicional de X, ,..., X}, , respectivamente, dado Xp = vp, entonces existe una copula condicional
Cag(...,svp) talque Vaj ,...,x; €R,

HA|B (SL'jl, ce. ,l'jm|VB) = CA|B (Fjl\B ((Ejl |VB) . ~7ij\B ((L‘jm|VB) ;VB) . (2.7.1)

De manera analoga al Teorema de Sklar, 2.4.1, si las funciones F}, 5(-|[vB), ..., F,

1B (:[VB) son todas continuas,
la copula Cy (..., V) es nica.

Observaciones 2.7.1 :

(Obs. 1) Lanotacion Cqjp (-, - - -, vB) hace referencia a la copula de X 4 condicional al valor vp € Ran X p. En lo
subsecuente del documento se implementara toda la notacion contenida en el Teorema 2.7.1, lo anterior para
facilitar la interpretacion hacia el modelo grafico.

Como se comento en la Seccién 2.6 las copulas son una herramienta potencial para modelar la estructura de
dependencia entre variables aleatorias, via la extension del Teorema de Sklar, 2.7.1, las copulas se convierten en la
opcion ideal para modelar también la dependencia condicional entre variables. De esta forma el Teorema de extension
se vuelve fundamental para los fines de la presente investigacion. Para determinar las relaciones de independencia
condicional modeladas en una GIC a partir de datos, bastara considerar copulas condicionales a pares y de alguna
manera inferir la presencia de independencia condicional como lo veremos en el Capitulo 4.

Es importante mencionar que el Corolario 2.4.1 del Teorema de Sklar, 2.4.1 también aplica para extraer copulas
condicionales de distribuciones conjuntas y marginales condicionales. En algunos desarrollos subsecuentes haremos
uso de la extension de este corolario.

Notemos que en general una copula condicional depende del valor del condicionante, v en el caso del Teorema
de extension, 2.7.1. De cierto modo podemos entender al valor del condicionante como un parametro de la copu-
la condicional. Cuando la familia de copulas a la que pertenezca la copula no condicional cumpla con el supuesto
simplificador eliminaremos de la copula condicional el valor del condicionante, i.e.

Ca (o5 vB) =Cap (- 50) -

Supuesto simplificador

Diremos que una copula o una familia de copulas cumple el supuesto simplificador* si todas sus copulas condicio-
nales a pares® dependen del condicionante sélo via sus distribuciones condicionales (c.f. Haff et"al. (2010) para una
discusion sobre los alcances del supuesto simplificador). En otras palabras las copulas condicionales no cambian con
el valor del condicionante.

El supuesto simplificador es de mucha relevancia para la presente investigacion. El hecho es que si partimos de
unva. X = (Xi,...,X,)7, para que se logre la independencia entre X y X}, condicional en Xy, ; 1}, tiene que
ocurrir que

4Simplifying assumption.
SPair copulas.
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Xj J_LXk|XV\{j7k} =V, VveRanXV\{Lk%

en otras palabras, Vuy,us €1,

Cuvagj ket (U1, u2;v) = Cj oo gk (ua,u2) = 11 (ug, uz), Vv e Ran Xy ¢ 1} (2.7.2)

Entonces necesitamos que al menos algunas de las copulas condicionales a pares cumplan con ser invariantes al
cambio en el valor del condicionante. Por decirlo de un modo informal, necesitamos que parcialmente se cumpla el
supuesto simplificador. Si partimos de un modelo de copula o de una familia de copulas en donde no se cumpla el
supuesto simplificador (al menos parcialmente) simplemente sera imposible deducir las relaciones de independencia
condicional de una GIC.

Si tomamos un enfoque de estimacion del grafo en el cual partimos de suponer que una sola copula paramétrica
explica la estructura completa de dependencia entre las variables de un v.a. X, entonces necesitaremos recurrir a
familias parameétricas de copulas en donde se cumpla el supuesto simplificador: copulas simplificadas.

Hay tres familias paramétricas de copulas absolutamente continuas® que cumplen con el supuesto simplificador
(c.f. Stober et"al. (2013) para la deduccion de este resultado). Las tres familias de copulas simplificadas se enuncian a
continuacion:

= gaussiana.
= 7.

= Clayton.

Considerando que el caso de copulas que no son absolutamente continuas rara vez es relevante en la practica,
nos acotaremos a estudiar los modelos absolutamente continuos.

2.8. Discusion

Alo largo de este capitulo presentamos a las funciones copula multivariadas y su relacion con la construccion de
modelos conjuntos de variables aleatorias, discutimos sobre sus propiedades y se expusieron ejemplos concretos con
la finalidad de comprender su capacidad para generar distribuciones multivariadas flexibles, donde se modela por
separado la estructura de dependencia entre las variables y los comportamientos marginales. Se puntualizo sobre la
existencia de medidas de dependencia basadas en copulas, las cuales capturan eficientemente el grado de dependen-
cia entre pares de variables aleatorias, en contraste con las medidas p y pg que miden so6lo asociaciones particulares
entre variables.

Finalmente se introdujo el concepto de copula condicional, vital para nuestra investigacion, y se comento sobre
el supuesto simplificador necesario para poder deducir relaciones de independencia condicional en una GIC. Adicio-
nalmente se enunciaron las tres familias de copulas multivariadas que cumplen con este supuesto. Asi que, como lo
adelantamos en la introduccion de este capitulo, si buscamos modelos graficos no dirigidos markovianos que tengan
asociadas distribuciones conjuntas flexibles, la pregunta con la que cierra este capitulo es: ;los modelos de copulas
gaussiana, 7 y Clayton son lo suficientemente flexibles como para modelar estructuras complejas de dependencia?
En caso afirmativo, nos interesa sabes si las GIC’s asociadas no son casos triviales. Dar respuesta a estas interrogantes
es la tarea fundamental del siguiente Capitulo 3.

%Un v.a. X, y equivalentemente su FDA Hx, es absolutamente continuo si éste tiene densidad. De igual forma, la copula subyacente de un
v.a. absolutamente continuo es una coépula absolutamente continua.



Capitulo 3

Modelos graficos no dirigidos de copulas
simplificadas

Resumen En una primera instancia, analizaremos el enfoque de deduccion de una GIC asumiendo un solo mo-
delo paramétrico de copula que represente la estructura completa de dependencia del v.a. en cuestion. El presente
capitulo conjuga la definicion de una GIC en términos de la propiedad de Markov a pares con la estructura de de-
pendencia que modela cada una de las tres copulas simplificadas. Estudiaremos estas familias de copulas en tres
términos generales: la estructura de dependencia que modelan con bases en sus parametros, el comportamiento de
sus copulas condicionales y el modelo grafico asociado a cada una de éstas. Al estudiar el modelo grafico asociado nos
enfocaremos en comprender en qué medida un grafo no dirigido, estimado a partir de una muestra proveniente de
cada una de estas copula, cumple con la propiedad de Markov a pares. Una de las grandes conclusiones del capitulo,
es que si deseamos imponer una sola copula paramétrica al vector X, el inico modelo para el cual técnicamente se
deducen grafos no triviales es el de copula gaussiana y por ende el de distribuciéon gaussiana. Sin embargo, dada la
relaciéon que existe entre la copula 7 y la gaussiana, se logra dar una interpretacion y utilidad a un grafo de copula
T Por otro lado, el grafo Clayton se descarta como una buena opcién de modelo por siempre ser un grafo trivial.
Independientemente de la estructura de dependencia que sean capaces de modelar las dos copulas que resultan tener
modelos graficos no dirigidos utiles, al final del capitulo se cuestiona el hecho de imponer un s6lo modelo de copula
paramétrica que explique la estructura completa de dependencia de un v.a.

3.1. Organizacion del capitulo

En términos generales, el presente capitulo busca comprender la utilidad de un modelo grafico no dirigido de
copula simplificada para cada una de las tres familias correspondientes, junto con la flexibilidad que tiene cada una
de éstas como modelo conjunto. La Seccion 3.2 da un panorama general sobre alternativas existentes en la literatura
de modelos graficos mas flexibles que el de distribucién gaussiana y comenta brevemente sobre sus alcances. La
Seccidn 3.3 estudia a las copulas elipticas simplificadas, i.e. a las familias de copulas gaussiana y 7, en términos de
la estructura de dependencia que modelan, el comportamiento de sus copulas condicionales y la utilidad que tiene
su modelo grafico no dirigido asociado; por otro lado, la Seccion 3.4 hace lo propio con la copula Clayton como el
miembro simplificado de la clase de copulas Arquimedianas. En la Seccion 3.5 se enfatiza sobre las limitantes que
tiene una copula gaussiana con respecto a otros modelos de copulas. Se concluye este capitulo, con la Seccion 3.6,
discutiendo sobre los alcances que tienen los modelos graficos de copula paramétrica simplificada que resultaron
utiles, i.e. los modelos graficos de copula gaussiana y 7, ademas sobre las limitantes per se que tiene imponer un solo
modelo de copula paramétrica como modelo conjunto.

3.2. Modelos graficos no dirigidos de copulas simplificadas
Como lo comentamos en el Capitulo 1 el modelo grafico por excelencia es el gaussiano, modelo ya bastante estu-

diado en la literatura tanto de altas como de bajas dimensiones; en el Capitulo 5 se profundizara sobre este modelo
en altas dimensiones. Dadas las limitantes intrinsecas de un modelos gaussiano, en afios recientes se han presentado
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propuestas que prometen ser mas flexibles en términos de la estructura de dependencia que modelan, en particular
estos articulos han estado enfocados en la estimacion del grafo en altas dimensiones. Nos referimos a la extension
del modelo graficos gaussiano hacia el modelo de cépula gaussiana, Liu et"al. (2009), y al planteamiento de los mis-
mos autores para modelos graficos de copula eliptica, Liu et™al. (2012b). Estos modelos asumen que la distribucion
de probabilidad del modelo grafico, P, tiene asociada una copula gaussiana o una copula eliptica, respectivamente;
en otras palabras, Cx es gaussiana o eliptica.

Una familia de copulas pertenece a la clase de copulas elipticas si sus miembros provienen del Corolario 2.4.1
cuando H es una distribucion eliptica particular (c.f. Durante and Sempi (2010), seccion 1.6.1, para la definicion for-
mal y detalles sobre la clase de copulas elipticas). Las familias de copulas gaussiana y 7 (las copulas subyacentes
de una distribucion gaussiana y 7, respectivamente) son las tnicas en la clase de las elipticas que cumplen con el
supuesto simplificador como se prueba en Stober et™al. (2013). Dicho en otros términos, son las unicas dos familias
de copulas elipticas en donde tentativamente se podria deducir una GIC que tuviera utilidad. Asi que quedan en
duda los alcances y aplicacion de la propuesta en Liu et™al. (2012b) para copulas elipticas en general. Mas adelante en
este capitulo buscaremos darle una interpretacion a la estimacion del grafo en el caso de copula T y retomaremos la
discusion sobre la propuesta en Liu et™al. (2012b).

Otra gran clase de familias de copulas es la Arquimediana, misma que cuenta con un catalogo extenso de copulas
para el caso bivariado, las cuales modelan diversas estructuras de dependencia, ademas de ser una clase de copulas
que atrae particular atencion debido a las numerosas propiedades que las hacen faciles de analizar (c.f. Nelsen (2007)
y Joe (1997), para revisiones generales sobre copulas Arquimedianas y extensiones multivariadas). Sin embargo, las
extensiones multivariadas que se han propuesto no necesariamente son demasiado flexibles como lo comentaremos
brevemente en la Seccion 3.4. Nuevamente, con base en Stober etal. (2013) la Gnica copula Arquimediana simplifica-
da es la Clayton, pero resulta que el grafo asociado es el trivial para cualquier valor de 6, el parametro de la copula,
como lo veremos en la Seccion 3.4.

Recordemos de la Seccion 1.6 que cuando decimos que la GIC de una copula tenga utilidad, nos referimos a que en
el modelo de copula en realidad existan relaciones de independencia condicional que puedan ser representadas por
una grafica no dirigida y no caer en un grafo completo, o en su defecto tener una copula en donde se presenten todas
las relaciones de independencia condicional posibles y caer en un grafo vacio; nos referiremos a los casos triviales
cuando el grafo sea completo o vacio. Mas adelante cuando hablemos de los modelos graficos de copula T y Clayton
quedara mas claro a lo que nos referimos.

Como lo hemos venido observando a lo largo del documento, el enfoque usual en la literatura de modelos graficos
no dirigidos, tanto en altas como en bajas dimensiones, es asumir un solo modelo de copula o de distribucion para los
datos y con base en éste inferir la estructura del grafo. Asumir un solo modelo de copula puede llegar a ser poco rea-
lista para algunos contextos en donde se requieren modelos mas flexibles, mas ain cuando se cuenta con un namero
grande de variables (c.f. Czado (2010) para una discusion sobre la pertinencia y necesidad de construir modelos mas
flexibles), pero entrar en esa discusion es tema del Capitulo 4.

Si quisiéramos tomar este enfoque de estimacion del grafo en donde una sola copula represente la estructura
completa de dependencia del v.a. de analisis, a lo largo de este capitulo estudiaremos brevemente a las familias de
copulas simplificadas, con la finalidad de comprender como se comportan sus copulas condicionales a pares y poder
concluir si un modelo grafico no dirigido es (0 no) una herramienta ad hoc para explicar la estructura de dependencia
de cada modelo de copula.

Comenzaremos por estudiar a las dos copulas elipticas simplificadas para luego pasar a la copula Arquimediana
que cumple el supuesto también.
3.3. Copulas elipticas simplificadas

En esta seccion evaluaremos la utilidad de un modelo grafico no dirigido de copula simplificada eliptica para cada
una de las dos familias para las cuales aplica el supuesto simplificador.
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A manera de referencia, queremos comentar que a los modelos de copula eliptica en la literatura comunmente
se les conoce como modelos de distribucion metaeliptica (c.f. Fang et’al. (2002) para una revision general sobre dis-
tribuciones metaelipticas), ademas en anos recientes Liu et™al. (2012b) introduce un modelo equivalente al cual le da
el nombre de distribucion transeliptica.

Comenzamos con un resultado que sera de mucha relevancia en lo subsecuente del presente capitulo.

Independencia en copulas elipticas

La siguiente proposicion asegura que la ténica familia de copulas bivariadas elipticas que incluye a la copula IT es
la familia gaussiana, i.e. la inica opcion para caracterizar a la independencia en el contexto de copula eliptica es via
una copula gaussiana.

L. T , ,
Proposicion 3.3.1 Seael via. X = (X1, X5)" con copula subyacente Cx, tal que Cx pertenece a la clase de copulas
elipticas, entonces si X7 y X9 son independientes se sigue que Cx es gaussiana.

Para detalles de la demostraciéon de la Proposicion 3.3.1 se puede consultar la Proposicion 1.1 en Abdous et™al.
(2005), junto con el Lema 5 en Kelker (1970).

Pese a que la Proposicion 3.3.1 esta dirigida a relaciones de independencia no condicional, sera vital cuando
estudiemos el comportamiento de las copulas condicionales a pares de los modelos de copula gaussiana y T. De
hecho este resultado es fundamental para las conclusiones del presente capitulo.

Copula gaussiana

Denotemos con g1 (-, ..., ) a la densidad conjunta de un modelo NV,(0,X) con ¥ € RP*? una matriz de
correlaciones’ positiva definida tal que diag(32) = 1. Entonces Vx = (x1,...,2,) € R?,

1
—fXTE_lx) . (33.1)

1
N DECERY N = . N = —
Grp (T1, -, Tpy B) = g1ip(x3 2) @r )] |exp( 5

La copula gaussiana de dimension p esta dada por,

. @~ (us) 7 (up)
Cl:p (U17...,UP;Z):/: [ 91:p (1‘1,-..,1‘}3;2) d.’I,']_"'de
=0y (@7 (w1), ..., 27 (up)), (3.3.2)

donde @ es la funcién de distribucion (univariada) normal estandar y @y es la funcion de distribucion conjunta de
un modelo N, (0, X).

Notemos que si X ~ N, (0,X), entonces a partir del Corolario 2.4.1 se sigue que la copula de X, Cx, es aquella
en (3.3.2).

Observaciones 3.3.1 :

(Obs. 1) Partiendo del hecho de que la copula es invariante ante transformaciones monotonas crecientes de las
variables, con base en el Lema 2.5.1, se sigue que si Y ~ NV, (11, P), con P = Cov (Y) y ¥ = Corr (Y), y por
otro lado X ~ N, (0, %), con ¥ = Corr (X), entonces Cy = Cx.

(Obs. 2) Notemos de (3.3.2) que una matriz de correlaciones lineales, 3, es el parametro que modela la dependencia
en una copula gaussiana, sin embargo cabe hacer distincion entre el parametro de la copula y la correlacion
entre las variables originales. Si un v.a. X = (X1,..., X,)7 tiene asociada una copula gausssiana C% como
en (3.3.2), entonces la matriz X representa el nivel de asociacion lineal entre una transformacion particular
de las variables Fy (X1),..., F, (X,), asi que basta con la existencia de las FDA’s Fi, ..., F, para que el

Correlacion lineal de Pearson.
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parametro X exista y el modelo de copula gaussiana tenga sentido, ain cuando no exista la correlaciéon entre
las variables originales; v.g. si cada una de las variables X1, . .., X, tuviese una distribucion Cauchy univariada
la correlacion lineal entre cada una de éstas no existe, sin embargo las FDA’s de las X; s si existen y por ende el
modelo de copula gaussiana aplicaria para explicar la dependencia entre las variables de interés. Mas adelante
se obtienen explicitamente las transformaciones que se aplican a las FDA’s para la obtencion de la matriz de
correlaciones 3.

Estructura de dependencia: copula gaussiana

Para comprende la estructura de dependencia que representa un modelo de copula gaussiana, comenzaremos por
definir al modelo de distribucion NonParaNormal (Normal No Paramétrica) propuesto en Liu et™al. (2009), el cual
resulta ser un modelo equivalente al de copula gaussiana.

Definicioén 3.3.1 Distribucién NonParaNormal®. Diremos que X sigue una distribucién NonParaNormal (NPN),
X ~NPN, (Eo, f), si existen un conjunto de funciones mondtonas crecientes univariadas, f = {f1,..., f,},y X" €

RP*P una matriz de correlaciones (latente) positiva definida con diag (EO) =1 de tal forma que f (X) ~ N, (O, EO).

Ademas el Lema 3.3.1 determina la forma de las funciones en f de la Definicion 3.3.1.

Lema 3.3.1 Consideremos un v.a. X = (X1,...,X,)7 con FDA’s marginal estrictamente crecientes 7, ..., F,.
Si existe un conjunto de funciones estrictamente crecientes f = {f; }’;:1 tales que f(X) ~ N, (O, EO), donde

diag (X°) = 1, tendremos que f; = ®~* (F}).
Finalmente, el Lema 3.3.2 asegura la equivalencia entre un modelo NPN y uno de copula gaussiana.

Lema 3.3.2 Sea X = (X1, ... 7XP)T un v.a. con FDA’s marginal estrictamente crecientes F1, ..., F}, entonces X ~

NPN, (£, °) siy solosi

Cx (1, .-, up) = o (@7 (ur) ..., @7 (uyp)).

Podemos comprender la equivalencia de los modelos de copula gaussiana y NPN via el Lema 2.5.1 tomando a
f= { ;)= (F J())}fz , como el conjunto de funciones monotonas crecientes, véase Apéndice A para demos-
traciones de los Lemas 3.3.1 y 3.3.2.

La relevancia del modelo NPN, es que toda vez que tengamos un v.a. X con copula Cy.;, como en (3.3.2), se ase-
gura la existencia de un v.a. latente f(X) con distribucién gaussiana y la misma estructura de dependencia que
X. En otras palabras, un modelo de copula gaussiana representa la misma estructura de dependencia que un mo-
delo de distribucion gaussiana, pero permitiendo que las distribuciones marginales no necesariamente pertenezcan
a esta familia. Entonces la estructura de dependencia entre las variables de X esta caracterizada por una matriz
de correlaciones (lineales), ¥, que explica el grado de asociacion lineal entre las variables aleatorias gaussianas

S (FL(X1)),..., 97" (F (X,)).

Entonces los modelos de copula gaussiana s6lo son capaces de explicar dependencias a pares via el coeficiente
de correlacion lineal entre transformaciones particulares de las variables aleatorias. Como caso particular, la inde-
pendencia entre variables esta caracterizada por la correlacion lineal nula (p = 0) como se enuncia en el Lema 3.3.3.

20Observamos que la definicion de la distribucion NPN fue sufriendo modificaciones por sus autores a los largo de una serie de articulos: Liu
et"al. (2009), Liu et al. (2012a) y Han and Liu (2014). De hecho notamos cierta inconsistencia en los articulos referentes a la estimacion del modelo
grafico no dirigido en altas dimensiones via NPN, Liu et’al. (2009) y Liu et"al. (2012a), en el sentido de que no limitaban a los elementos del
conjunto de funciones, f, a ser monotonas estrictamente crecientes, imposibilitando asi la aplicacion directa del Lema 2.5.1, y en tal caso se perdia
claridad sobre la equivalencia entre NPN y un modelo de copula gaussiana. Posteriormente en Han and Liu (2014) consolidan las dos definiciones
que aparecen en los articulos anteriores y corrigen el tema con el sentido de las funciones; pese a que este tltimo articulo no esta relacionado con
grafos no dirigidos sino con analisis de componentes principales, las metodologias aplicadas estan estrechamente relacionadas con las propuestas
de estimacion del grafo en los articulos al respecto.
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Lema 3.3.3 Sea X = (X, X5)? con copula Cx como en (3.3.2) con p = 2. Entonces X; y X, son independientes si
y solo si X1 = p12 = 0.

La prueba de la proposicion anterior es inmediata a partir de la definicion de copula gaussiana y el hecho de que
independencia implica correlacion lineal nula. La correlacion nula no implica independencia en términos generales,
dentro del contexto de copulas elipticas ésto solo ocurre en el caso de copula gaussiana. Mas adelante, en la seccion
de Observaciones 3.3.2 proponemos una clase amplia de distribuciones bivariadas, fuera de la estructura de depen-
dencia eliptica, en donde la correlacion nula también caracteriza a la independencia; sin embargo solo presentamos
esta clase de distribuciones con un objetivo ilustrativo ya que como modelo conjunto es bastante restrictivo.

Por otro lado, una copula gaussiana es incapaz de modelar dependencia en colas como en la Definicion 2.6.3,
ya que los parametros de dependencia en colas inferior, )\f, y superior, )\5, de una copula gaussiana son nulos, i.e.
/\f = )\8 = 0. Cabe mencionar que los parametros de dependencia en colas para copulas subyacente de distribuciones
elipticas y simétricas siempre coinciden, i.e. Az, = A\y.

Finalmente, de (3.3.2) podemos observar que las copulas marginales de una copula gaussiana son también gaus-
sianas; a partir de la observacion anterior, cabe hacer énfasis en que el supuesto de copula gaussiana implica aseverar
que ningun par de variables tendra dependencia en colas, supuesto que puede llegar a ser poco realista en diversos
contextos. A continuacion estudiaremos el comportamiento de las copulas condicionales de copula gaussiana.

Observaciones 3.3.2 :

(Obs. 1) Sabemos que en el contexto de copulas elipticas la familia gaussiana de copulas es la Gnica que contiene a
la independencia y que ésta es caracterizada por la correlacion nula (Lemas 3.3.1 y 3.3.3). Sin embargo fuera de
la estructura de dependencia eliptica, un problema de interés es determinar si existen distribuciones bivaria-
das que no provengan de una copula eliptica tal que la correlaciéon nula de Pearson implique independencia;
lo anterior para comprender bajo qué otros modelos la correlacion de Pearson puede llegar a ser una buena
opcion para la deteccion de relaciones de independencia. Como posible alternativa proponemos la siguiente
clase de distribuciones bivariadas absolutamente continuas.

Sean Uy, Uy ~U (0,1) con codpula C, t.q. C modela dependencia mondtona (de cuadrante positiva o negativa).
Si Fy y F5 son las FDA’s de Uy y Us respectivamente, tenemos que Fy (Uy) = Uy y Fy (Us) = Us, entonces

ps (U1,Uz) = Corr (Fy (Ur) , Fa (Uz))
= Corr (U1, Us)
=p Uy, V),
i.e. bajo este contexto marginal y de estrutura de dependencia el coeficiente de correlacion lineal de Pearson,

p, v el coeficiente de concordancia de Spearman, pg, son iguales. Por lo tanto, bajo dependencia mondtona y
marginales uniformes en el intervalo (0, 1) la correlacion lineal de Pearson nula si implica independencia.

Codpulas condicionales de copula gaussiana

Partiendo del hecho de que nos interesa estudiar las relaciones de independencia condicional contenidas en un
modelo de copula gaussiana, comenzaremos por comprender el comportamiento de las copulas condicionales del
modelo, para luego analizar como es que se pueden deducir las relaciones de independencia condicional de interés.

Proposicién 3.3.2 Sea el v.a. X = (Xi,...,X,)T con copula gaussiana, Cy.,, como en (3.3.2). Por otro lado, sean
V={1,...,p}, AcVtal que card (A) =m >2, BcV donde An B =@y vp € Ran X3, entonces

CA|B(U1, cee ,um;vB) = CA|B(U1, cee ,um) = (I)EA|B (@71 (ul),. . .,@71 (um)),

EAlB

donde (EAlB)Z.j = pijlp. con i,j € A, ie. es la matriz de correlaciones parciales de las variables en A con

respecto a .

La Proposicion 3.3.2 reitera sobre el supuesto simplificador que cumple la copula gaussiana, y ademas asegura que
todas las copulas condicionales de copula gaussiana son copulas gaussianas con parametro de dependencia la matriz
de correlaciones parciales correspondiente. En el Apéndice B proponemos una prueba a esta Proposicion; de igual
forma, la Proposicion con la notacion de un grafo no dirigido per se es una aportacion de la presente investigacion.
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El modelo grafico de copula gaussiana

Aligual que en un modelo de distribucion gaussiana las condicionales son distribuciones gaussianas nuevamente,
en un modelo de copula gaussiana las copulas condicionales también son gaussianas. Ademas en ambos modelos la
dependencia condicional es caracterizada por correlaciones parciales y como vimos en (1.7.2), la correlacion parcial
entre dos variables aleatorias con respecto a las demas en el modelo es proporcional a los elementos de la matriz de
precision, ) = Y1 con Y una matriz de correlaciones.

Sea el va. X = (X1,...,X,)T con copula Cy. (+,...,; %) como en (3.3.2) con matriz de correlaciones ¥, a
partir de la Proposicion 3.3.2 y el Lema 3.3.3 tenemos las siguientes equivalencias hacia un modelo grafico de copula
gaussiana,

(G, k), (k,j) € A= S5 # 0 < pign iy # 0. (3.3.3)

En otras palabras, X 1L X;| Xy (x,;} siy solo sila correlacion parcial correspondiente entre las variables es nula,
lo anterior surge por el hecho de que las copulas condicionales de copula gaussianan son nuevamente gaussianas.

Notemos que las equivalencias en (3.3.3) son analogas al caso de distribucion gaussiana (1.7.1), entonces la in-
ferencia sobre la estructura del grafo en el caso de copula gaussiana también esta basada en la estimacion de una
matriz de precision, 2, o al menos en la deteccion de elementos nulos en esta matriz, al igual que en el caso de dis-
tribucion gaussiana. La diferencia es que la matriz de correlaciones asociada a la de precision es la correspondiente
a transformaciones particulares de las variables originales, como lo comentamos previamente.

Retomando la definicion de copula gaussiana como una distribuciéon NPN, a partir del hecho de que toda vez que
tengamos un v.a. X = (X1, ..., X,)7 con copula Cy., como en (3.3.2), existira un v.a. latente f (X) con distribucion
gaussiana y la misma estructura de dependencia que X, se asegura que si G y G’ son los grafos no dirigidos asociados
a Xy f(X), respectivamente, se seguira que G = G'. Lo anterior es una via alternativa para comprender la igualdad
en las equivalencias (1.7.1) y (3.3.3).

A manera de conclusion con respecto a este modelo, podemos decir que un modelo grafico de copula gaussia-
na deducido a partir de correlaciones parciales nulas entre las variables cumple perfectamente con la propiedad de
Markov a pares y ademas no necesariamente el grafo asociado es un modelo trivial (vacio o completo). Entonces la
GIC de copula gaussiana es de total utilidad y pertinencia para explicar las relaciones de independencia condicional
del modelo.

Copula T

La construccion de la copula 7 es analoga a la de la copula gaussiana con respecto a una distribucion multiva-
riada 7 de Student (c.f. Kotz and Nadarajah (2004) como una referencia ttil sobre la distribucion 7 multivariada).

Denotemos con A1y, (-, ..., v, 2) ala densidad conjunta de un modelo 7, (»,0,%), con v > 2 y £ € RP*? una
matriz de correlaciones positiva definida con diag(X) = 1. Entonces Vx = (21,...,2;) € R?,

r(%) (1+ xTz-lx)‘"?’
|

F(%) (mv)? |8 v

hlip (1'1,...,1717;1/,2) :hl;p(X;l/,Z) = (3.3.4)

La copula 7 de dimension p esta dada por,

- £, (u1) £, (up)
Cl:p (U;l,...,up;V,E) :[ [ hl:p (Zl,u-,Zp;V,Z) dZ1"'de

=t,s (6" (u1),.... 1" (up)), (3.3.5)
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donde ¢, es la FDA univariada estandar 7 con v grados de libertad, esperanza 0 y varianza v/(v — 2), por otro lado,
t, > es la FDA conjunta 7 de dimension p, con v grados de libertad y matriz de correlaciones ¥ (c.f. Demarta and
McNeil (2005) para la construccion formal de la copula 7 multivariada y resultados generales sobre la misma).

Notemos que si X ~ T, (v,0, %), entonces a partir del Corolario (2.4.1) se sigue que la cdpula de X, Cx, es aquella
en (3.3.5). Por otro lado, aplica el comentario analogo al de la Observacion 3.3.1 para copulas T, en el sentido de que
siY ~T,(v,u, P)y X ~T,(r,0,%), entonces Cy = Cx cuando ¥ es la matriz de correlaciones que subyace de la
matriz de dispersion P.

Estructura de dependencia: copula T

Antes de hablar de la estructura de dependencia que modela una coépula 7 en general, comenzaremos por enten-
der la estructura que modela el miembro mas esencial de esta familia: el modelo de distribucion 7.

Sea X ~ 7, (1,0,%) con v > 2 y 3 una matriz de correlaciones positiva definida, entonces

X VWZ, (3.3.6)

donde Z ~ N,(0,X) y W satisface que v/W ~ X2, ademas W y Z son independientes; equivalentemente W tiene
una distribucién gama inversa, W ~ GZ(v/2,v/2).

Consideremos un v.a.
X=(X1,....X,) =VWZ=VW (Zy,...,2,)", (3.3.7)

donde W ~ GZ(v/2,v/2) y Z = (Z1,...,Z,)" ~ N,p(0,%) con X una matriz de correlaciones, ademas Wy Z
independientes. Entonces Vj, k € {1,...,p},

se sigue que

Corr (X, Xy) = Xji. (3.3.8)

Notemos de (3.3.7) que X ~ 7, (v, 0, %). Por otro lado, la igualdad en (3.3.8) sirve para comprender que toda vez
que tengamos un modelo multivariado de distribuciéon 7 tendremos un v.a. latente gaussiano con la misma estructura
de correlacion, cuyos componentes son afectados por un factor comtn el cual es proporcional a una distribucion x2.
Forzosamente la estructura de dependencia entre las variables en el modelo se vera afectada por este factor, que de
algin modo relaciona a cada una de éstas.

Intuitivamente, a partir de que la dependencia entre las variables esta influenciada por el factor entre las mismas,
se justifica el hecho de que no correlacion no implique independencia. En otras palabras, pese a que las variables
latentes gaussianas estén no correlacionadas y por ende sean independientes, las variables en el modelo de distri-
bucién T siempre tendran un grado no nulo de dependencia caracterizado por /W via v. De hecho resulta de la
Proposicion 3.3.1 que la independencia no es un miembro de la familia de distribucion 7.

Por otro lado, de (3.3.4) tenemos que las distribuciones marginales de una distribuciéon 7 multivariada son 7
también. Mas aun, el parametro de grados de libertad v es el mismo para todas las marginales independientemente
de su dimension. Sin embargo, en breve observaremos que la estructura y grado de dependencia no solo dependen
de v, sino también de la correlacion lineal de cada par de variables.
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Regresando a los modelos de copula 7, de manera analoga a los modelos de copula gaussiana podemos com-
prender a los de copula T como aquellos que representan la misma estructura de dependencia que una distribucién
T, pero permitiendo que las distribuciones marginales no necesariamente pertenezcan a la misma familia. De hecho
en Liu etal. (2012b), definicion 3.1, extienden a la familia NPN hacia la familia de distribucion transeliptica, la cual
es equivalente a un modelo de copula eliptica. Partiendo de un v.a. X = (X71,..., X,)? con un modelo subyacente
de copula 7 como en (3.3.5), visto como un modelo de distribucion transeliptica, se asegura la existencia de un v.a.
latente, f (X), con distribuciéon 7 y la misma estructura de dependencia que X (c.f. Liu et’al. (2012b) para detalles
de la distribucién transeliptica).

En contraste con los modelos de copula gaussiana, y factor por el cual estos modelos han cobrado relevancia en la
ultima década sobre todo para aplicaciones en finanzas, es por el hecho de que son capaces de modelar dependencia
en ambas colas. Analogo al caso de copula gaussiana, el hecho de que la distribucion T es eliptica y simétrica implica
que sus parametros de dependencia en colas sean iguales, i.e. A7 = A\J,. El Lema 3.3.4 presenta los parametros de
dependencia en colas para copula 7.

Lema 3.3.4 Para variables aleatorias continuas con copula Cy.2 (-, -; v, 2) como en (3.3.5), los coeficientes de depen-
dencia en colas estan dados por,

AT =0T =2ty (—\/u+ 1/1-p/\/1 +p), (3.3.9)
donde p es el elemento fuera de la diagonal de X..

Para una prueba del Lema 3.3.4 véase Demarta and McNeil (2005), proposicion 1.

Notemos de (3.3.9) que )\Z, )\ZJ— > 0 Yv € (2,00), entonces técnicamente el modelo es capaz de representar
dependencia en ambas colas para cualquier valor admisible de v, sin embargo,

lim AT = lim M =0. (3.3.10)

El Cuadro 3.1 muestra el comportamiento de los parametros de dependencia en colas de copula T al variar v y

p. Pese a que el cambio en los parametros depende del valor de p, podemos observar que a medida que v aumenta
éstos tienden a cero; la justificacion de lo anterior se dara mas adelante con el Corolario 3.3.1.

-09 -0 -05 -03 0 0.3 0.5 0.7 0.9
0.004 0.025 0.057 0.099 0.181 0.293 0.391 0.519 0.717
~0 0.003 0.011 0.028 0.075 0.161 0.253 0.390 0.629
~ 0 ~0 0.002 0.008 0.033 0.093 0.170 0.303 0.563
~ 0 ~ 0 ~0 0.002 0.014 0.055 0.117 0.239 0.508
~ 0 ~ 0 ~ 0 ~0 0.006 0.033 0.081 0.191 0.462
0 0 0 0 0 0 0 0 0

X
_
CoO O = N~
8 = S

Cuadro 3.1: parametros de dependencia en colas de copula 7.

Para finalizar, de (3.3.5) se sigue que las copulas marginales de copula 7 son nuevamente copulas 7. Como ocurre
para una distribucion 7T, todas las copulas marginales de copula 7 comparten el mismo parametro de grados de
libertad, v; la observacion anterior junto con la simetria en la dependencia en colas son las dos grandes restricciones
que tienen los modelos de copula T (c.f. Aas and Berg (2009) y Fischer et™al. (2009) para discusiones al respecto y
atractivas vias de extension al modelo que copula 7). A continuacion estudiaremos el comportamiento de las copulas
condicionales de copula T.

Coépulas condicionales de copula T

A partir de la siguiente proposicion comprenderemos el comportamiento de las copulas condicionales de copula

T.
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Proposicién 3.3.3 Sea el va. X = (Xi,...,X,)? con copula T, C1,, como en (3.3.5). Por otro lado, sean V =
{1,...,p}, AcVtal que card (A) =m >2, BcV donde An B =@y vp € Ran X g, entonces

CA|B(U1, cee ,um;vB) = CA|B(U1, cee ,um) = tu*’2A|B (t;} (ul),. .. ,t;} (um)),

donde (EAlB)ij = pij|B> con i,j € A, le. 2 AIB es la matriz de correlaciones parciales de las variables en A con

respecto a aquellas en By v* = v + card (B), con v los grados de libertad de la copula no condicional.

La Proposicion 3.3.3 reitera sobre el supuesto simplificador que cumple la copula 7 y asegura que todas las
copulas condicionales de copula 7 son copulas 7, con parametro de dependencia la matriz de correlaciones parciales
correspondiente, ademas los grados de libertad aumentan con respecto al nimero de variables en el condicionante.
Partiendo del hecho de que las condicionales de distribuciéon 7 son distribuciones 7 con una matriz de dispersion
asociada y grados de libertad con respecto al nimero de variables en el condicionante, la prueba de la Proposicion
3.3.3 es analoga a la de la Proposicion 3.3.2 referente a las condicionales de copula gaussiana (c.f. Kotz and Nadarajah
(2004), seccion 1.11, y Roth (2012), seccioén 5, para detalles sobre condicionales de distribucion 7 multivariada).

El modelo grafico de copula T

A continuacion se presenta uno de los resultados mas relevantes de la presente seccion. La prueba a la Proposicion
3.3.4 es inmediata a partir de las Proposiciones 3.3.3 y 3.3.1.

Proposicién 3.3.4 Sea X = (X1,...,X,)” con copula Cy,, como en (3.3.5), entonces la GIC asociada a X es el grafo
completo como en la Definicién 1.4.3,ie. A= (V x V)N {(4,7) | € V}.

Recordemos que si un modelos grafico no dirigido tiene asociada una GIC completa implica que el conjunto de
aristas, 4, contiene todas las posibles (g) combinaciones de enlaces entre las variables de X. En otras palabras, que
en la estructura de dependencia asociada a la distribucion de probabilidad del modelo, P, no existe una sola relacion

de independencia condicional.

A partir de la Proposicion 3.3.4 diriamos que un modelo grafico de copula 7 no es en realidad atil, debido a que
en teoria, sin importar la combinacién de parametros de la copula, el modelo siempre sera el mismo: el grafo comple-
to. Pese a que la Proposicion 3.3.1 asegura que la unica familia de copulas elipticas que contiene a la copula IT es la
gaussiana, la pregunta de fondo es: ;qué tan lejos/cerca se encuentra una copula 7 bivariada, parametrizada de algun
modo, de la copula I1? Mas aun, si contamos con una muestra de copula 7 multivariada y de algin modo obtenemos
G: sera posible que G no sea completo? En caso afirmativo: G podria llegar a ser una buena aproximacioén para
explicar las relaciones de independencia condicional en la muestra?

Recordemos que en el fondo un modelo de copula T, en términos de estructura de dependencia, es analogo a una
distribucion T, el cual a su vez tiene la estructura de un modelo de distribucion gaussiana donde sus elementos son
afectados por un factor comin, entonces surge el siguiente planteamiento:

Si contamos con un vaa. X = (X7, XQ)T ~ T2(v,0,75), i.e. X7 y X, variables aleatorias no correlacionadas
de distribucion conjunta 7. Sabemos que existe un v.a. latente Z = (27, Zg)T ~ N5 (0,Z,), i.e. Zy y Zy variables
aleatorias no correlacionadas de distribucion conjunta gaussiana, entonces Z; y Zs son independientes. Partiendo
de (3.3.6), surge la siguiente pregunta: ;en qué medida modifica la dependencia entre Z; y Zs el factor comin, v/TW?
En otras palabras, ;qué tan lejos/cerca se encuentra de la independencia un modelo de distribucion 7 bivariada con
elementos no correlacionados? Partiendo del hecho de que Cx es copula 7 como en (3.3.5) con p = 2y X = T,
buscaremos dar respuesta a los cuestionamientos previos estudiando el comportamiento que tiene la distancia de la
copula 7 bivariada con p = 0 a la copula II, con respecto al cambio en v.

Recordemos la medida de dependencia ogy de Schweizer and Wolff como en (2.6.3) que cuantifica la distancia
de una copula particular a II, la Figura 3.1 muestra la distancia ogw (CZ— ) al cambio en v, con C] como en (3.3.5)
conp =2, =7y y v grados de libertad.
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Figura 3.1: Distancia entre copula 7 con p = 0y II.

De la Figura 3.1 observamos que a medida que v aumenta, C se encuentra cada vez mas cerca de TI. Ademas,
atin para valores cercanos a 2, C./ no se encuentra demasiado lejos de II. En otras palabras, a medida que v aumenta,
el impacto en el grado de dependencia que provoca /I es cada vez menor y atin con valores cercanos a 2 de v el
grado de dependencia no se ve sustancialmente afectado.

Para comprender mas a profundidad y reforzar lo observado en la Figura 3.1 enunciaremos la siguiente Proposi-
cion 3.3.5, que asegura que cuando v — oo un modelo de distribucién 7 converge a un gaussiano.

Proposicion 3.3.5 Sean gi,,(-,...,+;X) como en (3.3.1), la densidad de una distribucion gaussiana multivariada, y
hip (..., v, %) como en (3.3.4), la densidad conjunta de una distribucion 7, con ¥ una matriz de correlaciones
positiva definida y v grados de libertad. Se sigue que V (z1,...,x,) € R?,

lm hyyp (21, 2p 0, 8) = g1p(21, - .-, Tp; 2).

V—00

El hecho de que toda vez que tengamos modelos de copula gaussiana y T, tendremos v.a. latentes de distribucién
gaussiana y 7T, respectivamente, con los mismos parametros, asegura que el resultado en la Proposicion 3.3.5 se
extiende como se enuncia en el siguiente Corolario 3.3.1.

Corolario 3.3.1 Sean las copulas Clcfp (u1,...,up; X) como en (3.3.2) y Cfp (u1,...,up; v, X) como en (3.3.5), con
¥ una matriz de correlaciones definida positiva y v grados de libertad. Se sigue que V (u1,...,up) € I?,
. G
Vh_glocz:—p (u1y .y up; v, ) = Cripy (ug, . up; B)

Si bien es un hecho que la correlacion nula no implica independencia para modelos de copula 7, en realidad el
grado de dependencia en este caso es tan bajo, como se observa en la Figura 3.1, que si contamos con una muestra
de copula 7 multivariada con elementos no correlacionados con un valor de v, grados de libertad, relativamente
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alto (» 10) y de algiin modo hacemos pruebas de independencia, muy probablemente se obtenga evidencia para no
rechazar la hipotesis.

Mas aun, en la Proposicién 3.3.3 se observa que los grados de libertad de copulas condicionales de copula T
aumentan con el nimero de variables en el condicionante, entonces a partir del Corolario 3.3.1 podemos deducir que
a medida que el nimero de variables en el condicionante aumente las copulas condicionales de copula 7 estaran
cada vez mas cerca de una copula gaussiana. En otras palabras, pese a que las condicionales de copula 7 son T
nuevamente y la Proposicion 3.3.1 asegure que la familia de copulas 7 no incluye a II, la realidad es que si de alguna
manera logramos detectar correlaciones parciales nulas y el nimero de variables en el condicionante crece estaremos
muy cerca de tener independencia condicional. Cabe destacar que, al igual que en el modelo de copula gaussiana,
cuando nos referimos a la correlacion parcial no es de las variables originales sino de las variables transformadas
t,' (Fy(X1)),...,t;1 (F, (X,)); andlogamente a la distribucion NPN, es a partir del modelo transeliptico que se
puede comprender lo antes mencionado para el caso de copula T (c.f. Liu et’al. (2012b) para detalles del modelo
transeliptico).

Dicho lo anterior, es que podemos concluir que si contamos una muestra de copula 7 multivariada con presencia
de correlaciones parciales nulas en las variables transformadas y si de algin modo realizamos pruebas de indepen-
dencia condicional, entonces muy probablemente se obtenga evidencia para no rechazar las hipotesis. En tal caso,
un grafo estimado a partir de correlaciones parciales nulas es un modelo no completo que aproxima bastante bien
las relaciones de independencia condicional en un modelo de copula 7. Aunque en el fondo no podriamos decir que
seria una GIC propiamente porque técnicamente no se estaria cumpliendo la propiedad de Markov a pares pero, con
base en lo discutido en esta seccion, si podemos decir que seria una aproximacion #til de la estructura de dependencia
condicional. Entonces la propuesta de estimacion del grafo para la familia de distribucion transeliptica en Liu et al.
(2012b), la cual se basa en la deteccion de patrones de correlacion parcial nula, tiene sentido al menos para los casos
de copula gaussiana y T en donde de antemano se cumple el supuesto simplificador.

3.4. Copulas Arquimedianas simplificadas

La extension mas comun y simple de copulas Arquimedianas para dimensiones mayores a dos es la conocida co-
mo copulas Arquimedianas intercambiables, la cual es extremadamente restrictiva ya que un solo parametro domina
la estructura de dependencia sin importar la dimensién de la copula, ademas de que no es posible extender todas
las copulas Arquimedianas bivariadas a su correspondiente version intercambiable (c.f. Frey and McNeil (2003) para
detalles). Para otras extensiones de copulas Arquimedianas a dimensiones mayores a dos se recomienda Embrechts
et"al. (2001), Whelan et al. (2004), McNeil (2008), Savu and Trede (2010).

Como lo mencionamos en la Seccién 3.2 la copula Clayton multivariada, la Gnica copula simplificada Arquime-
diana, tiene asociado un grafo no dirigido trivial para cualquier valor de 6, su parametro de dependencia, por ende
no es un modelo grafico util. Por lo anterior es que no profundizaremos demasiado en los modelo de copula Arqui-
mediana y el modelo Clayton lo analizaremos superficialmente, pero consideramos que las referencias bibliograficas
que sustentan este capitulo alrededor del tema dan un panorama bastante amplio sobre estos modelos.

Copula Clayton

La copula Clayton® de dimension p esta dada por,

Cfp (u1,...,up) = {mzix [u[e et u;e - 1,0]}1/9, (3.4.1)

para 0 € [—p%l,oo) ~{0}.

Notemos de (3.4.1) que la estructura de dependencia de una copula Clayton multivariada esta caracterizada por
un solo parametro, 6, sin importar la dimension de la copula, p. Lo anterior hace que este modelo sea sumamente

3La copula Clayton es la subyacente de las distribuciones Pareto multivariada (c.f. Mardia (1962)) y Burr multivariada (c.f. Takahasi (1965)).
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restrictivo, en particular veremos mas adelante que las copulas a pares condicionales comparten el mismo parametro,
lo que hace que el grafo asociado sea el trivial sin importar el valor de 6
Estructura de dependencia: copula Clayton

Con base en Nelsen (2007), capitulo 4, la copula Clayton bivariada al cambio en sus parametros atraviesa por
distintos grados de dependencia como se muestra en (3.4.2).

Cy(s0=-1)=W, C%(,0=0)=1I, Cy (50 = 00) = M. (3.4.2)

Como lo vimos en (3.4.1) el valor 6§ = 0 no es admisible como como parametro de la copula Clayton, lo que im-
plica que la copula independencia no sea un miembro explicito de esta familia. Sin embargo, el valor de 8 se puede
aproximar a cero a manera que II practicamente se considere dentro de la familia.

Con respecto a la dependencia en colas, la copula Clayton se caracteriza por modelar dependencia en la cola
inferior (c.f. Nelsen (2007) ejemplo 5.22).

Finalmente, las marginales de copula copula Clayton son nuevamente copulas Clayton (c.f. Takahasi (1965)).

Codpulas condicionales de cépula Clayton

Como se asegura en Mesfioui and Quessy (2008) y se reafirma en Stober etal. (2013), las copulas condicionales
de una copula Clayton multivariada, Cfp como en (3.4.1), son nuevamente copulas Clayton donde el parametro de
dependencia de éstas, 6 (m), solo depende de 6 y del nimero de variables en el condicionante, m, como en (3.4.3).

6
mh+1

0(m) = (3.4.3)
Notemos que para 6 > —1/(d — 1), se sigue que /(mf + 1) > -1/(d — m — 1), entonces el espacio parametral es
consistente.

En Stober et™al. (2013) seccion 3, se prueba que para p > 4 la copula Clayton es la unica en la clase de copulas
Arquimedianas que cumple con el supuesto simplificador.

El modelo grafico de copula Clayton

Con base en (3.4.2) y el hecho de que las copulas a pares condicionales de copula Clayton son nuevamente Clay-
ton, técnicamente la GIC asociada a esta copula es un modelo completo para cualquier valor admisible de 6.

Por otro lado, partiendo de una copula Clayton, Cfp como en (3.4.1), con p > 3, se sigue de (3.4.3) que el parametro
de todas las copulas condicionales a pares es,

0

0(p—2):m.

(3.4.4)

Entonces partiendo de una muestra de copula Clayton, el grafo no dirigido estimado, ?C, sera vacio a medida
que 0 (p — 2) se aproxime a cero, y por otro lado, sera completo a medida que 8 (p — 2) se aleje de cero. Pese a que se
pueda lograr una GIC que cumpla perfectamente la propiedad de Markov a pares, ésta no tiene utilidad alguna por
ser un modelo trivial para cualquier valor del parametro de dependencia de la copula no condicional.

3.5. Limitantes de los modelos de copula gaussiana

Como se concluy6 en la Seccion 3.3, el modelo paramétrico ideal para un grafo no dirigido es el de copula gau-
ssiana. Pese a que es un modelo mas flexible que el de distribucion gaussiana, en el sentido que permite que las margi-
nales no pertenezcan necesariamente a la misma familia, éste sigue siendo restrictivo en términos de la estructura de
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dependencia que modela. Se decidi6 incorporar esta pequena seccion debido a que en nuestra investigacion nos en-
contramos diversos articulos que prometian proponer diversas metodologias partiendo de modelos mas flexibles a los
de distribucion gaussiana, sin embargo, acotaban su campo de accién a modelos de copula gaussiana; principalmente
se encontraron articulos en el contexto de altas dimesiones en donde se vuelve atin menos realista el supuesto, v.g.
Liu et™al. (2012a), Han etal. (2013) y Mai and Zou (2015), por s6lo mencionar algunos. Asi en esta seccion comenta-
remos brevemente sobre las limitantes del modelo, enfatizando en su incapacidad para modelar dependencia en colas.

En aplicaciones reales un modelo de copula gaussiana puede resultar bastante restrictivo. A continuacién enun-
ciamos algunas desventajas evidentes que estos modelos tienen (c.f. Embrechts et al. (1999) para una discusion sobre
modelos basados en el coeficiente de correlacion lineal).

Desventajas

= So6lo modelan dependencia a pares via p, el coeficiente de correlacion lineal de Pearson.
= pno es medida de dependencia.

= p no es invariante ante transformaciones monotonas crecientes.

= p se ve influenciada por efectos marginales de las variables.

= Ante evidencia de dependencia monotona perfecta, i.e. Cx = M 6 Cx =W, la correlacion lineal no necesaria-
mente toma el valor de 1 0 —1.

= Incapaces de modelar dependencia en colas (tail-dependence).

Las desventajas anteriores son evidencia de la gran necesidad de validar el supuesto de copula gaussiana, lo cual
en la practica en muy pocas ocasiones se lleva a cabo. En caso de que no se cumpla el supuesto, las conclusiones de
modelos subyacentes pueden no ser correctas.

La Figura 3.2 muestra contornos de una densidad bivariada basada en una copula gaussiana con ciertas margi-
nales. La Figura 3.2 es un ejemplo de como un modelos de copula gaussiana sigue teniendo limitaciones analogas
a un modelo con distribucion gaussiana, en cuanto a la estructura de dependencia que representa, en particular su
incapacidad para modelar dependencia en colas.

Figura 3.2: Copula gaussiana.

En contraste, hay modelos de copulas que son mas flexibles. La Figura 3.3 muestra contornos de densidades
bivariadas, con las mismas marginales que en la Figura 3.2, pero con copulas T (izquierda) y Clayton (derecha).
Como se coment6 en este capitulo, la copula T es capaz de modelar dependencias en ambas colas, mientras que la
copula Clayton puede modelar dependencias en la cola inferior.
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Figura 3.3: Copula T (izquierda). Copula Clayton (derecha).

3.6. Discusion

Alo largo de este capitulo estudiamos a los tres modelos de copulas multivariadas simplificadas, con tres proposi-
tos muy puntuales: comprender la flexibilidad de la estructura de dependencia que modelan, estudiar el comporta-
miento de sus copulas condicionales, y finalmente, determinar la utilidad de su modelo grafico no dirigido asociado.
Las conclusiones generales del capitulo son: los modelos de copula gaussiana son para los cuales un grafo no dirigido
tiene total pertinencia para representar las relaciones de independencia condicional, sin embargo, una coépula gauss-
siana no es ideal como modelo conjunto por su falta de flexibilidad; para los modelos de copula 7 un modelo grafico
no dirigido explica de forma aproximada relaciones de independencia condicional, teniendo una utilidad practica
para las aplicaciones de un grafo, ademas de ser modelos capaces de representar dependencia en colas; finalmente,
para el caso de copula Clayton un modelo grafico no dirigido carece de utilidad. Entonces los modelos graficos no
dirigidos paramétricos estan limitados a los miembros gaussiano y 7 de la clase de copulas elipticas. Cabe destacar
que este capitulo se sustenta ampliamente en los resultados obtenidos en Stober et™al. (2013) sobre familias multiva-
riadas de copulas simplificadas, se recomienda la revision de este articulo para detalles técnicos alrededor de estos
resultados.

Sin embargo, con el creciente auge que han ido ganando los modelos de vine copula en anos recientes (c.f. Aas
et"al. (2009), Czado (2010) y Min and Czado (2011)), se cuestiona rotundamente el hecho de que una sola copula
multivariada perteneciente a una familia parameétrica sea capaz de modelar estructuras de dependencias complejas,
que de antemano estan presentes en datos multivariados, sobre todo cuando contamos con un nimero muy grande
de variables.

Asi que partiendo de nuestro interés en proponer modelos graficos no dirigidos mas flexibles, en términos de
la estructura de dependencia asociada a la distribuciéon de probabilidad, P, en el Capitulo 4 se propone una via de
estimacion basada en copulas condicionales junto con un enfoque no paramétrico de estimacion de la GIC, basados
en la extraccion de observaciones de copulas condicionales a pares, tal como se hace en el paradigma de construccion
de copulas multivariadas vine copula.



Capitulo 4

Modelos graficos no dirigidos via copulas
condicionales: estimador Bernstein

Resumen La construccion de copulas flexibles capaces de modelar estructuras complejas de dependencia es un
area que, hasta hace poco menos de una década, estaba en su mayoria limitada al caso bivariado, logrando asi una
gama amplia de metodologias con bastante potencial para las aplicaciones en esta dimension, v.g. pese a que el
pegado de copulas en Siburg and Stoimenov (2008) se extiende hacia cualquier dimensién, su campo mas tangible
de aplicacion es cuando p=2. Sin embargo, el paso hacia generalizaciones para el caso multivariado (p > 3) no ha
sido necesariamente sencillo en la mayoria de los casos (c.f. Aas and Berg (2009), Czado (2010) y Min and Czado
(2011) para discusiones al respecto). De hecho hace no muchos afios atras, fuera de las copulas gaussiana y 7T, o
en general los modelos de copulas elipticas, los modelos propuestos en la literatura eran demasiado limitados (c.f.
Frahm et al. (2003)) o su investigacion aun era reciente (c.f. Joe (1996), Bedford and Cooke (2001), Bedford and Cooke
(2002) y Kurowicka and Cooke (2006) como algunos de los pioneros en la teoria de vine copula). El gran paso hacia
la construccion de copulas multivariadas capaces de modelar diversas estructuras de dependencia, se ha dado con
las construcciones de copulas a pares (CCP’s) ! en el paradigma de vine copula, donde se explota el potencial existente
para la construccion de copulas bivariadas logrando modelos multivariados sumamente flexibles (c.f. Aas et™al. (2009)
como el primer articulo donde se propone un marco general para la construccion de copulas multivariadas via vines).
En el presente capitulo hacemos uso de una de las herramientas fundamentales en vine copula para la obtencion de
observaciones de copulas condicionales, nos referimos a la formula de Joe (1996). La formula de Joe (1996) es una via
para extraer observaciones de cualquier copula condicional, en particular aquellas copulas condicionales bivariadas
asociadas con las relaciones de independencia (condicional) modeladas en un grafo no dirigido. Como una de las
partes mas importantes del capitulo, partiendo del supuesto simplificador proponemos un algoritmo iterativo para
la estimacion del grafo no dirigido, el a-estimador del grafo, el cual depende de un parametro de ajuste, o, que con-
trola el grado de escasez de la estimacion. Nuestra propuesta esta basada en pruebas multiples de independencia para
observaciones de copulas a pares condicionales extraidas via la formula de Joe (1996), asi que como parte esencial de
nuestro planteamiento, a lo largo del capitulo discutimos sobre los tipos de error involucrados en la estimacion y en
particular para un control estadistico en la tasa de descubrimientos falsos haremos uso de algunos de los resultados
en Guo and Rao (2008) para pruebas dependientes. Por otro lado, los modelos no paramétricos de cépula Bernstein
han tenido un creciente auge para las aplicaciones sobre todo en el caso bivariado (c.f. Sancetta and Satchell (2004)
y Erdely and Diaz-Viera (2010)) debido a su gran flexibilidad como estimadores suaves de la copula, potencial por
el cual siguen vigentes en la investigacion (c.f. Janssen etal. (2015)). Aprovechando la flexibilidad del estimador
Bernstein de la copula en el caso bivariado y el algoritmo planteado, se propone una estimacién no paramétrica: el
estimador Bernstein del grafo no dirigido. Al final del capitulo, presentamos un estudio de simulacion para evaluar
y comprender el desempeno de nuestra propuesta de estimacion del grafo via el algoritmo planteado, enfatizando
en el comportamiento del estimador Bernstein, basados en la inferencia del grafo para muestras de copulas gaussia-
nay T con presencia de relaciones de independencia condicional (no correlacion parcial en el caso de copula 7).
En el contexto del estudio de simulacién, como aportacion adicional, proponemos una via para la construccion de
matrices de correlacion positivas definidas con patrones especificos en las relaciones de independencia condicional
(0o no correlacion parcial), lo anterior sin la necesidad de imponer estructura de correlaciéon alguna o restringir el

!Pair copula constructions (PPC’s).
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grado maximo del grafo, la propuesta aplica a los casos de copula gaussiana y 7. Cabe destacar que el estimador
Bernstein del grafo no dirigido es la principal contribucion que hace la presente investigacion, en el sentido de que
logra aumentar la flexibilidad del modelo de probabilidad subyacente de la estimacion con respecto a las propuestas
parameétricas.

4.1. Organizacion del capitulo

Partiendo del objetivo fundamental de investigacion de buscar estimaciones del grafo no dirigido cuyo modelo
de probabilidad subyacente sea capaz de representar estructuras flexibles de dependencia, como capitulo central
del presente documento, en éste se propone la estimacion no paramétrica del grafo no dirigido haciendo uso de la
formula de (Joe, 1996), el supuesto simplificador y el estimador Bernstein de la copula para el caso bivariado, ademas
el desempeno del estimador propuesto es evaluado mediante un estudio de simulacion. En la Seccion 4.2 se genera una
discusion sobre la relevancia que cobra el supuesto simplificador para la inferencia de relaciones de independencia
condicional partiendo de una muestra observada, ademas se presenta la formula de Joe (1996). En la Seccion 4.3
se expone el algoritmo que proponemos para la estimacion del grafo via copulas condicionales. En la Seccion 4.4
se genera una discusion sobre la necesidad de implementar un control estadistico del error al encontrarnos ante el
problema de contrastar pruebas multiples, se comenta sobre los tipos de error en los que se puede incurrir al estimar
el grafo, se presentan algunos de los resultados obtenidos en Guo and Rao (2008) para hipotesis dependientes sobre las
cotas para la tasa de descubrimientos falsos definida por Benjamini and Hochberg (1995), y finalmente, alineados a los
resultados en Guo and Rao (2008) se propone el control para un tipo de error en la estimacion del grafo. La Seccion
4.5 presenta las herramientas necesarias para implementar el algoritmo planteado en la Seccién 4.3, tomando un
enfoque parametrico de copula gaussiana y 7 multivariadas (copulas simplificadas). En la Seccion 4.6 se deduce la
propuesta del estimador Bernstein del grafo no dirigido. En la Seccién 4.7 se describe el estudio de simulacion junto
con los aspectos que tomamos en consideracion para su desarrollo. La Seccion 4.8 resume los resultados del estudio,
en términos generales se analizan tres resultados subyacentes de las estimaciones propuestas: el comportamiento
de las curvas ROC asociadas; el cambio en la tasa de error global (TEG) ante la variacion del parametro de ajuste;
y finalmente, se genera una discusion sobre los aspectos que pueden afectar el control en la tasa de descubrimientos
falsos. La Seccion 4.9 resalta sobre las implicaciones que tiene el supuesto simplificador en nuestra propuesta de
estimacion. Finalmente, en la Seccion 4.10 se desarrolla una discusion general sobre los resultado presentados y las
conclusiones obtenidas a lo largo del capitulo, puntualiza sobre topicos para investigacion futura y se concluye con
los alcances que tiene nuestra propuesta en el contexto de altas dimensiones (N << p).

4.2. Preliminares

La formula de Joe (1996) junto con el supuesto simplificador son la base de nuestra propuesta de estimacion,
en esta seccion exhibimos su relevancia practica para lograr inferir las relaciones de independencia condicional
modeladas en un grafo no dirigido.

Independencia condicional via copulas

Para los fines de estimar el modelo grafico de interés, es necesario contar con una representacion explicita pa-
ra la independencia condicional como la presentamos en (2.7.2). Sin embargo, partiendo de una muestra de datos
observados, validar (digamos con una prueba de hipotesis) que Vuy,uz € I, Cj py 6y (u1,u2;v) = T (ug,uz)
Vv € Ran Xy, x) es practicamente imposible. En primer lugar, en una muestra no observamos todos los valores
v € Ran Xy, (;x}, ¥y por otro lado, no es inmediato saber como podriamos obtener una muestra representativa de
observaciones de las copulas condicionales C; yjy{;,k} (*,*; V). Para aclarar lo antes comentado, comencemos con un
ejemplo con tres variables.

Supongamos que tenemos N observaciones independientes de un vector trivariado (X1, Xo, X3)7,

N
(@14, w25, 34) i (4.2.1)

y nos hacemos la siguiente pregunta: ;(1,3) € A?
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Para el elemento ¢ de la muestra comenzamos por preguntarnos como es la funcion de distribucion de X; y X3
condicional en Xy = x9; 0 mas ain como es su copula condicional. A partir del Teorema de extension, 2.7.1, del
Teorema de Sklar (1959), 2.4.1, tenemos lo siguiente al evaluar la FDA condicional en los elementos z1; y x3; de la
muestra:

H (w15, 23i|v2:) =Cuzjo (Fijo (211l@2:) , Faj (w35]2:) 225

=C13|2 (U1\2,i7 U32,i3 CUzi) .

De aqui en adelante, cuando sea necesario, denotaremos con uy, ; a las funciones de distribucion univariada de
la variable k condicional al valor que toman las variables pertenecientes a s ¢ V \ {k} en el elemento 7 de la muestra,
en otras palabras, observaciones de las copulas condicionales correspondientes. En particular para nuestro ejemplo
s = {2} y por cada elemento i en la muestra tenemos un v.a. bivariado (U3|27i, U 1|27¢) con marginales uniformemente
distribuidas en el intervalo (0, 1), tales que,

(Usja,i, Urpa,i) ~Cagpa (5 32,0 Vie{l,...,N}. (4.2.2)

Finalmente, notamos que por cada copula condicional, Cy 33 (-, *; 2, ), tenemos una sola observacion (u3|27i, u1|2,i)

del v.a. (U3|2’1-, U 1|27i). A partir de la observacion anterior surge la siguiente pregunta: ;como validar la independen-
cia condicional cuando solo tenemos una observacion de cada copula condicional?

De hecho el problema de estudiar la independencia condicional no es sencillo y usualmente se recurre a supuestos
restrictivos para abordarlo, v.g. asumir que las variables presentan relaciones lineales con errores aditivos gaussianos
(i.e. que las variables siguen un modelo de factores) (c.f. Zhang et"al. (2012) para una introduccion con un panorama
general sobre los enfoques existentes para probar la independencia condicional). Otro de los supuestos usuales a
los que recurre para lograr hacer pruebas de independencia condicional es al supuesto simplificador, aquel que in-
trodujimos en la Seccién 2.7. Asumiendo el supuesto simplificador en nuestro ejemplo, todas las copulas en (4.2.2)
serian la misma, i.e. Cyg2 (-, 2,) = C132 (-,-) Vi € {1,..., N}, y asi lograriamos tener una muestra de tamafio N
de observaciones de la copula condicional C;3):

{(w1p2,, U3\2,i)}j\=]1 . (4.2.3)

Finalmente, bastaria aplicar una prueba de independencia (no condicional) a la muestra en (4.2.3) y con base en
ésta rechazar o no la pertenencia de la arista (1, 3) al conjunto de aristas, A.

Pero la siguiente pregunta natural es: ;como obtenemos las observaciones (’U,HQ_,“ u3|27i) ie{l,...,N}?

Para dar respuesta a esa pregunta necesitamos introducir la formula de Joe (1996), la cual presentamos a conti-
nuacion.

Formula de Joe

Por practicidad para los fines de nuestra investigacion, enunciaremos la formula de Joe (1996) con la notacion de
un modelo grafico no dirigido.

Proposicién 4.2.1 Férmula de Joe. Sea X = (X1,..., X,) un v.a. con conjunto de vértices asociado V. Ademas
sean A, {k} c V, tales que card(A) =m > 1y k ¢ A. Digamos que los vértices en A son wy,...,w,, y tomemos
V = (U, .-+, Uy, ) € Ran X 4. Entonces bajo condiciones de regularidad, para algan j € {1,...,m},

9Cu, k1A, (ijlA—j (vjlv-j), Fya_, (xlv_;) ;V‘f)
6ij|A—j (Vj|v—j)

Fyya (alv) = , (42,4

donde A_; = A~ {w;}, v; = vy,. Finalmente, si j ¢ {1,m} entonces v_;j = (Vuy,- -, Vi, 1, Vujprs - -+ Vuyy, )i SiJ =1
entonces V_; = (Vu,, - - -, Vw,, ); ¥ Si j = m entonces V_; = (V.. ., Vu,, ; )-
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La formula de joe asegura que las distribuciones condicionales que se necesitan como argumentos de copulas
al nivel j se obtienen como derivadas parciales de copulas al nivel j — 1. Una propuesta alternativa de prueba a la
formula de Joe (1996) se encuentra en el Apéndice C; lo anterior es una aportacion de esta investigacion.

Regresando a nuestro ejemplo, a partir de (4.2.4) se sigue que con base en la parcial de C12 con respecto a F se
pueden extraer las observaciones u; ;, y de igual forma, se extraen las observaciones u3j ; con base en la parcial
de C32 con respecto a F», dando asi respuesta a la Gltima pregunta planteada.

En particular la formula de Joe es una via para obtener observaciones de cada cépula condicional al conjunto de
vértices en A € V), a partir de la parcial de la copula condicional (o no condicional en el caso de que card(A4) = 1)
al conjunto de vertices en A \ {w;} para algin w; € A. Puntualmente, dado un par de vértices k,j € V podemos
tomar A =V \ {k, j} y extraer las observaciones de las copulas condicionales de interés para el grafo no dirigido, lo
anterior es la base para el algoritmo que se propone en la siguiente seccion para estimar el grafo.

4.3. «-estimador del grafo no dirigido via copulas condicionales

En esta seccion presentamos el algoritmo propuesto para la estimacion del grafo y explicamos su aplicacion.

Dada una muestra observada de tamafio N de un v.a. p-variado X = (X1, ..., X,,)7,

{(xlia"wxpi)}i\:rlv (431)

el problema de estimar la GIC, ? es el fondo buscar un estimador del conjunto de aristas, .Zl\ i.e. inferir sobre la
presencia/ausencia de cada una de las relaciones de independencia condicional modeladas en el grafo. A la cantidad
de aristas en un grafo no dirigido la entenderemos como el grado de escasez” del modelo.

Mediante la obtencion de observaciones de copulas condicionales y partiendo de un parametro o que controla el
grado de escasez del grafo, nuestra propuesta de estimacion se presenta en el Algoritmo 4.3.1.

Algoritmo 4.3.1 a-estimador del grafo no dirigido via copulas condicionales: Gu.

1. Asumiendo el supuesto simplificador, extraer iterativamente observaciones de las (12’) copulas condicionales

Cikvijk) Para j,k eV, t.q. j <k.

2. Fijar a € [0, 1] como valor que controla el grado de escasez de la estimacion: a « le llamaremos parametro de
L pod
ajuste’.

3. A partir de « contrastar cada uno de los siguientes pares de hipotesis,

Ho,jk = Cirpginy = 1, Hi,jk = Cirpiny * 1L JikeV, tq.j<k, (43.2)
con base en las muestras de observaciones de copulas condicionales obtenidas en el primer paso.

4. Hacer G, = (V, le\a), donde

Ao ={(j, k), (k,j) €V xV| Serechaza Hojk, J.keV, tq.j<k}. (4.3.3)

2Sparsity, en inglés.
%En mucha de la literatura estadistica de habla inglesa a este tipo de parametros se les conoce como: tuning parameter.



4.3. a-ESTIMADOR DEL GRAFO NO DIRIGIDO VIA COPULAS CONDICIONALES 41

Observaciones 4.3.1 :

(Obs. 1) En la literatura estadistica moderna, el concepto de escasez es utilizado en diversos contextos sobre todo
cuando la naturaleza de la metodologia involucra una gran cantidad de variables. Aunque este concepto pue-
de tener distintas interpretaciones puntuales segun el contexto de analisis, en general el principio de escasez
asume que solo un pequeno numero de predictores contribuyen a una variable de respuesta. Como ya lo men-
cionamos, en el contexto de modelos graficos no dirigidos, la escasez se asocia con la cantidad de aristas en
el modelo, i.e. con la cantidad de relaciones de independencia condicional subyacentes del v.a. Asi el modelo
grafico no dirigido completo implica escasez nula, y de igual forma, el modelo grafico no dirigido vacio induce
escasez completa. Retomaremos de manera mas profunda el concepto en el Capitulo 5.

(Obs. 2) En el Paso 3 del Algoritmo 4.3.1, el contraste de hipotesis via un valor « es en un sentido amplio en donde
« domina el contraste conjunto entre las hipotesis y no sélo el individual.

(Obs. 3) Nuevamente en el Paso 3 del Algoritmo 4.3.1, una vez obtenidas las observaciones de las copulas condicio-
nales a pares involucradas en el grafo, se puede hacer uso de una prueba de independencia no condicional con
las observaciones de las copulas condicionales y asi contrastar la independencia condicional. Para los fines de
la presente investigacion, la prueba que se ocupara es aquella en Genest and Rémillard (2004) la cual se basa
en el proceso de la copula empirica.

Dentro del Algoritmo 4.3.1 un paso crucial es el primero, asi que a continuacion detallaremos sobre éste, puntua-
lizando en la necesidad del supuesto simplificador.

Extraccion iterativa de observaciones de cépulas condicionales
Partiendo de una muestra de tamano N de un v.a. de dimension p como en (4.3.1), digamos que para un par

arbitrario de vértices j, k € V (j < k) necesitamos extraer las observaciones,

{(uj\V\{j,k},ivukh}\{j,k},i)}ila (4.3.4)

de la copula condicional Cjxjy+  x}- Notemos que de antemano estamos asumiendo el supuesto simplificador al no
poner a la copula condicional dependiente del valor del condicionante.

Por practicidad de notacion pongamos un orden (en realidad arbitrario) a los vértices en el conjunto del condi-
cionante, digamos V \ {j,k} = {w1, ..., wp_2}.

Primero para la variable X}, podemos comenzar por obtener una muestra de observaciones de la copula no
condicional Cy,,, con base en las FDA s marginales y a partir de éstas inferir sobre la copula, como lo representamos
en (4.3.5). La copula estimada la denotaremos con Cy,, . La inferencia puede ser paramétrica o no parameétrica.

N N =
{(uk’i’ uw1,i)}i:1 = {(Fk (xk,i) s Fuy (xwl,i))}i:1 — Cruw, - (4.3.5)
Posteriormente, podemos obtener observaciones de las distribuciones de X} condicional en las observaciones de

Xy, via (4.2.4), como en (4.3.6).

86’\]@11)1 (Fk (xk,i) 5 le (xwhi))
ale (le,i) ’

Fk|w1 (xk,i|xw1,i) = ie{l,...,N}. (4.3.6)

Realizando los procedimientos en (4.3.5) y (4.3.6) respectivos al vértice j se obtienen las observaciones Fjj,, (5, i|Zw, i),
i€{1,...,N}.Alaobtencion de las observaciones en (4.3.7) lo llamaremos la primera iteraciéon para el par de vértices
5 keV (j<k).

{(Fjuy (@) ilzw i) s Frjw (xkz|xwlz))}j\:]1 . (43.7)
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Analogamente, como en (4.3.5) podemos inferir sobre la copula Cy,, v posteriormente obtener observaciones
de las distribuciones de X, condicional en las observaciones de Xy, via (4.2.4), F\y,ju, (Tws,ilTw, i) 7 € {1,..., N}.

Asumiendo el supuesto simplificador, los valores estimados de las FDA's de X}, y X,,, condicionales en los

valores de X, son observaciones de la copula condicional Cy,, |, por lo tanto las podemos utilizar para obtener

@w2|w1, como lo representamos en (4.3.8).

N —~
‘rwhi))}i:l - Ckwgl’u)l' (438)

{(Fk\wl (xk,i|xw1,i) ) nglwl (xw27i

A partir de @w2|w1 podemos obtener observaciones de las FDA’s de X}, condicional en los valores de X, w1
via (4.2.4), como lo mostramos en (4.3.9),

a@wz|w1 (Fk|w1 (xk»i|xw1,i) ’ Fw2 (xwmil‘rwl,i))
aF'LUQ (xwz,i|‘rw17i)

Fk\wl,wz (l'k,i|$w1,i7xw2,i) = N 1€ {].,,N} (439)

Realizando los procedimientos en (4.3.8) y (4.3.9) respectivos al vértice j se obtienen las observaciones
Filw, ws (24| Twy i» Ty i), T € {1,..., N }. Ala obtencion de las observaciones en (4.3.10) lo llamaremos la segunda
iteracion para el par de vértices j,k €V (j < k).

N
xwl,iaxwz,i))}i=l . (4.3.10)

{(Fj\whwz (xjﬂ' L i xwg,i)), Fk\wl,wg ($k-,i

En general, a la obtencion de las observaciones en (4.3.11) lo llamaremos la r-ésima iteracion,

N
{(Fj\wl,wz,...,wT (xj7i|ww1,i7xw2,i7 s 7xwr,i))7 Fk\wl,wg,“.,wr (wk,i|xw17i7 Lag iy« mwmi))}i:l . (4-3-11)

Entonces se requieren p — 2 iteraciones para obtener la muestra en (4.3.4), por lo tanto, realizando las p-4 itera-
ciones subsecuentes se obtienen las observaciones deseadas para realizar la prueba de independencia (condicional)
para el vértice (j, k) asumiendo el supuesto simplificador.

Cabe recordar que el orden que le dimos a los vértices en V \ {j, k} fue solo por practicidad de notacién, notemos
del proceso iterativo antes descrito que el orden en el cual se van agregando las variables al condicionante es total-
mente arbitrario. Notemos ademas que la extraccion iterativa de observaciones de copulas condicionales no impone
un modelo multivariado de copula y en realidad sblo depende de inferencias sobre copulas a pares en cada iteracion,
justo como hemos comentado que se procede en el paradigma de construccion de copulas multivariadas vine copula.

4.4. Control en la tasa de descubrimientos falsos (CTDF)

Como observamos en la Seccion 4.3, la estimacion del grafo trae consigo el problema de contrastar simultanea-
mente un namero finito de hipotesis nulas: Hg jx, j,k € V, t.q. j < k. Partiendo de que la card(V) = p, el nimero
de hipotesis a contratar es (g) el cual puede ser demasiado grande al crecer el valor de p. En este contexto de in-
ferencia a gran escala (c.f. Efron (2010)), el contraste individual via un valor « € [0, 1] que defina el tamario o nivel
de cada prueba por separado es insuficiente para asegurar un control del error conjunto entre las pruebas de interés
(c.f. Casella and Berger (2002), Definicion 8.3.5 y 8.3.6, sobre el tamano y nivel, respectivamente, de una prueba de
hipotesis). Para una hipotesis particular, digamos H_j, los errores tipo I y IT asociados a la estimacion del grafo se

presentan en el Cuadro 4.1.
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(G.k) ¢ A (j.k) e A
Error tipo I
(7,k) ¢ A (Verdadero Negativo) (Falso Positivo)

(G k) fAy (G k) ¢A (k) # Apero (j k) e A
Error tipo II
(4,k)e A (Falso Negativo) (Verdadero Positivo)

(j.k) e Apero (k) § A (jk)e Ay (j,k)e A

Cuadro 4.1: Errores asociados a la estimacion del grafo para una prueba particular.

Asi que habra que buscar extensiones de los errores tipo I y II, que consideren de manera conjunta entre las
hipotesis la cantidad de falsos positivos (FP) y falsos negativos (FN) que subyacen de la estimacion del grafo y definir
controles para los mismos. En el contexto de comparaciones multiples, la mayor parte de la literatura esta concentrada
en definir extensiones y controles del error tipo I. Dentro de los enfoques que existen para controlar los efectos de
la multiplicidad en pruebas de hipotesis (c.f. Efron (2010)), en Benjamini and Hochberg (1995) sugieren que la tasa
de descubrimientos falsos (TDF)* es una via apropiada para extender el error tipo I en muchos de los problemas de
hipotesis multiples. Consideremos lo siguiente,

, card (.,Zl\)
R := # de hipotesis rechazadas = — (4.4.1)
de arist A ts
V := # de hipotesis nulas rechazadas que son verdaderas = 7 de aristas en A que no estin en A, (4.4.2)

2

donde Ay A son los conjuntos de aristas real y estimado, respectivamente. La proporcion de descubrimientos falsos
se define como,

VIR, siR>0,
= 4.4.3
@ {O, si R=0. ( )
Entonces la TDF se define como el valor esperado de Q) i.e.
TDF =E[Q]. (4.4.4)

En el contexto de la estimacion del grafo no dirigido, un descubrimiento sera la deteccion de la presencia de una
arista particular en el conjunto de aristas, i.e. descubrir que un par de variables no son independientes condicional en
el resto de éstas. Un detalle a destacar sobre la metodologia propuesta en Benjamini and Hochberg (1995), es que
parte del supuesto de que las estadisticas de prueba, y por ende los p-valores, de las hipotesis involucradas son inde-
pendientes. Por otro lado, la naturaleza de nuestra propuesta de estimacion del grafo (Seccioén 4.3), via observaciones
estimadas de copulas condicionales, induce dependencia entre las estadisticas de prueba. Entonces si deseamos tener
un control en la tasa de descubrimientos falsos pertinente para el Algoritmo 4.3.1, necesitamos una metodologia que
considere la dependencia que puede existir entre los p-valores subyacentes de las pruebas de independencia condi-
cional.

En Guo and Rao (2008) proponen alternativas para controlar la tasa de descubrimientos falsos sin suponer nin-
guna estructura de dependencia entre las estadisticas de prueba, asi que esta metodologia estd mas alineada con
nuestro contexto de estudio. A continuacion presentamos una breve resena sobre algunas de las cotas obtenidas en
la literatura para la TDF para pruebas dependientes, puntualizando en uno de los Teoremas principales en Guo and
Rao (2008).

4False Discovery Rate (FDR), por sus siglas en inglés.
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Cotas para la TDF ante pruebas dependientes

Comencemos por describir los procesos de pasos hacia-abajo’ y hacia-arriba® con los cuales se busca controlar

la TDF.

Supongamos que deseamos contrastar Ho 1, ..., Ho m' y contamos con los p-valores correspondientes Py, . . ., P,,.
Denotemos con I := {1,...,m}, al conjunto de indices asociados a las hipotesis nulas a contrastar, y a Iy :=
{i| Ho,; es verdadera, i € I'}, como el conjunto de indices asociados a las hipotesis nulas verdaderas. Claramente
card (I) = m y denotemos con mg = card (Iy), a la cardinalidad de Iy, entonces m; = m — mg es el nimero de
hipotesis nulas que son falsas.

Asumiremos que cada p-valor correspondiente a las hipotesis nulas verdaderas satisface,

P(P<z)<z Vo e(0,1)yiely,
donde la distribucion conjunta de (P4, .. ., Pm)T es arbitraria.
Sean los p-valores ordenados denotados por P(1y < -+ < P(,,) y las hipotesis asociadas por Hg (1), - -, Ho,(m)s

ademas supongamos que a; < - < oy, €s una secuencia no decreciente de constantes criticas.

El proceso hacia-abajo basado en las constantes oy < -+ < oy, funciona de la siguiente manera: si P1y > ai,
entonces ninguna de las hipotesis nulas se rechaza; en otro caso, se rechazan las hipotesis H 1y, ..., H() t.q. 7 esel
indice mas grande que satisface que P(1) < aq,..., Py < ap.

El proceso hacia-arriba basado en las constantes a; < -+ < avy, funciona de la siguiente manera: si P(,,) < (s
entonces se rechazan todas las hipotesis nulas; en otro caso, se rechazan las hipotesis H(1y,...,H() t.q. 7 es el
menor indice que satisface P(,,,) > Qs - - -, P(p41) > Q13 81 Py > 7 Vr € I entonces no se rechaza ninguna de las
hipoétesis nulas.

Entonces un proceso hacia-abajo comienza con la hipotesis mas significativa y continua rechazando hipotesis
nulas mientras sus p-valores correspondientes sean menores o iguales a las constantes criticas, en contrate, un pro-
ceso hacia-arriba comienza con la hipotesis menos significativa y continua no rechazando hipotesis nulas mientras
sus p-valores correspondientes sean mayores a las constantes criticas.

En Benjamini and Hochberg (1995) se propone un proceso hacia-arriba con constantes criticas a; = (i/m) o, @ € I,
y se prueban que TDF < (mg/m) «, asumiendo independencia entre los p-valores. Posteriormente, en Benjamini and
Yekutieli (2001) se prueba que la TDF < (mo/m) a 37 (1/j), para el mismo procedimiento que en Benjamini and
Hochberg (1995) pero sin la imposicion de una estructura de dependencia entre los p-valores. En Guo and Rao (2008) se
prueba que la cota propuesta por Benjamini and Yekutieli (2001) no es mejorable para el procedimiento hacia-arriba,
en el sentido de que existe una distribucion de los p-valores en donde la cota es alcanzada, ademas se presenta el
siguiente Teorema 4.4.1 (Teorema 4.1 en Guo and Rao (2008))

Teorema 4.4.1 La TDF para el procedimiento hacia-abajo con constantes criticas ; = (i/m) a, i € I, satisface la
siguiente desigualdad:

mi+1 1
TDF < moa{ PO ml} (4.4.5)
m 1 g ma+ 1 m

Notemos que la cota en (4.4.5) para el procedimiento hacia-abajo es menor que aquella en Benjamini and Yeku-
tieli (2001) para el procedimiento hacia-arriba y las mismas contantes criticas. Por otro lado, del Teorema 4.4.1 se

SStep-down, en inglés.
6Step-up, en inglés.

"En el contexto de estimacion del grafo m = (’2’)
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desprende el siguiente Corolario 4.4.1.

Corolario 4.4.1 Sea,

mo |t 1 m m
0 —_ —1}. (4.4.6)

D(m) = méx { >

lsmosm m | s j mi+1 m

Entonces la TDF para el procedimiento hacia-abajo con las contantes criticas o = (i/m) o/ D(m), i € I, satisface
la siguiente desigualdad:

TDF < a. (4.4.7)

El hecho de que my sea en realidad un valor desconocido en la practica implica que para el procedimiento hacia-
abajo, con constantes criticas o;; = (i/m) « como en el Teorema 4.4.1, podemos asegurar es que TDF < aD(m);
donde ésta siempre es una cota mayor a la de (4.4.7) por el hecho de que D(m) > 1, Vm > 2.

En la Seccion 4.8 comparamos el desemperio de los procedimientos en el Teorema 4.4.1 y el Corolario 4.4.1, para
el control en la tasa de descubrimientos falsos en el contexto de estimacion del grafo no dirigido a partir de hipotesis
multiples como en el Algoritmo 4.3.1, basados en el estudio de simulaciéon que proponemos en la Seccién 4.7. Tam-
bién en la Seccién 4.8 analizaremos los factores que pueden afectar o favorecer el control en nuestro contexto de
estimacion.

Cabe remarcar que estamos implementando el CTDF, el cual extiende el control convencional que se le da al
error tipo I, simplemente como una propuesta para controlar el error al estimar el grafo no porque consideremos
que controlar este tipo de error es mas importante que controlar alguna extension del error tipo II. Mas adelante se
continuara con esta discusion sobre el control para los distintos tipos de error.

4.5. Enfoque paramétrico de copula multivariada

Asumiendo un sélo modelo de copula multivarida para el va. X = (X1,...,X,)?, como lo comentamos en el
Capitulo 3, los casos de copula simplificada en los cuales un modelo grafico es util son los de copulas gaussiana y
T Por otro lado, como lo presentamos en la Seccion 4.3, necesitamos las parciales de copulas a pares condicionales
(y no condicionales) para la estimacion del grafo. Partiendo del hecho de que las copulas condicionales de copula
gaussiana y 7 pertenecen a la misma familia (Proposicion 3.3.2 y 3.3.3, respectivamente), bastara con estudiar como
se comportan las parciales de copulas bivariadas de estas familias para poder implementar el Algoritmo 4.3.1 en
un enfoque parameétrico de copula multivariada. En esta seccion, en las Proposiciones 4.5.1 y 4.5.2, presentamos las
expresiones para extraer observaciones de copulas condicionales via (4.2.4) para los casos de copula gaussiana 'y T
multivariadas.

Proposicion 4.5.1 Parciales de cépula gaussiana bivariada. Sea el via. X = (X, X 2)T con copula subyacente
CIGQ como en (3.3.2) con p=2 y X matriz de correlaciones, tal que Y91 = X2 = p12. Entonces Vz; € Ran X7 y
Yz € Ran X la extraccion de las observaciones Fi; (x1]22) via la formula (4.2.4) es la siguiente:

ICEH (Fy (1), Fa (22))
(9F2 (.1‘2)
_ o O (F1 (1)) = pra®" (F (w2))
\/1_/’%2 7

Fug (w1|22) =

(4.5.1)

donde @ es la FDA gaussiana estandar univariada.
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Proposicion 4.5.2 Parciales de copula 7 bivariada. Sea el via. X = (X7, XQ)T con copula subyacente C;, como
en (3.3.5) con p=2 y ¥ matriz de correlaciones, tal que X917 = X129 = p12, ¥ 12 > 2 grados de libertad. Entonces
Vz1 € Ran Xy y Vag € Ran X la extraccion de las observaciones Fip (z1]|z2) via la formula (4.2.4) es la siguiente:

aCT, (Fy (1), Fa (22))
8F2 (l‘g)

Fip (21|22) =

tor, (Fi (1)) - praty,), (Fz (22))

= tV12+1 >
\/ (s (152, (a2 ) (1022)

vi2+1

(4.5.2)

donde t,,, es la FDA T estandar univariada con v14 grados de libertad, esperanza 0 y varianza %

En el enfoque paramétrico de copula multivariada notamos que la extraccion iterativa de observaciones de copulas
condicionales, presentada en la Seccion 4.3, depende simplemente de los parametros de copulas a pares (bivariadas)
condicionales o no condicionales segun sea el caso. En las Proposiciones 4.5.1 y 4.5.2, estos parametros los hemos
denotado como p12 vy (p12,12) para copula gaussiana y T, respectivamente.

En términos de estimacion de parametros, en este enfoque en donde se asume un modelo completo de copula
simplificada, la estimacién simplemente es a nivel no condicional y los parametros condicionales se deducen de los
no condicionales. De manera mas puntual, las matrices de correlacion parcial en las Proposiciones 3.3.2 y 3.3.3, se
calculan de manera iterativa como observamos en el Apéndice B para el caso de copula gaussiana (el caso de copula
T es analogo), por otro lado, es claro que el parametro de grados de libertad para copulas condicionales en la Pro-
posicion 3.3.3 solo dependen de la estimacion no condicional. En la Seccion 4.8 discutiremos sobre las implicaciones,
en términos de los errores asociados a la estimacion del grafo, de este enfoque.

4.6. Estimador Bernstein del grafo no dirigido

Esta seccion es la parte central del presente capitulo, en ésta proponemos la inferencia del modelo grafico no diri-
gido en un enfoque totalmente no paramétrico, basada en la estimacion de copulas a pares via polinomios de Bernstein.
Bajo este enfoque de estimacion del grafo, se espera que las copulas a pares estimadas representen de manera mas
precisa la estructura de dependencia observada en los datos condicionales y no condicionales.

Como se comenta en Janssen et’al. (2015), los estimadores Bernstein han atraido considerable atenciéon como
estimadores no parameétricos suaves de funciones de distribucion, densidad, copulas y densidades copula. La gran
flexibilidad con la cuentan los mantiene vigentes en la investigacion, v.g. en el mismo Janssen et’al. (2015) estudian
sus propiedades al estimar distribuciones condicionales y regresiones por cuantiles.

En el caso particular de la estimacion de la copula, ésta se basa en un suavizamiento de la copula empirica. Pese
a que la definicion del estimador Bernstein de la copula se extiende a cualquier dimension (c.f. Sancetta and Satchell
(2004) para una investigacion general sobre el estimador Bernstein de la copula extendido a cualquier dimension),
el hecho de que su definicion dependa de la copula empirica, hace que su implementacion se vuelva inviable en el
sentido computacional para dimensiones mayores a tres, sobre todo cuando el tamano de la muestra es grande. En la
presente propuesta de estimacion no paramétrica del grafo no dirigido, explotamos la gran flexibilidad y viabilidad
computacional del estimador Bernstein de la copula para el caso bivariado. Comenzaremos por la definicion de copula
empirica, para posteriormente introducir al estimador Bernstein de la copula, ambos en el caso bivariado.

Definicion 4.6.1 Cépula empirica. Dada una muestra de observaciones {(;vlmxg,i)}ﬁl del va. (X1,X5)", la
copula empirica asociada a la muestra esta dada por,

Cn ( i g ) ) # de pares (7, y) en la muestra con = < 2(;), ¥ < Y(j)

—, L , (4.6.1)
N N N

donde Ty, Yy, con 1 < 4,5 < N, denotan los estadisticos de orden de la muestra.
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Definicion 4.6.2 Estimador Bernstein de la cépula. Dada una muestra de observaciones {(x1 , xgl)}fil del

va. (X1,X5)", con copula empirica Cy como en (4.6.1), el suavizamiento via polinomios de Bernstein de Cy es el
siguiente,

Clu,v) = ZZCN(N N)(N) i(1—u)N- ’(]]\,[)vj(l—v)N_j, (46.2)

=0 5=0

VY (u,v) eI?.

Por otro lado, notamos en la Seccion 4.3 que, la extraccion de observaciones de copulas condicionales solo depen-
de de la inferencia de copulas bivariadas. Asi nuestra propuesta de estimacion no paramétrica del grafo no dirigido,
es hacer una estimacion Bernstein bivariada en cada iteracion del proceso iterativo para extraer observaciones de
las (’2’) copulas condicionales involucradas en el grafo. Por ejemplo, en (4.3.5), (4.3.8) y las iteraciones subsecuentes
las copulas serian estimadores Bernstein. El hecho de que la copula Bernstein sea un estimador suave de la copula
permite el calculo de parciales como se requiere para la extraccion de observaciones de copulas condicionales via
(4.2.4). Entonces en el paso uno del Algoritmo 4.3.1 lograriamos tener, para cada una de las copulas condicionales de
interés, observaciones estimadas via polinomios de Bernstein sin la imposicion de algin modelo paramétrico y con
éstas proceder a efectuar las pruebas de hipotesis. Al estimador que resulte de aplicar el Algoritmo 4.3.1 con el paso
uno como lo acabamos de describir lo llamaremos: el estimador Bernstein del grafo no dirigido. A este estimador del
grafo lo denotaremos como: 5: (V, ]l)

Para la implementacion del estimador Bernstein del grafo no dirigido simplemente necesitamos conocer la ex-
presion de la parcial de la copula Bernstein bivariada, como la presentamos en (4.6.3), y con ésta ejecutar la formula
(4.2.4) toda vez que sea necesaria.

S (Ao (o (52)

1=07=0

Siguiendo la formula (4.2.4), en la Proposicion 4.6.1 se presenta el estimador Bernstein de la FDA condicional con
condicionante de dimension uno, i.e. el estimador Bernstein de las observaciones de copulas condicionales como las que
estan involucradas en la extraccion iterativa de observaciones de copulas condicionales.

Proposicion 4.6.1 Estimador Bernstein de la FDA condicional. Dada una muestra de observaciones {(x1 ;, Z2 ;) }l]\il

del va. (X1, Xo )T con copula Bernstein C~12, el estimador Bernstein de las observaciones de las FDA s de X condi-
cional en X5 es el siguiente,

9Ci2 (Fy (z1,), Fy (2, z))
3F2 (1‘2 1)

ﬁl\Z ($11|$2z) =

En contraste con el enfoque parametrico de copula multivariada simplificada, el estimador Bernstein bivariado se
calcula en cada iteracion de la extraccion de observaciones de copulas condicionales (Seccion 4.3), i.e. cada iteracion
induce la estimacion de la copula correspondiente a la misma. Lo anterior trae consigo ciertas implicaciones en
cuanto a la acumulacioén de error en la estimacion final del grafo no dirigido, las cuales seran comentadas en la
Seccion 4.7. El desempeno del estimador Bernstein sera evaluado mediante el estudio de simulacion que proponemos
a continuacion.

4.7. Estudio de simulacion

Esta seccion tiene la finalidad de explicar aspectos generales que tuvimos que considerar para estudiar el desem-
peno empirico con datos sintéticos de la estimacion subyacente del Algoritmo 4.3.1, en particular se puntualiza en el
comportamiento del estimador Bernstein. También al final de esta seccion se expone la estructura general que tuvo
el estudio. Los datos sintéticos son muestras simuladas de copulas gaussiana y 7 con presencia de escasez, i.e. con
presencia de relaciones de independencia condicional (o no correlacion parcial en el caso de copula 7') como aquellas
que se modelan en un grafo no dirigido. Cabe mencionar que las muestras simuladas son observaciones directas de
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las copulas correspondientes, i.e. muestras de v.a.’s con marginales uniformes en el intervalo (0,1). Antes de des-
cribir la estructura del estudio, hay dos aspectos que debemos tomar en consideracion: el primero, es sobre como
controlar el grado de escasez y permitir aleatoriedad en los patrones de escasez de las muestras simuladas; el segundo,
tiene que ver con como asegurar la construccion de matrices de correlacion definidas positivas con patrones de escasez
previamente especificados. El segundo punto es también una aportacion importante que hacemos en nuestra inves-
tigacion, la cual busca no imponer estructura de correlacion parcial alguna o restringir el grado® maximo del grafo,
para lograr la construcciéon de matrices de correlaciéon definidas positivas con un patrén de escasez particular’.

Grado de escasez y aleatoriedad en el patron de escasez

El procedimiento que implementaremos para simular grafos no dirigidos p-dimensionales con diversos patrones
de escasez es aquel propuesto en Meinshausen and Bithlmann (2006). Esta propuesta también ha sido implementada
por otros autores como Liu et™al. (2009) y Liu etal. (2012a). El proceso lo presentamos en el Algoritmo 4.7.1.

Algoritmo 4.7.1 Simulacion de grafos no dirigidos escasos.

1. Asociaremos a cada vértice j € V con un v.a. bivariado (Yj(l), Yj(z) ), tales que Yl(k), RN Yp(k) ~U(0,1) para
k=12
2. Simulamos una observacion y; = (y](.l),yf)) de cada v.a. (Yj(l), Yj(z)),j eV.

3. A cada par de vértices (j,k) € V x V le asignamos la siguiente probabilidad de pertenencia al conjunto de

aristas,
, 1 s — yell®
=P (R €)= o187 20),
donde s modula el grado de escasez de la simulacion y || - || denota la distancia euclidiana.

4. Hacer s = 0.125 para controlar el grado de escasez de la grafica simulado.

5. Por cada par de vértices (j,k) € V x V, t.q. j < k, realizar un ensayo Bernoulli con probabilidad de éxito p,y,
éste denotarlo con bj.

6. El grafo no dirigido escaso simulado, _C’; = (V7 .,Zl) es tal que,

A={(j. k), (k,j) eVxV|bj=1, j<k}.

En el paso cuatro del Algoritmo 4.7.1, el valor que toma el parametro que controla el grado de escasez del grafo
simulado, s = 0.125, se fijo simplemente por temas de tiempo de proceso en nuestro estudio de simulacion y por ser
un valor recurrente que toman los autores que hemos citado previamente. Sin embargo, para estudios posteriores
se podrian evaluar diferentes grados de escasez para las simulaciones. La Figura 4.1 muestra grafos simulados para
distintos grados de escasez con p = 15, lo anterior con la finalidad de brindarle al lector sensibilidad sobre las diferentes
estructuras que induce el grado de escasez en un modelos grafico no dirigido.

8Sobre la definicion de grado, recordemos la Definicion 1.4.1 sobre el conjunto de adyacencia o los vecinos de un vértice en el grafo, digamos
j, el grado del vértice j es igual a la cardinalidad de su conjunto de adyacencia, i.e. grado(j) = card (ady (G, j)). Entonces el grado maximo
del grafo, denotado con mg, se define como mg = méx;ey {grado(j)}.

%En la literatura que consultamos en donde se presentaron estudios de simulacion, observamos que la via recurrente era imponer una estructura
de correlacion parcial o restringir el grado maximo del grafo para lograr matrices definidas positivas, v.g. Liu et™al. (2009) y Liu et"al. (2012a).
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s=0.125

0.0625

S=

s=0.5

s=0.25

S

en el grafo simulado para p = 15.

Figura 4.1: Grados de escasez
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Matrices de correlacion positivas definidas: copulas gaussianay T

A continuacion nuestra propuesta para la construccion de matrices de correlacion positivas definidas con patrones
de escasez previamente definidos para los casos de cOpulas gausssiana y 7. Nuestra propuesta esta alineada con resul-
tados subyacentes de la teoria de modelos de ecuaciones estructurales. Comenzaremos el planteamiento para el caso
de distribucion gaussiana.

Sea X = (Xi,...,X,)T ~ N, (0, P), con P una matriz de covarianzas positiva definida. Consideremos el modelo
de regresion en (1.7.3). Si B es una matriz de dimensiones p x p, t.q. Bj;, = ,ij) para j # k y diag(B) = 0, y ademas
e=(€1,..., ep)T, se sigue que,

X =BX+e. (4.7.1)

Entonces,

X -BX =¢
(I,-B)X =¢ (4.7.2)
X =(Z,-B) e (4.7.3)
Se sigue que,
-1 177
P=Var(X) =[(Z,-B)'|P[(Z,-B)'] . (4.7.4)

donde D es una matriz diagonal t.q. D = Var (€). Entonces X definido como en (4.7.1) asegura que P sea invertible
y por ende positiva definida, como se observa en (4.7.4).

Observaciones 4.7.1 :

(Obs. 1) La matriz (Z, — B) en (4.7.2) siempre es invertible sin importar la estructura de B. Lo anterior justifica la
igualdad en (4.7.3).

Ahora, recordemos las relaciones en (1.7.5). Entonces toda vez que queramos construir una matriz de correlacio-
nes positiva definida a partir de la expresion en (4.7.1), pero que considere las relaciones de independencia condicional
de un modelo grafico no dirigido particular, digamos G = (V, .A), bastara con hacer,

B = B9 %0, V(j k) e A y Bir =0, V(j,k) e (Vx V) A (4.7.5)

Por otro lado, siguiendo las igualdades en (1.7.2) y (1.7.4) que asocian a los coeficientes de correlacion parcial con
los coeficientes del modelo de regresion, se concluye que via (4.7.5) se puede construir cualquier estructura posible
de correlacion parcial que considere los patrones de escasez inducidos por A.

Naturalmente la metodologia aplica para la construccion de matrices de correlacion positivas definidas y patro-
nes de escasez especificos como parametro de copulas gaussianas, por el hecho de que toda vez que tengamos una
copula gaussiana tenemos una distribucion gaussiana (latente) con la misma estructura de dependencia (definida via
una matriz de correlaciones), véase Lema 3.3.2.

De igual forma, toda vez que se cuenta con un modelo de copula T se tiene un v.a. (latente) con distribucion 7
y la misma estructura de dependencia que induce el modelo de copula, el cual a su vez tiene la misma estructura
de correlacion de un v.a. (latente) gaussiano, véase (3.3.8). Entonces la metodologia es aplicable también para la
construccion de matrices de correlacion positivas definidas con patrones de escasez especificos como parametro de
copulas 7.
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Simulacion de muestras escasas de copula gaussianay T

El Algoritmo 4.7.2 describe la forma en la que simulamos una muestra multivariada de observaciones de copu-
la gaussiana o T con presencia de patrones de escasez. El algoritmo planteado conjuga nuestra propuesta para la
construccion de matrices de correlacion positivas definidas con el Algoritmo 4.7.1.

Algoritmo 4.7.2 Simulacion de muestras escasas de copulas gaussianay 7.
1. Ejecutar el Algoritmo 4.7.1 para obtener un grafo no dirigido simulado: G-= (V, ./Zl) donde V ={1,...,p}.
2. Por cada elemento (4, k) € A simular una observacion de una distribucién A (0,1): Wik

3. Construir la matriz B de dimensiones P X p como,
Bji = wjk, V(5. k) € A y Bk =0, V(j,k) e (Vx V)N A

4. Calcular,

5. Estandarizar P para obtener una matriz de correlaciones positiva definida con los mismos patrones de escasez
que A, X, ie.

6. Simular una muestra de observaciones de copula gaussiana (o 7) con parametro de correlaciones X.

El desempernio del estimador

Para evaluar el desempeno del estimador Bernstein y compararlo con la estimacion parameétrica via el Algoritmo
4.3.1, proponemos las siguientes meétricas.

# de aristas en A, que no estan en A
card (A)
# de aristas en A que no estan en A

[2% (8) - card (A)]

TFP (a) = (4.7.6)

TFN (o) = (4.7.7)

Entonces TFP («) y TFN («) son las tasas de falsos positivos y negativos, respectivamente, subyacentes del a-
estimador en el Algoritmo 4.3.1, G,.

Por otro lado, definimos

TEG (a) = TFP (o) + TFN («) .
Entonces TEG () es la tasa de error global subyacentes del a-estimador en el Algoritmo 4.3.1, Go,.

Mientras que la TFP (o) y la TFN («) cuantifican los niveles de sobreajuste y subajuste, respectivamente, la
TEG («) cuantifica el error total de la estimacion G,

Como comentario adicional, notemos que la TFP(«) esta estrechamente relacionada con la TDF(«) (aunque
no son lo mismo), asi que en el fondo el control en la tasa de descubrimientos falsos que proponemos en la Seccion
4.4 busca controlar el sobreajuste del grafo estimado. En la Seccién 4.8 retomamos esta discusion.
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Estructura del estudio de simulacion

Se simularon muestras con presencia de escasez para las siguientes tres copulas:

1.
2.

3.

Gaussiana;
T con v = 4;
T conv =_8.

Para cada una de estas tres copulas se combinaron distintos valores de tamano de muestra y nimero de variables.
Las combinaciones posibles se dieron entre los siguientes valores:

= N =50, 100, 200.

= p=10, 15.

Para cada combinacion de copula, tamano de muestra y nimero de variables, (copula, N, p), se realizaron 100
repeticiones.

El estudio de simulacion tiene como objetivo general evaluar y comprender el desempeno de nuestra propuesta
de estimacion del grafo via el Algoritmo 4.3.1, enfatizando en el comportamiento del estimador Bernstein. Para lograr
dicho objetivo general, nos planteamos los siguientes tres objetivos particulares:

1.

Comparar las estimaciones del grafo entre las tres diferentes copulas: gaussiana, 7 conv =4y T con v = 8.
A grandes rasgos queremos observar el impacto que tiene el parametro de grados de libertad en los modelos
de copula 7 ante la presencia de relaciones de no correlacion parcial, el cual de antemano induce dependencia
condicional entre las observaciones, y como éste pierde impacto al aumentar el nimero de variables en el
condicionante.

. Comparar los resultados del enfoque paramétrico de estimacion como se describio en la Seccion 4.5, con los

resultados del estimador Bernstein de la Seccion 4.6. Por cada muestra simulada se estimaran grafos:

a) en el enfoque parameétrico (con la copula paramétrica correspondiente a la simulacion): Gp;

b) via el enfoque Bernstein: G'

. Evaluar el desempefio y utilidad de los controles del error que proponemos en la Seccion 4.4. Por cada enfoque,

paramétrico y Bernstein, se estimaran tres grafos cambiando el procedimiento de control del error:
a) con el contraste individual convencional, en donde cada p-valor se compara con un valor « € [0, 1] fijo
para todas las hipotesis;

b) con el proceso hacia-abajo del Teorema 4.4.1, en algunas ocasiones nos referiremos a este procedimiento
como ‘B & H hacia-abajo” o simplemente como ‘B & H”;

¢) con el proceso hacia-abajo del Corolario 4.4.1, en algunas ocasiones nos referiremos a este procedimiento
como ‘G & R hacia-abajo” o simplemente como ‘G & R”.

Entonces para cada muestra simulada mediante el Algoritmo 4.7.2 y un valor de o que domine el contraste de las
hipotesis, se estiman seis grafos diferentes con base en el Algoritmo 4.3.1:

1.

2.

5.

6.

estimador parameétrico con contraste individual via a;

estimador paramétrico via “B & H hacia-abajo”;

. estimador paramétrico via “G & R hacia-abajo”;

. estimador Bernstein con contraste individual via a;

estimador Bernstein via “B & H hacia-abajo™;

estimador Bernstein via “G & R hacia-abajo”.

Para cada uno de los tres objetivos, es de interés conocer la sensibilidad de los estimadores ante efectos de cambios
en el tamafio de muestra y nimero de variables en el modelo.
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4.8. Resultados: curvas ROC, TEG y CTDF

Buscando lograr los objetivos que nos hemos planteado, en esta seccion analizaremos las curvas ROC™ y las tasas
de error global subyacentes de las estimaciones propuestas del grafo no dirigido. Ademas analizamos el comporta-
miento que tuvieron las TDF s estimadas con respecto a las cotas superiores tedricas que se espera que cumplan, lo
anterior es de relevancia debido a la relacion que existe entre la TFP y la TDF.

Curvas ROC

Evaluaremos el comportamiento de las curvas ROC generadas al estimar el grafo para distintos valores'' de
a € [0,1]. La curva ROC se define como,

(TFP (@), TVP (a)) = (TFP (@) ,1 - TFN (),

donde TVP () es la tasa de verdaderos positivos de la estimacién inducida por . Dada la definicion de la curva ROC,
ésta nos brinda un panorama global del desempeno de cada estimador sin favorecer algtn tipo de error: sobreajuste o
subajuste. Para ilustrar el desempeno general de los distintos estimadores sobre los posibles valores de «, las curvas
ROC promedio sobre las 100 repeticiones realizadas se muestran en las:

= Figuras 4.2, 4.3 y 4.4 para copula gaussiana;
= Figuras 4.5, 4.6 y 4.7 para copula 7 con v = 4;

= Figuras 4.8, 4.9 y 4.10 para copula 7 con v = 8.

Ademas con la finalidad de lograr mayor sensibilidad sobre el comportamiento de los estimadores para las distin-
tas copulas, en el Cuadro 4.2 se muestran las areas bajo las curvas ROC provenientes de las figuras antes mencionadas.
El area bajo las curvas ROC esta restringida al rango de la TF'P observada, por lo tanto las areas entre enfoques de
estimacion, junto con sus controles de error, no son comparables por la falta de completez de algunas curvas en
donde se implemento el CTDF. Sin embargo, para el mismo enfoque y control del error la comparacion de areas
entre copulas nos ayudara a cumplir con el primer objetivo planteado: comparar las estimaciones del grafo entre las
tres diferentes copulas. Cabe mencionar que el area calculada es la region que comprende entre la curva ROC y la
funcién identidad, asi que técnicamente el area maxima posible es de 0.5 (TVP = 1 para cualquier valor en la TFP,
cuando la TFP es de rango completo).

A continuacion presentamos una serie de observaciones generales sobre las curvas ROC provenientes de la esti-
macion del grafo no dirigido:

(ROC 1) La primer observacion a destacar, que ocurre para toda configuracion (coépula, N, p) y ante cualquier pro-
cedimiento de contraste de hipoétesis, es el hecho rotundo de que las estimaciones presentan un mejor desemperio
en el enfoque paramétrico con respecto al estimador Bernstein.

(ROC 2) Naturalmente el desemperio de los estimados se ve favorecido por el aumento en el tamano de muestra, ante
cualquier configuracion de estimacion. De hecho los estimadores para N=50, aunque por encima, en general se
encuentran muy cerca de la linea que representa la clasificacion aleatoria. La clasificacion aleatoria en nuestro
contexto significa incluir, de manera independiente, cada arista en el conjunto de aristas estimado con una
probabilidad de 0.5. En términos globales lo que se observa, es que la curva ROC crece mas rapido hacia
valores cercanos a uno en la TVP al aumento en el tamano de muestra.

(ROC 3) El potencial de los estimadores, tanto en el enfoque parameétrico asi como en el Bernstein, se ve afectado
considerablemente al aumentar el numero de variables en el modelo. Sin embargo, como lo comentamos en el
punto anterior, al aumentar el tamano de muestra esta afeccion se reduce, en el sentido de que el area bajo
las curvas para p=15 crece al aumentar el tamafno de muestra y éstas estan cada vez mas cerca de aquellas
con p=10. Cabe destacar que las curvas para p=15 y p=10 estan mas proximas en el enfoque parameétrico con
respecto al Bernstein.

10 Receiver Operating Characteristic.
11Se tomo6 una rejilla equiespaciada por 0.001 de a € [0, 1].
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Figura 4.2: Copula gaussiana: contraste individual via a.
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Figura 4.3: Copula gaussiana: Benjamini & Hochberg hacia-abajo.
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Figura 4.4: Copula gaussiana: Guo & Rao hacia-abajo.

(ROC 4) Pese alaafeccion que los estimadores tienen al aumento en variables, en términos generales, los estimadores
paramétricos con p=15 presentan un desemperio superior con respecto a los estimadores Bernstein con p=10.

(ROC 5) En el enfoque Bernstein, observamos que las curvas de contraste individual y B & H tiene un desempeno
comparable, en el sentido de que presentan un comportamiento similar en las distintas configuraciones del
estudio. Lo anterior se observa de manera muy clara en el Cuadro 4.2.
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Figura 4.5: Copula T con v = 4: contraste individual via a.
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Figura 4.6: Copula 7 con v = 4: Benjamini & Hochberg hacia-abajo.
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Figura 4.7: Copula 7 con v = 4: Guo & Rao hacia-abajo.

(ROC 6) En el enfoque paramétrico, observamos que las curvas B & H son incompletas. De igual forma, las curvas
G & R son incompletas en ambos enfoques. La justificacion de lo anterior es el hecho de la implementacion del
control en la TDF que estos estimadores incluyen, debido a la estrecha relacion que existe entre la TDF y la
TFP. Cabe mencionar que las curvas G & R son mucho mas cortas que las curvas B & H.

(ROC 7) En el enfoque paramétrico, los rangos de la TFP crecen al aumentar el niimero de variables en el modelo
para las curvas B & H, caso contrario, en las curvas G & R el rango en la TFP disminuye al aumentar el numero
de variables en el modelo. En el enfoque Bernstein, el mismo comentarios aplica para las curvas G & R pero solo

para los casos de copula T .
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Figura 4.8: Cépula 7 con v = 8: contraste individual via a.
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Figura 4.9: Copula 7 con v = 8: Benjamini & Hochberg hacia-abajo.
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(ROC 8) En términos generales, consideramos que las pequenas diferencias en las areas bajo las curvas ROC pre-
sentadas en el Cuadro 4.2, se asocian a la variabilidad intrinseca entre las diferentes muestras simuladas, mas
que con cambios significativos en el desempeno de los estimadores entre los tres modelos de copula. Entonces para
las configuraciones que propusimos para la copula 7 de nimero de variables y grados de libertad, este ulti-
mo parametro no tuvo mayor impacto en la dependencia condicional de aquellas variables con presencia de
correlacion parcial nula.
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Copula N  Estimador CTDF
C. individual B&H G&R
p=10 p=15> p=10 p=15 p=10 p=15
Gaussiana 50  Paramétrico 0.351 0.280 0.297 0.259 0.043 0.040
Bernstein 0.212 0.080 0.203 0.111 0.070  0.058
100 Paramétrico 0.375 0.333  0.295 0.296 0.056 0.022
Bernstein 0.267 0.165 0.264 0.160 0.098 0.029
200 Parameétrico 0.399 0.383  0.347 0.342 0.053 0.044
Bernstein 0.358 0.257 0.350 0.260 0.125 0.076
Tconv=4 50 Paramétrico 0.343 0.264 0.290 0.249 0.053 0.029
Bernstein 0.221 0.091 0.212 0.087 0.098 0.019
100 Paramétrico 0.349 0.322  0.280 0.292 0.046 0.019
Bernstein 0.278 0.173  0.269 0.166 0.094 0.033
200 Parameétrico 0.403 0.376  0.368 0.357 0.061 0.031
Bernstein 0.346 0.236  0.339 0.233 0.118 0.056
Tconv=8 50 Paramétrico 0.335 0.273  0.273  0.255 0.046 0.036
Bernstein 0.190 0.091 0.196 0.112 0.089  0.049
100 Paramétrico 0.369 0.328 0.301 0.295 0.051 0.023
Bernstein 0.273 0.160 0.266 0.151 0.096 0.034
200 Parameétrico 0.391 0.367 0.313 0.339 0.028 0.021
Bernstein 0.344 0.268 0.331 0.268 0.084 0.054

Cuadro 4.2: Area bajo las curvas ROC.

(ROC 9) Tomando una postura en donde nos interesa controlar tnicamente el error de sobreajuste. Podemos concluir
que los estimadores G & R son preferibles si lo que se desea es controlar el sobreajuste via la TFP, ya que
observamos que las curvas ROC asociadas cuentan con un rango en la TFP bastante limitado para cualquier
valor « € [0, 1]. Esta conclusion era de esperarse por el hecho del control con el que este estimador cuenta.

(ROC 10) Tomando una postura mas neutra en donde nos interese controlar con la misma ponderacion el sobreajuste
asi como el subajuste. Por el hecho de la aparicion de curvas incompletas, a partir de las curvas ROC no es
totalmente claro qué enfoque de estimacion seria deseable. Mas adelante analizamos la TEG para los distintos
enfoques de estimacion y buscaremos darle respuesta a esta cuestion.

Para complementar el analisis de las curvas ROC, buscaremos darle interpretacion a algunos de los hallazgos.

Como lo comentamos en la Seccidén 4.5, la estimacion paramétrica del grafo solo depende de la inferencia de los
parametros no condicionales, mientras que en la estimacion Bernstein del grafo se involucran p — 2 estimaciones no
paramétricas de las copulas correspondientes (condicionales y no condicionales), como se mencioné en la Seccion
4.6. La implicaciéon inmediata de lo anterior para el enfoque Bernstein es la acumulacion de error en cada iteracion, que
impacta en las estimaciones de las observaciones de las copulas condicionales involucradas en el grafo y por ende a
la estimacion final del mismo. La acumulacion del error a la que nos referimos en el enfoque Bernstein es mas bien
en un sentido numeérico, ya que partiendo de (4.6.2) observamos que el estimador Bernstein de la copula esta sujeto al
calculo de potencias para valores entre (0, 1) los cuales pueden ser muy pequefios y ocasionar imprecision numérica
en las estimaciones, misma que se acumula iteracion a iteracion. En el caso paramétrico el error de estimacion solo
proviene de la primer iteracion. Con base en la Observacion (ROC 1) esta situacion se hizo evidente en el estudio de
simulacion desarrollado.

Con respecto a la Observacion (ROC 2), en el enfoque paramétrico los parametros estimados no condicionales
convergen a los reales cnando N — oo. De igual forma, con base en Ruschendorf (1976), la copula empirica conver-
ge a la copula verdadera, entonces el estimador Bernstein de la copula naturalmente también mejora al incremento
en el tamano de muestra. Por otro lado con base en la prueba de independencia que se implement6 (c.f. Genest
and Rémillard (2004)), en ambos enfoques de estimacion, las estadisticas de prueba asociadas se basan en el proce-
so de la copula empirica, por lo tanto el aumento en el tamano de muestra también favorece la precision de la prueba.
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Sobre la Observacion (ROC 3). Como ya lo comentamos para el enfoque Bernstein, el aumento en el nimero de
variables naturalmente induce aumento en el error para las estimaciones de observaciones de copulas condicionales
y por ende aumento en el error de estimacion del grafo. Pero mas atin para ambos enfoques al incrementar el namero
de variables, en el fondo estamos aumentando el nimero de hipoétesis a contrastar, asi los errores subyacentes de la
prueba de independencia se potencializan. Por otro lado, en el enfoque parameétrico, pese a que éste solo depende de
parametros no condicionales, la inferencia de éstos se puede complicar en el sentido de que la estimacion resulte no
definida positiva. De hecho en el enfoque paramétrico para muchas de las muestras simuladas en el estudio, sobre
todo cuando p=15 o0 N=50, la estimacién de las matrices de correlacion resultaban no positivas definidas'?.

Finalmente, en los términos de los puntos que se abordan en las Observaciones (ROC 9) y (ROC 10), reconocemos
que el tipo de error que se deseé controlar depende totalmente del analisis que se lleve a cabo, en otras palabras,
depende de la finalidad que tenga el modelo grafico no dirigido en cuestion. Cabe recordar que en esta investigacion
propusimos el CTDF como un control que s6lo domina un tipo de error. Asi que tomando una postura mas neutra,
como se comenta en la Observacion (ROC 10), a continuacion analizaremos la TEG de las estimaciones del grafo
no dirigido en el estudio de simulacion.

Tasa del error global (TEG)

Técnicamente, la tasa de error global (TEG) que analizaremos tiene la interpretacion de ser una tasa promedio,
en el sentido de que se calcula con las observaciones con las cuales se generaron las curvas ROC (promedio) antes
presentadas. Las Figuras 4.11, 4.12, 4.13 y 4.14 muestran el comportamiento de la TEG al cambio en «, el parametro
de ajuste, para los enfoques paramétrico y Bernstein para p=10 y p=15, solo para el caso de copula gaussiana. Deci-
dimos no analizar los casos de copula 7 debido al comportamiento tan similar de los estimadores del grafo entre las
tres copulas. En cada una de las figuras se muestra el comportamiento de la TEG para cada uno de los tres controles
del error (contrate individual, B & Hy G & R) y se compara su comportamiento al cambio en el tamafo de muestra.
Adicionalmente se resaltan los valores minimos por cada control: verde, contraste individual; rosa, B & H; turquesa,
G &R

Para los tres controles, la TEG = 1 si a = 0, la justificacion es que si @ = 0 ninguna hipotesis es rechazada,
entonces TFP = 0 y la TFN = 1. Por otro lado, para el contraste individual si « = 1 también la TEG = 1, pero en
este caso la justificacion es el caso inverso, ya que si @ = 1 entonces todas las hipotesis se rechazan, lo que implica
que la TFP =1 yla TFN = 0, lo anterior no aplica en general para los otros dos controles del error. A continuacion
presentamos una serie de observaciones con respecto a la TEG observada ante las diferentes estimaciones del grafo:

(TEG 1) Como era de esperarse el estimador Bernstein presenta tasas de error global mas altas con respecto al enfoque
paramétrico, ademas sus valores minimos son considerablemente mas grandes en la mayoria de los casos.

TEG 2) Alineados a las Observaciones (ROC 2 ROC 3), el aumento en el tamano de la muestra favorece nota-
y
blemente la disminucion en la TEG, caso contrario, el aumento en el numero de variables en el modelo aumenta

la TEG.

(TEG 3) La TEG para el caso del contraste individual toma su valor minimo para valores pequenos de o (desde 0.015
y hasta 0.12) y posteriormente crece de manera lineal hacia el uno.

(TEG 4) Para el contraste B & H, la TEG tiene un comportamiento similar a aquel en el contraste individual con la
salvedad de que cae mas lentamente hacia su valor minimo (alcanzandolo en valores de « desde 0.12 y hasta
0.52), y de igual forma, crece de manera mas lenta después de su menor valor, ademas para el caso paramétrico
después de alcanzar su valor minimo no logra una TEG = 1 aun para o = 1.

(TEG 5) Observamos que el comportamiento de la TEG al cambio en « para el control B & H es cercano al compor-
tamiento en el contraste individual para el estimador Bernstein, lo anterior esta alineado con la Observacion

(ROC 5).

12por practicidad, cuando una estimacion resultaba no positiva definida, la muestra correspondiente se reemplazaba con una nueva simulacion.
Aungque ya no fueron implementadas, ante la presencia de matrices de correlacion estimadas no positivas definidas se exploraron opciones para el
calculo de matrices G-inversas (inversas generalizadas), tal que las correlaciones parciales subyacentes de las mismas mantuvieran las propiedades
deseadas, en particular analizamos los resultados en Radhakrishna™Rao (1981).
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(TEG 6) Para el caso del contraste G & R la caida hacia su valor minimo es considerablemente mas lenta con respecto
a los otros dos controles (alcanzandolo en valores de o desde 0.44), de hecho en algunos casos lo alcanza en
valores muy cercanos a uno de « (hasta 0.99), pero posterior a que la TEG logra su menor valor su crecimiento
es poco significativo o simplemente permanece en ese valor al incremento en «. Si bien para valores pequenos
de arla TEG no logra su minimo valor, en términos generales, con valores de o ~ 0.1 parap = 10 y o ~ 0.2 para
p = 151a TEG ya es cercana a éste. Sin ser tan estrictos en la deteccion de manera puntual del valor minimo
de la tasa, consideramos que una descripciéon mas realista de su comportamiento es que una vez que la TEG se
encuentra cercana a su valor minimo (« ~ 0.1 parap = 10 y o ~ 0.2 para p = 15) el comportamiento de la tasa
con respecto al cambio en « se asemeja a un decaimiento lineal relativamente lento al crecer este ltimo, en tal
caso su valor minimo seria logrado en o = 1 o antes y posteriormente permaneceria en el mismo valor (en la
Figura 4.12 se observa claramente este comportamiento), el hecho de que no se haya observado exactamente
el comportamiento antes descrito lo atribuimos a la variabilidad intrinseca de las muestras simuladas en el
estudio.

(TEG 7) Para la misma configuracion de enfoque de estimacion, niimero de variables y tamano de muestra, los
valores minimos alcanzados por la TEG son muy cercanos para los tres tipos de control del error.

En algunos contextos de analisis, es de interés examinar el grafo resultante, G,, recorriendo distintos valores
posibles del parametro de ajuste, @ € [0, 1], lo anterior permite tener un panorama a distintos niveles del estudio
en cuestion. En el contexto de la estimacion del grafo no dirigido, recorrer el parametro de ajuste sobre sus posibles
valores, resulta en una herramienta ttil para comparar las relaciones de independencia condicional a distintos niveles.
En tales casos, contar con un enfoque de estimacion que asegure una TEG baja para la mayoria de los distintos valores
de « es deseable, entonces la estimacion con el control G & R es preferible en estos casos. Por otro lado, tomando
una postura donde simplemente se busquen enfoques de estimacion donde para un valor fijo de « se logre la menor
TEG posible, los tres tipos de control del error tendrian un alcance indistinto.

CTDF en el estudio de simulacion

Para cerrar la seccion de resultados, a continuacion comentamos sobre la relacion que existe entre la TFP y la
TDF, ademas analizamos los factores que pueden afectar o favorecer el control de ésta ultima con base en el estudio
de simulacion que se llevo a cabo.

Partiendo de la definicion de la proporcion de descubrimientos falsos en (4.4.3), (9, observamos que el numerador
de ésta coincide con el mismo en la TFP, (4.7.6), sin embargo, el denominador en la primera es el nimero de hipotesis
rechazadas, i.e. el nimero estimado de relaciones de no independencia condicional, y por otro lado, el denominador en
la TFP es el numero verdadero de relaciones de no independencia condicional. Debido a la estrecha relacion entre la
TFP y @ en la definicion de la TDF, (4.4.4), es que el CTDF gobierna de igual forma el sobreajuste del grafo via
la TFP, por lo tanto es de interés comprender en qué medida se satisfacen las cotas tedricas para la TDF, Teorema
4.4.1 y Corolario 4.4.1, ante las distintas configuraciones en el estudio de simulacion.

Para cada valor de «, un enfoque particular (paramétrico o Bernstein) y un CTDF especifico, un estimador
para la TDF es el promedio de las proporciones de falsos positivos, TDF = Q, sobre las 100 repeticiones que se
realizaron en el estudio. Las Figuras 4.15, 4.16, 4.17 y 4.18 muestran el comportamiento de la TDF al cambio en o
para los estimadores paramétrico y Bernstein con p = 10 y p = 15, ademas se compara el comportamiento al cambio
en el tamafio de muestra. La intencion es evaluar en qué medida la TDF cumple las cotas tedricas, mismas que
se presentan como referencia en las figuras antes enunciadas. Nuevamente, solo se presentaran los resultados para
copula gaussiana.
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Figura 4.15: Estimador parameétrico con p=10.
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Figura 4.16: Estimador paramétrico con p=15.

Las cotas para cada uno de los dos controles son:

= para el control B & H hacia-abajo, con base en (4.4.5) la TDF < aD(m) con D(-) como en (4.4.6). Si p = 10,
entonces m = 45y D(45) = 2.91. Si p = 15, entonces m = 105 y D(105) = 3.58. El hecho de que D(m) > 1
implica que para valores de a > 1/D(m) el control se vuelve vano y naturalmente la cota siempre se logra;

= para el control G & R hacia-abajo, con base en (4.4.7) la TDF < a. Entonces el control tiene sentido y utilidad
Vae (0,1).

En el enfoque parameétrico las cotas se cumplen casi perfectamente, solo para p = 15y N = 50 en unos cuantos
valores de o la TDF supera ligeramente la cota para ambos controles. Caso contrario para el estimador Bernstein,
la cota no se logra tan facilmente sobre todo para p = 15, se observa lo siguiente: para N=200, con p = 10 las cotas
se cumplen perfectamente en ambos enfoques y para p = 15 la cota no se logra para intervalos considerablemente
amplios de valores de «; para N = 100, en ambos enfoques con p = 10 se presentaron las tasas estimadas mas lejanas
de las cotas correspondientes a lo largo de la mayoria de los valores o donde la cota tiene utilidad, sin embargo para
p = 15, pese a que la cota es superada por intervalos de « éstos son ligeramente mas estrechos que aquellos para
N =200; para N = 50, cuando p = 15 la cota es superada para ambos enfoques en la gran mayoria de los valores de
« donde el control tiene utilidad, sin embargo cuando p = 10, pese a que la cota es superada por ciertos intervalos de
o éstos son ligeramente mas estrechos que aquellos para N = 100. Observamos un comportamiento inestable para la
TDF enla mayoria de los casos con el estimador Bernstein, una posible causa puede ser que necesitemos un mayor
nimero de repeticiones para el calculo de @ con la finalidad de ganar precision en el estimador de la TDF.
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Figura 4.18: Estimador Bernstein con p=15.

4.9. El supuesto simplificador en la estimacion del grafo no dirigido

En esta breve seccion comentamos sobre las implicaciones que tiene asumir el supuesto simplificador en la esti-
macion del grafo y concluimos sobre el tipo de error de estimacion que el supuesto favorece.

La premisa general de la cual parte cualquier prueba de independencia (en particular la prueba en Genest and

Rémillard (2004)), es que las observaciones a las cuales se les aplica la prueba provienen de la misma poblacion, en
N

Ji=1
de las observaciones (1 ;,Z2,;) proviene del mismo v.a., digamos X = (X1, X3) . Para los efectos del estudio de
simulacion planteado, podiamos estar seguros que las muestras a la cuales se le aplico la prueba de independencia
eran observacioes de la misma poblacion (de a misma copula), por el hecho de que eran muestras de copulas simpli-

ficadas, sin embargo en términos mas generales, éste es el supuesto mas fuerte que subyace de nuestra propuesta de

otras palabras para el caso bivariado, si contamos con una muestra, {(x1,,22,)},_;, la premisa es que cada una

estimacion. De hecho no so6lo estamos asumiendo el supuesto simplificador al hacer la prueba de independencia, sino
en cada una de las iteraciones de la extraccion de observaciones de copulas condicionales via la formula de Joe (1996)
presentada en la Seccion 4.3. Un proceder ideal seria poder validar el supuesto simplificador, i.e. poder asegurar que
en cada una de las iteraciones a partir de la segunda la muestra obtenida proviene de la misma poblacion, sin embargo
actualmente hay muy poca literatura sobre como probar el supuesto simplificador (c.f. Killiches et™al. (2015) como
una propuesta bastante reciente para probar el supuesto simplificador). Por otro lado, en Haff et™al. (2010) se exhibe
el potencial del supuesto simplificador, en el sentido de probar que las construcciones de copulas a pares simplificadas
son una buena aproximacion ain cuando el modelo verdadero se encuentre lejos del supuesto. En nuestro contexto
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de estimacion del grafo buscaremos comprender cual es el tipo de error al que el supuesto simplificador favorece,
por el hecho de no verificar que las observaciones a las cuales se le aplica la prueba provengan de la misma poblacion.

Para un par de vértices, digamos j, k € V), pariendo de que contamos con las observaciones (4.3.4) a las cuales
se les aplicara la prueba de independencia, éstas pueden o no proceder de la misma poblacion, sin embargo en
nuestra propuesta de estimacion simplemente asumimos que las observaciones pertenecen a la misma poblacion y
procedemos a aplicar la prueba en Genest and Rémillard (2004). Entonces podemos incurrir en las siguientes cuatro
situaciones:

No Rechazamos H ;. Rechazamos Hg jx
N . .
{(ij\{j,k},m Uk|V\{j,k},i)}i:1 Escenario (A) Escenario (B)
es una poblacion Unica
N . .
{(uj|V\{j,k},ia Uk-lV\{j,k},z')}i:l Escenario (C) Escenario (D)
son distintas poblaciones

Cuadro 4.3: Escenarios en los que se puede incurrir ante el supuesto simplificador (para una prueba particular).

Para los escenarios (A) y (B), los errores tipo I y II seran simplemente los correspondientes a la prueba particular,
ya que estamos asegurando la premisa de la que parte la prueba de independencia. Sin embargo, ante la presencia de
multiplicidad de poblaciones la prueba de independencia deberia ser rechazada automaticamente, en otras palabras,
si existiera certeza de dicha multiplicidad simplemente se estaria perdiendo la premisa fundamental de la prueba y
ésta perderia sentido, asi el escenario (D) seria la accion correcta en este caso, por lo tanto el escenario (C) estaria
potenciando el error tipo II para una prueba individual (no rechazar H,_;, cuando ésta es falsa). Considerando las
multiples pruebas involucradas en la estimacion del grafo, podemos concluir que el supuesto simplificador potencializa
el subajuste de la misma. Analizar la sensibilidad de incurrir o no en el escenario (C) de la prueba de independencia
en Genest and Rémillard (2004) (u otra que se proponga) esta fuera de los alcances de la presente investigacion, sin
embargo éste puede ser un problema a estudiar en el futuro. Por el momento nuestra intencién era reconocer el tipo
de error que se esta favoreciendo al asumir el supuesto simplificador y dejar el cuestionamiento abierto sobre qué tipo
de control podriamos implementar para evitar incurrir en el escenario (C) en cada una de las pruebas involucradas.

4.10. Discusion

A lo largo del capitulo se estudiaron diversas modificaciones de nuestra propuesta de estimacion basada en copulas
condicionales asumiendo el supuesto simplificador: Algoritmo 4.3.1. En particular se presenta el enfoque paramétrico
de copula multivariada simplificada y el estimador Bernstein del grafo no dirigido; ésta ultima como una propuesta
totalmente no parameétrica y la principal contribucion de esta investigacion. La naturaleza de nuestra propuesta ba-
sada en pruebas multiples de independencia condicional nos llevo a estudiar los tipos de error en los que se puede
incurrir al estimar el grafo, para posteriormente proponer un control en la tasa de descubrimientos falsos (CTDF) el
cual gobierna el sobreajuste del grafo; en particular partimos de los resultados en Guo and Rao (2008) para pruebas
dependientes. También discutimos sobre el hecho de que el tipo de error (sobreajuste o subajuste) que se busque
controlar para la estimacion del grafo no dirigido depende totalmente del objetivo del analisis, asi el CTDF es solo
una propuesta para dominar un tipo de error.

Para evaluar el desempefo de nuestra propuesta de estimacion, sobre todo el comportamiento del estimador
Bernstein, propusimos un estudio de simulacion en el cual se busco inferir la estructura del grafo no dirigido para
datos sintéticos provenientes de copulas gaussiana o 7 con presencia de escasez, i.e. con presencia de relaciones de
independencia condicional o no correlacion parcial. El gran resultado del estudio es que el desempeno del estimador
paramatrico supera considerablemente al estimador Bernstein. Otras de las conclusiones mas relevantes se resumen a
continuacion: el aumento en el numero de variables afecta considerablemente la estimacion del grafo, sobre todo en
el enfoque Bernstein; por otro lado, el aumento en el tamano de muestra favorece la estimacion en ambos enfoques;
el potencial de los estimadores es indistinto entre los modelos de copulas gaussiana y 7, i.e. no se observa que el
parametro de grados de libertad implique un impacto considerable sobre la dependencia condicional para variables
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con presencia de correlacion parcial nula; en general observamos que los CTDF propuestos disminuyen la TFP,
i.e. previenen el sobreajuste; las tasas de error global (TEG) se presentaron mas altas para el estimador Bernstein
con respecto al paramétrico; pese a que los valores minimos para la TEG entre los tres tipos de control del error
(contraste individual, B & Hy G & R) eran similares, el contraste via G & R aseguraba TEG's bajas para la mayoria
de los distintos valores de «, el parametro de ajuste, lo cual puede ser deseable en diversos contextos de analisis;
finalmente, observamos que el cumplimiento de las cotas teodricas para la TDF se vio fuertemente afectado en el en-
foque Bernstein. Como complemento a nuestra propuesta de estimacion y a los resultados observados en el estudio
de simulacion, analizamos el impacto que tiene el supuesto simplificador en la acumulacion de error de estimacion,
de donde concluimos que éste favorece el error tipo II para cada prueba individual.

Pese a que consideramos que el estimador Bernstein del grafo no dirigido, propuesto en la Seccion 4.6, es una via
pertinente para lograr mayor flexibilidad en el modelo de probabilidad subyacente, P, dada la naturaleza de su cons-
truccion, reconocemos que las observaciones estimadas de las copulas condicionales a las cuales se les aplica la prueba
de independencia traen consigo un error de estimacion acumulado iteracion a iteraciéon. Aun cuando con base en los
resultados del estudio de simulacion pudimos concluir sobre algunas de las caracteristicas del estimador Bernstein
del grafo, consideramos que como trabajo futuro se pueden analizar sus propiedades tedricas; donde estas ultimas
estaran intimamente ligadas con las propiedades de las estimaciones Bernstein (iterativas) de las observaciones de
aquellas copulas condicionales involucradas en el grafo no dirigido. Conociendo tedricamente el comportamiento
del estimador Bernstein del grafo, se podrian proponer ajustes al mismo a manera de controlar el error que se acumula
iterativamente en la observaciones de las copulas condicionales.

Adicionalmente, es importante destacar que los estimadores Bernstein de la copula son incapaces de modelar de-
pendencia en colas (c.f. Sancetta and Satchell (2004)). Asi que aun cuando el estimador Bernstein de la copula puede
lograr modelos sumamente flexibles cuando p = 2, siguen estando limitados para algunas aplicaciones. Sin embargo,
aunque no es una lista muy extensa, existen en la literatura diversas propuestas de modelos no parameétricos de copulas
aplicables con cantidades moderadas de variables (c.f. Joe (2014), seccion 5.10.3). Asi que de igual manera como lineas
de investigacion futura, se puede explorar nuestra propuesta de inferencia del grafo no dirigido (Algoritmo 4.3.1) con
otros modelos no paramétricos de estimacion de copulas bivariadas, estudiar el comportamiento del estimador del
grafo asociado y la flexibilidad que puede tener el modelo de probabilidad subyacente, en particular la dependencia
en colas; v.g. las estimaciones de la densidad copula via B-splines en Shen et™al. (2008) y Kauermann et™al. (2013) han
demostrado ser mejores opciones que los estimadores Bernstein y los enfoques kernel, asi que una alternativa atrac-
tiva de investigacion posterior es ocupar nuestra propuesta de inferencia del grafo pero cambiando las estimaciones
Bernstein de las copulas bivariadas por estimadores B-splines.

Por otro lado, pese a que no se mencioné explicitamente en el cuerpo de la Seccion 4.5, el estimador parameétrico
asl como se presento estd limitado al caso de bajas dimensiones, cuando el tamafo de la muestra es mayor a nimero
de variables en el modelo (N > p), debido a que su deduccion parte de la inferencia de una matriz de correlaciones,
la cual no necesariamente cumple con propiedades deseables y necesarias en el contexto de altas dimensiones (N << p),
i.e. cuando el tamano de la muestra es mucho menor al nimero de variables. Sin embargo, como objetivo adicional en
nuestra investigacion nos planteamos estudiar las alternativas existentes para la inferencia del grafo no dirigido en
altas dimensiones. Entonces el Capitulo 5 es el responsable de dar un panorama general sobre la inferencia del modelo
grafico no dirigido en altas dimensiones, ademas en este contexto de estimacion, se comentara sobre posibles vias de
investigacion futura para la inferencia de grafos flexibles en términos de la estructura de dependencia subyacente.



Capitulo 5

Modelos graficos no dirigidos en altas
dimensiones: perspectivas de analisis

Resumen Técnicamente el concepto de altas dimensiones se refiere a la inferencia estadistica cuando el numero
de parametros desconocidos, R, es de uno o varios ordenes de magnitud mayor al tamano de muestra, IV, i.e. N << R.
Actualmente los datos altamente dimensionales forman parte del conjunto de los denominados por muchos autores
datos complejos', los cuales en su mayoria son consecuencia de la era de la informacién propia de la modernidad.
Hemos decidido motivar el estudio de la estadistica en altas dimensiones citando algunos autores relevantes en el
area:

The coming century is surely the century of data. A combination of blind faith and serious purpose makes
our society invest massively in the collection and processing of data of all kinds, on scales unimaginable
until recently. [...] We are seeing examples where the observations gathered on individual instances
are curves, or spectra, or images, or even movies, so that a single observation has dimensions in the
thousands or billions, while there are only tens or hundreds of instances available for study. Classical
methods are simply not designed to cope with this kind of explosive growth of dimensionality[. . .]

Donoho etal. (2000)

High-dimensional data are nowadays rule rather than exception in areas like information technology,
bioinformatics or astronomy, to name just a few.

Bihlmann and Van De"Geer (2011)

Como lo comentamos a lo largo del Capitulo 1, los modelos graficos no dirigidos son una herramienta que ha
cobrado bastante atencion en afnos recientes ante contextos donde se cuenta con cantidades masivas de variables y en
particular en el marco de altas dimensiones, debido a su atractivo visual para resumir interrelaciones entre grandes
cantidades de variables, ademas de las aplicaciones que tienen hacia otros modelos estadisticos como lo presentamos
en la Seccion 1.4. Algunas areas a destacar donde se ha vuelto imprescindible el manejo de datos en altas dimensiones
son: tecnologia de la informacion, con portales de Internet; ciencias genémicas, con microarreglos de ADN; medicina,
con imagenes de resonancias magnéticas; finanzas, con los llamados datos tick by tick (en tiempo real). Sin embargo,
como se comenta en Donoho et"al. (2000), las metodologias clasicas simplemente no contemplan esta estructura de
datos. Actualmente, la premisa mas recurrente de la cual se suele partir en las metodologias modernas aplicables
a datos altamente dimensionales es asumir el principio de escasez, mismo que ha resultado bastante util para el
desarrollo de nuevas propuestas metodologicas, ademas de ser un supuesto bastante realista ante este contexto de
analisis. Por otro lado, pese a la gran complejidad que acarrea trabajar con datos en altas dimensiones, en términos de
los diversos patrones de dependencia que se puedan encontrar en los datos, los modelos multivariados en su mayoria
siguen siendo los clasicos pero ahora con la incorporacion de un parametro de penalizacion que regula el grado de

IComplex data, en inglés.
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escasez de la inferencia, usualmente denotado por A y también conocido como parametro de ajuste (tuning parameter).
De algtin modo, el parametro de penalizacion restringe los modelos hacia cierta clase de éstos en donde la inferencia
tenga sentido. Asi es que las metodologias mas reconocidas para la estimacion del grafo en altas dimensiones se
fundamentan en el supuesto de distribucion gaussiana y la inferencia penalizada de la matriz de precision, €2, con
base en el conocido resultado en Dempster (1972), (1.7.1). Reconociendo las grandes limitantes de un modelo de
distribucion gaussiana, es que en afios recientes se han propuesto extensiones al modelo de copula gasussiana, Liu
et™al. (2009) y Liu etal. (2012a), o mas general al modelo de copula eliptica, Liu et"al. (2012b). Pero ya ha sido tarea
del Capitulo 3 estudiar a fondo lo que implica asumir este tipo de modelos conjuntos y comentar sobre los alcances
de estas propuestas, de donde se destaca el hecho rotundo de que son modelos que se vuelven cada vez menos
realistas al incremento en el nimero de variables junto con la falta de utilidad que tiene el grafo no dirigido fuera
de los modelos de copula gaussiana y 7. De igual forma, ya fue labor del Capitulo 4 buscar la inferencia del grafo
no dirigido cuyo modelo de probabilidad subyacente no indujese a priori una estructura de dependencia particular,
sin embargo, no resulté una tarea sencilla hacer inferencia sobre todas y cada una de las relaciones de independencia
condicional modeladas en un grafo no dirigido en un enfoque totalmente no parameétrico. Asi este capitulo cuenta con
dos grandes objetivos puntuales: el primero, es discutir sobre las ventajas, alcances y limitaciones que un modelo
grafico no dirigido tiene actualmente ante esta estructura moderna de datos multivariados; para posteriormente,
proponer lineas de investigacion futura para la estimacion y sobre todo la aplicacion del grafo no dirigido en altas
dimensiones cuyo modelo de probabilidad subyacente sea flexible, lo anterior en pro de buscar modelos que cumplan
con el principio de parsimonia, el cual relacionaremos con el principio de escasez, via relaciones de independencia
condicional.

5.1. Organizacion del capitulo

Con este ultimo capitulo se concluye nuestra investigacion. Ademas de plantear la problematica general que sub-
yace de la inferencia del grafo no dirigido en altas dimensiones y comentar sobre los enfoques mas destacados de
estimacion, alineados al objetivo primordial que ha tenido hasta ahora nuestra investigacion de buscar la inferencia
del grafo no dirigido para modelos de probabilidad flexibles, se proponen lineas de investigacion futura para su infe-
rencia y aplicacion. La Seccion 5.2 expone la problematica general de la inferencia estadistica en altas dimensiones.
La Seccidn 5.3 comenta sobre algunos de los enfoques mas destacados en la literatura para la inferencia del grafo no
dirigido en altas dimensiones. En la Seccion 5.4 se plantean extensiones del principio de escasez para la inferencia
de modelos que cumplan con el principio de parsimonia y con base en éstas se comenta sobre posibles lineas de
investigacion futura para la inferencia y aplicacion del grafo no dirigido en altas dimensiones. Finalmente, la Seccion
5.5

5.2. La problematica en altas dimensiones

Dentro de las situaciones que engloba la estadistica en altas dimensiones encontramos problemas tanto en el
ambito de modelos supervisados, v.g. modelos de regresion o clasificacion donde el nimero de covariables sea mayor
que el tamafio de muestra, asi como para aquellos no supervisados, v.g. analisis de segmentaciéon® o modelos grdficos
cuando el nimero de variables, p, supere el nimero de observaciones, IV, i.e. N << p. Notemos que para el problema
de estimar el grafo no dirigido estamos asumiendo de antemano que por cada variable en el modelo al menos habra un
parametro desconocido a estimar, asi por practicidad a lo largo del documento nos hemos referido al contexto de al-
tas dimensiones como N << p, en contraste con N << R (donde R es el nimero de parametros desconocidos a ser
estimados en los modelos). Ante el contexto de inferencia en altas dimensiones una via con bastante potencial, tanto
conceptual como de aplicacion, es asumir el principio de escasez.

Como ya lo hemos comentado antes, el concepto de escasez es bastante general y puede cambiar de interpre-
tacion puntual segun el contexto de analisis. Sin embargo, a continuacion proponemos una definicion del principio
de escasez en términos bastante abstractos y genéricos, pero que seran la base para explicar la problematica de la
inferencia en altas dimensiones.

2Cluster analysis.
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Definicion 5.2.1 Principio de escasez’. Ante la presencia de cientos o miles de variables, sobre todo en el contexto
de altas dimensiones, el principio de escasez asume que solo un pequerio numero de predictores contribuyen a una
variable de respuesta o que el impacto de cada uno de éstos se encuentra contraido (o disminuido), lo anterior con la
finalidad de evitar (a medida de lo posible) el sobreajuste del modelo.

Ante el contexto de inferencia que plantea la Definicién 5.2.1, asumir el principio de escasez hace mas sentido
que postular que todas y cada una de las variables tendran un impacto directo o significativo sobre otra en particular.

Comencemos la motivacion al cambio de paradigma en altas dimensiones con el clasico modelo de regresion
lineal. Partiendo de un v.a. p-dimensional, X = (X1, ..., X,)7, y sin pérdida de generalidad asumiremos a X; como
variable de respuesta, tenemos el tipico modelo de regresion lineal como en (5.2.1),

X1= ), BXs+e (5.2.1)
seVN{1}

donde € es una variable aleatoria que representa el error, partiendo del hecho de que el conocimiento de X_; no
implicara que podamos conocer exactamente a X; bajo el modelo lineal. Ademas € se asume independiente de X_;
y t.q. E[€] = 0. Usualmente, por simplicidad y sin pérdida de generalidad se asume que el intercepto es cero y que
todas las covariables estan centradas y medidas en la misma escala, estos supuestos se alcanzan aproximadamen-
te estandarizando los datos previo al analisis. Por otro lado, denotaremos con 8 = (fa, ..., 6p)T, entonces existen
(p — 1) parametros desconocidos en el modelo. Aqui la notaciéon X_; esta alineada con aquella en la Proposicion
4.2.1,1.e. X_1 es el v.a. con las variables en X pero eliminando Xj.

Supongamos que contamos con una muestra observada, {(z1;, . . ., xpi)}gl, tal que V < (p-1). Ante este contex-
to de altas dimensiones, la estimacion del vector (3 via minimos cuadrados ordinarios es un problema mal condicionado
en el sentido de que el estimador no es unico y éste sobreajusta fuertemente los datos. Partiendo de la estructura de la
muestra observada y con base en la Definicion 5.2.1 es en cierto modo claro, al menos intuitivamente, que el vector
B puede ser estimado (o aproximado) razonablemente bien asumiendo el principio de escasez, i.e. que el vector 5 es
escaso bajo alguna definicion.

En el modelo de regresion lineal, bajo la idea de cuantificar el grado de escasez de la estimacion, la via usual es
hacer uso de normas ¢, para 1 < ¢ < co. Un norma £, para 3 se define como sigue,

1
P q
18114 = (Z|5z|q) ) 1<q< oo,
i=2
ademas,
1Blleo := lim [|B]l; = méx |By].
g—oo 1=2,...,p
En lo subsecuente, de igual forma, ocuparemos la notacion,
p
||»3||3 ::Z|5¢|q7 1<g<oo.
i=2

Entonces el modelo de regresion en (5.2.1) penalizado por la norma ¢, es aquel que restringe la estimacion, B}(A),
a valores tales que | |3 | |, € S, donde existe una relaciéon uno a uno entre \ y Sy. Asi \ es el parametro de ajuste
que modula el grado de escasez de la estimacion via S, en el sentido de que contrae (o disminuye) los elementos del
estimador por minimos cuadrados ordinarios. La definicion de la estimacion penalizada es la siguiente,

3Sparsity principle, en inglés.
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|1 -x1 B8] 13
n

B\q()\) = arg[ranin + A6 |g) , (5.2.2)

. T . ..
donde a partir de la muestra observada, x; = (211,...,21n5) , un vector N x 1, y x_; es la matriz de disefio de
dimensiones N x (p — 1), i.e. (x-1);; = z;;; equivalentemente

By(\) = argmin {||X1—X15|§} (5.2.3)

B:11Bllg<Sx n

Notemos que la definicion de B\q(/\), (5.2.3), no impone modelo de distribucion alguno para los errores o las va-
riables de analisis en (5.2.1). En ese sentido el calculo del estimador B\q()\) es un problema de optimizacion de la
verosimilitud penalizada, el cual puede ser formulado para una gran gama de modelos, v.g. un supuesto recurrente
para la construccion de modelos de regresion como en (5.2.1) es que los elementos en la muestra son independientes
entre si sin embargo la extension penalizada por escasez hacia procesos estacionarios es posible.

Los dos estimadores penalizados mas reconocidos y estudiados son: RIDGE, 32()\), y LASSO*, By (). Notemos
que RIDGE, Hoerl and Kennard (1970), es el estimador subyacente de la penalizacion /o, mientras LASSO, Tibshirani
(1996), es aquel de la norma ¢;. La grafica clasica donde se representa como es que los coeficientes de regresion son
contraidos en los estimadores RIDGE y LASSO es aquella en Tibshirani (1996), Figura 2, donde se ilustra el compor-
tamiento de los contornos de la verosimilitud involucrada en (5.2.3) junto con los espacios de restriccion que induce
cada penalizacion. Una observacion importante a destacar es que las penalizaciones ¢1 y {2 gozan de factibilidad
computacional al inducir problemas de optimizacion convexa.

Ante la presencia de multicolinealidad, 1a cual surge de manera casi natural dada la presencia de una gran cantidad
de predictores, el estimador por minimos cuadrado ordinarios pierde precision de prediccion por el hecho de que éste
presenta una varianza considerablemente alta pese a que goza de insesgadez. Una via recurrente que usualmente
mejora la precision de prediccion es contraer o eliminar algunos coeficientes. Motivados por la problematica antes
planteada es que en Hoerl and Kennard (1970) proponen el estimador RIDGE, el cual sacrifica el sesgo del estimador
con la finalidad de disminuir la varianza y ganar precision de prediccion, sin embargo el estimador RIDGE en la mayoria
de los casos carece de interpretacion en el sentido de que todos los coeficientes estimados en BQ(A) son distintos de
cero. Por otro lado, motivado por la falta de interpretaciéon en la que puede incurrir el estimador RIDGE es que
Tibshirani (1996) propone el estimador LASSO, el cual induce una seleccion de variables en el sentido de que contrae
algunos coeficientes y para otros la estimacion es exactamente cero (B\g j(A) = 0, para algunas j's), dependiendo del
grado de escasez que induzca \> se espera que LASSO incluya en el modelo aquellos predictores suficientemente
relevantes para explicar de la manera mas precisa a la variable de respuesta. Ademas recordemos las equivalencias
en (1.7.5), donde se asocia a los coeficientes nulos de regresion con las relaciones de independencia condicional
modeladas en el grafo no dirigido para el caso de errores gaussianos, o de igual forma, distribuciéon gaussiana del
v.a. X. Es asi que la peculiaridad de LASSO de estimar coeficientes nulos es la razon por la que este estimador, y
en general la penalizacion /1, han sido un parteaguas para la estimacion del grafo no dirigido en altas dimensiones
(c.f. Meinshausen and Bithlmann (2006) y Friedman et al. (2008) como dos de las referencias mas relevantes sobre la
implementacion de LASSO y la normal ¢; para estimar el modelo grafico no dirigido en altas dimensiones).

5.3. Algunos enfoques destacados de estimacion

Actualmente existen dos grandes referencia que compilan los distintos enfoques de estimacion y aplicacion del
modelo grafico no dirigido en altas dimensiones: Bithlmann and Van De Geer (2011) (Capitulo 13) y Pourahmadi
(2013) (Capitulo 5). En particular Pourahmadi (2013) esta enfocado en una de las grandes aplicaciones de los modelos
graficos no dirigidos en el caso de distribucion gaussiana: la estimacion de la matriz de covarianzas; ademas con base
en Liu et’al. (2009) y Liu etal. (2012a) todas las metodologias son aplicables a copula gaussiana, véase Definicion

4 Least Absolute Shrinkage and Selection Operator.
SEn general el parametro de ajuste, ), se elige mediante validacion cruzada buscando modelos con buena precision de prediccion (o alguna
otra medida de riesgo que se defina). Lo anterior tanto para regresion LASSO asi como para RIDGE.
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3.3.1 (NonParaNormal). Debido a la existencia de estas dos referencias que brindan un panorama bastante amplio
sobre el contexto actual de los modelos graficos no dirigidos en altas dimensiones, es que la presente seccion tiene
la intencién de simplemente citar algunos autores destacados y comentar sobre propuestas de estimacion que se
relacionan con topicos estudiados en esta investigacion.

En contraste con las discusiones que hemos desarrollado en los capitulos anteriores, en donde nuestro motor ha
sido la inferencia del grafo no dirigido sin imponer un modelo que no se capaz de representar estructuras complejas
de dependencia que de antemano estan presentes en datos multivariados, a grandes rasgos la mayoria de los enfoques
de estimacion del grafo no dirigido en altas dimensiones se basan en la deteccion de elementos nulos de la matriz de
precision, 2, partiendo de (1.7.1) o en un caso mas general de (3.3.3), por tanto son enfoques parameétricos limitados
a aquellos modelos cuya estructura de dependencia condicional esté representada por una matriz de correlaciones
lineales y que ademas cumplan el supuesto simplificador, i.e. copula gaussiana 'y 7.

Modelos graficos escasos de copula eliptica: gaussianay 7

Detectamos que en la literatura existen tres grandes vias para la estimacion del grafo no dirigido en altas di-
mensiones alineadas basicamente al supuesto de distribuciéon gaussiana: la estimacion penalizada de €2, la matriz de
precision; via regresion LASSO directamente; bajo el supuesto de fidelidad®. A continuacién citamos algunas de las
referencias mas destacadas en cada enfoque, ya sea por ser pioneros en la propuesta, por ser planteamientos con
eficiencia computacional o por ser compendios generales.

Estimacion penalizada de (2: Friedman et™al. (2008), Yuan (2010) y Cai et al. (2011).
Regresion LASSO: Meinshausen and Bithlmann (2006).

Supuesto de fidelidad: Bithlmann and Van De"Geer (2011), seccién 13.9.

Pese a que la mayoria de las metodologias originales parten del supuesto de distribucion gaussiana, al menos
implicitamente al buscar estimar la matriz de precision, las metodologias son extendibles hacia copula gaussiana via
Liu et™al. (2009) y Liu et"al. (2012a), y hacia copula T via Liu et"al. (2012b).

Como lo comentamos en la Seccién 3.3, la propuesta en Liu et™al. (2012b) busca extender las metodologias hacia
copula eliptica en general, sin embargo sabemos que éstas solo tendrian sentido para copulas gaussiana y 7. Para
el resto de las copulas elipticas la extension no cumpliria con la promesa inicial de un grafo no dirigido de modelar
relaciones de independencia condicional, éste solo representaria relaciones de no correlacion parcial nula sin tener
una interpretacion clara hacia la dependencia modelada por estas copulas ya que no cumplen el supuesto simplifi-
cador.

Fuera de los modelos de copula eliptica, encontramos una propuesta interesante basada en el modelo de factores:
Fan etal. (2015). El area de oportunidad de esta metodologia es la asuncion de relaciones lineales entre las variables.

5.4. Escasez via relaciones de independencia condicional subyacentes
del grafo no dirigido

Con esta seccion damos por concluida nuestra investigacion, en ésta explicamos nuestra perspectiva del principio
de escasez la cual busca tener aplicaciones, mas que para la inferencia penalizada de modelos lineales de regresion,
para la construccion de distribuciones condicionales siguiendo el principio de parsimonia, en el sentido de explicar el
comportamiento aleatorio de la variable de respuesta en funcion del menor niimero de predictores evitando redun-
dancia de informacion. La busqueda de parsimonia la propondremos via las relaciones de independencia condicional
modeladas en el grafo no dirigido partiendo de la propiedad de Markov de la distribucién conjunta, Definicion 1.4.2.

Esta es una seccion de propuestas de investigacion futura donde pretendemos simplemente dejar planteamientos
sobre la mesa con respecto la inferencia, y mas atn, la aplicacion del grafo no dirigido ante la presencia de cantidades

®Faithfulness assumption, en inglés. También se le conoce como faithful distribution: distribucion fiel. Para detalles consultar secciéon 13.9 en
Bithlmann and Van De Geer (2011).
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masivas de variables y sobre todo en altas dimensiones. Las propuestas estan alineadas a la postura que hemos to-
mado en el resto de la investigacion: la busqueda de modelos flexibles capaces de representar estructuras complejas
de dependencia. Aunque lo dejaremos a nivel de concepto, consideramos que las propuestas pueden llegar a tener
una aplicacion tangible para la inferencia en altas dimensiones.

Comenzamos asociando uno de los aspectos en la definicion del principio de escasez, Definicion 5.2.1, con las
relaciones de independencia condicional modeladas en el grafo no dirigido, lo cual nos da una nocion de parsimonia
partiendo de la propiedad de Markov de la distribucion conjunta. Posteriormente, proponemos una estimacion pena-
lizada de las relaciones de independencia condicional del grafo. Finalmente, damos una observacién adicional sobre
una posible extension de la escasez y el principio de parsimonia en general, ésto ultimo alineado a las construcciones
de copulas a pares en vine copula.

Parsimonia via el principio de escasez: la propiedad de Markov de la distribucion

Pariendo del problema con el cual se motivo la inferencia en altas dimensiones en la Seccion 5.2, supongamos un
v.a. p-dimensional X = (X71,..., X,)? donde X ;j es una variables de respuesta la cual buscamos explicar en funcion
de las variables en X_; (o un subconjunto de éstas). Por otro lado, supongamos que contamos con el modelo grafico
no dirigido asociado a X, (G, P). Asumiendo que X cumple con la propiedad de Markov en la Definicion 1.4.2, el
problema de seleccionar el menor niimero de variables en X_; que sean suficientes para explicar el comportamiento
aleatorio de X;, se reduce a observar el conjunto de adyacencia de X; en G y seguir la igualdad en (1.4.2), justo
como lo comentamos en la Seccion 1.4. En ese sentido estamos entendiendo a la distribucién condicional como la via
idonea para explicar el comportamiento aleatorio de una variable de respuesta en funcion de predictores observados.
Entonces la escasez la conceptualizamos como la reduccion (o contraccion) de la distribucion condicional de X; via las
relaciones de independencia condicional subyacentes del grafo no dirigido, G, partiendo de la propiedad de Markov
del v.a., donde naturalmente la distribucion condicional escasas nos dan una nocién de parsimonia sobre el modelo.

Mas que simples regresiones lineales por la media, podemos conceptualizar regresiones por cuantiles subyacentes
de la distribucion condicional que induzca la escasez del grafo G toda vez que tengamos una variable de respuesta
X, como lo presentamos en la Definicion 5.4.1 de regresiones J-cuantil.

Definicién 5.4.1 Seaelva. X = (X1,...,X,)’, con variable de respuesta X;. Parav_; ¢ RanX_; y 6 € (0,1),
sea l‘?— = Qs (v_;) que denota una solucion a la ecuacion,

P[X; <ad| Xk, k#3j]=0.
Asumiendo que X cumple la propiedad de Markov, Definicion 1.4.2, y que G es la GIC subyacente de X, se sigue
que x? denota una solucion a la ecuacion,
P[X; <2} | Xy, keady(G,j)]=6.
Entonces ()5, es la curva § — cuantil de X; condicional en su conjunto de adyacencia.

Las regresiones por cuantiles nos proporcionan de manera natural bandas de probabilidad del comportamiento
aleatorio de la variable de respuesta, X, en funcion de sus vecinos, ady (G,9).

Siguiendo la filosofia de inferencia en altas dimensiones, la cual esta en su gran mayoria basada en modelos
penalizados con la incorporacion de un parametro de ajuste, ), generalmente un grafo no dirigido estimado tiene
un grado de escasez asociado e inducido por el parametro de ajuste, G, entonces en el fondo la parsimonia de los
modelos estara fuertemente influenciada por A. En nuestra propuesta para la inferencia del grafo en el Algoritmo
4.3.1, v es el parametro de ajuste’ que controla el grado de escasez de la estimacion.

"En el Algoritmo 4.3.1 ocupamos « para alinearnos con la notacién usual en pruebas de hipétesis, sin embargo, en términos generales « tiene
la interpretacion de un parametro de ajuste, A, en el paradigma de modelos penalizados.
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Habiendo exhibido la relevancia de un modelo grafico no dirigido para la construccion de distribuciones condi-
cionales que cumplan con el principio de parsimonia via nuestra conceptualizacion de escasez, a continuacion co-
mentamos en términos abstractos como podria ser la inferencia penalizada del grafo no dirigido en altas dimensiones
sin imponer un modelo paramétrico de copula o distribucion, partiendo del hecho de que los enfoques actuales de
inferencia parten de supuestos que, como hemos comentado en los capitulos anteriores, son restrictivos en términos
de la estructura de dependencia que inducen, véase Seccion 5.3.

Estimacion no paramétrica via de la matriz de dependencia condicional penalizada

Nuestra propuesta de estimacion penalizada del grafo no dirigido comienza con los pasos uno y dos del Algorit-
mo 4.3.1, en un enfoque no paramétrico: la extraccion iterativa de las observaciones de las (’2’) copulas condicionales
involucradas en el grafo y la eleccion de un parametro de ajuste A. Asi que antes de describir el planteamiento de
estimacion, comentaremos sobre alternativas a considerar como estimadores no paramétricos de copulas bivariadas,
dado el limitado desempenio que tuvo el estimador Berstein del grafo no dirigido en el Capitulo 4.

Como se comenta en Bithlmann and Van De"Geer (2011), previo a considerar modelos con parametros de regula-
rizacion por escasez, una via recurrente para la inferencia en altas dimensiones era la incorporacion de restricciones
por suavidad para modelos no paramétricos, y que actualmente, muchas de las propuestas de penalizacion llegan
a incorporar ambas restricciones: por escasez y por suavidad. Asi que nuestra propuesta es agregarle al estimador
Bernstein de la copula bivariada un parametro de ajuste, 7y, que domine el grado de suavidad de la estimacion, con-
sideramos que esta modificacion puede controlar los errores numeéricos que subyacen del estimador Bernstein de
la copula y que estan presentes en las estimaciones de las observaciones de las copulas condicionales involucradas
en el grafo no dirigido. De igual forma, se pueden explorar otras opciones no paramétricas para estimar las copulas
bivariadas como aquellas que se presentan en Joe (2014), seccién 5.10.3; en particular las propuestas via B-splines
en Shen et"al. (2008) y Kauermann etal. (2013). Estas modificaciones pueden ser incorporadas también a nuestro
planteamiento en el Algoritmo 4.3.1.

En contraste con la propuesta basada en pruebas multiples del Capitulo 4, la siguientes esta alineada a una
perspectiva de estimacion de parametros. En la Definicion 5.4.2 presentamos a la matriz de dependencia condicional,
QW basada en la medida de dependencia o gy de Schweizer and Wolff (1981) presentada en (2.6.3).

Definicién 5.4.2 Matriz de dependencia condicional. Dadounv.a. X = (X1, ..., X,)’, lamatriz de dependencia
condicional, 95V, basada en la medida de dependencia ogyy en (2.6.3), se define como,

osw (X, Xe | Xvgny), sij#k,

QsW _
gk 1 sij=k,

Vj,k €V, conV el conjunto de vértices de X.

QSW

Una version muestral de se presenta en la Definicion 5.4.3.

Definicion 5.4.3 Estimador de la matriz de dependencia condicional. Dada una muestra observada de un v.a.
X =(Xy,...,X,)7T,
N
fE = {([Eli, ey xpi)}i:l s

supongamos que contamos con las extracciones de observaciones estimadas de copulas condicionales como en la
Seccion 4.3,

Uik = {(ujll)\{j,k},ivuk|V\{j,k},i)}Zl , JkeV, tq.j<k,

entonces un estimador para la matriz de dependencias condicionales es,

12 N N jkr i J 7 7 P
Nt iz =1 [On (s %) — % - sl <k,
jk = QSJW sij>k,

1, sij=k,
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Vj,k € V, con V el conjunto de vértices de X, donde Cf\f es la copula empirica (Definicion 4.6.1) asociada a cada
muestra estimada v, t.q. j < k.

Sin embargo en el contexto de altas dimensiones, el estimador (°"V en la Definicién 5.4.3 puede presentar so-
breajuste en los valores puntuales de la dependencia condicional via ogyy . Asi que contraer algunos de los elementos
de la matriz estimada y eliminar el resto es una opcion para evitar el sobreajuste de Q5" en pro de la parsimonia.
Por otro lado, notemos de (5.2.3) que el estimador penalizado en el modelo de regresion lineal dependen basicamente
de dos cosas: la primera, una funcion de pérdida (o utilidad) que involucra a los elementos en muestra y al parame-
tro a estimar en el enfoque penalizado; y segunda, la restriccion por escasez. Haciendo uso de la norma ¢, que de
antemano sabemos que por la geometria de su restriccion impone elementos nulos, una estimacién penalizada para
QW seriala siguiente,

QW (\) := argmin J (QSW,J:)},

QSW : ||QSW ||, Sy ~
donde

SW o . SW
Q™™ Tl= 30 195% |,
j<k
Z es la muestra observada de un v.a. X, S es la restriccion numeérica asociada con Ay J (QSW, gg) es una funcion
de pérdida relacionada con el ajuste del modelo. De igual forma se puede cambiar la funcion de pérdida por una de
utilidad y modificar la optimizaciéon por un proceso de maximizacion.

Finalmente, el modelo grafico no dirigido estimado mediante la penalizacion ¢; aplicada a la matriz Q5" seria,

—_

A= {( k), (k) e Vx VO3V (N) =0, jkeV, tq.j<k}.

Una extension adicional del principio de escasez y de parsimonia

Como lo hemos venido comentado, para una muestra observada de un v.a. p-dimensional el paradigma de esti-
macién de modelos multivariados via vine copula se basa en la construccion de copulas a pares condicionales, en el
sentido de que se factoriza la densidad conjunta en el producto de las p densidades marginales del v.a. y densidades
copula bivariadas condicionales a los distintos niveles posibles. En donde por niveles nos referimos al nimero de va-
riables en el condicionante, las cuales van desde cero variables, i.e. copulas no condicionales, siendo éstas siempre
p — 1 copulas bivariadas, y hasta p — 2 variables en el condicionante, i.e. las copulas relacionadas con el grafo no
dirigido, siendo ésta una sola copula en cada factorizacion (c.f. Aas and Berg (2009)). En este esquema de factori-
zacion las relaciones de independencia condicional a cualquier nivel son deseables, en el sentido de que le restan
complejidad al modelo sin perder informacion vital para el mismo. Asi que consideramos que la mayor representacion
de un modelo que cumpla el principio de parsimonia seria aquel que incluyese el mayor niimero posible de relaciones
de independencia condicional a cualquier nivel, no sélo al nivel p — 2 como en el grafo no dirigido, i.e. con base en
los datos observados elegir aquella factorizacion de la densidad conjunta en la cual se estimasen el mayor namero
de densidades copula igual a uno (la densidad de la copula producto). Lo anterior sin tener que recurrir a ninguna
premisa para la construccion del modelo, tal como la propiedad de Markov del v.a. De igual forma, el grado de escasez
de un modelo multivariado se relacionaria con las densidades copula igual a la unidad, en analogia con los elementos
nulos de una matriz de precision o de dependencia condicional, esta Gltima como en nuestra propuesta de estimacion
penalizada.

Pese a que actualmente se reconoce a vine copula como una herramienta con un gran potencial para la cons-
truccion de modelos bastante flexibles capaces de representar estructuras de dependencia complejas, los problemas
que resuelve hoy en dia no involucran cantidades masivas de variables o datos altamente dimensionales. Una de las
grandes problematicas en vine copula es la seleccion de modelo, debido a que el nimero de posibles factorizaciones
de la densidad conjunta crece rapidamente al aumentar la cantidad de variables. Asi que el estudio de la seleccion de
modelo en vine copula es actualmente uno de los temas mas estudiados en el area, v.g. Min and Czado (2011). Por lo
tanto en el esquema de construcciéon de modelos multivariados via vine copula, la busqueda del modelo que cumpla



5.5. DISCUSION 73

con el principio de parsimonia con base en nuestro planteamiento, como inducir escasez via copulas densidad a pares
unitarias o cualquier otra propuesta que pudiera ser aplicada al contexto de altas dimensiones y/o ante problemas
con grandes cantidades de variables involucradas, siguen siendo problemas abiertos en la literatura.

5.5. Discusion

En el presente capitulo explicamos la problematica de la inferencia estadistica en el contexto altamente dimen-
sional, enfatizando en la necesidad de un cambio de paradigma con respecto a las metodologias clasicas de analisis.
Se propone una definicion que pretende ser general sobre el principio de escasez y se reconoce como un supuesto
bastante realista para este contexto de inferencia, con potencial para diversas aplicaciones. Se estudia el panorama
actual de estimacion del grafo no dirigido en altas dimensiones, de donde se concluye que la gran mayoria de los en-
foque propuestos basan la inferencia en supuestos poco realistas, de distribucion conjunta o de copula, ante la gama
de diversos patrones de dependencia que se pueden encontrar en datos multivariados. Pese a que las metodologias
propuestas pretenden aplicar a cantidades masivas de variables en el contexto altamente dimensional, los modelos
conjuntos se reducen a copulas gaussiana y 7, o las propuestas se limitan a la inferencia de un grafo que modela co-
rrelaciones parciales nulas mas que independencias condicionales, perdiendo asi toda interpretacion y aplicabilidad.

Finalmente, se propone una via para conceptualizar el principio de escasez partiendo de la propiedad de Markov
del v.a. y las relaciones de independencia condicional modeladas en un grafo no dirigido, lo anterior tiene impli-
caciones sobre la construcciéon de modelos para explicar el comportamiento aleatorio de una variable de respuesta
en funcion de predictores observados siguiendo el principio de parsimonia. Asi la inferencia del modelo grafico no
dirigido tiene aplicaciones para la construccion de modelos escasos de distribucion condicional, de donde se despren-
den modelos de regresion por cuantiles mucho mas informativos que regresiones lineales por la media. Buscando
que la propuesta tenga impacto y aplicacion para la inferencia de modelos en altas dimensiones se plantea, a nivel
de concepto, como podria ser la estimacion penalizada del modelo grafico no dirigido en un enfoque totalmente no
paramétrico. De igual forma, se comenta sobre una posible extension adicional de los principios de escasez y parsi-
monia, lo anterior alineado a las construcciones de copulas a pares en vine copula. Todo lo previamente mencionado
se deja como propuestas de investigacion futura.

Se concluye la investigacion destacando lo complejo de proponer en general modelos conjuntos multivariados
flexibles, sobre todo cuando la inferencia depende de grandes cantidades de variables en contextos altamente dimen-
sionales. Sin embargo, dado el gran potencial de las herramientas y conceptos existentes tanto para la inferencia en
altas dimensiones como en vine copula, consideramos que conjugar ambos enfoques de analisis es un area de inves-
tigacion bastante fértil y poco explorado aun, pero que podria traer consigo modelos bastante flexibles y aplicables
a las estructuras modernas de datos.
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Conclusiones

A lo largo de esta investigacion exploramos diversas vias para la estimacion del grafo dirigido cuyo modelo de
probabilidad asociado fuese lo suficientemente flexible, en el sentido de representar patrones complejos de depen-
dencia, las propuesta analizadas estuvieron ligadas a la inferencia basada en la copula del vector aleatorio de interés,
reconociendo a la copula subyacente como aquella que contiene toda la informacién sobre las relaciones de inde-
pendencia condicional modeladas en un grafo no dirigido. En particular se puntualizd en metodologias aplicables
al contexto de altas dimensiones. La motivacion general de nuestra investigacion es el hecho de que hoy en dia los
modelos graficos no dirigidos son una herramienta con mucho potencial para el analisis estadistico multivariado,
sobre todo con datos altamente dimensionales, sin embargo, su inferencia por lo general esta restringida a modelos
de probabilidad sumamente limitados. A grandes rasgos se reconocieron dos grandes enfoques de estimacion: asu-
miendo un modelo de copula simplificada multivariada y desde una perspectiva totalmente no paramétrica partiendo
del supuesto simplificador.

Del enfoque de copula multivariada simplificada, destacamos que estamos acotados simplemente a dos modelos
de copulas elipticas: gaussina y 7. Pese a que para estas dos copulas las relaciones de independencia condicional
representadas en el grafo no dirigido cuentan con una codificacion explicita via sus parametros, éstos son modelos
multivariados que de antemano estan muy acotados con respecto a la estructura de dependencia que representan. Por
otro lado, en términos generales es cuestionable el hecho de que un solo modelo de copula paramétrica sea capaz de
explicar los diversos patrones de dependencia que se encuentran indudablemente en datos multivariados, sobre todo
ante un gran numero de variables.

Con respecto al enfoque totalmente no paramétrico, en contraste con el parameétrico, no contamos con una re-
presentacion explicita de las relaciones de independencia condicional de interés; lo anterior se constituye como el
mayor reto para este enfoque. Es por lo antes mencionado, que consideramos a la extraccion iterativa de las obser-
vaciones de las (’2’) copulas condicionales involucradas en el grafo no dirigido, via la formula de Joe y el supuesto
simplificador, como un procedimiento con gran potencial para la estimacion precisa y flexible del mismo. Por un lado,
la precision se puede lograr ya que contamos con una muestra explicita de las observaciones asociadas directamente
con las relaciones de independencia condicional que necesitamos inferir; por otro lado y en términos de flexibilidad
de modelo, existen diversas posibilidades metodologicas para construir copulas a pares que expliquen efectivamente
la dependencia observada. Sin embargo, la extraccion de observaciones involucra una acumulacion iterativa de error
de estimacion proveniente de la inferencia de las copulas a pares, tal como se observo en el desempeno del estimador
Bernstein del grafo no dirigido en el Capitulo 4, razon que impacta en el error global de estimacion del grafo. Partien-
do de esta nueva problematica de estimacion del modelo grafico no dirigido, entre los Capitulos 4 y 5 comentamos
sobre posibles vias de solucion alineadas a nuestra propuesta no parameétrica. Se mencion6 que se puede comenzar
por estudiar las propiedades tedricas del estimador Bernstein de las observaciones de copulas condicionales, para
conocer su sensibilidad ante aumentos en tamafio de muestra o niimero de variables y con base en su comporta-
miento proponer modificaciones al estimador de las copulas, 0 mas atn, al procedimiento de estimacion del grafo,
v.g. agregarle al estimador Bernstein de la copula bivariada un parametro que controle su suavidad. Otra opcion es,
en nuestro planteamiento de inferencia del grafo se puede cambiar el estimador Bernstein de las copulas a pares por
otra alternativa no parameétrica, v.g. un estimador por B-splines. Asi dejamos abierta una brecha de investigacion para
proponer modelos de copulas a pares o metodologias en general, que de antemano sean capaces de reducir el error
acumulado de estimacion del modelo grafico no dirigido.
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Apéndice A

Distribucion NonParaNormal y el modelo
de copula gaussiana

En este apéndice se plantean demostraciones a los Lemas 3.3.1 y 3.3.2.

A.1. Transformaciones en NPN

Demostraciéon. Primero, notemos que f; (X;) ~ N(0,1). Ahora probaremos la unicidad de f;. Supongamos que
existen dos funciones estrictamente crecientes, f;l) y f;z), tales que f;l)(Xj) ~N(0,1)y f7(2) (X;) ~N(0,1).
Entonces, Vt € R tenemos que, '

F [(ffl))_l (t)] =P [Xj <(sm)” (t)] =P (X)) <t] = o(1)
:]p[fj@ (X) st] :P[Xj < (ffz))_l (t)] :Fjli(f;z))—l (t)],

-1 -1
y del hecho de que F; es estrictamente creciente se sigue que (fj(l)) (t) = (fj(2)) (t) para todo t, lo que implica

que f ;1) = f;z). Ahora notemos que f; = ' (F}) es una funcion estrictamente creciente que transforma X; en
una variable aleatoria normal estandar, de donde se sigue la conclusion.

O

Esta demostracion se extrajo de Mai and Zou (2015) (Lema 1), sin embargo nos pareci6 interesante presentarla porque
determina explicitamente al conjunto de funciones en la Definicion 3.3.1 sobre la distribucion NPN, asi toda vez que
tengamos un modelo de copula gaussiana sabremos exactamente cual es el v.a. latente con distribucion gaussiana.
A.2. NPN y copula gaussiana

A continuacion se formula una prueba para la equivalencia entre un modelo NPN y uno de copula gaussiana.

Demostracién. Primero probemos que si X ~ NPN, (EO, fo), entonces Cx es una copula gaussiana como en
(3.3.2).

A partir del Lema 3.3.1 se sigue que f]O (X;)=® ' (Fj(X;)) conj=1,...,p, son las tnicas transformaciones
estrictamente crecientes que admite el modelo NPN, entonces si f° = { fjo}g)= , por el Lema 2.5.1 se sigue que Cx =
Cocxy, pero f0(X) ~ N, (0,%°), por lo tanto

CX (ul, cee ,up) = CfO(X) (ul, cee ,up) = q)zo (CI)_I (ul) .. .,q)_l (up)),
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como se buscaba probar.
Ahora, probaremos que un modelo de copula gaussiana implica distribucion NPN.

Sea X = (X1,...,X,)T un vector aleatorio tal que,

Cx (u1,...,up) = Pyo (<I>71 (u)..., 0" (up)).

Con base en el Lema 3.3.1 sabemos que el conjunto de transformaciones f° = {fjo (X;) =0t (F; (Xj))}fz1

es tal que fJQ (X;) ~ N(0,1), ademas f° es Ginico. f° se compone de transformaciones estrictamente crecientes,
entonces por el Lema 2.5.1 la copula de las variables trasformadas es la misma que la del vector original, es decir,

Crox) (u1,...,up) = Py 5o (‘I)_l (uy)..., 7" (up)) ,
y como cada f} (X;) ~ N(0,1) se concluye que [ (X) ~ N, (0,%°), en otras palabras, X ~ NPN,, (2°, ).
Quedando asi probada la doble implicacion.
O

La motivacion de presentar una propuesta de prueba al Lema 3.3.2 es el hecho de que no encontramos en la
literatura una demostracion clara a esta equivalencia (c.f. Liu et"al. (2009), Liu et"al. (2012a) y Han and Liu (2014)).



Apéndice B
Condicionales de cépula gaussiana

En este apéndice proponemos una demostracion a la Proposicién 3.3.2, misma que asegura que las condicionales
de copula gaussiana son copulas gaussianas también con una matriz de correlaciones parciales. Con lo anterior se
prueba en paralelo que la copula gaussiana cumple el supuesto simplificador.

B.1. Condicionales de copula gaussiana
Demostracion. Procederemos via induccion matematica sobre la cardinalidad de los conjuntos involucrados en
la proposicion. Primero probaremos que se cumple para los subconjuntos Ay y By tales que card (Ax) =p-ky
card (By) =k,conk=1,...,p—2.

Por practicidad de notacion y sin perdida de generalidad pediremos orden a los indices en los subconjuntos Ay
y B de forma tal que,

Akz(/ﬂ-ﬁ-l):p, Br=1:k.

Base de induccion (k =1).

|B1

p.d. Cy4,|B, es gaussiana con parametro »411B1 jndependientemente del valor del condicionante.

Comencemos por analizar la distribucion conjunta condicional. Notemos que X 4, = (Xo,...,X,)", asi que
tomemos z; € Ran X;, i =2,...,p. Por otro lado X5, = X1, asi que tomemos v; € Ran X;.

T2 Tp fl: V1,22,..., % )
HAl\Bl (x27.”’1~p‘vl) :f f P( ) ©2) ) “p de"'de
—oo )

- S fi(vi)
) /_oo _:p Fip (V1. 22, 2p) deoeeedzy
Nz (1v1> ' apjvl)chp (Fi(v1), Fa(22),., Fy()) f1 (v1)
:apla(vl)chp(Fl("l)’F?(@)»---an(xp)), (B.1.1)

donde f1., es la funcion de densidad conjunta de X.

Denotemos con b; = ®!(u;), 4 = 1,...,p. Recordemos que ® y ¢ son la FDA y densidad de una distribucion
normal estandar univariada. Analicemos la expresion en (B.1.1),
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0 0 7 (ur) 27 (up)
—Cup (U1, .., up) :—/: /: G1p (21, ..., 2p; B) dz1-+dzp

aul aul
o0 by bp
:% f f 91:p (Zl,...,zp;z) d2’1~~dzp
1 —00o —

by b1
:8u1 abl [ [ glp(Zl, Zp,E) le dzp

b2 b1
bl)/ / 8b1/ Gip (21, .., 2p; ) dz1-+dzp

ba
f [ g1p (b1, 22 .., 2p; X) dz1-+dzy

bl)
=1 b P b )
AU LI oy g FIUTC T P
¢(b1) 91(b1,01 = 1)
o(b) [
= (bii [oo [oo 92:p|1 (22---a2p|b132) dz1-dzyp
ba-p21by bp—pp1b1
:[ \/l’pgl [ ‘/17921 g2:p (2’2...7Zp§22:p‘1)d21"'d2p
by — p21by by — pp1b1
:®22:p‘1 ey . (B12)
(\/1—931 \/1_91271

A continuacion se dara justificacion a algunas de las igualdades obtenidas en el desarrollo anterior.

= Sea(Yy,..., Yp)T ~ N, (0, ) (un vector genérico Gaussiano), con ¥ una matriz de correlaciones t.q. diag(X) =
1. Tomemos la siguiente particion de X,

| 3 . 1x1 1x(p-1)
E—[ »T S, :| con tamanos [ (r-1)x1 (p-1)x(p-1)

Entonces (Ya,..., V)T |{Y1 = b1} ~ N1 (1?1 (b1), P?P1 (b)), donde

p2P (b)) =2T57 0, = 270, (B.1.3)
P2 (p)) =5, - TRy, = 5,, - 27, (B.1.4)

De (B.1.3) se sigue que,
[E[Y'ﬁ_ln/l :bl] = (MQ:p\l(bl))j =pj+171b1 j=1,...,p—-1. (B.1.5)

De (B.1.4) se sigue que,
Var [Yj,1]Y1 =b1] = (PQ:pll(bl))jj =1-phag J=1...,p-1 (B.1.6)

Por lo tanto, siguiendo (B.1.5) y (B.1.6) tenemos que,

Ys - pa1by Y /)p1b1) Ny (0, 52711
p— ) )

\/]‘_'Dgl7 \/1 ppl
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donde ¥?”I! es una matriz de correlaciones parciales con respecto a By, i.e.
(Ezzp‘l)ij = Pirl j+1|1 = Pitlj+1 — Pit1,1P1,5+1, i,j€{l,...,p—1},

tal que diag (EQ:”“) =1.

Regresando a la prueba, sustituyendo (B.1.2) en (B.1.1) tenemos que

O (Fa(x2)) — pn @' (Fi(v1)) . & (Fy(2p)) = pp1 @' (Fi(v1))

HAI‘Bl(x27..-,xp|V1):(D22:p|1 geeey
Vl_pgl \/l—pzl
(B.1.7)
Sean ug, ..., up, €I, via (2.4.2) extraeremos la copula condicional de la distribucion condicional, i.e.
Cayp, (U2, ... up;v1) = Hayyp, (Fgﬁ (u2;v1),... ’Fz;l% (up;v1) |v1). (B.1.8)
De (B.1.8) observamos que necesitamos conocer las expresiones de Fj"ll con j = 2,...,p, entonces recurriremos
ala formula de Joe (1996), Proposicion 4.2.1. Sea « € Ran (X;|{X1 =v1}),j =2,...,p, tenemos que
Ci1 (F;(x), Fy(v
Fj|1(l‘|V1): Jl( J( ) 1( 1))
3F1 (Vl)
o1 (F; - pi1®(F
-P (Fj(z)) - pj1 (F1(v1)) , (B.1.9)

\/1—/)?1

(B.1.9) se sigue como caso particular de (B.1.7).

Ahora obtengamos F]_li paraj=2,...,p. Seau el tq. Fj;(x|vi) = u, se sigue que,

o L E@) —pno (B ()|

\/1—P?1

O (Fj(2)) - pj1® ! (Fi(v1)) _
\/1—,0?1

7! (Fj(x)) =@ (u)y /1= p%) + pj1® " (Fi(vy))
Fy(@) =0 07 )\ /1= 72, + 0 @7 (Fi(v) |
x :Fj’1 {<I> [@’l(u)mﬁr pj1<1)71 (F1 (Vl))]} )

@~ (u)

por lo tanto,

Fil(uvi) = F)! {@ [¢-1(U)M+ P! (Fl(vl))]}. (B.1.10)

Analicemos el argumento j de Hy, |, (-, .. .,-[v1), (B.1.7), evaluado en Fﬂll(uj; V1),

o (Fj (Fﬂll(uj;vl))) —pj1 @7 (F1(v1))

\/l—pil

=& ! (uy), (B.1.11)
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(B.1.11) se sigue de (B.1.10).

Finalmente, con base en (B.1.7), (B.1.8) y (B.1.11), se puede concluir que,

CA1|B1 (’LLQ, e 7’LL]D;Vl) = (I)Ez;pu (@71(U2),. . .,@71(Up)) = CA1|Bl ('LLQ, e ,up),

es decir C4,|, es copula gaussiana de dimension p — 1 con parametro »22lt = 3341181y ademas éste no depende del
valor del condicionante.

Hipotesis de induccion (se supone valido para k, con k € {2,...,p - 3}).

C 4, B, es copula gaussiana con parametro > 4klBx independiente del valor del condicionante.

Prueba de induccion (se prueba para k + 1).

p.d. Ca,,,|B,,, €s copula gaussiana con parametro $Ar+11Bra1 independiente del valor del condicionante.

Comencemos por analizar la distribucion conjunta condicional al paso k+1. Notemos que X 4, ,, = (Xj+2,...,Xp),
, . , T
asi que tomemos z; € RanX,;, ¢ = k + 2,...,p. Ademas Xp,,, = (X1,...,Xp+1) ., asl que tomemos Vi =
(v1,...,v5+1) € RanXp, . También denotaremos con v, = (v1,...,Vx) a los primeros k elementos de vi.1.
Th4+2 ZTp
Hay oy 1By (Ths2y o Tp|Vis1) = f f Srsopliket (Zha2s - oy 2pVis1) dzpio-dzyp
—o00 —oo

L o f1 (Via1s k42, - - Zp)
p o+15 “k+25 ) “p d
= psgdz

frrse1 (Vk+1)
:/'IM f“’? Jip (V1) Zhe2, -+ 2p) _(fm (Vi)
- Jree1 (Ves1) fr (Vi)
fre (Vi) )[TM [ Sy (Vi Ukt 1 2425 - - - » Zp)
Jrks1 (Vee1) oo —oo Sk (Vi)

fie (Vi) Lht2 Tp
/ / fk+1:p\1:k (vk+1a Zk+2y vy Zp|vk) dzk+2"'dzp
—oo

friee1 (Vie, Ugs1) o0

) dzpio--dzy,

dzi-dzy

OHps1piik (Vks1s 2425 - -+ 2p| Vi)

(it
(o
(fk+11k Uk+1|Vk)) g1
o
o

OHa, B, (Vk+1, Zk42, - -+ 2p|VE)
frerpa ( Uk+1|Vk)) OVpr1
Freerpin (Ve Vi) )
Teern (Ves1[vi)
aCAk\Bk (Fk+1|Bk (Vk+1|Vi), Fk+2|Bk (zk+2|VE) -y Fp|Bk (Zp|vk))

OF 1118, (Vk+1]Vi)

_0Cay B, (Frermr (Wke1lVi) s Fraoise (Zre2lVi) oo Fopy (2l Vi)

. (B.112)
OFy 1B, (Vk+1|Vi)

donde por hipotesis C4,|p, es gaussiana con parametro »AxlBr independiente del valor del condicionante.

Denotemos con b; = ®!(u;),i = k+1,. .., p. De manera totalmente analoga a como se obtuvo la igualdad (B.1.2)
se obtiene una igualdad para la parcial de la copula en (B.1.12).

b -p b b, — P, 1 b
> k )
0 k+2 k+2,k+1|By Yk+1 D p,k+1| By VE+1

CAMBk (uk+17"'7up) :(I)EAMB)« PR
OUg+1 1-p2 1-p2
Pry2,k+1|Bx P k+1|By,

(B.1.13)
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La justificacion de (B.1.13) es la misma que para (B.1.2), tomandounv.a. Y* = (Yi41,. . -, Yp)T ~ N, (0, LAk ),
calculando la distribucion de (Yj42, ..., Y,)"|{Yk+1 = brs1} y posteriormente estandarizando este tltimo v.a.

Por practicidad denotaremos con (*) = Ha,, |5, (Tk+2,- -, Zp|Ve+1) a la funcidn de distribucion conjunta al
paso k + 1. Sustituyendo (B.1.13) en (B.1.12) tenemos que,

7 (Fraaisy, (@rs2lvie) )=prrz ka1, @7 (Frvam, (visavi)) 7 (Fy, (@plvi))=pp ke1im,, @7 (Froai sy, (vr1lvi)
(*) = Pyay 1B :

\/1_pz+2,k+1\3k T \/1_‘)2,k+1|B,C
(B.1.14)

Ahora, sean U2, . .., up € [, via (2.4.2) extraeremos la copula condicional de la distribucion condicional,

CAk+1|Bk+1 (uk-+27 .. ,up;Vk+1) = HAk+1|Bk+1 (Fk_+12|Bk~+1 (uk+2; Vk+1) e Fp_|lBk+1 (up; Vk+1) |Vk+1) . (B.1.15)

De (B.1.15) observamos que necesitamos conocer las expresiones de FJTB;HN con j =k +2,...,p. Nuevamente
recurriremos a la formula de Joe. Sea x € Ran (X;|{Xp,,, = Vis1}),j =k +2,...,Dp, tenemos que

9C; a1 1B (Fjim (2IVE), Froryy (V1| Vi) Vi)
8Fk+1|Bk (vk+1|vk)

_0Cj 1By (Flek (2|Vk), Fre1iB, (vk+1|VE))

B OFy11B, (Vk+1|VE)

O (Fj|Bk ($|Vk)) = Pj,k+1|By, ot (Fk+1|Bk (Uk+1|Vk))

2 )
VIi- P k+1|By,

la igualdad en (B.1.16) se sigue como caso particular de (B.1.13).

Fjgy, (|vis1) =

=0

(B.1.16)

Sea u € I, de (B.1.16) se sigue que

Fj_\llBkH (u;Vise1) = Fﬂ}gk {<I> |:<I>_1(u)w /1 - pg2',k+1|Bk + 0 k+1|By o1 (Fk+1\Bk (vk+1|vk))] ;Vk} . (B.1.17)

Analizando el argumento j de ®ya,,,15,,, con respecto a Ha, ,|B,,, (", ,|Vks1) en (B.1.14) evaluado en
F]ill (u;),j=k+2,...,p, tenemos que

! (Flek (F]ﬁ;m (uy; Vk+1)|Vk)) - pj,k+1|Bk(I)71 (Fk+1|Bk (Uk+1|Vk))

- =& (uy), (B.1.18)
V1~ P kB,
la igualdad se sigue de (B.1.17).
Finalmente, con base en (B.1.14), (B.1.15) y (B.1.18), se puede concluir que
CAk+1‘Bk+1 (uk+27 M up; Vk+1) = ©2Ak+1‘Bk+1 (Qil(uk“’Q)? M 7©71(u[1)) = CAk+1‘Bk+1 (uk+27 MR up)a

es decir Ca,,,|B,,, €s copula gaussiana de dimension p — (k + 1) con parametro $ARBrer = yR+2PI1E ¢ g demas
éste no depende del valor del condicionante.

O

La demostracion es analoga para la Proposicion 3.3.3 con respecto a las copulas condicionales de copula 7.
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Apéndice C

Apéndice C: prueba para la formula de

Joe

Este apéndice plantea una demostracion a la formula de Joe (1996), Proposicion 4.2.1, alineada a la notacion

incluida en el documento.

Demostracién. Sea = € R. Sin pérdida de generalidad, tomaremos A = 1:m con 1 <m < p, w;

Notemos que A_; = 1:m — 1. Se sigue que,

Fk|A(x|V) = Fm+1|1:m($|v) = [ fm+1\1:m(u|v)du
fl:m+1 (V,U) du

—oo frm(V)
_ ® fl:m+1(V—ijj’u) du
e fl:m(v)
r f1:m+1(V,J,VJ,U) flm I(V*J)
T Jow frm (V) (flm I(V—J))du
fl m— 1(V—])) fl m+1(v—J7VJ’u) du
Jrm(v) —oo frim-1(v-j)

[ fmeme1(Vj,ulv_j)du

a mim+1 (Vjv'r‘v—j)

flm 1(V—J)

acm m+1 m|1m 1 (V]|V—J) Fm+1|1m 1 (I|V—]) V—])

=myk=m+1

fl m(v)

flm I(V*J)

8F1’rrL\1:’rr1,—1 (Vj |V*j )

X

fm|1'm 1 (Vj|v—j)

aCm m+1 m|1m 1 (V]|V*j) Fm+1|1 m—1 (.’L‘lV,j) V*])

i

()
().
()
()

frm(v)

aC’m:m+1 (F7n|1:m—1 (vj|v—j) 7F7n+1\1:m71 (Z‘|V_j) ;V—j)

8F’m\lzrn—l (V] |V—] )

aFm|1:m—l (Vj |V—j)

_0Cuma, (Fujas, (Vilvs) Fuya, (@lv-5) i v-5)

8FIUJ‘A,J (v.] |V_J)
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