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Introducción

El objetivo principal del presente trabajo consiste en estudiar un ejem-
plo particular en donde se haga uso de las técnicas asociadas a la des-
composición trayectorial de un movimiento browniano, dando como
resultado una extensión de la identidad clásica de Bougerol [1]. La im-
portancia del estudio de éste tipo de identidades se da tanto en el campo
teórico como en el de las aplicaciones, por ejemplo, se caracteriza de
manera explícita la distribución de algunas funcionales exponenciales
del movimiento browniano, donde éstos juegan un papel importante en
ciertos modelos financieros. Con este fin, hemos seleccionado el artícu-
lo [1] de Bertoin, Dufresne y Yor en donde se hace una extensión a la
célebre identidad de Bougerol.
Recordemos dicha identidad: consideremos un movimiento browniano
estándar, (Bs, s ≥ 0), entonces, la identidad de Bougerol nos dice que
para t > 0 fijo se tiene que

sinh(Bt)
(ley)
=

∫ t

0
exp(βs)dγs

(ley)
= ‹γ∫ t

0 exp(2βs)ds
, (1)

donde (βu, u ≥ 0), (γu, u ≥ 0) y (‹γu, u ≥ 0) denotan movimientos brow-
nianos independientes.

Debido a que trabajaremos con la identidad de Bougerol considera-
mos que es ilustrativo recordar la demostración de (1), en contraste, las
técnicas que serán utilizadas en la prueba de la extensión serán muy
distintas.
Por un lado, notemos que la ecuación diferencial estocástica (EDE),

Xt = x +
∫ t

0

»
1 + X2

s dBs + 1
2

∫ t

0
Xs ds, (2)

XI
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admite una única solución fuerte para cada x ∈ R, ésto se debe a que sus
coeficientes satisfacen la condición de Lipschitz. Además, por un lado
tenemos que el proceso (sinh(Bs), s ≥ 0) satisface (2) ya que al aplicar
la fórmula de Itō tenemos que

sinh(Bt) =
∫ t

0
cosh(Bs)dBs + 1

2

∫ t

0
sinh(Bs)ds,

y cosh2(x) = 1 + sinh2(x) para toda x ∈ R, por lo que

sinh(Bt) =
∫ t

0

√
1 + sinh2(Bs)dBs + 1

2

∫ t

0
sinh(Bs)ds.

Mientras que por otro lado, para x ∈ R fijo, el proceso

Yt = exp(βt)
Ç
x +

∫ t

0
exp(−βs)dγs

å
, t ≥ 0,

resuelve también (2) para cierto movimiento browniano, ya que al con-
siderar a Yt = Wt · Zt con Wt = exp(βt) y Zt = x +

∫ t
0 exp(−βs)dγs para

t ≥ 0 y aplicar la fórmula de Itō llegamos a que

Yt = x +
∫ t

0
Ys dβs + 1

2

∫ t

0
Ys ds + γt

= x +
∫ t

0

»
1 + Y 2

s

Ñ
dγs + Ys dβs»

1 + Y 2
s

é
+ 1

2

∫ t

0
Ys ds.

Definiendo Ct =
∫ t

0

dγs»
1 + Y 2

s
+
∫ t

0

Ys dβs»
1 + Y 2

s
para t ≥ 0, obtenemos que

〈C〉t = t. Debido al teorema de caracterización de Lévy concluimos que
B es un movimiento browniano estándar y por lo tanto que Y satisface
(2), entonces

(Yt, t ≥ 0)
(ley)
= (sinh(Bt), t ≥ 0).

Ahora, tomando x = 0 y haciendo el cambio de variable s = t − u
podemos reescribir a Y de la siguiente manera

Yt =
∫ t

0
exp(βt − βs)dγs

= −
∫ 0

t
exp(βt − βt−s)d(γt − γt−s),

(3)
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donde al aplicar la propiedad de retorno de tiempo para el movimiento
browniano se garantiza la igualdad en ley entre (3) y

∫ t

0
exp(βs)dγs.

Finalmente, notemos que
∫ t

0
exp(βs)dγs es una martingala local que

empieza en cero y cuya variación está dada por≠∫ ·
0

exp(βs)dγs
∑
t
=
∫ t

0
exp(2βs)ds, para todo t ≥ 0,

así, debido al teorema de Dubins-Scharz existe un movimiento brow-
niano ‹γ tal que ∫ t

0
exp(βs)dγs

(ley)
= ‹γ∫ t

0 exp(2β)ds,

por lo que, para t > 0 fijo, hemos demostrado que

sinh(Bt)
(ley)
=

∫ t

0
exp(βs)dγs

(ley)
= ‹γ∫ t

0 exp(2βs)ds
,

donde ‹γ es independiente de β.

Debido a lo anterior, el objetivo principal se traduce en dar una prueba
detallada del siguiente teorema:

Teorema. Para t fijo, las siguiente variables aleatorias dos-dimensionales
son idénticamente distribuidas:

(sinh(Bt), sinh(Lt))
(ley)
= (βAt , exp(−Bt)λAt )

(ley)
= (exp(−Bt)βAt , λAt ),

donde (Lu, u ≥ 0) es el tiempo local en cero de B, (βu, u ≥ 0) es un
movimiento browniano estándar, con tiempo local en 0, (λu, u ≥ 0), y
β es independiente de B.

Observamos que a diferencia de la identidad (1), su extensión agrega in-
formación sobre el tiempo local en cero de un movimiento browniano.
De manera intuitiva, el tiempo local en cero del movimiento browniano,
mide la cantidad de tiempo que éste permanece en el estado cero. Co-
mo veremos más adelante, la prueba de la extensión de Bougerol no
sólo necesita del concepto de tiempo local sino también el de la des-
composición trayectorial de un movimiento browniano en términos del
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inverso de dicho objeto, en otras palabras, en términos de las excur-
siones brownianas fuera del estado cero. Al estudiar las excursiones
brownianas aparecen identidades en ley relacionadas con éstas y los
procesos de Bessel. Estos últimos resultan fundamentales en la prueba
de la extensión de (1).

El presente trabajo tiene como meta ser autocontenido, por esta razón,
asumiendo que el lector cuenta con los conocimientos básicos de un pri-
mer curso de cálculo estocástico para procesos continuos, es necesario
un estudio detallado del tiempo local para semimartingalas continuas,
el cual se encuentra en el capítulo 1.

Una aplicación natural del concepto de tiempo local es la de extender las
soluciones fuertes de una ecuación diferencial estocástica a funciones
que no necesariamente sean Lipschitz. En particular esto permitirá defi-
nir al proceso de Bessel como solución fuerte de cierto tipo de ecuación
diferencial estocástica, estos procesos están íntimamente relacionados
con la extensión de (1). El capítulo 2 contiene la explicación detallada
de estos resultados.

Fue necesario incluir un capítulo sobre la teoría de excursiones, detalla-
da en el capítulo 3, ya que algunos de los argumentos más importantes
en la prueba del teorema principal están dados en términos de excur-
siones.

Finalmente en el capítulo 4 se prueba una extensión bi-dimiensional de
la identidad de Bougerol, así como algunas de sus consecuencias. Espe-
ramos que al final del mismo, el lector tenga una visión del potencial de
las técnicas descritas en los primeros capítulos al ver su uso de manera
concreta en la prueba del teorema principal.



Capítulo 1

Tiempo Local para
Semimartingalas.

Éste capítulo está divido en dos secciones, la primera se concentra en
la definición y algunas propiedades de los tiempos locales para semi-
martingalas locales, mientras que la segunda se enfoca en propiedades
específicas para el caso en el que se tiene un movimiento browniano
estándar, se concluye con la aplicación de algunas propiedades de los
tiempos locales para la obtención de la llamada ley del arco seno de
Lévy.

1.1. Definición y primeras propiedades.
De un curso previo de cálculo estocástico se sabe la relación que exis-
te entre las funciones de clase C2 y las semimartingalas continuas la
cual está dada mediante la fórmula de Itô, una pregunta natural que
surge, es: ¿Puede existir una generalización para una clases de funcio-
nes más generales?. A continuación se responde la pregunta de manera
afirmativa y se presentan resultados que muestran para qué familia de
funciones se puede extender la idea de Itō y la identidad explícita que
existe entre ésta y las semimartingalas continuas.

A partir de este momento y en lo sucesivo consideraremos que f es
una función convexa, resultados auxiliares concernientes a funciones
convexas están expuestos en el apéndice (B) . El siguiente resultado nos

1



2 CAPÍTULO 1. TIEMPO LOCAL PARA SEMIMARTINGALAS.

provee de una generalización de la fórmula de Itō.

Teorema 1.1. Si X es una semimartingala continua, existe un proceso
creciente continuo Af tal que

f (Xt) = f (X0) +
∫ t

0
f ′−(Xs)dXs + 1

2A
f ,

donde f ′− es la derivada por la izquierda de f .

Demostración. Si f ∈ C2, entonces se reduce al caso de la fórmula de
Itō y Af =

∫ t
0 f ′′(Xs)d〈Xs, Xs〉s.

Sea j ∈ C∞ positiva con soporte compacto en (−∞, 0] tal que
∫ 0
−∞ j(y)dy =

1 y sea fn(x) = n
∫ 0
−∞ f (x+y)j(ny)dy. Ya que f es convexa, se tiene que es

localmente acotada, además, fn está bien definida para todo n y, cuando
n tiende a infinito, fn converge puntualmente a f y f ′n converge crecien-
temente a f ′−, lo anterior es consecuencia de la compacidad del soporte
de j , la convexidad de f y la aplicación del teorema de convergencia
dominada. Para cada n, por la fórmula de Itō tenemos que

fn(Xt) = fn(X0) +
∫ t

0
f ′n(Xs)dXs + 1

2A
fn ,

y fn(Xt), fn(X0) convergen, respectivamente, a f (Xt) y f (X0). Además, po-
demos suponer que X está acotado, ya que de lo contrario usaríamos un
argumento de localización y la prueba sería análoga, entonces, bajo este
supuesto f ′−(Xs) también está acotada. Por el teorema de convergencia
dominada para integrales estocásticas

∫ t
0 f ′n(Xs)dXs converge uniforme-

mente en probabilidad sobre todo intervalo acotado a
∫ t
0 f ′−(Xs)dXs. De

lo anterior llegamos a que Afn converge también al proceso Af que,
como resulta ser límite de procesos crecientes, resulta ser un proceso
creciente y

f (Xt) = f (X0) +
∫ t

0
f ′−(Xs)dXs + 1

2A
f .

El proceso Af puede ser escogido de manera tal que casi seguramente
sea continuo.

Una vez hecha la extensión de la fórmula de Itō para funciones conve-
xas es posible calcular explícitamente Af para algunos casos especiales,
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como por ejemplo |x|, x+ = x∨0 y x− = −(x∧0). Para este fin debemos
de tomar en cuenta que si f (x) = |x| se tiene que f ′−(x) = sgn(x), donde
sgn(x) = 1 si x > 0 y sgn(x) = −1 si x ≤ 0.

Teorema 1.2 (Fórmula de Tanaka). Para todo a ∈ R existe un proceso
creciente continuo, La, llamado el tiempo local de X en a tal que,

|Xt − a| = |X0 − a|+
∫ t

0
sgn(Xs − a)dXs + Lat

(Xt − a)+ = (X0 − a)+ +
∫ t

0
1{Xs>a} dXs + 1

2L
a
t

(Xt − a)− = (X0 − a)− −
∫ t

0
1{Xs≤a} dXs + 1

2L
a
t .

En particular, |X − a|, (X − a)+ y (X − a)− son semimartingalas.

Demostración. Para f (x) = (x − a)+ es claro que la derivada por la
izquierda está dada por f ′−(x) = 1(a,∞), entonces debido al teorema (1.1)
tenemos que

(Xt − a)+ = (X0 − a)+ +
∫ t

0
1{Xs>a} dXs + 1

2A
+
t ,

de la misma manera, para f (x) = (x − a)− la derivada por la izquierda
es f ′−(x) = −1(−∞,a), por lo que

(Xt − a)− = (X0 − a)− −
∫ t

0
1{Xs≤a} dXs + 1

2A
−
t .

Así, restando la última igualdad de la primera obtenemos

Xt = X0 +
∫ t

0
dXs + 1

2(A+
t − A−t ),

por lo que de la fórmula de Itō llegamos a que A+
t = A−t c.s. y definimos

Lat = A+
t . Finalmente, sumando las primera dos identidades de la prueba

obtenemos la primera fórmula del teorema.

Recordando que el proceso Lat es un proceso creciente podemos definir
una medida aleatoria dLat en R+, y el siguiente resultado nos dice que,
hasta cierto punto, podemos interpretarla como tiempo que pasa la
semimartingala X en a, lo anterior por la relación del conjunto {t :
Xt = a} con dLat .
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Proposición 1.1. La medida dLat tiene carga c.s. en la cerradura del
conjunto {t : Xt = a}.

Demostración. Aplicando la fórmula de Itō a la semimartingala |X−a|
obtenemos,

(Xt − a)2 = (X0 − a)2 + 2
∫ t

0
|Xs − a|d(|Xs − a|) + 〈|X − a|, |X − a|〉t

y usando la primera fórmula del teorema (1.2) llegamos a que la expre-
sión anterior es igual a

(X0 − a)2 +
∫ t

0
|Xs − a| sgn(Xs − a)dXs + 2

∫ t

0
|Xs − a|dLas + 〈X,X〉t.

Si comparamos la igualdad anterior con la expresión, obtenida también
al aplicar la fórmula de itō a la semimartingala X − a,

(X0 − a)2 + 2
∫ t

0
(Xs − a)dXs + 〈X,X〉t

notamos que
∫ t

0
|Xs − a|dLas = 0 c.s. ya que para cada ω ∈ Ω, Lat (ω) tiene

asociada una medida µω tal que

0 =
∫ t

0
|X(ω)s − a|dLas (ω)

=
∫ t

0
|X(ω)s − a|µω(ds)

=
∞∑
n=1

∫ t

0
|X(ω)s − a|1{1/n<|Xs−a|≤1/n−1}µω(ds)

≥ 1
nµω({s : 1

n < |Xs − a| ≤
1

n − 1}) para todo n,

es decir, para todo ω ∈ Ω se tiene que µω({s : Xs 6= a}) = 0.

Hasta cierto punto, los resultados anteriores nos han ayudado a carac-
terizar el tiempo local de una semimartingala continua, en ese sentido
el siguiente teorema enuncia otra identidad que relaciona las funciones
convexas aplicadas a una semimartingala continua con el tiempo local
de la misma, así como a la medida de Radon asociada generada por
las funciones convexas. Recordemos que si f es convexa su segunda
derivada, f ′′, en el sentido de distribuciones es una medida positiva.
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Teorema 1.3 (Fórmula de Itō-Tanaka). Si f es la diferencia de dos
funciones convexas y X es una semimartingala continua, entonces

f (Xt) = f (X0) +
∫ t

0
f ′−(Xs)dXs + 1

2

∫
R
Lat f ′′(da).

En particular, f (X) es semimartingala.

Demostración. Es suficiente probar la afirmación para f convexa.
En cada subconjunto compacto de R, f es igual a una función g tal
que g ′′ tiene soporte compacto. De este modo deteniendo a X cuando
sale por primera vez de un subconjunto compacto, es suficiente probar
el resultado cuando f ′′ tiene soporte compacto, en cuyo caso existen
constantes α, β tal que

f (x) = αx + β + 1
2

∫
|x − a|f ′′(da).

Debido a lo anterior y a la fórmula de Tanaka podemos escribir

f (Xt) = αXt + β + 1
2

∫
|Xt − a|f ′′(da)

= α(Xt − X0) + f (X0) +
∫ 1

2

Ç∫ t

0
sgn(Xs − a)dXs + Lat

å
f ′′(da)

donde, debido al teorema de Fubini y a (B.2) del apéndice se tiene que

1
2

∫
R

∫ t

0
sgn(Xs − a)dXsf ′′(da) =

∫ t

0
f ′−(Xs)dXs − α(Xt − X0),

por lo que finalmente

f (Xt) = f (X0) +
∫ t

0
f ′−(Xs)dXs + 1

2

∫
R
Lat f ′′(da).

Corolario 1.1 (Fórmula de tiempo de ocupación). Existe un conjunto
nulo fuera del cual∫ t

0
Φ(Xs)d〈X,X〉s =

∫ ∞
−∞

Φ(a)Lat da

para todo t y y toda función positiva Φ medible.
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Demostración. Si Φ = f ′′ con f ∈ C2, la formula se satisface para todo
t , como resultado de comparar las fórmulas de Itō y Tanaka-Itō, fuera
de un conjunto nulo ΓΦ. Considerando un conjunto numerable (Φn)n≥1,
de dichas funciones, denso en C0(R) con respecto a la norma del su-
premo se sigue que fuera del conjunto nulo Γ = ⋃

n ΓΦn , la fórmula se
satisface simultáneamente para todo t y toda Φ en C0(R). Finalmente,
debido al teorema de clases monótonas, fuera de Γ podemos extender
el resultado para todo t y toda función positiva Φ medible.

Notemos en particular que para el movimiento browniano y la función
Φ = 1A el corolario anterior adquiere un significado más intuitivo y deja
claro el por qué de su nombre, ya que

∫ t
0 1A(Bs)ds es exactamente el

tiempo total que el movimiento browniano pasa en el conjunto A.

Cuando se estudia el movimiento browniano, en algún momento se de-
muestra la existencia de una modificación con trayectorias continuas
casi seguramente, esto se prueba haciendo uso del criterio de continui-
dad de Kolmogorov, así que ahora presentamos un resultado análogo
para el tiempo local de una semimartingala continua.

Teorema 1.4. Para toda semimartingala continua X, existe una mo-
dificación del proceso {Lat : a ∈ R, t ∈ R+} tal que el mapeo (a, t)Ï Lat
es continuo en t y cadlag en a c.s. Además, si X = M + V , entonces

Lat − La
−

t = 2
∫ t

0
1{Xs=a} dVs = 2

∫ t

0
1{Xs=a} dXs.

Así, en particular, si X es una martingala local, existe una modifica-
ción bicontinua de la familia La de tiempos locales.

Demostración. De la fórmula de Tanaka

Lat = 2
ñ
(Xt − a)+ − (X0 − a)+ −

∫ t

0
1{Xs>a} dMs −

∫ t

0
1{Xs>a} dVs

ô
.

Usando el criterio de continuidad de Kolmogorov (A.1) con el espacio
de Banach C([0, t],R), probaremos primero que la integral estocástica

M̂a
t =

∫ t

0
1{Xs>a} dMs
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posee una modificación continua. Debido a las desigualdades de Burkholder-
Davis-Gundy (A.2), la fórmula de ocupación y la desigualdad de Hölder
tenemos para k ≥ 1

E
Ç

sup
t
|M̂a

t − M̂b
t |2k
å
≤ CkE

ÇÅ∫ ∞
0

1{a<Xs≤b} d 〈M,M〉s
ãkå

= CkE
(Ç∫ b

a
Lx∞ dx

åk)
= Ck(b − a)kE

(Ç 1
b − a

∫ b

a
Lx∞ dx

åk)
≤ Ck(b − a)kE

Ç 1
b − a

∫ b

a
(Lx∞)k dx

å
.

Debido al teorema de Fubini el último termino es menor o igual a

Ck(b − a)k sup
x

E
Ä
(Lx∞)k

ä
.

Ahora, Lat = 2
î
(Xt − a)+ − (X0 − a)+ −

∫ t
0 1{Xs>a} dXs

ó
, y notemos que

|(Xt − x)+ − (X0 − x)+| ≤ |Xt − X0|, por lo que se siguen las siguien-
tes desigualdades para todo t

|Lxt |k ≤ 22k

|Xt − X0|k +
∣∣∣∣∣
∫ t

0
1{Xs>x} dXs

∣∣∣∣∣
k


≤ 23k

|Xt − X0|k +
∣∣∣∣∣
∫ t

0
1{Xs>x} dMs

∣∣∣∣∣
k

+
∣∣∣∣∣
∫ t

0
1{Xs>x} dVs

∣∣∣∣∣
k


≤ 23k

sup
t
|Xt − X0|k + sup

t

∣∣∣∣∣
∫ t

0
1{Xs>x} dMs

∣∣∣∣∣
k

+
Å∫ ∞

0
|dVs|

ãk ,
llegando a que

|Lx∞|k ≤ 23k

sup
t
|Xt − X0|k + sup

t

∣∣∣∣∣
∫ t

0
1{Xs>x} dMs

∣∣∣∣∣
k

+
Å∫ ∞

0
|dVs|

ãk ,
y de nuevo por las desigualdades de BDG llegamos a que existe una
constante universal dk tal que

E
Ä
|Lxt |k

ä
≤ dkE

Çñ
sup
t
|Xt − X0|k +

Å∫ ∞
0
|dVs|

ãk
+ 〈M,M〉k/2∞

ôå
.
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En el lado derecho de la expresión anterior no hay dependencia de
x, entonces, si el lado derecho fuera finito para alguna k ≥ 1 habría-
mos terminado la prueba, en caso contrario, podemos parar a X en los
tiempos

Tn = ı́nf
®
t : sup

t
|Xt − X0|k +

Å∫ ∞
0
|dVs|

ãk
+ 〈M,M〉k/2∞ ≥ n

´
,

así, la martingala (M̂a)Tn tiene modificación bicontinua, y por un argu-
mento de localización también la tiene M̂a.
Para finalizar la prueba, debemos probar que

V̂a
t =

∫ t

0
1{Xs>a} dVs

es cadlag en a y continua en t conjuntamente. Pero, por el teorema de
convergencia dominada tenemos que

V̂a−
t = ĺım

b↑a

∫ t

0
1{Xs>b} dVs =

∫ t

0
1{Xs≥a} dVs,

de donde se sigue que

Lat − La
−

t = 2
Ä
V̂a−
t − V̂a

t
ä

= 2
∫ t

0
1{Xs=a} dVs.

Analogamente

V̂a+

t = ĺım
b↓a

∫ t

0
1{Xs>b} dVs =

∫ t

0
1{Xs>a} dVs,

por lo que Lat = La+
t .

Finalmente, la fórmula del tiempo de ocupación implica que∫ t

0
1{Xs=a} d 〈M,M〉s =

∫ t

0
1{Xs=a} d 〈X,X〉s = 0

así que
∫ t
0 1{Xs=a} dMs = 0, lo cual termina la prueba.

De ahora en adelante consideraremos la versión del tiempo local ex-
hibida en el teorema anterior. Para esta versión tenemos el siguiente
corolario el cual nos da otra razón para llamar al proceso La tiempo
local.
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Corolario 1.2. Si X es una semimartingala continua, entonces, casi
seguramente

Lat (X) = ĺım
ε↓0

1
ε

∫ t

0
1[a,a+ε)(Xs)d 〈X,X〉s

para todo a y t , y si M es una martingala local continua

Lat (M) = ĺım
ε↓0

1
2ε

∫ t

0
1(a−ε,a+ε)(Ms)d 〈M,M〉s .

Demostración. Si X es una semimartingala continua, de la fórmula de
ocupación se sigue

1
ε

∫ t

0
1[a,a+ε)(Xs) d 〈X,X〉s = 1

ε

∫ a+ε

a
Lat da

= 1
ε

Å∫ a+ε

−∞
Lat da −

∫ a

−∞
Lat da

ã
,

por lo que si definimos F (x) =
∫ x
−∞ Lat da, de la continuidad por la de-

recha de La(X) y debido al teorema fundamental del cálculo se tiene
que

ĺım
ε↓0

F (a + ε)− F (a)
ε = F ′(a) = Lat (X).

Analogamente, si M es martingala local continua y F definida como
arriba, por la bicontinuidad de La(M) llegamos a

ĺım
ε↓0

1
2
F (a + ε)− F (a) + (F (a)− F (a − ε))

ε = F ′(a) = Lat (M).

Notemos que el resultado anterior nos permite observar que el tiempo
local en cero, L0, para el movimiento browniano es adaptado con res-
pecto a la completación de σ (|Bs|, s ≤ t).

Para finalizar la sección y recordando el teorema de Dubins-Schwarz
tenemos el siguiente resultado que lo relaciona con el tiempo local de
una martingala local continua.
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Proposición 1.2. Sea M una martingala local continua tal que M0 = 0
y ĺımt→∞ 〈M,M〉t = ∞ casi seguramente, entonces existe un movi-
miento browniano β = (βt, t ≥ 0) tal que∫ t

0
f (Ms)d 〈M,M〉s =

∫ ∞
−∞

f (a)La〈M,M〉t (β)da,

donde f es una función medible positiva. Además, deducir que casi
seguramente Lat (M) = La〈M,M〉t (β) para todo a y todo t.

Demostración. Ya que f es una función medible y positiva, podemos
usar la fórmula de tiempos de ocupación. Entonces, por un lado tenemos
que ∫ t

0
f (Ms)d 〈M,M〉s =

∫ ∞
−∞

f (a)Lat da,

mientras que por otro lado notemos que M satisface las condiciones
requeridas del teorema de Dubins-Schwarz, por lo existe un m.b. β tal
que Mt = β〈M,M〉t . Debido a lo anterior tenemos que

∫ t

0
f (Ms)d 〈M,M〉s =

∫ t

0
f (β〈M,M〉s)d

¨
β〈M,M〉, β〈M,M〉

∂
s

=
∫ ∞
−∞

f (a)La〈M,M〉t (β)da.

Finalmente, del corolario anterior se sigue que c.s.

Lat (M) = La〈M,M〉t (β) para todo a y todo t.
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1.2. El tiempo local del movimiento browniano.
Hemos estudiado la definición y algunas propiedades del tiempo local
para semimartingalas en un contexto general, así, el objetivo de ésta
sección es profundizar en propiedades particulares del tiempo local en
cero del movimiento browniano estándar, por lo mismo, de aquí en
adelante y para simplificar la notación consideraremos, L0

t (B) = Lt . En
éste sentido veamos las siguientes propiedades.

Proposición 1.3. Sea B el movimiento browniano estándar. Casi se-
guramente, se tiene

L0
t (B2) = 0 para todo t ≥ 0

Demostración. Debido a la fórmula de Itô se sabe que

|B2
t | = B2

t = 2
∫ t

0
Bs dBs + t,

por otro lado, de la fórmula de Tanaka se tiene que

|B2
s| = 2

∫ t

0
sgn(B2

s)Bs dBs +
∫ t

0
sgn(B2

s)ds + Lt(B2),

por lo que al comparar las últimas dos expresiones y observar que para
todo t ∫ t

0
(1− sgn(B2

s))Bs dBs = 0, c.s.

se obtiene finalmente que c.s.

L0
t (B2) = 0 para todo t ≥ 0.

Proposición 1.4. Sea B el movimiento browniano estándar y a ≥ 0.
Entonces se tiene que casi seguramente

Lat (|B|) = Lat (B) + L−at (B) para todo t ≥ 0.

En particular L0(|B|) = 2L0(B).
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Demostración. Recordemos que debido a la fórmula de Tanaka tene-
mos que |B| es una martingala local que se puede escribir como

|Bt| =
∫ t

0
sgn(Bs)dBs + L0

t (B)

y cuya variación está dada por 〈|B|, |B|〉t = t. Entonces, debido a la
aproximación para el tiempo local descrita en el corolario (1.2) tenemos
que

Lat (|B|) = ĺım
ε↓0

1
2ε

∫ t

0
1{a−ε,a+ε}(|Bs|)ds

= ĺım
ε↓0

1
2ε

Ç∫ t

0
1{a−ε,a+ε}(Bs)ds +

∫ t

0
1{a−ε,a+ε}(−Bs)ds

å
= Lat (B) + Lat (−B).

Finalmente notemos que Lat (−B) = L−at (B) ya que 1{a−ε,a+ε}(−Bs) =
1{−a−ε,−a+ε}(Bs), por lo tanto

Lat (|B|) = Lat (B) + L−at (B) para todo t ≥ 0,

y en particular L0(|B|) = 2L0(B).

Resulta natural pensar en la interpretación del resultado anterior, |B| es
un m.b. reflejado en cero y por lo mismo el tiempo local en cero resul-
ta ser dos veces el tiempo local del m.b. estándar en cero, lo anterior
debido a su simetría.

Se ha demostrado que Lat (M) es un proceso bi-continuo cuando M es
una martingala local continua, en particular Lat (B) lo es, también hemos
visto cómo calcular el tiempo local mediante una aproximación, por lo
que ahora nos gustaría poder caracterizar de alguna forma su distri-
bución. Para ello haremos uso del lema de Skorokhod y la fórmula de
Tanaka como se muestra a continuación:

Lema 1.1 (Skorokhod). Sea y una función continua definida en [0,∞)
tal que y(0) ≥ 0. Entonces existe una única pareja (z, a) de funciones
definidas en [0,∞) tal que

i) z = y + a,
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ii) z es positiva,

iii) a es creciente, continua, a0 = 0, y la correspondiente medida
das satisface ∫

R+
1{z(s)>0} das = 0.

Además la función a está dada por

a(t) = sup
0≤s≤t

(−y(s) ∨ 0).

Demostración. Primero observamos que el par (z, a) definido por

a(t) = sup
0≤s≤t

(−y(s) ∨ 0), z = y + a

satisface las tres propiedades del enunciado.
Para probar la unicidad de la pareja (a, z) vemos que si (ã, z̃) es otra
pareja que satisface (i)-(iii), entonces z − z̃ = a − ã es un proceso de
variación acotada y podemos integrar por partes para obtener

0 ≤ (z − z̃)2(t) = 2
∫ t

0
(z − z̃)d(as − ãs),

donde de la propiedad (iii), la última igualdad resulta igual a

−2
∫ t

0
z̃(s)das − 2

∫ t

0
z(s)das

y finalmente por las propiedades (ii) y (iii) se tiene que la expresión
anterior es menor que cero, llegando a una contradicción y por ende
la unicidad buscada.

Ahora estamos en posición de encontrar la ley de L,

Corolario 1.3. El proceso βt =
∫ t
0 sgn(Bs)dBs es un m.b. estándar y

F β
t = F

|B|
t . Además, Lt = sups≤t(−βs).

Demostración. Por como está definido β es claro que es una martingala
local que inicia en cero y su variación está dada por

〈β, β〉t =
∫ t

0
(sgn(Bs)2)ds = t,
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así, debido al teorema de caracterización de Lévy concluimos que β es
un m.b. estándar.
Para la segunda afirmación, de la fórmula de Tanaka

|Bt| = βt + Lt

y del lema (1.1) llegamos a que Lt = sups≤t(−βs), de donde es claro que
Lt y βt son F β

t -medibles y así obtenemos que F
|B|
t ⊂ F β

t . Por otro lado,
del corolario (1.2) sabemos que

Lt = ĺım
ε↓0

1
2ε

∫ t

0
1(−ε,ε)(Bs)ds = ĺım

ε↓0

1
2ε

∫ t

0
1{|Bs|<ε} ds,

de donde se sigue la contención F L
t ⊂ F

|B|
t , y nuevamente por la fór-

mula de Tanaka vemos que βt = |Bt| − Lt . Por lo tanto F β
t ⊂ F

|B|
t y

queda concluida la prueba.

Utilizando los dos resultados anteriores obtenemos el siguiente teorema,
el cual nos provee de un identidad en ley en donde intervienen el m.b.
estándar, su tiempo local en cero, y el proceso de máximos.

Teorema 1.5 (Identidad de Lévy). Los proceso bi-dimensionales (St −
Bt, St) y (|Bt|, Lt) tienen la misma ley, donde St = sups≤t Bs.

Demostración. Por un lado tenemos que debido a la fórmula de Tanaka
|Bt| = βt+Lt mientras que por otro lado reescribiendo, St−Bt = −Bt+St ,
se tiene por el lema (1.1) que la pareja asociada a −B es (S − B, S) y
análogamente, (|B|, Lt) es la pareja asociada a β.
Finalmente, de manera determinista debido al lema de Skorokhod se
tiene que Lt = sups≤t(−β) y ya que −B = β en ley, entonces

Lt
L
= sup

s≤t
Bs = St y

St − Bt
L
= β + Lt = |Bt|,

es decir,
(St − Bt, St)

L
= (|Bt|, Lt).
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Hasta el momento hemos analizado algunas identidades relacionadas
con el tiempo local en cero del movimiento browniano, así como la ley
del mismo, recordemos también que en la sección anterior estudiamos
una forma de aproximar el tiempo local de una martingala local conti-
nua, de esa forma podemos aproximar el tiempo local en cero del m.b.
estándar. El siguiente resultado muestra otra forma de aproximar al
tiempo local, sólo que ésta tiene relación con el número de veces que el
m.b. cruza por debajo de cierto nivel fijo a, para éste fin definimos los
siguientes tiempos de paro y enunciamos el teorema que los relaciona
con la aproximación mencionada.
Para ε > 0 definamos

σε0 = 0, τε0 = ı́nf{t > 0 : Bt = a + ε},

σεn = ı́nf{t > τεn−1 : Bt = a}, τεn{t > σεn : Bt = a + ε}.
Sea

dε(t) = máx{n : σεn ≤ t}
el número de veces que el movimiento browniano cruza del nivel a+ε
al nivel a antes del tiempo t.

Teorema 1.6. Para todo t > 0 y todo a ∈ R,

ĺım
ε→0

2εdε(t) = Lat c.s.

Demostración. Sin perdida de generalidad, consideremos a = 0, y por
simplicidad escribiremos τn y σn en lugar de τεn y σεn respectivamente.
Usando la fórmula de Tanaka tenemos que

B+
t∧τn − B

+
t∧σn =

∫ t∧τn

t∧σn
1{Bs>0} dBs + 1

2(Lt∧τn − Lt∧σn).

Veamos que se satisface la identidad, Lt∧τn − Lt∧σn = Lt∧σn+1 − Lt∧σn . De
la definición de τn y σn se sigue que B no se anula en el intervalo
[τn, σn+1), además Bσn = 0, entonces debido a la fórmula de Tanaka se
tiene la identidad propuesta ya que

|Bσn+1| =
∫ σn+1

0
sgn(Bs)dBs + Lσn+1

=
∫ τn

0
sgn(Bs)dBs + Bσn+1 − Bτn + Lσn+1

= −Lτn + Lσn+1.
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Si ahora definimos Xs(ε) = ∑
n≥1 1[σn,τn)(s)1(0,ε](Bs), debido a la última

identidad llegamos a
∞∑
n=1

(B+
t∧τn − B

+
t∧σn) =

∫ t

0
Xs(ε)dBs + 1

2Lt.

Notemos que en el conjunto {τn ≤ t}, B+
t∧τn − B+

t∧σn = ε, además, si
consideramos a n(t) = ı́nf{n : τn > t} el lado izquierdo de la última
expresión es igual a εdε(t)+u(ε) donde 0 ≤ u(ε) = B+

t −Bσn(t)∧t ≤ ε, por
lo que

εdε(t) ≤
∞∑
n=1

(B+
t∧τn − B

+
t∧σn) ≤ ε(dε(t) + 1),

es decir,
εdε(t) ≤

∫ t

0
Xs(ε)dBs + 1

2Lt ≤ ε(dε(t) + 1).

De la expresión de arriba se deduce que∣∣∣∣∣εdε(t)− 1
2Lt

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ t

0
Xs(ε)dBs

∣∣∣∣∣+ ε.

Sea p ≥ 1, de las desigualdades de BDG (A.2) obtenemos

E
(
sup
t

∣∣∣∣∣
∫ t

0
Xs(ε)dBs

∣∣∣∣∣
p)
≤ CpE

ÇÅ∫ ∞
0
X2
s(ε)ds

ãp/2å
, (1.1)

entonces

E
(
sup
t

∣∣∣∣∣εdε(t)− 1
2Lt

∣∣∣∣∣
p)
≤ CpE

ÇÅ∫ ∞
0
X2
s(ε)ds

ãp/2å
+ ε,

y ya que X(ε) converge de manera acotada al cero, aplicando el teorema
de convergencia dominada llegamos a

ĺım
ε→0

E
(
sup
t

∣∣∣∣∣εdε(t)− 1
2Lt

∣∣∣∣∣
p)

= 0.

Ahora, para ver que la convergencia se satisface c.s. consideremos p = 2
en (1.1) y notemos que X2

s(ε) = Xs(ε) ≤ 1(0,ε](Bs), lo cual implica

E
Ä
X2
s(ε)
ä
≤ P (0 < Bs ≤ ε) ≤

ε√
2πs

.
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Por lo tanto

E
(Ç∫ t

0
Xs(ε)dBs

å2)
≤ C2

∫ t

0

ε√
2πs

ds =
√

2C2
√
tε√

π

y por ende
E
Ä
(2εdε(t)− Lt)2

ä
≤ Kε,

donde K es una constante positiva.
Sea ε = εn = n−4, de la desigualdad de Markov se tiene

P
Ä
|2εndεn(t)− Lt| ≥ n−1ä ≤ K

n2.

Debido a lema de Borel-Cantelli, vemos que |2εndεn(t)− Lt| < n−1 casi
seguramente para todo n suficientemente grande.
Sea ε ∈ [εn+1, εn]. Como ε 7Ï dε(t) es decreciente, tenemos que

2εdε(t) ≥ 2εn+1dεn(t) ≥
εn+1

εn
(Lt − n−1),

y
2εdε(t) ≤ 2εndεn+1(t) ≤

εn
εn+1

(Lt − (n + 1)−1).

Lo cual nos permite concluir que ĺımε→0 2εdε(t) = Lt casi seguramente.

Con el objetivo final, de ésta sección, de probar la ley del arco seno para
el m.b. primero debemos estudiar algunas identidades de conjuntos en
relación con el soporte de le medida dLt , denotado por Σ. Llamamos
(τt) al cambio de tiempo asociado con Ls, es decir

τt = ı́nf{s > 0 : Ls > t},

notemos que τt <∞ c.s. ya que ĺım supt Bt =∞ c.s. por lo que

P (S∞ =∞) = 1

y del teorema (1.5) se sigue que P (L∞ =∞) = 1.

Definamos también el tiempo del primer cero después de t ≥ 0 como

dt = ı́nf{s > t : Bs = 0},
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y sea
O(ω) =

⋃
s≥0

(τs−(ω), τs(ω)).

Los conjuntos (τs−(ω), τs(ω)) son vacíos a menos que el tiempo local L
tenga un tramo constante en el nivel s y este tramo resultaría preci-
samente [τs−(ω), τs(ω)]. Entonces los conjuntos (τs−(ω), τs(ω)) son ajenos
dos a dos y O(ω) es una unión numerable ya que (τt) es un proceso
creciente y por ende tiene a lo más una cantidad numerable de discon-
tinuidades, lo anterior debido a que cada discontinuidad genera inter-
valos abiertos ajenos y por una inyección con los racionales se sigue la
afirmación.

Teorema 1.7. Los siguientes tres conjuntos

i) Z(ω) := {t ≥ 0 : Bt(ω) = 0},

ii) O(ω)c,

iii) el soporte Σ(ω) de la medida dLt(ω)

son iguales para casi toda ω.

Demostración. Sea A = ⋃
i∈J Ai un abierto de R+. Debido a lo discutido

anteriormente, tenemos que un conjunto abierto tiene medida, dLt , igual
a cero si y sólo si L es constante en cada uno de sus componentes (Ai).
Así, el conjunto O(ω) resulta ser el abierto más grande de medida cero,
es decir, O(ω)c = Σ(ω).
De la proposición (1.1) sabemos que Σ(ω) ⊂ Z(ω) c.s. Para probar la
otra contención, observemos primero que Lt > 0 c.s. para todo t > 0
ya que L tiene la misma ley que S y sabemos que c.s. el m.b. es positivo
instantáneamente saliendo del cero, además, de la última afirmación y
la fórmula de Tanaka deducimos que τ0 = 0 c.s. Ahora, ya que dt es un
tiempo de paro y Bdt = 0 la fórmula de Tanaka implica que

|Bdt+u| =
∫ dt+u

0
sgn(Bs)dBs + Ldt+u

=
∫ dt

0
sgn(Bs)dBs +

∫ dt+u

dt
sgn(Bs)dBs + Ldt+u

=
∫ dt+u

dt
sgn(Bs)dBs + Ldt+u − Ldt ,
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y al aplicar un cambio de variable, la última expresión nos dice que
Ldt+s − Ldt , s ≥ 0, es el tiempo local en cero del m.b. Bdt+s, s ≥ 0, y por
lo tanto Ldt+s−Ldt > 0 c.s. para todo s > 0. Así llegamos a que para todo
t fijo, el punto dt(ω) esta en Σ(ω) para casi todo ω y, en consecuencia,
para casi todo ω el punto dr(ω) está en Σ(ω) para todo r ∈ Q+.
Sea s ∈ Z(ω) e I un intervalo abierto tal que s ∈ I . Sabemos que Z(ω) es
cerrado con interior vacío, entonces, ya que Z(ω) tiene interior vacío,
existe x < s en I tal que x no está en Z(ω), ahora, como Z(ω)c es abierto
existe una bola centrada, V , en x con radio r tal que Vr(x) ⊂ Z(ω)c, por
lo que existe q ∈ Q+∩I∩Vr(x) y por lo tanto q /∈ Z(ω). Así dq ≤ s y como
el razonamiento anterior es válido para todo intervalo abierto I , existe
una sucesión (qn)n≥1 ⊆ Q+ tal que dqn ≤ s y dqn Ï s, n→∞, recordando
que por definición Σ(ω) es cerrado, concluimos que s ∈ Σ(ω) y queda
finalizada la demostración.

Derivado del teorema anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.4. Casi seguramente, para todo t ∈ Z tenemos que t = τs
ó t = τs− .

Demostración. Sea t ∈ Z(ω) \ {0}. Sólo existen dos posibilidades; si
Lt+ε − Lt > 0 para todo ε, entonces t sería un punto de crecimiento,
es decir, t = ı́nf{u : Lu > Lt} y por lo tanto t = τs donde s := Lt .
La segunda posibilidad es el caso en el cual L es constante en algún
intervalo [t, t + ε], por lo que Lt > Lt−γ para todo γ > 0, lo que implica
que t = ı́nf{u : Lu ≥ Lt}, es decir, t = τs− donde s = Lt .

Definamos ahora los siguientes elementos para un m.b. estándar,

A+
t =

∫ t

0
1{Bs>0} ds, A−t =

∫ t

0
1{Bs<0} ds

y a sus respectivos cambios de tiempo,

α+
t = ı́nf{s ≥ 0 : A+

s > t}, α−t = ı́nf{s ≥ 0 : A−s > t}.

Proposición 1.5. Sea B un m.b. estándar, A+, A−, α+ y α− definidos
como arriba. Entonces existen dos m.b. independientes β+ y β− tales
que 1

2Lα+
t

= sups≤t(−β+
s ) y 1

2Lα−t = sups≤t(β−s ).
Además, (B+

α+
t
, t ≥ 0) y (B−α−t , t ≥ 0) son dos m.b. reflejados indepen-

dientes.
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Demostración. Notemos que A+ y A− son respectivamente la variación
de las martingalas locales

M+
t =

∫ t

0
1{Bs>0} dBs, M−

t = M+
t =

∫ t

0
1{Bs>0} dBs,

de donde se sigue que 〈M+,M−〉 = 0, además, tanto M+ como M−

inician en cero c.s. y M+,−
∞ =∞, por lo que debido al teorema de Knight

existen dos m.b. independientes β+, β− tales que β+
t = M+

α+
t

y β−t = M+
α−t

y así, por la definición del tiempo local L de B tenemos que

B+
α+
t

= β+
t + 1

2Lα
+
t
, B−α−t = −β−t + 1

2Lα
−
t
,

es decir, (B+
α+
t
, t ≥ 0) y (B−α−t , t ≥ 0) son dos m.b. reflejados independien-

tes ya que, respectivamente, son función de β+ y β−.

Finalmente del lema (1.1), de manera determinista llegamos a que

1
2Lα

+
t

= sup
s≤t

(−β+
s ),

reescribiendo y por la simetría de β tenemos que

B+
α+
t

= β+
t + 1

2Lα
+
t

= −(−β+
t ) + sup

s≤t
(−β+

s )

L
= −Bt + St.

Por lo tanto debido al teorema (1.5) concluimos que (B+
α+ , 1

2Lα+) tiene la
misma ley que (|B|, L). Análogamente tenemos que

1
2Lα

−
t

= sup
s≤t

(β−s )

y que (B−α− , 1
2Lα−) tiene la misma ley que (|B|, L).

Recordemos que una variable aleatoria X tiene la ley del arco seno si
su densidad tiene la forma

P (X ∈ dx) = 1
π
»
x(1− x)

1(0,1)(x),
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más aún, la v.a. X es equivalente en ley a las siguientes transformaciones
de variables aleatorias normales así como de una uniforme

X
L
= N2

N2 + ‹N2

L
=

1
N2

1
N2 + 1

Ñ2

L
= cos2(θ),

con N, ‹N variables con distribución normal estándar y θ variable uni-
forme en el intervalo [0, 2π].

Antes de enunciar el resultado concerniente a la ley del arco seno aso-
ciada al m.b. revisemos un resultado relacionado con las leyes del pri-
mer instante en el que el m.b. toca el nivel uno así como la del tiempo
del último cero del m.b. antes de que ocurra una unidad de tiempo.

Proposición 1.6. Sea T1 = ı́nf{s > 0 : Bs = 1}, entonces T1 es igual en
ley a 1/N2, con N una v.a. normal estándar. Además, g1 = sup{t < 1 :
Bt = 0} tiene la ley del arco seno.

Demostración. Por la propiedad de scaling del m.b. se sigue que St
L
=√

tS1, recordando la igualdad de conjuntos {Ta > t} = {St < a}, a ≥ 0
y el principio de reflexión vemos que

P (T1 > t) = P
Ä
S1 < t−1/2ä = P

(
|B1| < tt−1/2)

de donde se sigue el resultado.
Recordemos que dt = ı́nf{s > t : Bs = 0}, es decir, dt es tiempo aleatorio
del primer cero del m.b. después del tiempo t y notemos que {g1 <
s} = {ds > 1}. También consideremos al m.b. estándar definido por“Bt = Bt+s−Bs, t ≥ 0 y s < 0 fijo y observemos que mediante un cambio
de variable llegamos a

ds
L
= s + ı́nf{r > 0 : “Br = −Bs} = s + “T−Bs .

Nuevamente por la propiedad de scaling, ahora aplicada a “T , vemos que“T−Bs L= B2
s
“T1, ésto junto con los hechos T1

L
= “T1 y la independencia entre“Bt con Br para todo r ≤ s y t ≥ 0 nos lleva a la siguiente cadena de
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igualdades

P (g1 < s) = P (ds > 1)
= P

(
s + B2

s
“T1 > 1

)
= P

Ç1− s
B2
s

< “T1

å
= P

Ç1− s
sN2 < 1“N2

å
,

de donde se sigue que

P (g1 < s) = P

Ñ
1
N2

1
N2 + 1

N̂2

< s
é
,

con N, “N v.a. independiente normales estándar, es decir g1 tiene la ley
del arco seno.

Teorema 1.8. La ley de A+
1 es la ley arco seno en [0, 1], donde

A+
t =

∫ t

0
1{Bs>0} ds, t ≥ 0.

Demostración. Para t > 0 fijo, veamos que A−α+
t

= A−τLα+
t

. Notemos que
τLs ≥ s ya que L es un proceso creciente, es decir, para todo r ≤ s
Lr ≤ Ls, así, para r tal que Lr > Ls te tiene que r > s y por definición de
ínfimo se tiene que τLs ≥ s. Ahora, si τLs = s resulta que s es un punto
de crecimiento ya que para todo r > s, Lr > Ls, además, claramente
la igualdad es válida para s = α+

t . Si τLs > s entonces Ls+ε = Ls para
ε = τLs − s > 0. En este caso el m.b. no se anula en (s, τLs), ésto debi-
do a que para todo r ∈ (s, τLs), Lr es constante , es decir (s, τLs) * Σ = Z.

Veamos el caso s = α+
t , si τLα+

t
> α+

t entonces B no se anula en (α+
t , τLα+

t
).

Supongamos que Br < 0 para todo r ∈ (α+
t , τLα+

t
), entonces A+

r es
constante, digamos c, para todo r ∈ [α+

t , τLα+
t
) y existe una sucesión

(rn)n≥1 ⊆ (α+
t , τLα+

t
) tal que rn Ï α+

t , y A+
rn = c para todo n ≥ 1, por

la continuidad de A+ y la definición de α+ tenemos que c = A+
α+
t
> t ,

finalmente, de nuevo por la continuidad de A+ sabemos que existe una
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vecindad alrededor de α+
t para la cual A+

r > t para todo r en la vecindad
lo cual, por la definición de α+ nos llevaría a que α+

t ≤ α+
t − ε, por lo

tanto B ≥ 0 en [α+
t , τLα+

t
) y A− se mantiene constante en dicho intervalo,

es decir A−α+
t

= A−τLα+
t

.

Recordemos que de la proposición (1.5) existen dos m.b. independientes
β+ y β− tales que

Lα+
t

= 2 sup
s≤t

(−β+
s ), Lα−t = 2 sup

s≤t
β−s ,

y ya que A− es el inverso generalizo de α− se sigue, haciendo uso de la
igualdad de conjuntos {τs < a} = {La > s}, que

A−τs = ı́nf{u : α−u > τs} = ı́nf{u : Lα−u > s}
= ı́nf{u : 2 sup

v≤u
β−v > s}.

Esto implica que

A−α+
t

= A−τLα+
t

= ı́nf{u : sup
v≤u

β−v > sup
s≤t

(−β+
s )}.

Recordemos también que de la simetría de β+, la ley del sups≤t(−β+
s )

es idéntica a la de
√
t|N| con N una v.a. normal estándar y que de la

proposición (1.6) para cada a > 0,

ı́nf
®
u : sup

v≤u
β−v > a

´
L
= a2

N2 .

La última observación da como resultado que

A−α+
t

L
= t
“N2

N2 ,

donde “N es una copia independiente de N .

Ahora, como
∫∞
0 1{Bs=0} ds = 0 tenemos que u = A+

u + A−u , por lo que



24 CAPÍTULO 1. TIEMPO LOCAL PARA SEMIMARTINGALAS.

α+
t = t + A−α+

t
. Así, finalmente obtenemos

P (A+
1 > t) = P (α+

t < 1)
= P

(
t + A−α+

t
< 1

)
= P

Ñ
t + t

“N2

N2 < 1
é

= P
(

N2

N2 + “N2
> t

)
,

es decir, A+
1 tiene la ley arco seno en [0, 1].

De manera intuitiva podemos interpretar el resultado anterior en el
sentido de que a pesar que el m.b. es recurrente y regresa al cero una
infinidad numerable de veces, lo mas probable es que en un momento
dado, habrá pasado mucho más tiempo de un lado del cero que del otro.

Para finalizar ésta sección enunciaremos algunos resultados sobre ab-
soluta continuidad con el fin de hacer uso de ellos en la prueba de la
segunda ley del arco seno, otro elemento importante para la demostra-
ción es el uso de la técnica del cambio de tiempo aleatorio del m.b.

Sea (At, t ≥ 0) un proceso creciente tal que la pareja ((Bt, At), t ≥ 0)
satisface la siguiente propiedad de scaling : Existe r ∈ R tal que para
cada c > 0

((Bct, Act),≥ t)
L
= ((
√
cBt, cr+1At), t ≥ 0).

Sea αt = ı́nf{s : As > t} y consideremos la medida µA,F sobre R+
definida como

Iφ :=
∫ ∞

0
φ(t)µA,F (dt) = E

Å∫ ∞
0
F (t−1/2But ; 0 ≤ u ≤ 1)φ(t)dAt

ã
,

donde F es una funcional definida en C([0, 1],R) y φ : R+ Ï R una
función medible.
De forma equivalente

µA,F (dt) = E
Ä
F (t−1/2But ; 0 ≤ u ≤ 1)dAt

ä
.
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Teorema 1.9. La medida µA,F satisface
µA,F (dt) = CA,Ftrdt,

donde
CA,F = E

Çr + 1
αr+1

1
F (α−1/2

1 Buα1 ; 0 ≤ u ≤ 1)
å
.

Demostración. Consideremos el cambio de variable t = αs entonces se
tiene que dAt = dAαs = ds, además, de la propiedad de scaling vemos
que Au = ur+1A1 y aplicando el cambio de variable t = (1/u)1/(r+1)s a αu
llegamos a

αu = ı́nf{s > 0 : As > u}
L
= ı́nf{s > 0 : 1

uAs > 1}

= ı́nf{s > 0 : A(1/u)1/(1+r)s > 1}
= u1/(1+r)α1.

Así, de las observaciones anteriores llegamos a

Iφ = E
Å∫ ∞

0
F (s−

1
(r+1)2α−1/2

1 Bus1/(1+r)α1 ; 0 ≤ u ≤ 1)φ(s1/(r+1)α1)ds
ã
,

y nuevamente por la propiedad de scaling y aplicando el cambio de
variable t = s1/(r+1)α1 la última expresión es igual a

E
Ç∫ ∞

0
(r + 1)tr φ(t)

αr+1
1

F (α−1/2
1 Buα1 ; 0 ≤ u ≤ 1)dt

å
=

=
∫ ∞

0
trφ(t)E

Çr + 1
αr+1

1
F (α−1/2

1 Buα1 ; 0 ≤ u ≤ 1)
å
dt.

por lo tanto

µA,F (dt) = trE
Çr + 1
αr+1

1
F (α−1/2

1 Buα1 ; 0 ≤ u ≤ 1)
å
dt.

Corolario 1.5. Sean r ∈ R, c > 0 y At =
∫ t
0 θs ds, donde el proceso

θ = (θt, t ≥ 0) satisface

((Bct, θct), t ≥ 0)
L
= ((
√
cBt, crθt), t ≥ 0),

entonces

E (θ1F (Bv ; 0 ≤ v ≤ 1)) = E
Çr + 1
αr+1

1
F (α−1/2Buα1 ; 0 ≤ u ≤ 1)

å
.
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Demostración. De la definición de At tenemos que dAt = θtdt , así, de
la definición de µA,F y la propiedad de scaling llegamos por un lado a

µA,F (dt) = trE (θ1F (Bv ; 0 ≤ v ≤ 1)) ,

mientras que por el teorema anterior obtenemos

µA,F (dt) = trE
Çr + 1
αr+1

1
F (α−1/2

1 Buα1 ; 0 ≤ u ≤ 1)
å
dt,

de donde se sigue el resultado.

Si aplicamos éste corolario a la funcional A+ obtenemos

E
Ä
1{B1>0}F (Bv ; 0 ≤ v ≤ 1)

ä
= E

Ç 1
α+

1
F
Ä
(α+

1 )−1/2Buα+
1
; 0 ≤ u ≤ 1

äå
. (1.2)

Corolario 1.6. Si consideramos At = Lt , entonces

µA,F (dt) = E (F (Bu;u ≤ 1)|B1 = 0) dt√
2πt

.

Demostración. Tenemos que, por un lado

µA,F (dt) = E
Ç
dLt F

Ç 1√
t
But ;u ≤ 1

åå
= E

Ç
dLt E

Ç
F
Ç 1√

t
But ;u ≤ 1

å
|Bt = 0

åå
= E (F (Bu;u ≤ 1)|B1 = 0)E (dLt) .

Mientras que por otro

E (dLt) = dtE (Lt) = dtE (|Bt|) = d√tE (|B1|) =
 

2
π
dt

2
√
t
,

de donde se concluye la demostración.

Teorema 1.10. Sea T un tiempo aleatorio y

ZT = 1
T (A+

T , A−T , (LT)2).
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La tripleta ZT tiene la misma ley en los siguientes tres casos:

i) T = t, ii) T = α+
s , iii) T = τu.

En particular,
A+
T
T

L
=
A+
τu
τu

L
=

A+
τu

A+
τu + A−τu

,

y la ley común de estás tres v.a. es la ley del arco seno en [0, 1].

Demostración. Iniciamos con la demostración de que (i) y (ii) tiene la
misma ley, así, del teorema (1.8) recordamos que

A−α+
t

= A−τLα+
t

= ı́nf{u : sup
v≤u

β−v > sup
s≤t

(−β+
s )},

donde β+ y β− son dos movimiento brownianos independientes.
Poniendo γ = sups≤t(−β+

s ), para simplificar la notación, tenemos que
de la independencia entre β+ y β−, la propiedad de scaling y de nuevo
teorema (1.8)

A−τLα+
t

L
= ı́nf

®
u : 2 supv≤u β−v

2γ > 1
´

= ı́nf
®
u : 2 sup

v≤u
β−v

4γ2
> 1
´

= 4γ2 ı́nf{w : 2 sup
r≤w

β−r > 1},

es decir,

A−τLα+
t

L
= (2 sup

s≤t
(−β+

s ))2 ı́nf
®
w : 2 sup

r≤w
β−r > 1

´
= (Lα+

t
)2A−τ1 .

Por otro lado, recordemos que α+
1 = A+

α+
1

+ A−α+
1

= 1 + A−α+
1

y por un
cambio de tiempo aleatorioÄ

(Lα+
u )2 < t

ä
= (α+

u < τ√t) = (A+
τ√t

> u).

Esto nos permite obtener la siguiente identidades en ley,
(
A−α+

1
, (Lα+

1
)2, α+

1

) L
=
Ä
(Lα+

1
)2A−τ1 , (Lα+

1
)2, 1 + (Lα+

1
)2A−τ1

ä
(1.3)
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y observemos que debido a la propiedad de scaling de L y del m.b. B
se tiene lo siguiente

τ√t
L
= tτ1 y A+

tτ1

L
= tA+

τ1,

de donde deducimos que
(
A+
τ√t

> u
)

=
Ä
u/A+

τ1 < t
ä
, es decir,

Ä
(Lα+

u )2 < t
ä

=
(u/A+

τ1 < t) y por lo tanto (1.3) tiene la misma ley que(
A−τ1

A+
τ1

, 1
A+
τ1

, 1 +
A−τ1

A+
τ1

)
=
(
A−τ1

A+
τ1

, 1
A+
τ1

, τ1

A+
τ1

)
, es decir,

(
A−α+

1
, (Lα+

1
)2, α+

1

) L
=
(
A−τ1

A+
τ1

, 1
A+
τ1

, τ1

A+
τ1

)
y concluimos que

1
α+

1

(
A−α+

1
, (Lα+

1
)2
) L

= 1
τ1

Ä
A−τ1, (Lτ1)2

ä
.

El resultado se sigue para α+
s y τu ya que se puede aplicar la propiedad

de scaling de forma independiente a A+, A−, α+
1 y τ1.

Para probar que (i) y (iii) tienen la misma ley, vamos a utilizar el resul-
tado de absoluta continuidad (1.2),

E
Ä
1{B1>0}f

Ä
A+

1 , A−1 , (L1)2
ää

= E
(

1
α+

1
f
(A+

α+
1

α+
1
,
A−α+

1

α+
1
,
(Lα+

1
)2

α+
1

))

= E
(
A+
τ1

τ1
f
(
A+
τ1

τ1
,
A−τ1

τ1
, (Lτ1)2
τ1

))
.

Debido a la simetría vemos que

E
Ä
1{B1<0}f

Ä
A+

1 , A−1 , (L1)2
ää

= E
(
A−τ1

τ1
f
(
A+
τ1

τ1
,
A−τ1

τ1
, (Lτ1)2
τ1

))
.

Por lo que sumando las dos expresiones anteriores, llegamos a

E
Ä
f
Ä
A+

1 , A−1 , (L1)2
ää

= E
(
f
(
A+
τ1

τ1
,
A−τ1

τ1
, (Lτ1)2
τ1

))
,

y nuevamente por la propiedad de scaling se sigue el resultado.



Capítulo 2

Procesos de Bessel

2.1. Ecuaciones diferenciales estocásticas
Antes de iniciar con el estudio de los procesos de Bessel se llevará
a cabo un breve análisis de algunas características de las ecuaciones
diferenciales estocásticas (EDE) relacionadas con el proceso de tiempo
local. De manera general se tiene la siguiente definición

Definición 2.1. Dadas dos funciones predecibles σ y b con valores en
el espacio de la matrices de d × r y de los vectores d-dimensionales,
una solución de la ecuación diferencial estocástica e(σ, b) es el par
(X,B) de procesos adaptados definidos en un espacio de probabilidad
(Ω,Ft,P) y tal que

i) B es un (Ft)-movimiento browniano en Rr ;

ii) para i = 1, 2, . . . , d,

Xi
t = Xi

0 +
∑
j

∫ t

0
σij(s,Xs)dBj

s +
∫ t

0
bi(s,Xs)ds.

Además, se usara la notación ex(σ, b) si se impone la condición X0 = x
c.s. sobre la solución.

Ahora enunciaremos algunas definiciones de unicidad para las solucio-
nes de una EDE así como tres resultados para los que se omitirá su
demostración (véase [8]).

29
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Definición 2.2. 1o) Existe unicidad trayectorial para e(σ, b) si siem-
pre que (X,B) y (X′, B′) sean dos soluciones definidas en el mismo
espacio de probabilidad filtrado con B = B′ y X0 = X′0 c.s., implica
que X y X′ sean indistinguibles.
2o) Existe unicidad en ley para e(σ, b) si siempre que (X,B) y (X′, B′)
sean dos soluciones con la posibilidad de que B y B′ sean m.b. distin-
tos y X0

(L)
= X′0 , implica que las leyes de X y X′ son iguales. En otras

palabra, X y X′ son dos versiones del mismo proceso.

Proposición 2.1. Existe unicidad en ley si, para todo x ∈ Rd, siempre
que (X,B) y (X′, B′) sean dos soluciones tales que X0 = x y X′0 = x c.s.,
implica que las leyes de X y X′ son iguales.

Definición 2.3. Una solución de e(σ, b) en (Ω,F ,Ft,P) se dice que es
una solución fuerte si X es adaptado a la filtración (FB

t ), es decir,
la filtración de B completada con respecto a P. En este sentido, una
solución que no es fuerte se dirá que es una solución débil.

El siguiente teorema se debe a Yamada y Watanabe

Teorema 2.1. Si la unicidad trayectorial se satisface para e(σ, b),
entonces

i) la unicidad en ley se satisface para e(σ, b);

ii) toda solución a ex(σ, b) es fuerte.

Proposición 2.2. Si σ es una función real tal que |σ | ≥ ε > 0 y b es
una función acotada en R+×R, se tiene existencia y unicidad en ley
para la EDE e(σ, b).

En lo que resta de la sección se presentarán resultados que hasta cierto
punto permitirán obtener el recíproco del teorema (2.1), es decir, cuán-
do la unicidad en ley y qué condiciones adicionales permiten obtener la
unicidad trayectorial de las soluciones. Ya que se trabajará con el pro-
ceso del tiempo local , nos mantendremos en dimensión 1.

A partir de este momento se estudiará la ecuación e(σ, b) donde σ es
una función localmente acotada en R+×R y se consideran pares de so-
luciones a esta ecuación definidas en el mismo espacio y con respecto
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al mismo m.b. Recordemos que toda solución X es una semimartingala
continua y que denotamos por L(X) a la versión continua por la derecha
del tiempo local en cero de X.

El objetivo es finalizar esta sección enunciando un teorema que nos
diga bajo qué condiciones es posible comparar la posibles soluciones
de e(σ, b), para ello haremos uso de los siguiente resultados:

Proposición 2.3. Si X1 y X2 son dos soluciones de e(σ, b) tales que
X1

0 = X2
0 c.s., entonces X1∨X2 es una solución si y sólo si L(X1−X2) = 0.

Demostración. De la fórmula de Tanaka se tiene,

X1
t ∨ X2

t = X1
t + (X2

t − X1
t )+

= X1
t +

∫ t

0
1{X2

s>X1
s} d(X2 − X1)s + 1

2Lt(X
2 − X1),

Reemplazando Xi, i = 1, 2 por Xi
0 +

∫ ·
0 σ (s,Xs)dBs +

∫ ·
0 b(s,Xs)ds, aña-

diendo los siguientes ceros
∫ t

0
1{X2

s≤X1
s}σ (s,X2

s ∨ X1
s)dBs −

∫ t

0
1{X2

s≤X1
s}σ (s,X1

s)dBs,

∫ t

0
1{X2

s≤X1
s}b(s,X2

s ∨ X1
s)ds −

∫ t

0
1{X2

s≤X1
s}b(s,X1

s)ds,

y recordando que X1
0 = X2

0 c.s., obtenemos

X1
t ∨ X2

t = (X1
0 ∨ X2

0) +
∫ t

0
σ (s,X2

s ∨ X1
s)dBs +

∫ t

0
b(s,X2

s ∨ X1
s)ds

+ 1
2Lt(X

2 − X1),

de donde se sigue el resultado.

La siguiente proposición es clave para el desarrollo de la sección:

Proposición 2.4. Si la unicidad en ley se satisface para e(σ, b) y si
L(X1 − X2) = 0 para todo par de soluciones, (X1, X2), tal que X1

0 = X2
0

c.s., entonces la unicidad trayectorial se satisface para e(σ, b).
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Demostración. Consideremos a (X1, X2) soluciones de e(σ, b) tales que
L(X1 − X2) = 0 y X1

0 = X2
0 c.s., entonces, de la proposición anterior

sabemos que X1 ∨X2 es solución, así, X1 y X1 ∨X2 son soluciones tales
que X1

0
(L)
= X1

0 ∨X2
0 . De la última afirmación y dado que se tiene unicidad

en ley se sigue que X1 tiene la misma ley que X1 ∨X2, lo cual ocurre si
y sólo si X1 = X1 ∨ X2 c.s.

Los criterios anteriores involucran la condición de que el tiempo local
en cero de la diferencia de dos soluciones sea idénticamente cero, por lo
que de manera natural surge la necesidad de tener condiciones que nos
digan cuándo esto ocurre. En lo sucesivo, ρ será una función boreliana
de (0,∞) en si mismo, no decreciente, y tal que

∫
0+ da/ρ(a) = +∞.

Lema 2.1. Si X es una semimartingala continua tal que, para algún
ε > 0 y todo t

At =
∫ t

0
1{0<Xs≤ε}ρ(Xs)−1 d 〈X,X〉s <∞ c.s.,

entonces L(X) = 0.

Demostración. Consideremos t > 0 fijo; por la fórmula de ocupación
se tiene que

At =
∫ ε

0
ρ(a)−1Lat (X)da.

Si L0(X) no fuera idénticamente cero c.s. se tendría que

Lat (X) Ï
a↓0

L0
t (X) = K,

con K una v.a. positiva, por lo que existiría un conjunto C ∈ F tal que
P(C) > 0 y tal que para todo ω ∈ C, L0(X)(ω) Ï

a↓0
Kω.

Así, dado ω ∈ C, ε > 0 del enunciado y η = Kω/2 > 0, para 0 < a < δ < ε
se tiene que Kω − η < Lat (X)(ω) < Kω + η, por lo que

At(ω) =
∫ δ

0+

Lat (X)(ω)
ρ(a) da +

∫ ε

δ

Lat (X)(ω)
ρ(a) da

≥ (Kω − η)
∫ δ

0+

da
ρ(a) da +

∫ ε

δ

Lat (X)(ω)
ρ(a) da =∞,

es decir, At =∞ con probabilidad positiva, lo que es una contradicción.
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Corolario 2.1. Sea bi, i = 1, 2 dos funciones borelianas; si

|σ (s, x)− σ (s, y)|2 ≤ ρ(|x − y|)

para todo s, x, y y si Xi, i = 1, 2, son soluciones a e(σ, bi) con respecto
al mismo m.b., entonces L(X1 − X2) = 0.

Demostración. Como X1 y X2 son soluciones de e(σ, b) con respecto
al mismo m.b. se tiene que

X1
t − X2

t = X1
0 − X2

0 +
∫ t

0
(σ (s,X1

s)− σ (s,X2
s))dBs

+
∫ t

0
(b(s,X1

s)− b(s,X2
s))ds,

lo cual implica que¨
X1 − X2, X1 − X2∂

t =
∫ t

0
(σ (s,X1

s)− σ (s,X2
s))2 ds.

Entonces,∫ t

0
ρ(X1

s − X2
s)−11{X1

s>X2
s} d
¨
X1 − X2, X1 − X2∂

s

=
∫ t

0
ρ(X1

s − X2
s)−1(σ (s,X1

s)− σ (s,X2
s))21{X1

s>X2
s}ds ≤ t.

Debido a los criterios anteriores para determinar si el tiempo local en
cero de la diferencia de dos soluciones es 0, y a la proposición 2.4,
nos encontramos con la posibilidad de enunciar un resultado recíproco
parcial al teorema (2.1).

Teorema 2.2. La unicidad trayectorial se satisface para e(σ, b) en
cada uno de los siguientes casos:

i) |σ (x)− σ (y)|2 ≤ ρ(|x − y|), |σ | ≥ ε > 0 y b y σ son acotadas.

ii) |σ (x, s)− σ (y, s)|2 ≤ ρ(|x − y|) y b es Lipschitz continua, es decir,
para todo compacto H y cada t existe una constante Kt , tal que
para todo x, y en H y s ≤ t

|b(s, x)− b(s, y)| ≤ Kt|x − y|;
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iii) |σ (x) − σ (y)|2 ≤ |f (x) − f (y)| donde f es creciente y acotada, σ ≥
ε > 0 y b es acotada.

Demostración. i) Por la proposición 2.2, ya que |σ | ≥ ε > 0 y que b es
acotada, la unicidad en ley se satisface para e(σ, b), así, el resultado se
sigue de la proposición 2.4 a través del corolario 2.1.

ii) Sean X1 y X2 dos soluciones con respecto al mismo m.b. y tales que
X1

0 = X2
0 c.s. Debido al último corolario y a la fórmula de Tanaka se

tiene que L(X1 − X2) = 0, por lo que

|X1
t − X2

t | =
∫ t

0
sgn

Ä
X1
s − X2

s
ä
d(X1

s − X2
s)

Ahora, para n ∈ N, i = 1, 2, consideremos los siguientes tiempos de
paro

T i
n = ı́nf{t > 0 : Xi

t ≥ n} y Tn = mı́n{T1
n, T2

n},
es claro que Tn converge a ∞ y si definimos Y i = (Xi)Tn , para n fijo se
tiene que

σ (0, X0)− ρ(n + |X0|)1/2 ≤ σ (s, Ys) ≤ σ (0, X0) + ρ(n + |X0|)1/2,

es decir, σ (s, Y i
s) es acotada. También, de la Lipschitz continuidad sabe-

mos
|b(s, Y 1

s )− b(s, Y 2
s )| ≤ Ct|Y 1

s − Y 2
s |

para s ≤ t y alguna constante Ct . De las últimas dos observaciones
llegamos a que

|Y 1
t − Y 2

t | −
∫ t

0
sgn

Ä
Y 1
s − Y 2

s
ä Ä
b(s, Y 1

s )− b(s, Y 2
s )
ä
ds

es una martingala local acotada que se desvanece en 0 y por ende una
martingala, así de la última expresión y de la Lipschitz continuidad de
b se sigue que

E
Ä
|Y 1

t − Y 2
t |
ä
≤ Ct

∫ t

0
E
Ä
|Y 1

s − Y 2
s |
ä
ds.

Utilizando el lema de Gronwall concluimos que Y 1
t = Y 2

t c.s. para todo
t , por lo que la prueba de (ii) se concluye utilizando un argumento de
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continuidad y de localización.

iii) Debido a la condición |σ | ≥ ε > 0 y a que b es acotada, la proposición
2.2 nuevamente implica la unicidad en ley para e(σ, b). Se probará el
enunciado al aplicar el corolario 2.1 con ρ(x) = x, y la proposición 2.4.
Con este objetivo tomemos δ > 0 y nuevamente consideremos, X1 y
X2, dos soluciones de e(σ, b) con respecto al mismo m.b. y tales que
X1

0 = X2
0 c.s. Entonces,¨

X1 − X2, X1 − X2∂
t =

∫ t

0
(σ (s,X1)− σ (s,X2))2 ds,

por lo que

E
Ç∫ t

0
(X1

s − X2
s)−11{X1

s−X2
s>δ} d

¨
X1 − X2, X1 − X2∂

s

å
≤ E

Ç∫ t

0

Ä
f (X1

s)− f (X2
s)
ä
(X1

s − X2
s)−11{X1

s−X2
s>δ} ds

å
def
= K(f )t.

Ahora escojamos una sucesión, {fn}, de funciones uniformemente aco-
tadas, crecientes y en C1 tal que ĺımn fn(x) = f (x) para todo x que no
sea punto de discontinuidad para f . El conjunto D de puntos de discon-
tinuidad para f es numerable; por la fórmula de tiempos de ocupación,
el conjunto de tiempos s tales que X1

s o X2
s pertenecen a D tiene c.s.

medida de Lebesgue cero, y por ende

ĺım
n

Ä
fn(X1

s)− fn(X2
s)
ä

= f (X1
s)− f (X2

s)

para casi todo s ≤ t. Se sigue que K(f )t = ĺımnK(fn)t .
Para u ∈ [0, 1], definimos Zu = X2 + u(X1 − X2), entonces

〈Zu, Zu〉t =
∫ t

0

Ä
σ (s,X2

s) + u
Ä
σ (X1

s)− σ (X2
s)
ää2 ds

y por lo tanto

K(fn)t = E
Ç∫ t

0

Ç∫ 1

0
f ′n(Zu

s )du
å
1{X1

s−X2
s>δ} ds

å
≤
∫ 1

0
E
Ç∫ t

0
f ′n(Zu

s )ds
å
du

≤ 1
ε2

∫ 1

0
E
Å∫

R
f ′n(a)Lat (Zu)da

ã
du,

(2.1)
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donde la última desigualdad se debe al uso de la fórmula de tiempos de
ocupación en Zu y a que σu = σ (X2

s) + u(σ (X1
s) − σ (X2

s)) ≥ ε. Además,
para alguna constante M , |σu| + |bu| ≤ M , así, debido a la fórmula de
Tanaka

Lat (Zu) = |Zu
t − a| − |Zu

0 − a| −
∫ t

0
sgn (Zu

s − a) dZu
s ,

entonces, ya que
∫ t
0 sgn (Zu

s − a) σu(Zu
s )dBs es martingala y por la de-

sigualdad de BDG tenemos

E (Lat (Zu)) = E (|Zu
t − a| − |Zu

0 − a|)−
∫ t

0
E (sgn (Zu

s − a)bu(Zu
s ))ds

≤ E (|Zu
t − Zu

0 |) +Mt

≤ E
Ç∣∣∣∣∣∫ t

0
σu(Zu

s )dBs
∣∣∣∣∣
å

+ 2Mt

≤ cE
(Ç∫ t

0
(σu(Zu

s ))2 ds
å1/2)

+ 2Mt (BDG)

≤ cM
√
t + 2Mt,

lo cual implica que

Ct = sup
a,u

E (Lat (Zu)) <∞.

Esta última implicación junto con la ecuación (2.1) nos permite concluir
que

K(fn)t ≤ ε−2C sup
n
‖fn‖,

es decir, K(f )t está acotada por una constante independiente de δ, en-
tonces, haciendo δ tender a cero vemos que se satisfacen las hipótesis
del lema 2.1 para ρ(x) = x, lo cual completa la demostración.

Finalizaremos la sección con un teorema de comparación para solucio-
nes de EDE. Asumiremos que (σ (s, x) − σ (s, y))2 ≤ ρ(|x − y|) o que σ
satisface las hipótesis del inciso (iii) del teorema (2.2).

Teorema 2.3 (Teorema de Comparación). Sean bi, i = 1, 2, dos funcio-
nes borelianas acotadas tales que b1(x) ≥ b2(x) para todo x y tales
que al menos una de ellas satisfaga la condición de Lipschitz. Si
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Xi, i = 1, 2 son soluciones a e(σ, bi) definidas en el mismo espacio con
respecto al mismo movimiento browniano y si X1

0 ≥ X2
0 c.s. entonces

P
Ä
X1
t ≥ X2

t para todo t ≥ 0
ä

= 1.
Demostración. Se mostró en el corolario 2.1 y en la prueba del teorema
2.2 que, en cada caso, L(X1 − X2) = 0, entonces, por un lado tenemos

(X2
t − X1

t )+ =
∫ t

0
1{X2

s>X1
s}d(X2

s − X1
s)

mientras que por otro lado,

X2
t − X1

t = X2
0 − X1

0 +
∫ t

0

Ä
σ (s,X2

s)− σ (s,X1
s)
ä
dBs

+
∫ t

0

Ä
b2(X2

s)− b1(X1
s)
ä
ds,

de donde se observa que
∫ t
0 1{X2

s>X1
s}
Ä
σ (s,X2

s)− σ (s,X1
s)
ä
dBs es martin-

gala. Entonces

φ(t) = E
Ä
(X2

t − X1
t )+
ä

= E
Ç∫ t

0
1{X2

s>X1
s}
Ä
b2(s,X2

s)− b1(s,X1
s)
ä
ds
å

≤ E
Ç∫ t

0
1{X2

s>X1
s}
Ä
b1(s,X2

s)− b1(s,X1
s)
ä
ds
å
.

Así, cuando b1 es Lipschitz con constantes Kt ,

φ(t) ≤ KtE
Ä
1{X2

s>X1
s}|X

2
s − X1

s |ds
ä

= Kt

∫ t

0
φ(s)ds,

usando el lema de Gronwall se llega a
E
Ä
(X2

t − X1
t )+
ä

= 0,

es decir, X1
t ≥ X2

t c.s. para todo t , por lo que debido a los argumentos
de continuidad usuales se llega al resultado deseado.
Si ahora b2 es Lipschitz y utilizando nuevamente la misma identidad se
tiene que

φ(t) = E
Ç∫ t

0
1{X2

s>X1
s}
Ä
b2(s,X2

s)− b2(s,X1
s)
ä
ds
å

+ E
Ç∫ t

0
1{X2

s>X1
s}
Ä
b2(s,X1

s)− b1(s,X1
s)
ä
ds
å

≤ E
Ç∫ t

0
1{X2

s>X1
s}

∣∣∣b2(s,X2
s)− b2(s,X1

s)
∣∣∣ dså ,
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ya que b2 ≤ b1, y siguiendo los mismos pasos de la prueba, cuando b1

es Lipschitz, se concluye la demostración.

2.2. Procesos de Bessel
Sea B un movimiento browniano δ-dimensional (δ ∈ Z+) y considere-
mos su norma ρ = ‖B‖. Debido a la fórmula de Itô sabemos que

ρ2
t = ρ2

0 + 2
δ∑
i=1

∫ t

0
Bi
s dBi

s + δt,

donde es importante notar que para δ > 1, ρt > 0 c.s. para cada t y para
δ = 1 el conjunto {s : ρs = 0} tiene medida de Lebesgue 0 c.s. Enton-
ces, debido a las observaciones anteriores, tiene sentido considerar al
proceso

βt =
δ∑
i=1

∫ t

0

Bi
s
ρs
dBi

s,

el cual, debido al teorema de caracterización de Lévy, es un movimiento
browniano ya que 〈β, β〉t = t. Por lo tanto ρ2

t satisface la EDE

ρ2
t = ρ2

0 +
∫ t

0
ρs dβs + δt.

Consideremos ahora, para δ ∈ R+ y x ≥ 0, la EDE

Zt = x + 2
∫ t

0

»
|Zs|dβs + δt.

Ya que |
√
u−
√
v| ≤

»
|u − v| para u, v ≥ 0, el teorema 2.2 (ii) garantiza

la unicidad trayectorial y por lo tanto el teorema 2.1 finalmente resulta
en que para cada δ y x la ecuación tiene una única solución fuerte.
Además, para δ = x = 0, esta solución es Zt = 0, entonces, el teorema
de comparación (teorema 2.3) da como resultado, para δ ∈ R+ y x ≥ 0,
que Zt ≥ 0 c.s., esto implica que podemos eliminar el valor absoluto de
EDE de arriba.

Definición 2.4. Para todo δ ≥ 0 y x ≥ 0, la única solución fuerte de
la ecuación

Zt = x + 2
∫ t

0

»
Zs dβs + δt,
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es llamada proceso cuadrado de Bessel de dimensión δ que empieza
en x y lo vamos a denotar por BESQδ(x).

Teorema 2.4. Sean

Zt = x + 2
∫ t

0

»
Zs dβs + δt,

Z ′t = x′ + 2
∫ t

0

»
Z ′s dβs + δ′t,

donde x ≥ x′ y δ ≥ δ′, entonces c.s.

Zt ≥ Z ′t para todo t ≥ 0.

Demostración. Se sigue fácilmente debido al teorema 2.3 (teorema de
comparación).

Vamos a denotar por Qδ
x a la ley de BESQδ(x) en C(R+,R). El siguiente

teorema enuncia una de las propiedades más importantes de los pro-
cesos de Bessel, conocida como la propiedad de aditividad, la cual nos
dice que tiene la propiedad de ser infinitamente divisible.

Teorema 2.5. Pata todos δ, δ′ ≥ 0 y x, x′ ≥ 0,

Qδ
x ∗Qδ′

x′ = Qδ+δ′
x+x′,

donde Qδ
x ∗Qδ′

x′ es la convolución de Qδ
x y Qδ′

x′ .

Demostración. Sean Z y Z ′ dos procesos de Bessel independientes

Zt = x + 2
∫ t

0

»
Zs dβs + δt,

Z ′t = x′ + 2
∫ t

0

»
Z ′s dβ′s + δ′t,

donde β y β′ son dos movimiento brownianos independientes. Sea Y :=
Z + Z ′, entonces se puede escribir a Y de la siguiente forma

Yt = (x + x′) +
∫ t

0

»
Yt dγs + (δ + δ′)t,
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con γ definido como

γt :=
∫ t

0
1{Zs+Z′s>0}

Ñ√
Zs dβs +

»
Z ′s dβ′s»

Zs + Z ′s

é
+
∫ t

0
1{Zs+Z′s=0} dβ′′s ,

donde β′′ es un movimiento browniano independiente de β y β′. En-
tonces, debido a que 〈γ, γ〉t = t y por el teorema de caracterización de
Lévy, el proceso γ es un movimiento browniano estándar y por lo tanto,
Y es un proceso de Bessel cuadrado de dimensión (δ+ δ′) que empieza
en (x + x′).

La propiedad de aditividad proporciona suficiente información sobre el
semigrupo de BESQ, el siguiente resultado es muestra de ello. Además,
si Z es un BESQ de dimensión δ, vamos a definir ν := (δ/2) − 1 y lo
llamaremos el índice de Z.

Teorema 2.6. Sea δ > 0. El semigrupo de BESQ de dimensión δ tiene
densidad, con respecto a la medida de Lebesgue,

qδt (x, y) = 1
2t

Åy
x

ãν/2
exp

ß
−x + y

2t

™
Iν
Ç√xy

t

å
, t > 0,

para x > 0, donde

Iν(x) :=
∞∑
k=0

(x/2)2k+ν

k!Γ(ν + k + 1) ,

es la función modificada de Bessel de índice ν.
El semigrupo cuadrado de Bessel de dimensión δ = 0, es para x > 0

Q0
t (x, ·) = exp

ß
− x2t

™
ε0 + Ξ0

t (x, ·),

donde ε0 es la medida de Dirac en 0 y Ξ0
t (x, ·) tiene densidad (con

respecto a la medida de Lebesgue)

q0
t (x, y) = 1

2t

Çx
y

å1/2
exp

ß
−x + y

2t

™
I1
Ç√xy

t

å
, t > 0.
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Demostración. Sea µ una medida en R+ tal que∫ ∞
0

(1 + t)dµ(t) <∞.

Consideremos

φ(x, δ) := Qδ
x

ï
exp

ß
−
∫ ∞

0
(x + δt)dµ(t)

™ò
,

donde X es el proceso canónico. De la desigualdad de Jensen obtenemos

φ(x, t) ≥ exp
ß
−Qδ

x

ï∫ ∞
0
Xt dµ(t)

ò™
= exp

ß
−
∫ ∞

0
Qδ
x[Xt]dµ(t)

™
denotemos por Vx = {x ∈ Rn : ‖x‖2 = x}, entonces

exp
ß
−
∫ ∞

0
Qδ
x[Xt]dµ(t)

™
= exp

®
−
∫ ∞

0

1
Area(Vx)

∫
Vx
E
Ä
(B1

t + x1)2 + · · ·+ (Bδ
t + xδ)2

ä
dx1 · · ·dxδ dµ(t)

´
,

donde (B1, . . . , Bδ) es un δ-movimiento browniano que empieza en 0.
De donde se sigue

φ(x, t) ≥ exp
ß
−
∫ ∞

0
(x + δt)dµ(t)

™
> 0.

Por otro lado, por la propiedad de aditividad, vemos

φ(x + x′, δ + δ′) = φ(x, δ)φ(x′, δ′).

Entonces
φ(x, δ) = φ(x, 0)φ(0, δ) = (φ(1, 0))x (φ(0, δ))δ . (2.2)

No debemos preocuparnos por la medibilidad de las funciones

x 7Ï φ(x, 0) y δ 7Ï φ(0, δ),

ya que ambas son monótonas por el teorema de comparación.
Ahora vamos a considerar µ := θεt , donde θ ≥ 0 es una constante y εt
es la medida de Dirac en t. Por lo tanto

Q1
x [exp{−θXt}] = Q1

x

ï
exp

ß
−θ

∫ ∞
0
Xsεt dµ(s)

™ò
= E√x

Ä
exp{−θB2

t }
ä
,
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donde B es un movimiento browniano estándar que empieza en
√
x,

bajo P√x . Esto implica que

Q1
x [exp{−θXt}] = (1 + 2θt)−1/2 exp

®
− θx

1 + 2θt

´
.

Comparando término a término esta última igualdad con (2.2), deduci-
mos que

φ(1, 0) = exp
®
− θ

1 + 2θt

´
y φ(0, 1) = (1 + 2θt)−1/2.

Entonces

Qδ
x [exp{−θXt}] = (1 + 2θt)−δ/2 exp

®
− θx

1 + 2θt

´
.

Invirtiendo la transformada de Laplace se obtiene el semigrupo de
BESQ.

El siguiente teorema nos permite calcular de manera explícita las leyes
de algunas funcionales del movimiento browniano.

Teorema 2.7. Sea f : [0, a]Ï R+ una función continua. Supongamos
que existe una función h : [0, a]Ï (0, 1], no-creciente, en C2 y tal que

h′′ = hf,
h(0) = 1,
h′(a) = 0.

Entonces

Qδ
x

ñ
exp

®
−1

2

∫ a

0
Xtf (t)dt

´ô
= (h(a))δ/2 exp

ßx
2h

′(0)
™
.

Demostración. Sea g(t) := h′(t)/h(t). Como g ′ = f − g2, la función g es
continua y de variación finita. Integrando por partes se tiene

g(t)Xt = g(0)x +
∫ t

0
g(s)dXs +

∫ t

0
Xs dg(s),

y ya que g ′(t) = f (t)− g2(t)∫ t

0
Xs dg(s) =

∫ t

0
Xsf (s)ds −

∫ t

0
Xsg2(s)ds,
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de donde se llega a∫ t

0
g(s)dXs −

∫ t

0
g2(s)Xs ds = g(t)Xt − g(0)x −

∫ t

0
Xsf (s)ds.

Ahora consideremos Mt := Xt − δt , que por definición es una Qδ
x-

martingala local continua. La martingala (local) exponencial asociada
a

1
2

∫ t

0
g(s)dMs,

está dada por

Zt := exp
®1

2

∫ t

0
g(s)dMs −

1
2

∫ t

0
g2(s)Xs ds

´
= exp

®g(t)Xt − g(0)x
2 − δ

2

∫ t

0
g(s)ds − 1

2

∫ t

0
Xsf (s)ds

´
= exp

®1
2(g(t)Xt − g(0)x − δ lnh(t))− 1

2

∫ t

0
Xsf (s)ds

´
.

Ya que por definición g ≤ 0 y X ≥ 0, Z está acotado en [0, a] y por lo
tanto es una martingala. En particular, Qδ

x(Za) = 1, por lo que se sigue

Qδ
x

ñ
exp

®
−h

′(0)x
2 − δ

2 lnh(a)− 1
2

∫ a

0
f (s)Xs ds

´ô
= 1,

dando por concluida la demostración.

En el mismo contexto, el de estudiar propiedades del proceso cuadrado
de Bessel cuadrado, encontramos que un BESQ tiene la propiedad de
auto-similitud, para su prueba recordemos que si B es un movimiento
browniano estándar de dimensión δ y Bx

t = x + Bt , entonces para todo
c > 0 los procesos (Bx

c2t, t ≥ 0) y (cBx/c
t , t ≥ 0) tienen la misma ley.

Proposición 2.5. Si Z es un BESQ de dimensión δ, que empieza en
x, entonces para todo c > 0, (c−1Zct, t ≥ 0) es un BESQ de dimensión
δ, que parte de x/c.

Demostración. Ya que para todo t ≥ 0, Z satisface la EDE

Zt = x + 2
∫ t

0

»
Zt dβs + δt,
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con β un movimiento browniano, mediante un cambio de variable se
obtiene

c−1Ztc = c−1x + 2
∫ t

0

»
c−1Zucc−1/2 dβuc + δt,

y debido al último recordatorio se sigue el resultado ya que la solución
de la EDE es única.

Las siguientes propiedades sobre los ceros de un proceso cuadrado de
Bessel las vamos a admitir, para mayores detalles se puede consultar
[8].

Teorema 2.8. Sea Z un BESQ de dimensión δ

i) Se δ > 2, el proceso Z es transitorio, es decir, ĺımt→∞ Zt = ∞
c.s. Además, {0} es polar, es decir, Px

Ä
T{0} <∞

ä
= 0 para todo

x ∈ R+.

ii) Si δ = 2, {0} es polar.

iii) Si 0 < δ < 2, el proceso Z es recurrente. Hay reflexión instantá-
nea en 0.

iv) Si δ = 0, 0 es absorbente.

Recordemos que si X es un proceso de Markov con valores en R+ y
φ : R+ Ï R+ una función biyectiva y boreliana, entonces Y := φ(X)
también es un proceso de Markov. Es fácil de ver ya que para toda
f : R+ Ï R+ función boreliana se tiene

Ex (f (Yt)|Fs) = Ex (f (φ(Xt))|Fs) = Ex (g(Xt)|Fs) = Pt−sg(Xs) = ‹Pt−sf (Ys),
donde g(x) = f (φ(x)), P es el semigrupo asociado a X y‹Pt−sf (y) = Pt−s(f ◦ φ)(φ−1(y)).

Definición 2.5. Sea Z un proceso cuadrado de Bessel de dimensión
δ, que empieza en a2. Decimos que

√
Z es el proceso de Bessel (BES)

de dimensión δ, que empieza en a ≥ 0.
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Vemos que si δ es un entero estrictamente positivo, Z no es más que la
norma de un movimiento browniano. En general para δ ≥ 2, recordan-
do que 0 es polar, entonces de la fórmula de Itô»

Zt = a + 1
2

∫ t

0

1√
Zs

dZs −
1
8

∫ t

0

1
(Zs)3/2

d 〈Z,Z〉 s

= a + βt + δ − 1
2

∫ t

0

1
Xs

ds,

donde β es una movimiento browniano estándar. En otras palabras, un
BES de dimensión δ ≥ 2 que empieza en a ≥ 0 es solución de

Xt = a + βt + δ − 1
2

∫ t

0

1
Xs

ds. (2.3)

La teoría de ecuaciones diferenciales estocástica nos permite demos-
trar que esta EDE tiene una única solución fuerte. En el caso δ < 2 la
situación es diferente. Por ejemplo si δ = 1, la fórmula de Tanaka nos
dice que un proceso de Bessel de dimensión 1 no es solución de una
ecuación del tipo (2.3) debido a la aparición del tiempo local.

La densidad del semigrupo se obtiene a partir de la densidad de un
BESQδ mediante un cambio de variable, y es igual, para δ > 0 a

pδt (x, y) = t−1(y/x)νy exp
Ä
−(x2 + y2)/2t

ä
Iν(xy/t) para x > 0, t > 0

y
pδt (0, y) = 2−νt−(ν+1)Γ(ν + 1)−1y2ν+1 exp(−y2/2t).

Un proceso de Bessel, al igual que un proceso de Bessel cuadrado,
satisface la propiedad de auto-similitud, es decir, si X es un proceso
de Bessel de dimensión δ, para todo c > 0, (c−1/2Xct, t ≥ 0) también
es un proceso de Bessel de dimensión δ que empieza en c−1/2a. Para
demostrar esta afirmación se sigue la idea análoga a la prueba de la
proposición 2.5.

2.2.1. El proceso de Bessel de dimensión 3 y el Teore-
ma de Pitman

En esta sección estaremos interesados en el proceso de Bessel de di-
mensión 3, al cual denotaremos por X. Recordemos que el proceso X
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nunca toca el cero después del tiempo inicial (teo 2.8) y que

ĺım
t→∞

Xt = +∞, casi seguramente.

En este caso, la densidad del semigrupo se puede escribir de una ma-
nera más simple, esto debido a la identidad

I1/2 =
 

2
πx sinh(x).

Además, otra manera de obtener a P3
t es la siguiente. Sea Qt el semi-

grupo del movimiento browniano matado al instante en que toca 0. Este
semigrupo tiene densidad con respecto a la medida de Lebesgue, la cual
satisface

qt(x, y) = 1√
2πt

[
exp

{
− (y − x)2

2t

}
− exp

{
− (y + x)2

2t

}]
, x, y > 0,

entonces, si tomamos h(x) = x en (0,∞), se puede verificar queQth = h.
Esto nos permite ver al semigrupo de P3

t como una h-transformada de
Q, es decir,

P3
t f (x) = 1

h(x)Qt(fh)(x), x > 0,

en otras palabras P3
t está dado por la densidad x−1qt(x, y)y. Para x = 0,

se tiene

P3
t f (0) =

∫ ∞
0

Ç 2
πt3
å1/2

exp
{
−y

2

2t

}
y2f (y)dy.

Proposición 2.6. Sean P3
x la medida de probabilidad asociada al pro-

ceso BES3(x) con x > 0 y

Ta = ı́nf{t > 0 : Xt = a}, a > 0.

Sean 0 < a < x < b, entonces

P3
x(Ta < Tb) = b−1 − x−1

b−1 − a−1 y P3
x(Ta <∞) = a/x.

Además, J0 = ı́nfs≥0Xs se distribuye uniformemente en [0, x].
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Demostración. Primero veamos que X−1
t es una martingala local. De

la fórmula de Itô vemos que

1
Xt

= 1
x −

∫ t

0

1
X2
s
dXs +

∫ t

0

1
X3
s
d 〈X,X〉s

= 1
x −

∫ t

0

1
X2
s
dβs,

donde β es un movimiento browniano estándar y ya que 〈X,X〉t = t.
La martingala local X−1

t∧Ta∧Tb está acotada y por ende es una martingala,
entonces, del teorema de paro de Doob se llega a

1
aP

3
x(Ta < Tb) + 1

bP
3
x(Tb < Ta) = 1

x .

Por otro lado,
P3
x(Ta < Tb) + P3

x(Tb < Ta) = 1,

entonces resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene

P3
x(Ta < Tb) = b−1 − x−1

b−1 − a−1 .

Para obtener la segunda afirmación basta hacer a b tender a infinito
en la última igualdad. Para finalizar notemos que

P3
x(J0 ≤ a) = P3

x(Ta <∞) = a
x ,

con lo cual se concluye la demostración.

Sea B un movimiento browniano estándar y St = sup0≤s≤t Bs.

Teorema 2.9 (Pitman). Sea X un BES3(0) y Jt = ı́nfs≥t Xs, su ínfimo
futuro. Entonces los procesos ((2St − Bt, St), t ≥ 0) y ((Xt, Jt), t ≥ 0)
tienen la misma ley.

Demostración. Sea X un BES3(0). Consideremos al proceso Yt := 2Jt−
Xt y veamos que para cada t , Jt = sups≤t Ys. En efecto, si Jt = Xt entonces
Yt = Jt y para cada s ≤ t , dado que Js ≤ Xs, tenemos

Ys = 2Js − Xs ≤ Js ≤ Jt = Yt.
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Esto implica nuestra afirmación en este caso. Si Xt 6= Jt , entonces Xt > Jt
y Yt < Jt = Jgt , donde

gt = sup{s < t : Js = Xs}.

El primer caso nos confirma que Jgt = sups≤gt Ys y por lo tanto Jt =
sups≤t Ys.
Acabamos de mostrar que (Xt, Jt) = (2Jt −Yt, Jt), donde Jt = sups≤t Ys. El
resultado se obtiene facilmente si verificamos que Y es un movimiento
browniano estándar. Para ello, debido al teorema de caracterización de
Lévy y el hecho de que 〈Y, Y〉t = 〈X,X〉t = t , ya que J es una función
de variación acotada, basta probar que Y es una martingala.

Primero veamos que para s < t , Js = Jt ∧ ı́nfs≤u≤t Xu. Por lo tanto el
conocimiento de Jt y de Xs, s ≤ t , implica el conocimiento de Js, s ≤ t.
Entonces F Y

t ⊂ FX ∨ σ (Jt). Por otro lado, σ (Jt) ⊂ F Y
t y FX

t ⊂ F Y
t , ya

que Jt = sups≤t Ys y Xt = 2Jt − Yt respectivamente. Esto implica que
F Y

t = FX
t ∨ σ (Jt). Como Yt ≤ Xt y −Yt ≤ Xt , cada variable aleatoria es

integrable. Para probar que Y es martingala, basta ver que para cada
a ≥ 0 y s ≤ t ,

E3
0

[
Yt1{Js>a}

∣∣∣FX
s

]
= E3

0

[
Ys1{Js>a}

∣∣∣FX
s

]
,

ya que en ese caso para A = B ∩ {Js > a} ∈ F Y
s tendríamos que

∫
Yt1{Js>a}1B dP3

0 =
∫
E3

0

[
Yt1{Js>a}

∣∣∣FX
s

]
1B dP3

0

=
∫
E3

0

[
Ys1{Js>a}

∣∣∣FX
s

]
1B dP3

0

=
∫
Ys1{Js>a}1B dP3

0

y como los conjuntos de la forma B∩{Js > a}, B ∈ FX
s , {Js > a} ∈ σ (Js)

son generadores de F Y
s tendríamos que Y es una {F Y

t }-martingala.
Entonces, la proposición (2.1) implica que

P3
x(J0 > a) = P3

x(Ta =∞) =
1− ax−1 si a < x

0 si a ≥ x,



2.2. PROCESOS DE BESSEL 49

así, por la definición de Y y la propiedad de Markov del proceso X se
tiene

E3
0

[
Ys1{Js>a}

∣∣∣FX
s

]
= E3

0

[
(2Js − Xs)1{Js>a}

∣∣∣FX
s

]
= E3

Xs

î
(2J0 − X0)1{J0>a}

ó
= (a − a2X−1

s )1{X>a}.

Para finalizar, nuevamente por la propiedad de Markov

E3
0

[
Yt1{Js>a}

∣∣∣FX
s

]
= E3

0

[
E3

0

[
Yt1{Jt>a}1{́ınfs≤u≤t Xu>a}

∣∣∣FX
t

]∣∣∣FX
s

]
= E3

0

[
E3

0

[
Yt1{Jt>a}

∣∣∣FX
t

]
1{́ınfs≤u≤t Xu>a}

∣∣∣FX
s

]
= E3

0

[
E3
Xt

î
(2J0 − X0)1{J0>a}

ó
1{́ınfs≤u≤t Xu>a}

∣∣∣FX
s

]
= E3

0

[
(a − a2X−1

t )1{Xt>a}1{́ınfs≤u≤t Xu>a}
∣∣∣FX

s

]
= E3

0

[
(a − a2(Xt−s ◦ θs)−1)1{Xt>a}1{Taθs>t−s}

∣∣∣FX
s

]
= E3

Xs

î
(a − a2(Xt−s)−1)1{Ta>t−s}

ó
1{Xs>a}

= E3
Xs

î
(a − a2(X(t−s) ∧ Ta)−1)

ó
1{Xs>a}

= (a − a2X−1
s )1{Xs>a},

ya que (X−1
s∧Ta) es una martingala acotada. Por lo tanto Y es una martin-

gala y eso concluye la demostración.
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Capítulo 3

Excursiones

Hasta el momento se han estudiado propiedades del movimiento brow-
niano mediante el desarrollo de la teoría de tiempos locales, en éste
capítulo el enfoque de su estudio se realizará bajo un punto de vista
diferente, mediante el estudio de sus excursiones.

A lo largo del capítulo definiremos formalmente las “excursiones” del
movimiento browniano, así como el proceso de excursiones y propieda-
des del mismo, con el fin de poder representar de dos maneras distintas
al proceso de excursiones y cuyas representaciones estarán ligadas a
los procesos de Markov y de Bessel.

Para el desarrollo de los objetivos generales mencionados arriba es ne-
cesario estar familiarizado con los procesos puntuales de Poisson (PPP),
por ésta razón se desarrolla una descripción general de los mismos y se
presentan resultados claves que serán de gran utilidad para el posterior
estudio de la teoría de excursiones.

3.1. Procesos Puntuales y Procesos Puntuales
de Poisson.

En lo sucesivo consideraremos un espacio medible (U,U ) al cual le
añadiremos un punto δ y fijamos Uδ = U ∪ {δ}, Uδ = σ (U , {δ})

51
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Definición 3.1. Un proceso e = (et, t > 0) definido en un espacio
de probabilidad (Ω,F ,P) con valores en (Uδ,Uδ) se dice que es un
proceso puntual si

i) el mapeo (t, ω)Ï et(ω) es B((0,∞))⊗F -medible;

ii) el conjunto Dω = {t : et(ω) 6= δ} es c.s. numerable.
Notemos que la segunda condición nos dice que c.s. podemos enumerar
los instantes en los cuales e es distinto de δ, o de manera equivalente
podemos decir que el conjunto {ω ∈ Ω : Dω es no numerable} está con-
tenido en un conjunto de medida cero F -medible.

Además, dado un proceso puntual e y Γ ∈ Uδ podemos redefinir un
nuevo proceso puntual eΓ tal que eΓ

t (ω) = et(ω) si et(ω) ∈ Γ, y eΓ
t (ω) = δ

en otro caso. Ahora, para un subconjunto medible Λ de (0,∞) × U ,
definimos

NΛ(ω) =
∑
t>0

1Λ(t, et(ω)).

Si en particular Λ es de la forma (0, t] × Γ, escribiremos NΓ
t en lugar

de NΛ; de la misma manera NΓ
(s,t] = ∑

s<u≤t 1Γ(eu). N (·) es una medida
aleatoria discreta con soporte c.s. numerable debido a la propiedad (ii),
para un estudio más detallado sobre los procesos puntuales puede verse
[7].

Definición 3.2. Un proceso puntual diremos que es discreto si NU <
∞ c.s. para todo t. El proceso e es σ -discreto si existe una sucesión
(Un) de conjuntos tal que la unión es igual a U y tal que eUn es discreto.

Se ha definido el concepto de proceso puntual en general, por lo que
ahora enunciaremos algunas definiciones y resultados que darán pie a
definir un proceso puntual de Poisson.
Definición 3.3. Sea (Ω,F ,Ft,P) un espacio de probabilidad filtrado.
Un (Ft)-proceso de Poisson N es un proceso adaptado, continuo por
la derecha, tal que N0 = 0, y para todo s < t , y k ∈ N

P (Nt −Ns = k|Fs) = ck (t − s)k
k! exp (−c(t − s))

para alguna constante c > 0 llamado el parámetro de N . Definimos
∆Nt = Nt −Nt− .
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La definición anterior de (Ft)-proceso de Poisson es equivalente, desde
el punto de vista de los procesos de Lévy, a pedir que sea un proceso
de Lévy que únicamente crece mediante saltos de magnitud igual a 1
c.s. y ésta equivalencias está dada por la siguiente propocisión.

Proposición 3.1. Un proceso adaptado, continuo por la derecha es un
(Ft)-proceso de Poisson si y sólo si es un proceso de Lévy que crece
únicamente mediante saltos de magnitud c.s. igual a 1.

Demostración. Sea N un (Ft)-proceso de Poisson. De la definición se
sigue que sus trayectorias son no-decrecientes c.s. ya que Nt −Ns toma
valores enteros no negativos para todo s < t , tiene trayectorias conti-
nuas por la derecha, por lo que sólo falta probar que la magnitud de
sus saltos son c.s. iguales a 1.

Notemos que para cualquier T fijo, el conjunto de saltos es finito c.s.,
ésto debido a que la probabilidad del evento {NT = ∞} es igual a 1 −∑

k≥0 P (NT = k), la cual es idénticamente cero, en consecuencia,

sup
0≤t≤T

(Nt −Nt−) = ĺım
n

máx
1≤k≤n

(NkT/n −N(k−1)T/n) c.s.;

pero

P
Å

máx
1≤k≤n

(NkT/n −N(k−1)T/n) ≤ 1
ã

= P (NT/n ≤ 1)n =
Ä
e−cT/n(1 + cT/n)

än
la cual tiende a 1 cuando n tiende a infinito. Por ende los saltos de N
son c.s. de magnitud igual a 1.
El recíproco se sigue falcilmente.

La siguiente proposición será de utilidad cuando se de una caracteriza-
ción de un proceso de Poisson d-dimensional.

Proposición 3.2. Si N1 y N2 son dos proceso de Poisson independien-
tes, entonces ∑

s>0
(∆N1

s )(∆N2
s ) = 0 c.s.;

es decir, los dos procesos c.s. no saltan simultáneamente.
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Demostración. Sean τn, n ≥ 1 los tiempos de salto sucesivos de N1,
entonces ∑

s>0
(∆N1

s )(∆N2
s ) =

∑
n≥1

(∆N2
τn) c.s.

Por otro lado, para cada t fijo tenemos que

E
Ä
∆N2

t
ä

= ĺım
s↑t

E
Ä
N2
t −N2

s
ä

= 0,

por lo tanto ∆N2
t = 0 c.s. para todo t.

Finalmente, por la independencia entre N2 y N1 tenemos que

E

Ñ∑
n≥1

∆N2
τn

é
= E

(∑
s>0

(∆N1
s )(∆N2

s )
)

=
∑
s>0

E
Ä
∆N1

s
ä
E
Ä
∆N2

s
ä

= 0,

por lo que ∆N2
τn = 0 c.s. para todo n ∈ N, es decir, cada vez que salta

N1, no lo hace N2.

Ahora generalizamos la noción de proceso de Poisson a mayores
dimensiones.

Definición 3.4. Un proceso (N1, . . . , Nd) es un (Ft)-proceso de Poisson
d-dimensional si cada N i es un proceso adaptado, continuo por la
derecha tal que N i

0 = 0 y si existen constantes ci tales que para todo
t ≥ s ≥ 0,

P

Ñ
d⋂
i=1
{N i

t −N i
s = ki}

∣∣∣∣∣∣Fs

é
=

d∏
i=1

exp(−ci(t − s))
(ci(t − s))ki

ki!
.

Enunciamos ahora una caracterización.

Proposición 3.3. Un proceso adaptado N = (N1, . . . , Nd) es un (Ft)-
proceso de Poisson d-dimensional si y sólo si

i) cada N i es un (Ft)-proceso de Poisson,

ii) ningún par de N i’s salta simultaneamente.

Demostración. Si suponemos que N es un (Ft)-proceso de Poisson d-
dimensional, entonces, por definición y debido a la proposición (3.2) es
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claro que se satisfacen (i) y (ii).

Reciprocamente, basta probar que las variables aleatorias N i
t − N i

s, i =
1, . . . , d, son independientes. Por simplicidad y mayor claridad supon-
dremos que d = 2. Sean (f1, f2) un par de funciones simples en R+ y
consideremos al proceso

Xt = exp
®
i
Ç∫ t

0
f1(s)dN1

s +
∫ t

0
f2(s)dN2

s

å´
.

Notemos que X es de variación acotada, por lo que se puede escribir a
X como función de sus incrementos, es decir

Xt = 1 +
∑

0<s≤t
(Xs − Xs−)

= 1 +
∑

0<s≤t
Xs−{exp(i(f1(s)∆N1

s + f2(s)∆N2
s ))− 1}.

La condición (ii) implica que, si ∆N1
s = 1 entonces ∆N2

s = 0 y viceversa;
por lo que podemos reescribir la ultima igualdad, quedando como

Xt = 1 +
∑

0<s≤t
Xs−{(eif1(s) − 1)∆N1

s + (eif2(s) − 1)∆N2
s}.

El proceso Xs− es predecible, así, usando integración con respecto a las
martingalas M i

t = N i
t − cit , obtenemos

E (Xt) = 1 + E
Ç∫ t

0
Xs−{(eif1(s) − 1)c1 + (eif2(s) − 1)c2}ds

å
,

pero, como {s : Xs 6= Xs−} es c.s. numerable y por ende Lebesgue nulo,
se tiene que

E (Xt) = 1 + E
Ç∫ t

0
Xs{(eif1(s) − 1)c1 + (eif2(s) − 1)c2}ds

å
= 1 +

∫ t

0
E (Xs) {(eif1(s) − 1)c1 + (eif2(s) − 1)c2}ds.

Por lo que resolviendo la ecuación integral para, φ(t) = E (Xt), final-
mente obtenemos

E (Xt) = exp
Ç∫ t

0
c1(eif1(s) − 1)ds

å
exp

Ç∫ t

0
c2(expif2(s)−1)ds

å
,

así, debido a la fórmula de Campbell, queda completa la demostración.
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Con los elementos mencionados anteriormente, finalmente se está en
posición para dar la definición por la cual lleva el nombre ésta sección.

Definición 3.5. Un (Ft)-proceso puntual de Poisson (de forma abre-
viada: (Ft)-PPP) es un proceso puntual σ -discreto (et), tal que

i) el proceso e es (Ft)-adaptado, es decir, para todo Γ ∈ U , el
proceso NΓ

t es (Ft)-adaptado;

ii) para todo s y t > 0 y cualquier Γ ∈ U , la ley de NΓ
(s,s+t] condicio-

nada en Fs es la misma que la ley de NΓ
t .

La propiedad (ii) se puede traducir como que el proceso es homogéneo
en el tiempo y que sus incrementos son independientes del pasado,
además, cada proceso NΓ que satisfaga NΓ

t < ∞ c.s. para todo t , es un
proceso de Poisson ya que

NΓ
t =

∑
0<s≤t

1Γ(es),

de donde es claro que es un proceso continuo por la derecha, creciente,
cuyos incrementos son de magnitud idénticamente 1, lo anterior junto
con la propiedad (ii) nos dice que es un proceso de Lévy con incremen-
tos únicamente dados por saltos de magnitud igual a 1, por lo que debido
a la proposición (3.1) se cumple la afirmación. Además, si los conjuntos
Γi son disjuntos dos a dos y tales que NΓi

t <∞ c.s. para todo t , se tiene,
debido a la proposición (3.2), que el proceso

Ä
NΓi
t , i = 1, 2, . . . , d

ä
es un

proceso de Poisson d-dimensional, ya que al ser los conjuntos disjuntos
no pueden saltar al mismo tiempo.

Más aún, cuando NΓ
t < ∞ c.s., entonces E

Ä
NΓ
t
ä
< ∞ y el mapeo t 7Ï

E
Ä
NΓ
t
ä

es aditivo, por ende 1
tE
Ä
NΓ
t
ä
no depende de t > 0, así podemos

definir una media en U .

Definición 3.6. La medida σ -finita definida en U por

n(Γ) = 1
t E
Ä
NΓ
t
ä
, t > 0,

es llamada medida característica de e. La media n se extiende a Uδ
al definir n({δ}) = 0.



3.1. PROCESOS PUNTUALES Y PROCESOS PUNTUALES DE POISSON.57

Así, si n(Γ) < ∞, n(Γ) es el parámetro del proceso de Poisson NΓ,
también, si ahora consideramos un conjunto arbitrario Λ ∈ B(R+)⊗Uδ ,
el teorema de clases monótonas implica que

E
Ä
NΛä =

∫ ∞
0

dt
∫
1Λ(t, u)n(du).

En lo que resta de la sección estudiaremos algunas identidades de los
valores esperados de funciones de procesos puntuales, como la célebre
fórmula de compensación y la fórmula exponencial.

Proposición 3.4 (Fórmula de compensación). Sea H un proceso posi-
tivo definido en (R+ × Ω × Uδ), medible con respecto a P(Ft) ⊗ Uδ y
tal que H(·, ·, δ) = 0, entonces

E
(∑
s>0

H(s, ω, es(ω))
)

= E
Å∫ ∞

0
ds
∫
H(s, ω, u)n(du)

ã
,

donde P(Ft) es la σ -algebra predecible.

Demostración. Gracias al teorema de clases monótonas, es suficiente
probar que la igualdad se satisface para procesos del tipo H(s, ω, u) =
K(s, ω)1Γ(u) donde K es un proceso (Ft)-predecible, acotado positivo y
Γ ∈ U tal que n(Γ) < ∞. En ese caso, recordando que NΓ

t − tn(Γ) es
martingala ya que NΓ es un proceso de Poisson, el lado izquierdo es
igual a

E
(∑
s>0

K(s, ω)1Γ(es(ω))
)

= E
Å∫ ∞

0
K(s, ω)dNΓ

s (ω)
ã

= E
Å∫ ∞

0
K(s, ω)n(Γ)ds

ã
= E

Å∫ ∞
0
K(s, ω)

∫
1Γ(u)n(du)ds

ã
= E

Å∫ ∞
0

ds
∫
H(s, ω, u)n(du)

ã
.

Proposición 3.5 (Fórmula exponencial). Si f es una función B(R+)⊗U -
medible tal que

∫∞
0 ds

∫
|f (s, u)|n(du) <∞ entonces, para todo t ≤ ∞,

E

Ñ
exp

i ∑
0<s≤t

f (s, es)

é

= exp
®∫ t

0
ds
∫

(eif (s,u) − 1)n(du)
´
.
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Para f ≥ 0 la siguiente igualdad también se satisface

E

Ñ
exp

− ∑
0<s≤t

f (s, es)

é

= exp
®
−
∫ t

0
ds
∫

(1− e−f (s,u))n(du)
´

Demostración. Análogamente a la proposición (3.3), nos fijamos en el
hecho de que el proceso Xt = ∑

0<s≤t f (s, es) es de variación acotada y
que es puramente discontinuo, así, para gB(R+),

g(Xt)− g(x0) =
∑
s≤t

(g(Xs)− g(Xs−)),

en particular, para g(y) = eiy se tiene

eiXt − 1 =
∑
s≤t

Ñ
exp

i∑
u≤s

f (u, eu)
− exp

{
i
∑
u<s

f (u, eu)
}é

=
∑
s≤t

exp
{
i
∑
u<s

f (u, eu)
}

(exp{if (s, es)} − 1) ,

por lo que si definimos φ(t) = E (exp{iXt}), llegamos a

φ(t) = 1 + E

Ñ∑
s≤t

exp
{
i
∑
u<s

f (u, eu)
}

(exp{if (s, es)} − 1)
é
,

y usando la fórmula de compensación, la expresión anterior es igual a

1 + E
(∫ t

0
ds exp

{
i
∑

0<u<s
f (u, eu)

}∫
(eif (s,u) − 1)n(du)

)
.

Finalmente notemos que, debido a la hipótesis hecha sobre f , tenemos
que la función ψ(·) =

∫
(eif (·,u) − 1)n(du) pertenece a L1(R+), por lo que

φ puede ser escrita como

φ(t) = 1 +
∫ t

0
ψ(s)φ(s−)ds,

y ya que el conjunto tiempos donde Xs 6= Xs− es nulo con respecto a la
medida de Lebesgue llegamos a la ecuación integral

φ(t) = 1 +
∫ t

0
ψ(s)φ(s)ds,
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de donde es claro que φ es continua, por lo que resolviendo llegamos a

φ(t) = exp
®∫ t

0
ψ(s)ds

´
que corresponde a la fórmula de la proposición. La segunda fórmula se
prueba de manera análoga.

El resultado nos muestra que si dos PPP tienen la misma medida ca-
racterística entonces tienen la misma ley, es decir, n caracteriza a e.

Para concluir la sección consideremos lo siguiente, sea S = ı́nf{t : NU
t >

0}, el tiempo del primer salto del proceso de Poisson NU , y veamos de
que manera están relacionados S y eS .

Lema 3.1. Si n(U) < ∞, entonces S y eS son independientes y para
todo Γ ∈ U

P (eS ∈ Γ) = n(Γ)
n(U) .

Demostración. Ya que Γ ∩ Γc = ∅, los procesos de Poisson NΓ y NΓc

no saltan al mismo tiempo y por ende son independientes. Sean T y Tc

sus respectivos tiempos del primer salto. Notemos que para todo t ,

{S > t; eS ∈ Γ} = {t < T ∧ Tc, T < Tc} = {t < T < Tc}

y en consecuencia, ya que T y Tc son variables aleatorias independien-
tes con distribución exponencial de parámetros n(Γ) y n(Γc) respecti-
vamente, obtenemos

P (S > t; eS ∈ Γ) =
∫ ∞
t
n(Γ)e−n(Γ)s ds

∫ ∞
s
n(Γc)e−n(Γc)u du

= (n(Γ)/n(U))e−n(U)t,

con lo cual se terminaría la prueba al marginalizar, ya que si Γ = U
obtendríamos que S tiene una distribución exponencial de parámetro
n(U), y al hacer t → 0 obtendríamos la fórmula del enunciado.
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3.2. Excursiones brownianas.
A partir de éste punto consideramos la versión canónica del movimien-
to browniano, es decir, consideramos a W = C(R+,R) el espacio de
Wiener, P la medida de Wiener y a F la σ -álgebra de Borel de W com-
pletada con respecto a P.

Para poder utilizar las herramientas desarrolladas en la sección an-
terior es necesario tener el mismo contexto en lo que respecta a los
espacios donde definiremos los objetos llamados excursiones, por lo
que definimos para toda w ∈W,

V (w) = ı́nf{t > 0 : w(t) = 0},

así, definimos al espacio U como el espacio de funciones w tales que
0 < V (w) < ∞ y w(t) = 0 para todo t ≥ V (w). De la definición ante-
rior resulta claro que las gráficas de la funciones w quedan totalmente
por arriba del eje t o totalmente por debajo de él, por lo que podemos
pensar que U puede descomponerse en subconjuntos U+ y U− que re-
presenten respectivamente a tales subconjuntos. El punto δ relacionado
con la sección anterior los definimos como la función que es idéntica-
mente cero. Finalmente, la σ -álgebra U es la generada por el proceso
de coordenadas. Cabe resaltar que Uδ es un subconjunto de W , ade-
más, Uδ es nulo para P ya que el conjunto de ceros del movimiento
browniano tiene medida de Lebesgue, denotada por λ, igual a cero c.s,
por lo que

P ({w ∈W : λ{t : w(t) = 0} = 0}) = 1
o equivalentemente

P ({w ∈W : λ{t : w(t) = 0} > 0}) = 0,

entonces, si w ∈ U sabemos que existe un t0 tal que w(t) = 0 para todo
t ≥ t0, es decir

λ{t : w(t) = 0} =∞ para todo w ∈ U,

por lo tanto U ⊂ {w ∈ W : λ{t : w(t)} > 0}, de donde es claro que
P (U) = 0. Ésta última observación es importante ya que definiremos y
estudiaremos algunas propiedades de una medida n definida sobre Uδ ,
por lo que será singular con respecto a P.



3.2. EXCURSIONES BROWNIANAS. 61

Definición 3.7. El proceso de excursiones es el proceso e = (es, s > 0),
definido en (W,F ,P) con valores en (Uδ,Uδ) dado por

i) si τs(w)− τs−(w) > 0, entonces es(w) es el mapeo

r 7Ï 1[r≤τs(w)−τs− (w)]Bτs− (w)+r(w);

ii) si τs(w)− τs−(w) = 0, entonces es(w) = δ.

Algunas veces se escribirá es(r,w) ó es(r) para la función es(w) to-
mada al tiempo r.

Para ver que satisface las condiciones de un proceso puntual consi-
deremos al mapeo (t, w) 7Ï Xr(et(w)), donde Xr es un mapeo fijo de
coordenadas sobre U , así es claro que éste mapeo es medible y por
ende satisface (i) de la definición (3.1). Además, es no es igual a δ si,
y sólo si, el tiempo local L tiene un intervalo constante en el nivel s
y es es entonces esa parte de la trayectoria browniana que está entre
los tiempos τs− y τs en los cuales B es cero. En la sección 2 del capí-
tulo I demostramos que existen c.s. solamente una cantidad numerable
de tiempos s tales que L tiene intervalos constantes en (τs−, τs), lo cual
satisface la condición (ii) de la definición (3.1).
No sólo resulta que el proceso de excursiones es un proceso puntual,
sino que además es un proceso puntual de Poisson, para la prueba de
dicha afirmación necesitamos los siguientes resultados auxiliares.

Proposición 3.6. El proceso e es σ -discreto.

Demostración. Consideremos los conjuntos

Un = {u ∈ U : V (u) ≥ 1/n},

ya que cada Un está en función de V es claro que Un ∈ U para todo
n ∈ N y la unión es igual a U . Las funciones

NUn
t (w) =

∑
s≤t

1(es(w)∈Un),

son medibles. De hecho, el proceso t 7Ï τt es creciente y continuo por
la derecha, por lo que si para cada n ∈ N definimos T1 = ı́nf{t > 0 :
τt − τt− > 1/n}, obtenemos que P (T1 > 0) = 1, ya que en el escenario
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extremo de no existir una excursión con longitud mayor que 1/n ten-
dríamos que T1 = +∞.
Ahora, si definimos de manera inductiva

Tk = ı́nf{t > Tk−1 : τt − τt− > 1/n}

entonces, las Tk’s son variables aleatorias y

NUn
t =

∑
k
1(Tk≤t)

es una variable aleatoria, la equivalencia anterior se da porque es lo
mismo contar el número de excursiones cuya longitud es mayor a 1/n
hasta el tiempo t , que contar en número de renovaciones (aparece una
excursión de longitud mayor que 1/n) hasta el tiempo t.
Finalmente notemos que

τt ≥
∑
s≤t

(τs − τs−)

≥
∑

s≤t:(τs−τs− )≥1/n
1/n = 1/n

∑
k∈N

1(Tk≤t)

= (1/n)NUn
t ,

por lo que
NUn
t ≤ nτt <∞ c.s.,

y así concluimos la demostración.

Las siguientes tres proposiciones son de mayor importancia, ya que im-
plícitamente caracterizan la propiedad de Markov para el proceso de
excursiones, la cual es indispensable para mostrar que en realidad es
un PPP, dicha propiedad se verá de manera explícita en la prueba de
tal afirmación.

Recordando que podemos aproximar el tiempo local mediante el límite
de una integral veamos la siguiente proposición.

Proposición 3.7 (Aditividad fuerte). Si T es un tiempo de paro, enton-
ces, para todo a

LaT+S = LaT + LaS (θT) Pb-c.s.
para todo b y toda variable aleatoria positiva S.
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Demostración. Sea I(ε) = (a − ε, a + ε), entonces

LaT+S = ĺım
ε↓0

1
2ε

∫ T+S

0
1I(ε)(Bs)ds

= ĺım
ε↓0

1
2ε

Ç∫ T

0
1I(ε)(Bs)ds +

∫ T+S

T
1I(ε)(Bs)ds

å
= LaT + ĺım

ε↓0

1
2ε

∫ S

0
1I(ε)(BT+r)dr

= LaT + ĺım
ε↓0

1
2ε

∫ S

0
1I(ε)(Br(θT))dr Pb-c.s.

para todo b. Ahora consideremos las siguientes observaciones, LaS es
una funcional de {Bt}t≥0, ésto debido a la fórmula de Tanaka, además,

ĺım
ε↓0

1
2ε

∫ S

0
1I(ε)(Br)dr

es también una funcional de {Bt}t≥0, por lo que si consideramos la
funcional

f ({Bt}t≥0) = 1{LaS (B)=ĺımε↓0
1
2ε
∫ S

0 1I(ε)(Br )dr}

obtenemos, debido a la propiedad de Markov fuerte, que

Pb
Ç
LaS (θT) = ĺım

ε↓0

1
2ε

∫ S

0
1I(ε)(Br(θT))dr

å
= Eb (E (f ({Bt}t≥0 ◦ θT)|FT))
= Eb (EBT (f ({Bt}t≥0)))

= Eb
Å
EBT

Å
1{LaS (B)=ĺımε↓0

1
2ε
∫ S

0 1I(ε)(Br )dr}

ãã
= 1,

donde la última línea es por la definición de tiempo local.
Por lo tanto,

LaT+S = LaT + LaS (θT) Pb-c.s.

Ahora, como una aplicación de la proposición anterior se tiene.

Proposición 3.8. Para todo t , existe un conjunto nulo Θt tal que para
todo ω /∈ Θt y para todo s > 0,

τt+s(ω) = τt(ω) + τs(θτt (ω)) τ(t+s)−(ω) = τt(ω) + τs−(θτt (ω))
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Demostración. Sabemos que τt <∞ c.s. y que τt+s > τt . Entonces
τt+s = ı́nf{u > 0 : Lu > t + s}

= τt + ı́nf{u > 0 : Lτt+u > t + s}.

Así, usando la propiedad de aditividad fuerte (3.7) de L y el hecho de
que Lτt = t tenemos que, c.s., para todo s,

τt+s = τt + ı́nf{u > 0 : Lτt + Lu(θτt ) > t + s}
= τt + ı́nf{u > 0 : Lu(θτt ) > s} = τt + τs ◦ θτt .

La segunda igualdad de sigue de la primera.
Lema 3.2. Para todo r > 0, casi-seguramente, la igualdad

es+r(w) = es(θτr (w))

se satisface para todo s.
Demostración. Basta con notar que τs+r−τ(s+r)− > 0 si y sólo si, τr(θτt )−
τr−(θτt ) > 0, ésto debido a la propocisión anterior, por lo que la afirma-
ción se sigue directamente.

Finalmente se tienen las condiciones necesarias para probar que el pro-
ceso (et) es un PPP.
Teorema 3.1 (Itô). El proceso de excursiones (et) es un (Fτt )-proceso
puntual de Poisson.
Demostración. Ya que (et) esta definido en función de (τs) es claro que
las variables NΓ

t son Fτt -medibles. Además, por el lema anterior y la
propiedad fuerte de Markov tenemos que

P
(
NΓ

(r,r+t] ∈ A
∣∣∣Fτr

)
= P

(
NΓ
t ◦ θτr ∈ A

∣∣∣Fτr

)
= PBτr

Ä
NΓ
t ∈ A

ä
,

donde, Bτr = Bτr− = 0 c.s. ya que los intervalos (τs−, τs) son vacíos a
menos que L sea constante en el nivel s y cuya longitud del segmento
constante es precisamente la longitud de [τs−, τs], como L es constante
c.s. debido a que Bt 6= 0 c.s. para todo t se satisface la afirmación, por
lo tanto

P
(
NΓ

(r,r+t] ∈ A
∣∣∣Fτr

)
= P

Ä
NΓ
t ∈ A

ä
c.s.,

obteniendo finalmente que (et) es un (Fτt )-PPP.
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Recordando que habíamos definido la medida característica, n, de un
proceso puntual general, en el caso del proceso de excursiones se hará
alusión a ella como la medida de Itô, se seguirá denotando por, n y
a sus restricciones en U+, U− (los espacios de trayectorias positivas y
negativas respectivamente) las denotaremos por n+ y n−. Debido a que
las trayectorias brownianas en C(R+,R) tiene medida 1 con respecto a
la medida de Wiener, se sigue que los conjuntos de trayectorias u’s para
los cuales carga la medida, n, son aquellos cuyos elementos satisfacen
u(0) = 0.

Para dar una mejor descripción de los elementos de U vamos a consi-
derar las siguiente observaciones. Para w ∈W, denotamos por i0(w) al
elemento u de U tal que

u(t) = w(t) si t < V (w), u(t) = 0 si t ≥ V (w),

donde V (w) = ı́nf{t > 0 : w(t) = 0}.
Ahora, si s > 0, podemos aplicar la misma definición a la trayectoria
trasladad, es decir, a θs(w) ∈W, así, is(w) = i0(θs(w)). Observemos que
V (θs(w)) = V (is(w)).

Consideremos ahora al conjunto Θω cuyos elementos son los extremos
izquierdos estrictamente positivos de los intervalos contiguos al conjun-
to Z(ω) de ceros de B, es decir, el conjunto de los tiempos de inicio de
las excursiones, o de manera más clara

{τs− : τs− 6= τs} = {τs− : V (θτs− (w)) > 0}.

Sea H un proceso positivo P(Ft) ⊗ Uδ-medible que se desvanece en
δ, entonces satisface las condiciones necesarias para poder aplicar la
fórmula de compensación

E
Ç∑

s
H(τs−(w), w; es(w))

å
= E

Å∫ ∞
0
ds
∫
H(τs−(w), w;u)n(du)

ã
.

Así como se observó en la sección anterior, debido a que el conjunto
{s : τs− 6= τs} es numerable y que se integra con respecto a la medida de
Lebesgue se puede remplazar τs− por τs, notemos también que debido
a las observaciones hechas sobre los elementos de U , el lado izquierdo
de la última expresión puede ser escrito como E

(∑
γ∈Θω H(γ,w, iγ(w))

)
,

por lo que tenemos la siguiente proposición
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Proposición 3.9. Si H es como arriba,

E

Ñ∑
γ∈Gw

H(γ,w, iγ(w))
é

= E
Å∫ ∞

0
ds
∫
H(τs(w), w;u)n(du)

ã
= E

Å∫ ∞
0

dLt(w)
∫
H(t, w;u)n(du)

ã
.

Demostración. Por las observaciones hechas en el párrafo anterior
basta probar la segunda igualdad, la cual se satisface ya que para toda
función positiva de Borel definida en [0,∞), toda función At creciente,
continua por la derecha, y su inverso (continuo por la derecha) Ct , se
tiene que ∫

[0,∞)
f (u)dAu =

∫ ∞
0
f (Cs)1(Cs<∞) ds.

Como el tiempo local, L, satisface dichas condiciones finalmente con-
cluimos que

E
Å∫ ∞

0
ds
∫
H(τs(w), w;u)n(du)

ã
= E

Å∫ ∞
0

dLt(w)
∫
H(t, w;u)n(du)

ã
.

Bajo la medida n se puede caracterizar la ley de V , además, si definimos
h : U Ï R como h(u) = sup{u(t), t ≥ 0}, es decir, la altura máxima de la
excursión, se puede también encontrar de manera explícita su ley, por
lo que se obtiene la siguiente proposición:
Proposición 3.10. Sea V (u) = ı́nf{t > 0 : u(t) = 0} y h definida como
en el párrafo anterior, entonces, para x > 0

(i)n(V ∈ dx) = dx√
2πx3

, (ii)n(h > x) = 1
2x .

Demostración. Sea f ≥ 0 medible y λ > 0 una constante positiva. De la
fórmula exponencial obtenemos

E
Å
exp

ß
−λ

∫ τt

0
ds f (Bs)

™ã
= E

Ñ
exp

−λ∑
s≤t

∫ τs

τs−
du f (Bu)


é

= E

Ñ
exp

−λ∑
s≤t

∫ V (es)

0
dr f (es(r))


é

= exp
®
−
∫ t

0
ds
∫

(1− e−λ
∫ V (u)

0 dr f (u(r)))n(du)
´
.
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Por lo que para f ≡ 1 se tiene que

E (exp{−λτt}) = exp
ß
−t

∫
(1− e−λV (u))n(du)

™
.

Por otro lado sabemos que

E (exp{−λτt}) = exp{−t
√

2λ},

ya que τ1
L
= ı́nf{s : Bs = 1}. Entonces de las últimas dos expresiones,

utilizando los teoremas de cambio de variable y Fubini, concluimos que
√

2λ =
∫ Ä

1− e−λV (u)än(du)

=
∫

(1− e−λt)n(V ∈ dt)

=
∫ ∫ t

0
λe−λx dx n(V ∈ dt)

= λ
∫
dxe−λxn(V > x),

es decir,  
2
λ =

∫
dxe−λxn(V > x).

Recordando el hecho que para α > 0 tenemos

1
λα = 1

Γ(α)

∫ ∞
0
dxe−λxxα−1,

obtenemos para α = 1/2 lo siguiente 
2
λ =

∫
dxe−λx

√
2/πx,

por lo tanto n(V > x) =
√

2/πx para x > 0, de donde se sigue la primera
afirmación.
Para la segunda afirmación consideremos el conjunto Γx = {u ∈ U :
h(u) ≥ x} y recordemos que Tx = ı́nf{s : Bs = x}, gT = sup{s ≤ T : Bs}
y dT = ı́nf{s > T : Bs = 0}, junto con el hecho de que et es un Fτt -
PPP. Entonces, gTx es el instante del último cero de B antes de cruzar
el nivel x y dTx es el instante del primer cero de B después de haber
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cruzado el nivel x, así, la excursión individual definida en [gTx , dTx ] es la
primera excursión que tiene una altura mayor a x, además gTx ∈ Z y
por definición es el extremo izquierdo de la excursión, por ende, debido
al corolario (1.4) gTx = τLT−x , es decir, LTx es el tiempo del primer salto
del proceso de Poisson NΓx , por lo tanto, LTx tiene una distribución
exponencial de parámetro n(Γx), es decir

E (LTx ) = 1
n(h > x) . (3.1)

Por otro lado, debido a la fórmula de Tanaka, se tiene

B+
t =

∫ t

0
1{Bs>0} dBs + 1

2Lt,

por lo que Mt = B+
t − Lt/2 es una martingala local, más aún, es una

martingala uniformemente integrable en [0, Tx] ya que

sup
0≤t≤Tx

Mt ≤ x y − ı́nf
0≤t≤Tx

Mt ≤
1
2LTx ∈ L

1(P),

la última expresión se debe a que B+
t − Lt/2 ≥ −Lt/2 para todo t ≥ 0 y

como −Lt/2 es un proceso decreciente se llega a

B+
t −

1
2Lt ≥ −

1
2LTx para todo t ≤ Tx,

Así, del teorema de paro de Doob vemos que

1
2E (LTx ) = x. (3.2)

Finalmente, comparando (3.1) y la última expresión deducimos

n(h > x) = 1
2x ,

lo que prueba la segunda parte de la proposición.

Para ε > 0 recordemos las siguientes definiciones,

σε0 = 0, τε0 = ı́nf{t > 0 : Bt = ε},
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σεn = ı́nf{t > τεn−1 : Bt = 0}, τεn{t > σεn : Bt = ε}.
Sea nuevaente

dε(t) = máx{n : σεn ≤ t}
el número de veces que el movimiento browniano cruza del nivel ε al
nivel 0 antes del tiempo t. Entonces, recordando que el teorema (1.6) es-
tablece como calcular el tiempo local mediante un límite, se demostrara
de nuevo pero ahora mediante argumentos basados en la naturaleza de
las excursiones. Sin pérdida de generalidad consideremos a = 0.

Teorema 3.2. Para todo t > 0,

ĺım
ε→0

2εdε(t) = Lt c.s.

Demostración. Observemos que por definición dε(τr) es el número de
veces que el m.b. baja del nivel ε al nivel 0 hasta el tiempo τr .
Ya que τ es una transformación de la escala de tiempo que nos dice los
instantes de inicio de una excursión (τr − τr− > 0), se sigue del hecho
de que estos instantes son numerables que, contar el número de veces
que el proceso cruza del nivel ε al nivel 0 en [0, r] equivale a contar
las excursiones individuales cuyo máximo cruza el nivel ε en [0, τr], por
ende

dε(τr) = card {s ≤ r : h(es) > ε} = N{h>ε}r .
Sea εn = 1/2n y r > 0 fijo, observemos que {h > εn−1} ⊆ {h > εn}, y
consideremos las variables aleatoriasÄ

N{h>εn}r −N{h>εn−1}
r , n ≥ 1

ä
, (3.3)

las cuales representan el número de excursiones cuyo máximo se en-
cuentra en el intervalo (εn, εn−1), de esta manera su distribución corres-
ponde a una Poisson de parámetro rn(εn < h < εn−1) y debido a la
proposición (3.10)

rn(εn < h < εn−1) = r.
Observemos que

N{h>ε1}
r −N{h>ε0}

r = card{s ≤ r : 1/2 < h(es) <∞},

donde n(1/2 < h <∞) = 1. Además, ya que B oscila infinitamente alre-
dedor de cualquier punto, en particular del cero, se sigue que N{h>ε0} = 0
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c.s. Entonces, de las observaciones anteriores y del hecho que la suce-
sión en (3.3) es independiente e idénticamente distribuida, la ley fuerte
de los grandes números nos asegura

N{h>εn}r

n = 1
n

n∑
k=1

(N{h>εk}r −N{h>εk−1}
r ) −Ï

n→∞
r c.s.

Para ε ∈ (εn, εn−1) vemos que

N{h>εn}r ≥ N{h>ε}r ≥ N{h>εn−1}
r ,

lo cual implica que para r > 0 fijo

ĺım
ε→0

εN{h>ε}r = r
2 c.s.,

es decir, para cada r fijo existe un Wr tal que P (Wr) = 1 y la conver-
gencia se da para casi todo w ∈Wr . Ahora veamos que la convergencia
es uniforme en r. Sea ›W =

⋂
r∈Q+

Wr,

entonces, P
(›Wc)

= 0, además, dado w ∈ ›W se tiene que w ∈Wr para
todo r ∈ Q+, es decir,

ĺım
ε→0

εN{h>ε}r = r
2 para todo r ∈ Q+ c.s.

Ahora, sea w ∈ ›W y r ∈ R+, entonces existe una sucesión (rn)n≥1 ⊂ Q+
tal que rn ↓ r, por lo que para todo ε > 0, debido a la continuidad por
la derecha del proceso N{h>ε}, se tiene que

N{h>ε}rn −Ï
n→∞

N{h>ε}r c.s.

Finalmente, por la monotonía de N{h>ε} como función de ε llegamos

ĺım
ε→0

εN{h>ε}r = ĺım
ε→0

ĺım
n→∞

εN{h>ε}rn

= ĺım
n→∞

ĺım
ε→0

εN{h>ε}rn = r
2 c.s.,

es decir, la convergencia es uniforme en r, o de manera equivalente

P
Å
ĺım
ε→0

εN{h>ε}r = r
2 , para todo r > 0

ã
= 1. (3.4)
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Para finalizar notemos que

εdε(t) = ε(τLt ) = εN{h>ε}Lt .

El resultado se sigue al sustituir la última identidad en (3.4) y hacer ε
tender a 0.

Siguiendo la idea análoga de ver al tiempo local como límite de un
proceso de conteo, ahora vamos a considerar al proceso, η, que cuenta
las excursiones de longitud mayor que ε > 0. De manera formal, dado
ε > 0 denotamos por ηt(ε) al número de excursiones con longitud ma-
yor que ε que terminan en un tiempo s ≤ t , y enunciamos la siguiente
proposición

Proposición 3.11. Para ε > 0,

P
Ç

ĺım
ε↓0

 
πε
2 ηt(ε) = Lt para todo t

å
= 1.

Demostración. Notemos que de la proposición (3.10) se obtuvo

E

Ñ
exp

−λ∑
s≤t

V (es)

é

= exp
ß
−t

∫
(1− e−λV (u)) ñ(du)

™
,

es decir, V (es(w)) es un PPP en R+ con medida característica ñ dada
por ñ((x,∞)) = (2/πx)1/2.

Al definir ηt(ε) consideramos contar a las excursiones que terminan en
un tiempo s ≤ t lo cual bajo la escala del inverso del tiempo local, τ , es
equivalente a la cardinalidad del conjunto {s ≤ t : τs − τs− > 0}, por lo
que si N es la medida de conteo asociada al PPP R(es) se sigue de la
observación anterior que ηt(ε) = N [ε,∞)

Lt .
Así, siguiendo un razonamiento análogo al teorema anterior conside-
remos εn = 2/πn2, entonces ñ([εn,∞)) = n, y la sucesión (N [εn,∞)

t −
N [εn−1,∞)
t , n ≥ 1) es una sucesión de variables aleatorias independiente

con distribución Poisson de parámetro t. Entonces, para t fija, debido
a la Ley fuerte de Grandes Números se cumple que

ĺım
n→∞

1
nN

[εn,∞)
t = ĺım

n→∞

 
πεn
2 N [εn,∞)

t = t c.s.
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Como N [ε,∞)
t crece cuando ε decrece, para ε ∈ (εn, εn−1), 

πεn
2 N [εn−1,∞)

t ≤
 
πε
2 N [ε,∞)

t ≤
 
πεn−1

2 N [εn,∞)
t ,

entonces

P
Ç

ĺım
ε↓0

 
πε
2 N [ε,∞)

t = t
å

= 1.

La convergencia c.s. uniforme en t se sigue de manera idéntica que en
el teorema anterior.

3.2.1. Descripción de Itô.
Consideremos al proceso canónico en U dado por (u(t), t ≥ 0), y denote-
mos por n+ y n− a las restricciones de n en el espacio de las trayectorias
positivas y negativas respectivamente.

Proposición 3.12. i) n = n+ + n−; y n− es la imagen de n+ bajo la
aplicación u 7Ï −u.

ii) Sea λ > 0, la imagen de n bajo la aplicación u 7Ï φλ(u) =
λu(t/λ2), es λn.

Demostración. i) La primera afirmación se sigue al notar que los
conjuntos U+ y U− son ajenos, donde U+ es el conjunto de las tra-
yectorias positivas y U− es de las trayectorias negativas. La segun-
da afirmación se sigue de la propiedad de simetría del movimiento
browniano.

ii) Sea ‹Bt = λBt/λ2 , entonces, el proceso de tiempo local en 0 y el
inverso de éste, asociados a ‹B están dados por

L̃t = λLt/λ2 y τ̃r = λ2τr/λ.

Las excursiones del proceso, ‹B, las vamos a denotar por ẽs y sa-
tisfacen

ẽs(r) = ‹Bτ̃s−+r = λBτs/λ−+ r
λ2

= φλ(es/λ(r)).
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Por lo tanto el proceso de excursiones de ‹B no es más que (φλ(et/λ), t ≥
0). Por lo que para todo A ∈ U ,

n(A) = E

Ñ∑
s≤1

1{φλ(es/λ)∈A}

é
= E

Ñ∑
s≤1

1{es/λ∈φ−1
λ (A)}

é
= E

Ñ∑
t≤1/λ

1{et∈φ−1
λ (A)}

é
= 1
λn
Ä
φ−1
λ (A)

ä
,

es decir, n ◦ φ−1
λ = λn, lo que concluye la demostración.

Teorema 3.3. Sea P†x la ley del movimiento browniano que empieza
en x > 0 y matado en el primer instante en que toca 0. Además, sean
Hx = ı́nf{t > 0 : u(t) ≥ x} y θHx el operador traslación. Consideremos
al proceso

u ◦ θHx (t) =
®
u(Hx + t), si t < (V (u)−Hx)+,
0, si t ≥ (V (u)−Hx)+.

Entonces

i) bajo la medida n+( ·|h > x), el proceso u ◦ θHx tiene por ley P†x ,

ii)
ĺım
x→0+

1
2xP

†
x(Φ) = n+(Φ),

donde Φ es una funcional continua, acotada y tal que se anula
en el conjunto {u : h(u) < y0} para algún y0 fijo.

Demostración. i) Sea Tx = ı́nf{t > 0 : Bt = x} , Tx > 0 c.s. ya que x > 0,
así la excursión definida en [gTx , dTx ] es la primera cuyo supremo es
mayor que x, además, gTx ∈ Z es el extremo izquierdo de la excursión
en cuestión, por lo que existe un s tal que gTx = τs− , dTx = τs, y gTx <
Tx < dTx , es decir, para todo r < s tal que τr− < τr se tiene que τr ≤ τs− ,
entonces,

gτr < dτr ≤τs− = gTx < Tx, (BgTx = 0).

Del párrafo anterior obtenemos que, si r < s, entonces, h(er) < x ya que
Tx /∈ [gτr , dτr ], y h(es) ≥ x. Entonces, como h(es) ≥ x, s ∈ {t : h(et) ≥ x},
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y por definición de ínfimo, ı́nf{t : h(et) ≥ x} ≤ s, por otro lado, para
todo r < s, h(er) < x, es decir, r /∈ {t : h(et) ≥ x}, lo cual equivale a
afirmar que s es una cota superior para {t : h(et) ≥ x}, y nuevamente
por definición, s ≤ {t : h(et) ≥ x}, por lo que s = {t : h(et) ≥ x}.
Recordando que dTx = τs se llega a que LdTx = Lτs = s y como Tx está
en un intervalo de constancia de L se tiene que

LTx = LdTx = s = ı́nf{t : h(et) ≥ x}.

Definiendo S := LTx , del lema (3.1) tenemos que la ley de eS es

n+(·|h > x) = 2xn+(·, h > x).

Por otro lado, eS = (BgTx+t, 0 ≤ t ≤ dTx − gTx ), y Tx − gTx es el primer
instante en que eS toca x. Por lo tanto eS ◦ θHx no es más que B ◦ θTx
matado en 0. Por la propiedad de Markov fuerte en Tx , B◦θTx tiene por
ley P†x , es decir, eS ◦θHx tiene por ley P†x . Esto implica que bajo n+(·| > x),
el proceso u ◦ θHx tiene por ley P†x .

ii) Sea Φ como en el enunciado. De (i) vemos

1
2xP

†
x = n+(Φ(u ◦ θHx );h > x).

Ya que Φ es continua, Φ(u ◦ θHx ) Ï Φ(u) cuando x tiende a 0. Además,
como Φ se anula en el conjunto {u : h(u) < y0} para algún y0 > 0 fijo

n+ (Φ(u ◦ θHx );h > x) = n+ (Φ(u ◦ θHx ), h > y0) ,

para x > y0. Finalmente, usando el hecho de que Φ es acotada, que la
medida n+(·, h > y0) es finita y el teorema de convergencia dominada
(x Ï 0) se obtiene el resultado.

El siguiente teorema nos da una descripción explícita de la medida de
Itô. Ésta descripción determina la ley de entrada del proceso canónico
u. Intuitivamente, la ley de entrada caracteriza la ley de la excursión en
algún instante antes de anularse.

Teorema 3.4. Sea t0 > 0 fijo, el proceso u ◦ θt0 = (u(s + t0), 0 ≤ s <
(V (u)− t0)+), tiene las siguiente propiedades
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i) bajo la medida n+(·|V > t0), el proceso u ◦ θt0 es un movimiento
browniano matado en cero que empieza en u(t0),

ii) La “ley de entrada”está dada por

n(u(t0) ∈ dx, t0 < V (u)) = |x|e
−x2/2t0»
2πt30

dx.

Demostración. i) Sea T = ı́nf{t > 0 : t − gt > t0}, entonces gT es el
extremo izquierdo de la primera excursión cuya longitud es mayor a
t0, y, gT < T < dT , por lo que siguiendo el mismo razonamiento de la
parte (i) del teorema anterior se llega a que LT = ı́nf(u > 0 : V (eu) > t0).
Así, si nuevamente definimos S := LT , del lema (3.1) se puede afirmar
que la ley de eS es n(·|V > t0).
Por otro lado, eS = (BgT+t, 0 ≤ t ≤ dT−gT), y T−gT es el primer instan-
te en el cual la longitud de eS es mayor que t0, por lo tanto eS ◦ θt0 no
es más que B ◦ θT matado en 0. Entonces, por la propiedad de Markov
fuerte en T , B ◦ θT matado en 0 tiene la misma ley que un movimiento
browniano matado en 0 que empieza en BT , es decir, eS ◦ θt0 tiene la
misma ley que un movimiento browniano matado en 0 que empieza en
BT . Debido a lo anterior, se concluye que bajo n(·|V > t0), el proceso
u ◦ θt0 tiene la misma ley que un movimiento browniano matado en 0
que empieza en u(t0).

ii) Sean ep una variable exponencial de parámetro p > 0 independiente
de (Bt, t ≥ 0), y f una función positiva y medible, entonces,

E
Ä
f (Bep )

ä
= p

∫ ∞
0
dt e−ptE (f (Bt))

=
∫
R
dx f (x)p

∫ ∞
0
dt e−pt e

−x2/2t
√

2πt

=
∫
R
dx f (x)pe

−
√

2p|x|
√

2p .

Por otro lado,

E
Ä
f (Bep )

ä
= pE

(∑
s>0

∫ τs

τs−
dt e−ptf (Bt)

)

= pE
(∑
s>0

∫ V (es)

0
dr e−pτs−e−prf (es(r))

)
.
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Debido a la fórmula de compensación obtenemos

E
Ä
f (Bep )

ä
= pE

Å∫ ∞
0
ds e−pτs−

ã ∫
n(du)

∫ V (u)

0
dr e−prf (u(r))

= p
∫ ∞

0
ds e−s

√
2p
∫ ∞

0
dr e−pr

∫
{V (u)>r}

n(du) f (u(r)).

Por lo tanto∫ ∞
0
dr e−prn (f (u(r)), V (u) > r) =

∫
R
dx f (x)e−

√
2p|x|

=
∫
R
dx f (x)

∫ ∞
0
dr e−pr |x|e

−x2/2r
√

2πr3

=
∫ ∞

0
dr e−pr

∫
R
dx f (x) |x|e

−x2/2r
√

2πr3
,

lo cual prueba la afirmación.

Recordemos que se está trabajando con una medida σ -finita en el es-
pacio de funciones, y de los resultados anteriores se puede notar que
una propiedad de la medida es una propiedad de la ley del proceso ca-
nónico bajo dicha medida. Además, la medida es la única extensión de
su restricción al álgebra de rectángulos medibles, es decir, la medida
está determinada si conocemos las distribuciones finito dimensionales
del proceso canónico.

Lo que se afirma en el siguiente teorema es que el proceso canónico
(u(t), t ≥ 0) es un proceso de Markov, sólo que en este caso no se puede
hablar de una medida inicial, así, si dado el semigrupo Pt deseamos
escribir las distribuciones finito dimensionales

P (Xt1 ∈ A1, . . . , Xtk ∈ Ak)

para 0 < t1, · · · < tk, es necesario conocer a las medidas λt(dx) =
P (Xt ∈ dx), entonces la distribución finito dimensional de arriba que-
daría escrita como∫

A1
λt1(dx1)

∫
A2
pt2−t1(x1, dx2) · · ·

∫
Ak
ptk−tk−1(xk−1, dxk),

donde (pt(x, dy)) son las probabilidades de transición asociadas a Pt .
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La medida λt es conocida como la ley de entrada. Para que λt sea una
ley de entrada, esta debe satisfacer la igualdad λtPs = λt+s para todo
s, t > 0. Si se conocen (λt) y (Pt) funciones de transición, que satisfacen
la igualdad anterior, se pueden construir medidas en el espacio canónico
tal que el proceso canónico tenga las marginales mencionadas arriba,
y por lo tanto sea un proceso de Markov. En este sentido enunciamos
formalmente la descripción de Itô, con la cual se concluye la sección.
En el siguiente capítulo se probará una descripción distinta del proceso
canónico, u, en términos de un puente de Bessel.

Teorema 3.5 (Descripción de Itô). Bajo n+ el proceso canónico (u(t), t ≥
0) es un proceso de Markov fuerte con probabilidades de transición
(qt(x, y)dy) y con ley de entrada (λt(x)dx), donde

qt(x, y) = 1√
2πt

(
exp

{
− (x − y)2

2t

}
− exp

{
− (x + y)2

2t

})

y λt(x) = |x|e
−x2/2t

√
2Πt3

.

En otras palabras, para k ≥ 1, A1, . . . , Ak ∈ B((0,∞)), y, 0 < t1 < · · · <
tk,

n+(u(t1) ∈ A1, . . . , u(tk) ∈ Ak)

=
∫
A1
dx1λt1(x1)

∫
A2
dx2qt2−t1(x1, x2) · · ·

∫
Ak
dxkqtk−tk−1(xk−1, xk).

Notemos que qt(x, y) es la densidad de las probabilidades de transi-
ción del movimiento browniano matado en 0.

Demostración. Sean k ≥ 1, A1, . . . , Ak ∈ B((0,∞)), y 0 < t1, . . . < tk.
Primero, observemos que

n+ (u(t1) ∈ A1, . . . , u(tk) ∈ Ak)
= n+ (u(t1) ∈ A1, . . . , u(tk) ∈ Ak, V > t1) .

(3.5)

Debido al teorema (3.4) se sabe que bajo n+(·|V > t1), el proceso u ◦ θt1
tiene por ley P†u(t1). Entonces

n+ (Φ ◦ θt1 , u(t1) ∈ Γ|V > t1) = E
(
Φ(‹B) ◦ θT , ‹BT ∈ Γ

)
,
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donde T = ı́nf{t > 0 : t−gt > t1}, Γ ∈ B((0,∞)), Φ es una funcional con-
tinua y acotada, y ‹B es el movimiento browniano matado en 0. Debido
a la propiedad fuerte de Markov vemos

n+ (Φ ◦ θt1 , u(t1) ∈ Γ|V > t1) = E
(
1{B̃T∈Γ}E

†
BT (Φ)

)
.

En particular para Φ = 1. por la igualdad de arriba tenemos

n+(u(t1) ∈ Γ|V > t1) = P
(‹BT ∈ Γ

)
.

Por lo tanto

n+ (Φ ◦ θt1 ∈ Γ, V > t1) = n+(V > t1)E
(
1{B̃T∈Γ}E

†
BT (Φ)

)
= n+(V > t1)

∫
Γ
P
(‹BT ∈ dx)E†x(Φ)

=
∫

Γ
n+ (u(t1) ∈ dx, V > t1)E†x(Φ)

=
∫

Γ
dx λt(x)E†x(Φ).

Lo cual implica que el lado derecho de (3.5) es igual a∫
A1
dx1 λt1(x1)P†x1 (Xt2−t1 ∈ A2, . . . , Xtk−tk−1) ,

donde, bajo P†x , el proceso X = (Xt, t ≥ 0) es un movimiento browniano
matado en 0 que empieza en x > 0.
Lo anterior prueba el hecho de que bajo n+, el proceso canónico, u =
(u(t), t ≥ 0), es un proceso de Markov con probabilidades de transición
(qt(x, y)dy). Finalmente, debido a que el movimiento browniano matado
en 0 es un proceso de Markov fuerte, el proceso canónico hereda tal
propiedad bajo la medida n+.

3.2.2. Descripción de Williams.
En la sección anterior se probó que bajo la medida de excursión, n, el
proceso canónico, (u(t), t ≥ 0), es un proceso de Markov, en este sen-
tido, la presente sección está enfocada en probar un resultado similar,
sólo que en esta ocasión con particular atención en la ley del proceso
canónico, (u(t), t ≥ 0), la cual estará expresada en términos de la de un
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puente de Bessel. Con este motivo, primero se harán algunas observa-
ciones técnicas, con el propósito de finalizar la sección enunciando está
nueva descripción del proceso canónico.

Denotaremos por BES3 al proceso de Bessel de dimensión 3. Un puente
de BES3, por el momento, lo definiremos como un proceso con tiempo
de vida finita y determinista, a > 0, cuya ley es la del proceso BES3 que
inicia en un cierto estado x ≥ 0 condicionado a que al tiempo a tome
el valor y.

Sea P3
x la medida de probabilidad asociada al proceso BES3

x y (p3
t (x, y)dy, t ≥

0) sus probabilidades de transición. Del capítulo anterior sabemos

p3
t (x, y) = y

xqt(x, y), x, y > 0,

donde (qt(x, y), t ≥ 0) es la familia de densidades del semigrupo de
transición de un movimiento browniano matado en 0, es decir,

qt(x, y) = 1√
2πt

[
exp

{
− (y − x)2

2t

}
− exp

{
− (y + x)2

2t

}]
, x, y > 0.

Para x = 0, tenemos

p3
t (0, y) =

Ç 2
πt3
å1/2

exp
{
−y

2

2t

}
y2, t > 0.

Para todo a > 0, el espacio C([0, a],R), dotado de la topología de la con-
vergencia uniforme, es un espacio topológico separable metrizable com-
pleto y la σ -álgebra generada por el proceso canónico es la σ -álgebra de
Borel. Esto implica la existencia de una distribución condicional regu-
lar para P3

x(·|Xa), es decir, una familia P(3,a)
x,y de medidas de probabilidad

en C([0, a],R) tal que para todo conjunto boreliano Γ

P3
x(Γ) =

∫
P(3,a)
x,y (Γ)µa(dy),

donde µa es la ley de Xa bajo P3
x . En otras palabras

P(3,a)
x,y (Γ) = P3

x(Γ|Xa = y).
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Para x y a fijos, estas probabilidades de transición están determinadas
salvo por conjuntos de medida 0 en y, mas no para una y específi-
ca. Para formalizar el concepto de puente de BES3, consideremos lo
siguiente

Proposición 3.13. Para todo x, y ∈ R y a > 0, existe una única medi-
da de probabilidad P(3,a)

x,y en (C([0, a],R),Fa) tal que

P(3,a)
x,y (F )p3

a(x, y) = P3
x
Ä
Fp3

a−t(Xt, y)
ä

(3.6)

para todo t ∈ [0, a) y toda funcional F , Ft-medible y acotada.
Bajo P(3,a)

x,y , el proceso canónico, (Xt, 0 ≤ t ≤ a), es un proceso de Mar-
kov fuerte no-homogéneo cuyas probabilidades de transición admiten
las densidades:

p(3,y,a)(z, s; z′, t) = p3
t−s(z, z′)p3

a−t(z′, y)
p3
a−s(z, y) , 0 < s < t < a. (3.7)

Además, P(3,a)
x,y (X0 = x,Xa = y) = 1, y si F es una funcional Ft-medible

y acotada, y g : R+ Ï R+ boreliana, entonces

P3
x(Fg(Xa)) =

∫
R+
P(3,a)
x,y (F )g(y)p3

a(x, y)dy. (3.8)

Finalmente, (P(3,a)
x,y , y ≥ 0) es una versión regular de la familia de

probabilidades condicionales P3
x(·|Xa = y), y ∈ R+.

Demostración. Notemos primero que

ĺım
δ→0

1
δP

3
x (Xa ∈ (y, y + δ)) = ĺım

δ→0

1
δ

∫
(y,y+δ)

pa(x, z)dz = p3
a(x, y).

Para probar (3.6) utilizaremos un argumento de clases monótonas, sean
A1, . . . , An y 0 < t1, · · · < tn < a, donde tn = t , entonces

P3
x(Xt1 ∈ A1, . . . , Xtn ∈ An|Xa ∈ (y, y + δ))

=
∫
A1
dx1p3

t1(x, x1) · · ·
∫
An dxnp

3
tn−tn−1(xn−1, xn)

∫
(y,y+δ) p3

a−tn(xn, z)dz∫
(y,y+δ) p3

a(x, z)dz
,

y esta última expresión converge a

1
p3
a(x, y)

∫
A1
dx1p3

t1(x, x1) · · ·
∫
An
dxnp3

tn−tn−1(xn−1, xn)p3
a−tn(xn, y), (3.9)
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la cual es una medida de probabilidad. Del teorema de clases monótonas
se sigue que esta medida de probabilidad satisface

P(3,a)
x,y (F ) = ĺım

δ→0
P3
x (F |Xt ∈ (y, y + δ)) = 1

p3
a(x, y)P

3
x
Ä
Fp3

a−t(Xt, y)
ä
,

para toda F funcional acotada y Ft-medible, o de manera equivalente

dP(3,a)
x,y

∣∣∣
Ft

= p3
a−t(Xt, y)
p3
a(x, y) dP3

x

∣∣∣
Ft
.

La propiedad fuerte de Markov se sigue de (3.6) y de aplicar el teorema
de paro de Doob a la martingala positiva, bajo P3

x ,

Mt = p3
a−t(Xt, y), 0 ≤ t < a.

De (3.9) deducimos la expresión (3.7) de las probabilidades de transi-
ción.
Para finalizar la prueba probemos la expresión (3.8), sea F una funcio-
nal acotada Ft-medible y g : R+ Ï R+ una función boreliana. De la
propiedad de Markov al tiempo t , tenemos

P3
x (Fg(Xa)) = P3

x
Ä
FP3

Xt (g(Xa−t))
ä

= P3
x

Å
F
∫
g(y)p3

a−t(Xt, y)dy
ã

=
∫
P3
x
Ä
Fp3

a−t(Xt, y)
ä
g(y)dy

=
∫
P(3,a)
x,y (F )p3

a(x, y)g(y)dy,

lo cual prueba el resultado.

De manera formal, tenemos lo siguiente

Definición 3.8. El puente de Bessel de dimensión 3 de longitud a > 0
que empieza en x y termina en y, es un proceso continuo cuya ley
está dada por P(3,a)

x,y .

Corolario 3.1. Sea a > 0. Para t < a se tiene

dP(3,a)
0,0

∣∣∣
Ft

=
Å a
a − t

ã3/2
e−Xt /2(a−t) dP3

0

∣∣∣
Ft
.
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Demostración. De la proposición anterior, recordemos que

dP(3,a)
x,y

dP3
x

∣∣∣∣∣∣
Ft

= p3
a−t(Xt, y)
p3
a(x, y) = x

Xt

qa−t(Xt, y)
qa(x, y) .

El resultado se sigue haciendo tender, primero a x, y luego a y a cero.

Teorema 3.6 (Descripción de Williams). Recordemos que

n+(V ∈ dr) = 1
2

dr√
2πr3

.

Bajo n+ y dado que {V = r}, el proceso canónico (u(t), 0 ≤ t ≤ r) tiene
la misma ley que un puente de BES3 que va de 0 a 0 y de longitud r.
En otras palabras, para toda funcional Φ acotada

n+ (Φ(u(s), s ≥ 0)) = 1
2

∫ ∞
0

dr√
2πr3

P(3,r)
0,0 (Φ(Xs, 0 ≤ s ≤ r)) .

Demostración. Nuevamente, por un argumento de clases monótonas
basta demostrar que para 0 < t1 < · · · < tn,

n+(u(t1) ∈ dx1, . . . , u(tn) ∈ dxn)

= 1
2

∫ ∞
tn

dr√
2πr3

P3,r
0,0 (Xt1 ∈ dx1, . . . , Xtn ∈ dxn) .

(3.10)

De la descripción de Itô, notamos que el lado izquierdo de la ultima
igualdad es igual a

λt1(x1)dx1P†x1 (Xt2−t1 ∈ dx2, . . . , Xtn−tn−1 ∈ dxn) ,

donde
λt1(x1) = x1»

2πt31
e−x2

1 /2t1

es la densidad de la ley de entrada. Por otro lado, del corolario (3.1)
vemos que la parte derecha de (3.10) es igual a

1
2

∫ ∞
tn

dr√
2πr3

Ç r
r − tn

å3/2
e−x2

n/2(r−tn)P3
0(Xt1 ∈ dx1, . . . , Xtn ∈ dxn)

= 1
2

∫ ∞
tn

dr√
2πr3

Ç r
r − tn

å3/2
e−x2

n/2(r−tn)

× p3
t1(0, x1)dx1P3

x1(Xt2−t1 ∈ dx2, . . . , Xtn−tn−1 ∈ dxn),
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donde la segunda igualdad se sigue de la propiedad de Markov al tiempo
t1. Ahora, de la absoluta continuidad entre P3

x y P†x y de la identidad
p3
t1(0, x) = 2xλt1(x), la última igualdad se reduce a

1
2

∫ ∞
tn

dr√
2πr3

Ç r
r − tn

å3/2
e−x2

n/2(r−tn)

× p3
t1(0, x1)dx1

Çxn
x1

å
P†x1(Xt2−t1 ∈ dx2, . . . , Xtn−tn−1 ∈ dxn)

= 1
2

∫ ∞
tn

dr√
2πr3

Ç r
r − tn

å3/2
e−x2

n/2(r−tn)

× 2x1λt1(x1)dx1

Çxn
x1

å
P†x1(Xt2−t1 ∈ dx2, . . . , Xtn−tn−1 ∈ dxn),

de donde se sigue el resultado.
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Capítulo 4

Extensión de la Identidad de
Bougerol

4.1. Identidad de Bougerol Extendida
Recordemos que la funcional exponencial de un movimiento browniano
estándar, (Bt, t ≥ 0), se define como

At =
∫ t

0
ds exp(2Bs), t ≥ 0.

Además, podemos extraer información sobre la distribución de At me-
diante la identidad de Bougerol:

para un t fijo sinh(Bt)
L
= βAt , (4.1)

donde (βu, u ≥ 0) denota un movimiento browniano independiente de
(Bt, t ≥ 0) y por ende independiente de At . De lo anterior, por (4.1)
observamos que

P (βAt ≤ x) = P (Bt ≤ a(x)) con a(x) = arg sinh(x)

es decir,

E
Ç 1√

At
exp

Ç−x
2At

åå
= a′(x)√

t
exp

(
−a2(x)

2t

)
, x ∈ R, (4.2)

85
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donde

a(x) = arg sinh(x) = log(x +
√

1 + x2) y a′(x) = 1√
1 + x2

.

Como consecuencia de (4.2) tenemos lo siguiente:
Para x = 0 se tiene

E
Ç 1√

At

å
= 1√

t
, (4.3)

y derivando con respecto a t en ambos lados se sigue que

E
(

exp(Bt)
A3/2
t

)
(∗)
= E

(
exp(2Bt)
A3/2
t

)
= 1
t3/2 , (4.4)

donde (∗) se obtiene por la propiedad de retorno de tiempo de (Bs, s ≤ t)
del tiempo t.
Como resultado principal presentamos el teorema que extiende la iden-
tidad en (4.1).

Teorema 4.1. Para t fija, las siguientes variables aleatorias bi-dimensionales
son idénticamente distribuidas:

(sinh(Bt), sinh(Lt))
L
= (βAt , exp(−Bt)λAt )

L
= (exp(−Bt)βAt , λAt ), (4.5)

donde (βu, u ≥ 0) es un movimiento browniano estándar, con tiempo
local en 0, (λu, u ≥ 0), y β es independiente de B.

La demostración consiste en probar la identidad propuesta en pasos, es
decir, primero se probará la igualdad en ley entre los vectores extremo
derecho y extremo izquierdo, para después concluir con la equivalencia
en ley entre el vector extremo derecho y el vector restante.

Para la primera equivalencia se probará la identidad evaluada en tiem-
pos exponenciales independientes de los demás procesos involucrados.
Con este fin y recordando que la ley conjunta de vectores aleatorios
esta unívocamente determinada por la transformada de Mellin, se pro-
cederá a calcular la transformada conjunta de Mellin de los vectores
en cuestión para ser comparados en ley.
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Para demostrar la primera equivalencia en ley observamos, para sim-
plificar los cálculos, que podemos reescribir la identidad en ley (4.5) en
lo que pareciera un versión ligeramente más débil

(sinh(|Bt|), sinh(Lt))
L
= (|βAt |, exp(−Bt)λAt )

L
= (exp(−Bt)|βAt |, λAt ), (4.6)

esto sin pérdida de generalidad, ya que el término izquierdo de cada vec-
tor (sin los valores absolutos) de las expresiones en (4.5) sólo difieren
de los que tienen valor absoluto en la última expresión por la multipli-
cación de una variable aleatoria Bernoulli simétrica, independiente de
las demás variables, es decir, si en particular consideramos la variable
aleatoria sinh(Bt), con t > 0 fijo, podemos pensar en una copia indepen-
diente de B, digamos ‹B, y así definir a la variable aleatoria Bernoulli, Z,
como

Z =
1 si sinh(‹Bt) ≥ 0
−1 si sinh(‹Bt) < 0,

entonces

| sinh(Bt)|
L
= | sinh(‹Bt)| = Z sinh(‹Bt) L= Z sinh(Bt),

con Z independiente de sinh(Bt). Análogamente para los demás térmi-
nos de interés.

Una vez finalizada la prueba de

(sinh(Bt), sinh(Lt))
L
= (exp(−Bt)βAt , λAt ),

la demostración de

(βAt , exp(−Bt)λAt )
L
= (exp(−Bt)βAt , λAt )

estará basada en un argumento de igualdad en distribución bajo com-
posición de funciones Borel-medibles.
Habiendo hecho la observaciones anteriores la demostración formal
del teorema 4.1 es la siguiente:

Demostración. (Teorema 4.1) Consideremos un tiempo exponencial,
ep, de parámetro p > 0 independiente de B. Para t ≥ 0 denotemos al
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instante del último cero de B antes de t por gt = sup{u < t : Bu = 0}.
Los procesos (Bu, u ≤ gep ) y (Bgep+u, u ≤ ep − gep ) son independientes,
ésto debido a la fórmula de compensación, y por ende las variables
Lep (≡ Lgep ) y Bep también son independientes. Además, ya que Lt y |Bt|
tienen la misma ley (Teo 1.5), entonces también Lep y |Bep |, donde la
distribución de manera explícita es

P
Ä
Lep ≥ `

ä
= P (ep ≥ τ`) = exp(−`

»
2p),

es decir, su densidad común es»
2p exp(−

»
2pu), u ≥ 0.

De manera equivalente, por la propiedad de autosimilitud y la identidad
de Lévy |β|

L
= λ, la caracterización de la ley de λep y |βep | se puede

expresar como
√

2e(|β1|, λ1)
L
= (e,e′), (4.7)

donde del lado izquierdo e = e1 es independiente de β, y del lado iz-
quierdo las dos variables aleatorias, e,e′ son copias independientes de
e1.

De la observación hecha en (4.6), probar

(sinh(Bt), sinh(Lt))
L
= (βAt , exp(−Bt)λAt )

L
= (exp(−Bt)βAt , λAt )

es equivalente a probar

(sinh(|Bt|), sinh(Lt))
L
= (|βAt |, exp(−Bt)λAt )

L
= (exp(−Bt)|βAt |, λAt ).

Entonces, primero mostraremos que

(sinh(|Bt|), sinh(Lt))
L
= (exp(−Bt)|βAt |, λAt ),

y por la propiedad de autosimilitud probar la última igualdad resulta
equivalente a probar que

(sinh(|Bt|), sinh(Lt))
L
= (exp(−Bt)

»
At|β1|,

»
Atλ1). (4.8)
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Esto se llevará a cabo remplazando t con un tiempo exponencial ep y
multiplicando ambos lados por

√
2e (e = e1), asumiendo implícitamente

que ep, e, B y β son independientes, para finalmente calcular la trans-
formada conjunta de Mellin en ambos lados y ver que efectivamente se
satisface la igualdad en ley. Lo que demostraremos es:
√

2e(sinh(|Bep |), sinh(Lep ))
L
=
√

2e(exp(−Bep )
»
Aep |β1|,

»
Aepλ1). (4.9)

Para lado izquierdo de (4.9), debido a que sinh(|x|) = | sinh(x)| y a la
identidad de Bougerol (4.1), se tienen lo siguiente

√
2e(sinh(|Bep |), sinh(Lep ))

L
=
√

2e(sinh(|Bep |), sinh(|B′e′p |))
L
=
√

2e(|βAep |, |β
′
A′

e′p
|)

L
=
√

2e(
»
Aep |N|,

√
A′e′p |N

′|),

(4.10)

donde N , N ′ son variables aleatorias normales estándar independientes
entre si y de las demás variables y A′ es una copia independiente de A,
la cual también es independiente de las demás variables.
Mientras que en el lado derecho de (4.9), debido a la identidad en ley
en (4.7), se tiene
√

2e(exp(−Bep )
»
Aep |β1|,

»
Aepλ1)

L
= (exp(−Bt)

»
Aepe,

»
Aepe′)

L
= (exp(−Bt)

»
Aep |N|

√
2e,
»
Aep |N ′|

√
2e′),

(4.11)

donde la última igualdad se da debido a

|N|
√

2e
L
= |B2e|

L
= |Be1/2 |

L
= e(= e1).

Así, elevando al cuadrado (4.10) y (4.11), resta calcular la transformada
conjunta de Mellin de

e(Aep , A′e′p ), y (exp(−2Bt)Aepe, Aepe′), (4.12)

y verificar que son iguales, esto debido a la independencia de |N| y |N ′|
entre si y entre las demás variables, por lo que pueden cancelarse en
ambos lados de (4.10) y (4.11).
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Un elemento clave para poder calcular esta transformada se encuentra
en la caracterización de la ley de la funcional exponencial (véase [9],
artículo #6, p. 94),

A(ν)
t =

∫ t

0
exp (2(Bs + νs)) ds, t ≥ 0,

donde B es un movimiento browniano estándar, la cual está dada por

A(ν)
ep
L
= B(1,a)

2γb
,

con B(u,v) una variable aleatoria beta con parámetros (u, v), γb una va-
riable aleatoria gama con parámetro b y

a = a(ν, p) = 1
2(ν +

»
2p + ν2), b = b(ν, p) = 1

2(−ν +
»

2p + ν2).

Entonces, la transformada de Mellin de A(ν)
ep es

E
Ä
(A(ν)

ep )
rä = 2−rE ((β1,a)r)E ((1/γb)r)

= 2−rΓ(1 + a)Γ(1 + r)Γ(b − r)
Γ(1 + a + r)Γ(b) .

véase [5].
Ahora, ya que a(0, p) = b(0, p) =

»p
2 por un lado tenemos, debido a la

independencia entre las variables, que

E
(
(eAep )c(eA′e′p )

d
)

= E
Ä
ec+d

ä
E
Ä
(Aep )c

ä
E
(
(A′e′p )

d
)

= 2−c−dΓ(c + d + 1)Γ(1 + a)Γ(1 + c)Γ(b − c)Γ(1 + a)Γ(1 + d)Γ(b − d)
Γ(1 + a + c)Γ(1 + a + d)Γ(b)2

= 2−c−dp2
Γ(1 + c + d)Γ(1 + c)Γ(

»p
2 − c)Γ(1 + d)Γ(p2 − d)

Γ(1 + c + p
2 )Γ(1 + d + p

2 ) ,

(4.13)

donde la última igualdad es consecuencia de

Γ(1 + t) = tΓ(t), t ≥ 0. (4.14)
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Por otro lado, si consideramos a la martingala Mt = −2cBt , sabemos
que 〈M,M〉t = 4c2t y que se puede definir a la martingala exponencial
asociada

E (M)t = exp(−2cBt − 2c2t),

entonces, 〈M,B〉t = −2ct y por el teorema de Girsanov se tiene lo
siguiente

E
(
exp(−2cBt)

Ç∫ t

0
exp(2Bs)ds

åc+d)
= E

(
exp(2c2t)E (M)t

Ç∫ t

0
exp(2Bs)

åc+d)
= Q

[
exp(2c2t)

Ç∫ t

0
exp(2(‹Bs − 2cs))

åc+d]
= E

(
exp(2c2t)

Ç∫ t

0
exp(2(Bs − 2cs))

åc+d)
,

donde Q = E (M) · P y ‹Bt = Bt + 2ct es un Q-movimiento browniano.
Así obtenemos que

E
Ä
(exp(−2Bep )Aepe)c(Aepe′)d

ä
= Γ(1 + c)Γ(1 + d)E

Ä
exp(−2cBep )(Aep )c+d

ä
= Γ(1 + c)Γ(1 + d)E

Ä
exp(2c2ep)(A(−2c)

ep )c+d
ä
,

además, observando

E
Ä
exp(ηep)1{ep∈dt}

ä
= p
p − ηP (ep−η ∈ dt) , η < p,

llegamos, fijando q = p − 2c, a

E
Ä
(exp(−2Bep )Aepe)c(Aepe′)d

ä
= p
qΓ(1 + c)Γ(1 + d)E

Ä
(A(−2c)

ep )c+d
ä

= 2−c−dpqΓ(1 + c)Γ(1 + d)

× Γ(1 + a(−2c, q))Γ(1 + c + d)Γ(b(−2c, q)− c − d)
Γ(1 + a(−2c, q) + c + d)Γ(b(−2c, q)) .

(4.15)
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Ahora, a(−2c, q) = −c+
»p

2 y b(−2c, q) = c+
»p

2 , por lo que cancelando
los términos comunes de (4.13), (4.15) y desarrollando los restantes de
(4.15) obtenemos

p
q

Γ(1 + a(−2c, q))Γ(b(−2c, q)− c − d)
Γ(1 + a(−2c, q) + c + d)Γ(b(−2c, q))

= p
p − 2c2

Γ(1− c +
»p

2 )Γ(−d +
»p

2 )
Γ(1 + d +

»p
2 )Γ(c +

»p
2 )

= p
p − 2c2

Ç p
2 − c

åÇ p
2 + c

å Γ(
»p

2 − c)Γ(
»p

2 − d)
Γ(1 + c +

»p
2 )Γ(1 + d +

»p
2 )

= p
2

Γ(
»p

2 − c)Γ(
»p

2 − d)
Γ(1 + c +

»p
2 )Γ(1 + d +

»p
2 )
,

nuevamente basados en la propiedad (4.14).
Notemos que en el camino, implicitamente se asumió que q = p−2c2 >
0, por lo que c tuvo que ser suficientemente pequeño, de la misma mane-
ra para, c, d <

»p
2 . Pero, aún con esas restricciones, podemos concluir

la demostración de la identidad en ley de los dos vectores en (4.12) y
por ende la prueba de (4.8).

Para finalizar la prueba nos falta verificar la identidad restante,

(βAt , exp(−Bt)λAt )
L
= (exp(−Bt)βAt , λAt ),

entonces, de la propiedad de autosimilitud se sigue que

(βAt , exp(−Bt)λAt )
L
= (
»
Atβ1, exp(−Bt)

»
Atλ1),

por lo que si consideramos f : R2 −Ï R2 Borel-medible definida como

f (x, y) = (
√
xβ1,

√yλ1)

y la igualdad en ley obtenida mediante la propiedad de retorno de tiem-
po

At
L
= exp(−2Bt)At t ≥ 0
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finalmente llegamos a

(
»
Atβ1, exp(−Bt)

»
Atλ1) = f (At, exp(−2Bt)At)

L
= f (exp(−2Bt)At, At)
= (exp(−Bt)

»
Atβ1,

»
Atλ1),

y por lo tanto queda concluida la demostración del Teorema 1.

4.2. Consecuencias de la Extensión de Bou-
gerol

Para poder analizar las consecuencias del Teorema 4.1, sin que la conti-
nuidad de las ideas se vea afectada, es importante recordar algunas pro-
piedades relacionadas con los procesos involucrados en él. El siguiente
lema muestra de qué manera se puede representar a un movimiento
browniano geométrico con deriva.

Lema 4.1. Para ν ≥ 0, tenemos lo siguiente

eBt+νt = R(ν)
A(ν)
t
, para todo t > 0,

donde A(ν)
t =

∫ t
0 ds exp{2(Bs+νs)} y (R(ν)

t , t ≥ 0) es un proceso de Bessel
de índice ν.

Demostración. Consideremos al proceso Yt = exp(Bt +νt) y a Zt = Y 2
t .

Entonces, usando la fórmula de Itô tenemos que

Zt = 1 + 2
∫ t

0
Zs dBs + 2(ν + 1)

∫ t

0
Zs ds, (4.16)

por lo que definiendo a Ht = ı́nf{u :
∫ u
0 Zs ds ≥ t} llegamos a

ZHt = 1 + 2
∫ Ht

0
Zs dBs + 2(ν + 1)t. (4.17)

Ahora centremos nuestra atención en el término integral de la última
expresión, mediante un cambio de variable obtenemos∫ Ht

0
Zs dBs =

∫ t

0
ZHu dBHu ,
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entonces, si consideramos al proceso

Wt =
∫ Ht

0

»
Zs dBs,

vemos que W es un movimiento browniano, ya que

〈W,W〉t =
∫ Ht

0
Zs ds = t

y entonces (4.17) se puede escribir como

ZHt = 1 +
∫ t

0

»
ZHs dWs + 2(ν + 1)t,

por lo tanto ZHt es solución de la EDE que caracteriza un proceso cua-
drado de Bessel de índice ν. Así, de la unicidad de la solución, el proceso
Z cambiando de tiempo es un proceso cuadrado de Bessel de índice ν,

X(ν)
t := ZHt .

Finalmente, por construcción vemos que H−1
t = A(ν)

t , entonces

X(ν)
A(ν)
t

= Zt = exp(2(Bt + νt)). (4.18)

Para establecer la identidad del lema basta tomar la raíz de ambos lados.

Como consecuencia podemos dar la forma explícita de la inversa del
proceso At .

Corolario 4.1. El proceso (Ht, t ≥ 0) es de la forma

Ht =
∫ t

0

du
X(ν)
u

t ≥ 0,

donde X(ν) es un proceso cuadrado de Bessel de índice ν.

Demostración. Por un lado tenemos, para t ≥ 0, que

A(ν)
Ht = t,
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y del cálculo diferencial usual

A
′(ν)
Ht H

′
t = 1, (4.19)

donde A
′(ν)
t0 y H ′t0 denotan las derivadas con respecto al tiempo evaluadas

en t0.
Por otro lado, con Z definido igual que en el lema 4.1, observamos que
debido a (4.18)

A
′(ν)
Ht = ZHt = X(ν)

t ,
por lo que de (4.19) llegamos a

H ′t = 1
X(ν)
t
,

y por lo tanto, finalmente obtenemos la identidad deseada

Ht =
∫ t

0

du
X(ν)
u .

Como consecuencias directas del Teorema 4.1 se tiene lo siguiente:
Consideremos un proceso de Bessel de dimensión 2 que empieza en 1,
(Rh, h ≥ u), y sea

Hu =
∫ u

0

dh
R2
h
, u ≥ 0,

el reloj asociado a R. Del corolario 4.1 sabemos que H es la inversa del
funcional exponencial A, entonces

Corolario 4.2. Sea (σt, t ≥ 0) un subordinador estable (1/2), de mane-
ra más precisa,

σt := ı́nf{u : λu ≥ t}, t ≥ 0,

independiente de (Rh, h ≥ 0). Entonces, para s fijo, se tiene

Hσs
L
= σa(s) (4.20)

donde a(s) ≡ arg sinh(s).
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Demostración. Sea s fijo. De (4.5) observamos que, en particular,

sinh(Ls)
L
= λAs ,

entonces
σa(s) = ı́nf{u : λu ≥ arg sinh(s)}

L
= ı́nf{u : sinh(Lu) ≥ s}
L
= ı́nf{u : λAu ≥ s}
= ı́nf{u : Au ≥ σs}
= Hσs .

Por lo tanto
σa(s)

L
= Hσs .

Otro resultado similar se obtiene al encontrar identidades en ley para
los tiempos locales de los procesos involucrados en (4.5), con este fin
recordemos algunas consecuencias de la fórmula de Tanaka.

i) Si f es una función estrictamente creciente, que además es la di-
ferencia de dos funciones convexas, y X es una semimartingala
continua, entonces

Lf (a)
t (f (X)) = f ′+(a)Lat (X)

se satisface c.s. para todo a.

ii) Si X y Y son dos semimartingalas continuas entonces

L0(XY ) = X+ · L0(Y ) + Y+L0(X) + X−L0−(Y ) + Y−L0−(X).

Corolario 4.3. Existe la identidad en ley entre procesos

(σt)t≥0
L
=
Ä
Hση(t)

ä
t≥0 ,

donde σ es como en el corolario 4.2 y η : [0,∞)Ï [0,∞) es la inversa
de la biyección del proceso continuo estrictamente creciente

s 7Ï
∫ s

0

du
Rσu

.
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Demostración. Observemos que de (i) el tiempo local en 0 al tiempo t
del proceso (sinh(Bs), s ≥ 0) es Lt , intuitivamente no es tan sorprendente
ya que sinh(x) = 0 si y sólo si x = 0, además, de (ii) se sigue que el
tiempo local en 0 al tiempo t del proceso (exp(−Bs)βAs , s ≥ 0) puede
expresarse como

∫ t
0 exp(−Bs)dλAs ya que fijando Xs = exp(−Bs) y Ys =

βAs es claro que, al ser X estrictamente positivo, L0(X) = 0 y X− = 0.
Entonces, de (4.5) sabemos que para t ≥ 0

sinh(Bt)
L
= exp(−Bt)βAt ,

por lo que de las observaciones hechas arriba y del corolario 1.2 se
sigue, para t ≥ 0, que

Lt
L
=
∫ t

0
exp(−Bs)dλAs .

Por lo que usando el lema de Skorokhod (lema 1.1) y la idea análoga
en la prueba del Teorema 1.5 obtenemos una identidad en ley entre los
procesos de dos dimensiones

(sinh(Bt), Lt)t≥0
L
=
Ç

exp(−Bt)βAt ,
∫ t

0
exp(−Bs) λAs

å
t≥0

.

Así, de la última expresión obtenemos

Lt
L
=
∫ t

0

dλAs
exp(Bs)

L
=
∫ t

0

dλAs
RAs

=
∫ At

0

dλu
Ru

,

con R un proceso de Bessel de dimensión 2, entonces

(Lt)t≥0
L
=
Ç∫ At

0

λu
Ru

å
t≥0

. (4.21)

Ahora veamos que (ση(t), t ≥ 0) es el inverso-derecho del proceso conti-
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nuo y creciente s 7Ï
∫ s
0
dλu
Ru ,

ση(t) = ı́nf{u : λu ≥ η(t)}

= ı́nf{u :
∫ λu

0

ds
Rσs
≥ t}

= ı́nf{u :
∫ u

0

dλs
Rs
≥ t},

entonces,

Hση(t) = ı́nf{u : Au ≥ ση(t)}

= ı́nf{u :
∫ Au

0

dλs
Rs
≥ t}

L
= ı́nf{u : λu ≥ t},

donde la última igualdad se debe a (4.21), por lo tanto

(σt)t≥0
L
=
Ä
Hση(t)

ä
t≥0 .

Se sabe que la identidad en (4.20) no se satisface al nivel de procesos,
por lo que es natural preguntarse para cuáles funcionales Φ : C↑ Ï R
pudiera satisfacerse la siguiente identidad

E (Φ(Hσ·)) = E
Ä
Φ(σa(·))

ä
,

donde C↑ es el espacio de las trayectorias càdlàg crecientes ω : R+ Ï R+.
El siguiente teorema responde a tal cuestión.

Teorema 4.2. Consideremos una función medible Γ : R3
+ Ï R+ con

Γ(·, 0, ·) = 0, y definamos

Φ(ω) =
∑
s≥0

Γ(ωs−,∆ωs, s), ω ∈ C↑,

donde ∆ωs = ωs − ωs− . Entonces

E (Φ(Hσ·)) = E
Ä
Φ(σa(·))

ä
.
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De manera más precisa, si Γ(x, y, s) = f (x, s)g(y) para algún par de
funciones medibles no-negativas f y g con g(0) = 0, entonces

E (Φ(Hσ·)) = E
Ä
Φ(σa(·))

ä
) = C(f )D(g),

con

C(f ) =
∫ ∞

0

dλ√
1 + λ2

E (f (Hσλ , λ)) =
∫ ∞

0

dλ√
1 + λ2

E
Ä
f (σa(λ), λ)

ä
y

D(g) =
∫ ∞

0

dt√
2πt3

g(t)

Antes de presentar la demostración del teorema, enunciaremos el si-
guiente lema que será clave para su desarrollo, el cual nos da una iden-
tidad que relaciona los valores esperados de funciones evaluadas en el
reloj subordinado H y en el subordinador σ .

Lema 4.2. Para toda función medible f : R+ Ï R+, y todo s ≥ 0,
tenemos:

E
Ç 1
Rσs

f (Hσs)
å

= 1√
1 + s2

E
Ä
f (σa(s))

ä
.

Demostración. De la identidad en (4.20) se tiene para todo q, t, ε > 0,
que

E
Ä
exp(−qσa(t))− exp(−qσa(t+ε))

ä
= E (exp(−qHσt )− exp(−qHσt+ε)) .

El lado izquierdo de la última igualdad se puede calcular explícitamente
y así obtener

exp(−a(t)
»

2q)− exp(−a(t + ε)
»

2q),

donde para ε suficientemente pequeña la última expresión es equiva-
lente a ε√

1 + t2
»

2q exp(−a(t)
»

2q).

Ahora nos fijamos en el lado derecho y aplicamos la propiedad de Mar-
kov; para este fin es conveniente introducir un proceso de Bessel de
dimensión 2, R′, independiente de R, escribiendo a H ′ como el reloj del
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mismo. De igual forma consideramos a σ ′ un subordinador indepen-
diente con la misma distribución de σ . También, para todo r > 0, el
símbolo P′r hace referencia a la ley bajo la cual R′0 = r y E′r a la espe-
ranza bajo P′r . Entonces, recordando la propiedad de autosimilitud para
los procesos de Bessel, y en particular para σ ′, se tiene lo siguiente

H ′σ ′ε =
∫ σ ′ε

0

du
R′2u

=
∫ r−2σ ′ε

0

ds
r−2R′2r2s

,

donde (r−2(R′2r2s), s ≥ 0) es un proceso de Bessel cuadrado que inicia en
1, entonces

E′r
î
1− exp(−qH ′σ ′ε)

ó
= E′1

î
1− exp(−qH ′r−2σ ′ε)

ó
= E′1

[
1− exp(−qH ′σ ′ε/r )

]
.

(4.22)

Observemos también que de los incrementos independientes de los su-
bordinadores σ y σ ′ podemos escribir σt+ε

L
= σt + σ ′ε y así

Hσt+σ ′ε =
∫ σt

0

du
R2
u

+
∫ σ ′ε

0

du
R2
σt+u

,

por lo que usando las últimas dos expresiones, la propiedad de Markov
y (4.20) llegamos a

E (exp(−qHσt )− exp(−qHσt+ε))
= E

(
exp(−qHσt )E′Rσt

î
1− exp(−qH ′σ ′ε)

ó)
= E

Å
exp(−qHσt )E′1

ï
1− exp(−qH ′σ ′ε/Rt )

òã
= E

(
exp(−qHσt )(1− exp

{
−a(ε/Rσt )

»
2q
}
)
)
.

Nuevamente observamos que para ε suficientemente pequeña, la última
expresión es equivalente a

ε
»

2qE
Ç

exp(−qHσt )
1
Rσt

å
.

Juntando las expresiones de nuestro interés llegamos finalmente a

E
Ç

exp(−qHσt )
1
Rσt

å
= 1√

1 + t2
exp(−a(t)

»
2q) = 1√

1 + t2
E
Ä
exp(−qσa(t))

ä
para todo t, q > 0, con cual finaliza la demostración.
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Continuando con la prueba del Teorema 4.2.

Demostración. (Teorema 4.2) Consideremos la siguiente notación para
denotar a las medidas de intensidad de los saltos

H(Γ)(s) = E

Ñ∑
λ≤s

Γ(Hσλ− , Hσλ −Hσλ−)
é
,

K (Γ)(s) = E

Ñ ∑
α≤a(s)

Γ(σα−, σα − σα−)
é (4.23)

para una s dada, y Γ : R+×R+ Ï R+, Borel-medible, tal que Γ(x, 0) = 0.
Entonces, para concluir con la demostración será suficiente que consi-
deremos Γ = f ⊗ g = f (x, s)g(y) y mostrar lo siguiente:

H(f ⊗ g)(s) = h(f )(s)
∫ ∞

0

dt√
2πt3

g(t)

K (f ⊗ g)(s) = k(f )(s)
∫ ∞

0

dt√
2πt3

g(t)

con h(f )(s) y k(f )(s) idénticos e iguales a

h(f )(s) =
∫ s

0
dλE

Ç 1
Rσλ

f (Hσλ )
å

=
∫ s

0

dλ√
1 + λ2

E (f (Hσλ ))

‖

k(f )(s) =
∫ a(s)

0
dαE (f (σα)) =

∫ s

0

dλ√
1 + λ2

E
Ä
f (σa(λ))

ä
,

la suficiencia se debe al teorema de clases monótonas funcional.

Fijémonos primero en K (Γ)(s). Ya que la medida de Lévy del subordi-
nador (σα, α ≥ 0) es dt√

2πt3 se tiene, como consecuencia de analizar los
primeros tiempos de pasada y overshoots de σ , que al aplicar la fórmula
de compesación

K (Γ)(s) = E

Ñ ∑
α≤a(s)

f (σα− , s)g(σα − σα−)
é

= E
Ç∫ a(s)

0
dα

∫ ∞
0

dt√
2πt3

f (σα−)g(t)
å

= E
Ç∫ a(s)

0
dα f (σα)

å ∫ ∞
0

dt√
2πt3

g(t),



102 CAPÍTULO 4. EXTENSIÓN DE LA IDENTIDAD DE BOUGEROL

ya que el conjunto de puntos de discontinuidad de σ tiene medida de Le-
besgue cero, ahora, haciendo una cambio de variable e intercambiando
el orden de integración se tiene que

E
Ç∫ a(s)

0
dα f (σα)

å
=
∫ s

0

du√
1 + u2

E
Ä
f (σa(s))

ä
,

por lo que

K (Γ)(s) =
∫ s

0

du√
1 + u2

E
Ä
f (σa(s))

ä ∫ ∞
0

dt√
2πt3

g(t).

ParaH(Γ)(s), el mismo argumento de la medida de Lévy de σ se usa, así
como las ideas desarrolladas en la demostración del lema 4.2 (propiedad
de Markov), entonces

H(Γ)(s) = E
Ç∫ s

0
dλ

∫ ∞
0

dt√
2πt3

f (Hσλ )g(Hσλ+t −Hσλ )
å

= E
Ç∫ s

0
dλ

∫ ∞
0

dt√
2πt3

f (Hσλ )E′Rσλ (g(H ′t))
å
.

(4.24)

Por la propiedad de autosimilitud mostrada en (4.22) sabemos

E′ρ
[
g(H ′t)

]
= E

Ä
g(Ht/ρ2)

ä
,

entonces, ∫ ∞
0

dt√
2πt3

E′ρ
[
g(H ′t)

]
=
∫ ∞

0

dt√
2πt3

E
Ä
h(Ht/ρ2)

ä
= 1
ρ

∫ ∞
0

du√
2πu3

E (g(Hu)) .

Del corolario 4.1 sabemos que la función inversa de {u 7Ï Hu} es:

t 7Ï At =
∫ t

0
dν e2Bν ,

así, haciendo un cambio de variable y usando (4.4) llegamos a

∫ ∞
0

du√
2πu3

E (g(Hu)) = 1√
2π

E

Ñ∫ ∞
0
dt g(t) e

2Bt»
A3
t

é
=
∫ ∞

0
dt g(t) 1√

2πt3
.
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De las identidades anteriores, sustituyendo en (4.24) obtenemos

H(Γ)(s) = E
Ç∫ s

0
dλ f (Hσλ )

1
Rσλ

∫ ∞
0

du√
2πu3

E (g(Hu))
å

= E
Ç∫ s

0
dλ f (Hσλ )

1
Rσλ

å ∫ ∞
0

dt√
2πt3

g(t).
(4.25)

Para finalmente obtener la igualdad entre H(Γ)(s) y K (Γ)(s) bastará
mostrar que

h(f )(s) = k(f )(s), para todo f ≥ 0, Borel-medible.

Para este fin, será suficiente probar la afirmación para fλ(a) = e−λa,
para todo λ ≥ 0, esto por el teorema de Stone-Weierstrass. Entonces,
ya que σ es un subordinador de saltos puros, se tiene lo siguiente

E (exp(−νHσs)) = 1 + E

Ñ∑
λ≤s

(e−νHσλ − e−νHσλ− )
é

= 1 + E

Ñ∑
λ≤s

e−νHσλ−
Ä
e−ν(Hσλ−Hσλ− ) − 1

äé
,

donde al considerar

fν(a) = exp(−νa) y gν(b) = e−νb − 1,

la última expresión es igual a

1 +H(fν ⊗ fν)(s) = 1 + h(fν)(s)
Ç∫ ∞

0

dt√
2πt3

gν(t)
å
.

Por otro lado, de manera análoga llegamos a

E
Ä
exp(−νσa(s))

ä
= 1 + E

Ñ ∑
α≤a(s)

e−νσα−
Ä
e−ν(σα−σα− ) − 1

äé
= 1 + k(fν)(s)

Ç∫ ∞
0

dt√
2πt3

gν(t)
å
.

Así, explícitamente, tenemos

E (exp(−νHσs)) = 1 + h(fν)(s)
√

2ν
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y
E
Ä
exp(−νσa(s))

ä
= 1 + k(fν)(s)

√
2ν.

Entonces, de la igualdad en distribución descrita en el corolario 4.2
sabemos que el lado izquierdo de las últimas dos expresiones es igual y
por ende el lado derecho también, por lo que

para toda f ≥ 0, Borel-medible, h(f )(s) = k(f )(s).

Por lo tanto, por un argumento de clases monótonas versión funcional
finalmente obtenemos

H(Γ)(s) =K (Γ)(s),

y queda concluida la demostración.

Finalmente, enunciamos una variante del teorema anterior.

Teorema 4.3. Sean a, b ≥ 0 y Γ : R2
+ Ï R+ una función medible con

Γ(·, 0) = 0. Definamos

Ha,b(Γ)(`) = E

Ñ∑
λ≤`

(Rσλ−)a
Γ(Hσλ− , Hσλ −Hσλ−)

Rb
σλ

é
.

La siguiente fórmula se satisface para Γ = f ⊗ g = f (x)g(y):

Ha,b(f ⊗ g)(`) = h−a−b(f, `)h+
b (g),

donde:

h−c (f, `) =
∫ ∞

0
dt f (t)E

(
e(c+1)Bt
√

2πAt
(1− exp−`2/2At )

)

h+
b (g) =

∫ ∞
0

dt g(t)√
2π

E
(
e(2−b)Bt

A3/2
t

)
.

Demostración. Primero transformemosHa,b mediante el uso de la fór-
mula de compesación (ya que conocemos la medida de Lévy de σ ) y la
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propiedad de Markov, los cálculo son análogos a los del teorema ante-
rior

Ha,b(Γ)(`) = E

Ñ∑
λ≤`

(Rσλ− )
af (Hσλ− )

g(Hσλ −Hσλ− )1{σλ>σλ−}
(Rσλ )b

é
= E

Ç∫ `

0
dλ (Rσλ )af (Hσλ )

∫ ∞
0

dt√
2πt3

g(Hσλ+t −Hσλ )
(Rσλ+t)b

å
= E

Ç∫ `

0
dλ (Rσλ )af (Hσλ )ERσλ

ñ∫ ∞
0

dt√
2πt3

g(Ht)
(Rt)b

ôå
.

Ahora analizaremos distintos elementos que conformaran la igualdad
deseada, entonces, para este primer objeto la identidad resultante se de-
be a la propiedad de autosimilitud que se ha estudiado en los resultados
anteriores y a un cambio de variable

h+(r, g) := Er
Ç∫ ∞

0

dt√
2πt3

g(Ht)
(Rt)b

å
= E

Ç∫ ∞
0

dt√
2πt3

g(Ht/r2)
(rRt/r2)b

å
= 1
rbE

(∫ ∞
0

dt√
2πt3

g(Ht/r2)
(Rt/r2)b

)

= 1
rb
Ç1
r

å
E
Ç∫ ∞

0

du√
2πu3

g(Hu)
(Ru)b

å
,

recordando nuevamente que por el corolario 4.1, la función inversa de
{u 7Ï Hu} es:

t 7Ï At =
∫ t

0
dν e2Bν ,

llegamos que

E
Ç∫ ∞

0

du√
2πu3

g(Hu)
(Ru)b

å
= E

Ñ∫ ∞
0

dt e2Bt»
2πA3

t

g(t)
(RAt )b

é
= E

Ñ∫ ∞
0

dt e2Bt»
2πA3

t

g(t)
exp(bBt)

é
,

es decir,
h+(r, g) = 1

rb+1h
+
b (g).
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Entonces, regresando a Ha,b(Γ)(`), de las identidades anteriores llega-
mos a

Ha,b(Γ)(`) = E
Ç∫ `

0
dλ (Rσλ )a−b−1f (Hσλ )

å
h+
b (g),

por lo que para finalizar la prueba bastará mostrar que

E
Ç∫ `

0
dλ (Rσλ )a−b−1f (Hσλ )

å
= h−a−b(f, `).

Con este fin mostramos las siguientes identidades, donde del corolario
1.6, la propiedad de autosimilitud de L y el cambio de variable corres-
pondiente a la inversa de H , es decir, la funcional exponencial de un
movimiento browniano A, se sigue el resultado deseado

h−c (f, `) := E
Ç∫ `

0
dλ (Rσλ )c−1f (Hσλ )

å
= E

Å∫ ∞
0
dLu (Ru)c−1f (Hu)1{Lu<`}

ã
=
∫ ∞

0

du√
2πu

P(Lu < `|Bu = 0)E
Ä
(Ru)c−1f (Hu)

ä
=
∫ ∞

0

du√
2πu

P(
√
u
√

2e < `)E
Ä
(Ru)c−1f (Hu)

ä
=
∫ ∞

0

du√
2πu

(1− exp(−`2/2u))E
Ä
(Ru)c−1f (Hu)

ä
= E

Ç∫ ∞
0

dAt√
2πAt

(1− exp(−`2/2At))(RAt )c−1f (t)
å

= E
Ç∫ ∞

0

dAt√
2πAt

(1− exp(−`2/2At)) exp((c − 1)Bt)f (t)
å

= E
(∫ ∞

0

dt e(c+1)Bt
√

2πAt
(1− exp(−`2/2At))f (t)

)

=
∫ ∞

0
dt f (t)E

(
e(c+1)Bt
√

2πAt
(1− exp(−`2/2At))

)
.

Por por lo tanto

Ha,b(Γ)(`) = h−a−b(f, `)h+
b (g), para Γ = f ⊗ g.



Conclusiones

Como objetivo principal se mencionó el llevar a cabo un estudio deta-
llado del artículo [1] de Bertoin, Dufresne y Yor, en donde se extiende
la célebre identidad de Bougerol, en ese sentido se concluyó de manera
satisfactoria, además de analizar algunas de sus consecuencias.

También se logró un estudio detallado y la compresión de varios as-
pectos relacionados con los tiempos locales, la teoría de excursiones y
los procesos de Bessel. En el transcurso del desarrollo de este trabajo
se ampliaron los conocimientos no sólo en cantidad de resultados sino
en el entendimiento profundo de los detalles y técnicas usadas para las
pruebas de los mismos.

Cabe mencionar que en paralelo con las habilidades técnicas adquiridas,
se ejercitaron y desarrollaron cualidades concernientes a la investiga-
ción, así como la capacidad de interrelacionar distintas áreas de los
procesos estocásticos.
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Apéndice A

Procesos y Cálculo estocástico

Recordemos algunos resultados importantes de procesos y cálculo es-
tocástico, los cuales son utilizados durante el desarrollo de algunos ca-
pítulos.
Teorema A.1 (Criterio de continuidad de Kolmogorov). Un proceso
estocástico real, X, para el cual existen constantes , α, β,C > 0 tal
que

E (|Xt+h − Xt|α) ≤ Ch1+β

para todo t y h, tiene una modificación continua casi seguramente.
Teorema A.2 (Desigualdades de Burkholder-Davis-Gundy.). Para todo
p ∈ (0,∞), existen dos constantes cp y Cp tales que, para toda mar-
tingala local continua con M0 = 0,

cpE
Ä
〈M,M〉p/2∞

ä
≤ E ((M∗

∞)p) ≤ CpE
Ä
〈M,M〉p/2∞

ä
,

donde M∗
t = sups≤t |Ms|

Corolario A.1. Para todo tiempo de paro T

cpE
(
〈M,M〉p/2T

)
≤ E ((M∗

T)p) ≤ CpE
(
〈M,M〉p/2T

)
.

De manera más general, para todo proceso predecible y acotado H

cpE
(Ç∫ T

0
H2
s d〈M,M〉s

åp/2)
≤ E

(
sup
t≤T

∣∣∣∣∣
∫ T

0
Hs dMs

∣∣∣∣∣
p)

≤ CpE
(Ç∫ T

0
H2
s d〈M,M〉s

åp/2)
109
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Apéndice B

Funciones Convexas

Recordemos que una función real definida en un intervalo abierto I ⊂ R
es convexa si

f (tx + (1− t)y) ≤ tf (x) + (1− t)f (y),
para todo t ∈ [0, 1], x, y ∈ I . Se sigue de ésta definición que para x fija,
el cociente (f (y) − f (x))/(y − x) es creciente en y. Lo anterior implica
que para cada punto x, la función f tiene derivadas por la izquierda y
por la derecha (f ′−(x), f ′+(x) respectivamente) y para y > x

f ′+(x) ≤ f (y)− f (x)
y − x ≤ f ′−(x).

Además,tenemos también los siguientes resultados
Proposición B.1. Las funciones f ′− y f ′+ son crecientes, continuas por
la izquierda y por la derecha respectivamente, y el conjunto {x :
f ′−(x 6= f ′+(x))} es a lo más numerable.
Proposición B.2. La segunda derivada f ′′ de f en el sentido de dis-
tribuciones es una medida positiva de Radon; reciprocamente, para
toda medida de Radon µ sobre R, existe una función convexa f tal
que f ′′ = µ y para todo intervalo I y x ∈

◦
I ,

f (x) = 1
2

∫
I
|x − a|µ(da) + αIx + βI

f ′−(x) = 1
2

∫
I
sgn(x − a)µ(da) + αI ,

donde αI y βI son constantes y sgn(x) = 1 si x > 0 y −1 si x ≤ 0.
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