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Resumen

Se empezará dando una pequeña introducción a los subordinadores, ya que éstos
son pieza clave en el estudio de los coalescentes. Los coalescentes son procesos de
Markov a tiempo continuo con valores en el espacio de las particiones de los números
naturales tal que su coalescente restringido es una cadena de Markov con valores en
el espacio de las particiones de {1, 2, ..., n} regida por sus tasas de transición. Tam-
bién se dará una ilustración gráfica del comportamiento de esta clase de procesos.
Enseguida se explica la relación entre los subordinadores y los coalescentes medi-
ante un resultado importante sobre los momentos de funcionales exponenciales para
subordinadores.

El objetivo de este trabajo de tesis consiste en estudiar el comportamiento asintótico
del número de generaciones que se debe de ir hacia atrás en el tiempo del coalescente
restringido iniciando con una cantidad finita de individuos hasta que haya un solo
individuo en la población. Esto se hará mediante el estudio de las caminatas aleato-
rias con una barrera analizando el número de saltos que ésta da por debajo de una
barrera fija iniciando en cero. Después se dan unos resultados importantes acerca
de resultados asintóticos sobre colecciones de variables aleatorias que cumplen cierta
recursión en ley.

Como una aplicación a los beta-coalescentes, se hace énfasis en algunos resultados
del párrafo anterior. Aqúı se intruducen coalescentes cuyas tasas de transición están
caracterizadas por la distribución beta de parámetros a y b, tomando como casos
especiales 0 < a < 1, b = 1, 1 < a < 2, b = 1 y a = b = 1. De ah́ı que surjan, como
consecuencia, el coalescente de Kingman y el coalescente de Bolthausen-Sznitman.

Por último se da un resumen de lo que se obtuvo en este trabajo de tesis mediante
una tabla.
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Introducción

El presente trabajo concierne al área de genética poblacional. La teoŕıa de coa-

lescencia tuvo su origen en f́ısica y en genética. Se estudiaron modelos en f́ısica
estad́ıstica donde los objetos de diferentes masas se mov́ıan en el espacio. Cuando se
acercan dos objetos de masas x y y, digamos, pueden coalescer en un objeto de masa
x + y. En estos modelos se supone un kernel K(x, y) que especifica la propensión
con la que estos objetos se fusionan. Se estudian modelos con un número fijo de
objetos n aśı como también una cantidad numerable de ellos. En 1998, Evans y
Pitman introdujeron tal proceso de coalescencia markoviano en general, ver [22]. En
1998, Aldous y Pitman estudiaron el coalescente aditivo estándar (el proceso cuyo
kernel está dado por K(x, y) = x + y) y presentaron una construcción v́ıa una des-

composición de Poisson en árboles aleatorios continuos, ver [3]. Aldous, en 1997,
estuvo interesado en los procesos de coalescencia multiplicativos (su kernel está dado
por K(x, y) = xy), véase [2].

En genética matemática de poblaciones, la teoŕıa de coalescencia se remonta a
Kingman en 1982, ver [32], [33] y [34]. El impacto genético se describe muy bien en
los art́ıculos [19], [28], [35], [36] y [39]. Un ejemplo especial de proceso de coalescencia
con colisiones múltiples fue introducido por Bolthausen y Sznitman en 1998, ver [14].
Otras construcciones recientes de este proceso, basado en la genealoǵıa de procesos
de ramificación de estados continuos y sobre esquemas de subordinación, fueron
presentados en [6] y [7].

La tesis está organizada de la siguiente manera. En el Caṕıtulo 1 se introducen
conceptos básicos a cerca de subordinadores, aśı como también de sus propiedades.
Se introduce también elementos de teoŕıa de potencial y varios aspectos sobre el
pasaje a través de un nivel, en donde se emplea de manera crucial la fórmula de
compensación, véase [4], [8], [18] y [42].

El Caṕıtulo 2 es muy importante, ya que en él se dan varias propiedades deseables
que tienen los subordinadores, necesarias para estudiar el Caṕıtulo 3. Esta parte es
concerniente a las funcionales exponenciales para subordinadores, ver [10], [8], [9],
[11], [15] y [16]. Dichas funcionales nos servirán para caracterizar a ciertas variables
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aleatorias especiales que se verán en el siguiente caṕıtulo. Luego se ilustran algunos
ejemplos en donde se aplican estos conceptos y propiedades, ver [8] y [10]; esto con
el fin de comprender mejor los caṕıtulos subsecuentes.

El Caṕıtulo 3 es la parte central de este trabajo, ya que se analiza el com-
portamiento asintótico de dos variables aleatorias importantes; en esencia vamos
a basarnos en [30] y [31]. Primero, se definen dos caminatas aleatorias no decre-
cientes con valores en los enteros positivos; una simple y la otra con una barrera
n, las cuales denotaremos por S y R(n). Posteriormente, defi-nimos dos variables
aleatorias que denotaremos por Nn y Mn; una cuenta el número de pasos necesarios
para que la caminata aleatoria simple cruce el nivel n y la otra cuenta el número de
saltos de la caminata aleatoria con barrera antes de sobrepasar ese nivel, ver [31].
Después definimos una cadena de Markov decreciente Z que inicia en n pero que es
absorbida por el 1, también se define Mn (no es la Mn anterior) como la variable
aleatoria que cuenta los pasos que se necesitan para que dicha cadena de Markov sea
absorbida por el 1 condicionada a que empiece en tal nivel, véase [31]. El objetivo de
este caṕıtulo es determinar el comportamiento asintótico de cualquier colección de
variables aleatorias (Mn, n ≥ 1) que cumplen con cierta recursión en ley a través de
Nn. Se enuncian y demuestran cuatro teoremas que determinarán el comportamiento
asintótico de Mn bajo ciertas hipótesis usando varios resultados ĺımites relacionados
con Nn que serán probados mediante muchos resultados de [13].

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 se introducen los procesos de coalescencia y sus apli-
caciones, aśı como también de algunos ejemplos de esta clase de procesos, como son el
coalescente de Kingman, el coalescente de Bolthausen-Sznitman y los β-coalescentes.
Todo esto se hace con el fin de aplicar los resultados principales mencionados en
el Caṕıtulo 3 acerca de Xn, la variable aleatoria que cuenta el número de saltos
que da el coalescente restringido hasta que haya un sólo bloque. Para definiciones
y propiedades de los coalescentes intercambiables, ver [5]. Los resultados de este
caṕıtulo se basan en [29], [30], [31], [17] and [45]; el primero muestra la aplicación
para el coalescente de Bolthausen-Sznitman.

El objetivo de este trabajo de tesis, es determinar el comportamiento asintótico
de Xn renormalizado adecuadamente.



Caṕıtulo 1

Subordinadores

Los subordinadores forman una subclase de procesos de Lévy los cuales tienen
trayectorias crecientes. Se especifican las distribuciones relacionadas a sus primeros
tiempos de pasada por arriba de un nivel fijo. Estas proporcionan una familia im-
portante de teoremas ĺımite conocidos, como son la ley del arcoseno, entre otros.

En este caṕıtulo vamos a definir a los subordinadores y enunciar sus propiedades;
se dará la construcción de un subordinador. Luego, proporcionaremos nociones de
medida potencial aśı como también de sus propiedades para después analizar los
overshoots y los undershoots de los subordinadores cuando estos cruzan cierto nivel.

1.1. Definiciones y Propiedades Básicas

Definición 1.1.1 Un subordinador es un proceso de Lévy que toma valores en
[0,∞), esto es, que sus trayectorias son no decrecientes.

A lo largo de este caṕıtulo supondremos que X = (Xt, t ≥ 0) es un subordinador.
Como la ley de los subordinadores es infinitamente divisible y sus trayectorias son
cadlag, entonces su transformada de Laplace se puede expresar como

E
[

exp{−λXt}
]

= exp{−tΦ(λ)}, λ ≥ 0, (1.1.1)

donde Φ : [0,∞)→ [0,∞) es el exponente de Laplace asociado a X. Lo dicho arriba
se puede enunciar y demostrar como sigue.

Lema 1.1.2 Existe una función Φ : R+ → R+ tal que

E
[
e−λXt

]
= e−tΦ(λ),

para todo t, λ ≥ 0.
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4 1.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES BÁSICAS

Demostración. Para t = n, observemos que

Xn = X1 + (X2 −X1) + (X3 −X2) + · · ·+ (Xn −Xn−1),

usando la propiedad de incrementos independientes y estacionarios, tenemos

E
[
e−λXn

]
= E

[
e−λX1e−λ(X2−X1) · · · e−λ(Xn−Xn−1)

]
=

n∏
i=1

E
[
e−λ(Xi−Xi−1)

]
= E

[
e−λX1

]n
,

con X0 = 0 casi seguramente.

Ahora tomemos t = p/q, donde p, q ∈ Z+ con q 6= 0, de igual manera que

E
[
e−λXp/q

]
= E

[
e−λX1/q

]p
.

Por otro lado,

X1 = X 1
q

+
(
X 2

q
−X 1

q

)
+ · · ·+

(
X1 −X q−1

q

)
,

aśı,

E
[
e−λXp/q

]
= E

[
e−λX1

]p/q
.

Si t ≥ 0, existe {tn, n ≥ 1} ⊂ Q tal que tn ↓ t, por la continuidad por la derecha,
Xt = ĺımtn↓tXtn c.s. y como eλXtn → eλXt , por teorema de convergencia dominada,
tenemos

E
[
e−λXt

]
= E

[
ĺım
n→∞

e−λXtn
]

= ĺım
n→∞

E
[
e−λX1

]tn
= E

[
e−λX1

]t
.

Esto es, para cualquier t ≥ 0 se satisface

E
[
e−λXt

]
= E

[
e−λX1

]t
.

Ahora, si definimos Φ : R+ → R+ tal que E(e−λX1) = e−Φ(λ) para todo λ ≥ 0,
tenemos

E
[
e−λXt

]
= e−tΦ(λ), para todo λ, t ≥ 0.

�

El siguiente teorema determina de manera expĺıcita al exponente de Laplace de un
subordinador.



CAPÍTULO 1. SUBORDINADORES 5

Teorema 1.1.3 (De Finetti, Lévy, Khintchine) .

(i) Si Φ es el exponente de Laplace de un subordinador X = (Xt, t ≥ 0) entonces
existe una única pareja (k, d) de reales no negativos y una única medida Π en
(0,∞) con

∫
(1 ∧ x)Π(dx) <∞ tal que para todo λ ≥ 0,

Φ(λ) = k + dλ+

∫
(0,∞)

(
1− e−λx

)
Π(dx). (1.1.2)

(ii) Rećıprocamente cualquier función Φ que puede expresarse en la forma (1.1.2)
es el exponente de Laplace de un subordinador.

Demostración. Tenemos que para todo t > 0, E
[
e−λXt

]
= e−tΦ(λ). Observemos que

Φ(q) = ĺım
n→∞

1− e−Φ(q)/n

1/n
= ĺım

n→∞
n(1− e−Φ(q)/n).

Por otro lado,

E
[
1− e−λX1/n

]
= 1− E

[
e−λX1/n

]
= 1− e−Φ(q)/n.

Aśı,

Φ(q) = ĺım
n→∞

nE
[
1− e−λX1/n

]
= q ĺım

n→∞
E
[∫ ∞

0

e−qxn1{x<X1/n}dx

]
= q ĺım

n→∞

∫ ∞
0

e−qxnP
(
x < X1/n

)
dx

= q ĺım
n→∞

∫ ∞
0

e−qxF̄n(x)dx,

donde F̄n(x) = nP
(
x < X1/n

)
. Por lo tanto,

Φ(q)

q
= ĺım

n→∞

∫ ∞
0

e−qxF̄n(x)dx.

Por el teorema de continuidad extendida de transformadas de Laplace, (F̄n(x), n ≥ 1)
converge conforme n se va a infinito hacia una medida definida en [0,∞]. Y como
cada F̄n decrece, el ĺımite es, necesariamente, de la forma

F̄n(x)dx→ dδ0(dx) + F̄ (x)dx, n→∞,
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con d ≥ 0 y F̄ una función no decreciente. Entonces,

Φ(q)

q
= ĺım

n→∞

∫ ∞
0

e−qxF̄n(x)dx

=

∫ ∞
0

e−qx
(
dδ0(dx) + F̄ (x)dx

)
= d+

∫
(0,∞)

e−qxF̄ (x)dx

= d+

∫
(0,∞)

e−qx
∫ ∞
x

d(−F̄ (u))dx+

∫
(0,∞)

e−qxF̄ (∞)dx

= d+

∫
(0,∞)

∫ u

0

e−qxdxd(−F̄ (u))− e−qx

q
F̄ (∞)

∣∣∣∞
0

= d+
1

q

∫
(0,∞)

(1− e−qu)d(−F̄ (u)) +
F̄ (∞)

q
.

En consecuencia,

Φ(q) = F̄ (∞) + dq +

∫ ∞
0

(1− e−qu)d(−F̄ (u))

= k + dq +

∫ ∞
0

(1− e−qx)Π(dx),

con k = F̄ (∞) y Π(dx) = d(−F̄ (x)) en (0,∞).

Ahora, veamos que∫
(0,∞)

(1 ∧ x) Π(dx) =

∫ 1

0

xΠ(dx) + Π(1,∞)

=

∫ 1

0

∫ 1

y

Π(dx)dy + Π(1,∞)

=

∫ 1

0

Π(y, 1)dy + Π(1,∞)

=

∫ 1

0

Π(y,∞)dy

=

∫ 1

0

F̄ (y)dy <∞.
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Esto concluye la prueba de la primera parte del teorema.

A continuación, probemos la segunda parte del teorema. Tenemos que

Φ(λ) = k + dλ+

∫
(0,∞)

(
1− e−λx

)
Π(dx).

Supongamos que d = 0. Tomemos Π tal que
∫

(0,∞)
(1 ∧ x) Π(dx) < ∞. Definamos

f : [0,∞)× [0,∞)→ R+, como f(s, x) = x1{s∈(0,t]}.

Para B ∈ B([0,∞))× B([0,∞]), consideremos

M(B) =
∑
t≥0

1{(t,∆t)∈B},

la medida aleatoria de Poisson con intensidad λ⊗[Π + kδ∞] sobre E = [0,∞)×[0,∞],
donde λ es la medida de Lebesgue en [0,∞). Aśı (∆t, t ≥ 0) es un proceso puntual
de Poisson con medida caracteŕıstica Π + kδ∞. Ahora definamos

ζ∞ = ı́nf{t : ∆t =∞}

y para todo t ≤ ζ∞,

Yt =
∑

0≤s≤t

∆s.

Observemos que∫
E

f(s, x)M(ds⊗ dx) =

∫
E

x1{s∈(0,t]}M(ds⊗ dx)

=

∫
E

x1{s∈(0,t]}
∑
t′>0

δ(t′,∆t′ )
(ds⊗ dx)

=
∑
t′≤t

∫
E

xδ(t′,∆t′ )
(ds⊗ dx)

=
∑
t′≤t

∆t′ ,

la ultima igualdad es por que δ(t′,∆t′ )
(ds⊗ dx) = 1 si y solo si s = t′ y x = ∆t′ .

Aśı,

Yt =

∫
f(s, x)M(ds⊗ dx).
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De la fórmula de Campbell, tenemos

E
[
e−qYt

]
= E

[
e−〈M,qf〉] = exp

{
−
∫

(1− e−qf(s,x))λ⊗ [Π + kδ∞] (ds⊗ dx)

}
,

pero

−
∫
E

(
1− e−qf(s,x)

)
λ⊗ [Π + kδ∞] (ds⊗ dx)

= −
∫

(0,∞)

∫
(0,∞]

(
1− e−qx1{s∈(0,t]}

)
(ds⊗ [Π(dx) + kδ∞(dx)])

= −
∫ t

0

∫
(0,∞]

(
1− e−qx

)
(ds⊗ [Π(dx) + kδ∞(dx)])

= −t
∫

(0,∞)

(
1− e−qx

)
Π(dx)− t

∫
(0,∞]

(
1− e−qx

)
kδ∞(dx)

= −t
∫

(0,∞)

(
1− e−qx

)
Π(dx)− tk, (1.1.3)

en consecuencia

E
[
e−qYt

]
= e−tk−t

∫
(0,∞)(1−e−qx)Π(dx),

para todo t, q ≥ 0.

Ahora, veamos que Yt < ∞ c.s. para todo t < ζ∞. Observemos que para y ≥ 0,
0 ≤ e−y ≤ 1, aśı, 1− e−y ≤ 1. Si y < 1,

e−y = 1− y +
∞∑
n=2

(−y)n

n!
,

con
∑∞

n=2
(−y)n

n!
≥ 0, lo cual implica que e−y ≥ 1 − y, es decir, y ≥ 1 − e−y, por lo

tanto

1− e−y ≤ 1 ∧ y, para toda y > 0.

Usando lo anterior y que
∫

(0,∞)
(1 ∧ x)Π(dx) <∞, tenemos

∫
(0,∞)

(
1− e−x

)
Π(dx) ≤

∫
(0,∞)

(1 ∧ x)Π(dx) <∞.
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Aśı, usando el hecho de que existe una constante Cq tal que (1−e−qx)(1−e−x)−1 ≤ Cq∫
(0,∞)

(
1− e−qx

)
Π(dx) =

∫
(0,∞)

1− e−qx

1− e−x
(1− e−x)Π(dx)

≤ Cq

∫
(0,∞)

(
1− e−x

)
Π(dx)

≤ Cq

∫
(0,∞)

(1 ∧ x)Π(dx) <∞.

Concluimos que ∫
(0,∞)

(
1− e−qx

)
Π(dx) <∞.

Por teorema de convergencia dominada, notemos lo siguiente

ĺım
q→0

E
[
e−qYt

]
= ĺım

q→0
E
[
e−qYt1{Yt<∞}

]
= P (Yt <∞) .

Por otro lado, de (1.1.3)

E
[
e−qYt1{Yt<∞}

]
= exp

{
−t
∫

(0,∞)

(
1− e−qx

)
Π(dx)

}
y

ĺım
q→0

∫
(0,∞)

(
1− e−qx

)
Π(dx) =

∫
(0,∞)

ĺım
q→0

(
1− e−qx

)
Π(dx) = 0,

en consecuencia
P(Yt <∞) = 1.

Entonces, si d = 0 en la ecuación (1.1.2)

E
[
e−qYt

]
= e−t(k+

∫
(0,∞)(1−e−qx)Π(dx)) = e−tΦ(q).

También, como Yt =
∫
E
x1{s∈(0,t]}M(ds× dx), Yt es no decreciente. Además,

Yt+s − Yt =

∫
E

x1{u∈(t,t+s]}M(du× dx),

es independiente de la medida aleatoria Poisson M restringida a (0, t]× (0,∞), por
lo que (Yt+s − Yt) es independiente de {Yu, u ≤ t}. Con lo que se concluye que Y
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tiene incrementos independientes.
Veamos que Y tiene incrementos estacionarios. Sean s, t ≥ 0. Entonces

E
[
e−λ(Yt+s−Yt)

]
= E

[
e−λ

∫
E x1{u∈(t,t+s]}M(du×dx)

]
= E

[
e−λ〈M,f〉]

= e−sk−s
∫

(1−e−λx)Π(dx)

= E
[
e−λYs

]
.

Entonces,

Yt+s − Yt
L
= Ys,

para todo t ≥ 0. Ahora, tomemos d > 0 y definamos

Y
(d)
t = dt+ Yt.

De esta manera
E
[
e−qY

(d)
t

]
= E

[
e−qdt−qYt

]
= e−tΦ(q),

con

Φ(q) = k + dq +

∫
(0,∞)

(
1− e−qx

)
Π(dx),

esto concluye la prueba. �

Existen dos familias importantes de subordinadores, la de los procesos de Poisson
y la de los subordinadores estables. En seguida daremos la definición de subordinador
estable.

Definición 1.1.4 Se dice que un subordinador es estable de ı́ndice α ∈ (0, 1) si su
exponente de Laplace es tal que

Φ(λ) = λα =
α

Γ(1− α)

∫ ∞
0

(
1− e−λx

)
x−1−αdx.

Una tercera familia importante de subordinadores son los procesos Gamma con
parámetros a, b > 0. Estos son aquellos procesos cuyo exponente de Laplace está dado
por

Φ(a,b)(λ) = a log(1 + λ/b) =

∫ ∞
0

(
1− e−λx

)
ax−1e−bxdx,

donde la segunda igualdad es conocida como la integral de Frullani. En este caso,
Π(a,b)(dx) = ax−1e−bxdx es la medida de Lévy y el coeficiente de drift es cero.
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1.2. Medida Potencial

Un objeto importante en el estudio de los subordinadores, es sin duda, la medida
potencial.

Definición 1.2.1 Dado un subordinador X con exponente de Laplace Φ, y B ∈
B(R+), la medida potencial de X se puede definir como

U(B) = E
[∫ ∞

0

1{Xt∈B}dt

]
.

De manera alternativa, podemos definir la medida potencial (asociada a X) me-
diante

U(dx) =

∫ ∞
0

P(Xt ∈ dx)dt,

y su función de distribución, denotada por U(x), es conocida como la función de
renovación de X. Si Tx := T(x,∞) es el primer instante en el que X sobrepasa el
nivel x, entonces podemos escribir U(x) como

U(x) = U([0, x]) = E[Tx].

Notemos que la medida potencial U(dx) tiene como transformada de Laplace

Û(λ) =

∫
[0,∞)

e−λxU(dx) =
1

Φ(λ)
, para todo λ ≥ 0. (1.2.1)

En efecto, para λ ≥ 0, tenemos que

Û(λ) =

∫ ∞
0

e−λxU(dx) =

∫ ∞
0

e−λx
(∫ ∞

0

P(Xt ∈ dx)dt

)
=

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

e−λxP(Xt ∈ dx)

)
dt =

∫ ∞
0

E
[
e−λXt

]
dt

=

∫ ∞
0

e−tΦ(λ)dt =
1

Φ(λ)

∫ ∞
0

Φ(λ)e−tΦ(λ)dt =
1

Φ(λ)
.

El siguiente lema justifica el nombre función de renovación.

Lema 1.2.2 Sea Y = Xeee, donde eee es una variable aleatoria con ley exponencial
estándar e independiente de X y Y1, Y2, . . . copias de Y independientes e idéntica-
mente distribuidas. Pongamos a S0 = 0 y Sn =

∑n
j=1 Yj para n ≥ 1. Escribamos la

función de renovación V mediante V (x) =
∑∞

n=0 P(Sn ≤ x) para x ≥ 0. Entonces

V (x) = 1 + U(x), para todo x ≥ 0.
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Demostración. Como

E
[
e−λY

]
=

∫ ∞
0

e−λxP(Y ∈ dx) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−λxe−tP(Xt ∈ dx)dt

=

∫ ∞
0

e−tE
[
e−λXt

]
dt =

∫ ∞
0

e−te−tΦ(λ)dt =
1

1 + Φ(λ)
,

y

V (x) =
∞∑
n=0

P(Sn ≤ x) =
∞∑
n=0

F ∗n(x),

entonces V (dx) =
∞∑
n=0

F ∗n(dx), donde F ∗n es la n-ésima convolución de F (dx) =

P(Y ∈ dx). Luego, la transformada de Laplace de V es

V̂ (λ) =

∫ ∞
0

e−λxV (dx) =

∫ ∞
0

e−λx
∞∑
n=0

F ∗n(dx) =
∞∑
n=0

∫ ∞
0

e−λxF ∗n(dx)

=
∞∑
n=0

E
[
e−λSn

]
=
∞∑
n=0

(
E
[
e−λY

])n
=

1

1− E
[
e−λY

]
=

1

1− 1

1 + Φ(λ)

=
1 + Φ(λ)

Φ(λ)
= 1 +

1

Φ(λ)
.

Por otra parte, la transformada de Laplace de U, de acuerdo con (1.2.1), está dada
por

Û(λ) =
1

Φ(λ)
.

De lo anterior, vemos que V̂ (λ) = 1 + Û(λ) para todo λ ≥ 0, y como la transfor-
mada de Laplace caracteriza a las distribuciones, concluimos que V (x) = 1 + U(x)
para todo x ≥ 0. �

Observación 1.2.3 Este lema nos dice que los resultados asintóticos tales como el
teorema de renovación tienen análogos para subordinadores.

Nos interesa el comportamiento de U para x suficientemente grandes y pequeños.
El siguiente lema nos será de utilidad para probar el corolario sobre el comportamien-
to de U.
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Lema 1.2.4 Supongamos que para λ > 0

f(λ) = λ

∫ ∞
0

e−λyW (y)dy =

∫ ∞
0

e−yW (y/λ)dy, (1.2.2)

donde W es no negativa, no decreciente y tal que existe existe una constante c > 0
con

W (2x) ≤ cW (x) para todo x > 0. (1.2.3)

Entonces
W (x) ≈ f(1/x), (1.2.4)

donde ≈ significa que la razón de los lados de la relación anterior está acotada por
arriba y por abajo mediante constantes positivas para todo x > 0.

Demostración. De la segunda igualdad de (1.2.2) se sigue que

W (k/λ) = ekW (k/λ)

∫ ∞
k

e−ydy ≤ ek
∫ ∞

0

e−yW (y/λ)dy ≤ ekf(λ), (1.2.5)

y haciendo k = 1 se obtiene una de las cotas que necesitamos. Ahora, usando la
condición (1.2.3) junto con la segunda igualdad de (1.2.2) se obtiene

f(λ/2) =

∫ ∞
0

e−yW (2y/λ)dy ≤ c

∫ ∞
0

e−yW (y/λ)dy = cf(λ).

Usando esto último y reescribiendo (1.2.5) como

W (y/λ) ≤ ey/2f(λ/2),

para todo x > 0, esto nos da

f(λ) =

∫ x

0

e−yW (y/λ)dy +

∫ ∞
x

W (y/λ)e−ydy

≤ W (x/λ)

∫ x

0

e−ydy + f(λ/2)

∫ ∞
x

ey/2e−ydy

= (1− e−x)W (x/λ) + 2e−x/2f(λ/2)

≤ (1− e−x)W (x/λ) + 2cf(λ)e−x/2.

Despejando f(λ) de la desigualdad anterior, se obtiene

f(λ) ≤ (1− e−x)W (x/λ)

(1− 2ce−x/2)
. (1.2.6)
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Supongamos, sin pérdida de generalidad, que c > 1/4, y que podemos eligir
x0 = 2 log 4c y un entero positivo n0 tal que 2n0 ≥ x0. Entonces, de esto último,
(1.2.6) y usando la condición (1.2.3), podemos deducir que

f(λ) ≤

(
1− 1

16c2

)
W (x0/λ)

1

2

≤ 2x0

(
1− 1

16c2

)
W (1/λ)

≤ 2n0+1

(
1− 1

16c2

)
W (1/λ),

y de esta manera hemos encontrado la otra cota. Por lo tanto, W (x) ≈ f(1/x) para
todo x > 0. �

Por último, veamos el siguiente corolario, que es el objetivo principal de esta
sección.

Corolario 1.2.5 Sean X un subordinador e I(x) =

∫ x

0

Π(y)dy. Entonces

U(x) ≈ 1

Φ(1/x)
y

Φ(x)

x
≈ I(1/x) + d. (1.2.7)

Demostración. Definamos la función f(x) = 1/Φ(x) para todo x > 0 y sea W (x) =
U(x) en el Lema 1.2.4. Entonces

f(λ) =
1

Φ(λ)
=

∫ ∞
0

e−λxU(dx) =

∫ ∞
0

(
λ

∫ ∞
x

e−λydy

)
U(dx)

=

∫ ∞
0

λe−λy
∫ y

0

U(dx)dy = λ

∫ ∞
0

e−λyU(y)dy =

∫ ∞
0

e−yU(y/λ)dy.

De este modo, se cumple la condición para f en el Lema 1.2.4. Vemos que W es
no negativa y no decreciente ya que U lo es, y además, como U es subaditiva,

W (2x) = U(2x) = U(x+ x) ≤ U(x) + U(x) = 2U(x) = 2W (x),

por tanto, se cumple la condición (1.2.3) tomando c = 2 > 0. Aśı,

U(x) ≈ f(1/x) =
1

Φ(1/x)
para todo x > 0.
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Vamos a demostrar que U, en efecto, es subaditiva. Vemos que para todo x, y ≥ 0,
se tiene la contención de eventos {t > 0 : Xt > x+ y} ⊂ {t > 0 : Xt > x} ∪ {t > 0 :
Xt > y}, de aqúı, se obtiene Tx+y ≤ Tx + Ty, y por tanto,

U(x+ y) = E
[
Tx+y

]
≤ E

[
Tx
]

+ E
[
Ty
]

= U(x) + U(y).

Luego, U es subaditiva.
Para la segunda parte, definamos ahora f(x) = Φ(x)/x para todo x > 0 y haga-

mos W (x) = d+ I(x), para x > 0. Entonces, para todo λ > 0 se obtiene

f(λ) =
Φ(λ)

λ
= d+

1

λ

∫ ∞
0

(
1− e−λx

)
Π(dx)

= d+
1

λ

∫ ∞
0

(
λ

∫ x

0

e−λydy

)
Π(dx)

= d+

∫ ∞
0

e−λy
∫ ∞
y

Π(dx)dy = d+

∫ ∞
0

e−λyΠ(y)dy.

Trabajemos con la última integral de la ecuación anterior. Hagamos∫ ∞
0

e−λyΠ(y)dy = ĺım
x→∞

∫ x

0

e−λyΠ(y)dy

y realizando una integración por partes, tenemos∫ ∞
0

e−λyΠ(y)dy = e−λyI(y)
∣∣∣∞
0

+

∫ ∞
0

λe−λxI(x)dx =

∫ ∞
0

λe−λxI(x)dx,

en lo anterior, e−λyI(y)→ 0 cuando y →∞, ya que e−λy → 0 cuando y →∞ y I(·)
es una función decreciente (ya que Π(·) lo es). Luego, f(λ) nos queda

f(λ) = d+

∫ ∞
0

λe−λxI(x)dx =

∫ ∞
0

λde−λxdx+

∫ ∞
0

λe−λxI(x)dx

= λ

∫ ∞
0

e−λx
(
d+ I(x)

)
dx =

∫ ∞
0

e−x
(
d+ I(x/λ)

)
dx,

y con esto se cumple (1.2.2). Vemos que W es no negativa y no decreciente ya que I
también lo es y d ≥ 0, y además, para x > 0

W (2x) = d+ I(2x) = d+

∫ 2x

0

Π(y)dy ≤ d+ 2

∫ x

0

Π(y)dy

≤ 2d+ 2

∫ x

0

Π(y)dy = 2
(
d+ I(x)

)
= 2W (x),
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se cumple la condición (1.2.3) poniendo c = 2. De esta manera, concluimos que

Φ(x)

x
= f(x) ≈ W (1/x) = d+ I(1/x) para todo x > 0.

�

1.3. Pasaje a través de un Nivel

Estamos interesados en los undershoots y overshoots de un subordinador cuando
cruza un nivel x > 0, y en la posibilidad de que lo cruce de manera continua. Vamos
a utilizar la fórmula de compensación para probar el teorema de los undershoots y
overshoots de un subordinador, véase [42].

Consideremos un espacio medible (U,U) al que le añadimos un punto ζ, y defi-
namos Uζ := U ∪ {ζ} y Uζ := σ

(
U, {ζ}

)
.

Definición 1.3.1 Un proceso (et, t ≥ 0) definido en un espacio de probabilidad
(Ω,F ,P) con valores en (Uζ ,Uζ) se dice que es un proceso puntual si

(i) la función (t, ω) 7→ et(ω) es B(0,∞)⊗F -medible,

(ii) el conjunto Dω = {t : et(ω) 6= ζ} es contable c.s.

Dado un proceso puntual (et, t ≥ 0), para cada A ∈ Uζ , podemos definir un nuevo
proceso puntual eA mediante eAt := et(ω) si et(ω) ∈ A, y et(ω) = ζ en otro caso.
Llamamos al proceso eA la traza de e en A. Para un subconjunto medible de A ∈
U × (0,∞), definamos también

NA(ω) :=
∑
t>0

1A
(
t, et(ω)

)
.

En particular, si B = (0, t]× A, escribimos NB = NA
t , aśımismo, definimos

NA
(s,t](ω) :=

∑
s<u≤t

1A(eu).

Definición 1.3.2 Sea (Ω,F ,Ft,P) un espacio de probabilidad filtrado. Un (Ft)-
proceso de Poisson N es un proceso adaptado continuo por la derecha, tal que N0 = 0
c.s., y para cualquier s < t y k ∈ N,

P
(
Nt −Ns|Fs

)
= ck

(t− s)k

k!
e−c(t−s),
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para alguna constante c > 0 que llamamos el parámetro de N. Hagamos ∆Nt =
Nt −Nt−.

Observación 1.3.3 El proceso de Poisson N es un (Ft)-proceso de Poisson con la
filtración natural Ft = σ

(
Ns, s ≤ t

)
.

Definición 1.3.4 La medida σ-finita ν en U definida por

ν(A) =
1

t
E
[
NA
t

]
, t > 0,

es llamada la medida caracteŕıstica de e.

Aśı, si ν(A) < ∞, entonces ν(A) es el parámetro del proceso de Poisson NA. Si
B ∈ B

(
R+
)
⊗ Uζ , el teorema de clases monótonas implica que

E
[
NB
]

=

∫ ∞
0

dt

∫
1B(t, u)ν(du).

Observación 1.3.5 Si ν(A) <∞, entonces NA
t − tν(A) es una (Ft)-martingala, y

de manera más general, tenemos

Teorema 1.3.6 (La Fórmula de Compensación) Sea H un proceso positivo con-
tinuo por la izquierda predecible definido en (R+,Ω, Uζ) que es medible con respecto
a Ft ⊗ Uζ y además cumple H(t, ω, ζ) = 0 para todo t ≥ 0 c.s. Entonces

E

[∑
s>0

H
(
s, ω, es(ω)

)]
= E

[∫ ∞
0

dt

∫
H(s, ω, u)ν(du)

]
. (1.3.1)

Demostración. Vemos que el conjunto de procesos H que satisfacen (1.3.1) es ce-

rrado bajo ĺımites crecientes; luego, por el teorema de clases monótonas, es suficiente
verificar que (1.3.1) se satisface para H(s, ω, u) = K(s, ω)1A(u), donde K es un
proceso (Ft)-predecible positivo acotado y A ∈ U con ν(A) <∞. En este caso, como
NA
t − tν(A) es una martingala, el lado izquierdo es igual a

E

[∑
s>0

K(s, ω)1A
(
es(ω)

)]
= E

[∫ ∞
0

K(s, ω)dNA
s (ω)

]
= ν(A)E

[∫ ∞
0

K(s, ω)ds

]
.

Esto completa la demostración. �
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Teorema 1.3.7 Si X es un subordinador, tenemos

(i) para 0 ≤ y ≤ x y z > x

P
(
XTx−

∈ dy,XTx ∈ dz
)

= U(dy)Π(dz − y)

(ii) para cualquier x > 0

P
(
XTx−

< x = XTx

)
= 0.

Demostración. (i) Sean f, g ≥ 0 dos funciones medibles. Entonces, aplicando la
fórmula de compensación al proceso de saltos de X, denotado por ∆X = (∆Xt, t ≥
0), donde ∆Xt := Xt −Xt−, se tiene que

E
[
f
(
XTx−

)
g
(
XTx

)]
= E

[∑
t≥0

f
(
Xt−

)
g
(
Xt− + ∆Xt

)
1{Xt−≤x,∆Xt>x−Xt−}

]

=

∫ ∞
0

dtE
[
f
(
Xt−

)
1{Xt−≤x}

∫ ∞
0

Π(dz)g
(
Xt− + z

)
1{z>x−Xt−}

]
.

Por otra parte, de la definición de esperanza y lo probado arriba se obtiene

E
[
f
(
XTx−

)
g
(
XTx

)]
=

∫
0≤y≤x<z

f(y)g(z)P
(
XTx− ∈ dy,XTx ∈ dz

)
=

∫ ∞
0

dt

∫
0≤y≤x,s>x−y

f(y)g(y + s)P
(
XTx− ∈ dy

)
Π(ds)

=

∫
0≤y≤x<z

f(y)g(z)U(dy)Π(dz − y).

La segunda igualdad se sigue ya que

E
[
f
(
Xt−

)
1{Xt−≤x}

∫ ∞
0

Π(ds)g
(
Xt− + z

)
1{z>x−Xt−}

]
=

∫
0≤y≤x,s>x−y

f(y)g(y + s)P
(
XTx− ∈ dy

)
Π(ds).

Por lo tanto,

P
(
XTx− ∈ dy,XTx ∈ dz

)
= U(dy)Π(dz − y).
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(ii) Para el caso en el que X es un proceso de Poisson compuesto, P
(
XTx− < x =

XTx

)
= 0 por la definición de Tx := ı́nf{t ≥ 0 : Xt > x}. Si X no es un proceso de

Poisson compuesto, entonces

P
(
XTx− < x = XTx

)
=

∫
[0,x)

U(dy)Π({x− y}) = 0,

ya que la medida U es difusa y Π tiene una cantidad numerable de átomos. �

Observación 1.3.8 Mediante argumentos similares se puede dar una extensión de
(i) del teorema anterior, es decir,

P
(
XTx− ∈ dy,XTx ∈ dz, Tx ≤ t

)
=

∫ t

0

P(Xs ∈ dy)dsΠ(dz − y).

De esta observación se puede deducir el siguiente corolario,

Corolario 1.3.9 Bajo las suposiciones del teorema anterior, se tiene que para 0 ≤
y ≤ x, z > x y t > 0,

P
(
XTx− ∈ dy,XTx ∈ dz, Tx ∈ dt

)
= P(Xt ∈ dy)Π(dz − y)dt.

La parte (ii) del teorema anterior dice que si un subordinador cruza un nivel
mediante un salto, entonces casi seguramente da ese salto sobre el nivel.

La demostración del siguiente teorema es tomada del libro [18, pág. 14].

Teorema 1.3.10 Si X es un subordinador con drift d,

(i) si d = 0 entonces P
(
XTx = x

)
= 0 para todo x > 0,

(ii) si d > 0 entonces U tiene densidad continua y estrictamente positiva u en
(0,∞),

P
(
XTx = x

)
= du(x), para todo x > 0, (1.3.2)

y además

ĺım
x↓0

u(x) =
1

d
.
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Demostración. (i) Mediante una aplicación de la propiedad de Markov fuerte al
tiempo de paro Tx se tiene que la medida potencial es

U(dw) =

∫
[x,w]

U(dw − z)P
(
XTx ∈ dz

)
, w ≥ x,

En efecto, observemos que para w ≥ x,

U(dw) =

∫ ∞
0

P(Xt ∈ dw)dt = E
[∫ ∞

0

1{Xt∈dw}dt

]
= E

[∫ Tx

0

1{Xt∈dw}dt

]
+ E

[∫ ∞
Tx

1{Xt∈dw}dt

]
= E

[∫ ∞
0

1{XTx+s−XTx+XTx∈dw}ds

]
= E

[
E
[∫ ∞

0

1{XTx+s−XTx+XTx∈dw}ds
∣∣∣FTx]]

= E
[
g
(
XTx

)]
, por propiedad de Markov fuerte al tiempo Tx

donde

g(y) = E
[∫ ∞

0

1{Xs+y∈dw}ds

]
=

∫ ∞
0

P
(
Xs ∈ dw − y

)
ds = U(dw − y).

Por lo tanto,

U(dw) =

∫
[x,w]

U(dw − y)P
(
XTx ∈ dy

)
.

Luego, multiplicando por e−λw e integrando a ambos lados de la ecuación anterior
de x hasta ∞ se obtiene∫

[x,∞)

e−λwU(dw) =

∫
[x,∞)

e−λw
∫

[x,w]

U(dw − z)P
(
XTx ∈ dz

)
=

∫ ∞
x

∫ ∞
z

e−λwU(dw − z)P
(
XTx ∈ dz

)
=

∫ ∞
0

e−λw
′
U(dw′)

∫ ∞
x

eλzP
(
XTx ∈ dz

)
= Û(λ)e−λx

∫ ∞
0

e−λz
′P
(
XTx − x ∈ dz′

)
=

e−λx

Φ(λ)
E
[
e−λ(XTx−x)

]
.
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Entonces de aqúı se tiene que

E
[
e−λ(XTx−x)

]
= eλxΦ(λ)

∫
[x,∞)

e−λwU(dw).

De esto, podemos ver que∫ ∞
0

e−qxE
[
e−λ(XTx−x)

]
dx =

∫ ∞
0

e−qx
(

eλxΦ(λ)

∫
[x,∞)

e−λwU(dw)

)
dx

=

∫ ∞
0

e−λwU(dw)Φ(λ)

∫ w

0

e(λ−q)xdx

=

∫ ∞
0

e−λwU(dw)Φ(λ)

(
e(λ−q)x

λ− q

∣∣∣w
0

)
=

∫ ∞
0

e−λwU(dw)Φ(λ)

(
e(λ−q)w

λ− q
− 1

λ− q

)
=

Φ(λ)

λ− q

∫ ∞
0

e−qwU(dw)−
∫ ∞

0

e−λwU(dw)

=
Φ(λ)

λ− q

(
1

Φ(q)
− 1

Φ(λ)

)
=

Φ(λ)− Φ(q)

(λ− q)Φ(q)
.

Ahora, por la Proposición 4 del Caṕıtulo 1 de [18], vemos que λ−1Φ(λ) → d
cuando λ→∞, entonces de lo anterior y esto último, podemos inferir que∫ ∞

0

e−qxP
(
XTx = x

)
dx = ĺım

λ→∞

Φ(λ)− Φ(q)

(λ− q)Φ(q)
=

d

Φ(q)
= d

∫ ∞
0

e−qxU(dx).

Por lo tanto, si d = 0 entonces de la ecuación anterior, esto implica que
P
(
XTx = x

)
= 0 para casi todo x > 0.

(ii) Para la prueba de este inciso, vamos a necesitar la siguiente definición y los
corolarios 18 y 20, y el Lema 3 Caṕıtulo 2 del libro [4].
Definamos T ′ := T ′{0} = ı́nf{t > 0 : Xt = 0} como el primer instante en que X toca
el 0.

Definición 1.3.11 Decimos que {0} es regular por śı mismo si P0

(
T ′ = 0

)
> 0.

Corolario 1.3.12 Supongamos que el kernel resolvente es absolutamente continuo
con una densidad acotada. Entonces

Ex
[
e−qT

′]
= Cquq(−x), para todo q > 0, x ∈ R.

Más aún, en el caso transitorio, Px(T ′ <∞) = Cu(−x).
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Corolario 1.3.13 Sea ϕ el exponente de Laplace del subordinador X dado por

ϕ(λ) = λd+

∫ ∞
0

(
1− e−λx

)
Π(dx), λ ≥ 0.

Entonces las siguientes afirmaciones se cumplen.

(i) Suponga que ∫
R

1

|1 + ϕ(λ)|
dλ <∞,

entonces Cq > 0 y {0} es regular por śı mismo.

(ii) Suponga que X tiene variación acotada y coeficiente de drift d. Entonces Cq > 0
si y sólo si d 6= 0, y en ese caso {0} es irregular por śı mismo.

Lema 1.3.14 Supongamos que para algún x > 0, P
(
XTx = x

)
> 0. Entonces para

todo ε > 0, existe y ∈ (0, ε) tal que P
(
XTy = y

)
> 1− ε.

Regresando a la demostración del teorema y denotando TA al primer instante
en que X cae en A ⊂ R, vemos que para todo x > 0, los eventos {XTx = x} y
{T{x} <∞} coinciden, y por lo tanto, por los corolarios 1.3.12 y 1.3.13 se tiene que

P
(
XTx = x

)
= Cu(x), (1.3.3)

donde C > 0 denota la capacidad de los singuletes. Consideremos dos sucesiones
(xn, n ≥ 1) y (yn, n ≥ 1) de números reales positivos decreciente y creciente a x > 0,
respectivamente. Los tiempos de paro Txn y Tyn decrecen y crecen, respectivamente,
a Tx c.s. Por la continuidad por la derecha y la cuasi-continuidad por la izquierda de
las trayectorias de X y el lema de Fatou se obtiene

ĺım sup
n→∞

P
(
XTxn = xn

)
≤ P

(
XTx = x

)
,

y

P
(
XTx = x

)
≤ ĺım inf

n→∞
P
(
XTyn = yn

)
.

Lo anterior es equivalente a la continuidad superior e inferior. Estas desigualdades
implican que ĺım supn→∞ u(xn) ≤ u(x) y u(x) ≤ ĺım infn→∞ u(yn).

Como u es semi-continua inferior y superior entonces u es continua en x. Recor-
dando que Π es la cola de la medida de Lévy y usando el Teorema 1.3.7 se tiene
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que

P
(
XTx = x

)
= 1−

∫ ∞
x

u(y)Π(x− y)dy

= 1−
∫ x

0

u(y)Π(x− y)dy. (1.3.4)

Luego, aplicando transformada de Laplace a ambos lados de la igualdad anterior y
haciendo uso de (1.3.3) se llega a que

C

∫ ∞
0

e−λxu(x)dx =

∫ ∞
0

e−λxdx−
∫ ∞

0

∫ x

0

e−λxu(y)Π(x− y)dydx,

esto implica que

C

Φ(λ)
=

1

λ
−
∫ ∞

0

∫ x

0

e−λxu(x− t)Π(t)dtdx

=
1

λ
−
∫ ∞

0

∫ ∞
x

e−λxu(x− t)Π(t)dxdt

=
1

λ
−
∫ ∞

0

e−λyu(y)dy

∫ ∞
0

e−λtΠ(t)dt

=
1

λ
− 1

Φ(λ)

∫ ∞
0

e−λtΠ(t)dt.

Aśı, por la fórmula de Lévy-Khintchine se tiene que C = d y por tanto hemos probado
(1.3.2).

Elijamos x > 0 de tal forma que u(x) > 0 y supongamos que y = ı́nf{x′ > x :
u(x′) = 0} < ∞. Entonces y > x, u(y) = 0 y además u > 0 en [x, y) ya que u es
continua. Por el Lema 1.3.14, existe z ∈ (0, y− x) tal que u(z) > 0, y de la siguiente
desigualdad

P
(
XTa+b = a+ b

)
≥ P

(
XTa = a

)
P
(
XTb = b

)
, a, b > 0, (1.3.5)

con a = z y b = y − z, se sigue que

Cu(y) = P
(
XTy = y

)
≥ P

(
XTz = z

)
P
(
XTy−z = y − z

)
= C2u(z)u(y − z),

y esta última cantidad es positiva ya que x ≤ y − z < y. Pero esto contradice el
hecho de que u(y) = 0 en [x,∞). De acuerdo al Lema 1.3.14, podemos elegir x
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arbitrariamente pequeño; esto demuestra que u es positiva en (0,∞). Finalmente,
para probar la última afirmación es suficiente demostrar que

ĺım
x→0+

P
(
XTx = x

)
= 1.

Pero esto se sigue de inmediato de (1.3.4) haciendo x→ 0+, aśı

ĺım
x→0+

P
(
XTx = x

)
= 1− ĺım

x→0+

∫ x

0

u(y)Π(x− y)dy = 1. (1.3.6)

Por lo tanto, despejando u(x) de (1.3.2) y haciendo x→ 0+ se llega a que

ĺım
x→0+

u(x) =
1

d
,

y esto demuestra el teorema. �



Caṕıtulo 2

Funcionales Exponenciales para
Subordinadores

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se dará la definición de funcional exponencial para subordi-
nadores, aśı como también resultados de gran importancia relacionados con estos
objetos. Haremos énfasis en el cálculo de sus momentos (en este caso enteros posi-
tivos). También se darán varios ejemplos en donde se pueden aplicar estos resultados
en caso de algunos subordinadores especiales.

Definición 2.1.1 La funcional exponencial del subordinador X se define como

It =

∫ t

0

e−Xtdt, t ≥ 0.

Su valor terminal está dado por

I =

∫ ∞
0

e−Xtdt.

Las funcionales exponenciales aparecen en una gran variedad de entornos, por ejem-
plo, en matemáticas finacieras, procesos estoásticos en ambientes aleatorios, procesos
de Markov auto-similares, entre otros.

2.2. Cálculo de los Momentos Enteros

Supongamos que X = (Xt, t ≥ 0) es un subordinador.

25
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Recordemos que la transformada de Laplace de X se puede escribir como

E
[

exp{−qXt}
]

= exp{−tΦ(q)}, t, q ≥ 0, (2.2.1)

donde Φ : [0,∞) → [0,∞) es el exponente de Laplace de X, y por la fórmula de
Lévy-Khintchine

Φ(q) = dq +

∫
(0,∞)

(
1− e−qx

)
Π(dx), q ≥ 0.

A continuación se enuncia el Teorema 2.2.1, que no es mas que la caracterización
de la ley de I a través de sus momentos enteros positivos. La primer parte la estable-
ció Carmona, ver [15].

Teorema 2.2.1 Suponga que X es un subordinador con exponente de Laplace Φ.
Los momentos enteros positivos de la funcional exponencial están dados en términos
de Φ mediante

E
[
Ik
]

=
k!

Φ(1) · · ·Φ(k)
, para k = 1, 2 . . . (2.2.2)

Como consecuencia, tenemos que E
[

exp{aI}
]
< ∞, y la distribución de I está de-

terminada por (2.2.2).

Demostración. De la fórmula de integración por partes

(It − Iu)λ = Iλt − λ
∫ u

0

(It − Iv)λ−1e−Xvdv, u ≤ t,

para u = t, se sigue que

Iλt = λ

∫ t

0

(It − Iv)λ−1e−Xvdv. (2.2.3)

Pero

It − Iv =

∫ t

0

e−Xsds−
∫ v

0

e−Xsds =

∫ t

v

e−Xsds = e−Xv
∫ t−v

0

e−(Xs+v−Xv)ds. (2.2.4)

Notemos que el proceso (Xs+v −Xv, s ≥ 0) es independiente de (Xs, s ≤ v) y tiene
la misma ley que (Xs, s ≥ 0). Luego, sustituyendo (2.2.4) en (2.2.3) y calculando
esperanzas se obtiene

E
[
Iλt
]

= λE
[∫ t

0

Iλ−1
t−v e−λXvdv

]
= λ

∫ t

0

E
[
Iλ−1
t−v
]
E
[
e−λXv

]
dv

= λ

∫ t

0

E
[
Iλ−1
t−v
]
e−vΦ(λ)dv = λ

∫ t

0

E
[
Iλ−1
u

]
e−(t−u)Φ(λ)du.
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Luego, observemos que para T ∼ exp(θ), θ > 0, y el teorema de Fubini, se tiene

E
[
IλT
]

= θ

∫ ∞
0

e−θtE
[
Iλt
]
dt

= θ

∫ ∞
0

e−θt
(
λ

∫ t

0

E
[
Iλ−1
u

]
e−(t−u)Φ(λ)du

)
dt

= θ

∫ ∞
0

(
λ

∫ ∞
u

e−θtE
[
Iλ−1
u

]
e−(t−u)Φ(λ)dt

)
du

=

(
λ

∫ ∞
0

e−v(θ+Φ(λ))dv

)(
θ

∫ ∞
0

e−θuE
[
Iλ−1
u

]
du

)
=

λ

θ + Φ(λ)
E
[
Iλ−1
T

]
.

Entonces, de lo anterior, se tiene que

E
[
IλT
]

= θ

∫ ∞
0

e−θtE
[
Iλt
]
dt =

∫ ∞
0

e−sE
[
Iλs/θ
]
ds.

Aśı, haciendo θ ↓ 0 se obtiene E
[
IλT
]
↑ E
[
Iλ
]
. Por otro lado, de los cálculos de arriba,

vemos que

ĺım
θ↓0

E
[
IλT
]

= ĺım
θ↓0

λ

θ + Φ(λ)
E
[
Iλ−1
T

]
=

λ

Φ(λ)
E
[
Iλ−1

]
.

De esto se sigue que

E
[
Iλ
]

=
λ

Φ(λ)
E
[
Iλ−1

]
.

Por último, para λ = n ∈ N, (2.2.2) se sigue por inducción sobre n.
Luego, existe l ∈ N tal que Φ(l) > a. Luego, para k ≥ l se obtiene

E
[
Ik
]

=
k!

k∏
i=1

Φ(i)

≤ k!
l∏

i=1

Φ(i)Φ(l)k−l

.

La desigualdad de arriba se sigue ya que Φ es una función creciente en R+. Por lo
tanto, concluimos

E
[
eaI
]

= E

[
∞∑
k=0

akIk

k!

]
=
∞∑
k=0

ak

k!
E
[
Ik
]
<∞,
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ya que todos los momentos de la variable aleatoria I existen, entonces I queda
determinada por sus momentos gracias a que la función generadora de momentos de
I es finita y además caracteriza su distribución. �

El siguiente teorema es una extensión de [9].

Teorema 2.2.2 Bajo las hipótesis del Teorema 2.2.1, existe una única medida de
probabilidad ρ en [0,∞) que está determinada por sus momentos enteros positivos∫

[0,∞)

xkρ(dx) = Φ(1) · · ·Φ(k), para k = 1, 2, . . .

En particular, si R es una variable aleatoria con ley ρ que es independiente de I,
entonces tenemos la igualdad en distribución

IR
L
= e, (2.2.5)

donde eee es una variable aleatoria exponencial estándar.

Para la demostración de este teorema, vamos a necesitar la definición de un
proceso de Markov auto-similar y un lema.

Definición 2.2.3 Un proceso de Markov Y = (Yt, t ≥ 0) es auto-similar si para
algún α ∈ R, la ley del proceso

(
kYk−αt, t ≥ 0

)
bajo Px coincide con Pkx para todo

k > 0 y x > 0.

A continuación vamos a definir la transformada de Lamperti de un proceso de
Markov auto-similar, ver [8].

Definamos un cambio de tiempo τ = (τ(t), t ≥ 0) asociado al subordinador
(Xt, t ≥ 0) como aquel que satisface

t =

∫ τ(t)

0

eXsds,

esto es, τ(t) está dado por

τ(t) = ı́nf

{
u ≥ 0 :

∫ u

0

eXsds ≥ t

}
.

Definición 2.2.4 La transformada de Lamperti asociada al subordinador (Xt, t ≥
0) está dada por

Yt = eXτ(t) , t ≥ 0.
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Observación 2.2.5 Notemos que Y aśı definido es un proceso de Markov auto-
similar con α = 1, esto es, para todo x > 0, la ley del proceso

(
xYt/x, t ≥ 0

)
bajo Px

coincide con la ley de Y iniciando en x.

Lema 2.2.6 Para todo t ≥ 0 y p > 0, la variable

Y p
t

∫ ∞
t

ds

Y p+1
s

es independiente de Ft = σ(Ys, 0 ≤ s ≤ t) y tiene la misma ley que∫ ∞
0

e−pXsds.

Como consecuencia, tenemos que

E
[∫ ∞

t

ds

Y p+1
s

]
=

E
[
Y −pt

]
Φ(p)

.

Demostración. Recordar que para todo x > 0, Px denota la distribución del proceso
de Markov auto-similar Y que empieza en x (por simplicidad denotemos P1 = P). De
la propiedad de Markov aplicada al tiempo t, sólo necesitamos demostrar que bajo
Px, la variable aleatoria

x

∫ ∞
0

ds

Y p+1
s

tiene la misma ley que
∫∞

0
e−pXsds, y por auto-similitud, podemos enfocarnos en el

caso x = 1. Luego, haciendo los cambios de variables

t = τ(s), s =

∫ t

0

eXudu,

resulta∫ ∞
0

Y −(p+1)
s ds =

∫ ∞
0

e−(p+1)Xτ(s)ds =

∫ ∞
0

e−(p+1)XteXtdt =

∫ ∞
0

e−pXtdt.

La primer igualdad se sigue de la definición de la transformada de Lamperti, en la
segunda igualdad se usó el cambio de variable t = τ(s) y ds = eXtdt. Por lo que
tenemos arriba, llegamos a que

Y p
t

∫ ∞
t

ds

Y p+1
s

L
=

∫ ∞
0

e−pXsds,
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lo que implica que ∫ ∞
t

ds

Y p+1
s

L
= Y −pt

∫ ∞
0

e−pXsds, (2.2.6)

y por la propiedad de Markov al tiempo t se tiene que es independiente de σ(Ys, 0 ≤
s ≤ t). Por último, aplicando esperanzas a ambos lados de (2.2.6) obtenemos

E
[∫ ∞

t

ds

Y p+1
s

]
= E

[
Y −pt

]
E
[∫ ∞

0

e−pXsds

]
= E

[
Y −pt

] ∫ ∞
0

E
[
e−pXs

]
ds

= E
[
Y −pt

] ∫ ∞
0

e−sΦ(p)ds =
E
[
Y −pt

]
Φ(p)

.

Aśı, la demotración está completa. �

Antes de proceder a demostrar el Teorema 2.2.2, vamos a enunciar el Teorema de
Bernstein que se usará en la prueba de este teorema, véase [44].

Teorema 2.2.7 Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) f es completamente monótona, esto es,

(−1)n
d

dt
f(t) ≥ 0, ∀n ≥ 0, ∀t > 0.

(ii) f es la transformada de Laplace de alguna medida de Borel finita µ en R+, es
decir

f(x) =

∫ ∞
0

e−xtµ(dt), ∀ x ≥ 0.

En seguida, se demuestra el Teorema 2.2.2.
Demostración de Teorema 2.2.2. Del Lema 2.2.6 se tiene que

∂E
[
Y −pt

]
∂t

= −Φ(p)E
[
Y
−(p+1)
t

]
.

Mediante iteración, se tiene que la función t 7→ E
[
Y −pt

]
es completamente monótona

y toma el valor 1 en t = 0. Por el Teorema 2.2.7, coincide con la transformada de
Laplace de alguna medida finita en [0,∞) que vamos a denotar por ρp, esto es,

E
[
Y −pt

]
=

∫
[0,∞)

e−txρp(dx), t ≥ 0.
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Resulta que ρp siempre se puede ver como una medida de probabilidad. Los
momentos enteros de ρ están dados por las derivadas iteradas de su transformada de
Laplace en t = 0, y con esto obtenemos∫

[0,∞)

xkρp(dx) = Φ(p) · · ·Φ(p+ (k − 1)), para k = 1, 2, . . .

Aśı, la primera afirmación queda demostrada para p = 1 (en este caso, denotamos
ρ1 = ρ por simplicidad) debido al Teorema 2.2.1. La igualdad en ley (2.2.5) se sigue
de la ecuación (2.2.2) y de lo que se acaba de probar. En efecto, calculando los
k-ésimos momentos de las variables aleatorias IR y e vemos que

E
[
(IR)k

]
= E

[
Ik
]
E
[
Rk
]

=
k!

Φ(1) · · ·Φ(k)
· Φ(1) · · ·Φ(k) = k! = E[ek].

Por lo tanto, IR
L
= e. Queda demostrado el teorema. �

En lo que sigue, vamos a considerar un subordinador sin drift (Zt, t ≥ 0) que no
necesariamente posee la medida de Lévy (3.1.7). Sea T una variable aleatoria expo-
nencial estándar independiente de (Zt, t ≥ 0). Definamos las siguentes cantidades,

At :=

∫ t

0

e−Ztdt, Q = AT , M = e−ZT

De aqúı, se obtiene

A∞
L
= MA′∞ +Q, (2.2.7)

donde A′∞ es una copia de A∞ independiente de (M,Q).
En efecto, se tiene que

A∞ =

∫ ∞
0

e−Ztdt =

∫ ∞
T

e−Ztdt+

∫ T

0

e−Ztdt

= e−ZT
∫ ∞

0

e−(ZT+t−ZT )dt+

∫ T

0

e−Ztdt

L
= MA′∞ +Q,

esta última igualdad en ley se debe a que (Zt+s − Zt, s ≥ 0) es un subordinador
independiente de (Zv, v ≤ t) y tiene la misma ley que (Zs, s ≥ 0). Lo anterior sigue
siendo cierto para t reemplazado por T.

Vamos a introducir las siguientes definiciones. Sea E un espacio topológico local-
mente compacto con base numerable, es decir, E separa puntos y todo punto x ∈ E
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tiene una vecindad compacta. Sea E = B(E). Para x ∈ E y A ∈ E definamos la
delta de Dirac como

δx(A) =


1 si x ∈ A

0 si x /∈ A

Definición 2.2.8 Una medida µ en un espacio medible (E, E) es una medida pun-
tual si existe una sucesión (xn)n≥1 de puntos en E tal que

µ =
∞∑
n=1

δxn .

Decimos que µ es medida de Radon si µ(K) < ∞ para todo conjunto compacto
K en E.

Definamos los siguientes conjuntos,

M+(Rn) :=
{

medidas de Radon positivas en Rn
}

M∗(Rn) :=

{
µ ∈M+(Rn) :

∫
Rn
‖x‖2mµ(dx) <∞ ∀ m ∈ N0

}
.

Sea C(Rn) el espacio vectorial de las funciones continuas a valores reales definidas en
Rn y Cc(Rn) el subespacio vectorial de C(Rn) que consta de las funciones continuas
con soporte compacto. Sea Pn ⊂ C(Rn) el espacio vectorial de los polinomios en las
variables x1, . . . , xn.

Vamos a definir una relación de equivalencia en M∗(Rn), que denotaremos por
n∼, de la siguiente manera. Para cualesquiera medidas µ, ν ∈M∗(Rn),

µ
n∼ ν ⇐⇒

∫
Rn
xαdµ(x) =

∫
Rn
xαdν(x), para todo α ∈ Z+n,

y denotemos por [µ]n a la clase de equivalencia que contiene a µ.

Definición 2.2.9 Se dice que µ ∈M∗(Rn) está determinada si [µ]n = {µ}.

Para probar la siguiente proposición, es necesario usar el siguiente teorema, ver [40].

Teorema 2.2.10 Una medida µ ∈ M∗(Rn) está determinada si las proyecciones
ϕi(µ) están determinadas para i = 1, . . . , n, donde ϕi : Rn → R están definidas por
ϕi(x1, . . . , xn) = xi, para i = 1, . . . , n.
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Demostración. Sea σ ∈ [µ]n. Para i = 1, . . . , n y m ∈ Z+ tenemos que∫
R
tmdϕi(σ)(t) =

∫
Rn
xmi dσ(x1, . . . , xn) =

∫
Rn
xmi dµ(x1, . . . , xn)

=

∫
R
tmdϕi(µ)(t),

luego, por hipótesis se tiene ϕi(σ) = ϕi(µ). Para f1, . . . , fn ∈ C(R), sea f = f1 ⊗
· · · ⊗ fn la función

f(x1, . . . , xn) = f1(x1) · · · fn(xn),

donde (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Para f1, . . . , fn ∈ Cc(R) y p1, . . . , pn ∈ P1 tenemos ahora
que∫

Rn
|f1 ⊗ · · · ⊗ fn − p1 ⊗ · · · ⊗ pn|dσ =

∫
Rn
|(f1 − p1)⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ fn

+ f1 ⊗ (f2 − p2)⊗ f3 ⊗ · · · ⊗ fn + · · ·+ p1 ⊗ p2 ⊗ · · · pn−1 ⊗ (fn − pn)|dσ

≤
∫
Rn
|(f1 − p1)⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ fn|dσ + · · ·+

∫
Rn
|p1 ⊗ p2 ⊗ · · · pn−1 ⊗ (fn − pn)|dσ

≤ ‖f1 ◦ ϕ1 − p1 ◦ ϕ1‖2‖1⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ fn‖2 + · · ·
· · ·+ ‖p1 ⊗ · · · pn−1 ⊗ 1‖2‖fn ◦ ϕn − pn ◦ ϕn‖2,

donde ‖ · ‖2 es la 2-norma con respecto a σ. Para i = 1, . . . , n tenemos que

‖fi ◦ ϕi − pi ◦ ϕi‖2
2 =

∫
Rn
|fi ◦ ϕi(x)− pi ◦ ϕi(x)|2dσ(x) =

∫
R
|fi(t)− pi(t)|2dϕi(σ)(t)

=

∫
R
|fi(t)− pi(t)|2dϕi(µ)(t).

Como cada ϕi(µ) está determinada, entonces P1 es denso en L1

(
R, ϕi(µ)

)
gracias al

Teorema de Riesz, ver [43] o [1]. Dado cualquier ε > 0, podemos encontrar p1 ∈ P1

tal que

|f1 ◦ ϕ1 − p1 ◦ ϕ1| ≤
ε

n‖1⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ fn‖2

.

De la misma manera, podemos encontrar p2 ∈ P2 tal que

|f2 ◦ ϕ2 − p2 ◦ ϕ2| ≤
ε

n‖p1 ⊗ 1⊗ f3 ⊗ · · · ⊗ fn‖2

.

Continuando de esta forma, podemos encontrar polinomios p1, . . . , pn ∈ P1 tal que∫
Rn
|f1 ⊗ · · · ⊗ fn − p1 ⊗ · · · ⊗ pn|dσ < ε. (2.2.8)
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El conjunto
{
f1⊗ · · ·⊗ fn : f1, . . . , fn ∈ Cc(R)

}
es denso en L1(σ), y como f1⊗ · · ·⊗

fn ∈ Pn, vemos de (2.2.8) que Pn es denso en L1(σ), por lo tanto σ es un punto
extremo de [µ]n. Como esto es cierto para todo σ ∈ [µ]n, entonces [µ]n = {µ}, es
decir, µ queda determinada. �

A continuación enunciaremos un resultado que caracteriza a los vectores (M,Q)
y (A,Q) a través de sus momentos.

Proposición 2.2.11 Para λ > 0 y µ ≥ 0, se tiene

E
[
QλMµ

]
=

λ

1 + ϕ(λ+ µ)
E
[
Qλ−1Mµ

]
,

donde ϕ(s) = − logE
[
e−sZ1

]
, s ≥ 0. En particular,

an,m := E
[
QnMm

]
=

n!
n∏
k=0

(1 + ϕ(m+ k))

, m, n ≥ 0 (2.2.9)

bn,m := E
[
QnAm

]
=

n!m!
n∏
k=0

(1 + ϕ(m+ k))ϕ(1) · · ·ϕ(m)

, m, n ≥ 0.

Las sucesiones de momentos (an,m, n,m ≥ 0) y (bn,m, n,m ≥ 0) determinan de
manera única las leyes de los vectores (M,Q) y (A,Q), respectivamente.

Demostración. Para t > 0, definamos

At =

∫ t

0

e−Zvdv.

La fórmula de integración por partes

(At − Au)λ = Aλt − λ
∫ u

0

(At − Av)λ−1e−Zvdv, u ≤ t, (2.2.10)

nos da, para u = t,

Aλt = λ

∫ t

0

(At − Av)λ−1e−Zvdv.

Entonces

Aλt e
−µZt = λ

∫ u

0

(At − Av)λ−1e−µ(Zt−Zv)e−(µ+1)Zvdv. (2.2.11)
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Pero

At − Av =

∫ t

0

e−Zsds−
∫ u

0

e−Zsds =

∫ t

u

e−Zsds =

∫ t−u

0

e−Zr+udr

= e−Zu
∫ t−u

0

e−(Zr+u−Zu)dr,

entonces

(At − Av)λ−1e−µ(Zt−Zv) = e−(λ−1)Zv

(∫ t−v

0

e−(Zv+s−Zv)ds

)λ−1

e−µ(Zt−Zv),

y como (Zv+t−Zv, t ≥ 0) es un subordinador independiente de (Zv, v ≤ t) y con la
misma ley que (Zt, t ≥ 0), se tiene que(∫ t−v

0

e−(Zv+s−Zv)ds

)λ−1

e−µ(Zt−Zv) L= Aλ−1
t−v e−µZt−v ,

y es independiente de e−(λ−1)Zv . Por lo tanto

E
[
AλT e−µZT

]
=

∫ ∞
0

e−tE
[
Aλt e

−µZt
]
dt

= λ

∫ ∞
0

e−t
(∫ t

0

E
[
e−(λ+µ)Zv

]
E
[
Aλ−1
t−v e−µZt−v

]
dv

)
dt

= λ

∫ ∞
0

e−vϕ(λ+µ)

(∫ ∞
v

e−tE
[
Aλ−1
t−v e−µZt−v

]
dt

)
dv

=

(
λ

∫ ∞
0

e−v(ϕ(λ+µ)+1)dv

)(∫ ∞
0

e−uE
[
Aλ−1
u e−µZu

]
du

)
=

λ

ϕ(λ+ µ) + 1
E
[
Aλ−1
T e−µZT

]
.

Por lo tanto,

E
[
QλMµ

]
=

λ

ϕ(λ+ µ) + 1
E
[
Qλ−1Mµ

]
.

Para probar las fórmulas de los momentos, usaremos inducción sobre λ = n ∈ Z+.
Luego, para λ = 0 y µ ≥ 0, se tiene

E
[
Mµ
]

= E
[
e−µZT

]
=

∫ ∞
0

e−tE
[
e−µZt

]
dt

=

∫ ∞
0

e−te−tϕ(µ)dt =

∫ ∞
0

e−t(1+ϕ(µ))dt =
1

1 + ϕ(µ)
. (2.2.12)
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esto significa que lo anterior vale para λ = 0 y µ = m ∈ Z+. Supongamos que vale
para λ = n (y µ = m ∈ Z+). Entonces, para λ = n+ 1 tenemos

E
[
Qn+1Mm

]
=

n+ 1

1 + ϕ(n+ 1 +m)
E
[
QnMm

]
=

n+ 1

1 + ϕ(n+ 1 +m)
· n!

n∏
k=0

(1 + ϕ(k +m))

=
(n+ 1)!

n+1∏
k=0

(1 + ϕ(k +m))

.

Por lo tanto, (2.2.9) se cumple para todo n,m ≥ 0. Luego, como las leyes unidimen-
sionales de Q y M están caracterizadas por sus momentos, podemos usar el Teorema
2.2.10 para implicar que la sucesión de momentos

{
am,n, m, n ≥ 0

}
determinan la

ley del vector (M,Q).
Usando (2.2.7) y la independencia entre A∞ y el vector (Q,M), se tiene que

E
[
QnMm

]
E
[
Am∞
]

= E
[
Qn(MA∞)m

]
= E

[
QnAm

]
. (2.2.13)

En efecto, la segunda igualdad de (2.2.13) se sigue de que,

MA∞ = e−ZT
∫ ∞

0

e−Ztdt
L
= e−ZT

∫ ∞
0

e−(ZT+t−ZT )dt

=

∫ ∞
0

e−ZT+tdt =

∫ ∞
T

e−Ztdt = A.

Por lo tanto, debido al Teorema 2.2.1, la primera parte de la Proposición 2.2.11 y
(2.2.13), tenemos que

E
[
QnAm

]
=

n!m!
n∏
k=0

(1 + ϕ(m+ k))ϕ(1) · · ·ϕ(m)

, m, n ≥ 0.

De manera análoga como se hizo con el vector aleatorio (M,Q), podemos usar el Teo-
rema 2.2.10, para concluir que la sucesión de momentos

{
bm,n, m, n ≥ 0

}
determinan

la ley del vector (A,Q). Con esto, queda demostrado el teorema. �
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2.3. Algunos Ejemplos

En las siguientes secciones presentaremos algunos ejemplos en donde se aplica de
forma directa el Teorema 2.2.1 y la descomposición de la variable aleatoria exponen-
cial estándar e que se dió en el Teorema 2.2.2 usando la funcionales exponenciales
para subordinadores.

2.3.1. Proceso de Poisson Estándar

Consideremos un proceso de Poisson estándar N = (Nt, t ≥ 0) y definamos, para
q ∈ (0, 1) su funcional exponencial

I(q) =

∫ ∞
0

qNtdt.

En otras palabras, I(q) = I∞ para X = −(log q)N. Notemos también, que pode-
mos expresar a I(q) en la forma

I(q) =
∞∑
n=0

qnεn, (2.3.1)

donde εn = Tn+1 − Tn, n = 0, 1, . . . son los tiempos de espera entre tiempos de salto
sucesivos Tn = ı́nf{t : Nt = n} de N que a su vez forman una sucesión (εn, n ≥ 1)
de v.a.i.i.d. con distribución exponencial de parámetro 1.

En efecto, como {Nt = n} = {Tn ≤ t < Tn+1}, tenemos que

I(q) =

∫ ∞
0

qNtdt =
∞∑
n=0

∫ Tn+1

Tn

qndt

=
∞∑
n=0

qn(Tn+1 − Tn) =
∞∑
n=0

qnεn.

De esta manera, queda probado (2.3.1).
Para poder especificar la ley de la funcional exponencial, es conveniente usar la

siguiente notación.

(a; q)n =
n−1∏
j=0

(
1− aqj

)
, (a; q)∞ =

∞∏
j=0

(
1− aqj

)
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y

Γq(x) =
(q; q)∞
(qx; q)∞

(1− q)1−x.

Ahora podemos usar las fórmulas principales para la funcional exponencial del
proceso de Poisson. La transformada de Laplace de I(q) es

E
[

exp{λI(q)}
]

=
1

(λ; q)∞
, λ < 1. (2.3.2)

En efecto, usando la notación de arriba y (2.3.1) tenemos que

E
[

exp{λI(q)}
]

= E

[
exp

{
λ
∞∑
n=0

qnεn

}]

=
∞∏
n=0

E
[
eλq

nεn
]
, ya que (εn)n≥0 son v.a.i.i.d.

=
∞∏
n=0

1

1− λqn
=

1

(λ; q)∞
.

Ahora vamos a calcular los momentos enteros de I(q) usando el Teorema 2.2.1,
para ello, debemos de calcular Φ para el caso en que Xt = (− log q)Nt, donde t ≥ 0
y 0 < q < 1. Aśı, se tiene que la transformada de Laplace de X1 es

E
[
e−λX1

]
= E

[
e−λ(− log q)N1

]
= E

[
qλN1

]
=
∞∑
n=0

qλn
e−1

n!
= e−1eq

λ

= e−(1−qλ),

luego, el exponente de Laplace de X1 es

Φ(λ) = − logE
[
e−λX1

]
= 1− qλ.
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De acuerdo al Teorema 2.2.1, los momentos de I(q) están dados por

E
[
(I(q))k

]
=

k!

Φ(1) · · ·Φ(k)
=

k!

(1− q) · · · (1− qk)

=
k!

k−1∏
j=0

(1− qj+1)

=
k!

k−1∏
j=0

(1− qqj)

= Γ(1 + k)

∞∏
j=0

(1− q1+kqj)

∞∏
j=0

(1− qqj)
= Γ(1 + k)

(q1+k; q)∞
(q; q)∞

=
Γ(1 + k)(1− q)−k

(1− q)−k (q; q)∞
(q1+k; q)∞

=
Γ(1 + k)

Γq(1 + k)(1− q)k
.

2.3.2. Descomposición de la Variable Exponencial

En primer lugar, para cualquier a > 0 fijo, si denotamos β1,a a una variable
aleatoria beta con parámetros 1 y a, y γp una variable γ independiente de β1,a de
parámetro p, esto es,

P(β1,a ∈ du) = u(1− u)a−1du, 0 < u < 1,

P(γp ∈ dt) =
tp−1e−t

Γ(p)
dt, t ≥ 0, (2.3.3)

entonces
e
L
= β1,aγa+1. (2.3.4)

En segundo lugar, para cualquier α ∈ (0, 1), si τα denota una variable aleatoria
α-estable, es decir,

E
[
e−λτα

]
= e−λ

α

, λ ≥ 0, (2.3.5)

entonces tenemos que la variable e se descompone en

e
L
= eατ−αα . (2.3.6)

Primero, vamos a considerar (2.3.6) usando el hecho de que los momentos enteros de
eα están dados por

E
[
eαk
]

= Γ(αk + 1), k ∈ N.
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Luego, si tomamos

Φ(k) =
Γ(αk + 1)

Γ(α(k − 1) + 1)
,

entonces E
[
eαk
]

= Φ(1) · · ·Φ(k). Se puede verificar que, en efecto, Φ es el exponente
de Laplace de algún subordinador. En efecto, haciendo algunos cálculos, vemos

Φ(k) =
1

Γ(1− α)
αkβ(αk, 1− α) =

1

Γ(1− α)

[
αk

∫ 1

0

xαk−1(1− x)−αdx− 1 + 1

]
=

1

Γ(1− α)

[
k

∫ ∞
0

e−ky
(
1− e−y/α

)−α
dy −

∫ ∞
0

ke−kydy + 1

]
=

1

Γ(1− α)

{∫ ∞
0

[
(1− e−y/α)−α − 1

]
ke−kydy + 1

}
=

1

Γ(1− α)

[∫ ∞
0

(∫ ∞
y

e−u/α(
1− e−u/α

)α+1 du

)
ke−kydy + 1

]

=
1

Γ(1− α)

[∫ ∞
0

(∫ u

0

ke−kydy

)
e−u/α(

1− e−u/α
)α+1 du+ 1

]

=
1

Γ(1− α)
+

1

Γ(1− α)

∫ ∞
0

(
1− e−ku

) e−u/α(
1− e−u/α

)α+1 du.

En pocas palabras, Φ es el exponente de Laplace del subordinador X sin drift con
tasa de muerte 1/Γ(1− α) y medida de Lévy

Π(du) =
e−u/α

Γ(1− α)
(
1− e−u/α

)α+1 du, u > 0,

y la funcional exponencial correspondiente a este subordinador tiene la misma dis-
tribución que τ−αα .

De manera alternativa, también tenemos que

E
[
eαk
]

= Γ(αk + 1) =
k!

Φ(1) · · ·Φ(k)
,

donde ahora

Φ(k) = k
Γ(α(k − 1) + 1)

Γ(αk + 1)
.

De nueva cuenta, se puede verificar que Φ está dado, por la fórmula de Lévy-
Khintchine; más precisamente, mediante

Φ(k) =
(1− α)

αΓ(α + 1)

∫ ∞
0

(
1− e−uk

) eu/α(
eu/α − 1

)2−αdu.
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Este exponente de Laplace corresponde al de un subordinador sin drift que tiene
medida de Lévy

Π(du) =
(1− α)eu/α

αΓ(α + 1)
(
eu/α − 1

)2−αdu, u > 0.

En efecto, se tiene que

Φ(k) = k
Γ(α(k − 1) + 1)Γ(α)

Γ(αk + 1)
=

k

Γ(α)
β
(
α(k − 1) + 1, α

)
=

αk

Γ(α + 1)

∫ 1

0

xα(k−1)+1(1− x)α−1dx

=
(1− α)

αΓ(α + 1)

∫ ∞
0

α

α− 1

(
eu/α − 1

)α−1
ke−kydy

=
(1− α)

αΓ(α + 1)

∫ ∞
0

(∫ ∞
y

eu/α(
eu/α − 1

)2−αdu

)
ke−kydy

=
(1− α)

αΓ(α + 1)

∫ ∞
0

(∫ u

0

ke−kydy

)
eu/α(

eu/α − 1
)2−αdu

=
(1− α)

αΓ(α + 1)

∫ ∞
0

(
1− e−ku

) eu/α(
eu/α − 1

)2−αdu.
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Caṕıtulo 3

Resultados Asintóticos para
Caminatas Aleatorias con una
Barrera

En este caṕıtulo se darán las demostraciones de varios resultados importantes
para el desarrollo de esta tesis. Esto tiene por objetivo establecer los teoremas más
importantes que nos servirán para la aplicación de los procesos β-coalescentes en
relación a su convergencia. Estos resultados se aplican a toda colección de variables
aleatorias que cumplen cierta recursión en ley.

Para poder realizar un estudio acerca de los procesos β-coalescentes y adentrarnos
a esta teoŕıa probabilista, debemos utilizar varios resultados importantes que involu-
cran funciones de variación regular, en particular, sobre funciones de variación lenta.
Dichas funciones nos sirven para estudiar el comportamiento asintótico de las cami-
natas aleatorias observando el número de saltos que dan considerando una barrera.
Para ello, nos basaremos en [31].

Será de vital importancia el uso sutil de las funcionales exponenciales de subor-
dinadores sin drift con cierta medida de Lévy particular, ya que estas serán el ĺımite
débil del proceso del número de colisiones de los β-coalescentes renormalizados ade-
cuadamente.

3.1. Caminatas Aleatorias con una Barrera

A continuación vamos a introducir unas caminatas aleatorias con el objetivo de
estudiar el comportamiento asintótico del número de saltos renormalizado por medio
de las funciones de variación lenta en infinito. Enseguida, citamos un par de ejemplos

43
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que nos servirán para ilustrar el comportamiento ĺımite de las variables aleatorias
que se estudiarán en el Caṕıtulo 4.

Ejemplo 3.1.1 Sean (ξk, k ∈ N) copias independientes de una variable aleatoria ξ
con alguna distribución de probabilidad propia y no degenerada

pk = P(ξ = k), k ∈ N, p1 > 0.

Definamos a la caminata aleatoria simple mediante S0 = 0 y Sk = ξ1 + · · · + ξk,
para k ≥ 1. Vamos a introducir la variable aleatoria Nn := ı́nf{k ≥ 1 : Sk ≥ n} para
n ≥ 1. Vemos que Nn cumple con la igualdad en ley

Nn
L
= 1 +Nn−ξ1{ξ<n}, (3.1.1)

donde ξ es independiente de N2, . . . , Nn−1.

Definición 3.1.2 Sea n ∈ N. Una caminata aleatoria con barrera n que denotaremos
por

(
R

(n)
k , k ∈ Z+

)
, se define recursivamente como R

(n)
0 = 0 y

R
(n)
k = R

(n)
k−1 + ξk1{R(n)

k−1+ξk<n}
, k ∈ N.

Notemos que la sucesión
(
R

(n)
k , k ∈ N0

)
es no decreciente y que además R

(n)
k < n

para todo k ∈ N0. Sea

Mn = #
{
k ∈ N : R

(n)
k−1 6= R

(n)
k

}
=
∞∑
l=0

1{R(n)
l +ξl+1<n}

el número de saltos que hay en el proceso
(
R

(n)
k , k ∈ N0

)
. Notemos que M1 = 0 y

1 ≤Mn ≤ n− 1 para todo n ≥ 2. Vemos que el siguiente lema (que se encuentra en
[29]) implica que (Mn, n ≥ 1) satisface la igualdad en ley

Mn
L
= Mn−In + 1, n ≥ 2, (3.1.2)

donde In
1 es una variable aleatoria independiente de M2, . . . ,Mn−1 que tiene la

misma ley que R
(n)
1 dado R

(n)
1 > 0. Para 1 ≤ k ≤ n− 1, se tiene que

P(In = k) = P
(
R

(n)
1 = k|R(n)

1 > 0
)

=
P
(
R

(n)
1 = k,R

(n)
1 > 0

)
P
(
R

(n)
1 > 0

)
=

P(ξ1 = k)

P(ξ1 < n)
=

pk
p1 + · · ·+ pn−1

. (3.1.3)

1In es el tamaño del primer salto del proceso R(n)
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A continuación, vamos a definir T1 = ı́nf{k ∈ N : R
(n)
k > 0} como el tiempo en el

que la caminata aleatoria R(n) salta por primera vez.

Observación 3.1.3 (i) Por la propiedad de Markov fuerte aplicada al tiempo
T1, Mn satisface la ecuación (3.1.2).

(ii) Por la propiedad de Markov simple aplicada al tiempo 1, vemos que Nn satisface
la ecuación (3.1.1).

Para lo sigue, vamos a definir qk = P(ξ ≥ k), k ∈ N y n0 = sup{k ∈ N : qk = 1} ∈ N.

Lema 3.1.4 La distribución de Mn satisface la recursión P(M1 = · · · = Mn0 = 0) =
1 y para todo n > n0,

P(Mn = j) =
1

1− qn

n−1∑
k=1

pkP(Mn−k = j − 1), j ∈ {1, . . . , n− 1},

Demostración. Por definición de n0 se tiene que P(ξ ≥ n0) = 1. Entonces para

n ≤ n0 el proceso
(
R

(n)
k , k ≥ 1

)
es casi seguramente constante e igual a 0, y por

lo tanto se sigue que M1 = · · · = Mn0 = 0 c.s. debido a que R(n) nunca salta. Esto
es, ξ ≥ n0 ≥ n c.s. Ahora fijemos n ∈ N con n > n0 y por la definición de T1, esto
implica que R

(n)
In
∈ {1, . . . , n− 1}. Luego, para j ∈ {1, . . . , n− 1},

P(Mn = j) =
∞∑
i=1

n−1∑
k=1

P(In = i, RIn = k,Mn = j)

=
∞∑
i=1

n−1∑
k=1

P(ξ1 ≥ n, . . . , ξi−1 ≥ n, ξi = k,Mn = j).

Para i,m ∈ N, definamos R̂
(i,m)
0 = 0 y

R̂
(i,m)
k+1 = R̂

(i,m)
k + ξi+k+11{R̂(i,m)

k +ξi+k+1<m}
, k ≥ 0.

Entonces M̂i,m =
∑∞

l=0 1{R̂(i,m)
l +ξi+l+1<m}

, es una copia independiente de Mm =∑∞
l=0 1{R(m)

l +ξl+1<m}
e independiente de ξ1, . . . , ξi. Usando esto en la igualdad an-
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terior, vemos que

P(Mn = j) =
∞∑
i=1

n−1∑
k=1

P

(
ξ1 ≥ n, . . . , ξi−1 ≥ n, ξi = k,

∞∑
l=0

1{R̂(0,n)
l +ξl+1<n}

= j

)

=
∞∑
i=1

n−1∑
k=1

P

(
ξ1 ≥ n, . . . , ξi−1 ≥ n, ξi = k,

∞∑
l=i

1{R̂(0,n)
l +ξl+1<n}

= j − 1

)

=
∞∑
i=1

n−1∑
k=1

P(ξ1 ≥ n, . . . , ξi−1 ≥ n, ξi = k, M̂i,n−k = j − 1)

=
∞∑
i=1

n−1∑
k=1

P(ξ1 ≥ n) · · ·P(ξi−1 ≥ n)P(ξi = k)P(Mn−k = j − 1)

=
∞∑
i=1

qi−1
n

n−1∑
k=1

pkP(Mn−k = j − 1) =
1

1− qn

n−1∑
k=1

pkP(Mn−k = j − 1).

�

Ejemplo 3.1.5 Consideremos una cadena de Markov decreciente (Zn, n ≥ 0) con
espacio de estados N y probabilidades de transición πij > 0 para i, j ∈ N con j < i
y πij = 0 en otro caso. Luego, dado n ∈ N, definamos

Hn := ı́nf{k ≥ 1 : Zk = 1 dado Z0 = n}
el tiempo de absorción de Z condicionada a que Z0 = n. Entonces (Hn, n ≥ 1)
satisface la recursión en ley (3.1.2) en donde In satisface

P(In = k) = πn,n−k, k, n ∈ N, k < n, (3.1.4)

donde las πij son algunas constantes no negativas dadas que satisfacen

i−1∑
j=1

πij = 1.

En efecto, condicionando sobre el tamaño del primer salto In de Z, se tiene que

P(Hn = j) =
n−1∑
i=1

P(Hn = j, In = i) =
n−1∑
i=1

P(Hn = j|In = i)P(In = i)

=
n−1∑
i=1

P(Hn = j|Z1 = n− i)P(In = i) =
n−1∑
i=1

P(Hn−i = j − 1)P(In = i)

= P
(
1 +Hn−In = j

)
.
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en donde en la cuarta igualdad se usó la propiedad de Markov al tiempo 1.

En seguida, damos a conocer los resultados principales de este trabajo de tesis
en secciones posteriores. Estos sirven para determinar el comportamiento asintótico
de cualquier sucesión de variables aleatorias (Mn, n ≥ 1) que satisfacen (3.1.2) y
cuya distribución de In esté dada por (3.1.3) cuando esta sucesión se renormaliza de
manera adecuada.

Teorema 3.1.6 Supongamos que, para algún α ∈ (0, 1) y alguna función L de
variación lenta en ∞,

qn ∼
L(n)

nα
, cuando n→∞. (3.1.5)

Entonces, cuando n→∞,

L(n)

nα
Mn

L→
∫ ∞

0

e−Utdt, (3.1.6)

donde (Ut, t ≥ 0) es un subordinador de drift libre con medida de Lévy

ν(dt) =
e−t/α

(1− e−t/α)α+1
dt, t > 0. (3.1.7)

Teorema 3.1.7 Si m = E[ξ] < ∞ entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(i) Existen sucesiones (an, n ∈ N) y (bn, n ∈ N) con an > 0 y bn ∈ R tal que,
cuando n → ∞, (Mn − bn)/an converge débilmente a una ley de probabilidad
no degenerada.

(ii) σ2 = Var[ξ] < ∞ o σ2 = ∞ y, para algún α ∈ [1, 2] y alguna función L de
variación lenta en ∞,

n−1∑
k=1

k2pk ∼ n2−αL(n), cuando n→∞. (3.1.8)

Si σ2 < ∞, entonces, con bn = n/m y an = (m−3C−1σ2n)1/2, el ĺımite débil es
µ2 (normal con media 0 y varianza C). Si σ2 = ∞ y (3.1.8) se cumple con α = 2,
entonces, con bn = n/m y an = m−3/2cn, donde cn es cualquier sucesión que satisface
ĺımn→∞ nL(cn)/c2

n = C, el ĺımite débil es µ2. Si σ2 = ∞ y (3.1.8) se cumple con
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α ∈ [1, 2) entonces, con bn = n/m y an = m−(α+1)/αcn, donde cn es cualquier sucesión
que satisface

ĺım
n→∞

nL(cn)

cαn
=

α

2− α
C,

el ĺımite débil es µα.

Teorema 3.1.8 Si
n∑
j=1

qj ∼ L(n) para alguna función L de variación lenta en ∞,

entonces cuando n→∞,
Mn

E
[
Mn

] P→ 1 (3.1.9)

y E
[
Mn

]
∼ n/L(n). En particular, si

m := E[ξ] <∞ (3.1.10)

entonces E
[
Mn

]
∼ n/m. Si (3.1.10) se cumple, y si existe una sucesión de números

positivos (an)n≥1 tal que Mn/an
P→ 1 cuando n→∞, entonces an ∼ n/m.

Teorema 3.1.9 Supongamos que E[ξ] =∞ y que, para alguna función L de variación
lenta en ∞,

P(ξ ≥ n) = qn ∼
L(n)

n
. (3.1.11)

Sea c cualquier función positiva que satisface ĺımx→∞ xP(ξ ≥ c(x)) = 1, y sea

ψ(x) = x

∫ c(x)

0

P(ξ > y)dy. Sea b cualquier función positiva que satisface b(ψ(x)) ∼

ψ(b(x)) ∼ x. Y sea a(x) = x−1b(x)c(b(x)). Entonces

Mn − b(n)

a(n)

L→ µ1,

donde µ1 es una ley 1-estable con C = 1.

3.2. Resultados sobre Nn y S
Nn−1

Vamos a dar condiciones necesarias y suficientes para que Nn apropiadamente
normalizado converja débilmente a una ley no degenerada o degenerada.
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Definición 3.2.1 Se dice que una variable aleatoria θα tiene distribución de Mittag-
Leffler de parámetro α ∈ [0, 1), si sus momentos están dados por

E
[
θnα
]

=
n!

Γn(1− α)Γ(1 + nα)
, n ∈ N,

y su transformada de Laplace se puede escribir como

E
[
e−λθα

]
=

1

1 + λα
, |λα| < 1.

Proposición 3.2.2 Si (3.1.5) se cumple para algún α ∈ [0, 1), entonces

ĺım
n→∞

Lk(n)

nαk
E
[
Nk
n

]
=

k!

Γk(1− α)Γ(1 + kα)
, k ∈ N,

y por lo tanto,
L(n)

nα
Nn

L→ θα, cuando n→∞. (3.2.1)

Reciprocamente, si existe una sucesión {an}n∈N de números reales positivos tal que
Nn/an converja a una ley propia y no degenerada θ, entonces

an ∼ Dq−1
n ∼

Dnα

L(n)
,

para algunas constantes D > 0, α ∈ [0, 1), y alguna función L de variación lenta en
∞, y (3.2.1) se cumple.

Proposición 3.2.3 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(i)
n∑
j=1

qj ∼ L(n) para alguna función L de variación lenta en ∞.

(ii) 1−
∞∑
n=1

e−snpn ∼ sL(1/s) cuando s ↓ 0 para alguna función L de variación

lenta en ∞.

(iii) La sucesión (Nn)n≥1 es relativamente estable, es decir, existe una sucesión

(an)n≥1 de números reales positivos tal que Nn/an
P→ 1.



50 3.2. RESULTADOS SOBRE NN Y S
NN−1

Más aún, si (i) se cumple, entonces

ĺım
n→∞

L(n)k

nk
E
[
Nk
n

]
= 1, k ∈ N (3.2.2)

y an ∼ E
[
Nn

]
.

Para poder demostrar estas proposiciones, nos apoyaremos en las siguientes nota-
ciones y definiciones, aśı como también enunciar y probar un lema. Denotemos por

P (s) :=
∞∑
n=1

e−snpn, s ≥ 0 y h(s) :=
1

1− P (s)
, s > 0.

Para t ≥ 0, definamos Nt := Nn, para t ∈ (n− 1, n], n ∈ N.

Lema 3.2.4 Fijemos k ∈ N. Entonces cuando s ↓ 0,

s

∫ ∞
0

e−stE
[
Nk
t

]
dt ∼ k!hk(s). (3.2.3)

Demostración. Para k ∈ {2, 3, . . .}, denotemos por Dk la función af́ın de k − 2
variables positivas de la forma

Dk(x1, . . . , xk−2) = γ0,k +
k−2∑
i=1

γi,kxi,

donde los coeficientes γi,k ∈ R para i ∈ {0, 1, . . . , k − 2}. Por conveniencia, vamos a
denotar bk(n) = E

[
Nk
n

]
para k ∈ N. Probaremos por inducción sobre k que

bk(n) = ck(n) +
n−1∑
i=1

bk(n− i)pi, k ∈ N, (3.2.4)

con c1(n) = 1 y

ck(n) := Dk

(
b1(n), . . . , bk−2(n)

)
+ kbk−1(n), k ≥ 2.

En (3.2.4), tenemos que

E
[(
Nn−ξ1{ξ<n}

)k]
=

n−1∑
i=1

E
[
Nk
n−i1{i<n}

]
pi =

n−1∑
i=1

bk(n− i)pi. (3.2.5)
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Para k = 1, vemos que (3.2.4) se cumple usando (3.1.1). Supongamos que (3.2.4) se
cumple para k ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}. Entonces, usando (3.1.1), se tiene que

bm(n) = E
[
Nm
n

]
= E

[
(1 +Nn−ξ1{ξ<n})

m
]

= E

[
m∑
i=0

(
m

i

)(
Nn−ξ1{ξ<n}

)i]

=
m−2∑
i=0

(
m

i

)
E
[(
Nn−ξ1{ξ<n}

)i]
+mE

[(
Nn−ξ1{ξ<n}

)m−1]
+ E

[(
Nn−ξ1{ξ<n}

)m]
= 1 +m(b1(n)− 1) +

m−2∑
i=2

(
m

i

)(
bi(n)−Di(b1(n), . . . , bi−2(n))− (i− 1)bi−2(n)

)
+m

(
bm−1(n)−Dm−1(b1(n), . . . , bm−3(n))− (m− 1)bm−2(n)

)
+

m−2∑
i=2

bm(n− i)pi

Esta última igualdad se sigue reacomodando los términos formando una función af́ın
de b1(n), . . . , bm−2(n), lo cual implica que (3.2.4) se cumple para k = m. De este
modo, (3.2.4) queda demostrado. Ahora, para k ∈ N y s > 0, definamos

Bk(s) =
∞∑
n=1

e−snbk(n) y Ck(s) =
∞∑
n=2

e−snck(n).

Entonces, (3.2.4) es equivalente a

Bk(s) =
e−s + Ck(s)

1− P (s)
= h(s)

(
e−s + Ck(s)

)
, k ∈ N, s > 0. (3.2.6)

En efecto, para k ∈ N y s > 0, se tiene que

Bk(s) :=
∞∑
n=1

e−snbk(n) = e−s +
∞∑
n=2

e−sn

(
ck(n) +

n−1∑
i=1

bk(n− i)pi

)

= e−s +
∞∑
n=2

e−snck(n) +
∞∑
n=2

e−sn
n−1∑
i=1

bk(n− i)pi

= e−s +
∞∑
n=2

e−snck(n) +
∞∑
i=1

e−sn
∞∑

n=i+1

bk(n− i)pi
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= e−s +
∞∑
n=2

e−snck(n) +
∞∑
i=1

pie
−si

∞∑
n=i+1

e−s(n−i)bk(n− i)

= e−s +
∞∑
n=2

e−snck(n) +

(
∞∑
i=1

pie
−si

)(
∞∑
n=1

e−snbk(n)

)
= e−s + Ck(s) +Bk(s)P (s),

aśı, despejando Bk(s) se obtiene (3.2.6).
Ahora, vamos a probar por inducción sobre k que

sBk(s) ∼ k!hk(s), s ↓ 0, k ∈ N. (3.2.7)

Para k = 1, vemos que

C1(s) =
∞∑
n=2

e−snc1(n) = e−2s · 1

1− e−s
.

Luego, por (3.2.6) tenemos

sB1(s) = sh(s)
(
e−s + C1(s)

)
= sh(s)

(
e−s +

e−2s

1− e−s

)
= sh(s)e−s

(
1 +

e−s

1− e−s

)
=
sh(s)e−s

1− e−s
∼ h(s) s ↓ 0.

Esto último se debe que 1−e−s ∼ s cuando s ↓ 0. Luego, (3.2.7) se cumple para k = 1.
Supongamos ahora que (3.2.7) se cumple para k ∈ {1, . . . ,m}, debemos verificar que

sBm+1(s) ∼ (m+ 1)!hm+1(s), s ↓ 0, m ∈ N.

Luego, nos damos cuenta que

s

∞∑
i=2

e−siDm+1

(
b1(i), . . . , bm−1(i)

)
= o
(
hm(s)

)
, s ↓ 0. (3.2.8)

En efecto, (3.2.8) se sigue, ya que

s

hm(s)

∞∑
i=2

e−siDm+1

(
b1(i), . . . , bm−1(i)

)
=
[
1− P (s)

]m
s
∞∑
i=2

e−siDm+1

(
b1(i), . . . , bm−1(i)

)
→ 0, cuando s ↓ 0,
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ya que
[
1− P (s)

]m
s→ 0 cuando s ↓ 0.

Por lo tanto, por (3.2.6), se tiene que

sBm+1(s) = sh(s)
(
e−s + Cm+1(s)

)
= sh(s)

(
e−s +

∞∑
i=2

e−sicm+1(i)

)

= sh(s)

(
e−s +

∞∑
i=2

e−si
(
(m+ 1)bm(i) +Dm+1(b1(i), . . . , bm−1(i))

))

= sh(s)

(
e−s + (m+ 1)(Bm(s)− e−s) +

∞∑
i=2

e−siDm+1

(
b1(i), . . . , bm−1(i)

))
= h(s)

(
(m+ 1)sBm(s)−mse−s + o(hm(s))

)
∼ (m+ 1)!hm+1(s), s ↓ 0,

en el primer término se aplicó la hipótesis de inducción, y los otros términos son
despreciables cuando s ↓ 0. Por lo tanto, (3.2.7) queda demostrado.
Por último,

s

∫ ∞
0

e−stE
[
Nk
t

]
dt = s

∞∑
j=1

∫ j

j−1

e−stE
[
Nk
j

]
dt =

∞∑
j=1

E
[
Nk
j

]
s

(
−1

s
e−st

) ∣∣∣∣j
j−1

=
∞∑
j=1

E
[
Nk
j

](
e−s(j−1) − e−sj

)
= (es − 1)

∞∑
j=1

e−sjE
[
Nk
j

]
∼ sBk(s) ∼ k!hk(s), s ↓ 0,

donde, en la última ĺınea se usó el hecho de que es−1 ∼ s cuando s ↓ 0 y la definición
de Bk(·). �

A continuación, damos la demostración de la Proposición 3.2.2 y la Proposición
3.2.3 simultaneamente.
Demostración. Para N suficientemente grande, definamos L(t) = L(n) para t ∈
(n− 1, n], n ∈ {N,N + 1, . . .}. Del Teorema A.0.4 se sigue que (3.1.5) es equivalente
a tener P(ξ > x) ∼ x−αL(x), y la condición (i) de la Proposición 3.2.3 es equivalente

a

∫ x

0

P(ξ > y)dy ∼ L(x). Ahora, aplicando el Teorema A.0.19 para β = 1 y n = 0,

nos da que

1− P (s) ∼ sL(1/s), s ↓ 0 ⇐⇒
∫

[0,x]

tdF (t) ∼ L(x), x→∞.
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Y por el Corolario A.0.20, tenemos que∫
[0,x]

tdF (t) ∼ L(x), x→∞ ⇐⇒
∫

[0,x]

[
1− F (t)

]
dt ∼ L(x), x→∞,

lo cual significa que∫
[0,x]

[
1− F (t)

]
dt ∼ L(x), x→∞ ⇐⇒ 1− P (s) ∼ sL(1/s), s ↓ 0.

Por lo tanto, (i) y (ii) de la Proposición 3.2.3 son equivalentes.
De acuerdo a lo que se acaba de probar arriba y considerando a Γ(0) como 1,

podemos suponer que 1 − P (s) ∼ Γ(1 − α)sαL(1/s), s ↓ 0 para algún α ∈ [0, 1], o
de forma equivalente

h(s) ∼ 1

Γ(1− α)sαL(1/s)
, s ↓ 0. (3.2.9)

Ahora procedemos como en la demostración del Teorema A.0.24. En el Lema 3.2.4

se demostró que s

∫ ∞
0

e−stE
[
Nk
t

]
dt ∼ hk(s)k! cuando s ↓ 0. Luego, si hacemos

U(t) = E
[
Nk
t

]
, vemos que U es una función localmente integrable, se tiene que

la transformada de Lebesgue-Stieltjes de U se puede escribir como

Û(s) = s

∫ ∞
0

e−stU(t)dt ∼ hk(s)k!, s ↓ 0.

Aplicando el Teorema A.0.16 con c = k!/Γk(1− α) y ρ = αk, tenemos que

E
[
Nk
t

]
= U(t) ∼ ctρ

Γ(ρ+ 1)Lk(t)
=

k!

Γ(1− α)kΓ(1 + αk)
· tαk

L(t)k
t→∞,

es decir,

ĺım
t→∞

E

[(
L(t)Nt

tα

)k]
=

k!

Γ(1− α)kΓ(1 + αk)
, k ∈ N, (3.2.10)

aśı, por el método de momentos, cuando t→∞, L(t)Nt/t
α L→ θα, y por Teorema de

Convergencia Uniforme, esto implica que L(n)Nn/n
α L→ θα, cuando n→∞.

Supongamos ahora que existe una sucesión {a(n)}n∈N de números positivos tal

que Nn/a(n)
L→ θ, y que θ = δ1 ó θ es no degenerada.
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Para t > 0, definamos a(t) = a(n) para t ∈ (n − 1, n]. Entonces, gracias a las

definiciones de Nt y a(t), se tiene que Nt/a(t)
L→ θ cuando t → ∞. Si θ es no

degenerada, entonces de la demostración del Teorema A.0.25, se sigue que a(t) ∼
Dh(1/t) para algún D > 0 y que la función a(·) vaŕıa regularmente en ∞ con ı́ndice
α ∈ [0, 1). Por el Corolario A.0.20,

a(n) ∼ D
nα

Γ(1− α)L(n)
∼ D

Γ(1− α)qn
.

Por lo tanto, para algún α ∈ [0, 1), (3.1.5) se cumple. Por la parte directa de la
proposición, se tiene que (3.2.1) se cumple también.

Sea T una variable aleatoria con distribución exponencial de parámetro 1 in-
dependiente de (Nt, t ≥ 0). Como en la demostración del Teorema A.0.25, cada
sucesión rn que tiende a 0 contiene una subsucesión {sn}n∈N tal que sn → 0 cuando
n → ∞ tal que ĺımn→∞ a(t/sn)/h(sn) = f(t) en los puntos de continuidad de una
función positiva no decreciente f. Por lo tanto,

ĺım
n→∞

a(T/sn)

h(sn)
= f(T ) c.s.

De (3.2.3), se sigue que

ĺım
n→∞

E

[(
N
T/sn

h(sn)

)k]
= k!, k ∈ N. (3.2.11)

Como NT/sn/a(T/sn)
P→ 1, se obtiene

N
T/sn

h(sn)
=

N
T/sn

a(T/sn)

a(T/sn)

h(sn)

P→ f(T ) cuando n→∞. (3.2.12)

Aplicando el Lema de Fatou a (3.2.11) con k = 1 y usando (3.2.12), se obtiene
E
[
f(T )

]
< ∞. Luego, esto implica que f(T ) < ∞ casi seguramente. También,

(3.2.11) implica que, para cada k ∈ N, la sucesión
{

(NT/sn/h(sn))k, n ∈ N
}

es
uniformemente integrable, lo cual, junto con (3.2.12) nos lleva a que E

[
f(T )k

]
= k!

para k ∈ N. Como E
[
T k
]

= k! para k ∈ N, y la sucesión {k!}k∈N determina de

manera única a la distribución exponencial, entonces f(T )
L
= T , aśı, esto implica que

f(t) = t para t > 0. Se puede repetir el mismo argumento que se dio arriba para
cualquier sucesión {rn}n∈N que cumpla las condiciones de la sucesión anterior, lo cual
da a(t/s)/h(s) → t cuando s ↓ 0 para cada t > 0. Por lo tanto a(t/s)/a(1/s) → t
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cuando s ↓ 0, lo cual significa que a(t) ∼ h(1/t) ∼ t/L(t) cuando t→∞ para alguna
función L de variación lenta en ∞.

Aśı,

1− P (t) ∼ tL(1/t) cuando t ↓ 0.

Si se cumple (3.2.14) para α ∈ [0, 1), entonces

ĺım
n→∞

Lk(n)

nαk
E
[
Nk
n

]
=

k!

Γk(1− α)Γ(1 + αk)
, k ∈ N.

Finalmente, si (i) de la Proposición 3.2.3 se cumple, entonces de (3.2.10) se sigue
que, para α = 1 (tomando Γ(0) = 1 por convención)

ĺım
n→∞

Lk(n)

nαk
E
[
Nk
n

]
=

k!

Γ(k + 1)
= 1, k ∈ N. (3.2.13)

Por lo tanto, de (3.2.13) se concluye,

E[Nn] ∼ n

L(n)
∼ a(n), n→∞,

y con esto quedan demostradas las proposiciones 3.2.2 y 3.2.3. �

Corolario 3.2.5 Supongamos que se cumple

qn ∼
L(n)

n
, n→∞. (3.2.14)

Entonces E
[
Nn

]
∼ E

[
Mn

]
∼ n/m(n), donde m(x) =

∫ x

0

P(ξ > y)dy para x > 0.

Más aún,
m(n)Nn

n

P→ 1 y
m(n)Mn

n

P→ 1.

En particular, Mn/Nn
P→ 1.

Demostración. Vemos que (3.2.14) implica que

ĺım
x→∞

m(λx)−m(x)

L(x)
= log λ, λ > 0.
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En efecto, si definimos v(x) := P(ξ > x) para x > 0 y observando que v(x) ∼ x−1L(x)
cuando x→∞, tenemos que

m(λx)−m(x)

L(x)
=

∫ λx

0

v(y)dy −
∫ x

0

v(y)dy

L(x)
=

∫ λx

x

v(y)dy

L(x)

=

∫ λ

1

xzv(xz)

L(xz)
· L(xz)

L(x)
· dz

z
→
∫ λ

1

dz

z
= log λ, x→∞.

Luego, de acuerdo a la definición A.0.21, m pertenece a la clase Π de Haan. En
particular, m es una función de variación lenta en ∞. Luego, también se sigue que

n∑
j=1

qj ∼ m(n), n→∞. (3.2.15)

En efecto, como m(·) es una función de variación lenta en ∞, entonces

n∑
j=1

qj =

∫ n

0

P
(
ξ > byc

)
dy ∼ m(n), n→∞,

donde bxc denota al entero más grande menor o igual que x ∈ R+. Entonces, por

el Teorema 3.1.8 E
[
Mn

]
∼ n/m(n) y m(n)Mn/n

P→ 1, y por la Proposición 3.2.3 se

tiene que E
[
Nn

]
∼ n/m(n) y m(n)Nn/n

P→ 1. �

Proposición 3.2.6 Definamos Yn = n − S
Nn−1

para n ∈ N y supongamos que se
cumple (3.2.14). Entonces, para δ > 0 fijo,

E
[
Y δ
n

]
= O

(
nδL(n)

m(n)

)
. (3.2.16)

Además, para funciones a y b como las usadas en el Teorema 3.1.9, se tiene

b(n)Yn
na(n)

P→ 0. (3.2.17)
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Demostración. Vemos que

E
[
Y δ
n

]
= E

[
(n− SNn−1)δ

]
=

n∑
k=1

n−1∑
j=0

(n− j)δP(Nn = k, Sk−1 = j)

=
n∑
k=1

n−1∑
j=0

(n− j)δP(ξ ≥ n− j, Sk−1 = j)

=
n−1∑
j=0

j+1∑
k=1

(n− j)δP(ξ ≥ n− j)P(Sk−1 = j)

=

(
n−1∑
j=0

(n− j)δP(ξ ≥ n− j)

)(
j∑
i=0

P(Si = j)

)

=
n−1∑
j=0

(n− j)δP(ξ ≥ n− j)uj,

donde uj =
∑j

i=0 P(Si = j) para j ∈ Z+. Por el Corolario 3.2.5, tenemos que

E[Nn] ∼ n/m(n). Por otra parte, E[Nn] ∼
n∑
k=0

uk para n ∈ N. Aśı,
n∑
k=0

uk ∼ n/m(n)

y por Teorema A.0.13 se obtiene,

U(s) :=
∞∑
n=0

snun ∼
1

m((1− s)−1)(1− s)
, s ↑ 1.

Por el mismo teorema

V (s) :=
∞∑
n=1

snnδP(ξ ≥ n) ∼
Γ(δ)L

(
(1− s)−1

)
(1− s)δ

, s ↑ 1.

Por lo tanto,

∞∑
n=1

snE
[
Y δ
n

]
= U(s)V (s) ∼ Γ(δ)

(1− s)δ+1
·
L
(
(1− s)−1

)
m
(
(1− s)−1

) , s ↑ 1.

Como la sucesión (Yn, n ∈ N) es no decreciente, entonces
(
E[Y δ

n ], n ∈ N
)

también
lo es; en particular, esta sucesión es últimamente monótona no decreciente. De esta
manera, podemos aplicar el Teorema A.0.13 con c = Γ(δ) y ρ = δ + 1 para obtener

E
[
Y δ
n

]
∼ Γ(δ)nδ

Γ(δ + 1)
· L(n)

m(n)
=
nδL(n)

δm(n)
,
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y aśı queda probado (3.2.16). Recordemos que ψ(x) = xm(c(x)) y que c(x) ∼
xL(c(x)). Como m(x)/L(x)→∞, c(x)→∞, y además

ψ(x)

c(x)
=
xm(c(x))

c(x)
∼ xm(c(x))

xL(c(x))
=
m(c(x))

L(c(x))
, x→∞,

de aqúı se sigue que ψ(x)/c(x)→∞ cuando x→∞. Por lo tanto,

b(x)

a(x)
=

b(x)

x−1b(x)c
(
b(x)

) =
x

c(b(x))
→∞, x→∞.

Esta última relación junto con m(x)/L(x)→∞, implican que

L(x)

m(x)
· b(x)

a(x)
=
L(x)

m(x)
· x

c(b(x))
∼ L(x)

m(x)
· x

b(x)L(c(b(x)))

=
L(x)

m(x)
· ψ(b(x))

b(x)L(c(b(x)))
=
L(x)

m(x)
· b(x)m(c(b(x)))

b(x)L
(
c(b(x))

)
∼ L(x)

m(x)
· m(c(b(x)))

L(c(b(x)))
.

Definamos v(x) = xa(x)/b(x), entonces v(x) = x · x−1b(x)c(b(x))/b(x) = c(b(x)).
Definamos también

J1(n) :=
b(n)

a(n)
y J2(n) :=

L(n)

m(n)
· b(n)

a(n)
, n ∈ N.

Luego, para δ ∈ (0, 1) fijo y para todo ε > 0, podemos usar la desigualdad de Markov
y (3.2.16) para obtener,

P
(
Yn > v(n)ε

)
≤

E
[
Y δ
n

]
vδ(n)εδ

=

O

(
nδL(n)

m(n)

)
vδ(n)εδ

= O


nδ
L(n)

m(n)

εδnδ
(
a(n)

b(n)

)δ−1

· a(n)

b(n)

 = O

(
J2(n)J1(n)δ−1

εδ

)
→ 0.

Esto prueba (3.2.17) y la proposición. �
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Vamos a suponer ahora que (3.1.5) se cumple, o de forma equivalente,

w(n) :=
1

P(ξ ≥ n)
= q−1

n ∼
nα

L(n)
,

para algún α ∈ (0, 1). Sea T una variable aleatoria con distribución exponencial de
parámetro 1 que es independiente de un subordinador (Ut, t ≥ 0) de drift 0 con
medida de Lévy dada por (3.1.7). De la Proposición 3.2.2 tenemos que Nn/w(n)
converge en ley a una variable aleatoria ζα con distribución de Mittag-Leffler de
parámetro α. De la fórmula de los momentos del Teorema 2.2.11, se tiene que

E
[(∫ T

0

e−Utdt

)n]
=

n!

Γn(1− α)Γ(1 + nα)
, n ∈ Z+,

lo que significa que ∫ T

0

e−Utdt
L
= ζα.

Aśı,
Nn

w(n)

L→
∫ T

0

e−Utdt. (3.2.18)

Sea ηα una variable aleatoria con distribución beta de parámetros 1− α y α. Luego,

por el Teorema A.0.22, se sigue que
(
1− SNn−1/n

)α L→ ηαα. Se puede verificar que

E
[
ηnαα
]

=
Γ(α(n− 1) + 1)

Γ(1− α)Γ(αn+ 1)
, n ∈ Z+.

De (2.2.12), se sigue que e−UT tiene la misma sucesión de momentos. Por lo tanto, co-
mo la distribución de e−UT está concentrada en [0, 1], ésta coincide con la distribución
de ηαα. Aśı, (

1−
S
Nn−1

n

)α
L→ e−UT . (3.2.19)

Proposición 3.2.7 Supongamos que (3.1.5) se cumple. Entonces(
w
(
n− S

Nn−1

)
w(n)

,
Nn

w(n)

)
L→
(

e−UT ,

∫ T

0

e−Utdt

)
,

donde (Ut, t ≥ 0) es un subordinador sin drift con medida de Lévy (3.1.7).
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Demostración. De acuerdo a la Proposición 2.2.11 es suficiente verificar que

ĺım
n→∞

E
[
wi(n− S

Nn−1
)N j

n

]
wi+j(n)

=
j!Γ(α(i− 1) + 1)

Γj+1(1− α)Γ(α(i+ j) + 1)
, i, j ∈ Z+. (3.2.20)

Por la Proposición 3.2.2, tenemos que

ĺım
n→∞

Lk(n)

nαk
E
[
Nk
n

]
=

k!

Γk(1− α)Γ(1 + αk)
, k ∈ N. (3.2.21)

Para i = 0, (3.2.20) se sigue de (3.2.21). Para i ∈ N, (3.2.20) se puede verificar como
sigue,

E
[
wi(n− S

Nn−1
)N j

n

]
=

n∑
k=1

n−1∑
l=0

wi(n− l)kjP
(
Nn = k, Sk−1 = l

)
=

n∑
k=1

(
wi(n)P(Nn = k, Sk−1 = 0) +

n−1∑
l=1

wi(n− l)kjP
(
Nn = k, Sk−1 = l

))

= wi(n)P(ξ ≥ n) +
n∑
k=1

n−1∑
l=1

wi(n− l)kjP
(
Nn = k, Sk−1 = l

)
= wi(n)P(ξ ≥ n) +

n−1∑
l=1

wi(n− l)P(ξ ≥ n− l)
l+1∑
k=2

kjP(Sk−1 = l)

= wi(n)P(ξ ≥ n) +
n−1∑
l=1

wi−1(n− l)
l+1∑
k=2

kjP(Sk−1 = l).

(3.2.22)

Vamos a definir ahora f(x) := 0 en [0, 1) y f(x) = (k + 1)j para x ∈ [k, k + 1) para

k ∈ N, y sea F (t) =

∫ t

0

f(x)dx. Entonces,

n−1∑
l=1

l+1∑
k=2

kjP(Sk−1 = l) =
n−1∑
k=1

(k + 1)jP(Nn > k) = E[F (Nn)]. (3.2.23)

En efecto, tenemos que

n−1∑
l=1

l+1∑
k=2

kjP(Sk−1 = l) =
n−1∑
l=1

l∑
k=1

(k + 1)jP(Sk = l) =
n−1∑
k=1

(k + 1)j
n−1∑
l=1

P(Sk = l)

=
n−1∑
k=1

(k + 1)jP(Sk < n) =
n−1∑
k=1

(k + 1)jP(Nn > k),
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y de esta manera, se obtiene la primera igualdad. Para la segunda igualdad, vemos
que

E[F (Nn)] =
n−1∑
k=1

F (k)P(Nn = k) =
n−1∑
k=1

∫ k

0

f(x)dxP(Nn = k)

=
n−1∑
k=1

k−1∑
i=1

∫ i+1

i

(i+ 1)jdxP(Nn = k)

=
n−1∑
i=1

(i+ 1)j
n−1∑
k=i+1

P(Nn = k) =
n−1∑
k=1

(k + 1)jP(Nn > k),

aśı, se obtiene la segunda igualdad y por lo tanto se sigue (3.2.23).
Luego, por el Teorema de Karamata, F (t) ∼ (j + 1)−1tj+1. Como Nn → ∞ c.s.

cuando n→∞ y
(
Nn/w(n)

)j+1 L→ ζj+1
α , tenemos

F (Nn)

wj+1(n)
∼ 1

j + 1
·
(
Nn

w(n)

)j+1
L→ ζj+1

α

j + 1
. (3.2.24)

Entonces, por (3.2.21) se obtiene

ĺım
n→∞

E

[(
Nn

w(n)

)j+2
]

= E
[
ζj+2
α

]
<∞.

Por lo tanto, la sucesión
(
F (Nn)/wj+1(n), n ∈ N

)
es uniformemente integrable.

Luego, aplicando esperanzas a ambos lados de (3.2.24) se tiene

E
[
F (Nn)

]
∼ 1

j + 1
· E
[
ζj+1
α

]
wj+1(n)

∼ (j + 1)!

(j + 1)Γj+1(1− α)Γ(1 + (j + 1)α)
· n

α(j+1)

Lj+1(n)

=
j!

Γj+1(1− α)Γ(1 + (j + 1)α)
· n

α(j+1)

Lj+1(n)
. (3.2.25)

Si i = 1 en (3.2.22), entonces

E
[
w(n− S

Nn−1
)N j

n

]
∼ j!

Γj+1(1− α)Γ(1 + (j + 1)α)
· n

α(j+1)

Lj+1(n)
.
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Por lo tanto, se sigue (3.2.20) debido a que

1

wj+1(n)
∼ Lj+1(n)

nα(j+1)
, n→∞.

Supongamos ahora que i ≥ 2. Como

wi−1(n) ∼ nα(i−1)

Li−1(n)
= nα(i−1)+1−1L−i+1(n),

luego, haciendo ρ = 1 + α(j + 1), c = Γ(ρ), y aprovechando que L1−i es una función
de variación lenta en ∞, y como cρ > 0 y wi−1 es últimamente monótona, podemos
usar el Teorema A.0.13 para obtener

W (s) :=
∞∑
n=1

snwi−1(n) ∼ Γ(1 + α(i− 1))

(1− s)1+α(i−1)Li−1((1− s)−1)
, s ↑ 1.

Ahora, haciendo ρ = 1 + α(j + 1), c = Γ(ρ) y

l(n) =
j!

Γj+1(1− α)Γ(1 + (j + 1)α)
· 1

Lj+1(n)
,

usamos el mismo teorema para implicar que

R(s) :=
∞∑
n=1

(
n+1∑
k=2

kjP(Sk−1 = l)

)

∼ j!

Γj+1(1− α)
· 1

(1− s)α(j+1)Lj+1
(
(1− s)−1

) , s ↑ 1.

Por lo tanto,

W (s)R(s) ∼ Γ(1 + α(i− 1))

Γj+1(1− α)
· j!

(1− s)1+α(i+j)Li+j
(
(1− s)−1

) , s ↑ 1.

Como la sucesión
{
wi−1(n)

}
n∈N es no decreciente, entonces{

n−1∑
l=1

wi−1(n− l)
l+1∑
k=2

kjP(Sk−1 = l), n ≥ 2

}
es no decreciente también. Luego, tomando ρ = 1 + α(i + j), c = Γ(1 + α(i −
1))/Γj+1(1− α) y

l(n) =
j!

Γj+1(1− α)
· 1

Li+j(n)
,
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podemos usar el Teorema A.0.13 y se obtiene

n−1∑
l=1

wi−1(n− l)
l+1∑
k=2

kjP(Sk−1 = l) ∼ Γ(1 + α(i− 1))j!

Γj+1(1− α)Γ(1 + α(i+ j))
· n

α(i+j)

Li+j(n)
.

Por lo tanto,

ĺım
n→∞

E
[
wi(n− S

Nn−1
)N j

n

]
wi+j(n)

=
j!Γ(α(i− 1) + 1)

Γj+1(1− α)Γ(α(i+ j) + 1)
, i, j ∈ Z+,

y aśı, queda demostrado el teorema. �

3.3. Demostración de los Resultados Principales

sobre Mn

3.3.1. Demostración del Teorema 3.1.6

Para k ∈ N, sea ak(n) = E
[
Mk

n

]
y bk(n) = E

[
Nk
n

]
. Para x ≥ 0, definamos la

función

Φ(x) =
Γ(1− α)Γ(αx+ 1)

Γ(α(x− 1) + 1)
− 1 = αxB(αx, 1− α)− 1,

donde B(·, ·) es la función beta. Mediante el cambio de variable y = e−u/α, podemos
notar que

B(αx, 1− α) =

∫ 1

0

yαx−1(1− y)−αdy = α−1

∫ ∞
0

e−xu
(
1− e−u/α

)−α
du,

luego, usando integración por partes, vemos que∫ ∞
0

(
1− e−xu

) e−u/α(
1− e−u/α

)α+1 du = −
(
1− e−xy

)(
1− e−y/α

)−α∣∣∣∞
0

(3.3.1)

+

∫ ∞
0

xe−xu
(
1− e−u/α

)−α
du

=

∫ ∞
0

xe−xu
(
1− e−u/α

)−α
du− 1 = Φ(x). (3.3.2)
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Observe que la primera integral de (3.3.1) es el exponente de Laplace de un subordi-
nador sin drift con medida de Lévy (3.1.7). Si se cumple (3.1.5), entonces debemos
probar que

ĺım
n→∞

Lk(n)

nαk
ak(n) =

k!

Φ(1) · · ·Φ(k)
= ak, k ∈ N. (3.3.3)

De esta manera, esto implicará que

(i) ak = E
[
ηk
]
, k ∈ N, donde η es una variable aleatoria con distribución corres-

pondiente a la de la funcional exponencial de un subordinador sin drift con
medida de Lévy ν, y

(ii) los momentos (an, n ∈ N) determinan de manera única la ley de η.

La parte (i) fue establecida y demostrada en el Caṕıtulo 2. Aśı, de (i) y (ii) se
seguirá (3.1.6). Del Lema 3.1.4 se sigue que

a1(n) = 1 + rn

n−1∑
i=1

a1(n− i)pi, (3.3.4)

y para k ≥ 2, se tiene

ak(n) = Dk

(
a1(n), . . . , ak−2(n)

)
+ kak−1(n) + rn

n−1∑
i=1

ak(n− i)pi

= dk(n) + rn

n−1∑
i=1

ak(n− i)pi, (3.3.5)

donde dk(n) := Dk(ak(n), . . . , ak−2(n)) + kak−1(n), Dk(·) denota la función af́ın de
k − 2 variables positivas de la forma

Dk(x1, . . . , xk−2) = γ0,k +
k−2∑
i=1

γi,kxi

con coeficientes γi,k ∈ R, i ∈ {0, 1, . . . , k − 2} y rn = 1/(p1 + · · ·+ pn−1). En primer
lugar, vemos que

M j
n
L
= (Mn−In + 1)j =

j∑
l=0

(
j

l

)
M l

n−In , para j ∈ N, j ∈ N. (3.3.6)
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En segundo lugar, se tiene que para j ∈ N,

E
[
M j

n−In

]
=

n−1∑
i=1

E
[
M j

n−i
]
P(In = i) =

n−1∑
i=1

E
[
M j

n−i
] pi
p1 + · · ·+ pn−1

= rn

n−1∑
i=1

E
[
M j

n−i
]
pi. (3.3.7)

De manera similar a lo que se hizo en la demostración del Lema 3.2.4 para el cálculo
de bk(n), vamos a usar inducción sobre k para probar (3.3.5). Supongamos que (3.3.5)
se cumple para k ∈ {1, . . . , j − 1}. Luego, si k = j, y usando las ecuaciones (3.3.6) y
(3.3.7), tenemos que

aj(n) = E
[
M j

n

]
=

j∑
l=0

(
j

l

)
E
[
M j

n−In

]
=

j−2∑
l=0

(
j

l

)
E
[
M l

n−In

]
+ jE

[
M j−1

n−In

]
+ E

[
M j

n−In

]
= 1 + j(a1(n)− 1) + rn

j−2∑
l=2

(
j

l

)(
al(n)−Dl(a1(n), . . . , al−2(n))− lal−1(n)

)
+ j
(
aj−1(n)−Dj−1(a1(n), . . . , aj−3(n))− (j − 1)aj−2(n)

)
+ rn

n−1∑
i=1

E
[
M j

n−i
]
pi

= 1 + j(a1(n)− 1) + rn

j−2∑
l=2

(
j

l

)(
al(n)−Dl(a1(n), . . . , al−2(n))− lal−1(n)

)
− j
(
Dj−1(a1(n), . . . , aj−3(n)) + (j − 1)aj−2(n)

)
+ jaj−1(n) + rn

n−1∑
i=1

ak(n− i)pi

= Dj(a1(n), . . . , aj−2(n)) + jaj−1(n) + rn

n−1∑
i=1

ak(n− i)pi.

Por lo tanto, (3.3.5) queda demostrado. En la prueba del Lema 3.2.4 ya se obtuvo
bj(n), la cual está dada por (3.2.4). Para demostrar (3.3.3) vamos a usar inducción
sobre k. Supongamos que (3.3.3) se cumple para k ∈ {1, 2, . . . , j − 1}. Definamos

β1 =
1

1− b1

y βl =
1

bl−1 − l−1bl

l−1∏
i=1

bi−1

bi−1 − i−1bi
, l ∈ {2, 3, . . .},

donde bl = l!/
(
Γ(1− α)lΓ(1 + αl)

)
, l ∈ N, y notemos que

al−1 − βl
(
bl−1 − l−1bl

)
= 0, l ∈ N. (3.3.8)
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En efecto, se tiene que

βl
(
bl−1 − l−1bl

)
=

(
1

bl−1 − l−1bl

l−1∏
i=1

bi−1

bi−1 − i−1bi

)(
bl−1 − l−1bl

)
=

1

1− b1

· b1

b1 −
b2

2

· b2

b2 −
b3

3

· · · bl−1

bl−2 −
bl−1

l − 1

=
1

1

b1

(1− b1)
· 1

1

b2

(
b1 −

b2

2

) · · · 1

1

bl−1

(
bl−2 −

bl−1

l − 1

)
=

1

Γ(1− α)Γ(1 + α)− 1
· · · l − 1

Γ(1− α)Γ(1 + (l − 1)α)

Γ(1 + lα)
− 1

=
(l − 1)!

Φ(1) · · ·Φ(l − 1)
:= al−1.

Supongamos que existe ε > 0 tal que aj(n) > (βj +ε)bj(n) para infinitos n. Eligiendo
ε pequeño podemos tener aj(n) > (βj+ε)bj(n)+c para infinitos n ∈ N para cualquier
número c > 0 fijo. Aśı, podemos definir nc = ı́nf{n ≥ 1 : aj(n) > (βj + ε)bj(n) + c}.
Entonces, por definición de nc,

aj(n) ≤ (βj + ε)bj(n) + c, para todo n ∈ {1, 2, . . . , nc − 1}. (3.3.9)

Luego, tenemos que

(βj + ε)bj(nc) + c < aj(nc) = dj(nc) + rnc

nc−1∑
i=1

aj(nc − i)pi,

≤ dj(nc) + c+ (βj + ε)rnc

nc−1∑
i=1

bj(nc − i)pi

= Dj(a) + jaj−1(nc) + c+ (βj + ε)rnc
(
bj(nc)−Dj(b)− jbj−1(nc)

)
− (βj + ε)

(
bj(nc)−Dj(b)− jbj−1(nc)

)
+ (βj + ε)

(
bj(nc)−Dj(b)− jbj−1(nc)

)
= Dj(a) + jaj−1(nc) + c

+ (βj + ε)(rnc − 1)
(
bj(nc)−Dj(b)− jbj−1(nc)

)
+ (βj + ε)bj(nc)− (βj + ε)

(
Dj(b) + jbj−1(nc)

)
,
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la primera desigualdad es por definición de nc, la primera igualdad es por (3.3.5) y la
segunda desigualdad se sigue de (3.3.9). Después de hacer algunos pasos algebráicos
y reagrupando términos, se obtiene

0 < Dj(a) + jaj−1(nc) + (βj + ε)(rnc − 1)
(
bj(nc)−Dj(b)− jbj−1(nc)

)
− (βj + ε)

(
Dj(b) + jbj−1(nc)

)
. (3.3.10)

Aqúı, hemos usado las abreviaciones

Dj(a) = Dj

(
a1(nc), . . . , aj−2(nc)

)
y Dj(b) = Dj

(
b1(nc), . . . , bj−2(nc)

)
por conveniencia.

De (3.1.5), cuando n→∞, se sigue que

rn − 1 =
1

p1 + · · ·+ pn−1

− 1 =

∑∞
k=n pk∑n−1
k=1 pk

∼ n−αL(n),

esto se sigue por hipótesis y también del hecho de que
∑n−1

k=1 pk ∼ 1 cuando n→∞.
Aprovechando esto y dividiendo por z(c) = n

(j−1)α
c /Lj−1(nc) la última desigualdad

y haciendo c→∞ (esto implica que nc →∞) y además usando que 2

ĺım
c→∞

Dj

(
a1(nc), . . . , aj−2(nc)

)
z(c)

= 0 y ĺım
c→∞

aj−1(nc)

z(c)
= aj−1,

se llega a que
0 ≤ jaj−1 + (βj + ε)bj − (βj + ε)jbj−1. (3.3.11)

En efecto, trabajando con el tercer término de (3.3.10), vemos que

rnc − 1

z(c)
=

L(nc)

nαc

n
(j−1)α
c

Lj−1(nc)

=
Lj(nc)

njαc
.

Luego, se tiene que

(rnc − 1)bj(nc) ∼
Lj(nc)

njαc
bj(nc)→ bj, c→∞,

Lj(nc)

njαc
Dj(b)→ 0, c→∞,

j
Lj(nc)

njαc
bj−1(nc) = j

L(nc)

nαc

L(j−1)(nc)

n
(j−1)α
c

bj−1(nc)→ 0, c→∞,

2Esto último también se cumple para las Dj

(
b1(nc), . . . , bj−2(nc)

)
’s y bj(nc)’s.
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esto último es gracias a que L(nc)/n
α
c → 0 cuando c → ∞. Por tanto, se sigue

(3.3.11). Como la función Φ es positiva para todo x > 0, entonces

0 <
Φ(j)jbj−1

bj
− 1 =

jbj−1 − bj
bj

,

esto implica que jbj−1− bj > 0. Por lo tanto, usando (3.3.11), llegamos a la desigual-
dad

ε(jbj−1 − bj) ≤ j
(
aj−1 − βj(bj−1 − j−1bj)

)
= 0,

esta última cantidad es 0 debido a (3.3.8), pero esto es una contradicción. Aśı, hemos
verificado que

ĺım sup
n→∞

aj(n)

bj(n)
≤ βj.

Analogamente, se puede obtener

βj ≤ ĺım inf
n→∞

aj(n)

bj(n)
.

En efecto, supongamos que existe ε′ > 0 tal que βj − ε′ > 0 y aj(n) < (βj − ε′)bj(n)
para infinitos n ∈ N. Como en el caso anterior, podemos elegir ε′ > 0 pequeño de tal
manera que aj(n) < (βj − ε′)bj(n)− c para infinitos n ∈ N para cualquier c > 0 fijo.
Aśı, podemos definir mc := ı́nf{n ≥ 1 : aj(n) < (βj − ε′)bj(n) − c}. Entonces, por
definición de mc,

aj(n) ≥ (βj − ε′)bj(n)− c para todo n ∈ {1, 2, . . . ,mc − 1}. (3.3.12)

Luego, tenemos que

(βj − ε′)bj(mc)− c > aj(mc) = dj(mc) + rmc

mc−1∑
i=1

aj(mc − i)pi,

≥ dj(mc)− c+ (βj − ε′)rmc
mc−1∑
i=1

bj(mc − i)pi

= Dj(a) + jaj−1(mc)− c+ (βj − ε′)rmc
(
bj(mc)−Dj(b)− jbj−1(mc)

)
− (βj − ε′)

(
bj(mc)−Dj(b)− jbj−1(mc)

)
+ (βj − ε′)

(
bj(mc)−Dj(b)− jbj−1(mc)

)
= Dj(a) + jaj−1(mc)− c
+ (βj − ε′)(rmc − 1)

(
bj(mc)−Dj(b)− jbj−1(mc)

)
+ (βj − ε′)bj(mc)− (βj − ε′)

(
Dj(b) + jbj−1(mc)

)
,
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Aśı, nos queda la desigualdad

Dj(a) + jaj−1(mc) + (βj − ε′)(rmc − 1)
(
bj(mc)−Dj(b)− jbj−1(mc)

)
− (βj − ε′)

(
Dj(b) + jbj−1(mc)

)
< 0. (3.3.13)

Luego, definamos w(c) := m
(j−1)α
c /Lj−1(mc). Aśı, dividiendo (3.3.13) por w(c) y

haciendo c → ∞ (y por lo tanto mc → ∞), de manera análoga como en el caso
anterior, llegamos a que

jaj−1 + (βj − ε′)bj − (βj − ε′)jbj−1 < 0,

lo cual es equivalente a 0 = j
(
aj−1 − βj(bj−1 − j−1bj)

)
< ε′(bj − jbj−1), que es, de

nuevo, una contradicción. De esta manera, llegamos a que

βj ≤ ĺım inf
n→∞

aj(n)

bj(n)
.

Por lo tanto, ĺımn→∞ aj(n)/bj(n) = βj, es decir,

aj(n) ∼ βjbj(n) ∼ βjbj
njα

Lj(n)
= aj

njα

Lj(n)
,

y con esto, queda demostrado el teorema.
En la siguiente sección se da una demostración alternativa del Teorema 3.1.6 us-

ando un enfoque probabiĺıstico. Para hacer esto, nos será de gran utilidad el siguiente
lema cuya prueba se da a continuación.

Lema 3.3.1 Para n ∈ N fijo y cualquier i ∈ N, se tienen las siguientes igualdades

M̂n(i)
L
= Mn, (3.3.14)

y

Mn −Nn + 1 = M̂Yn(Nn)
L
= M ′

Yn , (3.3.15)

donde (M ′
n, n ≥ 1) tiene la misma ley que (Mn, n ≥ 1) y es indenpendiente de

(Nn, Yn), además, R̂
(j)
0 (i) = 0 y

R̂
(n)
k (i) = R̂

(n)
k−1(i)+ξi+k1{R̂(n)

k−1(i)+ξi+l+1<n}
y M̂n(i) =

∞∑
l=0

1{R̂(n)
l (i)+ξi+l+1<n}

, k ∈ N.
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Demostración. Sea i ∈ N, entonces

P(M̂n(i) = k) = P

(
∞∑
l=0

1{R̂(n)
l (i)+ξi+l+1<n}

= k

)
= P

(
∞∑
l=0

1{R(n)
l+i+ξi+l+1<n}

= k

)

= P

(
∞∑
l=0

1{R(n)
l +ξl+1<n}

= k

)
= P(Mn = k).

en la tercera igualdad se aplicó la propiedad de Markov al tiempo i. Esto demuestra
(3.3.14). Ahora procedamos a probar las igualdades (3.3.15).

Mn =
∞∑
l=0

1{R(n)
l +ξl+1<n}

=
Nn−2∑
l=0

1 +
∞∑

l=Nn

1{R(n)
l +ξl+1<n}

= Nn − 1 +
∞∑
l=0

1{R(n)
l+Nn

+ξl+Nn+1<n}
= Nn − 1 +

∞∑
l=0

1{R̂(n)
l (Nn)+ξNn+l+1<n}

= Nn − 1 +
∞∑
l=0

1
{R̂

(n−SNn−1)

l (Nn)+ξNn+l+1<n−SNn−1
}

= Nn − 1 + M̂Yn(Nn),

en la segunda igualdad, el (Nn− 1)-ésimo término desaparece debido a que SNn ≥ n;
mientras que la quinta igualdad se sigue gracias a que la caminata aleatoria con
barrera R̂(n) no salta en el intervalo [Nn−1, Nn). Aśı, la primera igualdad de (3.3.15)
queda probada. Sea k ∈ N, entonces

P
(
M̂Yn(Nn) = k

)
=

n∑
i=1

n−1∑
j=0

P
(
M̂Yn(i) = k,Nn = i, S

Nn−1
= j
)

=
n∑
i=1

n−1∑
j=0

P

(
∞∑
l=0

1{R̂(n−j)
l (i)+ξi+l+1<n−j}

= k,Nn = i, S
Nn−1

= j

)
.

(3.3.16)

Vemos que la sucesión
{
R̂

(n−j)
l (i) + ξi+l+1

}
l≥0

es independiente de 1{Nn=i,S
Nn−1

=j} y

tiene la misma ley que
{

(R
(n−j)
l )′+ξ′l+1

}
l≥0

que se puede construir a partir de {ξ′k}k≥1

que es una copia independiente de {ξk}k≥1. Por lo dicho en esto último, tenemos que
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(3.3.16) se puede escribir como

P
(
M̂Yn(Nn) = k

)
=

n∑
i=1

n−1∑
j=0

P

(
∞∑
l=0

1{(R(n−j)
l )′+ξ′l+1<n−j}

= k

)
P(Nn = i, S

Nn−1
= j)

= P

(
∞∑
l=0

1
{(R

(n−S
Nn−1

)

l )′+ξ′l+1<n−SNn−1
}

= k

)
= P

(
M ′

n−S
Nn−1

= k
)
.

Esto demuestra el Lema 3.3.1. �

3.3.2. Demostración Alternativa del Teorema 3.1.6

Recordemos que Yn = n − SNn−1 para n ∈ N. Tenemos que la sucesión de dis-
tribuciones de

{
Mn/E[Mn], n ≥ 1

}
es tensa ya que esta sucesión es uniformemente

integrable. En efecto, de acuerdo a

ĺım
n→∞

L(n)k

nαk
E
[
Mk

n

]
=

k!

Φ(1) · · ·Φ(k)
:= ak, k ∈ N,

tenemos que

E

[(
Mn

E[Mn]

)k]
=

E
[
Mk

n

](
E[Mn]

)k ∼ ak
nαk

Lk(n)(
a1

nα

L(n)

)k = a′k <∞, n→∞

donde a′k := a−k1 ak para k ∈ N, lo cual implica que
{
Mn/E[Mn], n ≥ 1

}
es uni-

formemente integrable y por lo tanto es tensa. Se tiene que E
[
Mn

]
∼ constante ·

w(n), n → ∞. Por lo tanto, existe una sucesión {nk}k≥1 con nk → ∞ cuando
k →∞ tal que

Mnk

w(nk)

L→ Z propia, cuando k →∞.

Vemos que Yn
P→∞ y el Lema 3.3.1 implican

M̂nk

w(Ynk)

L→ Z ′′
L
= Z.

Por la Proposición 3.2.7, cuando k →∞, se obtiene(
w
(
Ynk
)

w(nk)
,
Nnk − 1

w(nk)

)
L→ (M,Q) :=

(
e−UT ,

∫ T

0

e−Utdt

)
.
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Por el Lema 3.3.1 tenemos que

Mnk

w(nk)
=
M̂Ynk

+Nnk − 1

w(nk)
=

M̂Ynk

w(Ynk)
· w(Ynk)

w(nk)
+
Nnk − 1

w(nk)
,

luego, cuando k →∞, se tiene(
M̂Ynk

w(Ynk)
,
w
(
Ynk
)

w(nk)
,
Nnk − 1

w(nk)

)
L→ (Z ′′,M,Q),

donde Z ′′
L
= Z, y usando funciones caracteŕısticas, se puede ver que Z ′′ es indepen-

diente de (M,Q). Además,

Z
L
= MZ ′′ +Q. (3.3.17)

De la igualdad en ley A∞
L
= MA′∞ +Q se sigue que A∞ =

∫ ∞
0

e−Utdt es solución de

(3.3.17) y por el Teorema 1.5(i) de [46], ésta resulta ser única. Por lo tanto,

Mnk

w(nk)

L→
∫ ∞

0

e−Utdt.

Se puede repetir el mismo argumento para cualquier sucesión como {nk}k≥1. Aśı,
cuando n→∞, se concluye que

L(n)

nα
Mn

L→
∫ ∞

0

e−Utdt.

Esto demuestra el teorema.

3.3.3. Demostración del Teorema 3.1.7

La demostración usa el siguiente resultado.

ĺım
n→∞

P
(
n− SNn−1 ≤ k

)
= m−1

k∑
i=1

P(ξ ≥ i) = P(W ≤ k), k ∈ N. (3.3.18)



74 3.3. DEMOSTRACIÓN DE LOS RESULTADOS PRINCIPALES SOBRE MN

En efecto, (3.3.18) se cumple ya que

P
(
n− SNn−1 = k

)
= P

(
SNn−1 = n− k

)
=

n∑
i=1

P
(
Si−1 = n− k,Nn = i

)
=

n∑
i=1

P
(
Si−1 = n− k, Si ≥ n

)
=

n−1∑
i=0

P
(
Si = n− k, Si+1 ≥ n

)
=

n−1∑
i=0

P
(
Si = n− k, ξ ≥ k

)
=

n−1∑
i=0

P
(
Si = n− k

)
P
(
ξ ≥ k

)
= P(ξ ≥ k)

n−k∑
i=0

P(Si = n− k)

→ m−1P(ξ ≥ k), n→∞,

la convergencia es gracias al Teorema de Blackwell. De esta manera, esto implica que

P
(
n−SNn−1 ≤ k

)
=

k∑
j=1

P
(
n−SNn−1 = j

)
→ 1

m

k∑
j=1

P(ξ ≥ j) =: P(W ≤ k), n→∞.

Por lo tanto, se cumple (3.3.18).
Vemos que de (3.3.15) se sigue

Mn −Nn
L→M ′

W − 1, (3.3.19)

ya que se acaba de probar que Yn
L→ W, donde W es una variable aleatoria con dis-

tribución (3.3.18) que es independiente de (M ′
n, n ≥ 1) (ya que Yn es independiente

de
(
M ′

n, n ≥ 0
)
).

Por lo tanto, para cualquier sucesión (dn, n ≥ 1) tal que ĺımn→∞ dn =∞, se tiene
que

Mn −Nn

dn

P→ 0. (3.3.20)

Para demostrar la equivalencia entre (i) y (ii) vamos a usar el Teorema 3.2 que se
puede encontrar en [25, pág. 142].

Supongamos que se cumple (i), esto es, existen sucesiones (an)n≥1 ⊂ R+ y
(bn)n≥1 ⊂ R tales que

Mn − bn
an

L→ X,
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donde X tiene ley de probabilidad propia y no degenerada. En particular, se tiene
esto último para el caso de que X tenga ley α-estable con ı́ndice α ∈ [1, 2]. Luego,
debido a (3.3.20), se puede decir lo mismo para Nn, y por la igualdad

P(Nn > m) = P(Sm ≤ n− 1),

se sigue que
Sn − bn
an

L→ X.

Esto significa que la distribución de ξ pertenece al dominio de atracción de alguna
ley α-estable de ı́ndice α ∈ [1, 2]. Entonces, gracias al Teorema A.0.29, lo anterior se
cumple si y sólo si

n∑
k=1

k2pk ∼ n2−αL(n), n→∞,

para cualquier función L de variación lenta en ∞, y por tanto, σ2 < ∞. Esto de-
muestra la equivalencia entre (i) y (ii).

Suponga que las condiciones del Teorema 3.1.7(ii) se cumplen. Si σ2 =∞ y (3.1.8)
se cumple para α = 2, entonces, usando el Teorema A.0.27 con an y bn definidos como
en el Teorema 3.1.7, vemos que

Nn − bn
an

L→ µ2.

En efecto, tomando las sucesiones bn = n/m y an = m−1cn, donde cn es una sucesión
de números positivos tal que

nL(cn)

c2
n

→ C > 0 n→∞,

donde cn juega el papel de B(x) en el Teorema A.0.27 y C = m/k2
1 en el mismo

teorema.
De manera análoga, si σ2 = ∞ y (3.1.8) se cumple para α ∈ [1, 2), además,

eligiendo an y bn como en el Teorema 3.1.7 y apoyandonos en el Teorema A.0.27,
podemos implicar que

Nn − bn
an

L→ µα, n→∞.

Hay una pequeña diferencia en la elección de la sucesión (cn)n≥1 con respecto a la
que se hizo para B(x) en la demostración del Teorema A.0.27, B(·) es tal que

xL(B(x))[
B(x)

]α → 2− α
α

C x→∞,
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donde C > 0 definida como C := m/kα2 para alguna constante k2 > 0.
Por último, si σ2 <∞, podemos usar el Teorema A.0.28 con an y bn como en el

Teorema 3.1.7 para concluir que

Nn − bn
an

L→ µ2, n→∞.

En vista de (3.3.20), las mismas relaciones ĺımites se cumplen para Mn. Aśı, queda
demostrado el Teorema 3.1.7.

3.3.4. Demostración del Teorema 3.1.8

Primero supongamos que m =∞. De acuerdo a (3.2.2) se tiene que

ĺım
n→∞

L(n)k

nk
E
[
Nk
n

]
= 1,

lo cual es equivalente a

E
[
Nk
n

]
∼ nk

L(n)k
, k ∈ N.

De la demostración del Teorema 3.1.6, vemos que

E
[
Mk

n

]
∼ nk

L(n)k
=

(
n

L(n)

)k
∼
(
E
[
Mn

])k
, k ∈ N. (3.3.21)

En efecto, basándonos en la demostración del Teorema 3.1.6, denotemos ak(n) =
E
[
Mk

n

]
y bk(n) = E

[
Nk
n

]
para k ∈ N. Ah́ı se demostró que

ak(n) = dk(n) + rn

n−1∑
i=1

ak(n− i)pi, k ∈ N, (3.3.22)

donde dk(n) := Dk(a1(n), . . . , ak−2(n)) + kak−1(n) y

Dk(x1, . . . , xk−2) = γ0,k +
k−2∑
i=1

γi,kxi, γi,k ∈ R,

y rn = 1/(p1 + · · ·+ pn−1).
Análogamente, se demostró que

bk(n) = ck(n) + rn

n−1∑
i=1

bk(n− i)pi, k ∈ N, (3.3.23)
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donde c1(n) = 1 y ck(n) := Dk(b1(n), . . . , bk−2(n)) + kbk−1(n) para k ≥ 2. Hagamos
βj = aj = bj = 1. Esto se reduce a probar

ĺım
n→∞

Lk(n)

nk
ak(n) = 1, k ∈ N. (3.3.24)

Para ello vamos a usar inducción sobre k. Supongamos que (3.3.24) se cumple para
k ∈ {1, 2, . . . , j − 1}. Entonces, para k = j y siguiendo la misma prueba del teorema
antes mencionado, vamos a suponer que existe ε > 0 tal que aj(n) > (1+ε)bj(n) para
infinitos n. Haciendo el mismo análisis como en la prueba de ese teorema, llegamos
a que

0 < Dj(a) + jaj−1(nc) + (1 + ε)(rnc − 1)
(
bj(nc)−Dj(b)− jbj−1(nc)

)
− (1 + ε)

(
Dj(b) + jbj−1(nc)

)
. (3.3.25)

donde nc = ı́nf{n ≥ 1 : aj(n) > (1 + ε)bj(n) + c} para cualquier constante c >
0, Dj(a) := Dj(a1(n), . . . , aj−2(n)) y Dj(b) := Dj(b1(n), . . . , bj−2(n)) por convenien-
cia. A continuación, definamos z(c) := nj−1

c /Lj−1(nc). Dividiendo (3.3.25) entre z(c)
y haciendo c→∞ (esto implica que nc →∞), se obtiene

Dj(a)

z(c)
=
Dj(a1(n), . . . , aj−2(n))

z(c)
→ 0, cuando c→∞,

ya que n/L(n)→∞ cuando n→∞. También

jaj−1(n)

z(c)
= j

Lj−1(n)

nj−1
c

aj−1(nc)→ j cuando c→∞,

gracias a la hipótesis de inducción. Ahora nos fijamos en el tercer término de (3.3.25).
Vemos que

rn − 1 =
1

p1 + · · ·+ pn−1

− 1 =
pn + pn+1 + · · ·
p1 + · · ·+ pn−1

=
P(ξ ≥ n)

P(ξ < n)

∼ P(ξ ≥ n), n→∞.

Pero, de acuerdo a (iv) del Teorema A.0.23, tenemos que

P(ξ ≥ n) = o

(∑n
j=1 P(ξ ≥ j)

n

)
∼ o

(
L(n)

n

)
, n→∞.
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Aśı, dicho término es despreciable. Por último, se tiene que

Dj(b)

z(c)
=
Dj(b1(n), . . . , bj−2(n))

z(c)
→ 0, cuando c→∞,

y además
jbj−1(n)

z(c)
= j

Lj−1(n)

nj−1
c

bj−1(nc)→ j cuando c→∞.

Luego, de (3.3.25) se obtiene (1 + ε)j ≤ j, lo cual es una contradicción. De esta
manera, se sigue que

ĺım sup
n→∞

aj(n)

bj(n)
≤ 1.

Análogamente, podemos deducir que j ≤ (1 − ε)j (lo cual también es una con-
tradicción) haciendo los mismos cálculos que en la demostración del Teorema 3.1.6
tomando βj, bj y aj como antes, y deducimos que

ĺım inf
n→∞

aj(n)

bj(n)
≥ 1.

Entonces, ĺımn→∞ aj(n)/bj(n) = 1, es decir, aj(n) ∼ bj(n) ∼ nj/Lj(n) cuando n →
∞. Esto demuestra (3.3.24) y por tanto también (3.3.21).

Aśı, cuando n→∞,

E

[
Mn

E
[
Mn

]]k → 1, k ∈ N.

Como los momentos de Mn/E
[
Mn

]
determinan a 1, entonces3

Mn

E
[
Mn

] L→ 1,

lo cual implica que
Mn

E
[
Mn

] P→ 1.

Esto prueba (3.1.9).

3Realmente en esta convergencia en ley, 1 ≡ δ(1), donde δ(1) es una variable aleatoria degenerada
cuya distribución está concentrada en 1.
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Ahora supongamos que m <∞. Por el teorema de renovación clave, tenemos que
cuando n→∞,

Nn

n

c.s.−→ 1

m
. (3.3.26)

De la ecuación 3.3.19, se sigue que cuando n→∞,

Mn −Nn

n

c.s.−→ 0.

Entonces
Mn

n
=
Mn −Nn

n
+
Nn

n

c.s.−→ 1

m
. (3.3.27)

Gracias al Teorema de Renovación Elemental E
[
Nn

]
∼ n/m cuando n → ∞. De

acuerdo a lo probado arriba, tenemos que E
[
Mn

]
∼ E

[
Nn

]
∼ n/m cuando n → ∞.

Como Mn/an
P→ 1, cuando n → ∞ para alguna sucesión de números positivos

(an)n≥1, entonces (3.3.20) implica que

Mn −Nn

an

P→ 0, n→∞.

Esto implica
Nn

an
=
Mn

an
− Mn −Nn

an

P→ 1, n→∞.

Por lo tanto, de (3.3.26) concluimos que an ∼ n/m cuando n→∞.

3.3.5. Demostración del Teorema 3.1.9

Por el Teorema 3(c) en [12], se sigue que

Nn − b(n)− 1

a(n)

L→ µ1,

donde µ1 es la ley 1-estable con función caracteŕıstica∫ ∞
−∞

eitxµ1(dx) = eit log |t|−|t|π/2, t ∈ R.

Por el Corolario 3.2.5, tenemos que

Mn

Nn − 1

P→ 1. (3.3.28)
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Por lo tanto,
Mn − b(n)

a(n)
− Mn −Nn + 1

Nn − 1
· b(n)

a(n)

L→ µ1. (3.3.29)

Esto sucede debido a que
b(n)

Nn − 1

P→ 1, n→∞. (3.3.30)

En efecto, tenemos que

Mn

Nn − 1
=
Mn − b(n)

Nn − 1
+

b(n)

Nn − 1

P→ 1, n→∞,

ya que
Mn − b(n)

Nn − 1

P→ 0, n→∞.

De esta manera, es suficiente demostrar que el segundo término de (3.3.29) tiende
a cero en probabilidad. Recordando la notación Yn = n − S

Nn−1
y usando el Lema

3.3.1 esto nos da

Mn −Nn + 1

Nn − 1
· b(n)

a(n)
=

M̂Yn

Yn/m(Yn)
· m(n)

m(Yn)
· b(n)Yn
na(n)

· n

m(n)(Nn − 1)

=
4∏
i=1

Ki(n),

donde

K1(n) :=
M̂Yn

Yn/m(Yn)
, K2(n) :=

m(n)

m(Yn)
, K3(n) :=

b(n)Yn
na(n)

y K4(n) :=
n

m(n)(Nn − 1)
.

Por el Corolario 3.2.5, tenemos que m(n)Mn/n
P→ 1. Usando el Lema 3.3.1 y el

hecho de que Yn
P→ ∞, podemos implicar que K1(n)

P→ 1. Por el Teorema A.0.26,

K2(n)
L→ 1/R, donde R es una variable aleatoria con distribución uniforme en (0, 1).

Por la Proposición 3.2.6, se sigue que K3(n)
P→ 0. Por último, por el Corolario 3.2.5,

K4(n)
P→ 1. Esto demuestra el teorema.



Caṕıtulo 4

Aplicaciones a los Procesos de
Coalescencia

En el presente caṕıtulo vamos a considerar unos procesos estocásticos especiales
llamados β-coalescentes, los cuales se definirán en la siguiente sección. Primero vamos
a introducir a los Λ-coalescentes, donde Λ es una medida finita en [0, 1] subyacente
al coalescente en cuestión que determina a las tasas de transición de dicho proceso.
Después se calculan las tasas infinitesimales y las tasas totales de manera general,
luego tomamos a la distribución Beta como la medida subyacente para aśı poder
trabajar con los β-coalescentes en algunos casos particulares interesantes. De ah́ı que
surjan como consecuencia, el coalescente de Kingman y el coalescente de Bolthausen-
Sznitman.

4.1. Λ-Coalescentes

Para lo que sigue, vamos a denotar por N al conjunto de los números naturales
extendidos, esto es, N = N∪{∞}. Un bloque es un subconjunto B ⊂ N. Para lo que
resta del caṕıtulo, será conveniente usar la siguiente notación, [n] = {1, . . . , n}. Esto
quiere decir que [∞] = N.

Consideremos al tiempo t = 0 un número n ∈ N de individuos y miramos hacia
atrás en el tiempo. Denotemos por E al conjunto de todas las particiones en N y
por En al conjunto de particiones en [n] := {1, . . . , n}. Para cada n ∈ N y π ∈ E ,
definamos la función %n : E → En mediante π 7→ %nπ, esta la restricción natural
al conjunto En. Si Π = (Πt, t ≥ 0) ∈ E , representa el proceso de las particiones
ancestrales, entonces %nΠt representará cuáles de los n individuos iniciales tienen un

81
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ancestro común al tiempo −t.

8

7

6

4

2

5

3

1

Figura 4.1: Las genealoǵıas de 8 individuos.

Definición 4.1.1 Un Λ-coalescente es un proceso de Markov (Πt, t ≥ 0) con valores
en E tal que, para cada n ∈ N, el proceso (%nΠt, t ≥ 0) es una cadena de Markov
con valores en En con la propiedad de que siempre que |%nΠt| = b bloques, k de estos
bloques se fusionan en un bloque a una tasa igual a λb,k, siendo estas las transiciones
posibles.

Observación 4.1.2 Pitman en [41] demostró que las tasas de transición λb,k satis-
facen

λb,k =

∫ 1

0

xk−2(1− x)b−kΛ(dx), 2 ≤ k ≤ b (4.1.1)

para alguna medida finita Λ en [0, 1], gracias a que el proceso es intercambiable.

Aśı, un proceso de coalescencia que cumple (4.1.1) para una medida particular
Λ, es llamado el Λ-coalescente.

Ejemplo 4.1.3 Sea Λ la masa de Dirac unitaria en 0 dada por

Λ(dx) = δ0(dx).
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En este caso, las tasas de transición (4.1.1) se reducen a

λb,k =

{
1 si k = 2
0 si k 6= 2

Aśı, este Λ-coalescente corresponde al coalescente de Kingman, en donde cualquier
par de bloques se fusionan a tasa 1.

Figura 4.2: Simulación del n-coalescente de Kingman con n = 500.

Ejemplo 4.1.4 Sea Λ(dx) = dx la medida de Lebesgue en (0, 1). Luego, las tasas
de transición (4.1.1) se reducen a

λb,k =

∫ 1

0

xk−2(1− x)b−kdx =

∫ 1

0

x(k−1)−1(1− x)(b−k+1)−1dx

=
Γ(b− k + 1)Γ(k − 1)

Γ(b)
=

(b− k)!(k − 2)!

(b− 1)!
, 2 ≤ k ≤ b.
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Este Λ-coalescente es el coalescente de Bolthausen-Sznitman. Este coalescente primero
surgió en la conexión con la f́ısica de “spin glass”(vidrios centrifugados).

Ejemplo 4.1.5 Sea Λ la distribución Beta de parámetros a > 0 y b > 0, entonces
llamamos a (Πt, t ≥ 0) el β(a, b)-coalescente, o más sencillamente, el β-coalescente.
En particular, si tomamos 0 < α < 2, y definimos Λ como la distribución Beta(2 −
α, α), es decir,

Λ(dx) =
1

Γ(2− α)Γ(α)
· x1−α(1− x)α−1dx, (4.1.2)

y si tomamos α = 1, este es justamente el coalescente de Bolthausen-Sznitman.
Mientras que si hacemos α ↑ 2, entonces la distribución Beta es una aproximación
de la masa de Dirac en 0, esto es, si µα es la distribución de (4.1.2), entonces

µα
v→ δ0, cuando α ↑ 2,

donde “
v→”denota convergencia vaga; este es el coalescente de Kingman. Por ra-

zones teóricas y prácticas, los β-coalescentes forman una familia muy importante de
procesos de coalescencia.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

n

n = 50 alpha = 1.2

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

n

n = 50 alpha = 1.9

Figura 4.3: Simulaciones de Beta-coalescentes para una población inicial de 50 indi-
viduos.

4.2. Tasas de Transición de los β-Coalescentes

Vamos a denotar por Y
(n)
t = |%nΠt| el número de bloques de %nΠt. Entonces,

de acuerdo con lo que se dijo arriba, Y
(n)

0 = n y Y
(n)
t se puede interpretar como
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el número de ancestros vivos al tiempo −t. Luego, el proceso
(
Y

(n)
t , t ≥ 0

)
es una

cadena de Markov decreciente a tiempo continuo con espacio de estados [n].

Para un proceso Λ-coalescente (Πt, t ≥ 0) se sabe que el proceso (Y
(n)
t , t ≥ 0)

tiene tasas infinitesimales

gnk = ĺım
t↓0

P
(
Y

(n)
t = k

)
t

=

(
n

k − 1

)∫
[0,1]

xn−k−1(1− x)k−1Λ(dx), (4.2.1)

para todo k, n ∈ N con k < n. Esto se debe a que el número de maneras posibles de
elegir n− k+ 1 bloque de n es igual a

(
n
k−1

)
y, cuando hay n bloques, cada grupo de

n− k + 1 bloques se fusiona en uno a tasa λn,n−k+1. Sea

gn =
n−1∑
k=1

gnk, n ∈ N

las tasas totales.
Definamos al proceso de los diferentes estados de Y (n) mediante W

(n)
0 = Y

(n)
0 , y

W
(n)
k = Y

(n)
Tk
, k ≥ 1, donde (Tk, k ≥ 0) es una sucesión de tiempos de salto del

proceso
(
Y

(n)
t , t ≥ 0

)
definida por T0 = 0 y

Tk = ı́nf
{
t > Tk−1 : Y

(n)
t 6= Y

(n)
Tk−1

}
, k ≥ 1.

Entonces (W
(n)
k , k ∈ N) es una cadena de Markov con espacio de estados [n] y

probabilidades de transición dadas por

πn,n−k =
gn,n−k
gn

=
1

gn

(
n

k + 1

)
λn,k+1, 1 ≤ k ≤ n− 1. (4.2.2)

Ahora, sea Xn = ı́nf
{
k ∈ N : W

(n)
k = 1 dado W

(n)
0 = n

}
el número de pasos

necesarios para que el proceso W (n) alcance al estado absorbente 1.
En otras palabras, Xn en el número de colisiones (saltos) que hay en el coalescente

restringido (%nΠt, t ≥ 0) hasta que haya un sólo bloque. Notemos que P(I ′n = k) =
πn,n−k, donde I ′n es el tamaño del primer salto de Y (n). Como se demostró al inicio

de este caṕıtulo, gracias a que (W
(n)
k , k ≥ 1) es una cadena de Markov (decreciente

en este caso), (Xn, n ≥ 1) satisface la recursión distrubucional X1 = 0 y Xn
L
=

1 +Xn−I′n , n ≥ 2, donde I ′n es independiente de X2, . . . Xn−1 con distribución

P(I ′n = k) = gn,n−k/gn, k ∈ {1, . . . , n− 1}.
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La variable aleatoria n − I ′n es el estado del proceso (Y
(n)
t , t ≥ 0) después de su

primer salto.

Vamos a considerar β-coalescentes, esto es, Λ-coalescentes con distribución Λ =
β(a, b), es decir,

Λ(dx) =
1

B(a, b)
xa−1(1− x)b−1dx, 0 < x < 1,

donde B(a, b) = Γ(a)Γ(b)/Γ(a + b) es la función beta con a, b > 0. En este caso, las
tasas infinitesimales (4.2.1) adquieren la forma

gnk =

(
n

k − 1

)
1

B(a, b)

∫ 1

0

xb+k−2(1− x)a+n−k−2dx

=

(
n

k − 1

)
B
(
a+ n− k − 1, b+ k − 1

)
B(a, b)

, k, n ∈ N, k < n. (4.2.3)

De la relación

gk+1,k =
k(k + 1)

2

B(a, b+ k − 1)

B(a, b)
,

se sigue que

gn =
n−1∑
k=1

(gk+1 − gk) =
n−1∑
k=1

2

k + 1
gk+1,k =

1

B(a, b)

n−1∑
k=1

kB(a, b+ k − 1). (4.2.4)

Si en (4.2.3) hacemos b = 1, entonces gnk tiene la forma

gnk =

(
n

k − 1

)
B
(
a+ n− k − 2, k

)
B(a, 1)

=
n!a

(n− k + 1)!

Γ(a+ n− k − 1)

Γ(a+ n− 1)
. (4.2.5)

En efecto, la segunda igualdad en (4.2.5) se sigue, ya que

gnk =

(
n

k − 1

)
B
(
a+ n− k − 2, k

)
B(a, 1)

=
n!

(n− k + 1)!(k − 1)
·

Γ(a+ n− k − 1)Γ(k)

Γ(a+ n− 1)

Γ(a)Γ(1)

Γ(a+ 1)

=
n!a

(n− k + 1)!
· Γ(a+ n− k − 1)

Γ(a+ n− 1)
.
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Por lo tanto, las tasas totales se reducen a

gn = a
n−1∑
k=1

kB(a, k) =


a

a− 2

(
1− Γ(a)Γ(n+ 1)

Γ(a+ n− 1)

)
para a > 0, a 6= 2

2(hn − 1) para a = 2

donde hn =
∑n

i=1 1/i es el n-ésimo número armónico. En efecto, se tiene que

gn = a

n−1∑
k=1

kB(a, k) = a

(
∞∑
k=1

kB(a, k)−
∞∑
k=n

kB(a, k)

)
. (4.2.6)

Vamos a calcular las dos sumas de (4.2.6). Tenemos que

∞∑
k=1

kB(a, k) =
∞∑
k=1

k
Γ(a)Γ(k)

Γ(a+ k)
= (a− 1)

∞∑
k=1

Γ(a− 1)Γ(k + 1)

Γ(a+ k)

= (a− 1)
∞∑
k=1

B(a− 1, k + 1) = (a− 1)
∞∑
k=1

∫ 1

0

xa−2(1− x)kdx

= (a− 1)

∫ 1

0

xa−2

(
∞∑
k=1

(1− x)k

)
dx = (a− 1)

∫ 1

0

xa−3(1− x)dx

= (a− 1)B(a− 2, 2) =
a− 1

a− 2

(a− 2)Γ(a− 2)Γ(2)

Γ(a)

=
1

a− 2

(a− 1)Γ(a− 1)

Γ(a)
=

1

a− 2
. (4.2.7)

Haciendo cálculos similares, llegamos a que

∞∑
k=n

kB(a, k) = (a− 1)

∫ 1

0

xa−2

(
∞∑
k=n

(1− x)k

)
dx = (a− 1)

∫ 1

0

xa−2

(
∞∑
k=1

(1− x)k+n−1

)
dx

= (a− 1)

∫ 1

0

xa−2(1− x)n−1 1− x
x

dx = (a− 1)

∫ 1

0

xa−3(1− x)ndx

= (a− 1)B(a− 2, n+ 1) = (a− 1)
Γ(a− 2)Γ(n+ 1)

Γ(a+ n− 1)

=
1

a− 2

(a− 1)Γ(a− 1)Γ(n+ 1)

Γ(a+ n− 1)
=

1

a− 2

Γ(a)Γ(n+ 1)

Γ(a+ n− 1)
. (4.2.8)
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Luego, sustituyendo (4.2.7) y (4.2.8) en (4.2.6), se llega a que

gn = a
n−1∑
k=1

kB(a, k) =
a

a− 2

(
1− Γ(a)Γ(n+ 1)

Γ(a+ n− 1)

)
.

Ahora, para a = 2, tenemos que

gn = 2
n−1∑
k=1

kB(2, k) = 2
n−1∑
k=1

k
Γ(2)Γ(k)

Γ(k + 2)
= 2

n−1∑
k=1

1

k + 1

= 2

(
n−1∑
k=1

1

k + 1
+ 1− 1

)
= 2

(
n−1∑
k=0

1

k + 1
− 1

)
= 2

(
n∑
k=1

1

k
− 1

)
= 2(hn − 1).

4.3. Comportamiento Asintótico del Número de

Colisiones en los β-Coalescentes

En esta sección se aplican los resultados vistos en el Caṕıtulo 3. Tenemos que
existe una variable aleatoria ξ′ con valores en Z+ tal que

pk := P(ξ′ = k) =
(2− a)Γ(a+ k − 1)

Γ(a)Γ(k + 2)
, k ∈ N.

Notemos que (pk)k≥1 es una distribución de probabilidad. En efecto, se tiene que
pk ≥ 0 para todo k ∈ N para 0 < a < 2. Luego, tenemos que

∞∑
k=1

pk =
∞∑
k=1

(2− a)Γ(a+ k − 1)

Γ(a)Γ(k + 2)
=

1

Γ(a)Γ(2− a)

∞∑
k=1

Γ(3− a)Γ(a+ k − 1)

Γ(k + 2)

=
1

Γ(a)Γ(2− a)

∞∑
k=1

∫ 1

0

x2−a(1− x)a+k−2dx

=
1

Γ(a)Γ(2− a)

∫ 1

0

x2−a(1− x)a−2

(
∞∑
k=1

(1− x)k

)
dx

=
1

Γ(a)Γ(2− a)

∫ 1

0

x2−a−1(1− x)a−1dx =
1

Γ(a)Γ(2− a)

Γ(2− a)Γ(a)

Γ(2)
= 1.

Por lo tanto, lo anterior se cumple. Haciendo cálculos similares, llegamos a que

P
(
ξ′ ≥ n

)
=

Γ(a+ n− 1)

Γ(a)Γ(n+ 1)
, n ∈ N. (4.3.1)
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En efecto, tenemos que para n ∈ N,

P
(
ξ′ ≥ n

)
=
∞∑
k=n

P
(
ξ′ = k

)
=
∞∑
k=1

P
(
ξ′ = k + n− 1

)
=
∞∑
k=1

(2− a)Γ(a+ k + n− 2)

Γ(a)Γ(k + n+ 1)
=

2− a
Γ(a)Γ(3− a)

∞∑
k=1

Γ(3− a)Γ(a+ n+ k − 2)

Γ(n+ k + 1)

=
1

Γ(a)Γ(2− a)

∞∑
k=1

∫ 1

0

x2−a(1− x)a+n+k−3dx

=
1

Γ(a)Γ(2− a)

∫ 1

0

x2−a(1− x)a+n−3

(
∞∑
k=1

(1− x)k

)
dx

=
1

Γ(a)Γ(2− a)

∫ 1

0

x1−a(1− x)a+n−2dx =
1

Γ(a)Γ(2− a)

Γ(2− a)Γ(n+ 1)

Γ(a+ n− 1)

=
Γ(a)Γ(n+ 1)

Γ(a+ n− 1)
.

Luego, la distribución de I ′n se calcula de la siguiente manera,

P(I ′n = k) =
gn,n−k
gn

=

n!a

(k + 1)!
· Γ(a+ k − 1)

Γ(a+ n− 1)

a

a− 2

(
1− Γ(a)Γ(n+ 1)

Γ(a+ n− 1)

) =

−(2− a)Γ(a+ k − 1)

Γ(a)Γ(k + 2)

Γ(a+ n− 1)

n!Γ(a)

(
1− Γ(a)Γ(n+ 1)

Γ(a+ n− 1)

)
=

pk

1− Γ(a+ n− 1)

Γ(n+ 1)Γ(a)

=
pk

1− P
(
ξ′ ≥ n

) =
pk

p1 + · · ·+ pn−1

.

Aśı, la sucesión I ′n satisface (3.1.3). Por lo tanto, podemos usar los resultados del
Caṕıtulo 3 para demostrar los siguientes teoremas.

Teorema 4.3.1 Para el β(a, 1)-coalescente con 1 < a < 2, es decir, 0 < α = 2−a <
1, el número de colisiones Xn satisface

Xn

Γ(2− α)nα
L→
∫ ∞

0

e−Utdt,

donde (Ut, t ≥ 0) es un subordinador sin drift con medida de Lévy (3.1.7).
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Demostración. Usando que Γ(n+ x) ∼ Γ(n)nx cuando n→∞ para todo x ∈ R+,
vemos que

P(ξ′ ≥ n) =
Γ(a+ n− 1)

Γ(a)Γ(n+ 1)
∼ Γ(n)na−1

Γ(a)nΓ(n)
=
na−2

Γ(a)
=

n−α

Γ(2− α)
, cuando n→∞.

donde α = a − 2. De esta manera, si 1 < a < 2, o equivalentemente, si 0 < α < 1,
se puede aplicar el Teorema 3.1.6 con L(n) = 1/Γ(a) = 1/Γ(2 − α), y aśı, queda
demostrado el teorema. �

Hass y Miermont prueban este teorema con otro método, ver [26]. Vamos a usar la
notación de este art́ıculo. Este método considera cadenas de Markov no crecientes
Xn := (Xn(k), k ≥ 0) que cuentan el número de bloques después de que hayan k
coalescencias, las cuales empiezan con n bloques. Luego, éstas cadenas de Markov
reescaladas en el tiempo, convergen a un proceso de Markov no creciente cambi-
ado de tiempo. Por último, se deduce el comportamiento asintótico de la variable
An := ı́nf{k ≥ 1 : Xn(k) = 1} adecuadamente renormalizada y se llega a la misma
conclusión del Teorema 4.3.1.

Teorema 4.3.2 Para el β(a, 1)-coalescente con 0 < a < 1, esto es, 1 < α = 2− a <
2, el número de colisiones de Xn satisface

Xn − n(α− 1)

(α− 1)(α+1)/αn1/α

L→ µα,

o equivalentemente,
Xn − n(α− 1)

(α− 1)n1/α

L→ Sα, (4.3.2)

donde Sα es una variable aleatoria tal que
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E
[

exp
(
itSα

)]
= exp

(
|t|α
(

cos
πα

2
+ i sin

πα

2
sgn(t)

))
, t ∈ R.

Demostración. Ahora supongamos que 0 < a := 2− α < 1. Entonces m = E[ξ′] =
1/(1− a) <∞. En efecto, lo anterior se obtiene mediante,

E[ξ′] =
∞∑
k=1

P(ξ′ ≥ k) =
∞∑
k=1

Γ(a+ k − 1)

Γ(a)Γ(k + 1)

=
1

Γ(a)Γ(2− a)

∞∑
k=1

Γ(2− a)Γ(a+ k − 1)

Γ(k + 1)

=
1

Γ(a)Γ(2− a)

∞∑
k=1

∫ 1

0

x1−a(1− x)a+k−2dx

=
1

Γ(a)Γ(2− a)

∫ 1

0

x1−a(1− x)a−2

(
∞∑
k=1

(1− x)k

)
dx

=
1

Γ(a)Γ(2− a)

∫ 1

0

x−a(1− x)a−1dx =
1

Γ(a)Γ(2− a)

Γ(1− a)Γ(a)

Γ(1)

=
1

1− a
<∞.

Notemos que si definimos ak := k2pk para k ≥ 1, entonces la serie de potencias∑∞
k=1 aks

k es absolutamente convergente para s ∈ [0, 1). Además, haciendo c =
1, L′(n) = 2− a, y usando de nueva cuenta la aproximación de Stirling, se obtiene

ak = k2 (2− a)Γ(a+ k − 1)

Γ(a)Γ(k + 2)
∼ k2 (2− a)Γ(k)ka−1

Γ(a)Γ(k)k2
=

c

Γ(a)
ka−1L′(k), k →∞,

podemos aplicar el Teorema A.0.13 para obtener

n∑
k=1

k2pk ∼
cL′(n)

Γ(a+ 1)
na =

2− a
Γ(a+ 1)

na =
α

Γ(3− α)
n2−α, cuando n→∞. (4.3.3)

En particular, la varianza de ξ es infinita. Aśı, se puede aplicar el Teorema 3.1.7 con
L(n) = (2− a)/Γ(a+ 1) = α/Γ(3− α), C = 1/Γ(a) = 1/Γ(2− α), bn = n(1− a) =
n(α− 1) y cn = n1/α. Esto demuestra el teorema. �

Los Teoremas 4.3.1 y 4.3.2 sólo analizan los casos 1 < a < 2 y 0 < a < 1.
¿Qué pasa en el caso a = 1? De acuerdo al Ejemplo 4.1.4, si a = 1, o equivalente-
mente, α = 2 − a = 1, corresponde al coalescente de Bolthausen-Sznitman. Por lo
tanto, podemos enunciar el siguiente teorema.
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Teorema 4.3.3 Para el coalescente de Bolthausen-Sznitman, el número de coli-
siones Xn satisface

(log n)2

n
Xn − log n− log(log n)

L→ X, (4.3.4)

donde X tiene ley 1-estable cuya función caracteŕıstica es

E
[
eitX

]
= exp

(
it log |t| − π

2
|t|
)
, t ∈ R.

Demostración. Como ya se dijo arriba, el coalescente de Bolthausen-Sznitman co-

rresponde al caso en que a = b = 1, entonces la probabilidades pk para k ≥ 1 se
reducen a

pk =
(2− 1)Γ(1 + k − 1)

Γ(1)Γ(k + 2)
=

Γ(k)

Γ(k + 2)
=

1

k(k + 1)
.

Además, para n ≥ 2 se tiene que

n−1∑
k=1

pk = 1− Γ(1 + n− 1)

Γ(n+ 1)Γ(1)
= 1− Γ(n)

Γ(n+ 1)
= 1− 1

n
=
n− 1

n
.

Entonces, en este caso, la ley del tamaño del primer salto de Y (n) se escribe como

P(In = k) =
n

n− 1
· 1

k(k + 1)
, k, n ∈ N con k < n.

Luego,

P(ξ′ ≥ n) =
Γ(1 + n− 1)

Γ(1)Γ(n+ 1)
=

1

n
∼ L(n)

n
,

donde L(x) := 1 es de variación lenta en ∞. También se tiene,

E[ξ′] =
∞∑
n=1

P(ξ′ ≥ n) =
∞∑
n=1

1

n
=∞.

por lo tanto, si definimos las funciones c(x) := x,

b(x) :=
x

log x
+
x log(log x)

(log x)2
y a(x) :=

b2(x)

x
∼ x

(log x)2
,
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podemos usar el Teorema 3.1.9 para concluir que

(log n)2

n
Xn − log n− log(log n) =

(log n)2Xn − n log n− n log(log n)

n

=

Xn −
(

n

log n
+
n log(log n)

(log n)2

)
n

(log n)2

∼ Xn − b(n)

a(n)

L→ X cuando n→∞,

donde X tiene distribución 1-estable. Esto demuestra el teorema. �





Apéndice A

Funciones de Variación Regular

Para lo que sigue, vamos a usar la siguiente notación. Si f y g son funciones,
decimos que f(·) ∼ g(·) si

ĺım
x→∞

f(x)

g(x)
= 1.

Vamos a denotar por L a una función de variación lenta en ∞, esto es, para todo
λ ∈ R+ se tiene L(λx) ∼ L(x) cuando x→∞.

Teorema A.0.4 (Teorema de Convegencia Uniforme) Si f es una función de
variación regular en ∞ de ı́ndice ρ, entonces (en el caso ρ > 0, se supone f acotada
en cada intervalo (0, X])

f(λx)/f(x)→ λρ, x→∞ uniformemente en λ

en cada intervalo [a, b], 0 < a ≤ b <∞ si ρ = 0,

en cada intervalo (0, b], 0 < b <∞ si ρ > 0,

en cada intervalo [a,∞), 0 < a <∞ si ρ < 0.

Definición A.0.5 Decimos que una función f es localmente acotada en A si es
acotada en cada subconjunto compacto de A.

Definición A.0.6 Sea f una función a valores reales definida en E ⊂ R. Definimos
la variación total de f en E como

V (f ;E) = sup
n∑
j=1

|f(xj)− f(xj−1)|,

en donde el supremo se toma sobre todos los puntos x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn en E.
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Definición A.0.7 (i) Sea I un intervalo de R. Decimos que una función f : I → R
continua por la derecha es de variación acotada en I si V (f ; I) <∞.

(ii) Decimos que f es localmente de variación acotada si V (f ; J) para cada
J ⊂ I compacto.

Teorema A.0.8 (Teorema de Potter) (i) Si L es de variación lenta en∞, en-
tonces para cualesqueira constantes A > 0, δ > 0, existe X = X(A, δ) tal que

L(y)

L(x)
≤ Amáx

{(y
x

)α
,
(y
x

)−α}
, x ≥ X, y ≥ X.

(ii) Si además, L es acotada fuera de 0 e ∞ sobre cualquier subconjunto compacto
de [0,∞), entonces para todo δ > 0 existe A′ = A′(δ) > 1 tal que

L(y)

L(x)
≤ A′máx

{(y
x

)α
,
(y
x

)−α}
, x > 0, y > 0.

(iii) Si f es de variación regular en ∞ de ı́ndice ρ, entonces para cualesqueira
constantes A > 0, δ > 0, existe X = X(A, δ) tal que

f(y)

f(x)
≤ Amáx

{(y
x

)ρ+α

,
(y
x

)ρ−α}
, x ≥ X, y ≥ X.

Teorema A.0.9 Si L es una función de variación lenta en ∞ que es localmente
acotada en [X,∞) para X suficientemente grande, y α > −1, entonces∫ x

X

tαL(t)dt ∼ xα+1L(x)

α + 1
, x→∞. (A.0.1)

Demostración. Elijamos δ ∈ (0, α + 1). Tomando X(2, δ) como en el inciso (i) del
Teorema de Potter, tomemos X ′ = máx{X,X(2, δ)}. Escribamos

1

xα+1L(x)

∫ x

X′
tαL(t)dt =

∫ 1

0

L(ux)

L(x)
1{X′/x,1}(u)uαdu, (A.0.2)

el integrando del lado derecho de (A.0.2) converge a uα puntualmente, y por el Teore-
ma de Potter está dominado por 2uα−δ. Por el Teorema de Convergencia Dominada,
esta integral converge a ∫ 1

0

uαdu =
1

α + 1
.

Luego, como el lado derecho de (A.0.2) tiende a ∞, uno puede cambiar X ′ por X, y
de esta manera, se tiene el resultado. �



Teorema A.0.10 (Teorema Tauberiano de Karamata) Sea U una función con-
tinua en R por la derecha no decreciente con U(x) = 0 para todo x < 0. Si L es una
función de variación lenta en ∞, y c ≥ 0, ρ ≥ 0, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

U(x) ∼ cxρ+1L(x)

Γ(1 + ρ)
, x→∞, (A.0.3)

Û(s) ∼ cs−ρL(1/s), s ↓ 0. (A.0.4)

Demostración. Vamos a suponer que se cumple (A.0.3). Para x > 0, tenemos que

Û(1/x) =

∫ ∞
0

e−y/xdU(y) =

∫ x

0

e−y/xdU(y) +

∫ ∞
x

e−y/xdU(y)

=

∫ x

0

e−y/xdU(y) +
∞∑
n=1

∫ 2nx

2n−1x

e−y/xdU(y)

≤ U(x) +
∞∑
n=1

e−2n−1

U(2nx)

≤ 2c

Γ(1 + ρ)

[
xρL(x) +

∞∑
n=1

e−2n−1(
2nx
)ρ
L
(
2nx
)]
, para x grande.

Luego, por (iii) del Teorema de Potter, para x suficientemente grande, tenemos que
esto último es a lo más

2cxρL(x)

Γ(1 + ρ)

[
1 +

∞∑
n=1

e−2n−1

2(2n)1+ρ

]
,

aśı, Û(1/x)/
(
xρL(x)

)
se vuelve acotada para x→∞. Ahora, para x fijo, U(yx) tiene

transformada de Laplace Û(s/x), aśı U(yx)/
(
xρL(x)

)
tiene transformada de Laplace

Û(s/x)/
(
xρl(x)

)
. De acuerdo a (A.0.3), y teniendo en cuenta que L es una función

de variación lenta en ∞, para cada y, esto da

U(yx)

xρL(x)
→ cyρ

Γ(1 + ρ)
, x→∞, (A.0.5)

y esto último tiene transformada de Laplace

c

Γ(1 + ρ)

∫ ∞
0

e−syd(yρ) =
c

sρ
.



Esto siempre se cumple para ρ = 0, y para y 6= 0 fijo, el lado izquierdo de (A.0.5)
converge a c1[0,∞)(y), con transformada c. Como Û(1/x)/

(
xρL(x)

)
es acotada, en-

tonces podemos aplicar el teorema de continuidad para transformadas de Laplace de
medidas positivas, y esto nos da

Û(s/x)

xρl(x)
→ c

sρ
, x→∞, (A.0.6)

para cada s > 1. Luego, haciendo s = 2, y escribiendo 2/s como x, nos da (A.0.4).
Ahora supongamos que (A.0.4) se cumple, por la variación lenta se sigue (A.0.6) para
cada s > 0. Ahora, la parte izquierda de (A.0.6) es la transformada de Laplace de
U(yx)/

(
xρL(x)

)
, la parte derecha es la transformada de Laplace de cyρ/Γ(1 + ρ), y

la parte izquierda está acotada por s = 1; entonces por el teorema de continuidad
para transformadas de Laplace, esto implica (A.0.5). Tomando y = 1 da (A.0.3). �

Definición A.0.11 Una función f : R→ R se dice que es últimamente monótona
si existe a ∈ R tal que f es monótona en el intervalo [a,∞).

Teorema A.0.12 (Teorema de Densidad Monótona) Sea U(x) =

∫ x

0

u(y)dy. Si

U(x) ∼ cxρL(x) cuando x→∞, con c ∈ R, ρ ∈ R y L de variación lenta en ∞, y si
u es últimamente monótona, entonces

u(x) ∼ cρxα−1L(x), x→∞. (A.0.7)

Demostración. Primero supongamos que u es eventualmente no decreciente. Si
0 < a < b <∞, entonces

U(bx)− U(ax) =

∫ bx

ax

u(y)dy,

aśı, para x suficientemente grande,

(b− a)xu(ax)

xρL(x)
≤ U(bx)− U(ax)

xρL(x)
≤ (b− a)xu(bx)

xρL(x)
. (A.0.8)

Reescribiendo el término de en medio de (A.0.8), tenemos que

U(bx)

(bx)ρL(bx)
bρ
L(bx)

L(x)
− U(ax)

(ax)ρL(ax)
aρ
L(ax)

L(x)
→ c(bρ − aρ), x→∞,



esto último es gracias a que L es una función de variación lenta en ∞ y por la
hipótesis sobre U. Luego, la desigualdad izquierda de (A.0.8) da

ĺım sup
x→∞

u(ax)

xρ−1L(x)
≤ c(bρ − aρ)

b− a
,

tomando a = 1 y haciendo b ↓ 1, se tiene que

ĺım sup
x→∞

u(x)

xρ−1L(x)
≤ cρ.

De manera similar, podemos trabajar con la desigualdad derecha en (A.0.8) con b = 1
y haciendo a ↑ 1 encontramos que

ĺım inf
x→∞

u(x)

xρ−1L(x)
≥ cρ.

Aśı, la conclusión se sigue. Si suponemos que u es no creciente, el argumento es
similar al anterior. Con esto, queda demostrado el teorema. �

Teorema A.0.13 (Teorema Tauberiano de Karamata para series de potencias)
Si an ≥ 0 y la serie de potencias A(s) =

∑∞
n=0 ans

n converge para s ∈ [0, 1), entonces
para c, ρ ≥ 0 y L una función de variación lenta en ∞, se tiene

n∑
k=0

ak ∼
cnρL(n)

Γ(1 + ρ)
, n→∞, (A.0.9)

si y sólo si

A(s) ∼
cL
(
(1− s)−1

)
(1− s)ρ

, s ↑ 1. (A.0.10)

Si cρ > 0 y an es últimamente monótona, entonces ambas afirmaciones son equiva-
lentes a

an ∼
cnρ−1L(n)

Γ(ρ)
, n→∞. (A.0.11)

Demostración. Definamos

U(x) :=
n∑
k=0

ak, para n ≤ x < n+ 1.



Vemos que (A.0.9) es equivalente a

U(x) ∼ cxρL(x)

Γ(ρ+ 1)
, x→∞, (A.0.12)

ya que L(x) ∼ L(n) para n ≤ x < n+ 1 por el Teorema de Convergencia Uniforme.
De igual manera, (A.0.11) es equivalente a

u(x) ∼ cxρ−1L(x)

Γ(ρ)
, x→∞, (A.0.13)

donde u(x) := an para n ≤ x < n + 1. Luego, por el Teorema A.0.10, (A.0.12) es
equivalente a Û(s) ∼ cs−ρL(1/s) cuando s ↓ 0, o bien, equivalente a Û(1 − s) ∼
c(1− s)−ρL

(
1/(1− s)

)
cuando s ↑ 1. Pero

Û(1− s) =

∫ ∞
0

e−(1−s)xdU(x) =
∞∑
n=0

∫ n+1

n

e−(1−s)xu(x)dx,

y además

A(s) =
∞∑
n=0

ans
n ∼

∞∑
n=0

ane−(1−s)n =
∞∑
n=0

∫ n+1

n

e−(1−s)nu(x)dx = Û(1− s), s ↑ 1.

Luego, por Teorema A.0.10, (A.0.9) es equivalente a (A.0.10). Y por Teorema A.0.12,
(A.0.9) y (A.0.10) implican (A.0.11). Esto demuestra el teorema. �

Definición A.0.14 Una función f : [X,∞) → R se dice que es lentamente de-
creciente si

ĺım
λ↓1

ĺım inf
x→∞

ı́nf
t∈[1,λ]

[
f(tx)− f(x)

]
≥ 0, (A.0.14)

y es lentamente creciente si −f es lentamente decreciente.

Teorema A.0.15 Sean c, ρ ∈ R L una función de variación lenta en ∞ y U ∈
L1
loc[0,∞) y que se cumple una de las siguientes condiciones,

(i) ĺım
λ↓1

ĺım inf
x→∞

ı́nf
t∈[1,λ]

U(tx)− U(x)

xρL(x)
≥ 0

(ii)
U(x)

xρL(x)
es lentamente decreciente,



(iii) U es eventualmente positiva y logU es lentamente decreciente.

Entonces ∫ x

0

U(t)dt ∼ cxρ+1L(x), x→∞,

implica

U(x) ∼ c(ρ+ 1)xρL(x), x→∞. (A.0.15)

Las condiciones (i), (ii) y (iii) son llamadas condiciones tauberianas.

Demostración. Vamos a suponer que se cumple (i). Entonces para cada ε > 0,
existen X = X(ε), λ = λ(ε) > 1 tal que

U(y)− U(x) ≥ −εxρL(x), y ≥ x ≥ X, y/x ≤ λ. (A.0.16)

Para b ∈ (1, λ], ∫ bx

x

U(y)dy ∼
(
bρ+1 − 1

)
cxρ+1L(x).

Pero el lado izquierdo es al menos (bx−x)(U(x)− εxρL(x)) para x muy grande. Aśı,

ĺım sup
x→∞

U(x)

xρL(x)
≤ c(bρ+1 − 1)

(b− 1) + ε
.

Luego, si hacemos b ↓ 1 y ε ↓ 0, se tiene que el ĺım sup anterior es a lo más c(ρ+ 1).
Por otra parte, para b ∈ [1/λ, 1),∫ y

by

U(x)dx ∼
(
bρ+1 − 1

)
cyρ+1L(y), y →∞,

luego, para y muy grande, el lado izquierdo es a lo más∫ y

by

[
U(x) + εxρL(x)

]
dx = (1− b)yU(y) + ε(1 + o(1))yρ+1L(y)

∫ 1

b

tρdt.

Aśı, si hacemos b ↑ 1 y ε ↓ 0, se tiene que el ĺım inf anterior es al menos c(ρ+ 1). Por
lo tanto, se sigue (A.0.15).

�



Teorema A.0.16 (Teorema de Karamata, forma extendida) Supongamos que

U(·) ≥ 0, c ≥ 0, ρ > −1, Û(s) := s

∫ ∞
0

e−sxU(x)dx es convergente y L es una fun-

ción de variación lenta en ∞. Entonces

U(x) ∼ cxρL(x)

Γ(1 + ρ)
, x→∞, (A.0.17)

implica que
Û(s) ∼ cs−ρL(1/s), s ↓ 0. (A.0.18)

Rećıprocamente, (A.0.18) implica que (A.0.17) si y sólo si U satisface una de las
siguientes condiciones tauberianas enunciadas, donde ρ ∈ R, c ∈ R, L y U son como
en el Teorema A.0.15.

Demostración. Escribamos V (x) =

∫ x

0

U(y)dy, entonces V es no decreciente y su

transformada de Laplace se puede escribir como

V̂ (s) =

∫ ∞
0

e−sxdV (x) =
Û(s)

s
.

De esta manera, (A.0.18) es equivalente a V̂ (s) ∼ cs−(ρ+1)L(1/s), el cual, por la
forma monótona del Teorema Tauberiano de Karamata es equivalente a

V (x) ∼ cxρ+1L(x)

(ρ+ 1)Γ(ρ+ 1)
, x→∞. (A.0.19)

Por el Teorema A.0.9, (A.0.17) implica (A.0.19), y como (A.0.19) es equivalente a
V̂ (s) ∼ cs−(ρ+1)L(1/s), cuando s ↓ 0, entonces

Û(s) = sV̂ (s) ∼ css−(ρ+1)L(1/s) = cs−ρL(1/s), s ↓ 0.

Vamos a suponer que (i), (ii) o (iii) se satisfacen, supongamos también que (A.0.18)
se cumple. Entonces por lo probado arriba, tenemos que

V̂ (s) =
Û(s)

s
∼ cs−(ρ+1)L(1/s), s ↓ 0,

lo cual es equivalente a∫ x

0

U(t)dt = V (x) ∼ cxρ+1L(x)

(ρ+ 1)Γ(ρ+ 1)
, x→∞. (A.0.20)



Entonces, por el Teorema A.0.15, se tiene

U(x) ∼ 1

(ρ+ 1)Γ(ρ+ 1)
· c(ρ+ 1)xρL(x) =

cxρL(x)

Γ(ρ+ 1)
, x→∞.

Ahora supongamos que (A.0.17) implica (A.0.18). Entonces

U(x)

xρL(x)
∼ cxρL(x)

xρL(x)Γ(ρ+ 1)
=

c

Γ(ρ+ 1)
, x→∞.

Esto implica que

ĺım
λ↓1

ĺım inf
x→∞

ı́nf
t∈[1,λ]

U(tx)− U(x)

xρL(x)
= 0,

por lo cual se cumple (i). Esto demuestra completamente el teorema. �

Para la enunciación del siguiente teorema, vamos a usar la siguiente notación.
Consideremos la ley F en (A,∞) para algún número finito A.Definamos las siguientes
funciones,

Tσ(x) :=

∫ ∞
x

yσ dF (y) y Vσ(x) :=

∫ x

A

yσdF (y). (A.0.21)

Sean α < β números reales. Introduzcamos la siguiente condición:∫ ∞
A

yαdF (y) <∞,
∫ ∞
A

yβdF (y) =∞. (A.0.22)

Teorema A.0.17 Si la condición A.0.22 se cumple, y si Tα y Vβ son funciones de
variación regular, entonces el siguiente ĺımite existe,

ĺım
x→∞

xβ−αTα(x)

Vβ(x)
= γ ∈ [0,∞], (A.0.23)

y si, además, α < 0, entonces γ ∈
[
0, β/(−α)

]
. Reciporcamente, si (A.0.23) se

cumple y definiendo ρ ∈ [α, β] mediante

γ =
β − ρ
ρ− α

, (A.0.24)

existe una función L de variación lenta en ∞, tal que

Vβ(x)

xβ−ρL(x)
→ ρ− α, Tα(x)

xρ−αL(x)
→ β − ρ, x→∞. (A.0.25)



Lema A.0.18 Para cualquier ley F en [0,∞) y cualquier α > 0, tenemos∫ ∞
0

xα dF (x) = α

∫ ∞
0

xα−1
[
1− F (x)

]
dx.

Demostración. Vemos que

α

∫ ∞
0

xα−1
[
1− F (x)

]
dx = α

∫ ∞
0

xα−1

∫ ∞
x

dF (y)dx

=

∫ ∞
0

(∫ y

0

αxα−1dx

)
dF (y) =

∫ ∞
0

xαdF (x),

en la segunda igualdad se usó el Teorema de Tonelli. �

Para lo que sigue, vamos a denotar por µn al n-ésimo momento de la ley F en
[0,∞) mediante

µn :=

∫ ∞
0

xn dF (x), n = 0, 1, . . .

Cuando µn <∞, la transformada de Laplace F̂ de F se puede expandir en serie de
Taylor alrededor de 0, esto es

F̂ (s) =
n∑
k=0

µk
(−s)k

k!
+ o(sn), s ↓ 0.

Para comparar el comportamiento de la cola de F con el de F̂ en el origen debemos
eliminar el polinomio de Taylor

∑n
k=0 µk(−s)k/k!; esto lo haremos de la siguiente

manera

fn(s) = (−1)n+1

(
F̂ (s)−

n∑
k=0

µk
(−s)k

k!

)
,

gn(s) =
dn

dsn
fn(s) = µn − (−1)n

dn

dsn
F̂ (s).

Con esto, vemos que f0(s) = g0(s) = 1− F̂ (s).

Teorema A.0.19 (Bignham y Doney (1974)) Para L función de variación lenta
en ∞, µn <∞ para n ∈ Z+ y α = n + β con β ∈ [0, 1], las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) fn(s) ∼ sαL(1/s), s ↓ 0.



(ii) gn(s) ∼ Γ(α + 1)

Γ(β + 1)
sβL(1/s), s ↓ 0.

(iii) Cuando β = 0,

∫ ∞
x

tndF (t) ∼ n!L(x), x→∞.

(iv) Cuando 0 < β < 1, se tiene 1− F (x) ∼ (−1)n

Γ(1− α)
x−αL(x), x→∞.

(v) Cuando β = 1,

∫ x

0

tn+1dF (t) ∼ (n+ 1)!L(x), x→∞.

Cuando β > 0, todas las afirmaciones anteriores son equivalentes a

(−1)n+1F̂ (n+1)(s) ∼ Γ(α + 1)

Γ(β)
sβ−1L(1/s), s ↓ 0. (A.0.26)

Corolario A.0.20 Para α ∈ [0, 1], y L una función de variación lenta en ∞, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1− F̂ (s) ∼ sαL(1/s), s ↓ 0

1− F (x) ∼ L(x)

xαΓ(1− α)
, x→∞, α ∈ [0, 1). (A.0.27)

Para α = 1, se tienen las siguientes equivalencias,∫ x

0

y dF (y) ∼ L(x), x→∞∫ x

0

[1− F (y)]dy ∼ L(x), x→∞.

Demostración. Supongamos que α = 1. Por el Lema A.0.18, tenemos que∫ x

0

y dF (y) ∼
∫ x

0

[1− F (y)]dy, x→∞.

Por lo tanto, se tiene la equivalencia entre las afirmaciones∫ x

0

y dF (y) ∼ L(x), x→∞∫ x

0

[1− F (y)]dy ∼ L(x), x→∞.



Para α ∈ [0, 1), podemos usar los incisos (iv) y (v) del Teorema A.0.19 haciendo
n = 0 para concluir que las afirmaciones (A.0.27) son equivalentes. �

La teoŕıa de Karamata, considera relaciones tales como φ(λx)/φ(x)→ ψ(λ) cuan-
do x → ∞. Si hacemos f = log φ y k = logψ, entonces la relación anterior se
convierte en

f(λx)− f(x)→ k(λ), x→∞.

En general, se consideran relaciones asintóticas de la forma

f(λx)− f(x)

g(x)
→ k(λ), x→∞.

donde g : (0,∞) → (0,∞) es llamada la función auxiliar de f . Con frecuencia, se
toma a la función g como de variación regular. Si g es una función de variación regular
en ∞ de ı́ndice ρ, entonces k(λ) debe tomar la forma ch(λ) para alguna constante c,
donde, para λ > 0,

h(λ) ≡ hρ(λ) :=

∫ λ

1

uρ−1du =


log λ si ρ = 0

λρ − 1

ρ
si ρ 6= 0

Para una función de variación regular g en ∞ de ı́ndice ρ, definamos la clase Πg de
todas las funciones medibles que satisfacen

ĺım
x→∞

f(λx)− f(x)

g(x)
= chρ(λ), ∀ λ > 0. (A.0.28)

Cuando ρ = 0, podemos escribir g como L, donde L es una función de variación lenta
en ∞.

Definición A.0.21 Definimos la clase Π de Haan al conjunto de todas las funciones
f medibles para las cuales existe una función de variación lenta L en∞ tal que f ∈ ΠL

con c 6= 0.

Teorema A.0.22 (Teorema de Dynkin-Lamperti) Cuando t → ∞, existe una
ley ĺımite no degenerada para cada una de las variables aleatorias Yt/t, Zt/t y
(Yt/t, Zt/t) si y sólo si las siguientes afirmaciones se cumplen para α ∈ (0, 1) :

(i) 1− F (x) ∼ L(x)

xαΓ(1− α)
, x→∞.



(ii) 1− F̂ (s) ∼ sαL(1/s), s ↓ 0.

(iii) U(x) ∼ xα

L(x)Γ(1 + α)
, x→∞.

Las correspondientes leyes ĺımites tienen densidades qα(·), pα(·) y rα(·, ·) respectiva-
mente, donde

qα(x) =
sin πα

π
x−α(1− x)α−1, 0 < x < 1,

pα(x) =
sin πα

π
· 1

xα(1 + x)
, x > 0,

rα(u, v) =
α sin πα

π
· 1

(1− u)1−α(u+ v)1+α
, 0 < u < 1, v > 0.

Teorema A.0.23 Si F es una ley sobre [0,∞) y U es su función de renovación
asociada, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i)

∫
[0,x]

y dF (y) ∼ L(x), x→∞, para alguna L de variación lenta en ∞.

(ii)

∫ x

0

[
1− F (y)

]
dy ∼ L(x), x→∞, para alguna l de variación lenta en ∞.

(iii) 1− F̂ (s) ∼ sL(1/s), s ↓ 0, para alguna L de variación lenta en ∞.

(iv)
x
[
1− F (x)

]∫
[0,x]

y dF (y)
→ 0 cuando x→∞.

Demostración. La equivalencia entre (i), (ii) y (iii) es una consecuencia de la
Proposición 3.2.3 y el Corolario A.0.20, esto es, (i) y (ii) son equivalentes gracias al
Teorema A.0.20, mientras que (ii) y (iii) son equivalentes debido a la Proposición
3.2.3. Por último, vemos que (i) y (iv) son equivalentes gracias al Teorema A.0.17
haciendo α = 0, β = ρ = 1. �

Para lo que sigue, vamos a necesitar las siguientes notaciones y definiciones.
Sea

(
Xx
t ,≥ t ≥ 0

)
un proceso de Markov con probabilidades de transición esta-

cionarias P (x, dy, t) que empieza en x. Vamos a definir un “tiempo de ocupación”1

1En realidad, el tiempo de ocupación que un proceso de Markov estacionario X = (Xt, t ≥ 0)
pasa en B ⊂ S en el intervalo [0, t), donde S es el espacio de estados de X, se define como

Yt =

∫ t

0

1{Xu∈B}du, t ≥ 0.



mediante

Hx
t =

∫ t

0

V (Xx
u)du, (A.0.29)

donde V es una función no negativa y acotada. Esta variable aleatoria es finita y su
media también lo es, y esta se puede escribir como

E
[
Hx
t

]
=

∫ t

0

E
[
V (Xx

u)
]
du =

∫ t

0

du

∫
R
V (u)P (x, dy, u). (A.0.30)

Vemos que el comportamiento de E
[
Hx
t

]
cuando t → ∞ está determinado por el

comportamiento de ∫ ∞
0

e−stdtE
[
Hx
t

]
=

∫ ∞
0

se−stE
[
Hx
t

]
dt. (A.0.31)

En seguida, introduzcamos la condición de Darling-Kac∫ ∞
0

e−stdtE
[
Hx
t

]
∼ h(s), s ↓ 0, uniformemente en x ∈ {y : V (y) > 0} (A.0.32)

para alguna función h(s)→∞, s ↓ 0.

Para mayor simplicidad, vamos a prescindir del sub́ındice x del tiempo de ocupación
(Hx

t , t ≥ 0) y vamos a denotar a este proceso mediante Hx
t ≡ Ht para t ≥ 0.

Teorema A.0.24 Bajo la condición (A.0.32), si h(1/·) es una función de variación
regular en ∞ de ı́ndice α ∈ [0, 1], entonces Ht/h(1/t) converge en ley a Gα cuando
t→∞, donde Gα es la ley de Mittag-Leffler.

Demostración. Si h(1/t) = tαL(t) para alguna función L de variación lenta, en-
tonces aplicando el Teorema Tauberiano de Karamata a (3.2.3) nos da

E
[
Hk
t

]
∼ k!tkαLk(t)

Γ(1 + kα)
, t→∞,

aśı,

E

[(
Ht

h(1/t)

)k]
→ k!

Γ(1 + kα)
, t→∞,

y por lo tanto el resultado se sigue por el método de momentos. �



Teorema A.0.25 (Teorema de Darling-Kac) Si la condición (A.0.32) se cumple
y Ht/a(t) converge en ley a una ley no degenerada cuando t→∞ para alguna función
normalizadora a(·), entonces

a(t) ∼ Ch(1/t) ∈ Rα,

para algunas constantes C > 0, 0 ≤ α < 1, y Ht/h(1/t) converge en ley a la
distribución de Mittag-Leffler Gα.

Demostración. Sea T una variable aleatoria que tiene distribución exponencial
estándar independiente de el proceso X. Vemos que (3.2.3) se puede escribir como∫ ∞

0

e−tE
[
Ht/s/h(s)

]
dt→ k!, s ↓ 0,

o bien,
E
[
HT/s/h(s)

]
→ k!.

Notemos que el lado derecho de la ecuación anterior es el k-ésimo momento de T, y
por el método de momentos, tenemos que

P
(
HT/s/h(s) ≤ x

)
→ 1− e−x, s ↓ 0,∀ x ≥ 0.

Esto es, ∫ ∞
0

e−tP
(
Ht/s/h(s) ≤ x

)
dt→ 1− e−x, s ↓ 0. (A.0.33)

Supongamos por hipótesis, que Ht/a(t) → G, donde G es una ley no degenerada.
Como Ht es no decreciente en t, podemos suponer que a(·) es no decreciente. Aśı,
la función a(t/s)/h(s) es no decreciente en t. Por el principio de selección de Helly,
cada sucesión tal que σn ↓ 0, contiene una subsucesión con sn ↓ 0 tal que

a(t/sn)/h(sn)→ f(t), n→∞,

para alguna función f no decreciente con valores en [0,∞] en los puntos de con-
tinuidad de f. Reescribiendo (A.0.33), tenemos que∫ ∞

0

e−tP
(
Ht/s

a(t/s)
≤ x

h(s)

a(t/s)

)
dt→ 1− e−x, s ↓ 0,

haciendo s ↓ 0 a través de (sn)n≥1 tenemos que∫ ∞
0

e−tG
(
x/f(t)

)
dt = 1− e−x, x > 0.



Si f toma el valor ∞, necesariamente en algún intervalo (t0,∞), entonces el inte-
grando es identicamente e−tG(0) en ese intervalo, y como G(0) < 1 llegamos a una
contradicción haciendo x→∞. De manera similar, podemos llegar a una contradic-
ción cuando f toma el valor 0 en algún intervalo. La última ecuación dice que

E
[
G(x/f(T ))

]
= 1− e−x,

o escribiendo H como la ley de f(T ),∫ ∞
0

G(x/y)dH(y) = 1− e−x, x > 0.

El lado izquierdo de esta última ecuación es conocida como la convolución de
Mellin-Stieltjes de G y H. La transformada de Mellin-Stieltjes de 1 − e−x (la
función caracteŕıstica de 1− e−ex) es Γ(1 + it), la cual es distinta de cero para todo
t ∈ R. Aśı, podemos encontrar la función caracteŕıstica de H(ex) mediante división.
Luego, H queda determinada de manera única (por la ley G); consecuentemente, f
también está determinada de manera única. Por lo tanto, f no depende de la elección
de las sucesiones (σn)n≥1 y (sn)n≥1, lo cual da

a(t/s)/h(s)→ f(t), s ↓ 0, ∀ t > 0,

de donde
a(t/s)

a(1/s)
→ f(t)

f(1)
, s ↓ 0.

Por el Teorema 1.10.2, a ∈ Rα, α ≥ 0, y f(t) = f(1)tα. Entonces, lo anterior nos
da a(1/s) ∼ Ch(s), donde C = f(1) ∈ (0,∞), aśı h(1/t) ∈ Rα. Finalmente, la
variable aleatotia f(T ) = CTα tiene transformada de Mellin-Stieltjes E

[
(CTα)it

]
=

CitΓ(1 + αit), de donde la ley ĺımite G tiene transformada de Mellin-Stieltjes

C−itΓ(1 + it)

Γ(1 + αit)
.

Aparte del factor escalar, esto es Γ(1 + it)/Γ(1 + αit) el cual es la transformada de
la ley de Mittag-Leffler Gα para 0 ≤ α < 1 de otro modo lo anterior no seŕıa la
transformada de Mellin-Stieltjes de ninguna ley de probabilidad no degenerada. Por
lo tanto, h(1/t) ∈ Rα para 0 ≤ α < 1, y el resultado se sigue gracias la Teorema
A.0.24. �



Teorema A.0.26 Sea F una ley que cumple

1− F (t) = L(t)/t, t > 0,

donde L es una función de variación lenta en ∞ y supongamos que la media de F
es infinita. Entonces para 0 ≤ a ≤ 1, b ≥ 0,

ĺım
t→∞

P
(
m(Yt)

m(t)
≤ a,

m(Zt)

m(t)
≤ b

)
= mı́n{a, b}. (A.0.34)

donde Yt = t − SNt , Zt = SNt+1 − t para t ≥ 0 y Nt = máx{n ≥ 1 : Sn ≤ t} es la
última vez que S está por debajo de t.

Demostración. Vamos a suponer que F es no aritmética. Sea g la función inversa
de m continua estrictamente creciente, esto es, g(m(t)) = m(g(t)) = t. Como F tiene
media infinita, tenemos que m(t) → ∞ cuando t → ∞, aśı, g está definida en el
intervalo [0,∞). Fijemos 0 < a < 1, b > 0 y sea

at = g(am(t)), bt = g(bm(t)). (A.0.35)

Vamos a demostrar que

ĺım
t→∞

P
(
Yt ≤ at, Zt > bt

)
= máx{a, b} − b, (A.0.36)

lo cual, es lo mismo que (A.0.34). Para probar (A.0.36), es necesaria la siguiente
igualdad:

P
(
Yt ≤ a, Zt > b

)
=

∫ t

t−a

[
1− F (t+ b− y)

]
U(dy). (A.0.37)

En efecto, por definición, Yt = t − SNt , Zt = SNt+1 − t y Nt = n si y sólo si
Sn ≤ t < Sn+1. Por lo tanto, el evento {Yt ≤ a, Zt > b} ocurre si y sólo si para algún
n se tiene que Sn = y para t−a ≤ y ≤ t y entonces Zt = Sn+1− t = Xn+1 +y− t > b.
Gracias a la independencia entre Sn y Xn+1, la probabilidad condicional del segundo
evento es simplemente P(Xn+1 > t + b − y) = 1 − F (t + b − y). Multiplicando esto
por F ∗n(dy), la distribución de Sn y sumando sobre todos los y tal que t−a ≤ y ≤ t,
se obtiene

P
(
Yt ≤ a, Zt > b,Nt = n

)
=

∫ t

t−a

[
1− F (t+ b− y)

]
F ∗n(dy).

Sumando sobre todos los n ≥ 0 la ecuación anterior, llegamos a (A.0.37) ya que∑∞
n=0 F

∗n = U. �



Para lo que sigue, vamos a utilizar algunas notaciones y deficiniones. Sea S0 =
0 c.s. donde Sn =

∑n
i=1 Xi, para n ≥ 1 una caminata aleatoria en los enteros,

donde (Xi)i≥1 son variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas
con media E[X1] = µ > 0. Definamos también Mn = máx1≤k≤n Sk, y para x ≥ 0,

M(x) = máx
{
k ≥ 1 : Mk ≤ x

}
.

En este caso, M(x) + 1 es el primer tiempo de pasada fuera del intervalo (−∞, x]
por la caminata aleatoria (Sn)n≥1. Para la demostración del Teorema 3.1.7 vamos a
necesitar los siguientes resultados, el primero se puede encontrar en [27] y el otro en
[23].

Teorema A.0.27 Supongamos que (ξn)n≥1 es una sucesión de variables aleatorias
independientes e identicamente distribuidas que satisfacen

ĺım
n→∞

P
(
Sn − nµ
Bn

≤ a

)
= Gα(a), (A.0.38)

donde Gα es la función de distribución de una ley estable de ı́ndice α 6= 1 con la
propiedad de que Gα(0) = 0 para 0 < α < 1 y (Bn)n≥1 es una sucesión de constantes
positivas normalizadoras que satisfacen (A.0.38). Entonces

ĺım
x→∞

P
(
M(x)− µ−1x

µ−1B(x)
≥ −a

)
= Gα(a), 1 < α ≤ 2, (A.0.39)

donde, para el caso α = 2, B(x) satisface

ĺım
x→∞

xL(B(x))

B(x)2
=

µ

k2
1

, para algún k1 > 0,

y para el caso 1 < α < 2, B(x) satisface

ĺım
x→∞

xL(B(x))

B(x)α
=

2− α
αkα2

µ, para algún k2 > 0.

Demostración. Primero, veamos el caso α = 2. Escribamos

U(x) =

∫
|u|<x

u2dP(X1 < u),

entonces U(x) ∼ L(x) cuando x → ∞, donde L es una función de variación lenta
en ∞. Además, existe una constante k1 > 0 tal que

nU(Bn)

B2
n

→ 1

k2
1

, n→∞. (A.0.40)



Ahora, sean n y x que crecen de tal manera que

x− nµ ∼ Bna (A.0.41)

y vemos que
B(x) ∼ Bn. (A.0.42)

Luego, de (A.0.40), (A.0.41) y (A.0.42), vemos que B(x) satisface

nU(B(x))

B2(x)
→ µ

k2
1

, x→∞. (A.0.43)

Entonces,

P(M(x) < n) = P
(
M(x)− xµ−1

µ−1B(x)
<
nµ− x
B(x)

)
→ P

(
M(x)− xµ−1

µ−1B(x)
< −a

)
, x→∞.

(A.0.44)
Por otra parte, tenemos que

P(M(x) < n) = P(Mn > x) = P
(
Mn − nµ

Bn

>
x− nµ
Bn

)
→ 1−Gα(a), x→∞.

(A.0.45)
Por lo tanto, de (A.0.44) y (A.0.45), se obtiene

ĺım
x→∞

P
(
M(x)− xµ−1

µ−1B(x)
≥ −a

)
= Gα(a),

que era lo que se queŕıa.
Ahora consideremos el caso 1 < α < 2. En este caso, podemos escribir

P
(
|X1 − µ| > x

)
∼ x−αL(x), x→∞,

donde L(x) es una función de variación lenta en ∞ y para algún k2 > 0 se cumple
que

nL(Bn)

Bα
n

→ 2− α
αkα2

, n→∞. (A.0.46)

Como antes, hagamos crecer a x y a n de tal forma que

x− nµ ∼ Bna (A.0.47)

y con ello tenemos que
B(x) ∼ Bn. (A.0.48)



Luego, de (A.0.46), (A.0.47) y (A.0.48) tenemos que B(x) satisface

xL
(
B(x)

)
Bα(x)

→ 2− α
αkα2

µ, x→∞. (A.0.49)

El resto de la demostración es como arriba. �

Teorema A.0.28 Si σ2 :=Var(ξ) <∞, entonces

ĺım
n→∞

P
(
Nn ≥

n

µ
− σx

µ3/2
n1/2

)
= Φ(x) :=

1

(2π)1/2

∫ x

−∞
e−y

2/2dy. (A.0.50)

Demostración. Si σ2 := Var(X1) <∞, podemos usar la igualdad

P(Nn ≥ m) = P(Sm ≤ n) (A.0.51)

y el teorema del ĺımite central, y obtenemos, para x fijo

P
(
Sk ≤ kµ+ k1/2σx

)
→ Φ(x) =

1

(2π)1/2

∫ x

−∞
e−y

2/2dy.

Luego, haciendo n = kµ+ k1/2σx, vemos que

k =
n

µ
− σx

µ1/2
k1/2 ∼ n

µ
− σx

µ3/2
n1/2,

y por (A.0.51) tenemos que

P
(
Nn ≥

n

µ
− σx

µ3/2
n1/2

)
∼ P

(
Nn ≥

n

µ
− σx

µ1/2
k1/2

)
= P(Sk ≤ n)→ Φ(x), n→∞.

�

Teorema A.0.29 Una variable aleatoria con distribución F pertenece al dominio de
atracción de una distribución estable si y sólo si existe una función L de variación
lenta en ∞ tal que

E
[
X21{|X|≤x}

]
∼ x2−αL(x), x→∞. (A.0.52)



Conclusiones

La introducción de la variable aleatoria Nn, el tiempo que tarda la caminata
aleatoria (Sn, n ≥ 0) en sobrepasar el nivel n, jugó un papel crucial en la
determinación del comportamiento asintótico de cualquier colección de vari-
ables aleatoria (Mn, n ≥ 1) que cumpĺıan (3.1.2). Lo que se desarrolló en el
Caṕıtulo 3 aclara este punto. El comportamiento ĺımite de Nn determinó el
comportamiento ĺımite de Mn.

El método de momentos enunciado y demostrado en el Caṕıtulo 2 fue pieza
fundamental en la demostración de uno de los teoremas más importantes de
este trabajo, a saber, el Teorema 3.1.6.

Tres de los cuatro teoremas enunciados en el Caṕıtulo 3 fueron utilizados para
determinar el comportamiento asintótico de Xn, la variable aleatoria subya-
cente al β(a, b)-coalescente asociado en cuestión, en uno de cuyos casos apare-
ció el coalescente de Bolthausen-Sznitman al hacer a = 1 y b = 1. El coalescente
de Kingman apareció cuando se consideró a la medida finita Λ en [0, 1] como la
distribución Beta de parámetros 2− α y α con 0 < α < 2 y haciendo α ↑ 2. El
caso cuando a ≥ 2 se descartó, ya que el enfoque que se utiliza para estudiar a
los β-coalescentes es muy diferente al de este trabajo.

Vale la pena mencionar que existen resultados más generales y más fuertes que
los mencionados en este trabajo de tesis. Estos hablan sobre la convergencia
de procesos estocásticos muy particulares, los cuales están relacionados con
lo hecho en esta tesis, véase [38]. Resulta que el modelo de Wright-Fisher se
obtiene como el ĺımte de procesos ancestrales escalados en el tiempo a través
de la convergencia de sus distribuciones finito-dimensionales.

En resumen, lo que se puede obtener de todo lo hecho en este trabajo en relación
a Xn, lo podemos resumir en la siguiente tabla (véase [45]), la cual ilustra los
distintos casos que se presentan cuando se toma b = 1 y 0 < a := 2− α < 2 :
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α Comportamiento asintótico de Xn

α→ 2 Xn = n− 1

1 < α < 2
Xn − (α− 1)n

(α− 1)n1/α

L→ µα, (α-estable)

α = 1
(log n)2

n
Xn − log n− log(n log n)

L→ µ1, (1-estable)

0 < α < 1
Xn

Γ(2− α)nα
L→
∫ ∞

0

e−Utdt, (U es un subordinador)
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Toulouse 11, 33-45.

[10] Bertoin J. and Yor M. (2004). Exponential functionals of Lévy processes. Prob.
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45-56.

[12] Bingham N. H. (1972). Limit theorems for regenerative phenomena, recurrent
events and renewal theory. Z. Wahrscheinlichkeitsth. 21, 20-44.

[13] Bingham N. H. , Goldie C. M. and Teugels J. L. (1989). Regular Variation.
Cambridge University Press.

[14] Bolthausen E. and Sznitman A.-S. (1998). On Ruelle’s probability cascades and
an abstract cavity method. Comm. Math. Phys. 197, 247-276.

[15] Carmona P., Petit F. and Yor M. (1994). Sur les functionnelles exponentielles
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[36] Möhle M. (2000). Ancestral processes in population genetics: the coalescent. J.
Theoret. Biol. 204, 629-638.
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