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Resumen

Se empezara dando una pequena introduccion a los subordinadores, ya que éstos
son pieza clave en el estudio de los coalescentes. Los coalescentes son procesos de
Markov a tiempo continuo con valores en el espacio de las particiones de los niimeros
naturales tal que su coalescente restringido es una cadena de Markov con valores en
el espacio de las particiones de {1,2,...,n} regida por sus tasas de transicién. Tam-
bién se dara una ilustracion gréafica del comportamiento de esta clase de procesos.
Enseguida se explica la relacion entre los subordinadores y los coalescentes medi-
ante un resultado importante sobre los momentos de funcionales exponenciales para
subordinadores.

El objetivo de este trabajo de tesis consiste en estudiar el comportamiento asintético
del nimero de generaciones que se debe de ir hacia atras en el tiempo del coalescente
restringido iniciando con una cantidad finita de individuos hasta que haya un solo
individuo en la poblacion. Esto se hard mediante el estudio de las caminatas aleato-
rias con una barrera analizando el nimero de saltos que ésta da por debajo de una
barrera fija iniciando en cero. Después se dan unos resultados importantes acerca
de resultados asintéticos sobre colecciones de variables aleatorias que cumplen cierta
recursion en ley.

Como una aplicacion a los beta-coalescentes, se hace énfasis en algunos resultados
del péarrafo anterior. Aqui se intruducen coalescentes cuyas tasas de transicién estan
caracterizadas por la distribucién beta de pardmetros a y b, tomando como casos
especiales 0 < a < 1,b=1,1<a < 2,b=1y a=>b= 1. De ahi que surjan, como
consecuencia, el coalescente de Kingman y el coalescente de Bolthausen-Sznitman.

Por ultimo se da un resumen de lo que se obtuvo en este trabajo de tesis mediante
una tabla.
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Introduccion

El presente trabajo concierne al area de genética poblacional. La teoria de coa-
lescencia tuvo su origen en fisica y en genética. Se estudiaron modelos en fisica
estadistica donde los objetos de diferentes masas se movian en el espacio. Cuando se
acercan dos objetos de masas x y y, digamos, pueden coalescer en un objeto de masa
x + y. En estos modelos se supone un kernel K(z,y) que especifica la propensién
con la que estos objetos se fusionan. Se estudian modelos con un numero fijo de
objetos n asi como también una cantidad numerable de ellos. En 1998, Evans y
Pitman introdujeron tal proceso de coalescencia markoviano en general, ver [22]. En
1998, Aldous y Pitman estudiaron el coalescente aditivo estandar (el proceso cuyo
kernel estd dado por K(z,y) = = + y) y presentaron una construccién via una des-
composicién de Poisson en &drboles aleatorios continuos, ver [3]. Aldous, en 1997,
estuvo interesado en los procesos de coalescencia multiplicativos (su kernel estéd dado
por K(z,y) = zy), véase [2].

En genética matematica de poblaciones, la teoria de coalescencia se remonta a
Kingman en 1982, ver [32], [33] y [34]. El impacto genético se describe muy bien en
los articulos [19], [28], [35], [36] v [39]. Un ejemplo especial de proceso de coalescencia
con colisiones miltiples fue introducido por Bolthausen y Sznitman en 1998, ver [14].
Otras construcciones recientes de este proceso, basado en la genealogia de procesos
de ramificacién de estados continuos y sobre esquemas de subordinacién, fueron
presentados en [6] y [7].

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Capitulo [I| se introducen
conceptos basicos a cerca de subordinadores, asi como también de sus propiedades.
Se introduce también elementos de teoria de potencial y varios aspectos sobre el
pasaje a través de un nivel, en donde se emplea de manera crucial la féormula de
compensacién, véase [4], [§], [I8] y [42].

El Capitulo[2|es muy importante, ya que en él se dan varias propiedades deseables
que tienen los subordinadores, necesarias para estudiar el Capitulo [3] Esta parte es
concerniente a las funcionales exponenciales para subordinadores, ver [10], [8], [9],
[11], [I5] y [16]. Dichas funcionales nos serviran para caracterizar a ciertas variables



aleatorias especiales que se veran en el siguiente capitulo. Luego se ilustran algunos
ejemplos en donde se aplican estos conceptos y propiedades, ver [8] y [10]; esto con
el fin de comprender mejor los capitulos subsecuentes.

El Capitulo (3] es la parte central de este trabajo, ya que se analiza el com-
portamiento asintotico de dos variables aleatorias importantes; en esencia vamos
a basarnos en [30] y [31]. Primero, se definen dos caminatas aleatorias no decre-
cientes con valores en los enteros positivos; una simple y la otra con una barrera
n, las cuales denotaremos por S y R(™. Posteriormente, defi-nimos dos variables
aleatorias que denotaremos por N, y M,; una cuenta el nimero de pasos necesarios
para que la caminata aleatoria simple cruce el nivel n y la otra cuenta el nimero de
saltos de la caminata aleatoria con barrera antes de sobrepasar ese nivel, ver [31].
Después definimos una cadena de Markov decreciente Z que inicia en n pero que es
absorbida por el 1, también se define M,, (no es la M, anterior) como la variable
aleatoria que cuenta los pasos que se necesitan para que dicha cadena de Markov sea
absorbida por el 1 condicionada a que empiece en tal nivel, véase [31]. El objetivo de
este capitulo es determinar el comportamiento asintético de cualquier coleccién de
variables aleatorias (M,,, n > 1) que cumplen con cierta recursién en ley a través de
N,,. Se enuncian y demuestran cuatro teoremas que determinaran el comportamiento
asintotico de M,, bajo ciertas hipdtesis usando varios resultados limites relacionados
con N,, que seran probados mediante muchos resultados de [13].

Finalmente, en el Capitulo {4]se introducen los procesos de coalescencia y sus apli-
caciones, asi como también de algunos ejemplos de esta clase de procesos, como son el
coalescente de Kingman, el coalescente de Bolthausen-Sznitman y los [3-coalescentes.
Todo esto se hace con el fin de aplicar los resultados principales mencionados en
el Capitulo [3| acerca de X,,, la variable aleatoria que cuenta el numero de saltos
que da el coalescente restringido hasta que haya un sélo bloque. Para definiciones
y propiedades de los coalescentes intercambiables, ver [5]. Los resultados de este
capitulo se basan en [29], [30], [31], [I7] and [45]; el primero muestra la aplicacion
para el coalescente de Bolthausen-Sznitman.

El objetivo de este trabajo de tesis, es determinar el comportamiento asintético
de X,, renormalizado adecuadamente.



Capitulo 1

Subordinadores

Los subordinadores forman una subclase de procesos de Lévy los cuales tienen
trayectorias crecientes. Se especifican las distribuciones relacionadas a sus primeros
tiempos de pasada por arriba de un nivel fijo. Estas proporcionan una familia im-
portante de teoremas limite conocidos, como son la ley del arcoseno, entre otros.

En este capitulo vamos a definir a los subordinadores y enunciar sus propiedades;
se dara la construccion de un subordinador. Luego, proporcionaremos nociones de
medida potencial asi como también de sus propiedades para después analizar los
overshoots y los undershoots de los subordinadores cuando estos cruzan cierto nivel.

1.1. Definiciones y Propiedades Basicas

Definicién 1.1.1 Un subordinador es un proceso de Lévy que toma valores en
[0,00), esto es, que sus trayectorias son no decrecientes.

A lo largo de este capitulo supondremos que X = (X, ¢t > 0) es un subordinador.
Como la ley de los subordinadores es infinitamente divisible y sus trayectorias son
cadlag, entonces su transformada de Laplace se puede expresar como

E[exp{—AX;}] = exp{—t®(\)}, A >0, (1.1.1)

donde @ : [0,00) — [0,00) es el exponente de Laplace asociado a X. Lo dicho arriba
se puede enunciar y demostrar como sigue.

Lema 1.1.2 FExiste una funcion ® : R, — R, tal que

E [6—/\Xt] _ 6—@@)7

para todo t, A > 0.
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Demostracion. Para t = n, observemos que
Xn=X1+(Xo = X1) + (X5 — Xo) + -+ (X, — Xpm1),

usando la propiedad de incrementos independientes y estacionarios, tenemos

E [ef)\Xn} —E [e*)\Xle*)\(XQ*Xl) . e*)\(Xn*Xn—l)] — ﬁ]E [efA(Xiinfﬂ} —F |:ef)\X1:|n 7

=1

con Xy = 0 casi seguramente.

Ahora tomemos ¢t = p/q, donde p,q € Z* con q # 0, de igual manera que
E [e—AXp/q} _E [e—/\Xl/q}P.
Por otro lado,
X=Xy (X =) e (- X )
asi,
E [e ] = E [e )77

Sit >0, existe {t,,n > 1} C Q tal que t, | ¢, por la continuidad por la derecha,
X = limy,, 4 Xy, c.s. y como M — At por teorema de convergencia dominada,
tenemos

E [e_AXt} = E [h’m e_)‘X’fn]

n—0o0

= lim E [e”\Xl]t"
n—oo

— E[e)"
Esto es, para cualquier ¢ > 0 se satisface
E [e_’\Xf} =K [e‘AXl]t.

Ahora, si definimos ® : R, — R, tal que E(e™**1) = ¢=®™ para todo A > 0,
tenemos
E [e”\Xt] =N para todo A, t > 0.

O

El siguiente teorema determina de manera explicita al exponente de Laplace de un
subordinador.
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Teorema 1.1.3 (De Finetti, Lévy, Khintchine) .

(i) Si @ es el exponente de Laplace de un subordinador X = (X, t > 0) entonces
existe una unica pareja (k,d) de reales no negativos y una unica medida I1 en
(0,00) con [(1 A x)I(dx) < oo tal que para todo X > 0,

PN =k +d\+ / (1— ) (dz). (1.1.2)
(0,00)

(11) Reciprocamente cualquier funcién ® que puede expresarse en la forma
es el exponente de Laplace de un subordinador.

Demostracion. Tenemos que para todo t > 0, E [e*AXt} = e ®M_ Observemos que
1 — e~ ®(@)/n o
— { —_— = { — e (q)/n
2= T = e,

Por otro lado,

E [1 — e_)‘Xl/"} =1-E [e_’\Xl/"} =1—e %@/

Asi,
®(q) = lm nE[1—e Mn]
n— o0
= o [,
= ¢ lim e nlP (x < Xl/n) dz
= ¢ lim e " F,(z)dw,
n—oo 0

donde F,(x) = nP (a: < Xl/n). Por lo tanto,

) o _
(@) = lim e F,(z)dx.
q n—oo 0

Por el teorema de continuidad extendida de transformadas de Laplace, (F,(z),n > 1)
converge conforme n se va a infinito hacia una medida definida en [0,00]. Y como
cada F;, decrece, el limite es, necesariamente, de la forma

F,(z)dz — dbo(dx) + F(x)dz, n — oo,
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con d > 0y F una funcién no decreciente. Entonces,
) o0 _
®(a) = lim e  F,(x)dz
q n—oo 0

_ /O e (dby(da) + Fla)da)

= d+/ e " F(z)dx
(0,00)

En consecuencia,

() = Floo)+dg+ / T - e md(—F(u))
= k+dqg+ /00(1 — e MII(dx),

con k = F(c0) y Il(dz) = d(—F(x)) en (0, 0).

Ahora, veamos que

1

/ (1A2)T(de) = [ aTI(de) +T1(1, 50)
(0,00)

/1 TT(da)dy + TI(1, 00)

1
1

(y, 1)dy + II(1, 00)
1

=

(y,00)dy

1
F(y)dy < .

I
S— — — — F—
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Esto concluye la prueba de la primera parte del teorema.

A continuacién, probemos la segunda parte del teorema. Tenemos que
O\ =k+d\+ / (1 —e ) I(dx).
(0,00)
Supongamos que d = 0. Tomemos II tal que f(o ) (1 Ax)II(dx) < oo. Definamos
f:[0,00) x [0,00) = R, como f(s,2) = x1{sc0.)-

Para B € B(]0,00)) x B([0, o0]), consideremos

M(B) = 1{wanes

t>0

la medida aleatoria de Poisson con intensidad A®[II 4 kdo] sobre E = [0, 00) X [0, o0},
donde X es la medida de Lebesgue en [0, 00). Asi (A, ¢ > 0) es un proceso puntual
de Poisson con medida caracteristica Il + kd,. Ahora definamos

(oo = Inf{t: Ay = 00}

Y, = ZAS.

0<s<t

y para todo t < (o,

Observemos que
/ f(s,z)M(ds ® dz) = / tlise M (ds ® dz)
E E

= / $1{86(07t]} Z 5(t/7At/) (dS ® dZE)
E

t'>0
= Z/ mé(t':At/) (dS ® da:)
<t/ E
¥
<t

la ultima igualdad es por que o a,)(ds®dr) = 1siysolosis =ty x= Ay

Asi,
Yt:/f(s,x)M(ds@)d:c).
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De la férmula de Campbell, tenemos

E[e] =E [e_<M"If>} = exp {— /(1 — e VNN @ [T+ ko) (ds @ dx)} ,
pero

_ / (1= e D) AR [IT + k] (ds ® da)
_ / / (1 - ewlecon) (ds @ [I1(dx) + ko (da)])
(0,00) J(0,00]
:_/O /(O (107 (s @ () + Kb ()
= —t 1 —e ) Il(dz) — 1 —e %) kdo(dx
/(Om)< JI(de) —t [ (1 - ™) ki(de)

(0,00]

R /(0700) (1 _ equ) I(dz) — tk, (1.1.3)

en consecuencia
—qYy] _ k=t [ oo (1—e7 9 )TI(dx)
E [e q t} =e Joo, )( ) ,

para todo t, g > 0.

Ahora, veamos que Y; < oo c.s. para todo t < (.. Observemos que para y > 0,
0<e¥V<l,asl,1—e¥<1.Siy<l,

e Y= 1—y—l—z<_ny,) )
n=2 ’

con y >, (;Lﬁ > 0, lo cual implica que e™¥ > 1 — g, es decir, y > 1 —e™Y, por lo
tanto

1—e¥ < 1Ay, para toda y > 0.

Usando lo anterior y que f(o OO)(1 A x)II(dz) < oo, tenemos

/ (1—e™)II(dx) < / (1A x)I(dx) < oo.
(0,00)

(0,00)
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Asi, usando el hecho de que existe una constante C, tal que (1—e™%*)(1—e™*)"! < C,

(0,00) l—e>®

< C, /(0700) (1 —e ) I(dx)

< C'q/ (1A x)I(dz) < 0.
(0,00)

/(0700) (1— ™) TI(dz) = / ﬂ(l — e )T(d)

Concluimos que
/ (1 —e %) II(dz) < oo.
(0,00)
Por teorema de convergencia dominada, notemos lo siguiente
? —qYy] _ 14 —qYi
lim B o™ ] = 1mE [e™ 11y <oc}

=P(Y; <00).

Por otro lado, de
E [e’thl{Yt@o}] = exp {—t/ (1—e%) H(dx)}
(0,00)

y
’ _ aqz _ ’ gz _
511)% (1—e %) I(dz) = / }Jl_r)l% (1 —e %) II(dz) =0,
(0,00) (0,00)
en consecuencia
P(Y; < o0) = 1.

Entonces, si d = 0 en la ecuacion ([1.1.2))

E [e=] = e (ko (1me7)10) _ o~t0(0)
También, como Y; = fE Tlsco,qyM(ds x dzx), Y; es no decreciente. Ademas,
Yips =Y = / fEl{ue(t,tJrs]}M(dU x dx),
E

es independiente de la medida aleatoria Poisson M restringida a (0,t] x (0, 00), por
lo que (Y45 — Y;) es independiente de {Y,,u < t}. Con lo que se concluye que Y
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tiene incrementos independientes.
Veamos que Y tiene incrementos estacionarios. Sean s,t > 0. Entonces

) [e—MM,f)}
—sk—s [(1—e~*)II(dx)

“A(Yegs—Yr) A Jg L fue(r,i+s))y M (duxda)
E |e Ele

= e
= E [e*’\YS} .
Entonces,
Yis — Y £V,

para todo t > 0. Ahora, tomemos d > 0 y definamos
v, = dt +,.

De esta manera "
—qY, —qdt—qYy] _ —t®
E[eq’f}:E[eq ‘“}—e (Q)7
con

O(q) =k+dg+ /(0 | (1 —e %) II(dx),

esto concluye la prueba. O

Existen dos familias importantes de subordinadores, la de los procesos de Poisson
y la de los subordinadores estables. En seguida daremos la definicién de subordinador
estable.

Definicién 1.1.4 Se dice que un subordinador es estable de indice a € (0,1) si su
exponente de Laplace es tal que

o (o9}
SN =\"= —— 1 —e )z~ 17dy.
W) =2 =t [ =)
Una tercera familia importante de subordinadores son los procesos Gamma con

parametros a, b > 0. Estos son aquellos procesos cuyo exponente de Laplace esta dado
por

@mﬁNA)::akg(l%—A/M::t/‘ (1—e™)az e "dx,
0

donde la segunda igualdad es conocida como la integral de Frullani. En este caso,
1@ (dz) = az'e " dx es la medida de Lévy y el coeficiente de drift es cero.
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1.2. Medida Potencial

Un objeto importante en el estudio de los subordinadores, es sin duda, la medida
potencial.

Definicién 1.2.1 Dado un subordinador X con exponente de Laplace ®, y B €
B(R"), la medida potencial de X se puede definir como

U(B) = E [ /0 h 1{Xt63}dt} |

De manera alternativa, podemos definir la medida potencial (asociada a X') me-
diante

U(d) = /0 TB(X, € da)dt,

y su funcién de distribucién, denotada por U(x), es conocida como la funcién de
renovacion de X. Si T, := T{, . es el primer instante en el que X sobrepasa el
nivel z, entonces podemos escribir U(z) como

U(z) = U([0,2]) = E[T;].

Notemos que la medida potencial U(dz) tiene como transformada de Laplace

1
UM = / e MU(dr) = ——, paratodo A > 0. (1.2.1)
0,00) (N)

En efecto, para A > 0, tenemos que

U\ = /0 h e MU (dz) = /0 e ( /0 h P(X; € da:)dt)
= /0 N ( /0 N e MP(X, € da:)) dt = /0 OOE[e*AXt}dt

o0 1 o0 1
= [ e"®WVdt=— / d(N)e PNt = ——.
/o 50 J T 5y

El siguiente lema justifica el nombre funcion de renovacion.

Lema 1.2.2 Sea Y = X., donde e es una variable aleatoria con ley exrponencial
estandar e independiente de X y Y1,Ys,... copias de Y independientes e idéntica-
mente distribuidas. Pongamos a So =0 y S, = Z;L:1 Y; para n > 1. Escribamos la
funcion de renovacion V- mediante V(xz) = >~ P(S, < ) para x > 0. Entonces

V(z)=14U(x), para todo x> 0.
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Demostracién. Como

E[e™*] :/O e MP(Y € dx) / / P(X; € dz)dt

1
_ —tE —AX¢ dt = / —t —tq)()\)dt
[ e = | ET5Y)

-3 RS <0 =3P

entonces V' (dz) ZF “(dx), donde F*" es la n-ésima convolucién de F(dz) =

n=0
P(Y € dz). Luego, la transformada de Laplace de V es

e MV (dr) = / e M Z F*(dz) = Z/ e M F*(dx)
n=0 0

1

— nZ:OE[e—)\Sn nZ:O —)\Y 1 - E[e_)\y}
- 1 1) 1
S 1 TPV 1OV

1+ &0\

Por otra parte, la transformada de Laplace de U, de acuerdo con (|1.2.1)), esta dada
por

De lo anterior, vemos que V() = 1+ U(A) para todo A > 0, y como la transfor-
mada de Laplace caracteriza a las distribuciones, concluimos que V(z) = 1+ U(z)
para todo x > 0. U

Observacion 1.2.3 Este lema nos dice que los resultados asintoticos tales como el
teorema de renovacion tienen andlogos para subordinadores.

Nos interesa el comportamiento de U para x suficientemente grandes y pequenos.
El siguiente lema nos sera de utilidad para probar el corolario sobre el comportamien-
to de U.
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Lema 1.2.4 Supongamos que para \ > 0

O =A [T = [T ey (1.2.2)

donde W es no negativa, no decreciente y tal que existe existe una constante ¢ > 0

con
W(2z) < cW(x) para todo x > 0. (1.2.3)

Entonces

W(x) ~ f(1/x), (1.2.4)

donde =~ significa que la razon de los lados de la relacion anterior estd acotada por
arriba y por abajo mediante constantes positivas para todo x > 0.

Demostracién. De la segunda igualdad de ([1.2.2)) se sigue que
W(k/N) = FIW (k/A) / e~Vdy < o / W (y/N)dy < e F(V),  (1.2.5)
k 0

y haciendo k = 1 se obtiene una de las cotas que necesitamos. Ahora, usando la
condicién ([1.2.3]) junto con la segunda igualdad de ((1.2.2)) se obtiene

fO0v2) = [T ey <e [T ey - ef),
0 0
Usando esto ltimo y reescribiendo (|1.2.5) como

W(y/A) <e?f(A/2),

para todo x > 0, esto nos da
= [ W+ [ Wi/neay
0 T

< W(x/)\)/ e_ydy+f(/\/2)/ e¥/2evdy
0 T
(1= e )W (w/A) + 2672 (2/2)
< (1 —e™W(x/N) + 2cf(N)e /2
Despejando f(\) de la desigualdad anterior, se obtiene

(1 —e ™) W(x/N)
(1 — 2ce™%/?)

fA) < (1.2.6)
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Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢ > 1/4, y que podemos eligir
xo = 2logdc y un entero positivo ng tal que 2™ > zy. Entonces, de esto ultimo,
(1.2.6) y usando la condiciéon ((1.2.3]), podemos deducir que

FO < <1 - ﬁ) W < 22 (1 - ﬁ) W(1/\)

N | —

1
< no+1 -
<ot (1= g ) wam,

y de esta manera hemos encontrado la otra cota. Por lo tanto, W(x) ~ f(1/xz) para
todo x > 0. [

Por ultimo, veamos el siguiente corolario, que es el objetivo principal de esta
seccion.

Corolario 1.2.5 Sean X un subordinador e I(x) :/ (y)dy. Entonces
0

Ulz) ~ <I>(11/x) y @;@ ~ I(1)z) +d. (1.2.7)

Demostracién. Definamos la funcién f(z) = 1/®(z) para todo z > 0y sea W (zx) =
U(z) en el Lema [1.2.4] Entonces

fA) = ﬁ = /0 h e MU (dz) = /0 h ()\ / h e—kydy> U(dz)

— /OOO Ae /Oy U(dz)dy = /OOO e MU (y)dy = /OOO e U(y/A)dy.

De este modo, se cumple la condicién para f en el Lema Vemos que W es
no negativa y no decreciente ya que U lo es, y ademds, como U es subaditiva,

W2zx)=UR2z)=U(z+2z) <U(x)+U(x) =2U(z) = 2W(z),

por tanto, se cumple la condicién (|1.2.3) tomando ¢ =2 > 0. Asi,

para todo z > 0.

) ~ (1)) = g7
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Vamos a demostrar que U, en efecto, es subaditiva. Vemos que para todo x,y > 0,
se tiene la contencion de eventos {t >0: X; >z +y} C{t >0: X; >z} U{t>0:
X >y}, de aqui, se obtiene 1,4, < T, +T,, y por tanto,

Uz +y) =E[T,4,] <E[T.] +E[T,] =U(z) + U(y).

Luego, U es subaditiva.
Para la segunda parte, definamos ahora f(x) = ®(x)/x para todo x > 0 y haga-
mos W(z) = d+ I(z), para z > 0. Entonces, para todo A > 0 se obtiene

) = ? —d+t % /OOO (1— e )T(de)

=d+ 1/ <)\/ eAydy) I(dx)
)\ 0 0

_ d+/ e‘Ay/ T(dz)dy = d+/ e MII(y)dy.
0 y 0

Trabajemos con la ultima integral de la ecuacion anterior. Hagamos

/ e VI (y)dy = lim e MII(y)dy
0

T—00 0

y realizando una integracion por partes, tenemos

/ e‘”ﬁ(y)dy:e_kyl(y)‘m—#/ /\e—Az[(x)dx:/ e ] (z)dx,
0 0 0

0

en lo anterior, eI (y) — 0 cuando y — 0o, ya que ¢ — 0 cuando y — oo y I(-)
es una funcién decreciente (ya que II(-) lo es). Luego, f(A) nos queda

fA)=d+ / e M (z)dx = / Ade *dz + / Ae [ (z)dx
0 0 0

= )\/OOO e M(d+ I(z))de = /000 e " (d+ I(z/N))dz,

y con esto se cumple ([1.2.2]). Vemos que W es no negativa y no decreciente ya que [
también lo es y d > 0, y ademas, para x > 0

W(2zx)=d+1(2x) =d+ /O%ﬁ(y)dy <d+ 2/0$ﬁ(y)dy

<2d+ 2/Oxﬁ(y)dy —2(d + I(x)) = 2W(x).
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se cumple la condicién ([1.2.3) poniendo ¢ = 2. De esta manera, concluimos que

®(z)

= f(x) = W(1/x) =d+ I(1/x) paratodo z > 0.

1.3. Pasaje a través de un Nivel

Estamos interesados en los undershoots y overshoots de un subordinador cuando
cruza un nivel x > 0, y en la posibilidad de que lo cruce de manera continua. Vamos
a utilizar la férmula de compensacién para probar el teorema de los undershoots y
overshoots de un subordinador, véase [42].

Consideremos un espacio medible (U,U) al que le anadimos un punto ¢, y defi-

namos Ue := U U{(} y Ue =0 (U,{¢}).

Definicién 1.3.1 Un proceso (e;, t > 0) definido en un espacio de probabilidad
(2, F,P) con valores en (U, U¢) se dice que es un proceso puntual si

() la funcién (t,w) — e;(w) es B(0,00) ® F-medible,
(77) el conjunto D, = {t : e;(w) # (} es contable c.s.

Dado un proceso puntual (e;, ¢t > 0), para cada A € U, podemos definir un nuevo
proceso puntual e mediante e! := e;(w) si e(w) € A, y e(w) = ¢ en otro caso.
Llamamos al proceso e la traza de e en A. Para un subconjunto medible de A €
U x (0,00), definamos también

NAw) = Z 1a(t, ex(w)).
>0
En particular, si B = (0,#] x A, escribimos N® = NA, asfmismo, definimos

NG W) =) Lalew).

s<u<t

Definicién 1.3.2 Sea (2, F, F;,P) un espacio de probabilidad filtrado. Un (F;)-
proceso de Poisson N es un proceso adaptado continuo por la derecha, tal que Ny = 0
c.s., y para cualquier s <ty k € N|

(t_s)k —c(t—s
P(N, = Ni|F) = e,
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para alguna constante ¢ > 0 que llamamos el parametro de N. Hagamos AN; =
Ny — N;_.

Observacion 1.3.3 El proceso de Poisson N es un (F;)-proceso de Poisson con la
filtracion natural F;, = O'(Ns, s < t).

Definicién 1.3.4 La medida o-finita v en U definida por
1
v(A) = Z]E[Nﬂ, t>0,
es llamada la medida caracteristica de e.

Asi, si v(A) < oo, entonces v(A) es el pardmetro del proceso de Poisson N4. Si
BeB (R*) ® U, el teorema de clases mondtonas implica que

E[N"] = /Ooodt/lg(t,u)l/(du).

Observacién 1.3.5 Si v(A) < oo, entonces N* — tv(A) es una (F;)-martingala, y
de manera mas general, tenemos

Teorema 1.3.6 (La Férmula de Compensacioén) Sea H un proceso positivo con-
tinuo por la izquierda predecible definido en (RT,Q, U;) que es medible con respecto
a Fr @U; y ademds cumple H(t,w,() =0 para todo t > 0 c.s. Entonces

E|Y H(swe(w)| =E UOOO dt/H(s,w,u)y(du)} . (1.3.1)

s>0
Demostracién. Vemos que el conjunto de procesos H que satisfacen es ce-
rrado bajo limites crecientes; luego, por el teorema de clases mondtonas, es suficiente
verificar que se satisface para H(s,w,u) = K(s,w)ls(u), donde K es un
proceso (F;)-predecible positivo acotado y A € U con v(A) < oo. En este caso, como
N/ —tv(A) es una martingala, el lado izquierdo es igual a

[/ sz)dNA(] [/ K(s,w)d ]

Esto completa la demostracién. 0]

E Z K(s,w)la(es(w))| =
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Teorema 1.3.7 Si X es un subordinador, tenemos
(i) para0 <y<zyz>ux

]P’(XTx_ € dy, Xr, € dz) = U(dy)lI(dz — y)

(i) para cualquier x > 0
P(XTQC— < T = XTI) =0.

Demostracién. (i) Sean f,g > 0 dos funciones medibles. Entonces, aplicando la
férmula de compensacién al proceso de saltos de X, denotado por AX = (AX,, t >
0), donde AX; := X; — X, _, se tiene que

E[f(XTx ) XTw ] =

Zf Xi)9(Xem + AXy) 1x, <oaxi>o—xX, }]

t>0
— / dtE [f(Xt_)l{Xt_Sx} / H(dz)g(Xt_+z)1{Z>xXt_}].
0 0

Por otra parte, de la definicion de esperanza y lo probado arriba se obtiene

E[f(XTm—)g(XTx)] = /O<y<x<zf(y)g(2)lP’(XTx— e dy, X7, € dz)
/ dt /0< ) (v)9(y + s)P(Xr,— € dy)II(ds)
_ / ez ).

La segunda igualdad se sigue ya que

E {f (Xt—) 1{Xt_<x}/ H(ds)g(Xt_ + z)l{zn,xt_}
0

= /0< < fW)gly + s)P(Xr,— € dy)II(ds).

Por lo tanto,
P(Xr,— € dy, X7, € dz) = U(dy)II(dz — y).
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(ii) Para el caso en el que X es un proceso de Poisson compuesto, ]P’(XTZ, <z =
XTI) = 0 por la definicién de T, := inf{t > 0 : X; > z}. Si X no es un proceso de
Poisson compuesto, entonces

P(Xr,- <z =Xr,) = /[Ox) U(dy)II({z — y}) =0,

yva que la medida U es difusa y II tiene una cantidad numerable de atomos. O

Observacion 1.3.8 Mediante argumentos similares se puede dar una extension de
(1) del teorema anterior, es decir,

t
P(Xr,— € dy, Xr, € dz, T, < t) = / P(X; € dy)dsll(dz — y).
0

De esta observaciéon se puede deducir el siguiente corolario,

Corolario 1.3.9 Bajo las suposiciones del teorema anterior, se tiene que para 0 <
y<x, z>zxyt>0,

P(Xr,- € dy, X1, € d2, T, € dt) =P(X; € dy)lI(dz — y)dt.
La parte (i7) del teorema anterior dice que si un subordinador cruza un nivel
mediante un salto, entonces casi seguramente da ese salto sobre el nivel.
La demostracién del siguiente teorema es tomada del libro [I8, pag. 14].
Teorema 1.3.10 57 X es un subordinador con drift d,

(i) sid=0 entonces P(Xy, =x) =0 para todo x > 0,

(i1) si d > 0 entonces U tiene densidad continua y estrictamente positiva u en

(0, 00),
P(Xr, = z) = du(z), para todo z >0, (1.3.2)
y ademas
1
11 ==
=g
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Demostracién. (i) Mediante una aplicacién de la propiedad de Markov fuerte al
tiempo de paro T} se tiene que la medida potencial es

U(dw) = / U(dw — 2)P(Xr, € dz), w >z,
[z,w]

En efecto, observemos que para w > ,

U(dw) = / P(X, € dw)dt = E [ / 1{Xt€dw}dt]
0 0

r ,rlz 0
= / 1{Xt€dw}dt:| + E {/ 1{Xtedw}dt1
L/ O Ty

=E / 1{XTI+5_XTI+XTIEdw}dS:|
0

o0

=E|E |:/ 1{XTI+S—XTI+XTIEdw}ds‘sz:|:|
0

= E[g (XTI)], por propiedad de Markov fuerte al tiempo T,

9(y) =E {/ 1{Xs+y€dw}d5} = / ]P’(XS € dw — y)ds =U(dw —y).
0 0
Por lo tanto,
U(dw) = / U(dw — y)P(X7, € dy).
[,w]

Luego, multiplicando por e

de z hasta oo se obtiene

/ e U (dw) = / e M U(dw — 2)P(Xy, € dz)
[x,00) [z,00) [z,w]

e integrando a ambos lados de la ecuacién anterior

= / e MU(dw — 2)P(X7, € dz)

:/ e_’\w,U(dw')/ MP(Xr, € d2)
0 T

— U()\)e’\x/ e MP(Xy, — v €d?)
0

—A\x
- ;(A)E[Q_A(XTN)]'
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Entonces de aqui se tiene que

E[eXrm2)] = M ()) / e MU (dw).

[z,00)

De esto, podemos ver que

/’E>WEB>“X“‘ﬂdx=i/ eqw(@wwA)/ eAwU«mo)dx
0 0 [,00)
— / e MU (dw)D(N) / e -Drqy
0 0

A=q)T |
)

= /Ooo e U (dw)®(N) (e)(\ Y

— /0:0 ;a‘“U(d@U)@(A) (er:qu D) i q)
O(A

- )\—_q/ooo e~ U (dw) — /OOO e MU (dw)
D)) (@1 1 ) _2(A) —2(q)

T A—q\2(q) o)) (N—q)2(q)

Ahora, por la Proposicién 4 del Capitulo 1 de [I8], vemos que A'®(\) — d
cuando A — oo, entonces de lo anterior y esto ultimo, podemos inferir que

ey d
/0 e P (Xr, = @)de = Jim A—q@®(q) (¢

Por lo tanto, si d = 0 entonces de la ecuacion anterior, esto implica que
IP(XTJC = m) = 0 para casi todo =z > 0.

(ii) Para la prueba de este inciso, vamos a necesitar la siguiente definicién y los
corolarios 18 y 20, y el Lema 3 Capitulo 2 del libro [4].
Definamos 1" := T{,o} = inf{t > 0 : X; = 0} como el primer instante en que X toca
el 0.

;= d /0 e (da).

Definicién 1.3.11 Decimos que {0} es regular por si mismo si Py (T’ = O) > 0.

Corolario 1.3.12 Supongamos que el kernel resolvente es absolutamente continuo
con una densidad acotada. Entonces

]Ex[e_qT/] = C%i(—x), para todo q>0, x €R.

Mads atin, en el caso transitorio, P,(T" < c0) = Cu(—x).
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Corolario 1.3.13 Sea ¢ el exponente de Laplace del subordinador X dado por
() = Ad+/ (1—e)(dz), A>0.
0

Entonces las siguientes afirmaciones se cumplen.
(i) Suponga que
1
————d\ < 00,
/R 1+ ()]
entonces C?1 > 0 y {0} es regular por si mismo.

(i1) Suponga que X tiene variacion acotada y coeficiente de drift d. Entonces C1 > 0
si y solo sid# 0, y en ese caso {0} es irreqular por si mismo.

Lema 1.3.14 Supongamos que para algun x > 0, IP)(XTZ = 33) > 0. Entonces para
todo € > 0, existe y € (0,¢) tal que IP’(XTy = y) >1—c.

Regresando a la demostracién del teorema y denotando 74 al primer instante
en que X cae en A C R, vemos que para todo = > 0, los eventos {X7, = =}y
{T{zy < oo} coinciden, y por lo tanto, por los corolarios [1.3.12]y [1.3.13| se tiene que

P(Xr, = z) = Cu(z), (1.3.3)

donde C' > 0 denota la capacidad de los singuletes. Consideremos dos sucesiones
(xp,n > 1)y (yn,n > 1) de niimeros reales positivos decreciente y creciente a z > 0,
respectivamente. Los tiempos de paro T, y T, decrecen y crecen, respectivamente,
a T, c.s. Por la continuidad por la derecha y la cuasi-continuidad por la izquierda de
las trayectorias de X y el lema de Fatou se obtiene

limsupP(Xr, =z,) <P(Xg, =),

Tn
n—oo

IP’(XTI = x) < lfgg}fIP’(XTyn = yn)

Lo anterior es equivalente a la continuidad superior e inferior. Estas desigualdades
implican que limsup,,_,. u(z,) < u(z) y u(zr) < Hminf, o u(y,).

Como u es semi-continua inferior y superior entonces u es continua en x. Recor-
dando que II es la cola de la medida de Lévy y usando el Teorema se tiene
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que
P(Xp, =2) =1-— /OO u(y)l(z — y)dy
=1- /Oxu(y)ﬁ(:v —y)dy. (1.3.4)

Luego, aplicando transformada de Laplace a ambos lados de la igualdad anterior y
haciendo uso de ([1.3.3)) se llega a que

C / x)dx = / Ay — / / ATy — y)dydz,

esto implica que

8

—

o

e Mu(x — t)II(t)dtdx

i
>
S~—

e Mu(z — O)II(t)dadt

8

Il
[ = > = > = =
|
HO\.>O\80\

('D
y
<

Q

(y)dy /000 e MTI(t)dt

— M/0 e MII(t)dt.

Asi, por la férmula de Lévy-Khintchine se tiene que C' = d y por tanto hemos probado
([T3.2).

Elijamos = > 0 de tal forma que u(x) > 0 y supongamos que y = inf{z’ > z :
u(z’) = 0} < oo. Entonces y > z, u(y) = 0 y ademds u > 0 en [z,y) ya que u es
continua. Por el Lema[l.3.14] existe z € (0,y — z) tal que u(z) > 0, y de la siguiente
desigualdad

>

P(Xr

iy =a+b) >P(Xg, =a)P(Xg, =b), a,b>0, (1.3.5)
cona=2zyb=1y— z sesigue que

Cu(y) = IF’(XTy = y) > ]P’(XTZ = Z)P(XTyiz =y — z)
= C*u(2)uly — 2),

y esta ultima cantidad es positiva ya que z < y — z < y. Pero esto contradice el
hecho de que u(y) = 0 en [z,00). De acuerdo al Lema [1.3.14) podemos elegir x
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arbitrariamente pequeno; esto demuestra que u es positiva en (0,00). Finalmente,

para probar la ultima afirmacion es suficiente demostrar que

lim IP’(XTZ = x) =1

z—0t

Pero esto se sigue de inmediato de (|1.3.4) haciendo x — 07, asi

x

lim P(Xr, =2) =1— lim u(y)(z — y)dy = 1.

z—0t =0t Jo

Por lo tanto, despejando u(x) de (|1.3.2]) y haciendo = — 07 se llega a que

1
1f = -
S =g

y esto demuestra el teorema.

(1.3.6)



Capitulo 2

Funcionales Exponenciales para
Subordinadores

2.1. Introduccion

En este capitulo se dard la definicion de funcional exponencial para subordi-
nadores, asi como también resultados de gran importancia relacionados con estos
objetos. Haremos énfasis en el célculo de sus momentos (en este caso enteros posi-
tivos). También se daran varios ejemplos en donde se pueden aplicar estos resultados
en caso de algunos subordinadores especiales.

Definicién 2.1.1 La funcional exponencial del subordinador X se define como

t
It:/ e Xtdt, t>0.
0

I:/ e Xt dt.
0

Las funcionales exponenciales aparecen en una gran variedad de entornos, por ejem-
plo, en matematicas finacieras, procesos estoasticos en ambientes aleatorios, procesos
de Markov auto-similares, entre otros.

Su valor terminal estd dado por

2.2. Calculo de los Momentos Enteros
Supongamos que X = (X;, ¢ > 0) es un subordinador.

25
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Recordemos que la transformada de Laplace de X se puede escribir como

E|exp{—¢X:}] = exp{—t®(q)}, t,q¢ >0, (2.2.1)

donde ® : [0,00) — [0,00) es el exponente de Laplace de X, y por la féormula de
Lévy-Khintchine

®(q) = dq +/ (1 = e’q‘”)H(dx), qg>0.
(0,00)

A continuacién se enuncia el Teorema [2.2.1] que no es mas que la caracterizacién
de la ley de I a través de sus momentos enteros positivos. La primer parte la estable-
cié Carmona, ver [15].

Teorema 2.2.1 Suponga que X es un subordinador con exponente de Laplace ®.
Los momentos enteros positivos de la funcional exponencial estdn dados en términos

de ® mediante ol
E[[f] = ——— k=12... 2.2.2
[ } O(1)---D(k)’ para ’ ( )

Como consecuencia, tenemos que E[exp{a[}] < 00, y la distribucion de I estd de-
terminada por (2.2.9).

Demostracion. De la férmula de integracién por partes
(I, = L) =1)— )\/U(It — L) e Xvdy, w<t,
0
para u = t, se sigue que
= )\/t(It — 1) e Xvdw. (2.2.3)
0
Pero

t v t t—v
L -1, = / e Xods — / e Xods = / e Xeds = e X / e~ Xerv=Xo)dg (2.2.4)
0 0 v 0

Notemos que el proceso (Xs, — Xy, s > 0) es independiente de (X, s <v) y tiene
la misma ley que (X, s > 0). Luego, sustituyendo (2.2.4) en (2.2.3)) y calculando

esperanzas se obtiene

t t
E[I}] = AE l /0 I?vle)‘X“dv] = A /0 E[[})]E[e " ]dv

t t
— )\/ E [[t)\ifvl]equ)()\)dv — /\/ E [I’j\fl] ef(tfu)‘i()\)du.
0 0
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Luego, observemos que para T ~ exp(f), 6 > 0, y el teorema de Fubini, se tiene
E[I3] =6 / e "E[I}]dt
0

00 t
=0 / e (A / ]E[ng]e““)@(”du) dt
0 0
=0 / <>\ / e "E [Ig—l}e—“—“)q’(”dt) du
0 u
— ()\ / e_”(9+¢(’\))dv) <9 / e—"“E[IS‘l]du>
0 0

A -1
- mﬂi[[g} ].

Entonces, de lo anterior, se tiene que

E[I7] =6 /0 e "E[1}]dt = /0 e B[] ds.

Asi, haciendo 6 | 0 se obtiene E [I%] TE [I ’\] . Por otro lado, de los calculos de arriba,
vemos que

‘ Al ¢ A A—-17 A A—1

De esto se sigue que
A

E[I* = —E[I*].
1] = gl
Por ultimo, para A = n € N, (2.2.2)) se sigue por induccién sobre n.
Luego, existe [ € N tal que ®(I) > a. Luego, para k > [ se obtiene

| |
T L k!

La desigualdad de arriba se sigue ya que ® es una funcién creciente en R*. Por lo
tanto, concluimos
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ya que todos los momentos de la variable aleatoria I existen, entonces I queda
determinada por sus momentos gracias a que la funcion generadora de momentos de
I es finita y ademas caracteriza su distribucion. 0

El siguiente teorema es una extensién de [9].

Teorema 2.2.2 Bajo las hipotesis del Teorema existe una unica medida de
probabilidad p en [0,00) que estd determinada por sus momentos enteros positivos

/ 2*p(dr) = ®(1)--- k), parak=1,2,...
[0,00)

En particular, st R es una variable aleatoria con ley p que es independiente de I,
entonces tenemos la igualdad en distribucion

IR% e, (2.2.5)
donde e es una variable aleatoria exponencial estindar.

Para la demostracion de este teorema, vamos a necesitar la definicion de un
proceso de Markov auto-similar y un lema.

Definicién 2.2.3 Un proceso de Markov Y = (Y;, t > 0) es auto-similar si para
algin a € R, la ley del proceso (kYk—at, t> O) bajo P, coincide con Py, para todo
kE>0yax>0.

A continuacién vamos a definir la transformada de Lamperti de un proceso de
Markov auto-similar, ver []].

Definamos un cambio de tiempo 7 = (7(¢), ¢ > 0) asociado al subordinador
(X¢, t > 0) como aquel que satisface

7(t)
t:/ eXeds,
0
esto es, 7(t) estd dado por

7(t) :inf{uEO:/ eXSdszt}.
0

Definicién 2.2.4 La transformada de Lamperti asociada al subordinador (X;, t >
0) esta dada por
Y, =0, t>0.
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Observacion 2.2.5 Notemos que Y asi definido es un proceso de Markov auto-
similar con o = 1, esto es, para todo x > 0, la ley del proceso (:CY;/z, t> O) bajo P,
coincide con la ley de Y iniciando en x.

Lema 2.2.6 Para todot >0 y p > 0, la variable

> ds
Ytp /t Y’sp+1

es independiente de Fy = o(Ys, 0 < s <t) y tiene la misma ley que

oo
/ e PXs s,
0
Como consecuencia, tenemos que

E U@ ds ] _E[Y,7]
t YspH ®(p) .
Demostracion. Recordar que para todo x > 0, P, denota la distribucion del proceso

de Markov auto-similar Y que empieza en = (por simplicidad denotemos P; = IP). De
la propiedad de Markov aplicada al tiempo ¢, s6lo necesitamos demostrar que bajo

P,, la variable aleatoria
>~ d
S
X /0 Y;P-i-l

. . (o) — . 7.
tiene la misma ley que [~ e ?¥<ds, y por auto-similitud, podemos enfocarnos en el
caso x = 1. Luego, haciendo los cambios de variables

¢
t=1(s), s :/ eXudu,
0

resulta

/ Y_(p+1)d3:/ e—(p+1)XT(s)dS:/ e_(p+1)XteXtdt:/ o~ PXt ¢,
0 0 0 0

La primer igualdad se sigue de la definicién de la transformada de Lamperti, en la
segunda igualdad se usé el cambio de variable t = 7(s) y ds = eXtdt. Por lo que
tenemos arriba, llegamos a que

o0 d oo
S _
P / £ / o PXeds,
t Ys 0
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lo que implica que
oo d _ o
/ iy, ”/ e PXeds, (2.2.6)
t Y 0

y por la propiedad de Markov al tiempo ¢ se tiene que es independiente de o(Y;, 0 <
s < t). Por tltimo, aplicando esperanzas a ambos lados de ({2.2.6) obtenemos

[ 3]s <

=E[Y,7] /0 N E[e %] ds

Asi, la demotracién esta completa. O

Antes de proceder a demostrar el Teorema [2.2.2] vamos a enunciar el Teorema de
Bernstein que se usard en la prueba de este teorema, véase [44].

Teorema 2.2.7 Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) f es completamente mondtona, esto es,

d

(~1)"2f() 20, ¥n >0, ¥t >0,

(i1) f es la transformada de Laplace de alguna medida de Borel finita p en RT, es
decir

fz) = /0 e "u(dt), YV a>0.

En seguida, se demuestra el Teorema [2.2.2]
Demostracion de Teorema Del Lema [2.2.6| se tiene que

OE[Y,"

o — —‘b(p)]E [Y;—(p-ﬁ-l)} )

Mediante iteracién, se tiene que la funciéon t — E [Yfp } es completamente mondtona
y toma el valor 1 en ¢ = 0. Por el Teorema coincide con la transformada de
Laplace de alguna medida finita en [0, 00) que vamos a denotar por p,, esto es,

E[Y,"] - /[ ), 120
0,00
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Resulta que p, siempre se puede ver como una medida de probabilidad. Los
momentos enteros de p estan dados por las derivadas iteradas de su transformada de
Laplace en t = 0, y con esto obtenemos

/ 2¥p,(dx) = ®(p)-- - ®(p+ (k—1)), parak=1,2,...
[0,00)

Asi, la primera afirmacién queda demostrada para p = 1 (en este caso, denotamos

p1 = p por simplicidad) debido al Teorema La igualdad en ley ([2.2.5)) se sigue
de la ecuacion (2.2.2)) y de lo que se acaba de probar. En efecto, calculando los

k-ésimos momentos de las variables aleatorias IR y e vemos que

E[(IR)"] = E[I*]E[R*] = k—' - ®(1) - B(k) = k! = E[e"].

Por lo tanto, IR Le. Queda demostrado el teorema. O

En lo que sigue, vamos a considerar un subordinador sin drift (Z;, ¢ > 0) que no
necesariamente posee la medida de Lévy (3.1.7). Sea T una variable aleatoria expo-
nencial estdndar independiente de (Z;, t > 0). Definamos las siguentes cantidades,

t
Ay ::/ e 2t dt, Q= Ap, M =e %7
0

De aqui, se obtiene
A £ MA_ +Q, (2.2.7)

donde A’_ es una copia de A, independiente de (M, Q).
En efecto, se tiene que

[e¢) 00 T
Aoo:/ e_Z’fdt:/ e_thth/ e~ Ztdt
0 T 0

00 T
= e_ZT/ e_(ZT“_ZT)dt—I—/ e 2tdt
0 0

£MA+Q,

esta tltima igualdad en ley se debe a que (Z;1s — Z;, s > 0) es un subordinador
independiente de (Z,, v < t) y tiene la misma ley que (Zs, s > 0). Lo anterior sigue
siendo cierto para t reemplazado por 7.

Vamos a introducir las siguientes definiciones. Sea E un espacio topoldgico local-
mente compacto con base numerable, es decir, E separa puntos y todo punto x € F
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tiene una vecindad compacta. Sea &€ = B(FE). Para x € E'y A € £ definamos la

delta de Dirac como
1 si z€A

02 (A) =
0 si z¢A

Definicién 2.2.8 Una medida p en un espacio medible (E, £) es una medida pun-
tual si existe una sucesiéon (z,),>1 de puntos en F tal que

= Z O, -
n=1

Decimos que p es medida de Radon si u(K) < oo para todo conjunto compacto
Ken FE.

Definamos los siguientes conjuntos,
MF(R"™) := {medidas de Radon positivas en R"}

M*(R") := {u e M*H(R") : / |2 u(dz) < co ¥m e NO} .

n

Sea C(R™) el espacio vectorial de las funciones continuas a valores reales definidas en
R™ y C.(R™) el subespacio vectorial de C(R") que consta de las funciones continuas
con soporte compacto. Sea P, C C(R™) el espacio vectorial de los polinomios en las
variables x1, ..., x,.

Vamos a definir una relacién de equivalencia en M*(R"), que denotaremos por
<, de la siguiente manera. Para cualesquiera medidas i, v € M*(R"),

prv = | rdu(r) = / r*dv(z), paratodo a € Z™,
Rn n

y denotemos por [u], a la clase de equivalencia que contiene a p.
Definicién 2.2.9 Se dice que p € M*(R") esté determinada si [u], = {u}.

Para probar la siguiente proposicién, es necesario usar el siguiente teorema, ver [40].

Teorema 2.2.10 Una medida pn € M*(R") estd determinada si las proyecciones
wi(p) estin determinadas para i = 1,...,n, donde ¢; : R" — R estdn definidas por
oi(x1, ... xp) =y, parai=1,... ,n.
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Demostracién. Sea o € [ul],. Parai=1,...,ny m € Z" tenemos que

/Rtmdgoi(a)(t):/nxzmda(xl,...,xn):/nx;”d,u(:vl,...,xn)
_ / 7y (1) (1),

luego, por hipétesis se tiene ¢;(0) = @;(u). Para fi,..., f, € C(R), sea f = f1 ®

-+ ® f, la funcién
f(xlw"’xn):fl(xl)"'fn<xn>7
donde (xy,...,2,) € R" Para fi,...,f, € C(R) y p1,...,p, € P1 tenemos ahora
que
i@ @ fu—p @ @pfdo= | [(i=p)® 2@ fy
Rn R"
+hO(f—p)@fi® @ fut  +P1®pP2@ o1 ® (fu — py)ldo
(fi=p)@ @ @ fpldo+-+ [ [P @pa®@--po1 @ (fr—pa)ldo
R Rr

<|ficor—propill®fo® @ full2+---
et ||p1 X *Pn—-1 & 1||2||fno§0n _pnOSOnH%

donde || - ||z es la 2-norma con respecto a 0. Para i = 1,...,n tenemos que
Ifiowi=piowli = [ 1fiopite) = poelo)fdol@) = [ 150) - p(OPdg(o)e)

/ £(8) — pi()Pdgi () (D).

Como cada ¢;(1) estd determinada, entonces P; es denso en Ly (R, p;(1)) gracias al
Teorema de Riesz, ver [43] o [I]. Dado cualquier € > 0, podemos encontrar p; € P,

tal que
€

n1@ fo @ @ foll2
De la misma manera, podemos encontrar p, € P tal que

|fiopr —proy| <

€
o — o < .
o mmeonl S o T e e o Ll
Continuando de esta forma, podemos encontrar polinomios p1,...,p, € P; tal que
1i® - @fi—p1 @ @pyldo < e. (2.2.8)

Rn
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El conjunto {f1 R QR fn: f1, [0 € CC(R)} es denso en L1(0), y como fi®@---®
fn € Pn, vemos de que P, es denso en L;(0), por lo tanto o es un punto
extremo de [u],. Como esto es cierto para todo o € [ul,, entonces [u], = {u}, es
decir, p queda determinada. O

A continuacién enunciaremos un resultado que caracteriza a los vectores (M, Q)
y (A, Q) a través de sus momentos.

Proposicién 2.2.11 Para A > 0 y u > 0, se tiene

A

Bl = G Bl )

donde ¢(s) = —logE[e™*?'], s > 0. En particular,

= E[Q"M™] = — n . myn>0 (2.2.9)
[T+ e(m+ k)
k=0
b = E[Q"A™] = — nhm! . mn >0,
[1+e(m+k)p(1) - p(m)

k=0

Las sucesiones de momentos (apm, n,m > 0) y (bym, n,m > 0) determinan de
manera unica las leyes de los vectores (M, Q) y (A, Q), respectivamente.

Demostracion. Para t > 0, definamos

t
At:/ e % du.
0

La férmula de integracion por partes
(A, — A = A} — A/ (A — A e Zvdu, u<t, (2.2.10)
0

nos da, para u = t,

t
A} =) / (A — A)M e P dw.
0

Entonces u
Ade™H = ) / (A; — A ) Lo rlZ=Zo) o=t 2o gy, (2.2.11)
0
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Pero

t w t t—u
Ay — A, = / e i ds — / e Z%sds = / e Zds = / o~ Zr+udy
0 0 u 0

t—u
= eZ“/ e~ Grru=Zu)qr,
0
entonces

t—v A-1
(At . Av))\—le—u(Zt—Zv) — e—()\—l)ZU (/ e_(ZU+S_ZU)dS) e—u(Zt—ZU)’
0

y como (Zyiy — Zy, t > 0) es un subordinador independiente de (Z,, v <t) y con la
misma ley que (Z;, t > 0), se tiene que

A—1

t—v
— — — — L -1 —
(/ e (Zv+s Zv)ds) e W(Ze—2Zy) = Ai\fvle Mth/u7
0

y es independiente de e~*~1Zv_ Por lo tanto

E[Abe7r] = / [ Ade 4] dt
0

00 t
=\ / e ( / E[e(”’”)Z“]E[A?_Je“zt‘”]dv> dt
0 0
= )\/ e UP(AtH) (/ e 'E [A?vle“zt‘“}dt> dv
0 v
= ()\ / ) eW(“M“)dv) < / TR [Aﬁle“Z”}du)
0 0

_ A A=1_ —pZ
S rmrr e

Por lo tanto,
A

E[Q*M"] = ————E[Q"'M"].
@] PN+ ) +1 @ )
Para probar las férmulas de los momentos, usaremos induccién sobre A = n € Z*.

Luego, para A =0y p > 0, se tiene
E[M*] = E[e7r] = / B[t dt
0

o) o0 1
= / ete Wt = / e tFelqp = — — (2.2.12)
0 0 14 (p)
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esto significa que lo anterior vale para A =0y u = m € Z*. Supongamos que vale
para A =n (y p =m € Z"). Entonces, para A = n + 1 tenemos

n+1 m] __ n+1 n m
Elemim }_l—l—go(n%-l—l—m)E[QM}
n—+1 n!

1+pn+1+m) -

k=0
_ (n+1)! .
[T+ ek +m))

Por lo tanto, se cumple para todo n,m > 0. Luego, como las leyes unidimen-
sionales de () y M estan caracterizadas por sus momentos, podemos usar el Teorema
para implicar que la sucesién de momentos {am,n, m,n > 0} determinan la
ley del vector (M, Q).

Usando y la independencia entre A, y el vector (Q, M), se tiene que

E[Q"M™]E[A7] = E[Q"(MAx)"] = E[Q"A™]. (2.2.13)

En efecto, la segunda igualdad de (2.2.13)) se sigue de que,

MA, = e_ZT/ e dt £ e_ZT/ e~ (Zr+i=21) 4y
0 0

— [ et [ e tar—a
0 T

Por lo tanto, debido al Teorema [2.2.1} la primera parte de la Proposicion 2.2.11] y
(2.2.13]), tenemos que

E[QrA™] =

nlm!
n )

[T+ etm+E)e(1) - p(m)

k=0

m,n > 0.

De manera andloga como se hizo con el vector aleatorio (M, @), podemos usar el Teo-
rema 2.2.10, para concluir que la sucesiéon de momentos {bmm, m,n > 0} determinan
la ley del vector (A, Q). Con esto, queda demostrado el teorema. 0
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2.3. Algunos Ejemplos

En las siguientes secciones presentaremos algunos ejemplos en donde se aplica de
forma directa el Teorema y la descomposicion de la variable aleatoria exponen-
cial estdndar e que se di6 en el Teorema usando la funcionales exponenciales
para subordinadores.

2.3.1. Proceso de Poisson Estandar

Consideremos un proceso de Poisson estandar N = (N;, t > 0) y definamos, para
q € (0,1) su funcional exponencial

0

En otras palabras, I(¥ = I para X = —(logq)N. Notemos también, que pode-
mos expresar a 1@ en la forma

o
1D =3 "q"e,, (2.3.1)
n=0
donde ¢, =T,,41 —T,,, n=0,1,... son los tiempos de espera entre tiempos de salto

sucesivos T,, = inf{t : N; = n} de N que a su vez forman una sucesién (g,, n > 1)
de v.a.i.i.d. con distribucion exponencial de pardametro 1.
En efecto, como {N; = n} ={T,, <t < T,41}, tenemos que

7@ — /OO gMtdt = i /TnH Jdt
0 n=0 n
- Zq it = T) = > _d"en
n=0

De esta manera, queda probado (2.3.1)).
Para poder especificar la ley de la funcional exponencial, es conveniente usar la

siguiente notacion.

|
—

n

(@) =] (1-ad’), (a:q)e=]](1-aq)
7=0

<.
Il
o
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_ (4 D)oo _ N\l-=z

Ahora podemos usar las férmulas principales para la funcional exponencial del
proceso de Poisson. La transformada de Laplace de (@ es

1

R A<l (2.3.2)

E[exp{A[@}] =

En efecto, usando la notacién de arriba y (2.3.1) tenemos que

exp {Aiq}]

oo
= H E[e*" "], ya que (g,)n>0 son v.a.iid.
n=0

E[exp{M 9} = E

_ﬁ 11
2ol =A" (A@)eo

Ahora vamos a calcular los momentos enteros de 1@ usando el Teorema m,
para ello, debemos de calcular ® para el caso en que X; = (—logq)N;, donde t > 0
y 0 < g < 1. Asi, se tiene que la transformada de Laplace de X es

luego, el exponente de Laplace de X es

O(\) = —logE[e ] =1—¢"
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De acuerdo al Teorema [2.2.1], los momentos de 1@ estdn dados por

R k!
FET = g am T
I
[Ta-¢ JJa-a)
(1 . ql—i—kqj)
—T(1+ k:)jHO (1)
S . (¢ @)ox
|11 —aa”)
T4k —g ™ T(+k)
S @ LATR0-oF
(1—-q) @5 q)

2.3.2. Descomposicion de la Variable Exponencial

En primer lugar, para cualquier @ > 0 fijo, si denotamos f;, a una variable
aleatoria beta con pardmetros 1 y a, y 7, una variable v independiente de /3, de
parametro p, esto es,

PB4 € du) = u(l —u)* *du, 0<u<l,

p—1,—t

e
P(y, € dt) = ———dt, t >0, 2.3.3
(o € dt) = > (2.33)
entonces -
e — ﬁl,a’Ya—O—l- (234)

En segundo lugar, para cualquier « € (0,1), si 7, denota una variable aleatoria
a-estable, es decir,
Ele?™] =™, XA>0, (2.3.5)

entonces tenemos que la variable e se descompone en

e = e (2.3.6)

[0}

Primero, vamos a considerar (2.3.6]) usando el hecho de que los momentos enteros de

e estan dados por
E[e®] =T(ak+1), keN.
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Luego, si tomamos
['(ak+1)

O(k) =
(k) F(ak—1)4+1)’
entonces E[e®*] = ®(1)--- ®(k). Se puede verificar que, en efecto, ® es el exponente
de Laplace de algin subordinador. En efecto, haciendo algunos cédlculos, vemos

(k) = ;ak@(ak l—a)= ;_ ak 1xak_1(1 —z) %z —1+1
(1 —a) I'(l1-a) 0

1 o _ o
=——— |k k(1 —ev/*)%d —/ ke dy +1
I’(l—a) [ / e ( e ) Y ; e Y+
— y/a —a_q —ky 1

Ii—a) {/ [(1-e ke ™dy + }

1 0 /oo 7u/o¢ L
= du | ke™™dy + 1
F(]_ — Oé) 0 ( 1 —e u/a)a+1 )
1 oo / . ) e—u/oz
== ke " dy —du+1
INQIES a) 0 ( 0 (1 — e_“/o‘) +

1 1 e e"u/
“Ti—a) "TU—a) /0 (1-e™) (1 omma)e 1

En pocas palabras, ® es el exponente de Laplace del subordinador X sin drift con
tasa de muerte 1/I'(1 — o) y medida de Lévy
e—u/a
[I(du) = ardu,  u >0,
(1 —a)(l—ewe)

y la funcional exponencial correspondiente a este subordinador tiene la misma dis-
tribucién que 7, ¢

De manera alternativa, también tenemos que

E[e®] =T(ak +1) = ) I0)

donde ahora
Mok —1)+1)
F(ak +1)
De nueva cuenta, se puede verificar que ® esta dado, por la férmula de Lévy-
Khintchine; més precisamente, mediante

-« 0 eul/
O(k) = (1—))/0 (1—e) ﬁdu.

OZF(O./ —+ 1 eu/a _ 1)

o(k) = k
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Este exponente de Laplace corresponde al de un subordinador sin drift que tiene
medida de Lévy

1 — u/a
(1= a)e du, u>0.

H{du) = ol (a4 1) (e%/> — 1)270& 7

En efecto, se tiene que

O(k) =k Tk + 1) —F(Q)B(a(/ﬂ—l)—l—l,a)
ak bt a-1
= F(a+1)/0 o=+ (] p)eldy
-« RONe a1, g,
- a;(a +)1) /0 a—1 (e = 1) ke dy

. (1-a) o0 ot e/ "
_—)/0 (1—ety— " q
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Capitulo 3

Resultados Asintéticos para
Caminatas Aleatorias con una
Barrera

En este capitulo se daran las demostraciones de varios resultados importantes
para el desarrollo de esta tesis. Esto tiene por objetivo establecer los teoremas mas
importantes que nos serviran para la aplicacién de los procesos [-coalescentes en
relacion a su convergencia. Estos resultados se aplican a toda coleccion de variables
aleatorias que cumplen cierta recursion en ley.

Para poder realizar un estudio acerca de los procesos -coalescentes y adentrarnos
a esta teoria probabilista, debemos utilizar varios resultados importantes que involu-
cran funciones de variacién regular, en particular, sobre funciones de variacién lenta.
Dichas funciones nos sirven para estudiar el comportamiento asintético de las cami-
natas aleatorias observando el nimero de saltos que dan considerando una barrera.
Para ello, nos basaremos en [31].

Sera de vital importancia el uso sutil de las funcionales exponenciales de subor-
dinadores sin drift con cierta medida de Lévy particular, ya que estas seran el limite
débil del proceso del nimero de colisiones de los 3-coalescentes renormalizados ade-
cuadamente.

3.1. Caminatas Aleatorias con una Barrera
A continuaciéon vamos a introducir unas caminatas aleatorias con el objetivo de

estudiar el comportamiento asintético del nimero de saltos renormalizado por medio
de las funciones de variacién lenta en infinito. Enseguida, citamos un par de ejemplos

43
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que nos serviran para ilustrar el comportamiento limite de las variables aleatorias
que se estudiaran en el Capitulo

Ejemplo 3.1.1 Sean (&, k € N) copias independientes de una variable aleatoria &
con alguna distribucion de probabilidad propia y no degenerada

p=PE=k), kEeN, p >0.

Definamos a la caminata aleatoria simple mediante So = 0y Sy = & + -+ + &,
para k > 1. Vamos a introducir la variable aleatoria N,, := inf{k > 1: Sy > n} para
n > 1. Vemos que N,, cumple con la igualdad en ley

No 214 Ny clieeny, (3.1.1)
donde £ es independiente de Ns, ..., N, _1.

Definicién 3.1.2 Sean € N. Una caminata aleatoria con barrera n que denotaremos
por (R,i"), k € Z7), se define recursivamente como R(()") =0y

R™ =R + g1 keN.

(R +ep<n}’

Notemos que la sucesion (R,(C"), ke NO) es no decreciente y que ademas R,(Cn) <n
para todo k € Ny. Sea

Mn = #{k €N: Rl(cn—)l 7é Rl(fn)} - Z 1{Rl(n)+fz+1<n}
=0

el nimero de saltos que hay en el proceso (R,(fn), k e NO). Notemos que M; =0y
1 < M, <n—1 para todo n > 2. Vemos que el siguiente lema (que se encuentra en
[29]) implica que (M,, n > 1) satisface la igualdad en ley

My £ M,y +1, n>2, (3.1.2)
donde I, E| es una variable aleatoria independiente de M, ..., M,,_1 que tiene la
misma ley que RE") dado R§"> > 0. Para 1 < k <n —1, se tiene que
P(RM™ =k, R > 0)

P(I, = k
( ) P(R" > 0)

P(R{" = k|R!" > 0) =

:]P)(El:k): Pk
P& <n) pr+-+paa

(3.1.3)

17, es el tamafio del primer salto del proceso R("™
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A continuacién, vamos a definir 73 = inf{k € N : R,(Cn) > 0} como el tiempo en el
que la caminata aleatoria R™ salta por primera vez.

Observacién 3.1.3 (i) Por la propiedad de Markov fuerte aplicada al tiempo
T1, M, satisface la ecuacion .

(ii) Por la propiedad de Markov simple aplicada al tiempo 1, vemos que N,, satisface

la ecuacion .

Para lo sigue, vamos a definir ¢y = P(§ > k), k€ Nyng=sup{k e N: ¢, =1} € N.

Lema 3.1.4 La distribucion de M, satisface la recursion P(My = -+ = My, =0) =
1 y para todo n > ny,
1 n—1
P(M, = j) = T > oMy =j—1), je{l,...,n—1},
" k=1

Demostracién. Por definicién de ng se tiene que P(§ > ny) = 1. Entonces para
n < ng el proceso (R,(C"), k > 1) es casi seguramente constante e igual a 0, y por
lo tanto se sigue que M; = --- = M,,, = 0 c.s. debido a que R™ nunca salta. Esto
es, £ > ng > n c.s. Ahora fijemos n € N con n > ng y por la definicién de T3, esto
implica que Rg:) € {l,...,n—1}. Luego, para j € {1,...,n — 1},

(M, = j) =3 D Pln =i Ry, =, M, = j)
:Z P(§12n7752712”7522]{7]\4’”:])

Para i, m € N, definamos Z:Béi’m) =0y

}%/E;Tll) = Rl(;m) + Sitkt1l k>0.

{RO™ g1 <m)

~ 00 . . .
Entonces M;,, = Zz:o 1{I%l(z,m)+£i+l+1<m}7 es una copia independiente de M,, =

Yool (R 40y <m) © independiente de &;,...,&. Usando esto en la igualdad an-
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terior, vemos que

oo n—1

T % ] CEVE RS D)
=0

i=1 k=1

oo n—1 oo
= ZZP <§1 > n,... 752'—1 > naﬁi = k721{R§0’n)+51+1<n} :] - 1)
i=1 k=1 =i
oo n—1
=N NP >0, G0 =k My =j—1)
=1 k=1
oo n—1
=Y NP >n) - P&y > n)P(& = K)P(M, =5 — 1)

i=1 k=1

00 n—1 n—1
. 1
i—1 . .
= PM,_r=75—1)= P(M,_,=7—1).
;1 n 31 PRP(Myp =j —1) = 7— 0 kE_l pP(Mp— =j —1)

O

Ejemplo 3.1.5 Consideremos una cadena de Markov decreciente (Z,, n > 0) con
espacio de estados N y probabilidades de transicién m;; > 0 para ¢,7 € N con j < 1
y mi; = 0 en otro caso. Luego, dado n € N, definamos

H, :=if{k>1:7, =1dado Zy =n}

el tiempo de absorcién de Z condicionada a que Zy = n. Entonces (H,, n > 1)
satisface la recursién en ley (3.1.2) en donde I, satisface

P(l, =k) =mppri, kneN, k<n, (3.1.4)

donde las 7;; son algunas constantes no negativas dadas que satisfacen

i—1
E T = 1.
J=1

En efecto, condicionando sobre el tamano del primer salto I,, de Z, se tiene que
n—1 n—1
P(H, =j) =Y P(H,=j. I, =i) =Y P(H, = j|I, = )P(I, = i)
i=1 i=1

- ZP(Hn =jlZy=n—i)P(I, =i) =Y P(H,;=j— 1)P(I, =1i)

=P(1+ Hny, = j).
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en donde en la cuarta igualdad se usé la propiedad de Markov al tiempo 1.

En seguida, damos a conocer los resultados principales de este trabajo de tesis
en secciones posteriores. Estos sirven para determinar el comportamiento asintético
de cualquier sucesién de variables aleatorias (M, n > 1) que satisfacen y
cuya distribucién de I, esté dada por (3.1.3]) cuando esta sucesién se renormaliza de
manera adecuada.

Teorema 3.1.6 Supongamos que, para algin o € (0,1) y alguna funcion L de
variacion lenta en oo,

L
Gn ~ ﬂ, cuando n — 00. (3.1.5)
na
Entonces, cuando n — oo,
L oo
)5, 4 / eV, (3.1.6)
ne 0

donde (U, t > 0) es un subordinador de drift libre con medida de Lévy

eft/a

Teorema 3.1.7 Si m = E[{] < oo entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(i) Existen sucesiones (a,, n € N) y (b,, n € N) con a, > 0 y b, € R tal que,
cuando n — oo, (M, — b,)/a, converge débilmente a una ley de probabilidad
no degenerada.

(11) 0? = Varl] < oo 0 0% = oo y, para algin o € [1,2] y alguna funcién L de
variacion lenta en oo,

n—1

Z k*pr ~n*"“L(n), cuando n — oco. (3.1.8)
k=1

Si 02 < oo, entonces, con b, = n/m y a, = (m2C1a®n)'?, el limite débil es
o (normal con media 0 y varianza C). Si 0® = oo y se cumple con a = 2,
entonces, con b, =n/m y a, = m=3/%¢,, donde ¢, es cualquier sucesion que satisface
lim,, oo nL(c,)/c2 = C, el limite débil es py. Si 0? = 0o y se cumple con
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a € [1,2) entonces, conb, = n/m ya, = m~@FV/ec, donde c, es cualquier sucesion
que satisface

T GO )

n—oo % 2 —«

el limite débil es fiq.

n

Teorema 3.1.8 Si E q; ~ L(n) para alguna funcion L de variacion lenta en oo,
j=1

entonces cuando n — o0,

M,
L (3.1.9)
E[M,)]
y E[M,] ~n/L(n). En particular, si
m = E[{] < oo (3.1.10)

entonces E[Mn] ~n/m. Si (3.1.10) se cumple, y si existe una sucesion de nimeros

. P
positivos (an)n>1 tal que M, /a, — 1 cuando n — oo, entonces a, ~ n/m.

Teorema 3.1.9 Supongamos que E[{] = oo y que, para alguna funcidn L de variacion
lenta en oo,

L
P& >n)=gq,~ ﬂ (3.1.11)
n
Sea ¢ cualquier funcion positiva que satisface lim, o, 2P(§ > c(x)) = 1, y sea
c(x)
U(x)=ux P(§ > y)dy. Sea b cualquier funcion positiva que satisface b(i)(x)) ~

Y(b(z)) ~ 9(1)7. Y sea a(z) = 27 'b(z)c(b(x)). Entonces

M, —b(n) ¢
—a(n) — M1,

donde iy es una ley 1-estable con C' = 1.
3.2. Resultados sobre N, y 5, |

Vamos a dar condiciones necesarias y suficientes para que N, apropiadamente
normalizado converja débilmente a una ley no degenerada o degenerada.
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Definicién 3.2.1 Se dice que una variable aleatoria 6, tiene distribucién de Mittag-
Leffler de pardmetro a € [0, 1), si sus momentos estan dados por

n!

E|0) = N
o) = oty "N
y su transformada de Laplace se puede escribir como
Efe™] = —— <L
14 A’

Proposicion 3.2.2 Si se cumple para algin o € [0,1), entonces

L*(n) k!
If E[N}] = keN
dfm = BN TR —a)l(1 + ka) o0
y por lo tanto,
L
(n) N, 5 0., cuandon — occ. (3.2.1)
na

Reciprocamente, si eziste una sucesion {a,}nen de nimeros reales positivos tal que
N, /a, converja a una ley propia y no degenerada 6, entonces

o
1 Dn

n~D ~ T

para algunas constantes D > 0, « € [0,1), y alguna funcion L de variacion lenta en
00, Y se cumple.

Proposicién 3.2.3 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) qu ~ L(n) para alguna funcion L de variacion lenta en oo.
7=1

o0
(ii) 1 — E e *"pn ~ sL(1/s) cuando s | 0 para alguna funcion L de variacion
n=1
lenta en oo.
(11i) La sucesion (Np)n>1 es relativamente estable, es decir, existe una sucesion

(an)n>1 de nimeros reales positivos tal que Ny /ay, 51
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Mas ain, si (i) se cumple, entonces

L k
TG

n—00 nk

E[N}] =1, keN (3.2.2)

Y Gy NE[N,J.

Para poder demostrar estas proposiciones, nos apoyaremos en las siguientes nota-
ciones y definiciones, asi como también enunciar y probar un lema. Denotemos por

1

= — 0.
1—P(s) 7

P(s) = Ze’S”pn, s>0 y h(s):

n=1
Para ¢t > 0, definamos N, := N,,, parat € (n —1,n], n € N.
Lema 3.2.4 Fijemos k € N. Entonces cuando s | 0,
s / e E[N}]dt ~ kIR*(s). (3.2.3)
0
Demostracién. Para k € {2,3,...}, denotemos por Dy, la funcién afin de k — 2

variables positivas de la forma

k-2
Dy(z1,...,25-2) = Yor + Z Vi kT,

=1

donde los coeficientes 7, € R para i € {0,1,...,k — 2}. Por conveniencia, vamos a
denotar by (n) = E[NF] para k € N. Probaremos por induccién sobre k que

n—1

be(n) = cu(n) + > bu(n—i)p;, k€N, (3.2.4)

=1

ck(n) == Di(bi(n), ..., by—2(n)) + kby_1(n), k>2.

En (3.2.4), tenemos que

n—1
E[(Na-eleeny)'] = S E[NFLicuy]pi =Y biln —i)ps. (3.2.5)
] i=1
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Para k = 1, vemos que (3.2.4) se cumple usando 13.1.1: . Supongamos que (3.2.4]) se
cumple para k € {1,2,...,m — 1}. Entonces, usando (3.1.1]), se tiene que

> (7)ot |

=0

bm(n) = E[N;"] = E[(1+ No—eliecn))”] = E

_ ”'12 (m) E[(Nu-elieen))'] + mE[(Ma-elie<ny)™ ] +E[(Na-elie<ny)"]

+ m(bp—1(n) — Dpp_1(b1(n), b—s(n)) — (m — 1)bm_s(n)) + Z_ b (n — 1)p;

Esta ultima igualdad se sigue reacomodando los términos formando una funcién afin

de bi(n),...,bym_2(n), lo cual implica que (3.2.4) se cumple para k& = m. De este
modo, (3.2.4) queda demostrado. Ahora, para k € Ny s > 0, definamos

o0 oo

By(s) = Ze_snbk(n) y  Ci(s Z
n=1 =2
Entonces, es equivalente a
Bi(s) = % = h(s)(e™* + Ci(s)), keN, s>0. (3.2.6)
En efecto, para k € Ny s > 0, se tiene que
By(s) == i by (n *+ Z e " (Ck(n) + ”Z_i b(n — i)pz‘>
n—1 i=1

- -1

—e 5+ Z e "er(n) + Z e ™" Z bi(n —1)p
n=2 :

_e—s+ie—sn —i—Ze_anbkn—l
n=2

n=1+1
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Ny-—1
=e ° 4 Z e cp(n) + sz-e_“ Z e_s(”_i)bk(n —1)
n=2 i=1 n=i+1
=Y e e(n) + (Z pie_8i> (Ze_s”bk(n)>
n=2 =1 n=1
=e 74 Ck(s) + Br(s)P(s),
asi, despejando By(s) se obtiene (3.2.6)).
Ahora, vamos a probar por induccién sobre k que
sBy(s) ~ kh*(s), 510, k€N, (3.2.7)

Para k = 1, vemos que

Luego, por (3.2.6) tenemos
sBi(s) = sh(s)(e™ 4+ Ci(s)) = sh(s) <es + 1e_zs_s>
= sh(s)e™ (1 P > _ s e svo.

1—e 1—es

Esto ultimo se debe que 1—e™* ~ s cuando s | 0. Luego, ([3.2.7) se cumple para k = 1.
Supongamos ahora que (3.2.7)) se cumple para k € {1,...,m}, debemos verificar que

$Bmi1(s) ~ (m+ DI (s), s10, meN.

Luego, nos damos cuenta que
Ze Dyt (01(3), - - -, bm-1(3)) = o(h™(5)), s 10. (3.2.8)

En efecto, (3.2.8)) se sigue, ya que

e}

Dyi1 (b1(3), - byr(4)) = [L = P sZe Dy1 (01(3), - -+, b (4))

— 0, cuando s ¢ 0,
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ya que [1 — P(s)}ms — 0 cuando s | 0.
Por lo tanto, por (3.2.6)), se tiene que

$Bmi1(s) = sh(s)(e™ + Chi1(s)) = sh(s ( 4 Z e ¥y (i )
= sh(s) (e—s + Z e " ((m + )by (i) + Dingr (b1 (i), . .. ,bm_l(i)))>

= sh(s) (es + (m + 1)(B( )+ Ze m+1 bl (), ... bm—l(i))>

= h(s)((m + 1)sBn(s) — mse™® + o(h™ (s )))
~ (m+ D" (s), 510,
en el primer término se aplico la hipotesis de induccion, y los otros términos son

despreciables cuando s | 0. Por lo tanto, (3.2.7) queda demostrado.
Por dltimo,

3/ e 'E[N}]dt = SZ/ e *'E[NF]dt = ZE <——e t)
0
_ZE [NE] (e7*07Y) — 7)) = (e* — 1) Ze—SJE

~ SBk( ) ~ klh*(s), 510,

J

j—1

donde, en la iltima linea se us6 el hecho de que e®*—1 ~ s cuando s | 0 y la definicién
de Bg(-). O

A continuacién, damos la demostracién de la Proposicién y la Proposicion
[3.2.3] simultaneamente.
Demostracién. Para N suficientemente grande, definamos L(t) = L(n) para t €
(n—1,n|, n€e {N,N+1,...}. Del Teorema se sigue que (3.1.5)) es equivalente
a tener P(¢ > 2) ~ 27°L(x), y la condicién (i) de la Proposicién [3.2.3] es equivalente

P(¢ > y)dy ~ L(x). Ahora, aplicando el Teorema |A.0.19 para § =1y n =0,

0
nos da que

1—P(s)~sL(1/s), sl0 <= tdF(t) ~ L(z), x— oo.
[0,7]
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Y por el Corolario [A.0.20, tenemos que
/ tdF(t) ~ L(x), = —o00 <= [1—F(t)]dt ~ L(z), z— oo,
[0,2] [0,2]

lo cual significa que
/ [1-F(t)]dt ~ L(z), z—00 <= 1-—P(s)~sL(l/s), sl0.
[0,z]

Por lo tanto, (i) y (i7) de la Proposicién son equivalentes.

De acuerdo a lo que se acaba de probar arriba y considerando a I'(0) como 1,
podemos suponer que 1 — P(s) ~ T'(1 — a)s*L(1/s), s | 0 para algin « € [0,1], o
de forma equivalente

1
I'(1—a)s*L(1/s)’

h(s) ~ s 0. (3.2.9)

Ahora procedemos como en la demostracién del Teorema En el Lema

se demostré que s/ e "E[N}]dt ~ h*(s)k! cuando s | 0. Luego, si hacemos

U(t) = E[Ntk], vemos que U es una funcién localmente integrable, se tiene que
la transformada de Lebesgue-Stieltjes de U se puede escribir como

A

U(s) = s/ooo e tU(t)dt ~ h*(s)k!, s 0.

Aplicando el Teorema [A.0.16/con ¢ = k!/T*(1 — a) y p = ak, tenemos que

E[N}] = U(t) A ! LA
b D(p+1)Lk(t)  T(1—a)T(14ak) L(t)k ’
es decir,
) LN \" k!
lim E = 2.1
150 ( ta ) I'(1—a)T(1+ak)’ keN, (3:2.10)

asi, por el método de momentos, cuando t — oo, L(t)N;/t* A 0., y por Teorema de

. : o c
Convergencia Uniforme, esto implica que L(n)N,,/n® = 6,, cuando n — oo.
Supongamos ahora que existe una sucesiéon {a(n)},en de nimeros positivos tal

que N, /a(n) 50,y que 6 = 6, 6 0 es no degenerada.
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Para t > 0, definamos a(t) = a(n) para t € (n — 1,n|. Entonces, gracias a las

definiciones de N; y a(t), se tiene que N;/a(t) % ¢ cuando t — oo. Si 6 es no
degenerada, entonces de la demostracién del Teorema [A.0.25| se sigue que a(t) ~
Dh(1/t) para algin D > 0 y que la funcién a(-) varfa regularmente en oo con indice

a € [0,1). Por el Corolario [A.0.20

n® D
)~ D =T ~ T —ajg

Por lo tanto, para algin a € [0, 1), se cumple. Por la parte directa de la
proposicién, se tiene que (3.2.1)) se cumple también.

Sea T una variable aleatoria con distribucion exponencial de parametro 1 in-
dependiente de (IV, t > 0). Como en la demostracién del Teorema cada
sucesion r, que tiende a 0 contiene una subsucesion {s, }nen tal que s, — 0 cuando
n — oo tal que lim,,_,o a(t/s,)/h(s,) = f(t) en los puntos de continuidad de una
funcién positiva no decreciente f. Por lo tanto,

a(T/sn)

De ([3.2.3)), se sigue que

(%)k] —kl, keN. (3.2.11)

Como Ny, /a(T/sy) %5 1, se obtiene

Ve - s, _alT/on) £ cuando n — oo
o)~ alT/ss hisy /) cuandon = oo. (3.2.12)

Aplicando el Lema de Fatou a (3.2.11) con £ = 1 y usando , se obtiene
E f(T] < o00. Luego, esto implica que f(7T) < oo casi seguramente. También,
3.2.11)) implica que, para cada k € N, la sucesién {(Nrys,/h(sn))k, n € N} es
uniformemente integrable, lo cual, junto con nos lleva a que E[f(T)*] = k!
para k € N. Como E[T*| = k! para k € N, y la sucesién {k!}yen determina de

manera Unica a la distribucién exponencial, entonces f(7T) £ T, asi, esto implica que
f(t) = t para t > 0. Se puede repetir el mismo argumento que se dio arriba para
cualquier sucesién {r, },en que cumpla las condiciones de la sucesién anterior, lo cual
da a(t/s)/h(s) — t cuando s | 0 para cada t > 0. Por lo tanto a(t/s)/a(1l/s) — t
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cuando s . 0, lo cual significa que a(t) ~ h(1/t) ~ t/L(t) cuando t — oo para alguna
funcion L de variacion lenta en oo.
Asi,
1—P(t) ~tL(1/t) cuando ¢ | 0.

Si se cumple ([3.2.14)) para a € [0, 1), entonces

L*(n) k!
1f E[N*] = keN.
Jm = BN I — a1tk TN

Finalmente, si (i) de la Proposicién se cumple, entonces de (3.2.10) se sigue

que, para @ = 1 (tomando I'(0) = 1 por convencién)

Tim L:CEZ)]E[Nﬂ - F(:—ll) =1, keN. (3.2.13)
Por lo tanto, de se concluye,
E[N,] ~ LY a(n), n — oo,
L(n)
y con esto quedan demostradas las proposiciones y[B23 O

Corolario 3.2.5 Supongamos que se cumple

L
In ~ —(n), n — 00. (3.2.14)
n

Entonces E[N,| ~ E[M,] ~ n/m(n), donde m(z) :/ P(¢ > y)dy para x > 0.
0

Mds aun,

En particular, M, /N, £

Demostracion. Vemos que (3.2.14)) implica que

. m(Az) — m(z)
LTI

—log), A>0.
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En efecto, si definimos v(z) := P(£ > z) parax > 0y observando que v(z) ~ z7 ! L(z)
cuando x — 00, tenemos que

) —miy o= [t [ oty

L(z) L(x) ~ L(=)

Aazv(zz) L(zz) dz dz
— . R = log A, .
/1 L(zz) L(z) =z - /1 z o8 v oo

u uer nicion [A.0. m perten n. En
Luego, de acuerdo a la definicion [A.0.21], ertenece a la clase Il de Haan. E
particular, m es una funcién de variacion lenta en co. Luego, también se sigue que

qu ~m(n), n— oo. (3.2.15)
=1
En efecto, como m(-) es una funcién de variacién lenta en oo, entonces
qu—/ (&> |yl)dy ~m(n), n— oo,

donde [z] denota al entero més grande menor o igual que x € R*. Entonces, por
el Teorema [3.1.8/ E[M,] ~ n/m(n) y m(n)M,/n 51, y por la Proposicién [3.2.3] se
tiene que E[N,| ~ n/m(n) y m(n)N,/n RS} O

Proposicién 3.2.6 Definamos Y,, = n — S, | paran € N y supongamos que se
cumple (3.2.14)). Entonces, para 6 > 0 fijo,

E[Y?] =0 ("5L(”)) . (3.2.16)

m(n)

Ademds, para funciones a y b como las usadas en el Teorema se tiene

Lo. (3.2.17)
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Ny-—1

Demostracion. Vemos que

—_

B[] = Ef(o ~ S0 = 3 > (0~ BN, = .Sk 1 = )

<.
Il
o

3
—

> (= j)'P(E = n—j, Skr = j)

Il
3 =
1)

—_ =
S
+
=]

(n—§)°P(E > n — j)P(Sk_1 = j)

<n—ﬁW@zn—ﬁ)<§)w&=ﬂ>

(n—5)°P(§ > n — j)uy,

Il Il
3 <.
LEN? %M
- I
ﬂ\

=0
donde u; = LO P(S; = j) para j € Z+ Por el Corolario m tenemos que
E[N,] ~ n/m(n). Por otra parte, E[N, Zuk para n € N. Asi, Zuk ~n/m(n)

y por Teorema se obtiene,

1
Zsun (=) (=) sT1.

Por el mismo teorema
> L(OL((1—s)"!
S s 2 )~ SOHO 9T
n=1

(1—s)0 ’

sT 1.

Por lo tanto,

3 s" N =U(s)V(s) ~ re) .L((l—s)_l) s
; E[Y?] =U(s)V(s) T=9™ (1 =s)) 1.

Como la sucesién (Y, n € N) es no decreciente, entonces (E[Yf], n € N) también
lo es; en particular, esta sucesion es iltimamente mondétona no decreciente. De esta
manera, podemos aplicar el Teorema [A.0.13|con ¢ =T'(§) y p = § + 1 para obtener

L(0)n? L(n) _ noL(n)
L(6+1) mn)  m(n)’

E[Y?] ~

n
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y asi queda probado (3.2.16]). Recordemos que ¥ (x) = zm(c(x)) y que c(z) ~
xL(c(x)). Como m(x)/L(x) — oo, c(x) — oo, y ademés

Plx) _amle(x)) emlc(z)) _ mlc(z))
c(x) c(x) wl(c(z))  Le(x))’

de aqui se sigue que ¥(x)/c(x) — oo cuando x — oo. Por lo tanto,

b(z) b(z) —_? s oo

a(z) ~ 2 b(x)e(b(x))  cb(@))

Esta ultima relacién junto con m(x)/L(x) — oo, implican que

Definamos v(z) = wa(x)/b(z), entonces v(x) = x - z71b(x)c(b(x))/b(z) = c(b(x)).
Definamos también

Ji(n) := ) vy Jo(n) = : , neN

Luego, para 6 € (0, 1) fijo y para todo € > 0, podemos usar la desigualdad de Markov
y (3.2.16)) para obtener,

v(n)e = (
P(Y, > v(n)e) < W (n)ed 5(n)e
nd L(n)
m(n) Jo(n)Jy(n)°!
=0 =0 0
66n5 <@)61M ( 0 )—>
b(n) (n)

Esto prueba (3.2.17]) y la proposicién. 0
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1

Vamos a suponer ahora que (3.1.5]) se cumple, o de forma equivalente,

1 1 n
~Y

R DR O)

para algin a € (0,1). Sea T una variable aleatoria con distribucién exponencial de
parametro 1 que es independiente de un subordinador (U, ¢t > 0) de drift 0 con
medida de Lévy dada por (3.1.7). De la Proposicion tenemos que N, /w(n)
converge en ley a una variable aleatoria (, con distribucién de Mittag-Leffler de
parametro «. De la féormula de los momentos del Teorema [2.2.11], se tiene que

. K/ dt)] T (- aga Tnay "EE

lo que significa que
T
/ e Uedt £ ¢,,.
0

N, ¢ [
%/ e Vidt. (3.2.18)
w(n) 0

Asi,

Sea 7, una variable aleatoria con distribucién beta de pardametros 1 — a y a. Luego,

por el Teorema [A.0.22] se sigue que (1 — SNn_l/n)a A nS. Se puede verificar que

Fa(n—1)+1)

AN
I'l—a)l'(an+1)’ ne

Elne] =

De (2.2.12)), se sigue que e~ tiene la misma sucesién de momentos. Por lo tanto, co-
mo la distribucién de e YT estd concentrada en [0, 1], ésta coincide con la distribucién
de n%. Asi,

S «
(1 - L) 5 e U, (3.2.19)

n

Proposicion 3.2.7 Supongamos que se cumple. Entonces

(2t ) & (o ).

donde (U, t > 0) es un subordinador sin drift con medida de Lévy (3.1.7).
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Demostracion. De acuerdo a la Proposicion [2.2.11] es suficiente verificar que
ik E[wz(n - SNn—1)N£} j'F(Oé(Z _ 1) + 1)
im — = — ,
n—00 wti(n) [+ (1 — )i +j) + 1)
Por la Proposicion tenemos que

i,jeZT.  (3.2.20)

L¥(n) k!
it E[NF] =
s o BN T*(1 — a)D(1 + ak)’

Para i = 0, (3.2.20]) se sigue de (3.2.21]). Para i € N, (3.2.20)) se puede verificar como
sigue,

keN. (3.2.21)

n n-—1
E[wi(n — Sy, =33 win—DFP(N, =k, Sp_1 =1)
k=1 1=0
:Z<wz(n) w==k,Sk_1=0) —I—Zw n—l)kj]P’( =k, S,_ 1—l)>
k=1
n n—1
P(E>n)+ Y Y wi(n—DEP(N, =k Sy =1)
o
=w' ()P >n)+ > wn-DPE>n—1)> KPS =1
iill I+1 =
=w'(nPE=n)+> w (n-1)> KPS =1).
=1 k=2

(3.2.22)
Vamos a definir ahora f( ):=0en[0,1)y f(z) = (k+ 1) para z € [k, k+ 1) para
keN,ysea F(t / f(z)dx. Entonces,

nZIHZI’f’P Sp-1=1) = nf(k +1)P(N, > k) = E[F(N,)]. (3.2.23)

I=1 k=2 k=1
En efecto, tenemos que

n—1 [+1 n—1 1 n—1 n—1
SN KPS =0 =Y (k+1)YP(S (k+1) ) P(Sp =1)
=1 k=2 =1 k=1 k=1 =1

n—1 n—1
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1

y de esta manera, se obtiene la primera igualdad. Para la segunda igualdad, vemos
que

E[F(N) = 3" FB(N, = k) = 3 /0 F(@)daP(N, = k)

n—1 k-1 i+1
= ZZ/ (i + 1) dzP(N,, = k)
k=1 i=1""
n—1 n—1 n—1
= (i+1)Y Y PN, =k) =) (k+1)P(N, > k),
i=1 k=i+1 k=1

asi, se obtiene la segunda igualdad y por lo tanto se sigue (|3.2.23)).
Luego, por el Teorema de Karamata, F'(t) ~ (j + 1)~'#*'. Como N,, — oo c.s.

cuando n — 00 y (]\fn/vvu(n))j+1 5 ¢I+1 tenemos

FN) 1 (N VT e g
witin) " 51 \wn) jH1

Entonces, por (3.2.21]) se obtiene

(w]&))w

Por lo tanto, la sucesién (F(N,)/w’™(n), n € N) es uniformemente integrable.
Luego, aplicando esperanzas a ambos lados de ((3.2.24]) se tiene

(3.2.24)

lim E

n—o0

=E[¢]"?] < oo.

1 . .
E[F(N,)] ~ Tl E[w T (n)
(j+1)! e+
TG+ D1 —a)(1+ (+ Da) Liti(n)
j‘ na(j—i—l)

T DA —a)T(1+ (G + Da) Lit(n) (3.2.25)

Sii=1en (3.2.22), entonces

. s ]‘ na(j—i—l)
[l — DIl (1—a)l(1+ (j+ )a) Liti(n)’

Nn

LN~
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Por lo tanto, se sigue (3.2.20|) debido a que
1 L7t (n)
Wit (n) ™ e

n — o0.

Supongamos ahora que ¢ > 2. Como

na(i—l)

~ Li—1(n)

wi—l(n) _ na(i—l)—‘,—l—lL—i—f—l(n)

Y

luego, haciendo p = 1+ «a(j + 1), ¢ =T'(p), y aprovechando que L'~ es una funcién
de variacién lenta en 0o, y como cp > 0 y w'™! es dltimamente mondtona, podemos

usar el Teorema para obtener

a1 D(1+a(i—1))
W(s) = ;3 w'(n) ~ (1 5) iDL (1 =51}’ st 1.

Ahora, haciendo p =14+ a(j+1), c=T(p) y
5! 1
l(n) == , - — :
i+ (1 —a)T(1+ (j 4+ Do) Lit(n)

usamos el mismo teorema para implicar que

R(s) =) (Z KP(Sp_y = 1)>

n=1
7! 1 11
Fj+1(1 _ a) (1 _ S)a(j-l—l)Lj-i—l((l _ s)—l) » S ’
Por lo tanto,
I'(1  — 1 il
W(s)R(s) ~ Utal-1) J st 1.

[i+1(1 — a) (1— 8)1+a(i+j)Li+j((1 — s)—l) ’

Como la sucesién {w'"!(n)} _ esno decreciente, entonces

neN
n—1 +1
{Zwi—l(n —1)> KWP(Sk=1), n> 2}
=1 k=2

es no decreciente también. Luego, tomando p = 1+ «(i + j), ¢ = T'(1 + a(i —
)/ (1 —a)y
I(n) J! 1
n) = — C—
[+4(1 — ) Liti(n)’
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podemos usar el Teorema y se obtiene

n—1 I+1 . . i
- ; I'(1+a(i —1));! ne (i)
“n -1 KP(Sp-1 =1) ~ — .
2D 2 PR =D~ R (a5 7) | T)
Por lo tanto,
E|wi(n — S N/ M(a(i—1)+1
i O =S IN] G- D+) g
n—00 witi(n) [iH(1 — a)l(a(i +4) + 1)
y asi, queda demostrado el teorema. 0

3.3. Demostracion de los Resultados Principales
sobre M,

3.3.1. Demostracion del Teorema [3.1.6

Para k € N, sea ay(n) = E[M}] y by(n) = E[N}]. Para z > 0, definamos la
funcion
'l —a)l(ax+1)

FNa(x—1)+1)

O(z) = —1=azB(az,1 —«a) —1,

donde B(-,-) es la funcién beta. Mediante el cambio de variable y = ¢~%/®, podemos
notar que

1 e}
Blaz,1—a) = / y il —y) tdy =at / e (1 — e %) du,
0 0

luego, usando integracién por partes, vemos que

o0 —u/a 0o
_ o TU © — (1 — ™y A
/0 (=) gt = (=) (=) (3.3.1)
+/ ze (1 —e_“/“)fadu
0

— /Oo ze ™ (1 —e™*) "du—1=d(z). (3.3.2)
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Observe que la primera integral de es el exponente de Laplace de un subordi-
nador sin drift con medida de Lévy (3.1.7)). Si se cumple , entonces debemos
probar que

L*(n) B k!

S~ ™ FEN (3.3.3)

lim
n—00 nak

De esta manera, esto implicara que

(i) ax = E[n"‘}, k € N, donde 7 es una variable aleatoria con distribucion corres-
pondiente a la de la funcional exponencial de un subordinador sin drift con
medida de Lévy v, y

(ii) los momentos (a,, n € N) determinan de manera tnica la ley de 7.

La parte (i) fue establecida y demostrada en el Capitulo 2] Asi, de (i) y (ii) se

seguird (3.1.6)). Del Lema se sigue que
n—1

aj(n) =1+r, Z ai(n —1)p;, (3.3.4)

=1

y para k > 2, se tiene
n—1
ar(n) = Dy(ai(n), ..., ax_2(n)) + kag_1(n) + r, Z ag(n —i)p;
i=1

= di(n) + 1y, i ai(n —i)p;, (3.3.5)

donde di(n) := Di(ag(n),...,ax_2(n)) + kax_1(n), Di(-) denota la funcién afin de
k — 2 variables positivas de la forma

k-2
Dy(x1,...,xp—2) = Yor + Z Vi ki
i=1

con coeficientes v, € R, i € {0,1,....k—2} yr, =1/(p1 + - + pn_1). En primer
lugar, vemos que

MIE(M,_; +1) J

3
S~—
<
Il
—
Il <.
[en)
Y
o~

)AQJMpmajeN,.jeN. (3.3.6)
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En segundo lugar, se tiene que para j € N,

n—1
j N j Di
BV, ZE Z)_;E[M"_Jpﬁ---ﬂtpn_l
=7, ZJE[M,{_J pi. (3.3.7)
i=1

De manera similar a lo que se hizo en la demostracién del Lema para el czﬂculo

de b(n), vamos a usar induccién sobre k para probar (3.3.5)). Supongamos que
se cumple para k € {1,...,7 — 1}. Luego, si k = j, y usando las ecuaciones 1-) y

(3.3.7)), tenemos que

o) =5008] = 3 ()R] = 5 (] Bl + V] 4B D)

n—1

+j(aj-1(n) — Dj_1(ai(n),. .., a;-5(n)) — (j — 1)aj_z(n)) +r, ZE[MLJ%

=1+j(ai(n)—=1)+m, Z G) (al(n) — Di(ai1(n),...,a—o(n)) — lal,l(n))

=2

—j(Djrlar(n), ..., a;-3(n) + (j — Daj-a(n)) + jaj-1(n) +r, Z ag(n —i)p

= Dj(ar(n), ..., a;-2(n)) + ja;( +7“nzak n—ip

Por lo tanto, (3.3.5) queda demostrado. En la prueba del Lema ya se obtuvo
b;j(n), la cual estd dada por (3.2.4)). Para demostrar (3.3.3)) vamos a usar induccién
sobre k. Supongamos que ([3.3.3) se cumple para k € {1,2,...,j — 1}. Definamos

= — = l 2,3,...
51 1_b1 y 51 l_llble 1—21 ) 6{737 }7

donde b, = 1!/(I'(1 — @)'I'(1 + al)), | € N, y notemos que
a1 — 6l(bl—1 — l_lbl) = 0, leN. (338)
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En efecto, se tiene que

ﬂl(bl_l a l_lbl) - (bl 1—171h H big — i~ 1b ) (bl_l B l_lbl)

_ by by b1
—1—b1 by b3 bi—1
b1 5 bo 3 bi—2 1
! 1 1
= 5 = R e
—(1=b) —(b—= — by —
L0 b2(1 2) bl_l(” -1
B 1 1—1
T Tl—-a)(1+a)-1 F(l—a)F(1+(l—1)a)_1
I'(1+la)
B (1—1)! .
T o)l —1) "

Supongamos que existe € > 0 tal que a;(n) > (5;+¢)b;(n) para infinitos n. Eligiendo
€ pequeiio podemos tener a;(n) > (f;+¢)b;(n)+c para infinitos n € N para cualquier
nimero ¢ > 0 fijo. Asi, podemos definir n, = inf{n > 1:a;(n) > (8, +¢)b;(n) + c}.
Entonces, por definicién de n..,

aj(n) < (B +¢)bj(n) +¢, paratodon e {1,2,...,n.—1}. (3.3.9)

Luego, tenemos que

Nne—1
(B +¢e)bj(ne) + ¢ < aj(n.) = d;j(ne) + 14, Z aj(ne —1)p;,
i=1
ne—1
<dj(n.) +c+ (Bj +¢€)rn, Z bj(ne —i)pi
i=1

= Dj(a) + jaj_1(ne) +c+ (B; + €)rp. (bj(ne) — Dj(b) — jbj-1(n))
(ﬁj +5)( ( C) ]( )_jbj—l(nc»
+ (85 +¢)(b;(ne) — D;(b) — jbj1(n.))

= Dj(a )+J% 1(ne) + ¢

+ (8; + &) (rn, — 1) (bj(ne) — Dy(b) — jbj—1(nc))

+ (B +&)bj(ne) — 3+€)( 5(b) + b1 (ne)),
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la primera desigualdad es por definicion de n.., la primera igualdad es por (3.3.5)) y la
segunda desigualdad se sigue de (3.3.9)). Después de hacer algunos pasos algebraicos
y reagrupando términos, se obtiene

0 < Dj(a) + jaj-1(nc) + (Bj + ) (rn. — 1)(bj(ne) — D;(b) — jbj-1(nc))
— (B; + &) (D;(b) + jbj_1(n.)). (3.3.10)
Aqui, hemos usado las abreviaciones

Dj(a) = Dj(a1(nc), .., a;-2(nc)) vy Dj(b) = D;j(bi(ne), ... bj-2(ne))
por conveniencia.

De (§3.1.5)), cuando n — oo, se sigue que

1 o 0]
)

_p1+"'+pn—1 k=1 Pk

Tn — 1

esto se sigue por hipdtesis y también del hecho de que Z:j pr ~ 1 cuando n — oo.
Aprovechando esto y dividiendo por z(c) = ny—be /L7 (n.) la tltima desigualdad
y haciendo ¢ — oo (esto implica que n. — 00) y ademds usando queE|

Dj(ai(ne), ..., a;-a(n.)) i 4-1(e) _

1i =0 =a;_
L (0 Dol T
se llega a que
0< jaj71 + (ﬁj + E)bj — (B] + €)jbj,1. (3311)
En efecto, trabajando con el tercer término de (3.3.10]), vemos que
L(n.)
me—1 _ mg  L(n)
) a0l
Li=(n,)
Luego, se tiene que
L’ (n,
(r, — 1)bj(ne) ~ (JZ )bj(nc) b, ¢ — o0,
e
L’(n,
(n) (b) -0, ¢— o0,
nie Y
L7 (ne) _ L(n.) LU= (n,)
ni® i—1(ne) = j ne ngj—l)a bj—1(ne) =0, ¢— oo,

?Esto tltimo también se cumple para las D; (b1(n), ..., bj—2(nc))’s y bj(ne)’s.
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esto ultimo es gracias a que L(n.)/n% — 0 cuando ¢ — oco. Por tanto, se sigue
(3.3.11). Como la funcion P es positiva para todo = > 0, entonces

®()ibi1 b b

bj bj
esto implica que jb;_; —b; > 0. Por lo tanto, usando (3.3.11)), llegamos a la desigual-
dad

0<

e(ibj—1 = bj) < j(aj-1 = Bj(bj1 =57 'b;)) =0,
esta ultima cantidad es 0 debido a (3.3.8]), pero esto es una contradicciéon. Asi, hemos
verificado que

, a;(n)
lim sup -2 < B;.
i bj(n) ~ &

Analogamente, se puede obtener

. (l‘(’fl)
. < { ']—
B] hin inf b]( ) .

En efecto, supongamos que existe ¢’ > 0 tal que 5; —¢’' > 0y a;(n) < (8; —€')bj(n)
para infinitos n € N. Como en el caso anterior, podemos elegir ¢’ > 0 pequeno de tal
manera que a;(n) < (8; —’)b;(n) — ¢ para infinitos n € N para cualquier ¢ > 0 fijo.
Asi, podemos definir m, := inf{n > 1 : a;(n) < (B; — ¢’)b;(n) — c}. Entonces, por
definicion de m..,

aj(n) > (B; —€)bj(n) —c¢ paratodon € {1,2,...,m.— 1}. (3.3.12)

Luego, tenemos que
me—1

(B; —eNbj(me) — ¢ > aj(me) = dj(me) + T, Z a;(me — 1)pi,

me—1

> dj(me) —c+ (B — )rm, Z bj(me —1)p;
i—1

= Dj(a) + jaj—1(m.) —c+ (B; — &)rm, (bj (me) — D;(b) — jbj—l(mc))
— (B — 5/)(bj(mc) — D;(b) — jbj—l(mc))

+ (85 — &) (b;(me) — D;(b) — jbj—1(me))

= Dj(a) + jaj-1(m.) —c

+ (B =€) (rm, = 1)(bj(me) — D;(b) — jbj-1(me))

+(8; = &bj(me) — (B — ) (D;(b) + 5bj—1(me)),
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Asi, nos queda la desigualdad

Dj(a) + jaj-1(me) + (8 = &) (rm, — 1) (bj(me) — D;(b) — jbj—1(mc))

Luego, definamos w(c) := mY Y*/Li~1(m,). Asi, dividiendo (3.3.13) por w(c) y
haciendo ¢ — oo (y por lo tanto m. — o0), de manera andloga como en el caso
anterior, llegamos a que

jaj-1+ (B; — )by — (B — €)jbj—1 <0,

lo cual es equivalente a 0 = j(aj_l — B(bj—1 — j’lbj)) < €'(bj — jbj_1), que es, de
nuevo, una contradiccién. De esta manera, llegamos a que
a;j(n)

Por lo tanto, lim,_,~ a;(n)/b;(n) = f;, es decir,

nle nle

Litn) ~ “Ti(n)

aj(n) ~ B;bj(n) ~ B;b;

y con esto, queda demostrado el teorema.

En la siguiente seccion se da una demostracion alternativa del Teorema [3.1.6] us-
ando un enfoque probabilistico. Para hacer esto, nos sera de gran utilidad el siguiente
lema cuya prueba se da a continuacion.

Lema 3.3.1 Paran € N fijo y cualquier i € N, se tienen las siguientes igualdades

M, (i) £ M,, (3.3.14)
y
M, — N, + 1= My, (N,) £ M, , (3.3.15)

donde (M!, n > 1) tiene la misma ley que (M,, n > 1) y es indenpendiente de
(Nu, Ya), ademis, RS (i) = 0 y

~

()N _ pn) e
By (1) = B (0 +&md 40 ) eryany Y M"(Z)_Zl{él(“(iwaﬂﬂm}’ k €N.
=0
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Demostracion. Sea i € N, entonces

P(My (i) =k) =P (lX: 1{R§">(i)+€i+l+1<n} ) (Z 1{Rl+l+£z+l+l<n} k)
=0
=P (Z 1{Rz(n>+51+1<n} - k) = P(Mn = k)
=0

en la tercera igualdad se aplico la propiedad de Markov al tiempo 7. Esto demuestra

(3.3.14]). Ahora procedamos a probar las igualdades (3.3.15]).

Np—2

My, Z 1 (R™ &, <n} — Z 1+ Z 1 {R™ 1,1 <n}

=N,

=Ny —1+ Z 1{Rz(i)Nn+§l+Nn+1<n} =N =1+ Z 1{R§n)(Nn)+5Nn+l+l<”}
=0 =0

BRI z_: 1{Rl(n7SNn71>(Nn)+EN7L+l+1<n s = No =1+ My, (Na),

- Nn—l}

en la segunda igualdad, el (N,, — 1)-ésimo término desaparece debido a que Sy, > n;
mientras que la quinta igualdad se sigue gracias a que la caminata aleatoria con
barrera R(™ no salta en el intervalo [N, —1, N,,). Asi, la primera igualdad de
queda probada. Sea k € N, entonces

]P)(Myn ZZP MYn - k>Nn = Z-7‘5’1\%—1 = ])

_ZZP<21R(n ]) (D) +&iti+1<n— ]}_k N =1 SNn 1:j)

=1 7=0

(3.3.16)

Vemos que la sucesion {ﬁil("fj) (1) + §i+l+1}z>o es independiente de 1y,—is, =} ¥

tiene la misma ley que {(112l(n_j))’+£l’+1 }z>0 que se puede construir a partir de {&} }x>1
que es una copia independiente de {@}k;l. Por lo dicho en esto ultimo, tenemos que
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(3.3.16[) se puede escribir como

n n—1 0
P(My, (N §:§:P<§: (RDY el <nmg) = k)Pm@:aSMA:j)
i=1 j=0 0
—_— —_— / JE—
_p (jijl. A s ) k) —P(M)_s,_ =F).
Esto demuestra el Lema [3.3.11 O

3.3.2. Demostracion Alternativa del Teorema [3.1.6

Recordemos que Y,, = n — Sy, _1 para n € N. Tenemos que la sucesién de dis-
tribuciones de {Mn JE[M,], n > 1} es tensa ya que esta sucesion es uniformemente
integrable. En efecto, de acuerdo a

. L(n)* _ k! o
M e B = gy T FEN
tenemos que
nak’
( o )k B E[Mﬂ akLk(n) =a, <00, M —00
E[M,] EDL)S ( me N\
"L(n)

donde a}, := a;*a; para k € N, lo cual implica que {M,/E[M,], n > 1} es uni-
formemente integrable y por lo tanto es tensa. Se tiene que E[Mn} ~ constante -
w(n), n — oo. Por lo tanto, existe una sucesién {ny}r>1 con n; — oo cuando

k — oo tal que
M,,

w(ny)
Vemos que Y, RS y el Lema implican

~

M,,
w(Yay)

Por la Proposicién cuando k — oo, se obtiene

<u1)ﬂ((in:)) ’ %’En;l) 5 (M,Q) = (eUT,/OT eUtdt) .

L7 propia, cuando k — oo.

LHgnLt g
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Por el Lema tenemos que

M, My, +N,, —1 My, w(,) N, —1
e __ "k k — "k, Nk + Nk
w(ny) w(ny,) w(Yn,) w(ng)  wng)

luego, cuando k — oo, se tiene

( Mynk w(Y"k) N,

—1 L "
w(%,,) W) w(ng) ) -7 ALe)

donde 27" £ Z, y usando funciones caracteristicas, se puede ver que Z” es indepen-
diente de (M, Q). Ademss,

ZEMZ"+Q. (3.3.17)

o0

De la igualdad en ley A, £ M AL+ @ se sigue que Ay, = / e Ytdt es solucién de
0
(3.3.17) y por el Teorema 1.5(i) de [46], ésta resulta ser unica. Por lo tanto,

M £>/ e Urdt.
w(ng) 0

Se puede repetir el mismo argumento para cualquier sucesién como {ny}r>1. Asi,
cuando n — oo, se concluye que

L(n)

na

Mni/ e Utdt.
0

Esto demuestra el teorema.

3.3.3. Demostracion del Teorema (3.1.7

La demostracion usa el siguiente resultado.

k
lim P(n— Sy,—1 <k)=m™ Y PE>i)=P(W <k), keN  (3.3.18)

n—00 -
=1
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En efecto, (3.3.18)) se cumple ya que

n n—1
:ZP(Szflzn—k,SZZTO:ZP(S—TL k,Si+1Z7”l)
i=1 =0
n—1 n—1
=> P(Si=n—k&>k) =) P(Si=n—k)P(¢>k)
=0 1=0
n—k
=PE>k)> P(Si=n—k)
1=0

—mP(E>k), n— oo,

la convergencia es gracias al Teorema de Blackwell. De esta manera, esto implica que

k 1 k

P(n—Sy,-1 <k) =Y P(n—8y,_1=j) = —~ Y PE>j)=PW <k), n-— oo

Jj=1 Jj=1

Por lo tanto, se cumple (3.3.18]).
Vemos que de (3.3.15)) se sigue

M, — N, 5 M, —1, (3.3.19)

ya que se acaba de probar que Y, A W, donde W es una variable aleatoria con dis-
tribucién que es independiente de (M), n > 1) (ya que Y, es independiente
de (M}, n>0)).

Por lo tanto, para cualquier sucesion (d,,, n > 1) tal que lim,,_,, d,, = o0, se tiene

que

Mn - Nn
— 2. (3.3.20)

Para demostrar la equivalencia entre (i) y (i7) vamos a usar el Teorema 3.2 que se
puede encontrar en [25], pdg. 142].
Supongamos que se cumple (i), esto es, existen sucesiones (a,),>1 C RT y
(bn)n>1 C R tales que
M, — b,

an

L
= X,
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donde X tiene ley de probabilidad propia y no degenerada. En particular, se tiene
esto ultimo para el caso de que X tenga ley a-estable con indice a € [1,2]. Luego,
debido a (|3.3.20]), se puede decir lo mismo para NN, y por la igualdad

P(N, >m)=P(S,, <n—1),

se sigue que

Sn—bn £

Qn,
Esto significa que la distribucién de & pertenece al dominio de atraccion de alguna
ley a-estable de indice v € [1,2]. Entonces, gracias al Teorema |A.0.29, lo anterior se
cumple si y sélo si

n
Z E’*pp ~n*"“L(n), n — oo,
k=1
para cualquier funcién L de variacién lenta en oo, y por tanto, 02 < oo. Esto de-
muestra la equivalencia entre (i) y (7).
Suponga que las condiciones del Teorema|3.1.7(ii) se cumplen. Si 0% = co 'y
se cumple para @ = 2, entonces, usando el Teorema[A.0.27]con a,, y b, definidos como
en el Teorema |3.1.7, vemos que

En efecto, tomando las sucesiones b, = n/my a, = m™'c,, donde ¢, es una sucesiéon
de ntimeros positivos tal que

nL(cy)

2
Cn

donde ¢, juega el papel de B(x) en el Teorema y C = m/k} en el mismo
teorema.

De manera andloga, si 02 = oo y se cumple para o € [1,2), ademads,
eligiendo a,, y b, como en el Teorema y apoyandonos en el Teorema [A.0.27],
podemos implicar que

—C>0 n— oo,

N, — b,

Qn

L
— o, T —> OQ.

Hay una pequena diferencia en la eleccién de la sucesioén (c,),>1 con respecto a la
que se hizo para B(z) en la demostracién del Teorema [A.0.27] B(-) es tal que

zL(B(x)) 2-a
B@]"  a

C z— oo,
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donde C' > 0 definida como C' := m/kS para alguna constante kg > 0.
Por tltimo, si 0% < oo, podemos usar el Teorema [A.0.28| con a,, v b, como en el
Teorema [3.1.7] para concluir que
Nn - bn
a,

En vista de (3.3.20)), las mismas relaciones limites se cumplen para M,,. Asi, queda
demostrado el Teorema [B3.1.71

L
— M2, TN — OQ.

3.3.4. Demostracion del Teorema [3.1.8

Primero supongamos que m = oco. De acuerdo a ([3.2.2)) se tiene que

L k
lim £

n—00 nk

E[N}] =1,

lo cual es equivalente a

nk

E[NF] ~ ——, keN.
[ n] L(n)kz’ <
De la demostraciéon del Teorema |3.1.6] vemos que

k

E[MF] ~ L?n)k - <L?n)) ~ (E[M,))*, keN. (3.3.21)

En efecto, basdandonos en la demostracién del Teorema [3.1.6] denotemos ax(n) =
E[M}] y bi(n) = E[N] para k € N. Ahf se demostré que

n—1

ap(n) = dg(n) +rp Z ag(n —i)p;, k€N, (3.3.22)

i=1
donde di(n) := Di(a1(n),...,ar_2(n)) + kap_1(n) y
k—2
Dy(z1,...,25-2) = Yor + Z%,Mu Vik € R,

=1

ynrn= 1/(171 + o +pn—1)-
Anélogamente, se demostré que

n—1

be(n) = ck(n) + 1, Y bp(n—i)p;, k€N, (3.3.23)

i=1
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donde ¢1(n) =1y cx(n) := Dg(by(n),...,bg_2(n)) + kbx_1(n) para k > 2. Hagamos
Bj = a; = b; = 1. Esto se reduce a probar

Lk
lim ()

n—00 nk

ag(n) =1, keN. (3.3.24)

Para ello vamos a usar induccion sobre k. Supongamos que se cumple para
ke {1,2,...,5—1}. Entonces, para k = j y siguiendo la misma prueba del teorema
antes mencionado, vamos a suponer que existe ¢ > 0 tal que a;(n) > (14¢)b;(n) para
infinitos n. Haciendo el mismo anélisis como en la prueba de ese teorema, llegamos
a que

0 < Dj(a)+ jaj—1(n.) + (L +¢€)(rn, — 1)(bj(nc) — D;(b) — jbj_l(nc))
— (L +e)(D;(b) + jbj-1(ne)). (3.3.25)

donde n, = mf{n > 1 : aj(n) > (1 + €)b;(n) + ¢} para cualquier constante ¢ >
0, Dj(a) := Dj(ar(n), ..., aj-2(n)) y D;j(b) := Dj(bi(n),...,bj—2(n)) por convenien-
cia. A continuacién, definamos z(c) := n~!'/L/~!(n.). Dividiendo (3.3.25)) entre z(c)
y haciendo ¢ — oo (esto implica que n, — o0), se obtiene

D D. Qi
(@) = i), aj-2(n)) — 0, cuando ¢ — 00,

z(c) z(c)

ya que n/L(n) — oo cuando n — oo. También

jaja(n) L 7\(n)
2) TRt

aj_1(n.) = j cuando ¢ — oo,

gracias a la hipdtesis de induccion. Ahora nos fijamos en el tercer término de (3.3.25)).
Vemos que

Cpit 4 Paa prttpar P(E<n)
~PE>n), n— oo

T — 1

Pero, de acuerdo a (iv) del Teorema [A.0.23] tenemos que

P(¢ > n) :O<Z71P<52j>> ~o(H) o

n n
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Asi, dicho término es despreciable. Por ultimo, se tiene que

D.(b D.(b o b
(D) _ i(b1(n), ..., bj_2(n)) — 0, cuando ¢ — o0,

z(c) z(c)

y ademas

'b‘_ Lj—l
Rt) () cunndo

Luego, de (3.3.25) se obtiene (1 + €)j < j, lo cual es una contradiccién. De esta

manera, se sigue que

~—

aj(n

lim sup <1

oo bj(n)
Anélogamente, podemos deducir que j < (1 — ¢)j7 (lo cual también es una con-
tradiccién) haciendo los mismos célculos que en la demostracién del Teorema [3.1.6]
tomando f3;, b; y a; como antes, y deducimos que

—~
~—

CL]‘TL

lim inf > 1.

n=oo bj(n)
Entonces, lim,_,« a;(n)/b;(n) = 1, es decir, a;(n) ~ bj(n) ~ n?/LI(n) cuando n —

00. Esto demuestra (3.3.24)) y por tanto también (3.3.21]).

Asi, cuando n — o0,

E

k
M, ] —1, keN
E[M,]

Como los momentos de M,,/E [Mn} determinan a 1, entonce

S

L
— 1,

&=

(M,

lo cual implica que

S

=
=
1
—_

Esto prueba (3.1.9)).

3Realmente en esta convergencia en ley, 1 = (1), donde §(1) es una variable aleatoria degenerada
cuya distribucién esta concentrada en 1.
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Ahora supongamos que m < oo. Por el teorema de renovacion clave, tenemos que
cuando n — 00,

Nn C.S. 1
— = —. (3.3.26)
n m
De la ecuacién |3.3.19, se sigue que cuando n — oo,
Mn - Nn c.s.
— — 0.
n
Entonces M Mo N N )
—n_n oy SS, (3.3.27)

Gracias al Teorema de Renovacion Elemental E[Nn} ~ n/m cuando n — oo. De
acuerdo a lo probado arriba, tenemos que E[Mn} ~ E[Nn] ~ n/m cuando n — 0.

P -, , .
Como M, /a, — 1, cuando n — oo para alguna sucesiéon de numeros positivos

(@n)n>1, entonces (3.3.20) implica que

Mn_Nn P
——>0, n — oQ.
Qp,

Esto implica

N, M M, - N, p
=" 51 n-— oo

Por lo tanto, de (3.3.26)) concluimos que a,, ~ n/m cuando n — oo.

3.3.5. Demostracion del Teorema [3.1.9

Por el Teorema 3(c) en [12], se sigue que

N, —bn)—1 ¢
5,
a(n)

donde p; es la ley 1-estable con funcion caracteristica

/ eim[lll(d.f) _ eitlog|t|—\t|7r/2, t € R.

—00

Por el Corolario [3.2.5] tenemos que

51 (3.3.28)




80 3.3. DEMOSTRACION DE LOS RESULTADOS PRINCIPALES SOBRE My

Por lo tanto,

5 . (3.3.29)

51, no . (3.3.30)
En efecto, tenemos que

M, _Mn—b(n)+ b(n)
N,—-1 N,—-1 N, —1

ya que
M, —b
]Vn——(1n)5>07 n — OQ.

De esta manera, es suficiente demostrar que el segundo término de (3.3.29) tiende
a cero en probabilidad. Recordando la notaciéon Y,, = n — S, | y usando el Lema

N,
B3] esto nos da

My, —Ny+1 b(n) My,  m(n) bn)Y, n
N, —1 a(n)  Y,/m(Y,) m(Y,) mna(n) m(n)(N, —1)

donde
B My, ~ m(n) ~ b(n)Y, . n
B =y vy 0 Ty 0 ey Y O

Por el Corolario [3.2.5 tenemos que m(n)M, /n £ 1. Usando el Lema [3.3.1] y el

hecho de que Y, R oo, podemos implicar que Ki(n) L 1. Por el Teorema A.0.26],

Ksy(n) 51 /R, donde R es una variable aleatoria con distribucién uniforme en (0, 1).

Por la Proposicién [3.2.6] se sigue que K3(n) £ 0. Por ultimo, por el Corolario [3.2.5|

Ky(n) L 1. Esto demuestra el teorema.



Capitulo 4

Aplicaciones a los Procesos de
Coalescencia

En el presente capitulo vamos a considerar unos procesos estocéasticos especiales
llamados (-coalescentes, los cuales se definiran en la siguiente seccién. Primero vamos
a introducir a los A-coalescentes, donde A es una medida finita en [0, 1] subyacente
al coalescente en cuestion que determina a las tasas de transicion de dicho proceso.
Después se calculan las tasas infinitesimales y las tasas totales de manera general,
luego tomamos a la distribucién Beta como la medida subyacente para asi poder
trabajar con los S-coalescentes en algunos casos particulares interesantes. De ahi que
surjan como consecuencia, el coalescente de Kingman y el coalescente de Bolthausen-
Sznitman.

4.1. A-Coalescentes

Para lo que sigue, vamos a denotar por N al conjunto de los ntimeros naturales
extendidos, esto es, N = NU{oo}. Un bloque es un subconjunto B C N. Para lo que
resta del capitulo, serd conveniente usar la siguiente notacién, [n] = {1,...,n}. Esto
quiere decir que [oo] = N.

Consideremos al tiempo ¢ = 0 un nimero n € N de individuos y miramos hacia
atras en el tiempo. Denotemos por £ al conjunto de todas las particiones en N y
por &, al conjunto de particiones en [n| := {1,...,n}. Paracadan € Ny 7 € &,
definamos la funcién g, : € — &, mediante m — p,7, esta la restriccién natural
al conjunto &,. Si Il = (II;, ¢ > 0) € &, representa el proceso de las particiones
ancestrales, entonces p,I1; representard cuales de los n individuos iniciales tienen un

81
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ancestro comun al tiempo —t.

o 9 N W

Figura 4.1: Las genealogias de 8 individuos.

Definicién 4.1.1 Un A-coalescente es un proceso de Markov (II;, ¢ > 0) con valores
en & tal que, para cada n € N; el proceso (g,II;, t > 0) es una cadena de Markov
con valores en &, con la propiedad de que siempre que |g,I1;| = b bloques, k de estos
bloques se fusionan en un bloque a una tasa igual a Ay, siendo estas las transiciones
posibles.

Observacion 4.1.2 Pitman en [{1|] demostrd que las tasas de transicion \yj satis-
facen

1
Mok = / 2*72(1 — )" FA(de), 2<k<b (4.1.1)
0
para alguna medida finita A en [0, 1], gracias a que el proceso es intercambiable.

Asi, un proceso de coalescencia que cumple (4.1.1) para una medida particular
A, es llamado el A-coalescente.

Ejemplo 4.1.3 Sea A la masa de Dirac unitaria en 0 dada por

A(dz) = do(dz).
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En este caso, las tasas de transicién (4.1.1]) se reducen a
N 1 si k=2
PET1 0 st k#£2
Asi, este A-coalescente corresponde al coalescente de Kingman, en donde cualquier
par de bloques se fusionan a tasa 1.

Figura 4.2: Simulacion del n-coalescente de Kingman con n = 500.

Ejemplo 4.1.4 Sea A(dz) = dx la medida de Lebesgue en (0, 1). Luego, las tasas
de transicion (4.1.1)) se reducen a

1 1
)\b,k = / :UkiQ(l o x)bikd:l:‘ — / :C(kfl)fl(l o x)(b—kJrl)fldx
0 0

TGk DIk—1)  (b— Rk —2)!
= T(b) = o 0 2skst
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Este A-coalescente es el coalescente de Bolthausen-Sznitman. Este coalescente primero
surgi6 en la conexién con la fisica de “spin glass” (vidrios centrifugados).

Ejemplo 4.1.5 Sea A la distribucién Beta de parametros a > 0 y b > 0, entonces
llamamos a (II;, ¢ > 0) el §(a, b)-coalescente, o méas sencillamente, el S-coalescente.
En particular, si tomamos 0 < o < 2, y definimos A como la distribucién Beta(2 —
a, a), es decir,

1
['2—a)l(«a)
y si tomamos o = 1, este es justamente el coalescente de Bolthausen-Sznitman.
Mientras que si hacemos « 1 2, entonces la distribucion Beta es una aproximacion
de la masa de Dirac en 0, esto es, si p, es la distribucion de , entonces

A(dz) = crt (1 —2)* e, (4.1.2)

e — 00, cuando o T 2,

v . .
donde “—”denota convergencia vaga; este es el coalescente de Kingman. Por ra-
zones tedricas y practicas, los f-coalescentes forman una familia muy importante de
procesos de coalescencia.

n=50alpha=12 n=50alpha=19

LA

\
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
n n

Figura 4.3: Simulaciones de Beta-coalescentes para una poblacién inicial de 50 indi-
viduos.

4.2. Tasas de Transicién de los $-Coalescentes

)

Vamos a denotar por Yt(n = |o,I1;| el nimero de bloques de ,II;. Entonces,

) (n)

de acuerdo con lo que se dijo arriba, YO(” =ny Y, se puede interpretar como
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el nimero de ancestros vivos al tiempo —t. Luego, el proceso (Yt("), t > 0) es una
cadena de Markov decreciente a tiempo continuo con espacio de estados [n].

Para un proceso A-coalescente (Il;, ¢t > 0) se sabe que el proceso (Y;(”), t>0)
tiene tasas infinitesimales

Py, = k)

n
ok = lim —————~% = =kl — 2)RA 4.2.1
=t == (1) [ e, a2

para todo k,n € N con k < n. Esto se debe a que el nimero de maneras posibles de
elegir n — k + 1 bloque de n es igual a (kfl) y, cuando hay n bloques, cada grupo de
n — k + 1 bloques se fusiona en uno a tasa A\, 1. Sea

n—1
9= gks nEN
k=1

las tasas totales.

Definamos al proceso de los diferentes estados de Y mediante Wo(n) = YO("), y
W,g") = YT(Z”), k > 1, donde (T}, k > 0) es una sucesién de tiempos de salto del
proceso (Yt(n), t> 0) definida por 7o =0 y

Tpy=if{t> T V" 27"V k>1.

k—1

Entonces (W,ﬁn), k € N) es una cadena de Markov con espacio de estados [n] y
probabilidades de transicion dadas por

Inn—k 1 n
= 2mnk Mirs, 1<k<n-—1. 4.2.2
e e (’f + 1> o ! 422

Ahora, sea X, = inf{k € N : W,g") = 1 dado Wén) = n} el numero de pasos
necesarios para que el proceso W™ alcance al estado absorbente 1.

En otras palabras, X, en el nimero de colisiones (saltos) que hay en el coalescente
restringido (0,11, ¢ > 0) hasta que haya un sélo bloque. Notemos que P(I], = k) =
Tnn—k, donde I} es el tamano del primer salto de Y™ Como se demostré al inicio

de este capitulo, gracias a que (W,g"), k > 1) es una cadena de Markov (decreciente

en este caso), (X,, n > 1) satisface la recursién distrubucional X; = 0 y X, £

1+ X,_rr, n>2, donde I es independiente de X, ... X, _; con distribucién

P(I, = k) = gnpn /g, ke€{l,....n—1}.
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™)t > 0) después de su

La variable aleatoria n — I! es el estado del proceso (Y,
primer salto.
Vamos a considerar -coalescentes, esto es, A-coalescentes con distribucion A =

B(a,b), es decir,

A(dx) = Bla b)x“’l(l — )Mz, 0<z<1,

donde B(a,b) =I'(a)l'(b)/T'(a + b) es la funcién beta con a,b > 0. En este caso, las
tasas infinitesimales (4.2.1]) adquieren la forma

ok = n 1 /1 ZPTR2(1 — g)atnh-2y
" k—1) B(a,b) J,

B n B(a—l—n—k—l,b—l—k—l)
C\k—-1 B(a,b) ’

kE,neN, k<n. (4.2.3)

De la relacién

k(k+1) B(a,b+k — 1)

Itk =T B(a,b)
se sigue que
n—1 n—1 9 1 n—1
In = ;(9k+1 —gi) = £ k+ Ikt = B(a,b) £ kB(a,b+k—1) (4.24)

Si en (4.2.3)) hacemos b = 1, entonces g, tiene la forma

n \Bla+n—k—2k) nla Fla+n—-k—-1)
g"k:(k;—l) B(a, 1) T (m—k+1)! D(a+n—-1) ° (4:2:5)

En efecto, la segunda igualdad en (4.2.5)) se sigue, ya que

T(a+n—k—1)(k)

B n B(a+n—k—2,k)_ n! Fla+n—-1)
Ik = (k - 1) B(a, 1) T (n—k+DI(k—1) T'(a)T(1)
I(a+1)
nla Fla+n—k—1)

n—k+1)! T(a+n—1)
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Por lo tanto, las tasas totales se reducen a
X a (1 F'(a)l'(n+1)
gn:aZk‘B(a,k): a—2 I'la+n—-1)
N 2(h, — 1) para a =2

) para a > 0,a # 2

donde h, = > | 1/i es el n-ésimo niimero arménico. En efecto, se tiene que

Gn = anz_i kB(a, k) =a (i kB(a, k) — i kB(a, /{;)) : (4.2.6)

Vamos a calcular las dos sumas de (4.2.6]). Tenemos que

= I'(a “I(a—DI(k+1)
> kB(a,k) = Zk =(@-1)>
k=1 k=1 Fa—i—k =1 I(a+ k)
< ol
a—1 ZBa—l kE+1)= (a—l)Z/ 2%7%(1 — z)Fdz
k=1 k=170

=(a—1) /01 i (i(l - a:)k> dz =(a—1) /01 271 — r)dw

a—1(a—2)'(a—2)'(2)
a—2 ['(a)

I (a—1DIl'(a—1) 1
a-—2 I'(a) a2

=(a—1)B(a—2,2) =

Haciendo calculos similares, llegamos a que

Zk:B(a, k) = (a— 1)/ i (Z(l - x)k> dz = (a — 1)/ L (Z(l - x)kJ’“_l) dz
k=n 0 k=n 0 k=1
= (a — 1)/0 L S 1= " Ty = (a — 1)/0 %73 (1 — x)"dw
['(a—2)T(n+1)
Ma+n-—1)
1 (@a-DI'(e—1)I'n+1) 1 TI'(ae)l'(n+1)
Ca-—2 I'a+n—1) Ca-2T(a+n—-1)

=(a—1)Bla—2,n+1)=(a—1)

(4.2.8)
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Luego, sustituyendo (4.2.7) y (4.2.8) en (4.2.6)), se llega a que

n—1
a F(a)l'(n+1)
= d KBlak) = o (“m -
k=1
Ahora, para a = 2, tenemos que
n—1 n—1 n—1
T(2)0 (k) 1
W =23 kB2.k) =23k =23
g 2R)=23 T(k +2) k+ 1

4.3. Comportamiento Asintético del Niumero de
Colisiones en los 5-Coalescentes

En esta seccion se aplican los resultados vistos en el Capitulo |3 Tenemos que
existe una variable aleatoria & con valores en Z™ tal que

2-a)l(a+k—1)
T(a)T(k +2)

pr=PE =k)= . keN.

Notemos que (pi)r>1 es una distribucién de probabilidad. En efecto, se tiene que
pr > 0 para todo k € N para 0 < a < 2. Luego, tenemos que

N~ @2-allatk-1) 1 XT3~ a)l(a+k— 1)
;p’“ N ; T@T(k+2)  T(@l(2—a) ; T(k +2)
1 = ! 2—a a+k—2
~ T 2, e

1 12—a _xa—2 - —(L’k T
:F(a)F(Z—a)/Ox -2 <Z<1 ))d

k=1
! 1 (2 —a)l
— / 1,2 a—l(l . [L’)a_ldl’ — ( a) (a)
[(a)(2—a) J, [(a)'(2 — a) ['(2)
Por lo tanto, lo anterior se cumple. Haciendo calculos similares, llegamos a que
[(a+n—1)
[(a)'(n+1)’

=1.

P(¢ >n) = n € N. (4.3.1)
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En efecto, tenemos que para n € N,

B¢ 2n) =S B(E = k) =S B(e =k +n-1)

k=n =
_i(Q—a)F(a+k+n—2) 2—a iF I'la+n+k—2)
&~ T@Pk+n+1) 3—a) & n+k:+1)

1 a+n+k73
F(2 Z/ — dx
- ﬁfo e 3@“‘”) v

( =
1 L etn2 . 1 ['(2—-a)l(n+1)
= T2 =) /0 v ) e = R S T  Tlatn = 1)
 T(@T(n +1)
S I(a+n—1)

Luego, la distribucién de I! se calcula de la siguiente manera,

nla  Ila+k—1) 2—a)l'(a+k—1)
P — k) = Jnnk _ (k+1)! T(a+n—1) _  T(a)(k+2)
" Gn a (1 - Da)'(n+ 1)) Fla+n—1) (1 - D@)I'(n+ 1))
a—2 [(a+n—1) n!l'(a) ['(a+n—1)
Pk Pk Dk

Tla+n—1) 1-P(&>n) pi+-+pu1

b= T'(n+ 1)T(a)

Asi, la sucesién I}, satisface (3.1.3]). Por lo tanto, podemos usar los resultados del
Capitulo [3] para demostrar los siguientes teoremas.

Teorema 4.3.1 Para el (a,1)-coalescente con 1 < a < 2, es decir, ) < a =2—a <
1, el numero de colisiones X,, satisface

X, *
S N— / e Vtdt,
I'(2—a)ne 0

donde (U, t > 0) es un subordinador sin drift con medida de Lévy .
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Demostracién. Usando que I'(n + z) ~ I'(n)n® cuando n — oo para todo = € R™,
Vemos que
Fla+n—1) C(n)n*t  po? n-*

PE 2 = 5T 1) ~ Tlonl) T T@—a) cwendon oo

donde a@ = a — 2. De esta manera, si 1 < a < 2, o equivalentemente, si 0 < a < 1,
se puede aplicar el Teorema con L(n) = 1/I'(a) = 1/T'(2 — «), y asi, queda
demostrado el teorema. O

Hass y Miermont prueban este teorema con otro método, ver [26]. Vamos a usar la
notacién de este articulo. Este método considera cadenas de Markov no crecientes
X, = (X,(k), k> 0) que cuentan el nimero de bloques después de que hayan k
coalescencias, las cuales empiezan con n bloques. Luego, éstas cadenas de Markov
reescaladas en el tiempo, convergen a un proceso de Markov no creciente cambi-
ado de tiempo. Por ultimo, se deduce el comportamiento asintético de la variable
A, = inf{k > 1: X, (k) = 1} adecuadamente renormalizada y se llega a la misma
conclusién del Teorema [4.3.1]

Teorema 4.3.2 Para el B(a,1)-coalescente con 0 < a <1, estoes, |l <a=2—a <
2, el numero de colisiones de X,, satisface

X, — n(a — 1) r
(Oé _ 1)(a+1)/an1/a = Ha

o equivalentemente,
X, —nla—=1) ¢
= Sa, 4.3.2
(a — 1)nl/a ( )

donde S, es una variable aleatoria tal que
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E[exp (itSa)] = exp (|t|0‘ (cos % + isin %sgn(t))) , teR.

Demostracién. Ahora supongamos que 0 < a :=2 — a < 1. Entonces m = E[¢'] =
1/(1 —a) < oo. En efecto, lo anterior se obtiene mediante,

BIE1 = SR 2 )= Y ot )

k=1 k=1
B 1 ir(Q—a)F(a+k—1)
- T(@)(2-a) & L(k+1)
1 — (' k—2
= o1 — )" Pde
M@r(2—a) Z/
1 't 2 [ k
=——— [ z7‘(1—-x)*" (1—2)"|dx
['(a)['(2 —a) /0 ;
_ 1 /1 xfa(l x)a 1dl’ . 1 F(l B CL)F(CL)
[(a)['(2—a) /, Tl (2—a) T(1)
1
1 4 < 00.
Notemos que si definimos a; := k?p, para k > 1, entonces la serie de potencias

> he, ags® es absolutamente convergente para s € [0,1). Ademds, haciendo ¢ =
1, L'(n) = 2 — a, y usando de nueva cuenta la aproximacién de Stirling, se obtiene

(2= a)l(a+k—1) N ,2—a)T(k)kY e .,
= R T kT 2) W Tarme - @t LR, koo

podemos aplicar el Teorema para obtener

cl/(n) 2—a a
E*pr ‘= pt= ¥ don—oo. (4.3.3
Z +1)n F(a—l—l)n F(3—a)n , cuando n — oco. ( )
En particular, la varianza de & es infinita. Asi, se puede aplicar el Teorema con
Ln)=2-a)/T(a+1)=a/TB3—a), C=1/T(a) =1/T(2—a), by=n(l —a) =
n(a —1) y ¢, = n'/®. Esto demuestra el teorema. O

Los Teoremas y sélo analizan los casos 1 < a < 2y 0 < a < 1.
. Qué pasa en el caso a = 17 De acuerdo al Ejemplo 4.1.4] si a = 1, o equivalente-
mente, « = 2 — a = 1, corresponde al coalescente de Bolthausen-Sznitman. Por lo
tanto, podemos enunciar el siguiente teorema.
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Teorema 4.3.3 Para el coalescente de Bolthausen-Sznitman, el numero de coli-
stones X, satisface

(log n)?
n

X, —logn — log(logn) 50X, (4.3.4)
donde X tiene ley 1-estable cuya funcion caracteristica es
itX ; T
E[e"*] = exp (ztlog |t| — §|t|> , teR

Demostraciéon. Como ya se dijo arriba, el coalescente de Bolthausen-Sznitman co-
rresponde al caso en que a = b = 1, entonces la probabilidades p, para k£ > 1 se
reducen a

Q-1I(1+k—1)  T(k) 1

PE="" Pk +2) T(k+2) k(k+1)

Ademas, para n > 2 se tiene que

— ., Tl+n-1) Pn) . 1 n-1
2= ) T T T T e

Entonces, en este caso, la ley del tamafio del primer salto de Y™ se escribe como

n 1
P(l, =k) = : , kK, N k <n.
( ) W1 Rt D) neNconk<n
Luego,
I'l+n—-1) 1 L(n)
P /> = = = — Y —
E ) = iy ~n ™~ n

donde L(z) :=1 es de variacién lenta en co. También se tiene,

El]=Y BE 2n) =Y~ =oo
n=1 n=1

por lo tanto, si definimos las funciones ¢(z) := x,

x x log(log x)

b(z) = :
(z) log x (log )2 ¢ T (log x)?’
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podemos usar el Teorema para concluir que

1 2
MXn —logn — log(logn) =
n n

X, - n_ nlog(logn)
logn (logm)?

n
(log n)?

c
~———> 33X cuando n — oo,

(logn)?X,, — nlogn — nlog(logn)

donde X tiene distribucion 1-estable. Esto demuestra el teorema. [l






Apéndice A
Funciones de Variacion Regular

Para lo que sigue, vamos a usar la siguiente notacién. Si f y ¢ son funciones,
decimos que f(-) ~ g(-) si
x
lim f(@) =1.

z—o0 g()
Vamos a denotar por L a una funciéon de variaciéon lenta en oo, esto es, para todo
A € R se tiene L(Az) ~ L(x) cuando x — oo.

Teorema A.0.4 (Teorema de Convegencia Uniforme) Si f es una funcion de
variacion reqular en oo de indice p, entonces (en el caso p > 0, se supone f acotada
en cada intervalo (0, X])

fAz)/f(x) = N, x — oo uniformemente en A
en cada intervalo [a,b], 0<a<b<oo sip=0,
en cada intervalo (0,b], 0<b<oo sip>0,

en cada intervalo [a,00), 0<a<oo sip<D0.

Definicién A.0.5 Decimos que una funcion f es localmente acotada en A si es
acotada en cada subconjunto compacto de A.

Definicién A.0.6 Sea f una funcién a valores reales definida en £ C R. Definimos
la variacion total de f en E como

V(f;E) = supZ f(z;) = f(zim1)],

en donde el supremo se toma sobre todos los puntos zg < 7 < --- < x, en FE.
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Definicién A.0.7 (i) Sea I un intervalo de R. Decimos que una funcién f : I — R
continua por la derecha es de variacion acotada en I si V(f;1) < occ.

(ii) Decimos que f es localmente de variacién acotada si V(f;.J) para cada
J C I compacto.

Teorema A.0.8 (Teorema de Potter) (i) SiL es de variacion lenta en oo, en-
tonces para cualesqueira constantes A > 0, § > 0, existe X = X(A,6) tal que

1 camec{ (D)D) ezxazx

(i1) Si ademds, L es acotada fuera de 0 e oo sobre cualquier subconjunto compacto
de [0,00), entonces para todo 6 > 0 existe A’ = A'(6) > 1 tal que

tl < ama{ (U (0) 7} w000

(11i) Si f es de wvariacion regular en oo de indice p, entonces para cualesqueira
constantes A >0, § > 0, existe X = X(A,J) tal que

R (DA IR T

Teorema A.0.9 Si L es una funcion de variacion lenta en oo que es localmente
acotada en [X,00) para X suficientemente grande, y o > —1, entonces

x a+1L
/ eLwd~ D (A.0.1)

Demostracién. Elijamos 0 € (0,a + 1). Tomando X (2,6) como en el inciso (i) del
Teorema de Potter, tomemos X' = max{X, X(2,0)}. Escribamos

1 Y [ L(ux) N
2o L () /,t L(t)dt—/o ml{){//m}(u)u du, (A.0.2)

el integrando del lado derecho de (A.0.2)) converge a u® puntualmente, y por el Teore-
ma de Potter estd dominado por 2u®~°. Por el Teorema de Convergencia Dominada,

esta integral converge a
1
1
/ u®du = .
0 a+1

Luego, como el lado derecho de ({A.0.2)) tiende a 0o, uno puede cambiar X’ por X, y
de esta manera, se tiene el resultado. 0




Teorema A.0.10 (Teorema Tauberiano de Karamata) Sea U una funcion con-
tinua en R por la derecha no decreciente con U(z) = 0 para todo x < 0. Si L es una
funcion de variacion lenta en 0o, y ¢ > 0,p > 0, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

U(z) ~ %, T — 00, (A.0.3)
U(s) ~esPL(1/)s), s10. (A.0.4)

Demostracién. Vamos a suponer que se cumple (A.0.3)). Para x > 0, tenemos que

U(l/z) = e Ve dU (y) :/ e_y/mdU(y)—i-/ e ¥ dU (y)
0 0 T
T o 2"z
= [erravg)+ Y [ o)
0 n=1 oan—1lg
<U)+ Y e ' U@2")
n=1
20 > n—1
2’ L(x) + e " (2"2)”L(2"z) |, para z grande.
e [ e )|

Luego, por (7ii) del Teorema de Potter, para x suficientemente grande, tenemos que
esto ultimo es a lo mas

2cx? L(x
1 +p)

1+Z —on—1 2n 1+p]7

asi, U(l/x)/(xpL(x)) se vuelve acotada para x — oo. Ahora, para z fijo, U(yz) tiene
transformada de Laplace U(s/x), asf U(yzx)/ (2#L(x)) tiene transformada de Laplace

U (s/x)/ (x”l (3:)) De acuerdo a 1' y teniendo en cuenta que L es una funcién
de variacion lenta en oo, para cada y, esto da

U(yx) cy”
wL(z)  T(1+p)

T — 00, (A.0.5)

y esto tultimo tiene transformada de Laplace

T gy = £
r(1+p)/0 ey = 5



Esto siempre se cumple para p = 0, y para y # 0 fijo, el lado izquierdo de (|A.0.5))
converge a ¢l o) (y), con transformada c¢. Como U(l/x)/(mpL(x)) es acotada, en-
tonces podemos aplicar el teorema de continuidad para transformadas de Laplace de
medidas positivas, y esto nos da

Uls/x) e
wI(2) = — 00, (A.0.6)

para cada s > 1. Luego, haciendo s = 2, y escribiendo 2/s como z, nos da (A.0.4)).
Ahora supongamos que (|A.0.4]) se cumple, por la variacién lenta se sigue ({A.0.6)) para
cada s > 0. Ahora, la parte izquierda de (A.0.6) es la transformada de Laplace de

U(yx)/(z"L(z)), la parte derecha es la transformada de Laplace de cy?/T'(1+ p), y
la parte izquierda esta acotada por s = 1; entonces por el teorema de continuidad

para transformadas de Laplace, esto implica ((A.0.5). Tomando y = 1 da (A.0.3). O

Definicién A.0.11 Una funcién f : R — R se dice que es dltimamente mondtona
si existe a € R tal que f es mondtona en el intervalo [a, 00).

Teorema A.0.12 (Teorema de Densidad Monétona) Sea U(x) = / u(y)dy. Si
0

U(x) ~ cz’L(x) cuando x — 0o, con c € R,p € R y L de variacion lenta en oo, y si
u es ultimamente mondtona, entonces
u(z) ~ cpr® 'L(z), 1 — oo. (A.0.7)
Demostraciéon. Primero supongamos que u es eventualmente no decreciente. Si
0 < a < b< oo, entonces
bx
Uba) - Ular) = [ u(y)d.
axr
asi, para x suficientemente grande,
(b — a)zu(ax)
2P L(x)

U(bx) — Ulax)

(b — a)zu(br)
xPL(x) ’

= P L(x)

< (A.0.8)

Reescribiendo el término de en medio de (A.0.8)), tenemos que

U(bx) pr(bx) Ul(ax) apL(ax)
(bx)rL(bx) L(x)  (ax)?L(ax) L(z)

— (b’ —a’), = — oo,



esto ultimo es gracias a que L es una funciéon de variacién lenta en co y por la
hipétesis sobre U. Luego, la desigualdad izquierda de (A.0.8]) da

) u(ax) c(b? — aP)
1 <
Tap P L(x) = b—a ’

tomando a = 1 y haciendo b | 1, se tiene que

)
msup ———— Ccp.
:c—)oop xp_lL(lL') =P

De manera similar, podemos trabajar con la desigualdad derecha en ({A.0.8) con b = 1
y haciendo a 1 1 encontramos que

lim inf u(z)

T—o00 TP 1L( )_Cp

Asi, la conclusién se sigue. Si suponemos que u es no creciente, el argumento es
similar al anterior. Con esto, queda demostrado el teorema. 0

Teorema A.0.13 (Teorema Tauberiano de Karamata para series de potencias)
Si a, > 0y la serie de potencias A(s) = >~ a,s" converge para s € [0,1), entonces
para c¢,p > 0 y L una funcion de variacion lenta en oo, se tiene

en’L(n)
A.0.
Zak 1+p) n — 0o, (A.0.9)

sty solo si

cL((1—1s)7"
(1—s)

St cp >0 y a, es ultimamente mondtona, entonces ambas afirmaciones son equiva-

lentes a

A(s) ~ sT1. (A.0.10)

en~tL(n)
L'(p)

Ay, ™~

, N — 00. (A.0.11)

Demostracién. Definamos

n

U(x) ::Zak, paran < x <n+ 1.
k=0



Vemos que (A.0.9) es equivalente a

cxPL(x)

U(x)”\’m>

x — 00, (A.0.12)

ya que L(x) ~ L(n) paran < x < n+ 1 por el Teorema de Convergencia Uniforme.

De igual manera, (A.0.11)) es equivalente a
cxP 1 L(z)
I'(p)

donde u(z) := a, paran < x < n+ 1. Luego, por el Teorema [A.0.10 (A.0.12) es
equivalente a U(s) ~ ¢s~”L(1/s) cuando s | 0, o bien, equivalente a U(1 — s) ~
c(1—s)"PL(1/(1 —s)) cuando s T 1. Pero

R o] oo n+1
Ul-s)= / e U=92qU (z) = Z/ e~ U2y (z)dz,
0 n=04vn

u(z) ~ , T — 00, (A.0.13)

y ademas

%) %) e n+1
A(s) = Zansn ~ Zane_(l_s)" = Z/ ey () dz =U(1 —s), s11.
n=0 n=0 n=0""

Luego, por Teoremal|A.0.10} (A.0.9)) es equivalente a ({A.0.10)). Y por Teorema|A.0.12]
(A.0.9) ¥ (A.0.10) implican ((A.0.11). Esto demuestra el teorema. O

Definicién A.0.14 Una funcién f : [X,00) — R se dice que es lentamente de-
creciente si

limliminf inf [f(tz) — f(z)] >0

A1 z—00 te[1,)] -

(A.0.14)
y es lentamente creciente si —f es lentamente decreciente.

Teorema A.0.15 Sean ¢,p € R L una funcion de variacion lenta en co y U €
L} .[0,00) y que se cumple una de las siguientes condiciones,

loc
(i) limliminf fmf 20D =@ <

M1 z—oo te[l,\]  xPL(x)

. Uz
(i) xPL(x)

es lentamente decreciente,



(11i) U es eventualmente positiva y logU es lentamente decreciente.

Entonces
/ Ut)dt ~ ca’ ' L(z), x — oo,
0

implica
U(x) ~c(p+ 1)z’ L(z), z — oo. (A.0.15)

Las condiciones (i), (i) y (i7i) son llamadas condiciones tauberianas.

Demostracién. Vamos a suponer que se cumple (7). Entonces para cada ¢ > 0,
existen X = X(g), A = A(e) > 1 tal que

Uly) —U(x) > —exfL(z), y>x>X, y/xr <A (A.0.16)
Para b € (1, )],
bx
/ U(y)dy ~ (0" = 1)ca”™ L(z).

Pero el lado izquierdo es al menos (bx — x)(U(z) —ex?L(z)) para & muy grande. Asi,

lim su Ulz)
roae! 2P L(x)

c(bPtt —1)
b—1)+¢e

<

Luego, si hacemos b | 1y ¢ ] 0, se tiene que el lim sup anterior es a lo més c¢(p + 1).
Por otra parte, para b € [1/A,1),

Y
/ U(z)dz ~ (berl — 1)cyp+1L(y), Yy — 00,
by
luego, para y muy grande, el lado izquierdo es a lo més
y 1
/ V() + e/ L(a)]de = (1 — b)yU(y) + (1 + o(1))y* L(y) / .
by b

Asi, si hacemos b1 1y e | 0, se tiene que el lim inf anterior es al menos ¢(p+1). Por

lo tanto, se sigue (A.0.15)).
O



Teorema A.0.16 (Teorema de Karamata, forma extendida) Supongamos que
U)>0,¢>0, p>—1, U(s) := s/oo e **U(x)dx es convergente y L es una fun-
cion de variacion lenta en oo. Entoncoes

cxP L(x)

Ulz) ~
mmplica que R
U(s) ~cs PL(1/s), sl0. (A.0.18)

Reciprocamente, implica que st y solo si U satisface una de las
siguientes condiciones tauberianas enunciadas, donde p € R, c € R, L y U son como

en el Teorema [A.0.15.

Demostracién. Escribamos V(x) = / U(y)dy, entonces V' es no decreciente y su
0

transformada de Laplace se puede escribir como

V(s) = /0 Y ey = L08)

S

De esta manera, (A.0.18) es equivalente a V(s) ~ cs~®*DL(1/s), el cual, por la
forma mondétona del Teorema Tauberiano de Karamata es equivalente a

cxPT ()
V(z) ~ T ITo+ 1) T — 00. (A.0.19)

Por el Teorema [A.0.9, (A.0.17) implica (A.0.19), y como (A.0.19) es equivalente a
V(s) ~ s~ [L(1/s), cuando s | 0, entonces

U(s) = sV(s) ~ css L1 )s) = esPL(1/)s), s10.

Vamos a suponer que (i), (7) o (iii) se satisfacen, supongamos también que (|A.0.18))
se cumple. Entonces por lo probado arriba, tenemos que

V(s = L)

~csTPIL(1/s), 510,
s

lo cual es equivalente a

/O Ut = V(x) ~ - Cfi}?ﬁ g oo (A.0.20)




Entonces, por el Teorema |[A.0.15] se tiene

1 cxPL(x)

U(x) ~ TESINPES) cc(p+ 1)z’ L(x) = Tp+1) T — 00.

Ahora supongamos que ({A.0.17)) implica (A.0.18). Entonces
U(x) cxPL(x) c

wL(z) " wL@l(p+1) Tp+1) ©
Esto implica que
por lo cual se cumple (7). Esto demuestra completamente el teorema. 0

Para la enunciacion del siguiente teorema, vamos a usar la siguiente notacién.
Consideremos la ley F' en (A, 0o) para algiin niimero finito A. Definamos las siguientes
funciones,

T, (z) ::/ v’ dF(y) y Vy(z):= /A y’dF(y). (A.0.21)
Sean a < 8 numeros reales. Introduzcamos la siguiente condicién:
/ y*dF(y) < oo, / y?dF (y) = oo. (A.0.22)
A A

Teorema A.0.17 Si la condicion[A.0.29 se cumple, y si To y Vs son funciones de
variacion reqular, entonces el siguiente limite existe,

B—a
lim A7) To(2)

y si, ademas, o < 0, entonces v € [0,6/(—04)]. Reciporcamente, si se
cumple y definiendo p € [a, ] mediante

=y € [0, 00, (A.0.23)

yobzr (A.0.24)
p—
existe una funcion L de variacion lenta en oo, tal que
V T,
5(2) —p—q, (z) —B—p, x— 00. (A.0.25)

xB=rL(x) xP~>L(x)



Lema A.0.18 Para cualquier ley F' en [0,00) y cualquier o > 0, tenemos

/OOO z* dF(z) = a /Ooo 21 — F(z)] dz.

Demostracion. Vemos que

o [Tat - Fwlae—a [Tart [Targ
_/0 (/0 ar®” 1dx> dF(y):/Ooox“dF(rc),

en la segunda igualdad se usé el Teorema de Tonelli. 0

Para lo que sigue, vamos a denotar por u, al n-ésimo momento de la ley F' en
[0, 00) mediante

,un::/ " dF(z), n=0,1,...
0

Cuando p,, < 0o, la transformada de Laplace F de F se puede expandir en serie de
Taylor alrededor de 0, esto es

:Zﬂk(_

Para comparar el comportamiento de la cola de F' con el de Fen el origen debemos
eliminar el polinomio de Taylor Y ,_, yux(—s)*/k!; esto lo haremos de la siguiente

manera
) )

F(s).

o(s"), s1lO0.

n@=<w“( ZM

d" d"

90(5) = 3 fals) = i = (<1

Con esto, vemos que fy(s) = go(s) = 1 — F(s).

Teorema A.0.19 (Bignham y Doney (1974)) Para L funcién de variacion lenta
en 00, U, < oo paran € ZT ya=n+F con B € [0,1], las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) fu(s) ~s*L(1/s), sl0.



(71) gn(s) ~ %SﬂL(l/S), s 0.

(#1i) Cuando 5 =0, / t"dF(t) ~ nlL(z), x — oc.

1)
(iv) Cuando 0 < 3 < 1, se tiene 1 — F(x) ~ ﬁx—aL(x), T — 00.

(v) Cuando B =1, /ff t"dF(t) ~ (n+ 1!L(z), = — oo.
0

Cuando B > 0, todas las afirmaciones anteriores son equivalentes a

I'(a+1)
r(3)

Corolario A.0.20 Para « € [0,1], y L una funcion de variacion lenta en oo, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(—1)"HEFOHD (5) ~ s"1L(1/s), sl0. (A.0.26)

A

1—F(s)~s“L(1/s), sl0
L(z)

L= F@)~ o —ay

r — 00, a € [0,1). (A.0.27)
Para oo = 1, se tienen las siguientes equivalencias,
/Iy dF(y) ~ L(x), x— o0
0
/33[1 — F(y)ldy ~ L(z), x— oc.
0
Demostracién. Supongamos que o = 1. Por el Lema[A.0.1§] tenemos que
[ varw~ [0 oo
Por lo tanto, se tiene la equivalencia entre las afirmaciones
/xy dF(y) ~ L(x), = — o0
0

/Oz[l — F(y)]dy ~ L(x), x — oc.



Para a € [0,1), podemos usar los incisos (iv) y (v) del Teorema [A.0.19| haciendo
n = 0 para concluir que las afirmaciones (|A.0.27)) son equivalentes. 0

La teoria de Karamata, considera relaciones tales como ¢(Ax)/¢(x) — () cuan-
do z — oo. Si hacemos f = log¢ y k = log, entonces la relacién anterior se
convierte en

fQz) = f(x) = k(N), z— .
En general, se consideran relaciones asintéticas de la forma

fx) — f(x)

) — k(N), = — 0.

donde g : (0,00) — (0,00) es llamada la funcion auxiliar de f. Con frecuencia, se
toma a la funcién g como de variacion regular. Si g es una funcion de variacion regular
en oo de indice p, entonces k(\) debe tomar la forma ch(\) para alguna constante c,
donde, para A > 0,
R log A si p=0
— . p—1 _
h(X) = hy(N) = /1 w’ i du = V1

P

si p#0

Para una funcién de variacién regular g en oo de indice p, definamos la clase I, de
todas las funciones medibles que satisfacen

o F00) (@)

=ch,(\), VA>0. A.0.28

Cuando p = 0, podemos escribir g como L, donde L es una funcién de variacién lenta
en oo.

Definicién A.0.21 Definimos la clase I1 de Haan al conjunto de todas las funciones
f medibles para las cuales existe una funcién de variacién lenta L en oo tal que f € 11,
con ¢ # 0.

Teorema A.0.22 (Teorema de Dynkin-Lamperti) Cuando t — oo, existe una
ley limite no degenerada para cada una de las variables aleatorias Yi/t, Z;/t y
(Yi/t, Z,/t) siy sélo silas siguientes afirmaciones se cumplen para o € (0,1) :

(i) 1—F(:p)w%, T — 00.



(ii) 1 — F(s) ~ s®L(1/s), s 0.
xOé
i) U(r) ~ ——————— .
(iii) U(x) LT+ a) T — 00
Las correspondientes leyes limites tienen densidades qo(-), pa(-) ¥ Tal:, ) respectiva-
mente, donde

ST g 1

qo(z) = (1—2)*"", O0<zxz<l,
T
sin o 1
o - : 5 > 07
asin To 1
U, v) = - , O<u<l, v>0.
ra(u,v) T (1 —u)=2(u+v)lte Y v

Teorema A.0.23 Si F' es una ley sobre [0,00) y U es su funcidn de renovacion
asociada, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) y dF (y) ~ L(z), x — oo, para alguna L de variacidn lenta en oo.

(i1) / [1— F(y)]dy ~ L(z), x— oo, para alguna | de variacién lenta en co.

(iii) 1 — F(s) ~ sL(1/s), 10, para alguna L de variacion lenta en co.
z[1— F(2)]

y dF(y)
0,2]

— 0 cuando x — 0.

(iv)

Demostracién. La equivalencia entre (1), (47) y (7i7) es una consecuencia de la
Proposicién y el Corolario |A esto es, (1) y (ii) son equivalentes gracias al
Teorema , mientras que (m) y (7ii) son equwalentes debido a la Proposicion
3.2.3] Por tltimo, vemos que (i) y (iv) son equivalentes gracias al Teorema
haciendo a =0, f =p=1. D

Para lo que sigue, vamos a necesitar las siguientes notaciones y definiciones.
Sea (Xf , >t > O) un proceso de Markov con probabilidades de transicién esta-
cionarias P(x,dy,t) que empieza en x. Vamos a definir un “tiempo de ocupacio'n’ﬂ

'En realidad, el tiempo de ocupacién que un proceso de Markov estacionario X = (Xy, t > 0)
pasa en B C S en el intervalo [0,t), donde S es el espacio de estados de X, se define como

t
}/t :/ 1{Xu€B}du7 t> 0.
0



mediante

t
HY — / V(X7)du, (A.0.29)
0

donde V' es una funcién no negativa y acotada. Esta variable aleatoria es finita y su
media también lo es, y esta se puede escribir como

E[H] = /0 E[V(XE)]du — /0 ' du /R V() Pz, dy, ). (A.0.30)

Vemos que el comportamiento de ]E[Htx] cuando t — oo esta determinado por el
comportamiento de

/ e E[HF] = / se E[H7]dt. (A.0.31)
0 0
En seguida, introduzcamos la condiciéon de Darling-Kac

/ e E[H] ~ h(s), sl 0, uniformemente en z € {y:V(y) >0} (A.0.32)
0
para alguna funcién h(s) — oo, s 0.

Para mayor simplicidad, vamos a prescindir del subindice x del tiempo de ocupacién
(HF, t > 0) y vamos a denotar a este proceso mediante H? = H; para t > 0.

Teorema A.0.24 Bajo la condicion , st h(1/-) es una funcion de variacion
reqular en oo de indice « € [0, 1], entonces Hy/h(1/t) converge en ley a G, cuando
t — o0, donde G, es la ley de Mittag-Leffler.

Demostracién. Si h(1/t) = t*L(t) para alguna funciéon L de variacién lenta, en-
tonces aplicando el Teorema Tauberiano de Karamata a (3.2.3)) nos da

Kltka Lk (1)
I'(l+ka)’

H \* k!
E [(h(l/t)) ] T Ttka) T

y por lo tanto el resultado se sigue por el método de momentos. 0

E[Hf]| ~ t — o0,

asi,




Teorema A.0.25 (Teorema de Darling-Kac) Sila condicion se cumple
y Hy/a(t) converge en ley a una ley no degenerada cuando t — oo para alguna funcion
normalizadora a(-), entonces

a(t) ~ Ch(1/t) € R,

para algunas constantes C > 0, 0 < a < 1, y H;/h(1/t) converge en ley a la
distribucion de Mittag-Leffler G.

Demostracion. Sea T una variable aleatoria que tiene distribucién exponencial
estandar independiente de el proceso X. Vemos que ([3.2.3)) se puede escribir como

/ e 'E[Hys/h(s)]dt — k!, s]0,
0
o bien,

E[Hr/s/h(s)] — k.

Notemos que el lado derecho de la ecuacion anterior es el k-ésimo momento de T, y
por el método de momentos, tenemos que

P(Hrjs/Ms) <z) - 1—e" s]0,Vaz>0.
Esto es,

/oo e 'P(Hys/h(s) <z)dt - 1—e", sl0. (A.0.33)
0

Supongamos por hipétesis, que H;/a(t) — G, donde G es una ley no degenerada.
Como H; es no decreciente en ¢, podemos suponer que a(-) es no decreciente. Asi,
la funcién a(t/s)/h(s) es no decreciente en t. Por el principio de seleccién de Helly,
cada sucesion tal que o, | 0, contiene una subsucesién con s, | 0 tal que

a(t/sn)/h(sn) = f(t), n— o0,

para alguna funcién f no decreciente con valores en [0, 00| en los puntos de con-
tinuidad de f. Reescribiendo (A.0.33|), tenemos que

[T (e sl Y 1-en i

haciendo s | 0 a través de (s,)n>1 tenemos que

/OO e'Gz/ft)dt=1—e"" z>0.



Si f toma el valor oo, necesariamente en algun intervalo (g, 00), entonces el inte-
grando es identicamente e *G(0) en ese intervalo, y como G(0) < 1 llegamos a una
contradiccion haciendo x — oo. De manera similar, podemos llegar a una contradic-
ciéon cuando f toma el valor 0 en algiin intervalo. La tltima ecuacién dice que

E[G(x/f(T))] =1 -,

o escribiendo H como la ley de f(T),

/000 G(z/y)dH(y)=1—¢e", x>0.

El lado izquierdo de esta ultima ecuacién es conocida como la convolucion de
Mellin-Stieltjes de G y H. La transformada de Mellin-Stieltjes de 1 — e (la
funcion caracteristica de 1 —e™°") es I'(1 + it), la cual es distinta de cero para todo
t € R. Asi, podemos encontrar la funcién caracteristica de H(e”) mediante divisién.
Luego, H queda determinada de manera tnica (por la ley GG); consecuentemente, f
también estd determinada de manera tinica. Por lo tanto, f no depende de la eleccion
de las sucesiones (0,,)n>1 ¥ (Sn)n>1, lo cual da

a(t/s)/h(s) = f(t), s10,Vt>0,

de donde
oltfs) 1)
a(l/s) — f(1)
Por el Teorema 1.10.2, a € R,, o > 0,y f(t) = f(1)t*. Entonces, lo anterior nos
da a(1/s) ~ Ch(s), donde C' = f(1) € (0,00), asi h(1/t) € R,. Finalmente, la
variable aleatotia f(7) = CT* tiene transformada de Mellin-Stieltjes E[(CT®)"] =
C"T(1 + ait), de donde la ley limite G tiene transformada de Mellin-Stieltjes

s 4 0.

CTT(1 + it)
I'(1+ait)

Aparte del factor escalar, esto es I'(1 + it) /I'(1 + «it) el cual es la transformada de
la ley de Mittag-Leffler G, para 0 < o < 1 de otro modo lo anterior no seria la
transformada de Mellin-Stieltjes de ninguna ley de probabilidad no degenerada. Por
lo tanto, h(1/t) € R, para 0 < a < 1, y el resultado se sigue gracias la Teorema

OJ



Teorema A.0.26 Sea F' una ley que cumple
1—F(t)=L(t)/t, t>0,

donde L es una funcion de variacion lenta en oo y supongamos que la media de F
es infinita. Entonces para 0 < a < 1,b> 0,

Y, Z
lfim P m(¥t) < a, m(Z:) <b ) = min{a, b}. (A.0.34)
m(t) m(t)

donde Yy =t —Sn,, Zy = Sn,, —t parat >0y Ny =méx{n >1:S5, <t} esla
ultima vez que S esta por debajo de t.

Demostracion. Vamos a suponer que F' es no aritmética. Sea ¢ la funcion inversa
de m continua estrictamente creciente, esto es, g(m(t)) = m(g(t)) = t. Como F tiene
media infinita, tenemos que m(t) — oo cuando t — oo, asi, g estd definida en el
intervalo [0, 00). Fijemos 0 < a <1, b > 0y sea

a; = g(am(t)), by = g(bm(t)). (A.0.35)
Vamos a demostrar que
th'm P(Yt < a, Z; > bt) = max{a,b} — b, (A.0.36)
— 00

lo cual, es lo mismo que (A.0.34). Para probar (A.0.36]), es necesaria la siguiente
igualdad:

t
P(Y;<a,Z >b) = / [1—F(t+b—y)|U(dy). (A.0.37)
t—a

En efecto, por definicién, Y; = ¢t — Sy,, Zt = Sn,41 —ty Ny = n siy sélo si
Sp <t < S,41. Por lo tanto, el evento {Y; < a, Z; > b} ocurre si y sélo si para algin
n se tiene que S,, = y parat—a < y <ty entonces Z; = S, —t = Xps1+y—t > b.
Gracias a la independencia entre S,, v X,,11, la probabilidad condicional del segundo
evento es simplemente P(X,1; > t+b—y) =1— F(t + b — y). Multiplicando esto
por F**(dy), la distribucién de S,, y sumando sobre todos los y tal que t —a <y < t,
se obtiene

t
PV <02 b Ny =n) = [ [1=Flt+b=y)]F(dy)
t—a

Sumando sobre todos los n > 0 la ecuacién anterior, llegamos a (A.0.37)) ya que
Yo g =U. U



Para lo que sigue, vamos a utilizar algunas notaciones y deficiniones. Sea Sy =
0 c.s. donde S, = Y7, X;, para n > 1 una caminata aleatoria en los enteros,
donde (X;);>1 son variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas
con media E[X;] = p > 0. Definamos también M,, = méx,<x<, Sk, y para > 0,

M(z) =méx{k >1: M, <z}.

En este caso, M(x) + 1 es el primer tiempo de pasada fuera del intervalo (—oo, z]
por la caminata aleatoria (S,),>1. Para la demostracién del Teorema vamos a
necesitar los siguientes resultados, el primero se puede encontrar en [27] y el otro en
[23].

Teorema A.0.27 Supongamos que (&,)n>1 €s una sucesion de variables aleatorias
independientes e identicamente distribuidas que satisfacen

lfim P (M < a> = Gala), (A.0.38)

donde G, es la funcion de distribucion de una ley estable de indice o # 1 con la
propiedad de que Go(0) =0 para 0 < o < 1 y (Bp,)n>1 €s una sucesion de constantes
positivas normalizadoras que satisfacen . Entonces

) M(z) — ptx
donde, para el caso o = 2, B(z) satisface

 xL(B(z)) p )
xh_)rgo Blo)? l{:2’ para algun ki > 0,
y para el caso 1 < o < 2, B(x) satisface

, zL(B(x)) 2-«
! —
v B(x)~ akg

W, para algun ko > 0.

Demostracion. Primero, veamos el caso o = 2. Escribamos
Ulz) = / 2dP(X, < u),
Ju| <z

entonces U(z) ~ L(x) cuando z — oo, donde L es una funcién de variacion lenta
en co. Ademas, existe una constante k; > 0 tal que
nU(B,) 1

B2 — 2 n — oo. (A.0.40)



Ahora, sean n y x que crecen de tal manera que
x —np~ Bha (A.0.41)

y vemos que

B(z) ~ B,. (A.0.42)
Luego, de (A.0.40)), (A.0.41)) y (A.0.42), vemos que B(x) satisface

nU(B(z))  »

B2() — 12 T — 00 (A.0.43)
Entonces,
o (M(x)—apTt np—x M(z) —zp™? Y o
Plai(e) <) =P (MEEE < ) o B (KIS < ) o

Por otra parte, tenemos que

T —nu
B,

P(M(x) <n)=P(M, > x) :IP’(M“B_nnM > ) —1—Gu(a), z— 0.

(A.0.45)

Por lo tanto, de (A.0.44) y (A.0.45)), se obtiene

s (S 2 ) = Gl

que era lo que se queria.
Ahora consideremos el caso 1 < a < 2. En este caso, podemos escribir

P(| X1 — p| > 2) ~27°L(z), = — oo,

donde L(z) es una funcién de variacién lenta en oo y para algin ks > 0 se cumple
que

nL(B,) 2-«
% Y
B ak§

Como antes, hagamos crecer a x y a n de tal forma que

n — 00. (A.0.46)

x—nu~ Bha (A.0.47)

y con ello tenemos que
B(z) ~ B,. (A.0.48)



Luego, de (A.0.46)), (A.0.47) y (A.0.48)) tenemos que B(x) satisface

tL(B(z)) 2-a

. A.0.4
Bolx) — e [, T — 00 (A.0.49)

El resto de la demostracién es como arriba. [l

Teorema A.0.28 Si o? :=Var(£) < oo, entonces

1T
lfm P (Nn >0 ﬂnm) = d(z) = (2—/ eV 2y, (A.0.50)
p ~

nsoo 1132 o2 |
Demostracién. Si 0% := Var(X;) < oo, podemos usar la igualdad
P(N,, > m) =P(S,, <n) (A.0.51)

y el teorema del limite central, y obtenemos, para x fijo

1 z 9
P(Sy < kp+k'?ox) — @(x) = (2m)1/2 / eV /2dy.
T

Luego, haciendo n = kyu + k'/?cx, vemos que
nooxT g

E=— —

1/2 ~Z 0372”1/2’
pwop pwop

y por (A.0.51)) tenemos que

VA AR VE A
P(anu u3/2n ) P(anu Ml/zk )—P(Skgn)éé(:v), n — oo.

O

Teorema A.0.29 Una variable aleatoria con distribucion F' pertenece al dominio de
atraccion de una distribucion estable si y solo si existe una funcion L de variacion
lenta en oo tal que

E[X21{\X|§x}] ~ l‘Q_QL(ZL‘), T — 0. (AO52)



Conclusiones

» La introduccion de la variable aleatoria N, el tiempo que tarda la caminata
aleatoria (S,, m > 0) en sobrepasar el nivel n, jugé un papel crucial en la
determinacion del comportamiento asintético de cualquier coleccion de vari-
ables aleatoria (M,, n > 1) que cumplian . Lo que se desarrolld en el
Capitulo (3] aclara este punto. El comportamiento limite de N, determiné el
comportamiento limite de M,,.

= El método de momentos enunciado y demostrado en el Capitulo [2| fue pieza
fundamental en la demostracién de uno de los teoremas mé&s importantes de
este trabajo, a saber, el Teorema [3.1.6]

= Tres de los cuatro teoremas enunciados en el Capitulo [3| fueron utilizados para
determinar el comportamiento asintético de X,,, la variable aleatoria subya-
cente al (a, b)-coalescente asociado en cuestion, en uno de cuyos casos apare-
cié el coalescente de Bolthausen-Sznitman al hacer a = 1y b = 1. El coalescente
de Kingman aparecié cuando se consideré a la medida finita A en [0, 1] como la
distribucién Beta de pardmetros 2 —a y a con 0 < o < 2 y haciendo « 1 2. El
caso cuando a > 2 se descartd, ya que el enfoque que se utiliza para estudiar a
los [-coalescentes es muy diferente al de este trabajo.

= Vale la pena mencionar que existen resultados mas generales y mas fuertes que
los mencionados en este trabajo de tesis. Estos hablan sobre la convergencia
de procesos estocasticos muy particulares, los cuales estan relacionados con
lo hecho en esta tesis, véase [38]. Resulta que el modelo de Wright-Fisher se
obtiene como el limte de procesos ancestrales escalados en el tiempo a través
de la convergencia de sus distribuciones finito-dimensionales.

= En resumen, lo que se puede obtener de todo lo hecho en este trabajo en relacién
a X, lo podemos resumir en la siguiente tabla (véase [45]), la cual ilustra los
distintos casos que se presentan cuando se tomab=1y0<a:=2—a <2:
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a Comportamiento asintético de X,
a— 2 X,=n—1
l<a<?2 X(na—_((l)z);l/ljn 5 lia, (a-estable)
a=1 (l%n)z)(n —logn — log(nlogn) 5, (1-estable)
0<a<l An £ /000 e Ytdt, (U es un subordinador)

['(2—a)n® ”
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