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3



4
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Introducción

En esta tesis estudiamos el espacio de poĺıgonos desde el punto de vista
de Topoloǵıa y Geometŕıa. Pensaremos a un poĺıgono como el conjunto
determinado por n puntos ordenados en C junto con los sementos que unen a
dos puntos consecutivos. Los poĺıgonos serán considerados módulo funciones
afines complejas, es decir, dos poĺıgonos son iguales si existe f : C → C, de
la forma f(z) = az + b lleve uno en el otro. La topoloǵıa que utilizaremos
será la de cociente obtenida de Cn por la acción del grupo af́ın complejo1.
Este espacio de poĺıgonos se conoce como el espacio de poĺıgonos módulo
semejanza orientada [25].

Con esta manera de comparar los poĺıgonos, resulta que dos poĺıgonos
representan el mismo punto en el espacio de poĺıgonos módulo semejanza
orientada, si éstos tienen la misma forma (i.e., los mismos ángulos y las
mismas proporciones entre sus lados), sin importar el tamaño o la posición
en la que se encuentran dentro del plano complejo.

Este espacio ha sido estudiado por diferentes autores en relación con es-
pacios moduli de poĺıgonos y poliedros: En [15] Kapovich y Millson estudian
el subespacio de poĺıgonos con longitudes fijas, ellos dan condiciones sobre las
longitudes para que este subespacio sea conexo y proporcionan una descrip-
ción completa de la topoloǵıa en los casos n = 4, 5, 6, además, establecen una
dualidad entre el espacio de poĺıgonos con longitudes de las aristas fijas y el
espacio de poĺıgonos convexos con ángulos prescritos. En [25], W. Thurston
utilizó el espacio de poĺıgonos módulo semejanza orientada para modelar
desdoblados de poliedros con singularidades cónicas de ángulos menores que
2π, él empleó este espacio, ya que dos poĺıgonos semejantes que se obtienen
como desdoblados de poliedros, determinan poliedros con la misma forma.
En este trabajo también se demuestra que el subespacio de poĺıgonos que
son desdoblados de tetraedros admite geometŕıa hiperbólica proveniente de
la forma de área. En [17] Kojima y Yamashita demuestran que el espacio de
pentágonos con “forma de estrella” se ve como un haz fibrado sobre cierto
espacio de ángulos, ellos describen por completo la topoloǵıa de la fibra y

1Ver Sección 3 del Caṕıtulo 1 para más detalles.
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8 Introducción

demuestran que dicha fibra admite geometŕıa hiperbólica. En [2] Bavard y
Ghys demuestran que el espacio de poĺıgonos convexos con ángulos dados es
un poliedro convexo en el espacio hiperbólico. Por último, en un trabajo con-
junto con Jorge López-López [11], utilizamos el espacio de hexágonos módulo
semejanza orientada, para calcular expĺıcitamente la región que corresponde
a hexágonos que son desdoblados de tetraedros. En este trabajo se incluye
el caso en que hay singularidades cónicas de ángulo mayor que 2π.

Durante la tesis estudiaremos subconjuntos del espacio de poĺıgonos de-
terminados por sus propiedades topológicas o geométricas. Una manera de
ordenar los poĺıgonos de acuerdo a sus propiedades geométricas se muestra
en el siguiente diagrama:

POLÍGONOS

SIMPLES COMPLEJOS

CÓNCAV OS CONV EXOS SEGMENTOS

REGULAR

Los poĺıgonos simples son poĺıgonos que no se autointersectan y los com-
plejos son los que śı lo hacen. Los segmentos son los poĺıgonos en los que
todos sus vértices son colineales.

El objetivo central de este trabajo es estudiar propiedades topológicas y
geométricas de los espacios de poĺıgonos simples y convexos módulo seme-
janza orientada. Para realizar dicho estudio, hemos organizado la tesis de la
siguiente forma:

En el Caṕıtulo 1, proporcionamos las definiciones y resultados sobre
poĺıgonos que utilizaremos durante la tesis, mostramos que el espacio de
n-ágonos módulo semejanza orientada es biholomorfo a CPn−2, calculamos a
detalle el espacio de triángulos (i.e. el caso n = 3) y por último, comparamos
los espacios de triángulos módulo semejanza y módulo semejanza orientada.

En el Caṕıtulo 2, introducimos la noción de vértice deformable en un
poĺıgono simple y mostramos algunas propiedades de dichos vértices. Con
ayuda de estos vértices, demostramos que el subconjuto de CPn−2 correspon-
diente a poĺıgonos simples (S(n)), tiene dos componentes conexas, abiertas,
simplemente conexas y biholomorfas entre śı.

Comenzamos el Caṕıtulo 3 con un teorema que brinda un criterio para
saber si la unión de conjuntos abiertos con grupos de homotoṕıa triviales,
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tiene grupos de homotoṕıa triviales. En el resto del caṕıtulo, se intenta
demostrar que ciertos subconjuntos de S(n) cumplen las hipótesis del teorema
mencionado, esto con el fin de probar que S(n) es contraible. Aunque no se
tuvo éxito con este objetivo, aqúı se explican a detalle las dificultades que se
encontraron. Cabe mencionar que dichas dificultades son técnicas y creemos
que se pueden evitar.

En el Caṕıtulo 4 se estudia la topoloǵıa del cociente que se obtiene de
eliminar las etiquetas en los vértices de los poĺıgonos. Entre otras cosas, se
demuestra que dicho cociente es simplemente conexo, se prueba que no es
variedad y se da una descripción local del espacio al rededor del poĺıgono
regular. La mayoŕıa de los resultados de este caṕıtulo, son consecuencia de
los teoremas demostrados en caṕıtulos anteriores.

En el Caṕıtulo 5, se estudia el espacio de poĺıgonos convexos y su frontera.
Primero demostramos que el interior del espacio de poĺıgonos convexos es
difeomorfo a R2n−4, después se mencionan los tipos de poĺıgonos que pueden
aparecer en la frontera de dicho espacio y se proporciona una descripción
completa del espacio de cuadriláteros convexos y su frontera. Además, se
estudia el espacio de arreglos convexos de n puntos en un segmento.

En el Apéndice A calculamos expĺıcitamente dos estructuras geométricas
en el espacio proyectivo complejo, éstas se utilizan durante el desarrollo del
trabajo como herramienta para algunas pruebas y para dotar con geometŕıa
a los espacios mencionados en los ejemplos.

Por último, en la primera sección del Apéndice B se menciona la Fórmula
de Schwarz-Christoffel junto con varias de sus propiedades y en la segunda
sección se demuestra sobre el Mapeo de Schwarz-Christoffel se utiliza fuerte-
mente en la primera sección del Caṕıtulo 5.

Durante este trabajo se utiliza notación que no es estándar, para hacer
más sencilla la lectura decidimos agregar una sección de notación al final.
Dicha sección se puede consultar en la página 81.
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Caṕıtulo 1

El espacio de poĺıgonos.

Si a cada punto Z = (z1, z2, ..., zn) ∈ Cn (n ≥ 3) le asociamos el subconjunto
de C determinado por {z1z2 ∪ z2z3 ∪ · · · ∪ zn−1zn ∪ znz1}, donde xy ⊂ C
denota el segmento dirigido de x a y, entonces podemos pensar a Cn como el
conjunto de n-ágonos con vértices marcados contenidos en C. La ventaja de
esta asosiación, es que dotamos con la topoloǵıa usual de Cn al conjunto de
n-ágonos con vértices marcados. Dos consecuencias de esta asociación son:

• Contamos 2n veces cada n-ágono en C, ya que hay 2n posibles enu-
meraciones.

• Permitimos autointersecciones y vértices repetidos en los n-ágonos.

FIGURA 1: En C7 hay puntos que representan poĺıgonos simples y otros
con autointersecciones y vértices repetidos.
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Como se mencionó en la introducción, en este trabajo se estudiarán las
propiedades topológicas de los subconjuntos de Cn determinados por los
poĺıgonos simples y los poĺıgonos convexos. Por ello, en las primeras dos
secciones de este caṕıtulo se proporcionan las definiciones de poĺıgono simple
y de poĺıgono convexo y se demuestran algunos resultados que utilizaremos
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12 Caṕıtulo 1. El espacio de poĺıgonos

en caṕıtulos posteriores. Cabe mencionar que aunque dichos resultados son
clásicos y sencillos, el objetivo principal de estas secciones es introducir no-
tación y familiarizar al lector con el tema.

En la Sección 3 se define y se calcula el espacio de poĺıgonos módulo
semejanza orientada, que es el espacio en el que se trabajará más durante el
desarrollo de la tesis. En la cuarta y última sección, se calcula el espacio de
triángulos módulo semejanza y se mencionan las diferencias que hay entre
éste y el espacio calculado en la Sección 3.

1.1 Poĺıgonos simples

Es claro que hay puntos de Cn que mediante la asociación

(z1, z2, ..., zn)←→ {z1z2 ∪ z2z3 ∪ · · · ∪ zn−1zn ∪ znz1},

determinan poĺıgonos “complicados” en C (Figura 1). En este trabajo sólo
nos van a interesar los poĺıgonos simples. Debido a ello, en esta sección
proporcionamos la definiciones y los resultados sobre poĺıgonos simples que
necesitaremos posteriormente. La referencia principal de esta Sección es [13].

Definición 1.1. Decimos que el poĺıgono Z ∈ Cn es simple si tiene todos
sus vértices distintos y no se autointersecta. Denotaremos con S(n) ⊂ Cn al
subconjuto de poĺıgonos simples.

Para el estudio de las propiedades topológicas de S(n) dentro de Cn con
su topoloǵıa usual, utilizaremos las notaciones y nomenclatura clásicas de
poĺıgonos, las cuales se mencionan a continuación:

Definición 1.2. Para todo Z = (z1, z2, ..., zn) ∈ S(n).

a) Llamaremos vértices a los puntos zi y aristas a los segmentos zizi+1

(aqúı znzn+1 = znz1).

b) Una diagonal de Z es un segmento zizj con j 6= i−1, i, i+1. A zi−1zi+1

la llamaremos la diagonal de zi.

c) A la compononte acotada de C− Z la llamamos el interior1 de Z y la
denotamos con Z◦.

d) La cerradura de Z es el conjunto cl(Z) = Z ∪ Z◦.
1Aqúı utilizamos el Teorema de Jordan poĺıgonal, ver [20, pág. 16].
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e) Decimos que una diagonal zizj es interna, si para todo x ∈ {zizj −
{zi, zj}}, x ∈ Z◦.

Los incisos c, d y e de la definición anterior, son válidos sólo para poĺıgonos
simples, ya que no podemos hablar del interior de un poĺıgono no simple
(Figura 1). Un resultado sobre diagonales interiores en poĺıgonos simples
que utilizaremos mucho es el siguiente:

Teorema 1.3. Si n ≥ 4 y Z ∈ S(n), entonces Z tiene una diagonal interna.

Demostración: Dado Z = (z1, z2, ..., zn) ∈ S(n) y un vértice zi ∈ Z, tracemos
todos los rayos que emanan de zi y pertenecen al sector angular contenido
en Z◦ y delimitado por las aristas zi−1zi y zizi+1. Por la compacidad de Z,
existen sólo dos posibilidades:

1 - Todos los rayos intersectan a la misma arista.

2 - No todos los rayos intersectan a la misma arista.

En el primer caso, la diagonal zi−1zi+1 es interna a Z. En el segundo
caso, existe un rayo que pasa por un vértice zj y por lo tanto zizj es interna
a Z.

Corolario 1.4. Si n ≥ 4 y Z ∈ S(n), entonces Z se puede dividir en n − 2
triángulos con n− 3 diagonales internas.

Demostración: Procederemos por inducción en el número de aristas de Z.
Para n = 4, el resultado se sigue inmediatamente del teorema anterior.
Supongamos que el resultado es válido para toda k entre 4 y n− 1.

Si Z es un n-ágono simple, entonces por el Teorema 1.3 existe diagonal
interior a Z. Dicha diagonal divide a Z en dos poĺıgonos Z1 y Z2 con m y
n −m + 2 vértices respectivamente. Por hipótesis de inducción, Z1 y Z2 se
pueden dividir en m−2 y n−m triángulos con m−3 y n−m−1 diagonales
internas respectivamente.

Es claro que las diagonales internas a Z1 y Z2, también son diagonales
internas a Z. Por lo que concluimos que Z se puede dividir en m−2+n−m =
n− 2 triángulos con n−m− 1 +m− 3 + 1 = n− 3 diagonales internas.

Corolario 1.5. Si n ≥ 4 y Z ∈ S(n), entonces existen dos vértices no
adyacentes zi, zj tales que sus diagonales son interiores a Z.

Demostración: Nótese que en una triangulación de Z, cada lado pertenece a
uno y sólo a uno de los triángulos, por lo tanto existen al menos dos triángulos
que tienen dos lados de Z como aristas. Los vértices entre dichos lados son
los buscados.
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Este segundo corolario, muestra la existencia de dos vértices en un poĺıgono
simple tales que su diagonal es interna, la Figura 2 muestra dos poĺıgonos
simples que tienen exactamente dos vértices con estas caracteŕısticas.

FIGURA 2: Dos poĺıgonos simples con exactamente dos vértices cuyas diagonales
son internas. En el primer poĺıgono los vértices son z2 y z4 y en el segundo z1 y z6.
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La última definición de esta sección se hace sólo sobre poĺıgonos positi-
vamente orientados, es decir, poĺıgonos tales que, al recorrerlos de manera
creciente en sus vértices, giramos en sentido contrario a las manecillas del
reloj (como el decágono en la Figura 2). El lector notará que de manera
completamente análoga se puede hacer la definición para poĺıgonos negati-
vamente orientados.

Definición 1.6. Supongamos que Z ∈ S(n) es positivamente orientado. Al
ángulo αi medido desde zizi+1 hasta zi−1zi en el sentido positivo, le llamamos
ángulo interior a Z en el vértice zi.

Una observación sencilla que se sigue del Corolario 1.4 y del hecho que
todo triángulo tiene suma de ángulos interiores igual a π, es que si Z ∈ S(n),
entonces α1 + α2 + ...+ αn = (n− 2)π.

1.2 Poĺıgonos convexos

En el Caṕıtulo 5 estudiaremos la topoloǵıa del espacio de poĺıgonos convexos,
debido a ello, en esta sección proporcionamos la definición y demostramos
un resultado bien conocido que caracteriza a los poĺıgonos convexos.

Definición 1.7. Decimos que Z ∈ Cn es convexo si es simple y para cua-
lesquiera p, q ∈ Z, el segmento pq ⊂ cl(Z). Denotaremos con K(n) ⊂ Cn al
subconjunto de poĺıgonos convexos.

Por definición tenemos que K(n) ⊂ S(n). Como todo triángulo simple es
convexo, para n = 3, K(3) = S(3). La Figura 2 muestra un cuadrilátero que
no es convexo, de manera que para n > 3, la contención es propia.
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El siguiente resultado proporciona una manera sencilla de identificar si
un poĺıgono simple postivamente orientado es convexo. El resultado análogo
para poĺıgonos negativameten orientados también es válido.

Teorema 1.8. Si n ≥ 4 y Z ∈ S(n) positivamente orientado, entonces Z es
convexo si y sólo si para toda i ∈ {1, 2, ..., n}, αi ≤ π.

Demostración. Si Z = (z1, z2, ..., zn) es convexo, entonces znz2 está contenida
en cl(Z) y por lo tanto el ángulo interior en z1 es menor o igual π. Proce-
diendo análogamente en el resto de los vértices, concluimos que para toda i,
αi ≤ π.

Ahora supongamos que todos los ángulos interiores a Z son menores o
iguales a π. Procederemos por inducción para demostrar que Z es convexo.

Para n = 4 es claro que z1z3, z2z4 ⊂ cl(Z). Luego, si p, q ∈ Z pertenecen
a aristas adyacentes (el caso p, q ∈ zizi+1 es claro), entonces están en el
triángulo determinado por dichas aristas y una diagonal de Z y por lo tanto
pq ⊂ cl(Z). Sólo resta probar el caso en que p, q pertenecen a aristas no
adyacentes. Sin pérdida de generalidad supongamos que p ∈ z1z2 y q ∈
z3z4. Nótese que qz1 pertenece al triángulo cl(z1, z3, z4) y por lo tanto qz1 ⊂
cl(Z). Análogamente concluimos que qz2 ⊂ cl(Z). Concluimos que pq ⊂
cl(q, z1, z2) ⊂ cl(Z).

Supongamos que el resultado vale para toda k < n.
Si zizj es una diagonal interior a Z, entonces ésta divide a Z en dos

poĺıgonos Z1, Z2 con menor número de lados y con ángulos interiores menores
o iguales a π. Por hipótesis de inducción, dichos poĺıgonos son convexos.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que Z2 tiene menor o igual
número de vértices que Z1. Si p ∈ Z1 − {zizj}, entonces el poĺıgono

Zp = (Z2 − {zizj}) ∪ {pzi, pzj}

tiene menos de n lados y sus ángulos son menores o iguales a π (en zi y zj
sus ángulos son menores que los de Z y en p, su ángulo interior coincide con
el del triángulo (zi, p, zj)), luego el resultado se vale en Zp. Terminamos la
demostración procediendo análogamente para todo p ∈ Z1.

1.3 Poĺıgonos módulo semejanza orientada

En este trabajo nos interesa la forma de los poĺıgonos y no la posición en
la que se encuentran dentro de C. Por ello, en esta sección definimos seme-
janza orientada entre poĺıgonos, introducimos el espacio de poĺıgonos módulo
semejanza orientada y mencionamos algunas propiedades sencillas de dicho
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espacio. En las definiciones utilizaremos una acción del grupo af́ın complejo
{f(z) = az + b | a, b ∈ C, a 6= 0}, al que denotaremos con AC.

Definición 1.9. Si Z = (z1, z2, ..., zn),W = (w1, w2, ...wn) ∈ Cn, entonces:

a) Una semejanza orientada entre Z y W es un elemento f ∈ AC tal que
para toda i ∈ {1, 2, ..., n}, f(zi) = wi.

b) Decimos que Z,W ∈ Cn están relacionados, si existe semejanza orien-
tada entre ellos.

Nótese que esta relación entre poĺıgonos es de equivalencia, además, dos
poĺıgonos equivalentes difieren por una composición de rotación, traslación
y homotecia y por lo tanto “tienen la misma forma”. Procedemos a calcular
el cociente de Cn por esta relación.

Es claro que salvo traslación, cada clase de equivalencia tiene un repre-
sentante en el subespacio V (n) = {(0, z2, z3, ..., zn) | zi ∈ C}, además, si
Z,W ∈ V (n) están relacionados, entonces existe a ∈ C∗ := C − {0} tal que
Z = aW . De manera que Cn/AC = PCV (n). Para obtener una variedad
al proyectivizar, es necesario quitar el punto (0, 0, ..., 0) ∈ V (n), el cual co-
rresponde a la clase de la recta {(z, z, ..., z)} ⊂ Cn (poĺıgonos con todos sus
vértices iguales), por lo tanto(

Cn − {(z, z, ..., z)}
)
/AC = PC

(
V (n)− {(0, 0, ..., 0)}

) ∼= CPn−2

donde la última identificación está dada por el biholomorfismo

[(z1, z2, z3, ..., zn)] 7→ [z2 − z1 : z3 − z1 : · · · : zn − z1].

De manera que CPn−2 es “el espacio de n-ágonos módulo semejanza orien-
tada”. Denotaremos con η a la función cociente

(
Cn−{(z, z, ..., z)}

)
→ CPn−2

y con [z1, z2, ..., zn] ∈ CPn−2 a la clase del poĺıgono (z1, z2, ..., zn) ∈ Cn.

Algunas observaciones sencillas que se siguen de estas definiciones y con-
strucciones son:

1. Todas las definiciones y los resultados demostrados en las secciones 1
y 2 permanecen válidas en CPn−2. Esto ya que las propiedades de ser
simple o convexo son independientes del tamaño o la posición de un
poĺıgono dentro de C.

2. En η(S(n)) existe sólo un elemento que representa al poĺıgono regu-
lar Rn = (1, e2iπ/n, e4iπ/n, ..., e2(n−1)iπ/n) ∈ Cn. Esto se debe a que las
distintas enumeraciones (en el mismo sentido) del poĺıgono regular se
obtienen mediante rotaciones en su centro. Denotaremos con Rn ∈
η(S(n)) a dicho representante.
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3. Como los poĺıgonos simples tienen vértices distintos, en el hiperplano
Ln = {(0, 1, z3, z4, ..., zn)} ⊂ Cn hay un único representante de cada
clase de equivalencia en S(n). De manera que si U2 := {[0, 1, z3, ..., zn] ∈
CPn−2}, entonces la carta del proyectivo complejo dada por

φ2 : U2 → Cn−2 tal que φ2([0, 1, z3, ..., zn]) = (z3, ..., zn),

permite ver a η(S(n)) como un subconjunto de Cn−2. Lo mismo se
puede hacer si hacemos 0 a otro vértice y tomamos otra carta de
CPn−2. Con esta observación concluimos que un abierto alrededor de
[0, 1, z3, ..., zn] ∈ CPn−2 está dado por (el polidisco)

∏n
k=3 Br(zk).

4. Notemos que si [0, 1, z3, ..., zn] ∈ U2, entonces

η−1([0, 1, z3, ..., zn]) = {(b, a+b, az3+b, ..., azn+b) | a, b ∈ C, a 6= 0} ∼= AC.

Lo mismo sucede con los poĺıgonos de otras cartas de CPn−2. De manera
que se forma el haz fibrado

AC −→ Cn − {(z, z, ..., z)} η−→ CPn−2.

Utilizando que AC ∼= C∗ × C, concluimos que Cn − {(z, z, ..., z)} fibra
sobre CPn−2 con fibra C∗ × C.

Ahora procedemos a calcular un ejemplo que será muy importante en
todo el desarrollo del trabajo, ya que se utilizará para ilustrar las constru-
cciones que realicemos y servirá como base de inducción para muchas de las
demostraciones posteriores.

Ejemplo 1.10. El caso n = 3.

El espacio de triángulos módulo semejanza orientada es CP1, que a su vez es
homeomorfo a la esfera S2. Nótese que en la ĺınea compleja L3 = {(0, 1, z3} ⊂
C3, los puntos en los semiplanos superior e inferior corresponden a triángulos
positiva y negativamente orientados respectivamente, además, el eje real co-
rresponde a triángulos que se degeneran a un segmento (ver Figura 3). Por
último, es claro que el triángulo determinado por la recta {(0, 0, z3)} ⊂ V (3)
(el infinito de L3), también se degenera a un segmento.

De manera que CP1 está dividido por un ćırculo, en dos discos que deter-
minan a los triángulos simples positiva y negativamente orientados (η(S(3))),
el ćırculo que divide corresponde a triángulos que se degeneran a un segmento.

Con este ejemplo, concluimos que S(3) ⊂ C3 y η(S(3)) ⊂ CP1 son abiertos
y tienen dos componentes conexas por trayectorias que son homeomorfas
entre śı.
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FIGURA 3: Triángulos en la ĺınea L3 = (0, 1, z) ⊂ C3.

0 1

a
b

cd

e

f

1.4 Triángulos módulo semejanza

En esta sección, calculamos el espacio de triángulos módulo semejanza y
mencionamos las diferencias que existen entre este espacio y el calculado en
la sección anterior.

Ejemplo 1.11. El espacio de triángulos módulo semenjanza.

En este caso consideraremos triángulos módulo semejanza, es decir, dos
triángulos serán equivalentes si existe una función f : R2 → R2 de la forma

f

(
x
y

)
= rA

(
x
y

)
+ v con r > 0, v ∈ R2 y A ∈ O(2)2

que lleva un triángulo en el otro.
Nótese que en este caso permitimos funciones en R2 que invierten orien-

tación y no pedimos que las funciones preserven el orden en los vértices
(como śı hacemos en el Ejemplo 1.10), de manera que los vértices no están
etiquetados.

Por el criterio ángulo-ángulo-ángulo de semenjanza, sabemos que cua-
lesquiera dos triángulos en R2 con ángulos iguales son semejantes, de manera
que una tercia de números reales positivos cuya suma sea igual a π, determina
un único triángulo hasta semejanza. El conjunto de tercias con estas condi-
ciones es el triángulo T ′ ⊂ R3 con vértices en los puntos (π, 0, 0), (0, π, 0) y
(0, 0, π) (Figura 4, (a)).

2El grupo ortogonal 2 dimensional.
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En este caso la relación no pide que llevemos vértices en vértices, por
lo que cualquier permutación de los ángulos θ1, θ2 y θ3 determina triángulos
equivalentes. De manera que el espacio de triángulos módulo semejanza se
obtiene dividiendo a T ′ por la acción del grupo de permutaciones de las
entradas de los puntos en T ′. Dicho cociente lo denotaremos con T .

(a) (b)

FIGURA 4: (a) El triángulo T ′ ⊂ R3 de tercias de números positivos que
suman π. (b) El cociente de T ′ por la acción de S3.

0

(0, π, 0)

(π, 0, 0)

(0, 0, π)
(π/3, π/3, π/3)

(π/2, π/2, 0) (π, 0, 0)

En la Figura 4, (b), se muestra que T es un triángulo rectángulo con
ángulos π/3 y π/6. El cateto menor de T corresponde a triángulos isóceles
para los que el ángulo desigual es el más chico, la hipotenusa de T corresponde
a tŕıangulos isóceles en los que el ángulo desigual es el más grande y el cateto
mayor de T corresponde a triángulos que se degeneran a un segmento.

Por un lado, este ejemplo muestra que el espacio de triángulos módulo
semejanza es topológicamente un disco cerrado T . Por el otro, el Ejemplo
1.10 muestra que el espacio de triángulos módulo semejanza orientada es la
esfera S2. La diferencia radica en que aqúı los vértices no están etiquetados
y que permitimos funciones que invierten la orientación, de hecho, podemos
recuperar a T de S2, dividiendo por una rotación que elimine las etiquetas de
los vértices (lo que haremos en el Caṕıtulo 4) y por una reflexión que invierta
la orientación.
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Caṕıtulo 2

El grupo fundamental de S(n)

El objetivo principal de este caṕıtulo es entender las propiedades de conexi-
dad de S(n) y calcular su grupo fundamental. Para alcanzar dicho objetivo,
hemos dividido el caṕıtulo en cuatro secciones. En la Sección 1 se estudia la
conexidad de S(n) ⊂ Cn. En la Sección 2, proporcionamos la definición de
vértices deformables en poĺıgonos simples y demostramos algunos resultados
sobre ellos. La Sección 3 es auxiliar y sólo nos muestra la notación que uti-
lizaremos en el proyectivo CPn−2. Por último, en la Sección 4 se demuestra
el teorema que calcula el grupo fundamental de las componentes de S(n).

Cabe mencionar que la teoŕıa básica de topoloǵıa algebráica que será
necesaria en el desarrollo de este caṕıtulo se puede consultar en [12].

2.1 Conexidad de S(n)
En esta sección demostramos que S(n) es abierto y tiene dos componentes
conexas por trayectorias. Antes necesitamos demostrar el siguiente resultado
que exhibe algunos encajes de S(m) en S(n) con 3 ≤ m < n.

Proposición 2.1. Si n ≥ 4 y J ⊂ {1, 2, ..., n} es tal que |J | ≤ n−3, entonces

SJ(n− |J |) :=
{
Z ∈ S(n) | zk =

zk−1 + zk+1

2
si k ∈ J

}
es un encaje de S(n− |J |) en S(n).

Demostración: Nótese que W (n−|J |) := {Z ∈ Cn | zk = zk−1+zk+1

2
si k ∈ J}

es subespacio vectorial de Cn, que su dimensión es n−|J | y que SJ(n−|J |) ⊂
W (n− |J |).

Si L̂ : Cn → Cn−|J | es la proyección en las coordenadas {1, 2, ..., n} − J
y L es la restricción de L̂ a W (n − |J |), entonces L un isomorfismo lineal y

21
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para todo Z ∈ SJ(n− |J |), L(Z) ∈ S(n− |J |). Por lo tanto, la restricción de
L−1 a S(n− |J |), es el encaje buscado.

Notemos que si Z ∈ S(n) y reiθ, b ∈ C con r 6= 0, entonces las trayectorias
α1, α2 : [0, 1]→ S(n), con α1(t) = (1− t(1−r))eitθZ y α2(t) = Z+ tb, unen Z
con reiθZ y Z + b respectivamente, luego la concatenación α1 ∗α2 une Z con
reiθZ + b. Concluimos que la órbita de un poĺıgono bajo la acción de AC es
conexa por trayectorias. El siguiente teorema nos muestra cuando podemos
unir dos poĺıgonos simples con una trayectoria que permanezca dentro de los
poĺıgonos simples.

Teorema 2.2. S(n) ⊂ Cn es abierto y tiene dos componenetes conexas por
trayectorias homeomorfas entre śı.

Demostración: Primero demostraremos que S(n) es abierto.

Dado Z = (z1, z2, ..., zn) ∈ S(n), para toda k ∈ {1, 2, ..., n} definimos
Lk := {zk+1zk+2 ∪ zk+2zk+3 ∪ · · · ∪ zk−2zk−1} y hacemos

rk = d(zk,Lk) = inf
x∈Lk
{d(zk, x)}

donde y d(−,−) es la distancia euclideana en C. Por ser Lk compacto y Z
simple, rk > 0 y r

Z
:= min{r1, r2, ..., rn} también es mayor que 0. Luego, la

vecindad de Z dada por el polidisco

UZ :=
n∏
k=1

B r
Z
3

(zk) donde B r
Z
3

(zk) = {z ∈ C | d(zk, z) <
r
Z

3
},

es abierta y está contenida en S(n), por lo tanto S(n) ⊂ Cn es abierto.
Procedemos a demostrar que las componentes conexas mencionadas co-

rresponden a los poĺıgonos simples positiva y negativamente orientados, para
ello, sólo durante esta sección denotaremos a dichas componentes con S+

n

y S−n respectivamente. Antes de la demostración, veamos dos propiedades
sencillas:

1 - S+
n ∩ S−n = ∅ - Ya que si γ : [0, 1] → S(n) es tal que γ(0) ∈ S+

n

y γ(1) ∈ S−n , entonces la continuidad de A : Cn → R implica que existe
t ∈ [0, 1] con A(γ(t)) = 0, por lo tanto γ(t) no pertenece a S(n) (ver Sección
A.2, Apéndice A).

2 - S+
n
∼= S−n - Un homeomorfismo está dado por la función

(z1, z2, ..., zn−1, zn) 7→ (z1, zn, zn−1, ..., z2).

Utilizaremos inducción para demostrar que para todo Z ∈ S+
n , existe

trayectoria ΓZ : [0, 1]→ S+
n tal que:

ΓZ(0) = Z y ΓZ(1) = (1, e2πi/n, (e2πi/n)2, ..., (e2πi/n)n−1) = Rn.
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Para el caso n = 3, el resultado se sigue del Ejemplo 1.10 y de la obser-
vación 4 del Caṕıtulo anterior.

Si Z ∈ S+
n y zk ∈ Z es un vértice tal que zk−1zk+1 es diagonal interna de

Z, entonces la función γ1 : [0, 1]→ Cn;

γ1(t) = (z1, ..., zk−1, (1− t)zk + t
zk−1 + zk+1

2
, zk+1, ..., zn),

es continua, γ1(0) = Z, γ1(1) ∈ (Sk(n− 1) ∩ S+
n ) y para todo t ∈ [0, 1],

γ1(t) ∈ S+
n . De la proposición anterior y la hipótesis de inducción se sigue

que existe γ2 : [0, 1]→ (Sk(n− 1) ∩ S+
n ) continua y tal que γ2(0) = γ1(1) y

γ2(1) =

(
1, ..., (e2πi/n)k−2,

(e2πi/n)k−2 + (e2πi/n)k

2
, (e2πi/n)k, ..., (e2πi/n)n−1

)
,

donde γ2(1) es el n-ágono regular con el k-ésimo vértice movido al punto

medio de la diagonal (e2πi/n)k−2(e2πi/n)k. La curva γ3 : [0, 1]→ S+
n tal que

γ3(t) =

(
1, ..., (1− t)(e2πi/n)k−2 + (e2πi/n)k

2
+ t(e2πi/n)k−1, ..., (e2πi/n)n−1

)
,

regresa el k-ésimo vértice del poĺıgono regular a su posición original. Es claro
que la curva ΓZ = γ3 ∗ γ2 ∗ γ1 sirve como trayectoria entre Z y Rn.

Corolario 2.3. El conjunto η(S(n)) ⊂ CPn−2 es abierto y tiene dos compo-
nentes conexas por trayectorias homeomorfas entre śı.

Demostración: Por el Teorema 2.2 es claro que η(S(n)) es abierto y tiene
dos componentes. El homeomorfismo entre las componentes está dado por la
función [z1, z2, ..., zn] 7→ [z1, zn, zn−1, ..., z2]1, la cual claramente no depende
del representante.

Corolario 2.4. Los conjuntos K(n) ⊂ Cn y η(K(n)) ⊂ CPn−2 tienen dos
componentes conexas por trayectorias homeomorfas entre śı.

Demostración: El procedimiento utilizado en el Teorema 2.2 para demostrar
que S+

n es conexo, se puede hacer con poĺıgonos convexos sin perder la con-
vexidad, de manera que K+

n ⊂ Cn y η(K+
n ) ⊂ CPn−2 son conexos por trayec-

torias. Los homeomorfismo entre las componentes correspondientes, se ob-
tienen restringiendo los homoemorfismos mencionados antes.

1Recordemos que [z1, ..., zn] denota la clase del poĺıgono (z1, ..., zn)
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2.2 Vértices deformables en poĺıgonos

En la demostración del Teorema 2.2 nos ayudamos de un vértice en un
poĺıgono simple que se pudo llevar a su diagonal de manera continua y
sin perder la simpleza del poĺıgono, dichos vértices serán importantes du-
rante todo este trabajo, es por ello dedicamos esta sección a estudiar sus
propiedades y probar algunos resultados útiles sobre ellos.

Definición 2.5. Si Z ∈ S(n) y zk ∈ Z es un vértice, entonces:

a) zk es fuerte-deformable si la diagonal zk−1zk+1 es interna o si zk ∈
zk−1zk+1. Denotamos con Dk(n) = {Z ∈ S(n) | zk es fuerte-deformable }
y con z̃k = zk−1+zk+1

2
.

b) zk es deformable si Lk ∩ cl((zk−1, zk, zk+1)) = {zk−1, zk+1}. Denotamos
con Tk(n) = {Z ∈ S(n) | zk es deformable }.

Claramente Dk(n) ⊂ Tk(n) para toda k ∈ {1, 2, ..., n}. La diferencia es
que si zk ∈ Z es fuerte-deformable, entonces zk se puede mover a z̃k por la
cl(Z) (por lo tanto αk ≤ π), mientras que si zk ∈ Z es deformable, entonces
se puede mover a z̃k por la cl(Z) o por el exterior de Z (no hay condición
sobre αk), ver Figura 5.

FIGURA 5: En (a), z5 no es deformable y z2 y z8 son deformables pero no
fuerte-deformables. En (b), el poĺıgono es convexo y z1 no es deformable.

(a)
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z6
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z9 (b) z1

z2
z3 z4 z5
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Observaciones.

1. Los triángulos no tienen vértices deformables.

2. Si n > 3 y Z ∈ S(n) es convexo, entonces Z tiene a lo más un vértice
que no es deformable (Figura 5, (b)). Si Z es convexo y para toda k ∈
{1, 2, ..., n}, αk < π, entonces todos sus vértices son fuerte-deformables.
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3. Para todas k 6= j, Tk(n) ∼= Tj(n) y Dk(n) ∼= Dj(n). Basta ver que
si 1 < k ≤ n, entonces (z1, ..., zk, ..., zn) 7→ (zk, ..., zn, z1, ..., zk−1) se
restringe como homeomorfismos entre Tk(n) y T1(n) y entre Dk(n) y
D1(n).

4. Del Corolario 1.5, sabemos que si n > 3, entonces todo n-ágono simple
tiene al menos 2 vértices fuerte-deformables no adyacentes. Por lo
tanto:

S(n) =
n⋃
k=3

Dk(n) =
n⋃
k=3

Tk(n).

Proposición 2.6. Si n ≥ 4 y Z ∈ S(n), entonces Z tiene al menos 3 vértices
deformables.

Demostración: Si Z es covexo, el resultado se sigue de la Observación 2.

Si Z no es convexo, basta demostrar que Z tiene un vértice que es de-
formable pero no fuerte-deformable, ya que sabemos que Z siempre tiene al
menos 2 vértices fuerte-deformables.

Si E(Z) es la envolvente convexa de Z, entonces E(Z) es un poĺıgono
formado con aristas y diagonales (esto es claro, ya que todo poĺıgono simple
siempre está contenido en la cerradura de un poĺıgono convexo) de Z y tal
que Z ⊂ cl(E(Z)).

Supongamos que zizj es una diagonal de Z que es arista de E(Z) y que

Ẑ = (zi, zi+1, ..., zj−1, zj)
2 cumple que Ẑ◦ ⊂ (cl(E(Z))− cl(Z)) (si no es

cierto para Ẑ, entonces lo cumple (zj, zj+1, ..., zi−1, zi)). Hay dos casos a
cosiderar:

1 - Ẑ es un triángulo.

2 - Ẑ es un k-ágono simple con k ≥ 4.

En el primer caso, zi+1 es deformable. En el segundo caso, por la Ob-
servación 4, Ẑ tiene al menos un vértice distinto de zi, zj que es fuerte-
deformable. Claramente dicho vértice es deformable en Z.

La Figura 6 muestra un 15-ágono con sólo 3 vértices deformables y la
Figura 2 muestra un cuadrilátero con sólo 3 vértices deformables pero con-
secutivos.

La siguiente propiedad de los conjuntos Tk(n) y Dk(n) jugará un papel
importante en construcciones posteriores.

2Los vértices se toman módulo n.
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FIGURA 6: 15-ágono con sólo 3 vértices deformables, z7 deformable y
z2 y z9 fuerte-deformables.
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Proposición 2.7. Para toda k ∈ {1, 2, ..., n}, el conjunto Tk(n) ⊂ S(n) es
abierto y tiene como retracto por deformación a Dk(n).

Demostración: Por la Observación 3, es suficiente con demostrar el resultado
para T2(n).

Si Z = (z1, z2, ..., zn) ∈ T2(n), entonces para cada k = 4, 5, ..., n el número
sk = min{rZ , d(zk, cl((z1, z2, z3)))} es positivo, ya que cl((z1, z2, z3)) ⊂ C es
compacto y no contiene a zk. Luego, s0 = min{s4, s5, ..., sn} > 0. Por lo tanto∏n

k=1 B s0
3

(zk) es una vecindad abierta de Z contenida en T2(n). Concluimos

que T2(n) es abierto.

Para cada Z ∈ T2(n), llamemos d2 := |z1−z2|
|z2−z3|

3 y zd2 al punto en z1z3 tal

que d2 =
|z1−zd2 |
|zd2−z3|

. Luego consideremos la función F : [0, 1]× T2(n)→ T2(n),

tal que

(t, (z1, z2, z3, ..., zn)) 7→

{
(z1, z2, z3, ..., zn) si Z ∈ D2(n)

(z1, (1− t)z2 + tzd2 , z3, ..., zn) si Z ∈ T2(n)− D2(n)

F es continua pues es la identidad en D2(n) y los puntos de T2(n) cercanos
a ∂D2(n) ∩ T2(n) se mueven en puntos cercanos de ∂D2(n). Además, F0 es
la identidad en T2(n) y para todo t ∈ [0, 1], Ft es la identidad en D2(n). Por
último, nótese que para todo Z ∈ T2(n), F1(Z) ∈ D2(n). Por lo tanto F es
retracto por deformación de T2(n) en D2(n).

La Figura 7 muestra que Dk(n) no es abierto ni cerrado en S(n).

3Donde |z| es la norma de z.
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FIGURA 7: El primer poĺıgono está en ∂D2(10) ∩ D2(10) y el segundo es

un punto de acumulación de D2(10) que no pertence a D2(10).
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2.3 Espacios en CPn−2

De ahora en adelante trabajaremos con poĺıgonos simples módulo semen-
janza orientada, por ello, dedicamos esta pequeña sección para introducir la
notación que usaremos para las imágenes bajo η de los espacios que hemos
definido hasta ahora. También mencionamos cuáles de las propiedades de-
mostradas hasta ahora se mantienen válidas al pasar a CPn−2.

• Denotaremos con S(n) a la componente de η(S(n)) correspondiente
a poĺıgonos positivamente orientados (es decir, η(S+

n )). Es claro que
S(n) ⊂ CPn−2 es abierto y conexo por trayectorias.

• K(n) = η(Kn) ∩ S(n). Claramente aún es válido que K(n) ⊂ S(n) es
conexo por trayectorias.

• Para J ⊂ {1, 2, ..., n}, SJ(n− |J |) = η(SJ(n− |J |))∩S(n). Es fácil ver
que la función que daba en el encaje de S(n−|J |) en SJ(n−|J |) ⊂ S(n),
define un encaje de S(n− |J |) en SJ(n− |J |) ⊂ S(n).

• Dk(n) = η(Dk(n)) ∩ S(n). La función definida en la Observación 3 de
la sección anterior, define un hoemomorfismo entre Dk(n) ∼= Dj(n).

• Tk(n) = η(Tk(n))∩S(n). Es claro que aún se vale que Tk(n) es abierto
y que Tk(n) ∼= Tj(n). Además, el retracto por deformación definido
en la Proposición 2.7, define un retracto por deformación de Tk(n) en
Dk(n). También sigue siendo válido que

S(n) =
n⋃
k=3

Dk(n) =
n⋃
k=3

Tk(n).
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En lo sucesivo realizaremos construcciones sobre S(n) que son indepen-
dientes de los representantes, con afán de dejar más claras dichas construc-
ciones, intentamos siempre trabajar con los representantes [0, 1, z3, ..., zn] que
pertencen al hiperplano Ln ⊂ Cn mencionado en la Sección 1.3.

2.4 El grupo fundamental S(n)
En esta sección demostraremos que S(n) ⊂ CPn−2 tiene grupo fundamental
trivial. Después, con ayuda de este resultado, calcularemos el grupo funda-
mental de las componenetes de S(n) ⊂ Cn.

En la demostración del teorema principal de este caṕıtulo necesitaremos
el siguiente lema que se sigue del Teorema de Van Kampen [12, pág.43].

Lema 2.8. Si U1, U2, ..., Un ⊂ X son abiertos simplemente conexos tales que⋂n
k=1 Uk 6= ∅,

⋃n
k=1 Uk = X y para todas 1 ≤ k < j ≤ n, Uk ∩ Uj es conexo

por trayectorias, entonces X es simplemente conexo.

Teorema 2.9. S(n) ⊂ CPn−2 es simplemente conexo.

Demostración: Nuevamente procederemos por inducción y nuevamente el
Ejemplo 1.10 muestra que el resultado es válido para n = 3. Supongamos
que el resultado es válido para todo número menor que n.

Para llegar al resultado, demostraremos que los conjuntos Tk(n) satis-
facen las hipótesis del Lema 2.8. Sabemos que S(n) =

⋃n
k=3 Tk(n), que⋂n

k=3 Tk(n) 6= ∅ y que los Tk(n) son abiertos (Proposición 2.7). Sólo resta
probar que los Tk(n) son simplemente conexos y que las intersecciones Tk(n)∩
Tj(n) son conexas por trayectorias.

Nótese que la función F : [0, 1]× T3(n)→ T3(n), tal que:

(t, [0, 1, z3, z4, ..., zn]) 7→ [0, 1, (1− t)z3 + tz̃3, z4..., zn],

es continua (lo es en cada coordenada), para todo Z ∈ T3(n), F0(Z) = Z,
F1(Z) ∈ S3(n− 1) y para todos t ∈ [0, 1] y Z ∈ S3(n− 1), Ft(Z) = Z, luego,
F es un retracto por deformación de T3(n) en S3(n− 1). De la hipótesis de
inducción se sigue que T3(n) es simplemente conexo. Usando la Observación
3 de la Sección 2.2, concluimos que para toda k ∈ {1, 2, ..., n}, Tk(n) ⊂ S(n)
es simplemente conexo.

Por demostrar que si k 6= j, entonces Tk(n)∩ Tj(n) es conexo por trayec-
torias. Existen los siguientes 2 casos a considerar:

Caso 1: j 6= k − 1, k + 1.
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Dados Z,W ∈ Tk(n) ∩ Tj(n), deformamos sus vértices k-ésimo y j-ésimo
a los puntos z̃k y z̃j respectivamente. Aśı obtenemos los poĺıgonos Z ′,W ′ ∈
S{kj}(n− 2) que por el Teorema 2.2, es conexo por trayectorias.

Caso 2: j = k − 1 ó j = k + 1.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que j = 3 y k = 4 (se procede
igual en otros casos). Si Z = [0, 1, z3, ..., zn] ∈ T3(n)∩T4(n) y parametrizamos
a la diagonal z41 con µ(s) = (1− s)z4 + s1, entonces definimos

s3(Z) = sup
s∈[0,1]

{
z5µ(s) ∩ {z5z6 ∪ z6z7 ∪ · · · ∪ zn−1zn ∪ zn0 ∪ 01} = {z5}

}
.

Consideremos f : T3(n) ∩ T4(n) → (0, 1] tal que Z 7→ s3. Es claro da-
dos Z0 y ε > 0, existe δ > 0 tal que el polidisco

∏
iBδ(zi), satisface que

f(η (
∏

iBδ(zi)) ⊂ (f(Z0)− ε, f(Z0) + ε). De manera que f es continua.
Luego, la función G : [0, 1]× (T3(n) ∩ T4(n))→ T3(n) ∩ T4(n)

G(t, [0, 1, z3, z4, ..., zn]) = [0, 1, (1− t)z3 + tµ(
s3

2
), z4, ..., zn],

también es continua. G además satisface que para todo Z ∈ T3(n) ∩ T4(n),
G0(Z) = Z y para todos t ∈ [0, 1] y Z ∈ G1(T3(n) ∩ T4(n)), Gt(Z) = Z. De
forma queG es retracto por deformación de T3(n)∩T4(n) enG1(T3(n)∩T4(n)).

Notemos que [0, 1, µ
(
s3
2

)
, z4, ..., zn] 7→ [0, 1, z̃3, z4, ..., zn] es continua ya que

la elección de s3 es conti—nua. Es suprayectiva e inyectiva por que una vez
dados los vértices 0, 1, z4, ..., zn, el valor de s3 es único. Además, es abierta
pues los abiertos en G1(T3(n) ∩ T4(n)) y en S3(n − 1) sólo dependen de los
vértices 0, 1, z4, ..., zn (son los mismos). Concluimos que esta función es un
homeomorfismo entreG1(T3(n)∩T4(n)) y S3(n−1) y por lo tanto T3(n)∩T4(n)
es conexo por trayectorias.

Teorema 2.10. π1(η−1(S(n))) es isomorfo a Z.

Demostración. De la Observación 4 de la Sección 1.3, sabemos se forma un
haz fibrado

AC −→ η−1(S(n))
η−→ S(n)

donde η : η−1(S(n))→ S(n) es la restricción de η a S(n).

Si α̃ : [0, 1] → η−1(S(n)) es tal que α̃(0) = α̃(1) = Z0, entonces α =
η ◦ α̃ : [0, 1]→ S(n) es una curva tal que α(0) = α(1) = [Z0]. Por el Teorema
2.9, existe homotoṕıa

H : [0, 1]× [0, 1]→ S(n) tal que H(0, t) = α y H(1, t) = [Z0],
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luego, por la propiedad de levantamiento de homotoṕıas (Proposición 4.48
[12, pág. 379]), existe homotoṕıa

H̃ : [0, 1]× [0, 1]→ η−1(S(n)) tal que H̃ = η ◦H.

De manera que H̃(1, t) ⊂ η−1([Z0]). Concluimos que toda curva en
η−1(S(n)) es homotópica a una curva en η−1([Z0]), por lo tanto π1(η−1(S(n)))
es isomorfo a π1(AC) = π1(C∗ × C) = Z.

De este resultado se concluye que π1(S(n)) es isomorfo a (') Z⊕Z, pues
del Teorema 2.2 sabemos que hay dos componentes homeomorfas entre śı.

Corolario 2.11. Para toda k ≥ 2 se cumple que πk(η
−1(S(n))) ' πk(S(n)).

Demostración. En este caso, la sucesión exacta larga para grupos de homo-
toṕıa de un haz fibrado [12, pág. 376] se ve de la siguiente forma

· · · → πk(C∗ × C)→ πk(η
−1(S(n)))→ πk(S(n))→ πk−1(C∗ × C)→ · · ·

El resultado para k ≥ 3 se sigue inmediatamente de esta sucesión y del
hecho de que πk(C∗ × C) = 0 para k ≥ 2. Para el caso k = 2, la sucesión
exacta es

· · · → 0→ π2(η−1(S(n)))
h1−→ π2(S(n))

h2−→ Z h3−→ Z→ 0→ 0.

Del Teorema anterior sabemos que h3 es isomorfismo, luego h2 = 0 y h1 es
suprayectiva. Utilizando la exactitud, concluimos que h1 es isomorfismo.



Caṕıtulo 3

Contractibilidad de S(n)

Comenzamos mencionando que no logramos demostrar que S(n) es con-
traible, pero creemos que se realizó un gran avance. Decidimos realizar este
caṕıtulo para exponer los resultados obtenidos y las dificultades con las que
nos encontramos al intentar demostrar esta propiedad de S(n).

Este caṕıtulo está dividido en 4 secciones. En la Sección 1 probamos un
teorema que brinda una condición para que la unión de abiertos tenga grupos
de homotoṕıa triviales. En la Sección 2 demostraremos un resultado sobre
intersecciones de los conjuntos Di(n). En la Sección 3, se explica a detalle el
impedimento técnico que nos evitó probar que los conjuntos Di(n) satisfacen
las hipótesis del teorema de la primera sección. Por último, en la Sección 4
mencionamos las implicaciones que tendŕıa que los Di(n) satisfaciéran dichas
hipótesis.

Cabe señalar que aqúı utilizaremos algunas herramientas de Topoloǵıa
Algebráica clásica, como lo son las sucesiones de Mayer-Vietoris, el Teorema
de Hurewicz, algunos resultados sobre grupos homotoṕıa superiores y un
resultado sobre haces fibrados. La referencia general para la teoŕıa utilizada
en este caṕıtulo es [12].

3.1 Uniones con homotoṕıa trivial

En esta sección demostramos un teorema que nos brinda un criterio para
saber si la unión de abiertos con grupos de homotoṕıa trivial tiene grupos
homotoṕıa trivial, este resultado es válido sobre cualquier espacio topológico
en general (basta que se puedan definir los grupos de homoloǵıa y homotoṕıa).
Cabe mencionar que no se encontró en la literatura ninguna referencia para
dicho teorema, por lo que creemos que forma parte de las aportaciones orig-
inales de esta tesis.

31
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Teorema 3.1. Si V1, V2, ..., Vn ⊂ X son abiertos conexos por trayectorias,
tales que X =

⋃n
i=1 Vi y para todas i ∈ {1, 2, ..., n} y k ≥ 1, πk(Vi) = 1, si

además para todo I ⊂ {1, 2, ..., n}, la intersección
⋂
i∈I Vi es no vacia, conexa

por trayectorias y πk(
⋂
i∈I Vi) = 1 para toda k ≥ 1, entonces πk(X) = 1 para

toda k ≥ 1.

Demostración: Procederemos por inducción sobre el número de abiertos.
Para n = 2, tenemos X = V1 ∪ V2. Por hipótesis tenemos que π1(V1) =

π1(V2) = 1 y V1 ∩ V2 es conexa por trayectorias, por el Teorema de Van
Kampen π1(V1 ∪ V2) = π1(X) = 1. Utilizando las hipótesis en el último y en
los primeros dos términos de la j-ésima parte de la sucesión de Mayer-Vietoris

· · · → Hj(V1∩V2)→ Hj(V1)⊕Hj(V2)→ Hj(V1∪V2)→ Hj−1(V1∩V2)→ · · ·

concluimos que para todo j ≥ 2, Hj(X) = 1. Usando el Teorema de Hurewicz
se concluye que πk(X) = 1 para toda k ≥ 2.

Supongamos que el resultado es válido para n− 1.
Si X ′ =

⋃n−1
i=1 Vi ⊂ X, entonces X ′ cumple las hipótesis del teorema.

Luego, por hipótesis de inducción se sigue que πk(X
′) = 1 para k ≥ 1.

El conjunto X ′ ∩ Vn =
⋃n−1
i=1 (Vi ∩ Vn), es unión de n− 1 abiertos conexos

por trayectorias, tales que para todo i ∈ {1, ..., n−1} y k ≥ 1, πk(Vi ∩ Vn) =
1 y si I ⊂ {1, 2, ..., n − 1}, entonces

⋂
i∈I(Vi ∩ Vn) =

⋂
i∈I∪{n} Vi es no

vacio, conexo por trayectorias y tienen sus grupos de homotoṕıa triviales.
Usando nuevamente la hipótesis de inducción, tenemos que para toda k ≥ 1,
πk(X

′ ∩ Vn) = 1 .
Utilizando estos resultados en el último y en los primeros dos términos

de la j-ésima parte de la sucesión de Mayer-Vietoris

Hj

(
(
n−1⋃
i=1

Vi)∩Vn
)
→ Hj(

n−1⋃
i=1

Vi)⊕Hj(Vn)→ Hj(
n⋃
i=1

Vi)→ Hj−1

(
(
n−1⋃
i=1

Vi)∩Vn
)

concluimos que para toda k ≥ 1, Hk(
⋃n
i=1 Vi) = Hk(X) = 1.

Por hipótesis sabemos que π1(
⋃n−1
i=1 Vi) = π1(Vn) = 1 y

(⋃n−1
i=1 Vi

)
∩ Vn =⋃n−1

i=1 (Vi ∩ Vn) es conexo por trayectorias, ya que cada uniendo lo es y⋂n
i=1 Vi 6= ∅. Por lo tanto π1

((⋃n−1
i=1 Vi

)
∪ Vn

)
= π1(X) = 1.

Finalizamos la demostración utilizando el Teorema de Hurewicz en X.

Nótese que en la demostración de este teorema es crucial el hecho de que
los subconjuntos Vi son abiertos, esto esto nos permite usar el Teorema de
Van-Kampen y la sucesión de Mayer-Vietoris sobre ellos y uniones e inter-
sección de ellos.

El procidimento que se siguió para intentar probar que S(n) es contraible,
consiste en tratar de encontrar conjuntos abiertos que satisfagan las hipótesis
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de este teorema. Aunque no se logragon encontrar conjuntos abiertos, el resto
de este caṕıtulo se centra en probar que los conjuntos (que no son abiertos
ni cerrados) Di(n) satisfacen las hipótesis del Teorema 3.1.

3.2 Propiedades de la intersección de Di(n)′s
El teorema principal de esta sección muestra una propiedad que tiene la
intersección de conjuntos Di(n). En la demostración de dicho resultado se
realizarán construcciones rebuscadas, es por ello que al final de la sección, se
calcula un ejemplo que ilustra los pasos realizados en la prueba.

Teorema 3.2. Para todo I ⊂ {3, 4, ..., n}, existe un conjuntoW ⊂
⋂
i∈I Di(n)

tal que W es retracto por deformación de
⋂
i∈I Di(n) y W es homeomorfo a

SJ(n− |J |), para algún J ⊂ I.

Demostración: Dividiremos la demostración en 5 pasos. En los primeros 3
supondremos que I = {3, 4, ..., k} con k par.

Paso 1: Elección del valor tZ .
Fijemos Z = [0, 1, z3, z4, ..., zn] ∈

⋂
i∈I Di(n). Para cada j ∈ {3, 5, ..., k −

3, k − 1} llamamos µj : [0, 1]→ C a la función µj(t) = (1− t)zj+1 + tzj−1 y

tj = sup
t∈[0,1]

{zj+3µj(t) ⊂ cl(Z)} y tk−1 = sup
t∈[0,1]

{zk+1µk−1(t) ⊂ cl(Z)}.

Para toda j = {3, 5, ..., k−1}, tj > 0 pues zj+3µj(0) = zj+3zj+1 que es interior

a Z y por lo tanto, para ε suficientemente pequeño, zj+3µj(ε) también es
interior. Luego tZ = min{t1, t3, ..., tk−1} también es positivo.

Si f :
⋂
i∈I Di(n) → (0, 1] es la función f(Z) = tZ , (a, b) ⊂ (0, 1] es un

abierto y Z0 ∈
⋂
i∈I Di(n) es tal que f(Z0) = r0 ∈ (a, b), entonces r0 se

alcanza en algunos vértices de Z0. Es claro que podemos tomar un polidisco
U0 centrado en Z0 y con radio suficientemente pequeño, para que f(η(U0)) ⊂
(a, b). Concluimos que f es continua.

Paso 2: Elección del conjunto W.
Consideremos la función G : [0, 1] ×

⋂
i∈I Di(n) →

⋂
i∈I Di(n), tal que

(s, [0, 1, z3, z4, z5, z6, ..., zn]) 7→

[0, 1, k
2

(
( 2
k
− s)z3 + sµ3( tZ

2
)
)
, z4, z5, z6, ..., zn] s ∈ [0, 2

k
]

[0, 1, µ3( tZ
2

), z4,
k
2

(
( 4
k
− s)z5 + (s− 2

k
)µ5( tZ

2
)
)
, z6, ..., zn] s ∈ [ 2

k
, 4
k
]

· ·
· ·
· ·

[0, 1, µ3( tZ
2

), ..., k
2

(
(1− s)zk−1 + (s− k−2

k
)µk−1( tZ

2
)
)
, zk, zk+1, ..., zn] s ∈ [k−2

k
, 1]
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G mueve uno por uno, linealmente y en orden los vértices {z3, ..., zk−1} hacia
los puntos {µ3( tZ

2
), µ5( tZ

2
), ..., µk−1( tZ

2
)}. La función G tiene las siguientes

propiedades:

• Es continua en cada coordenada pues la elección de tZ es continua.
Además, pega bien en los ĺımites de la división de [0, 1], por lo tanto G
es continua.

• G0 es la identidad en
⋂
i∈I Di(n) y para todo s ∈ [0, 1], Gs se restringe

a G1

(⋂
i∈I Di(n))

)
como la identidad.

• Para todos Z ∈
⋂
i∈I Di(n) y s ∈ [0, 1], Gs(Z) ∈

⋂
i∈I Di(n). Escogemos

zj ∈ Z con j ≤ k. Si j es impar, entonces zj es fuerte-deformable para
todo s, ya que la diagonal zj−1zj+1 no se mueve en todo el proceso. Si j
es par, entonces zj es fuerte-deformable para s ∈ [0, j−2

k
] ya que en este

tiempo no se mueve la diagonal zj−1zj+1. Para s ∈ [ j−2
k
, j
k
], el triángulo

(zj−1, µj−1( tZ
2

), zj+1) está contenido en cl(Z), luego el segmento de zj+1

a k
2

(
( j
k
−s)zj−1 +(s− j−2

k
)µj−1( tZ

2
)
)

es diagonal interior de Gs(Z) y por

lo tanto zj es fuerte-deformable. Por último, si s ∈ [ j
k
, 1], entonces el

triángulo (µj−1( tZ
2

), zj+1, µj+1( tZ
2

)) está contenido en cl(Z), de manera
que zj se mantiene fuerte-deformable.

Concluimos que G es un retracto por deformación de
⋂
i∈I Di(n) en el

espacio W := G1

(⋂
i∈I Di(n)

)
.

Paso 3: W es homeomorfo a un SJ(n− |J |).
La función g : W → S{3,5,...,k−1}(n− k−2

2
) tal que

[0, 1, µ3(
tZ
2

), z4, ..., µk−1(
tZ
2

), zk, ..., zn] 7→ [0, 1, z̃3, z4, ..., z̃k−1, zk, ..., zn],

tiene las siguienes propiedades:

• g es continua - Se sigue de que la elección de tZ es continua (Paso 1).

• g es sobre - Basta notar que todo Z ∈ S{3,...,k−1}(n − k−2
2

) tiene un
tZ asociado, por lo que el poĺıgono Z ′ ∈ G1

(⋂
i∈I Di(n)

)
que tiene los

vértices {z3, ..., zk−1} de acuerdo a la construcción anterior, cumple que
g(Z ′) = Z.

• g es inyectiva - Dado Z ∈
⋂
i∈I Di(n). Supongamos que tj < 1, en-

tonces zj+3µj(tj) ∩ Lj 6= ∅. Si zl ∈ zj+3µj(tj) ∩ Lj es el vértice en

la diagonal zj+3µj(tj) más cercano a zj+3, entonces el ángulo interior
en zl es mayor que π (tj es mı́nimo) y por lo tanto, zl no puede ser
fuerte-deformable. Esto prueba que tZ depende sólo de los vértices
{z2, z4, ..., zk, zk+1, ..., zn}, los cuales quedan fijos por g.
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• g es homeomorfismo - Ya que g−1(Z) lleva los vértices {z̃3, z̃5, ..., z̃k−1}
en los puntos construidos anteriormente, por lo tanto es continua.

Aśı terminamos el resultado para el caso I = {3, 4, ..., k} con k par.

Paso 4: Caso I = {3, 4, ..., k} con k impar.
Para cada j ∈ {3, 5, ..., k − 2}, hacemos µj(t) = (1− t)zj+1 + tzj−1 y

tj = sup
t∈[0,1]

{zj+3µj(t) ⊂ cl(Z)},

i.e. calculamos tj justo como en los primeros k − 3 vértices del caso k par.
De manera análoga que en el Paso 1, tj > 0, tZ = min{t3, t5, ..., tk−2} > 0 y
la función que para cada Z elige tZ es continua.

La funciónG : [0, 1]×
⋂
i∈I Di(n)→

⋂
i∈I Di(n) que mueve {z3, ..., zk−2, zk},

uno a uno y en orden hacia {µ3( tZ
2

), µ5( tZ
2

), ..., µk−2( tZ
2

), z̃k}, es nuevamente
un retracto por deformación de

⋂
i∈I Di(n) enG1

(⋂
i∈I Di(n)

)
(la demostración

es igual que en el Paso 2).
Nótese que en este caso, G movió al último vértice al punto medio de

zk−1zk+1. Es fácil notar que esto asegura que zk−1 es fuerte-deformable para
todo tiempo. Además, de esta forma tenemos que si k = 3, entonces G sólo
deforma z3 en z̃3.

Es claro que la paridad de k no influye en la demostración de el Paso 3.
Por lo que el resultado también es válido para I = {3, 4, ..., k} con k impar.

Paso 5: Caso general I ⊂ {3, 4, ..., n}.
Primero notemos que para el caso {zl, zl+1, ..., zl+k} se puede proceder de

manera completamente análoga a los casos anteriore, ya que en las demostra-
ciones es irrelevante que comencemos en el vértice z3.

En este caso I =
⋃m
j=1 Aj con Aj = {lj, lj + 1, ..., lj + kj}, de manera que

Aj ∩Aj+1 = ∅, entre Aj y Aj+1 hay al menos un vértice no fuerte-deformable
que los separa y las Aj están acomodadas de manera ćıclica (i.e. en el orden
de los vértices, después de Aj sigue Aj+1).

Fijemos Z ∈
⋂
i∈I Di(n). Procediendo de manera análoga a los pa-

sos 1 o 4 en cada Aj (dependiendo de la paridad de |Aj|), obtenemos un
número tAj > 0 que es el tiempo mı́nimo en el bloque Aj. Luego tZ =
min{tA1 , tA2 , ..., tAm} > 0 es el tiempo buscado para Z. Nótese que la función⋂
i∈I Di(n)→ (0, 1], Z 7→ tZ es mı́nimo de funciones continuas y por lo tanto

es continua.
La función G : [0, 1] ×

⋂
i∈I Di(n) →

⋂
i∈I Di(n), que dependiendo de la

paridad de |Aj|, deforma los vértices de cada bloque Aj y lo hace de mane-
ra creciente sobre los Aj, es un retracto por deformación de

⋂
i∈I Di(n) en

G1

(⋂
i∈I Di(n)

)
(la demostración es igual que en el Paso 2).
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Por último, si J ⊂ I es el conjunto de vértices que fueron deformados
por G, entonces W = G1

(⋂
i∈I Di(n)

)
es homeomorfo a SJ(n − |J |). El

homeomorfismo se construye de manera análoga al Paso 3.

Para ilustrar las construcciones elaboradas en la demostración realizare-
mos un ejemplo.

Ejemplo 3.3. Los pasos de la demostración del Teorema 3.2 aplicados a un
Z0 ∈

⋂
i∈I Di(n), con I = {3, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 21, 22, 23, 24, 25, 28}.

El poĺıgono Z0 que utilizaremos se muestra en la Figura 7. Es fácil no-
tar los vértices z3, z4, z5, z9, z11, z12, z13, z14, z16, z17, z21, z22, z23, z24, z25, z28 son
fuerte-deformables en Z0.

En la Figura 8, se muestran en ĺıneas punteadas las diagonales internas
µj(t) que se utilizan en el Paso 1 de la demostración, recordemos que los
vértices correspondientes a dichas diagonales son los que se van a deformar.
También en la Figura 8, se muestra el punto X ∈ µ21([0, 1]) donde se alcanza
el valor tZ0 .

Como menciona el Paso 2, los vértices serán deformados hacia los puntos
µj(tZ0/2) a excepción de los vértices aislados y los últimos en una cadena
impar, que se deformarán al punto medio de sus aristas. La Figura 9 muestra
el poĺıgono Z ′0 que se obtiene al deformar los vértices de Z0 de acuerdo al
patrón mencionado.

FIGURA 7: El 28-ágono Z0 que utilizaremos como ejemplo. Notar que los vértices

z3, z4, z5, z9, z11, z12, z13, z14, z16, z17, z21, z22, z23, z24, z25, z28 son fuerte-deformables.
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Este ejemplo muestra la contrucción está realizada de esta manera, para
lograr que para todo t ∈ [0, 1], el poĺıgono Gt(Z0) pertenezca a ∩i∈IDi(n)
con I = {3, 4, 5, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 21, 22, 23, 24, 25, 28}.
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Una observación sencilla, es que si Z es un poĺıgono convexo, entonces
tZ = 1 y por lo tanto la construcción deforma todo vértice al punto medio
de su arista.

FIGURA 8: Las ĺıneas punteadas, son las diagonales µj de los vértices de Z0 que van

a ser deformados. El punto X es donde se alcanza tZ0 .
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FIGURA 9: Poĺıgono Z ′0 que se obtiene como imagen de la deformación G.
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3.3 Parejas escisivas

La herramienta clave en la demostración del Teorema 3.1 fue la sucesión de
Mayer-Vietoris, que se utiliza sobre una pareja de subconjuntos de un espacio
X. Resulta que esta sucesión exacta no se puede usar con cualquier pareja
de subconjuntos, en esta sección, mencionamos cierto tipo de parejas sobre
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las que śı es posible utilizar Mayer-Vietoris. Aqúı, también mostraremos dos
subconjuntos de S2 sobre los cuales no es válido usar la sucesión de Mayer-
Vietoris.

Definición 3.4. Se dice que una pareja (X1, X2) es escisiva si la inclusión
i : (X1, X1 ∩ X2) → (X1 ∪ X2, X2) es tal que para toda k, el homomorfismo
asociado i# : Hk(X1, X1 ∩X2)→ Hk(X1 ∪X2, X2) es un isomorfismo.

Algunos ejemplos de parejas escisivas son:

1. Parejas (X1, X2) donde X2 ⊂ X1 o X1 ⊂ X2. En el primer caso
X1 ∩X2 = X2 y X1 ∪X2 = X1, por lo tanto la inclusión i : (X1, X2)→
(X1, X2) es la identidad. En el segundo caso X1 ∩X2 = X1, X1 ∪X2 =
X2 y la inclusión i : (X1, X1) → (X2, X2) induce isomorfismo, ya que
para toda k, los k-ésimos grupos de homoloǵıa en ambos casos son
triviales.

2. (X1, X2) tales que X1, X2 ⊂ Y son abiertos.

3. (X1, X2) con X1, X2 ⊂ Y tales que Y = X◦1 ∪X◦2 .

4. Parejas (X1, X2) donde X1, X2 son retractos por deformación de abier-
tos U1, U2 y X1 ∩X2 es retracto por deformación de U1 ∩ U2.

Las demostraciones de los ejemplos 2 y 3 se siguen del Teorema 4.14 [22,
pág. 178]. Para el ejemplo 4, ver [12, pág. 150].

Las parejas escisivas son útiles por que con ellas podemos usar la suceción
de Mayer-Vietoris [22, pág. 189]. De hecho, si en el Teorema 3.1 pedimos que
los V ′i s y sus intersecciones formen parejas escisivas, entonces la demostración
se seguiŕıa de manera análoga.

Ejemplo 3.5. Una pareja que no es escisiva.

Consideremos los conjuntos X2 = {(x, y, z) ∈ S2 | z ≥ 0} y X1 = A1 ∪ A2

donde

A1 = {(x, y, z) ∈ S2 | z < 0} y A2 = {(x, y, 0) ∈ S2 | y < 0}.

Claramente X1 y X2 son contraibles, X1 ∪X2 = S2 y X1 ∩X2 = A2
∼= (0, 1).

La inclusión i : (X1, A2) → (S2, X2) no puede inducir isomorfismos en
homoloǵıa, ya que la pareja (X1, A2) tiene homoloǵıa trivial (pues el cociente
X1/A2 es contraible) y la pareja (S2, X2) tiene la homoloǵıa de S2. De hecho,
si intentamos aplicar Mayer-Vietoris, en grado 2 obtenemos la sucesión

· · · → H2 ((0, 1))→ H2(X1)⊕H2(X2)→ H2(S2)→ H1 ((0, 1))→ · · ·
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que no puede ser exacta por que H2(S2) ' Z y los otros grupos son triviales.

Procedemos a demostrar que los Di(n) no satisfacen ninguna de las condi-
ciones que se mencionan en los Ejemplos 2, 3 y 4:

• Como se ilustra la Figura 7, los Di(n) no son abiertos.

• Con los Di(n) se cumple que D◦i (n) ∪ D◦j (n) ( Di(n) ∪ Dj(n), ya que
claramente los poĺıgonos en Sij(n− 2) no pertenecen a la unión de los
interiores pero śı a la unión de los conjuntos.

• De la Proposición 2.7 sabemos que Di(n) es retracto por deformación
del abierto Ti(n), pero Ti(n)∩Ti+1(n) no tiene como retracto por defor-
mación a Di(n)∩Di+1(n). Para verificar esto, basta tomar un poĺıgono
con dos vértices deformables (pero no fuerte-deformables) consecutivos,
que no se puedan hacer fuerte-deformables.

• El abierto Ti(n)∩(Di(n) ∩ Di+1(n)) ⊂ Di(n)∩Di+1(n), no tiene a Di(n)
como retracto por deformación. La Figura 10 muestra un 10-ágono que
pertenece a T3(10)∩ (D3(10) ∩ D4(10)) para el cual la restricción de la
retracción de la Proposición 2.7, se sale de D3(n) ∩ D4(n).

FIGURA 10: Poĺıgono en T3(10) ∩ (D3(10) ∩ D3(10)) para el cual la restricción

de la retracción de T3(10) en D3(10) se sale de D3(10) ∩ D4(10).
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Cabe mencionar que no usamos los abiertos Ti(n) por que para ellos no
tenemos un resultado análogo al Teorema 3.2. De hecho, al intentar probar
con los Ti(n) un resultado análogo a dicho Teorema, no logramos el Paso 3,
ya que la función g mencionada alĺı, no necesariamente seŕıa homeomorfismo
en este caso.
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3.4 S(n) es contraible.

Aqúı trabajaremos bajo la suposición de que podemos usar Mayer-Vietoris
en los Di(n)′s y en intersecciones de ellos. El objetivo de esta sección es
mostrar los avances que tendŕıamos en caso de que este hecho fuese cierto.
Los resultados serán marcados con un asterisco para recalcar que no se deben
tomar como totalmente verdaderos.

Teorema 3.6. (*): S(n) es contraible

Demostración: Procederemos por inducción sobre n. El Ejemplo 1.10 mues-
tra que el resultado se vale para S(3). Supongamos que el resultado es válido
para todo k < n. Demostraremos que los conjuntos Di(n) con i ∈ {3, 4, ..., n}
satisfacen las hipótesis del Teorema 3.1.

• Sabemos que losDi(n) son conexos por trayectorias y S(n) =
⋃n
i=3Di(n).

• Para todo I ⊂ {3, 4, ..., n}, ∩i∈IDi(n) 6= ∅ pues el poĺıgono regular
pertenece a todas estas intersecciones.

• Recordemos que la función G : [0, 1]×D3(n)→ D3(n) tal que

(t, [0, 1, z3, z4, ..., zn]) 7→ [0, 1, (1− t)z3 + tz̃3, z4, ..., zn],

es un retracto por deformación de D3(n) en S3(n − 1). Por hipótesis
de inducción, D3(n) es contraible. Análogamente Dj(n) es contraible
para toda j ∈ {3, 4, ..., n}.

• Del Teorema 3.2, se sigue que ∩i∈IDi(n) es conexo por trayectorias y
que para toda k > 0, πk (∩i∈IDi(n)) = 1.

Usando el Teorema 3.1 concluimos que πk(S(n)) = 1 para toda k > 0.
Como S(n) ⊂ CPn−2 es una variedad (es abierto), el Corolario 1 en [19]
nos dice que tiene el tipo de homotoṕıa de un CW-complejo. Luego, por el
Teorema de Whitehead [12, pág. 346], concluimos que S(n) es contraible.

Corolario 3.7. (*): Las componenetes de S(n) ⊂ Cn son homeomorfas a
S(n)× (C× C∗).

Demostración: Recordemos que η : Cn − {(z, z, ..., z)} → CPn−2 es un haz
fibrado con fibra C∗ × C (ver Observación 4, Sección 1.3). Por el Teorema
3.6, el haz fibrado dado por la restricción η : η−1(S(n)) → S(n) tiene base
contraible. El resultado se sigue de que todo haz fibrado sobre un espacio



3.4 - S(n) es contraible 41

contraible es homeomorfo al producto de la base del haz con la fibra (Teorema
9.9 en [14, pág. 52]).

Hasta ahora tenemos que S(n) ⊂ CPn−2 es un abierto contraible, pero:

¿Será S(n) homeomorfo a R2n−4?

La conocida vairedad de Whitehead es un ejemplo de un abierto contraible
contenido en R3 que no es homeomorfo a R3 [26]. Dicha variedad, muestra
que la respuesta a la pregunta anterior no es obvia. A continuación damos
respuesta al caso n = 4:

Proposición 3.8. S(4) ∼= R4.

Demostración: Para que un punto [0, 1, z3, z4] ∈ L4 pertenezca a S(4), es
necesario que z3 = x3 + iy3 pertezca a C− {x ∈ R | x < 1}. Una vez que z3

es escogido, tenemos las siguientes 3 posibilidades para z4:

1. y3 > 0 - z4 debe pertenece a la misma región que el −1 al dividir el
plano con las siguientes ĺıneas:

{λz3 | λ ≤ 0} ∪ 01 ∪ 1z3 ∪ {λz3 | λ ≥ 1}.

2. y3 = 0 - Claramente z4 debe pertenecer al semiplano superior.

3. y3 < 0 - z4 debe pertenecer a la región delimitada por el rayo de números
reales mayores que 1 y el rayo que emana de 1 con pendiente y3

x3−1
y

está contenido en el semiplano superior.

Es claro que las ĺıneas que se mencionan en cada caso, no son posibles
valores de z4. De manera que en los 3 casos las regiones son homeomorfas a
discos abiertos.

La función f : S(4) → C − {x ∈ R | x < 1}, f([0, 1, z3, z4]) = z3 es un
haz fibrado con fibra un disco. Como C − {x ∈ R | x < 1} también es
homeomorfo a un disco, S(4) es un haz fibrado con fibra un disco y base un
disco. Por Teorema 9.9 de [14, pág. 52], concluimos que S(4) es homeomorfo
al producto de dos discos y por lo tanto a R4.

Esta proposición y el Ejemplo 1.10 nos hacen pensar que lo mismo vale
para el caso general, por lo tanto mencionamos nuestra primera conjetura:

Conjetura 1.- S(n) ∼= R2n−4.
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Caṕıtulo 4

Poĺıgonos sin etiquetas en los
vértices

Recordemos que estamos identificando puntos de Cn con poĺıgonos en C
mediante la asociación

(z1, z2, ..., zn)←→ {z1z2 ∪ z2z3 ∪ · · · ∪ zn−1zn ∪ znz1}.

Por el orden natural que tienen las coordenadas en Cn, dichos poĺıgonos
tienen sus vértices etiquetados. Al dividir por la acción de AC y pasar al
proyectivo CPn−2, consideramos a los poĺıgonos módulo rotaciones, trasla-
ciones y homotecias pero aún con etiquetas en sus vértices.

En este caṕıtulo, estudiaremos las implicaciones que tienen los resultados
probados hasta ahora sobre el espacio de poĺıgonos simples en el espacio de
poĺıgonos sin etiquetas en sus vértices, el cual denotaremos con P(n).

Para estudiar el espacio de poĺıgonos con vértices sin etiquetas, dividimos
este caṕıtulo en tres secciones. En la primera estudiamos la función que
reenumera los vértices de un poĺıgono y algunas de sus propiedades, en la
segunda definimos el espacio P(n) y calculamos P(3) con todo detalle. Por
último, en la tercera sección estudiamos las propiedades topológicas que P(n)
hereda de los resultados demostrados en los Caṕıtulos 2 y 3 y damos una
descripción de la topoloǵıa de P(n) al rededor del poĺıgonos regular.

Cabe mencionar que para algunas pruebas de este caṕıtulo necesitare-
mos herramientas clásicas de Geometŕıa Riemanniana, las cuales se pueden
consultar en [7].

43
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4.1 Función de cambio de enumeración

Para cambiar la enumeración en los vértices de un poĺıgono, consideraremos
la acción del isomorfismo lineal δ̂ : Cn → Cn tal que

(z1, z2, z3, ..., zn−1, zn) 7→ (z2, z3, ..., zn−1, zn, z1).

Es claro que δ̂ reenumera al poĺıgono (z1, z2, ..., zn) comenzando ahora en el
segundo vértice. Este isomorfismo tiene las siguientes propiedades:

a) δ̂n = idCn, por lo tanto el grupo generado por δ̂ (〈δ̂〉) es el grupo ćıclico
de orden n.

b) Si Z,W ∈ Cn, entonces Z y W están relacionados si y sólo si δ̂(Z) y
δ̂(W ) también lo están - Es claro por que la acción de AC en Cn es por
entradas.

c) δ̂ es una isometŕıa del prducto hermitiano asociado a la forma de área
(ver Sección A.2, Apéndice A) y del euclideano - Los productos men-
cionados respectivamente son:

〈Z,W 〉A =
i

4

n∑
k=1

(zkw̄k+1 − zk+1w̄k) y 〈Z,W 〉 =
n∑
k=1

zkw̄k,

donde Z = (z1, z2, ..., zn),W (w1, w2, ..., wn). Usando la expresión de δ̂,
es fácil ver que 〈Z,W 〉A = 〈δ̂(Z), δ̂(W )〉A y 〈Z,W 〉 = 〈δ̂(Z), δ̂(W )〉.

Proposición 4.1. δ̂ : Cn → Cn define el biholomorfismo1 δ : CPn−2 → CPn−2

tal que [z1, z2, ..., zn] 7→ [z2, ..., zn, z1].

Demostración: Recordemos que η : Cn−{(z, z, ..., z)} → CPn−2 es la función
de paso al cociente (Sección 1.3). De la propiedad b) se sigue que existe
función biyectiva δ : CPn−2 → CPn−2 tal que δ ◦ η = η ◦ δ̂. Por demostrar
que δ es holomorfa.

La acción de δ sobre los representantes del abierto U2 = {[0, 1, z3, ..., zn]} ⊂
CPn−2 se ve de la siguiente forma

δ ([0, 1, z3, z4, ...., zn]) =

[
0, 1,

z4 − 1

z3 − 1
, ...,

zn − 1

z3 − 1
,
−1

z3 − 1

]
.

1Función holomorfa y con inversa holomorfa.
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Notar que los representantes {[0, 1, 1, z4, ..., zn]} son enviados fuera de U2.
Expresando esta acción en la carta φ2 : U2 → Cn−2 (ver Observación 3, página
16) obtenemos

φ2 ◦ δ ◦ φ−1
2 : Cn−2 → Cn−2, (z3, z4, ..., zn) 7→

(
z4 − 1

z3 − 1
, ...,

zn − 1

z3 − 1
,

1

1− z3

)
,

que claramente es holomorfa en el abierto Ln − {z3 = 1}. Procediendo
de manera análoga sobre todas las cartas de CPn−2 concluimos que δ es
biholomorfismo.

δ : CPn−2 → CPn−2 satisface las siguientes propiedades:

1. Si Z ∈ S(n), entonces δ(Z) ∈ S(n). Denotaremos con δ a la restricción
de δ : CPn−2 → CPn−2 a S(n).

2. Z ∈ S(n) es tal que δ(Z) = Z ⇐⇒ Z = Rn - Es claro que δ(Rn) = Rn.
Si δ(Z) = Z, entonces δk(Z) = Z para toda k, por lo tanto Z tiene

lados de igual longitud y todos sus ángulos interiores deben valer (n−2)π
n

.
Concluimos que Z es el poĺıgono regular.

3. Si Z ∈ S(n) y 1 < k < n son tales que δk(Z) = Z, entonces el número
k
Z

= min{k | δk(Z) = Z} divide a n y por lo tanto el subgrupo 〈δkZ 〉
fija a Z - δ2k

Z (Z) = δkZ (δkZ (Z)) = Z, análogamente δlkZ (Z) = Z. Por
ser k

Z
mı́nimo, existe l0 tal que l0k

Z
= n.

4. Para todo divisor k de n, existe Z ∈ S(n) tal que δl(Z) 6= Z para
1 < l < k y δk(Z) = Z - Supongamos que l0k = n, entonces basta
tomar Rk y marcar l0 − 1 puntos equitativamente distribuidos en cada
arista. La Figura 11 muestra dos ejemplos.

FIGURA 11: En el primer 12-ágono se satisface que δ2 es la identidad.

En el segundo se cumple que δ4 es la identidad.
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Teorema 4.2. La diferencial de δ en el poĺıgono regular (DRnδ) es conjugada
a una matriz diagonal con entradas e4πi/n, e6πi/n, ..., e2(n−2)πi/n, e2(n−1)πi/n.
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Demostración: En esta demostración utilizaremos la siguiente base de Cn

(ver [18, Proposición 3])

β =
{
Pk = (1, e2πik/n,

(
e2πik/n

)2
, . . . ,

(
e2πik/n

)n−1
)
}n−1

k=0
.

Notar que para toda n, P0 = (1, 1, ..., 1) y P1 = Rn. Los productos (con
respecto al producto euclideano en Cn) entre estos poĺıgonos son

〈Pk, Pl〉 =
n−1∑
m=0

(
e

2πi(k−l)
n

)m
=

{
n si k = l
0 si k 6= l

,

el caso k 6= l, se anula por que e
2πi(k−l)

n es ráız n-ésima de la unidad distinta
de 1 y por lo tanto anula al polinomio zn−1 + zn−2 + ...+ z + 1. Concluimos
que β es ortogonal.

Es fácil notar que para toda k = 0, 1, 2, . . . , n − 1, δ̂(Pk) = e2πik/nPk, es
decir, Pk es vector propio de δ̂ con valor propio e2πik/n. De manera que β es
base de vectores propios para la acción de δ̂.

Trasladando el centroide de los n-ágonos al origen, obtenemos represen-
tantes en el subespacio Vn = {(z1, z2, ..., zn) ∈ Cn | z1 + z2 + · · · + zn = 0}.
Nótese que 0 ∈ Vn representa la clase de la ĺınea {(z, z, ..., z)} ⊂ Cn. Luego,
PCVn es nuevamente el espacio de poĺıgonos módulo semejanza orientada.
{Pk}n−1

k=1 es base de Vn pues P0 ∈ {(z, z, ..., z)}. Es claro que Vn es invariante

por la acción de δ̂.
Es sabido que al proyectivizar TRnVn (el espacio tangente a Vn en el

poĺıgono regular), se anula la dirección dada por Rn = P1. Como β ortogonal,
el subespacio generado por {Pk}n−1

k=2 es una presentación de TRnCPn−2. La

acción de δ̂ en esta presentación del tangente, se corresponde con la acción
de DRnδ en TRnCPn−2 (basta tomar la expresión de la acción en la carta
φ2 : U2 → Cn−2 que se calcula en la Proposición 4.1). Concluimos que DRnδ
es conjugada a la matriz

∆n =


e

4πi
n 0 · · · 0

0 e
6πi
n · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · e
2(n−1)πi

n


Notar que para este resultado es importante tomar la diferencial en el

poĺıgono regular, ya que este es fijo por la acción de δ y pertenece a la base
β mencionada en la demostración. Si tomáramos otro elemento de β (todos
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son fijos por la acción de δ), entonces tendŕıamos un resultado análogo a este
teorema pero con distintos valores y vectores propios.

4.2 Definición y caso n = 3

Ahora estamos listos para definir los espacios de poĺıgonos con vértices que
no están etiquetados.

Definición 4.3. Si n ≥ 3 entonces

a) A P(n) = CPn−2/〈δ〉 le llamaremos espacio de n-ágonos sin etiquetas
en los vértices módulo semejanza orientada. Denotaremos con σ̂ a la
proyección cociente CPn−2 → P(n).

b) A P(n) = S(n)/〈δ〉 lo llamamos el espacio de poĺıgonos simples sin
etiquetas en los vértices módulo semejanza orientada. Denotaremos
con σ a la restricción de σ̂ : CPn−2 → P(n) a S(n)→ P(n).

Observaciones de la definición:

1. Si Z ∈ CPn−2 es tal que δk(Z) = Z para algún 1 < k < n, entonces
σ̂(Z) es una singularidad en P(n).

2. De las Propiedades 3 y 4 de δ se sigue que para q primo, la proyección
σ : S(q)− {Rq} → P(q)− {σ(Rq)} es función cubriente.

3. Los espacios P(n) y P(n) tiene una estructura de buen orbifold, pues
son cocientes de una variedad por un grupo finito [3, Cap. 3].

4. Por la Propiedad c) de la sección anterior, la métrica de Fubini-Study
que se explica en la Sección 1 del Apéndice A, baja a P(n).

5. El producto asociado a la forma de área que se explica en la Sección 2
del Apéndice A, baja a P(n). Cabe mencionar que éste no baja a P(n)
por que aqúı existen poĺıgonos con área 0.

Ejemplo 4.4. El caso n = 3.

La acción de δ en la ĺınea L3 se ve de la forma [0, 1, z] 7→ [0, 1, 1
1−z ]. De

manera que en CP1, δ intercambia los ćırculos que se muestran en la Figura
11 (la ĺınea entre e

iπ
3 y e

10iπ
6 , determina un ćırculo en CP1). El cociente P(3)

es topológicamente una esfera. El eje real de L3 determina un ćırculo en
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P(3) y los semiplanos superior e inferior de L3 determinan los hemisferios.
La Figura 11, muestra una forma de obtener a P(3) como un pegado de
semićırculos.

En este caso la métrica de Fubini-Study en CP1 coincide con la métrica
esférica en S2 (ver Sección 1, Apéndice A), de manera que P(3) admite geo-

metŕıa esférica. En dicha geometŕıa, los puntos σ(e
iπ
3 ) y σ(e

10iπ
6 ) son singu-

laridades cónicas [25, Pág.523] de ángulos cónicos iguales 2π
3

, por lo que P(3)
es como un “balón de fútbol americano”.

En este caso, S(3) junto con el producto asociado a la forma de área es el
Plano Hiperbólico (ver Sección 2, Apéndice A). P(3) es el disco que corres-
ponde al hemisferio superior de P(3). Además, como 1

1−z es una isometŕıa
hiperbólica, P(3) admite geometŕıa hiperbólica. En esta geometŕıa, el punto

σ(e
iπ
3 ) es una singularidad cónica de ángulo cónico 2π

3
.

FIGURA 11: Circunferencias de CP1 que corresponden a los triángulos isóceles y
son intercambiadas por δ. Una región fundamental para la acción, está dada por

los semicirculos con extremos e
iπ
3 y e

10iπ
6 que pasan por 0 y 1. Dichos semićırculos

se identifican por la reflexión en la recta x = 1/2 para obtener a P(3). P(3) se
obtiene identificando las mitades superiores de dichos semićırculos.

−1 0 1
2

1 2

e
iπ
3

e
10iπ
6

4.3 Propiedades topológicas de P(n)
En esta sección, se utilizarán las caracteŕısticas de δ demostradas en la
Sección 4.1 y los resultados de los Caṕıtulos 2 y 3, para demostrar propiedades
topológicas que P(n) y P(n) heredan de CPn−2 y S(n) respectivamente.
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Teorema 4.5. P(n) y P(n) son simplemente conexos.

Demostración. Por ser finito, 〈δ〉 actúa en CPn−2 de manera propiamente
discontinua. Además, 〈δ〉 fija a Rn. Utilizando el Teorema de Armstrong [1],
concluimos que π1(P(n)) ' π1(CPn−2) = 1 y π1(P(n)) ' π1(S(n)) = 1.

El siguiente teorema nos brinda una descripción local de P(n) al rededor
del poĺıgono regular. Cabe mencionar que en la demostración usaremos ideas
de Geometŕıa Riemanniana clásica.

Teorema 4.6. En P(n) existe una vecindad U de σ(Rn) homeomorfa a un
cono sobre S2n−5/∆n

2.

Demostración. Si gFS es la métrica de Fubini-Study en CPn−2 (Sección 1 del
Apéndice A) y v ∈ TRnS(n), entonces gFS

Rn
(v, v) = gFS

Rn
(DRnδ(v), DRnδ(v)),

por lo que DRnδ preserva las esferas de nivel Ẽs := {v | gFS
Rn

(v, v) = s}. Por
el Teorema 4.2, concluimos que el cociente TRnS(n)/DRnδ es homeomorfo al
cono sobre S2n−5/∆n.

Demostraremos que esta estructura de cono se puede bajar sobre una
vecindad suficientemente pequeña del poĺıgono regular. Para ello utilizare-
mos la distancia asociada a gFS ([7, pág. 146]), la cual denotaremos con
dFS : S(n)× S(n)→ R.

Como δ es isometŕıa de (CPn−2, gFS), también lo es de (CPn−2, dFS).
Luego, para todos Z ∈ S(n) y 1 ≤ k ≤ n, se cumple

dFS(Rn, Z) = dFS(δk(Rn), δk(Z)) = dFS(Rn, δ
k(Z)),

es decir, los poĺıgonos de la órbita de Z equidistan del poĺıgono regular.
Si expRn : (TRnS(n), gFS

Rn
)→ (S(n), dFS) es el mapeo exponencial de gFS

en el poĺıgono regular, entonces existe r > 0 tal que en la vecindad

Ũ = {v ∈ TRnS(n) | gFS
Rn

(v, v) < r},

expRn es isometŕıa [7, pág. 65]. De manera que si s < r, entonces expRn(Ẽs) =
{Z ∈ S(n) | dFS(Rn, Z) = s } =: Es son los conjuntos de nivel de dFS en
S(n). Concluimos que para toda s < r, Es es homoemorfo a S2n−5 y es
invariante por la acción del grupo 〈δ〉.

Es claro que δ manda la geodésica de condición inicial v0 ∈ TRnS(n)
en la geodésica de condición inicial DRnδ(v0), por lo tanto se cumple que
δ ◦ expRn = expRn ◦DRnδ. Luego, para toda s < r,

Es/〈δ〉 ∼= Ẽs/DRnδ
∼= Ẽs/∆n

∼= S2n−5/∆n

2Es decir,
(
(S2n−5/∆n)× [0, 1]

)
/{(x, 0)}.
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donde el primer homeomorfismo está dado por el mapeo exponencial, el se-
gundo por que DRnδ es semejante a ∆n (Teorema 4.2) y el tercero por que
Ẽs es homoemorfo S2n−5.

La vecindad buscada es U = σ(exp(Ũ)) ⊂ P(n).

El Ejemplo 4.4 muestra que P(3) y P(3) son topológicamente la esfera y
el disco respectivamente. Ahora veremos que n = 3 es el único caso en que
P(n) y P(n) son variedades.

Corolario 4.7. Si n ≥ 4, entonces P(n) y P(n) no son variedades.

Demostración. Existen los siguientes dos casos a considerar:

Caso 1: n es primo.
Por la Observación 2 de la sección anterior, la restricción de σ a una esfera

de nivel Es es cubriente luego, π1(Es/ < δ >) = Zn.

Caso 2: n no es primo.
Si rd = n con d es el divisor más pequeño de n (distinto de 1), entonces

δr tiene puntos fijos en Es (pues e
2riπ
n tiene puntos fijos en S2n−5). Usando el

Teorema de Armstrong [1], concluimos que π1(Es/ < δ >) = Zr.
En ambos casos es claro que (Es/ < δ >) no es una esfera, por lo tanto

el cono sobre dicho espacio no es una bola.

Para la demostración del último resultado de esta sección, necesitaremos
el siguiente lema general sobre variedades contraibles.

Lema 4.8. Si n > 2, M es una variedad contraible de dimensión n y p es
un punto interior a M , entonces M −{p} es homotópicamente equivalente a
Sn−1.

Demostración. Supongamos que p ∈ Ω ⊂ M es una vecindad abierta y
φ : Ω→ {x ∈ Rn | |x| < 1} es un homeomorfismo tal que φ(p) = 0 (una carta
al rededor de p). Usando el Teorema de Van-Kampen [12, pág.43] con M ,
M − {p} y Ω, concluimos que π1(M − {p}) = 1.

Como Ω ∩ (M − {p}) ∼= Sn−1 × (0, 1), entonces la sucesión de Mayer-
Vietoris;

· · ·Hk+1(M)→ Hk(Ω ∩ (M − {p}))→ Hk(Ω)⊕Hk(M − {p})→ Hk(M) · · ·

implica que para toda k, Hk(M − {p}) es isomorfo a Hk(Sn−1 × (0, 1)) =
Hk(Sn−1). De manera que la función φ−1 : {x ∈ Rn | 0 < |x| < 1} →M−{p},
es tal que para toda k, φ−1

∗ : Hk(Sn−1) → Hk(M − {p}) es un isomorfismo.
Usando el Teorema de Whitehead [12, pág. 367], concluimos que φ−1 es una
equivalencia homotópica.
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Teorema 4.9. (*)3 Si q ≥ 3 es primo y k ≤ 2q− 6, entonces πk(P(q)) = 1.

Demostración. Del Lema 4.8 tenemos que πk(S(q)−{Rq}) = 1 para k ≤ 2q−
6. De la Observación 1 en la sección anterior, sabemos que σ : S(q)−{Rq} →
P(q)−{σ(Rq)} es cubriente y por lo tanto para k > 1, πk(P(q)−{σ(Rq)}) ∼=
πk(S(q)− {Rq}). Luego la sucesión de Mayer-Vietoris;

Hk(U)→ Hk(U)⊕Hk(P(q)− {σ(Rq})→ Hk(P(q))→ Hk−1(U)

nos dice que Hk(P(q)) = 1 para k ≤ 2q − 6.
Concluimos la demostración utilizando el Teorema 4.5 y el Teorema de

Hurewicz.

3Este resultado utiliza que S(n) es contraible.
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Caṕıtulo 5

Espacio de poĺıgonos convexos

En este caṕıtulo se estudian las propiedades topológicas del subconjunto de
CPn−2 correspondiente a los poĺıgonos convexos positivamente orientados, al
que denotaremos con K(n). Contrario a lo que sucedió con poĺıgonos simples,
en este caso śı logramos dar una descripción completa de la topoloǵıa del
interior del espacio de poĺıgonos convexos, esto gracias a que ellos tienen
todos sus vértices deformables.

Los temas tratados en este caṕıtulo se dividen en 4 secciones de la sigu-
iente manera: En la Sección 1, calculamos el interior de K(n), su topoloǵıa
y su estructura diferenciable. En la Sección 2, otorgamos una lista del tipo
de poĺıgonos que aparecen en la frontera de K(n) y demostramos algunas
propiedades de dicha frontera. En la Sección 3, se estudia el subconjunto de
CPn−2 que corresponde a los n-ágonos que se degeneran a un segmento, entre
éstos están los n-segmentos convexos, que son uno de los tipos de n-ágonos
que aparece en la frontera de K(n). Por último, en la Sección 4 se da una
descripción detallada de la frontera de K(4) y del espacio de 4-segmentos.

5.1 La topoloǵıa del interior de K(n)
En esta sección calculamos el interior de K(n) y describimos su topoloǵıa y su
estructura diferenciable. Después, como corolario de estos resultados, damos
una descripción de la topológia y la estructura diferenciable del interior de
K(n) ⊂ Cn.

Lema 5.1. El conjunto K◦(n) = {Z ∈ S(n) | para toda i, αi < π}1 es el
interior de K(n).

1αi es el ángulo interior de Z en el vértice zi (ver Definición 1.6).
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Demostración. Si W = [w1, w2, ..., wn] ∈ K(n) es tal que para toda i, αi < π,
entonces los segmentos wi−1wi+1 son diagonales internas a W . Luego, para
toda i, el número ri = min{r

Z
, d(wi, wi−1wi+1)}2 es positivo. Por lo tanto, la

vecindad de W dada por

η

(
n∏
k=1

B r
3
(wk)

)
donde r = min{r1, r2, ..., rn}

está conformada sólo con poĺıgonos de ángulos interiores menores que π.
Es claro que si Z ∈ K(n) es tal que αi = π para algún i, entonces cualquier

vecindad de Z intersecta al complemento de K(n).

Teorema 5.2. K◦(n) es difeomorfo a R2n−4.

Demostración. Procederemos por inducción. Como muestra el Ejemplo 1.10,
K◦(3) ⊂ CP1 es el semiplano superior en la imagen de la carta φ2 : U2 → C,
por lo tanto es difeomorfo a R2. Supongamos que el resultado es válido para
toda k < n. Realizaremos la demostración del caso general en 4 pasos.

Paso 1: Construcción del triángulo ∆W .
Usando el encaje de la Proposición 2.1, concluimos que el conjunto

K◦3(n− 1) =

{[
0, 1,

1 + w4

2
, w4, ..., wn

]
∈ K(n) | para i 6= 3, αi < π

}
es difeomorfo a K◦(n − 1). Luego, por hipótesis de inducción, K◦3(n − 1) es
difeomorfo a R2n−6.Para todo W = [0, 1, w̃3, w4, ..., wn] ∈ K◦3(n − 1) (donde
w̃3 = 1+w4

2
), definimos el conjunto

∆W = {Z ∈ K◦(n) | Z = [0, 1, z, w4, ..., wn]}.

Procedemos a demostrar que independientemente de W , ∆W es el interior
de un triángulo (puede ser infinito).

Dado W = [0, 1, w̃3, w4, ..., wn] ∈ K◦3(n − 1), llamemos RW al rayo que
emana de w4 con dirección w5w4. Existen las siguientes dos posibilidades
para ∆W :

1. - [1,∞) ∩ RW = p - Los n-ágonos en ∆W se obtienen tomando al
tercer vértice en el interior del triángulo (1, p, w4), ver Figura 13.a.

2. - [1,∞) ∩ RW = ∅ - Los n-ágonos en ∆W se obtienen tomando al
tercer vértice del interior de la región infinita delimitada por [1,∞), 1w4 y
RW (triángulo con un vértice en el infito), ver Figura 13.b.

2Ver definición de r
Z

en Teorema 2.2.



5.1 - La topoloǵıa del interior de K(n) 55

a) b)

RW

W

∆W

RŴ

Ŵ ∆Ŵ

FIGURA 13: En a), el poĺıgono W determina un ∆W acotado y en b), el
poĺıgono Ŵ determina un ∆Ŵ no acotado.
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Paso 2: Propiedades de los ∆W .
Dado W = [0, 1, w̃3, w4, ..., wn] ∈ K◦3(n − 1), procedemos a calcular una

expresión anaĺıtica de los ángulos interiores a ∆W . Llamemos θ′1 y θ′4 a los
ángulos interiores en los vértices 1 y w4 respectivamente (medidos en sentido
contrario a las manecillas del reloj), dichos ángulos se escriben de la siguiente
manera en términos de los vértices 1, w4 = x4 + iy4 y w5 = x5 + iy5:

θ′1 =
π

2
+arctg

(
1− x4

y4

)
, θ′4 =

π

2
+arctg

(
(x4 − 1)(x4 − x5) + y4(y4 − y5)

(x4 − 1)y5 − (x5 − 1)y4

)
.

Para llegar a estas expresiones, medimos a θ′1 y θ′4 con respecto a las perpen-
diculares a los segmentos 01 y w̃3w4 respectivamente. Como W ∈ K◦3(n− 1),
y4, y5 > 0 y x4 y x5 no pueden simultaneamente valer 1, de lo contrario, el
ángulo interior en w4 valdŕıa π. Además, si (x4 − 1)y5 − (x5 − 1)y4 = 0, en-
tonces y5 = r0y4 y (x5− 1) = r0(x4− 1) y por lo tanto nuevamente el ángulo
interior en w4 seŕıa π. Esto demuestra que los argumentos de las arcotan-
gentes en las expresiones de θ′1 y θ′4 están definidas para todo W ∈ K◦3(n−1).

Los triángulos ∆W satisfacen las siguientes propiedades:

1. Si W ∈ K◦3(n − 1) es tal que Z1, Z2 ∈ ∆W son distintos, entonces
[Z1] 6= [Z2] pues difieren en su tercer vértice.

2. Si W,W ′ ∈ K◦3(n− 1) son distintos, entonces ∆W ∩∆W ′ = ∅.

3. Todo poĺıgono [0, 1, z3, z4, ..., zn] ∈ K◦(n) pertenece a ∆W con W =
[0, 1, z̃3, z4, ..., zn]. Por lo tanto⋃

W∈K◦3(n−1)

∆W = K◦(n).
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Paso 3: Construcción del difeomorfismo buscado y su expresión en cartas.
Supongamos que W = [0, 1, w̃3, w4, ..., wn] ∈ K◦3(n− 1), que θ′1, θ

′
4 son los

ángulos interiores de ∆W y que ∆̃W := {z ∈ C | [0, 1, z, w4, ..., wn] ∈ ∆W}
(nótese que ∆̃W ⊂ C es una copia del ∆W construido en el Paso 1).

Como se muestra en la Sección 2 del Apéndice B, si θ1 =
π−θ′1
π

y θ4 =
π−θ′4
π

,

entonces fW : H→ ∆̃W tal que

z 7→
(w4 − 1)

∫ z
i
ζθ
′
1(ζ − 1)θ

′
4dζ +

∫ 0

i
ζθ
′
1(ζ − 1)θ

′
4dζ − w4

∫ 1

i
ζθ
′
1(ζ − 1)θ

′
4dζ∫ 0

i
ζθ
′
1(ζ − 1)θ

′
4dζ −

∫ 1

i
ζθ
′
1(ζ − 1)θ

′
4dζ

es un biholomorfismo. Además, si f̃W : R∪ {∞} → C es la extensión de fW ,
entonces f̃W (0) = w4, f̃W (1) = 1 y f̃W (∞) es el vértice restante de ∆̃W .

Demostraremos que la función Ψ: H×K◦3(n− 1)→ K◦(n) tal que

(z,W ) = (z, [0, 1, w̃3, w4, ..., wn]) 7→ [0, 1, fW (z), w4, ..., wn] ,

es el difeomorfismo buscado. Es claro que Ψ es biyectiva pues fW : H→ ∆̃W

es biholomorfismo y en el resto de las coordenadas Ψ es la identidad. Sólo
resta demostrar la diferenciabilidad (real) de Ψ y de su inversa.

Para calcular la expresión de Ψ en cartas real valuadas, utilizamos la iden-
tificación σ : Cn−2 → R2n−4, tal que σ(z1, z2, ..., zn−2) = (x1, y1, ..., xn−2, yn−2),
donde, para toda k = 1, 2, ..., n− 2, zk = xk + iyk.

Sobre K◦3(n−1), tomaremos la carta dada por φ23 = p1 ◦φ2 : K◦3(n−1)→
Cn−3, donde p1 : Cn−2 → Cn−3 es la proyección a las últimas n−3 coordenadas
y φ2 es la carta del proyectivo correspondiente a z2 6= 0 (ver Observación 3,
página 16).

Si z = x + iy, fW (z) = u
W

(x, y) + iv
W

(x, y) y wj = xj + iyj, entonces la
expresión de Ψ en cartas real valuadas es

σ◦φ2◦Ψ◦(idH×φ23)−1◦σ−1 : σ◦(idH×φ23)(H×K◦3(n−1))→ R2n−4 tal que

(x, y, (x4, y4, ..., xn, yn)) 7→ (u
W

(x, y), v
W

(x, y), x4, y4, ..., xn, yn).

Paso 4: Ψ y Ψ−1 son real diferenciables.
Demostraremos que las derivadas parciales de Ψ existen y son continuas.
Por ser fW holomorfa con respecto a z, se cumplen ux = vy y uy = −vx

(ecuaciones de Cauchy-Riemann). Además, de las expresiones de θ1 y θ4 se
sigue uxj = vxj = uyj = vyj = 0 si j > 5. De manera que las únicas parciales
a calcular son ux4 , vx4 , uy4 , vy4 y ux5 , vx5 , uy5 , vy5 .

Nótese que si a ∈ {x4, y4, x5, y5}, entonces ∂afW existe y es continua si y

sólo si ∂a
∫ z
i
ζθ
′
1(ζ − 1)θ

′
4dζ, ∂a

∫ 0

i
ζθ
′
1(ζ − 1)θ

′
4dζ y ∂a

∫ 1

i
ζθ
′
1(ζ − 1)θ

′
4dζ existen
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y son continuas. En el Teorema B.2 (página 77) se demuestra que si los
ángulos en la expresión de fW vaŕıan de manera diferenciable con respecto a
la variable t, entonces ∂tfW existe y es continua.

En este caso, es claro que θ1 y θ4 dependen de manera diferenciable de
las variables x4, y4, x5, y5 (ver Paso 2), por lo tanto, ∂x4fW , ∂y4fW , ∂x5fW y
∂y5fW existen y son continuas. Luego, las derivadas parciales de Ψ también
existen y son continuas, concluimos que Ψ es diferenciable.

Notar que si (z,W ) ∈ H×K◦3(n− 1), entonces la diferencial de Ψ en esta
pareja está dada por

D(z,W )Ψ =



ux uy ux4 uy4 · · · 0

vx vy vx4 vy4 · · · 0

0 0 1 0 · · · 0

0 0 0 1 · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 0 1


Por lo que det

(
D(z,W )Ψ

)
= det (DzfW ) = u2

x + v2
x > 0. Usando el Teorema

de la Función Inversa, concluimos que Ψ−1 es diferenciable en Ψ(z,W ). Vari-
ando (z,W ) en todo H×K◦3(n−1), concluimos que Ψ−1 es diferenciable.

Corolario 5.3. Si K◦(n) ⊂ Cn es el interior del conjunto de poĺıgonos con-
vexos, entonces K◦(n) tiene dos componentes homeomorfas a Cn−1 × C∗.

Demostración: Del Corolario 2.4 sabemos que K◦(n) tiene dos componentes
conexas homeomorfas entre śı. Como se muestra en la Observación 4 del
Caṕıtulo 1(página 17), sobre la componente de poĺıgonos positivamente ori-
entados, tenemos el haz fibrado

C× C∗ −→ η−1(K◦(n))
η−→ K◦(n).

Por el Teorema 5.1, dicho haz tiene base contraible, luego, por el Teorema
9.9 en [14, pág. 52], concluimos que η−1(K◦(n)) ∼= Cn−2 × C× C∗.

5.2 La frontera de K(n) en CPn−2

Como se muestra en el Lema 5.1, los poĺıgonos convexos con un ángulo
igual a π pertenecen a la frontera del conjunto de poĺıgonos convexos, la
cual denotaremos con ∂K(n). En esta sección veremos que otros tipos de
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poĺıgonos pueden aparecer en ∂K(n) y demostraremos algunas propiedades
sencillas de dicha frontera. Primero veremos que los poĺıgonos simples que
son ĺımite de poĺıgonos convexos son convexos.

Proposición 5.4. K(n) es cerrado dentro de S(n).

Demostración: Supongamos que Z = [z1, z2, .., zn] ∈ S(n) es un punto de
acumulación de K(n). Si para alguna i, αi > π, entonces la vecindad

η

(
n∏
k=1

B ri
3

(zk)

)
donde ri = min{r

Z
, d(zi, zi−1zi+1)}

está conformada por poĺıgonos simples cuyo i-ésimo ángulo interior es mayor
que π. Esto contradice que Z es punto de acumulación de K(n). Por lo tanto,
todos los ángulos interiores de Z son menores o iguales a π.

Ayudándonos de esta proposición y analizando las posibles maneras en
las que los poĺıgonos convexos dejan de ser simples, concluimos que en ∂K(n)
sólo existen poĺıgonos de los siguientes tres tipos:

1. Convexos que son simples y que tienen al menos un ángulo interior
igual a π.

2. No simples con al menos dos vértices consecutivos que coinciden.

3. No simples que se degeneran a un segmento y son ĺımite de poĺıgonos
convexos.

El Ejemplo 1.10 muestra que en ∂K(3) sólo aparecen poĺıgonos del tipo 3.
En la última sección de este caṕıtulo se demostrará que en ∂K(4) ya aparecen
poĺıgonos de los tres tipos. Los siguientes resultados nos brindan una idea
de cómo están contenidos los poĺıgonos de los tipos 1 y 2 en ∂K(n). Los
poĺıgonos del tipo 3 se estudiarán en la siguiente sección.

Teorema 5.5. El conjunto Bi ⊂ ∂K(n) determinado por

{[z1, z2, ..., zn] ∈ ∂K(n) ∩ S(n) | αi = π, αj < π}

es difeomorfo a R2n−5.

Demostración: Sin pérdida de generalidad supondremos que i = 3.
Para cada r ∈ (0,∞), definimos el conjunto

Kr =

{
[0, 1, zr, w4, ..., wn] ∈ B3 | zr ∈ 1w4 y r =

|zr − 1|
|zr − w4|

}
.
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Nótese que K1 = K◦3(n−1) que a su vez, por el Teorema 5.2 y la Proposición
2.1 es difeomorfo a R2n−6. Si 1 6= r ∈ (0,∞), entonces es claro que la
función f : K1 → Kr tal que f([0, 1, z1, w4, ..., wn]) = ([0, 1, zr, w4, ..., wn]), es
difeomorfismo. Concluimos que B3 es difeomorfo a K◦3(n − 1) × (0,∞) que
es difeomorfo a R2n−5.

De esta proposición se sigue que el conjunto de n-ágonos convexos que
tienen un y sólo un ángulo interior igual a π, es unión disjunta de n bolas
de dimensión 2n − 5. Dichas bolas se pegan por los espacios de poĺıgonos
con dos o más ángulos interiores iguales a π para obtener el subconjunto de
∂K(n) que corresponde a los poĺıgonos del primer tipo.

Proposición 5.6. El conjunto de Vi ⊂ ∂K(n) determinado por

{[z1, z2, ..., zn] | zi = zi+1, y para toda j 6= i, i+ 1, zi 6= zj y αj < π}

es difeomorfo a R2n−6.

Demostración: Es inmediato pensando a zi y zi+1 como un solo vértice y
usando el Teorema 5.2.

Claramente que Vi y Vi+1 son los extremos de Bi, además, hay resultados
análogos a estas proposiciones en los casos en que hay más vértices con
ángulos de valor π y cuando coinciden más vértices consecutivos. Una manera
de describir totalmente a ∂K(n), es entender la combinatoria de los pegados
entre estos espacios. En la Sección 5.4 realizaremos esto para el caso n = 4.

5.3 Espacio de n−segmentos convexos

Los poĺıgonos del tercer tipo que se mencionan en la sección anterior, tienen la
particularidad que sus vértices se ven como puntos marcados en un segmento.
Resulta que no toda configuración de n puntos en un segmento pertenece
a ∂K(n), la Figura 17 muestra un ejemplo de un segmento con 4 puntos
marcados que no pertenece ∂K(4).

FIGURA 17: Un segmento con 4 puntos marcados que no pertenece a ∂K(4).

z1 z3 z2 z4

En esta sección estudiamos propiedades topológicas de los espacios de
poĺıgonos que se ven como segmentos, ya sea que pertenezcan o no a ∂K(n),
también probamos un resultado que caracteriza a los segmentos que aparecen
en ∂K(n).
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Definición 5.7. Supongamos que que W ∈ CPn−2.

1. Decimos que W un n-segmento si todos sus vértices están alineados.
Denotaremos con Qn ⊂ CPn−2 al subconjunto de n-segmentos.

2. Decimos que W es un n-segmento convexo si W ∈ (∂K(n) ∩Qn). De-
notaremos con Qn al subconjunto de n-segmentos convexos y lo lla-
maremos el espacio n−segmentos convexos.

Nótese que en esta definición estamos considerando n-segmentos módulo
semejanza orientada (es decir, módulo rotaciones, traslaciones y homotecias),
de manera que los n-segmentos deben ser considerados con cualquier longitud
y en cualquier posición dentro de C. Por ejemplo [0, 0, 1, 0] = [1, 1, 0, 1] pues
(1, 1, 0, 1) = eiπ(0, 0, 1, 0) + (1, 1, 1, 1).

Teorema 5.8. Qn es una (n− 2) variedad cerrada3 contenida en ∂S(n).

Demostración: Dados Z = [0, 1, x3, ..., xn],W = [0, 1, y3, ..., yn] ∈ Qn, es
claro que moviendo los vértices de Z en R podemos llegar a los de W , pues
tenemos libertad de movimiento. Una vecindad al rededor de Z contenida
en Qn está dada por

U =
n∏
k=3

(xk − ε, xk + ε).

Claramente U es homeomorfa a una bola de dimensión n− 2 y por lo tanto,
Qn es una n − 2 variedad sin frontera. Si [0, 1, ..., zn] ∈ CPn−2 es punto
ĺımite de Qn y para algún i, zi /∈ R, entonces existe vecindad de [0, 1, ..., zn]
que separa a zi de R, por lo que Z no seŕıa punto ĺımite. Concluimos que
los poĺıgonos ĺımite de Qn son n-segmentos y por lo tanto Qn ⊂ CPn−2 es
compacto (cerrado contenido en un compacto).

Para demostrar que Qn ⊂ ∂S(n), supondremos que Z0 = [z1, z2, ..., zn] ∈
Qn tiene extremos z1 y zk (se procede análogamente con otros extremos) y
utilizaremos el representante de Z0 dado por [0, x2, ..., xk−1, 1, xk+1, ..., xn].

Construiremos un poĺıgono simple W = [0, w1, ..., wk−1, 1, wk+1, ..., wn] en
una vecindad de Z0 de la forma

Uε =
∏
j 6=1,k

Bε(xj) con r > 0.

Para hacer la demostración más ilustrativa, decidimos dividirla en tres
casos:

Caso I - Todos los vértices de Z0 son distintos.

3Variedad compacta, conexa y sin frontera.
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Supongamos que ε > 0 es tal que en el intervalo [0, 3ε) el 0 es el único
vértice de Z0.

Llamemos 1 = l0 < l1 < · · · < lr = k a los sub́ındices de Z0 tales que
para toda 0 < m < r y lm−1 < s < lm, xs ∈ xs−1xlm y xlm+1 ∈ 0xlm para m
impar y xlm+1 ∈ xlm1 para m par, estos sub́ındices existen pues corresponden
a los puntos donde hay que regresar al recorrer los vértices de Z0 de forma
creciente.

Si resulta que l1 = k, es decir, si al recorrer los primeros k vértices de Z0

de manera creciente, no regresamos hasta llegar al otro extremo, entonces
hacemos w1 = 0, wk = 1 y para todo 1 < s < k, ws = xs. El intervalo [0, 1]
con los ws marcados de esta forma será parte del poĺıgono simple W .

En el caso en que l1 < k, llamamos w1 = 0, wl1 = xl1 + iε4 y para
1 < s < l1, ws ∈ w1wl1 son los puntos con absisa xs, entonces es claro
que para toda 0 ≤ s ≤ l1, ws ∈ B2ε(xs). Llamemos pl2 al punto en w1wl1
con absisa xl2 y δ2 = d(xl2 , pl2)/2. Si wl2 = xl2 + iδ2 y para l1 < s < l2,
ws ∈ wl1wl2 son los puntos con absisa xs, entonces para toda l1 < s ≤ l2,
ws ∈ B2ε(xs). Luego, si wl3 = xl3 + i(δ2/2) y para l2 < s < l3, ws ∈ wl2wl3
son los puntos con absisa xs, entonces para toda l2 < s ≤ l3, ws ∈ B2ε(xs).
Llamemos pl4 al punto en w1wl1 con absisa xl4 y δ4 = min{δ2/4, d(xl4 , pl4)/2}.
Si wl4 = xl4 + iδ4 y para l3 < s < l4, ws ∈ wl3wl4 son los puntos con absisa xs,
entonces para toda l3 < s ≤ l4, ws ∈ B2ε(xs). Luego, si wl5 = xl5 + i(δ4/2)
y para l4 < s < l5, ws ∈ wl4wl5 son los puntos con absisa xs, entonces para
toda l4 < s ≤ l5, ws ∈ B2ε(xs). Procedemos de manera análoga hasta lr−1.
Por último, si wk = 1 y para lr−1 < s < k, ws ∈ wlr−1wk son los puntos con
absisa xs, entonces para toda lr−1 < s ≤ k, ws ∈ B2ε(xs).

Por construcción, los segmentos w1wl1 , wl1wl2 , ..., wlr−1wk son decrecientes
y por lo tanto no se intersectan. Con estos segmentos y los puntos marcados
en ellos, formamos una poĺıgonal simple L1 con k vértices (incluyendo los
extremos 0 y 1) que aproxima por el semiplano superior a los primeros k
vértices de Z0.

Utilizando la misma idea pero cambiando los roles de 0 y 1, podemos
construir una poĺıgonal simple L2 con n− k + 2 vértices (incluyendo los ex-
tremos 0 y 1) que aproxima por el semiplano inferior a los n − k vértices
xk+1, xk+2, ..., xn−1. Juntando L1 con L2 por sus extremos obtenemos el
poĺıgono simple W ∈ U2ε buscado.

Caso II - El único extremo izquierdo de Z0 es 0.
En este caso puede haber muchos vértices repetidos, pero sólo z1 = 0.

Procederemos de manera parecida al Caso I mencionando qué haremos en
los puntos donde coincidan varios vértices consecutivos. Supongamos que

4Aqúı i es el número imaginario complejo.
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ε > 0 es tal que para todos xj 6= xh, B2ε(xj) ∩B2ε(xh) = ∅.
Supongamos que 1 = l0 < l1 < · · · < lr = k satisfacen que para toda

0 < m < r y lm−1 < s < lm, xs ∈ xs−1xlm y xlm+1 ∈ {0xlm − {xlm}} para m
impar y xlm+1 ∈ {xlm1 − {xlm}} para m par. Nótese que estas condiciones
implican que para lm < s ≤ lm+1, xs 6= xlm .

Si l1 = k, entonces llamamos w1 = 0 y wk = 1. Para los vértices de en
medio, hacemos ws = xs si xs 6= xt para todo 1 < t ≤ k. Luego, si existen
1 < s < t ≤ k tales que xs−1 6= xs = xs+1 = · · · = xt 6= xt+1, entonces
hacemos ws = xs − ε, wt = xs + ε y los vértices entre ellos los repartimos de
manera creciente y equidistante en el intervalo (xs − ε, xt + ε). Procediendo
análogamente en todos los puntos donde coinciden vértices consecutivos (en
el caso en que xt = 1, hacemos wt = 1 y tomamos el intervalo (xs − ε, 1)),
obtenemos vértices 0 = w1 < w2 < · · · < wk = 1 que pertenecen a U2ε y
que aproximan a los primeros k vértices de Z0. El intervalo [0, 1] con los ws
marcados de esta forma será parte de W .

Si l1 < k, entonces llamamos w1 = 0 y wl1 = xl1 + iε. Para 1 < s < l1,
hacemos ws ∈ w1wl1 el punto con absisa xs si xs 6= xt para todo 1 < t < l1.
Si existen 1 < s < t ≤ k tales que xs−1 6= xs = xs+1 = · · · = xt 6= xt+1,
entonces en el intervalo Ist = B2ε(xs) ∩ w1wl1 , llamamos ws al extremo in-
ferior, wt al extremos superior y a los vértices entre ellos los repartimos de
manera creciente y equidistante en Ist. Procediendo de esta forma en todos
los puntos donde coinciden vértices consecutivos menores que wl1 , constru-
imos el segmento w1wl1 con vértices distintos marcados que pertenecen a U2ε

y que aproximan a los primeros l1 vértices de Z0. Luego, procediendo de
manera similar sobre todos los segmentos wlmwlm+1 (construidos como en el
Caso I), obtenemos los vértices ws que son distintos para todo 1 < s < k
y que pertenecen a U2ε. Notar que si xs1 = xs2 con lm1 < s1 < lm1+1 y
lm2 < s2 < lm2+1, entonces ws1 6= ws2 pues pertenecen a distintos segmentos.

Con la sucesión de segmentos w1wl1 , wl1wl2 , ..., wlr−1wk decrecientes (no
se intersectan) y los puntos marcados en ellos formamos la poĺıgonal simple
L1 con k vértices que aproxima por el semiplano superior a los primeros k
vértices del n-segmento Z0. Utilizando el mismo procedimiento construimos
una poligonal simple que aproxima los últimos n− k+ 2 vértices de Z0 y por
lo tanto podemos construir el poĺıgono simple W ∈ U2ε buscado.

Caso III - Puede haber cualesquiera repeticiones en Z0.

Ahora puede haber vértices que coincidan en 0, en las repeticiones que
no están en 0 procederemos igual que en el Caos II. Sólo resta mencionar los
pasos a seguir para los vértices que coinciden en 0. Supongamos que ε > 0
es igual que en el Caso II.

Si en la división de los vértices resulta que l1 = k y existe 1 < t < k tal
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que 0 = x2 = x3 = · · · = xt < xt+1, entonces hacemos w1 = 0, wt = ε y
los vértices entre ellos los repartimos de manera creciente y equidistante en
el intervalo (0, ε). Procediendo de esta forma en 0 y como en el Caso II en
los vértices restantes, marcamos k puntos distintos en el intervalo [0, 1] que
aproximan a los primeros k vértices de Z0.

Si l1 < k y existen 1 < t1 < l1, l1 < t2 ≤ l2, l3 < t4 ≤ l4,..., lr−2 < tr−1 ≤
lr−1 tales que

0 = x2 = · · · = xt1 = xt2 = · · · = xl2 = xt4 = · · · = xl4 = xtr−1 = · · · = xlr−1 ,

entonces para 1 ≤ s ≤ t1, hacemos w1 = 0, wt1 igual al extremo derecho
del segmento Bε ∩ 0wl1 y los vértices entre ellos los repartimos de manera
creciente y equidistante en segmento w1wt1 . Por último, movemos a ε/M al
resto de x′is que son igual a 0 y procedemos igual que en el Caso II (realizamos
esto sin mover el ε y con M suficientemente grande para que wl2 ∈ B2ε(0)).
De esta forma construimos la poligonal simple contenida en el semiplano
superior que aproximar a los primeros k vértices de Z0. Análogamente se
construye la poĺıgonal simple que aproxime a los últimos n − k vértices de
Z0 por el semiplano inferior.

Corolario 5.9. Si S−(n) denota al espacio de poĺıgonos simples negativa-
mente orientados y n ≥ 4, entonces Qn ( (∂S(n) ∩ ∂S−(n)).

Demostración: Tomando los poĺıgonos análogos a los contruidos en el Teo-
rema 5.8 pero negativamente orientados, concluimos que Qn ⊂ ∂S−(n) y
por lo tanto Qn ⊂ (∂S(n) ∩ ∂S−(n)). La contención es propia por que
∂S(n) ∩ ∂S−(n) contiene a los poĺıgonos que se ven como una poĺıgonal
con puntos marcados, la Figura 18 muestra un ejemplo.

FIGURA 18: Cuadrilátero que es ĺımite de cuadriláteros simples positiva y
negativamente orientados pero que no es un 4-segmento.

z4

z1 = z3 z2

El Ejemplo 1.10 muestra que Q3 = Q3, pero la Figura 17 muestra que
para n ≥ 4, Q4 es un subconjunto propio de Q4. Como muestra el siguiente
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resultado, para identificar si un n-segmentos es convexo, basta ver si éste se
recorre ćıclicamente al caminar de manera creciente en sus vértices.

Teorema 5.10. Si 1 ≤ k < j ≤ n y W = [w1, w2, ..., wn] ∈ CPn−2 es
un n-segmento con extremos wk, wj, entonces W ∈ Qn si y sólo si para
toda s ∈ {1, 2, ..., j − k − 1} se cumple que wk+s ∈ wk+s−1wj y para toda
l ∈ {1, 2, ..., n− j} se cumple5 wj+s ∈ wj+s−1wk.

Demostración: Sin pérdida de generalidad supondremos que k = 1 y traba-
jaremos con el representante de W dado por [0, x2, ..., xj−1, 1, xj+1, ..., xn]. Es
claro que se puede proceder de forma análoga en otro caso.

Si W ∈ Qn y x3 /∈ x21, entonces los poĺıgonos simples que pertenecen a
la vecindad de W dada por∏

m 6=1,j

B r
4
(xm) donde r = d(x3, x2),

tienen su tercer ángulo interior mayor que π, por lo que no pueden pertecer
a ∂K(n). De manera que x3 ∈ x21. Procediendo análogamente en todos los
vértices de W , concluimos que éste debe satisfacer las hipótesis del teorema.

Existen dos casos a considerar para demostrar que si W satisface las
hipótesis, entonces W ∈ ∂K(n):

Caso I - No hay vértices repetidos.
Nótese que para toda ν ∈ N, el poĺıgono

Zν =

[
0, x2, x3, ..., xj−1, 1, xj+1 +

i

ν
, ..., xn +

i

ν

]
es simple y tiene ángulos interiores menores o iguales a π, luego {Zν} ⊂ K(n).
Además, de la expresión de Zν es claro que esta sucesión converge a W y por
lo tanto W ∈ ∂K(n).

Caso II - Hay vértices repetidos .
Supongamos que existen l < s ∈ {2, ..., j−1} y t < r ∈ {j+1, j+2, ..., n}

tales que xl = xl+1 = · · · = xs = xt = xt+1 = · · · = xr y que el resto de los
vértices son distintos entre śı. Escojamos el representante de W dado por

[y1, y2, ...,−1, 0, 0, ..., 0, ys+1, ..., yj−1, yj, yj+1..., yt−1, 0, 0, ..., 0, yr+1, ..., yn],

donde −1 = yl−1 es el vértice más cercano al punto de coincidencia de los
vértices. Si −2 = ml < ml+1 < · · · < ms = −1 y 1 = mt < mt+1 < · · · <

5Los vértices deben tomarse módulo n.
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mr = 2 son números reales, entonces la sucesión {Zν}ν≥2 donde Zν es el
poĺıgono[

y1, y2 −
i

ν
, ...,−1− i

ν
,

1

2ν
− i

ν
,

1

−ml+1ν
− i

ν
, ...,

1

ν
− i

ν
, yl+1 −

i

ν
, ..., yj,

yj+1 +
i

ν
, ..., yt−1 +

i

ν
,

1

ν
+
i

ν
,

1

mt+1ν
+
i

ν
, ...,

1

2ν
+
i

ν
, yr+1 +

i

ν
, ..., yn +

i

ν

]
está contenida en K(n) y converge a W . De manera que W ∈ ∂K(n).

Los casos donde hay más repeticiones de vértices, se pueden realizar pro-
cediendo de manera análoga a este caso sobre cada punto donde se repeten
vértices.

En el siguiente resultado se demuestran algunas propiedades topológicas
del espacio Qn ⊂ CPn−2:

Teorema 5.11. Qn es conexo por trayectorias y Qn = ∂K(n) ∩ ∂K−(n),
donde K−(n) es el espacio de poĺıgonos convexos negativamente orientados.

Demostración: Si Z ∈ ∂K(n)) ∩ ∂K−(n), entonces Z (y sus representantes)
es ĺımite de poĺıgonos con área positiva y negativa y por lo tanto tiene área
0. Es claro que de los tres tipos de poĺıgonos en ∂S(n) mencionados en la
sección anterior, los únicos con área 0 son los n segmentos.

Procederemos por inducción para demostrar que todo Z ∈ Qn se puede
unir con una trayectoria a Zn = [0, 1/(n−1), 2/(n−1), ..., (n−2)/(n−1), 1].
El Ejemplo 1.10, muestra que el resultado es válido para n = 3.

Un encaje de Qn−1 en Qn está dado por la función

f([z1, z2, ..., zn−1]) = [z1, z1, z2, ..., zn−1].

De manera que por hipótesis de inducción, la imagen f(Qn−1) = Q̃n−1 es
c.p.t.

Si Z = [z1, z2, z3, ..., zn] ∈ Qn, entonces la curva γ1 : [0, 1] → Qn, γ1(t) =
[z1, (1− t)z2 + tz1, z3, ..., zn] es continua, γ1(0) = Z y γ1(1) ∈ Q̃n. Sólo resta
demostrar que para todo t ∈ [0, 1], γ1(t) ∈ Qn, existen dos casos:

Caso I - z3 /∈ {z1z2 − {z1, z2}}.
Para todo t ∈ (0, 1), (1− t)z2 + tz1 6= z3 y por lo tanto γ1(t) ∈ Qn ya que

sus vértices están enumerados ćıclicamente (ver Teorema 5.10).

Caso II - z3 ∈ {z1z2 − {z1, z2}}.
Por el Teorema 5.10, z2 debe ser un extremo de Z y el vértice más cercano

a z2 es z3 (y los que sean iguales a z3). Si t0 ∈ (0, 1) es tal que (1−t0)z2+t0z1 =
z3, entonces para t > t0, z3 es extremo de γ1(t). De manera que para todo
t ∈ (0, 1), γ1(t) tiene sus vértices enumerados de forma ćıclica.
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Concluimos que γ1 ⊂ Qn es una trayectoria que une a Z con γ1(1) ∈ Q̃n−1.
Por hipótesis de inducción, existe trayectoria γ2 ⊂ Q̃n−1 que une a γ1 con
Z̃n = [0, 0, 1/(n−2), 2/(n−2), ..., 1]. Por último, consideremos la trayectoria
γ3 : [0, 1]→ Qn tal que:

t 7→
[
0,

t

n− 1
,

1− t
n− 2

+
2t

n− 1
, ..., 1

]
.

Esta trayectoria cumple que γ3(0) = γ2(1), γ3(1) = Zn y para todo t ∈ [0, 1],
γ3(t) ∈ Qn. La trayectoria buscada entre Z y Zn es Γ = γ3 ∗ γ2 ∗ γ1.

5.4 Descripción de ∂K(4)
En esta última sección calculamos expĺıcitamente ∂K(4) y Q4 y probamos
un resultado que nos dice cómo está acomodado Q4 dentro de ∂K(4).

Teorema 5.12. cl(K(4)) ⊂ CP2 es homeomorfo a B4 = {p ∈ R4 | ||p|| ≤ 1}.

Demostración: Analizando las intersecciones de las vecindades de los tres
tipos de poĺıgonos que pueden aparecer en ∂K(4) con cl(K(4)), es fácil con-
vencerse de que cl(K(4)) es variedad con frontera.

Procedemos a demostrar que ∂K(4) es homeomorfa a S3. Del Lema 5.1
sabemos que Z ∈ ∂K(4)∩K(4) si tiene un ángulo interior igual a π. Aunque
existen cuatro tipos de cuadriláteros con estas caracteŕısticas (Figura 14),
ahora sólo trabajaremos con los que tienen α2 = π. Es claro que todas las
afirmaciones también son válidas para los otros casos.

Nótese que en el plano L3 = {[0, z2, 1, z4]} ⊂ CP2, los cuadriláteros con-
vexos con α2 = π se ven de la forma [0, r, 1, z4] con r ∈ (0, 1) y z4 en el
semiplano superior. Aqúı, los valores r = 0 y r = 1 determinan triángulos
en los que coinciden los vértices z1 = z2 y z2 = z3 respectivamente.

Fijemos r0 ∈ [0, 1] y consideremos los cuadriláteros [0, r0, 1, z4]. Cuando
z4 ∈ H obtenemos cuadriláteros simples, pero si z4 ∈ R ∪ {∞}, entonces
obtenemos 4-segmentos convexos. Concluimos que para r0, hay un disco
cerrado Dr0 ⊂ L3 (H ∪R ∪ {∞}) de posibles valores para z4. Análogamente
sucede para todo r ∈ [0, 1].

Todos lo cuadriláteros de la forma [0, r, 1, z4], se degeneran al 4-segmento
[0, 0, 0, 1] (los vértices z1, z2, z3 juntan) cuando z4 → ∞. De manera que los
discos Dr se intersectan en [0, 0, 0, 1] ∈ CP2. Concluimos que la parte de
∂K(4) que se obtiene de cuadriláteros con α2 = π y ĺımites de estos, se puede
pensar como la pirámide T2 que se muestra en la Figura 15, b. El interior de
T2, corresponde a cuadriláteros simples con α2 = π como los de la Figura 14
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y ∂T2, corresponde a cuadriláteros no simples que son ĺımite de cuadriláteros
convexos. La Figura 16 muestra como son dichos cuadriláteros en cada región
de ∂T2.

α1 = π α2 = π

α3 = π α4 = π

FIGURA 14: Los cuatro tipos de cuadriláteros simples en ∂K(4).

z1 z2

z3

z4 z1 z2 z3

z4

z1

z2 z3 z4 z1

z2

z3 z4

a) T1 b) T2

c) T3 d) T4

FIGURA 15: Las pirámides que se obtienen al considerar las 4 posibilidades

para cuadriláteros en ∂K(4), los segmentos del mismo color y con extremos
equivalentes se identifican.

[0, 0, 1, 0]

[0, 1, 0, 0] [1, 1, 0, 0]

[1, 1, 1, 0][0, 1, 1, 0]

[0, 0, 0, 1]

[0, 0, 1, 0]
[0, 1, 1, 0]

[0, 1, 1, 1][0, 0, 1, 1]

[1, 0, 0, 0]

[0, 0, 0, 1] [0, 0, 1, 1]

[1, 0, 1, 1][1, 0, 0, 1]

[0, 1, 0, 0]

[1, 0, 0, 0]
[1, 0, 0, 1]

[1, 1, 0, 1][1, 1, 0, 0]

Procediendo de manera análoga en los casos α1 = π, α3 = π y α4 = π,
construimos las pirámides T1, T3 y T4 que se muestran en la Figura 15. Por
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construcción, todos los cuadriláteros de ∂K(4) pertenecen a la unión de estas
cuatro pirámides. Para proporcionar una descripción completa de ∂K(4),
sólo resta hacer las identificaciones correspondientes entre las fronteras de
estas cuatro pirámides.

Las aristas del mismo color que tienen extremos equivalentes determinan
cuadriláteros equivalentes, por lo que que éstas deben identificarse. Como
se ve en la Figura 15, las bases de T1 y T3 y las de T2 y T4 se identifican
entre śı. Al pegar éstas, obtenemos dos octaedros rellenos O13 y O24. Es fácil
notar que caras adyacentes de ∂O13 se identifican con caras adyacentes de
∂O24 y que dichas identificaciones se hacen preservando el orden. De manera
que los pegados entre ∂O13 y ∂O24 están dados por un homeomorfismo. En
conclusión, ∂K(3) se obtiene de pegar dos copias de B3 (bolas cerradas de
dimensión 3) por un homeomorfismo entre sus fronteras, luego ∂K(3) ∼= S3.

De esta manera llegamos a que cl(K(4)) es una variedad con frontera
que tiene interior R4 y frontera S3 (Teorema 5.2), usando un resultado de
Freedman (ver [9, pág. 374]), concluimos que cl(K(4)) ∼= B4.

FIGURA 16: Cuadriláteros en ∂T2 si mandamos el vértice [0, 0, 0, 1] a ∞.

[0, 0, 1, 1] [0, 1, 1, 1]

[0, 0, 1, 0] [0, 1, 1, 0]

z1 z2 z3 z4

z4 z1 z2 z3

z1 z2 z3z4

z1 z4 z2 z3

z1 = z2 z3

z4

z1 z2 = z3

z4
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El Ejemplo 1.10 muestra que cl(K(3)) ∼= B2, ahora este resultado prueba
que cl(K(4)) ∼= B4. Con estos dos casos nos aventuramos a lanzar nuestra
segunda conjetura.

Conjetura 2.- cl(K(n)) ∼= B2n−4.
Las pasos realizados en el Teorema 5.12 para construir ∂K(4), nos ayudan

calcular de manera expĺıcita el espacio Q4.

Teorema 5.13. Q4 es homeomorfo a la banda Möbius cerrada.

Demostración: La Figura 16, muestra las regiones en ∂T2 que corresponden
a 4-segmentos. De manera análoga, hay regiones en ∂T1, ∂T3 y ∂T4 que están
determinadas por 4-segmento. Realizando las identificaciones correspondi-
entes entre estas regiones podemos brindar una descripción detallada de la
topoloǵıa del espacio Q4.

En la Figura 19 se muestra el espacio obtenido después de realizar los
pegados correspondientes (excepto uno de ellos). Es claro que al identificar
los extremos de dicha cinta con el patrón que muestra la Figura, obtenemos
una banda de Möbius.

FIGURA 19: Banda que foman los 4-segmentos convexos. En cada región se muestra
el tipode 4-segmento que pertenece a ella.

[0, 0, 0, 1] [0, 1, 0, 0]

[0, 0, 0, 1][0, 1, 0, 0] [0, 0, 1, 0]

[0, 1, 1, 1]

[0, 0, 1, 1] [0, 1, 1, 0] z4 z1 z3 z2

z3 z4 z1 z2

z1 z2 z3 z4

z4 z1 z2 z3

z2 z3 z4 z1

z3 z2 z4 z1z3 z4 z2 z1z4 z3 z1 z2

Recordemos del Teorema 5.11 que Q4 es donde se intersectan las 4 bolas
cerradas clK(4) y clK−(4). Para entender más este pegado, probamos el
siguiente resultado que nos dice cómo está metida Q4 dentro de ∂K(4).

Teorema 5.14. Q4 ⊂ ∂K(4) no está anudada y tiene sólo una torcedura.

Demostración: La Figura 19 muestra que el centro deQ4 está formado por las
diagonales de los cuadrados rojo y azul que corresponden a c1(t) = {[t, 1, 1−
t, 0] | t ∈ [0, 1]} y c2(t) = {[0, t, 1, 1 − t] | t ∈ [0, 1]} respectivamente. Las
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parejas (O13, c1(t)) y (O24, c2(t)) forman dos ovillos triviales (O13 y O24 son
los octaedros mencionados en la demostración del Teorema 5.12, ver página
68). Como c1(0) = c2(1) y c1(1) = c2(0), los extremos de las hebras de dichos
ovillos se identifican para formar un nudo trivial. Concluimos que Q4 tiene
como centro al nudo trivial y por lo tanto no está anudada.

Notar que las ĺıneas negras en la frontera de las pirámides que mues-
tran la Figura 15, conforman al ćırculo ∂Q4. De manera que ∂Q4 ⊂ ∂O13

(análogamente sucede con ∂O24), es frontera del cuadrado con vértices en los
4-segmentos [1, 0, 0, 0], [0, 1, 0, 0], [0, 0, 1, 0], [0, 0, 0, 1].

Concluimos que ∂Q4 ⊂ ∂K(4) es el nudo trivial y por lo tanto Q4 tiene
sólo una torcedura.



Apéndice A

Dos estructuras geométricas en
CPn

Como se muestra en la Sección 3 del Caṕıtulo 1, el espacio de n-ágonos
módulo semejanza orientada es el espacio proyectivo complejo de dimensión
n−2. En este apéndice, presentamos dos estructuras geométricas sobre el es-
pacio proyectivo complejo, dichas estructuras, se utilizan durante el trabajo,
para dotar con geometŕıa a los ejemplos y hacerlos más ilustrativos y como
herramienta para probar resultados topológicos. Además, aqúı calculamos
con detalle estas estructuras para el caso de triángulos.

A.1 La métrica de Fubini-Study

Recordemos que el producto Hermitiano estándar en Cn+1 tiene la expresión
〈Z,W 〉 =

∑n
k=0 zkw̄k. Resulta que dicho producto no es invariante por la

acción C∗ × Cn+1 → Cn+1, (λ, (z0, z1, ..., zn)) 7→ (λz1, λz2, ..., λzn), ya que
〈λZ, λW 〉 = |λ|2〈Z,W 〉. Pero si 〈 , 〉S es la restricción de 〈 , 〉 a la esfera
unitaria S2n+1, entonces 〈 , 〉S śı es invariante por la acción

S1 × S2n+1 → S2n+1 tal que (eiθ, (z0, z1, ..., zn)) 7→ (eiθz0, e
iθz1, ..., e

iθzn),

pues para todos eiθ ∈ S1, p ∈ S2n+1 y Z,W ∈ TpS2n+1, 〈eiθZ, eiθW 〉Sp =
|eiθ|〈Z,W 〉Sp = 〈Z,W 〉Sp .

Sabemos que Re 〈 , 〉 es precisamente la métrica euclideana en Cn+1 y
que Re 〈 , 〉S es la métrica esférica en S2n+1. Es claro que Re 〈 , 〉S también
es invariante por la acción S1 × S2n+1 → S2n+1. De manera que Re〈 , 〉S
define una métrica riemanniana en el cociente S2n−1/S1 ∼= Cn+1/C∗ = CPn.
Dicha métrica se conoce como la métrica de Fubini-Study ([10], [23]) y la
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denotaremos como gFS. Ésta se utilizó en el Ejemplo 4.4 y en la demostración
del Teorema 4.6.

Procedemos a calcular expĺıcitamente el caso n = 3.

Ejemplo A.1. Métrica de Fubini-Study en triángulos.

Si Z0 = [1 : z0] ∈ CP1 y U, V ∈ TZ0CP1, entonces en la ĺınea L = {(1, z)}
dichos vectores se ven de la forma U = (0, α), V = (0, β). Ahora procedemos
a calcular gFS(U, V ).

Nótese que Z0 y Z̄0 = (z̄0,−1) satisfacen 〈Z0, Z̄0〉 = 0, por lo que forman
una base 〈 , 〉-ortogonal para TZ0C2. Luego, existen u1, u2, v1, v2 ∈ C tales
que:

U = u1Z0 + u2Z̄0 y V = v1Z0 + v2Z̄0.

Recordemos que al proyectivizar, las componentes de U y V sobre la ĺınea
CZ0 se eliminan y las componentes sobre CZ̄0 no se afectan. Multiplicando
ambos vectores por Z̄0 para calcular las componentes de U y V en CZ̄0,
obtenemos:

u2 =
−α

1 + ||z0||2
y v2 =

−β
1 + ||z0||2

.

De manera que

gFSZ0
(U, V ) =

〈u2Z̄0, v2Z̄0〉
〈Z0, Z0〉

=
u2v̄2〈Z̄0, Z̄0〉
〈Z0, Z0〉

=
αβ̄

(1 + ||z0||2)2
.

Que es precisamente un cuarto de la métrica esférica en S2 ∼= CP1.

A.2 La forma hermitiana de área

En esta sección, calcularemos un producto Hemitiano que proviene de la
fórmula del área en un poĺıgono. Dicho producto será definido sobre un
abierto de CPn−2 que contiene a los poĺıgonos simples η(S(n)) (Secciones 1.3).
Dicho producto se utiliza en Ejemplo 4.4 y en la demotración del Teorema
2.9. La siguiente definición se puede consultar en [25, Pág. 527].

Definición A.2. Para todo Z ∈ Cn, el área con signo de Z es el número:

A(Z) :=
i

4

n∑
k=1

(zkz̄k+1 − zk+1z̄k) donde zn+1 = z1.



A.2 - La forma hermitiana de área 73

Nótese que el término i
4
(zkz̄k+1 − zk+1z̄k) calcula el área con signo del

tŕıangulo con vértices en 0, zk, zk+1, i.e. el área es negativa si dicho triángulo
está orientado en el sentido de las manecillas del reloj y positiva en caso
contrario.

Es fácil convencerse de que si Z es un poĺıgono simple positivamente
(negativamente) orientado, entonces A(Z) es positiva (negativa). Además,
en este caso A(Z) (|A(Z)|) coincide con la noción usual que tenemos de área.

Esta fórmula define una función A : Cn → R tal que para toda λ ∈ C,
A(λZ) = |λ|2A(Z). Usando la identidad de polarización, encontramos que
el producto hermitiano asociado a A es:

〈Z,W 〉A :=
i

4

n∑
k=1

(zkw̄k+1 − zk+1w̄k). (∗)

La restricción de este producto al hiperplano V (n) = {(0, z2, z3, ..., zn) |
zi ∈ C}, no pasa al proyectivo PCV (n), ya que para λ ∈ C y Z,W ∈ V (n),
〈λZ, λW 〉A = |λ|2〈Z,W 〉A.

Para definir un producto en el cociente, nos ayudaremos del conjunto
abierto A−1(R − {0}) ⊂ Cn (A es continua). Dados Z ∈ A−1(R − {0}) y
U, V ∈ TZA−1(R− {0}) definimos:

g
Z
(U, V ) :=

〈U, V 〉A
|A(Z)|

.

Nótese que si λ ∈ C∗, entonces la función lineal Z 7→ λZ es una isometŕıa
de la pareja (A−1(R− {0}), g

Z
), pues

g
λZ

(λU, λV ) =
〈λU, λV 〉A
|A(λZ)|

=
|λ|2〈U, V 〉A
|λ|2|A(Z)|

= g
Z
(U, V ).

De manera que g
Z

śı está definido en el abierto η
(
A−1(R− {0})

)
⊂ CPn−2.

Es claro que para la definición de g
Z
, es indispensable que A(Z) 6= 0, por

lo que el producto no se puede extender a A−1(0).

Ejemplo A.3. Producto asociado a la forma de área en triángulos.

Si Z ∈ A−1(R−{0}) y U, V ∈ TZA−1(R−{0}), entonces sus representates
en la ĺınea L = {(0, 1, z3)} se ven de la forma Z = (0, 1, z) con Im z 6= 0 y
U = (0, 0, α), V = (0, 0, β).

Usando la fórmula (∗), obtenemos que Z = (0, 1, z) y Z̄ = (0, 1, z̄) satis-
facen 〈Z, Z̄〉 = 0, luego {Z, Z̄} es una base 〈 , 〉A-ortogonal para TZA−1(R−
{0}). Por lo tanto existen u1, u2, v1, v2 ∈ C tales que:

U = u1Z + u2Z̄ y V = v1Z + v2Z̄.
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Como antes, al proyectivizar las componente de U y V sobre CZ se elimi-
nan y las componentes sobre CZ̄ no se afectan. Multiplicando ambos vectores
por Z̄ con el producto 〈 , 〉A para calcular las componentes de U y V en CZ̄,
obtenemos

u2 =
−iα

4A(Z̄)
y v2 =

−iβ
4A(Z̄)

,

luego

g
Z
(U, V ) =

〈u2Z̄, v2Z̄〉A
|A(Z)|

=
u2v̄2A(Z̄)

|A(Z)|
=

αβ̄

16A(Z̄)|A(Z)|
.

Utilizando que A(0, 1, z) = (Im z)/2 y A(Z̄) = −A(Z), concluimos

g
Z
(U, V ) =

−αβ̄
4(Im z)2

.

Por último si α = α1 + iα2, β = β1 + iβ2 y Re g
Z

es la parte real
del producto, haciendo las cuentas obtenemos que en cada componente de
η
(
A−1(R− {0})

)
el producto se ve de la forma:

Re g
Z
(U, V ) =

−(λ1α1 + λ2α2)

4(Im z)2
.

Que es la métrica hiperbólica multiplicada por −1/4.
En [18, Proposición 3] se demuestra que este es el único n para el que Re

g
Z

se ve como un múltiplo de una métrica riemanniana en η
(
A−1(R−{0})

)
.



Apéndice B

Schwarz-Christoffel para
triángulos

La clásica Fórmula de Schwarz-Christoffel descubierta de manera independi-
ente por los matemáticos B. Christoffel [6] y A. Schwarz [21], proporciona un
biholomorfismo entre el semiplano superior y el interior de cualquier poĺıgono
simple contenido en C, a dicho biholomorfismo se le conoce como el Mapeo
de Schwarz-Christoffel (MSC). En el Caṕıtulo 5, particularmente en la de-
mostración del Teorema 5.2, se utilizan algunas caracteŕısticas de este mapeo
que se explicarán en este apéndice.

El apéndice está dividido en dos secciones. En la primera de ellas se
enuncia el Teorema de Schwarz-Cristoffel en su forma general y se mencionan
algunas propiedades sencilas del MSC. En la segunda sección, demostraremos
un resultado que habla sobre la diferenciabilidad del MSC con respecto a los
ángulos internos de un triángulo (es válida para poĺıgonos en general), esta
propiedad del MSC se utiliza fuertemente en la demostración Teorema 5.2.
Cabe mencionar que no se encontró alguna referencia para este resultado, por
lo que se cree que forma parte de las aportaciones originales de este trabajo.

B.1 La Fórmula de Schwarz-Christoffel

Es claro que si W ∈ S(n) es positivamente orientado, entonces W ◦ ⊂ C
es simplemente conexo y, por el Teorema del Mapeo de Riemann [4], existe
biholomorfismo f : H → W ◦. En esta sección mencionaremos el Teorema
de Schwar-Christoffel, el cual nos proporciona la expresión anaĺıtica de f en
términos de los vértices de W y de sus ángulos exteriores.

Si W ∈ S(n) es positivamente orientado y α1, ..., αn son sus ángulos interi-
ores (ver Definición 1.6), entonces a los números θ̄1 = π−α1, ..., θ̄n = π−αn les
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llamamos los ángulos exteriores de W . Es claro que para toda k, θ̄k ∈ (−π, π)
y que estos ángulos satisfacen que θ̄1 + · · ·+ θ̄n = 2π.

Teorema B.1. Si W = (w1, w2, ..., wn) ∈ S(n) es positivamente orientado
y θ̄1, θ̄2, ..., θ̄n son sus ángulos exteriores, entonces cualquier biholomorfismo
f : H→ W ◦ tal que para z →∞, f(z)→ wn, está dado por

f(z) = A+B

∫ z

z0

n−1∏
k=1

(ζ − ak)θkdζ,

donde θk = − θ̄k
π

, a1 < a2 < · · · < an−1 ∈ R, z0 ∈ H y A,B ∈ C con B 6= 0.

Una demostración detallada se pueden consultar en los art́ıculos originales
([6],[21]) o en la referencia [8, pág.10]. A continuación mencionamos algunas
propiedades de las funciones que se obtienen de la Fórmula de Schwarz-
Christoffel.

1. Las constantes A,B ∈ C sólo cambian a W (el poĺıgono imagen) por
una traslación, una rotación o una homotecia. De manera que éstas
determinan poĺıgonos de S(n) que son orientablemente semejantes (ver
Definición 1.9).

2. Si cambiamos el ĺımite de integración por otro punto z′0 ∈ H, entonces
el poĺıgono imagen es una traslación de W . Se sigue de que H es
simplemente conexo y por lo tanto se cumple∫ z

z′0

n−1∏
k=1

(ζ − ak)θkdζ =

∫ z0

z′0

n−1∏
k=1

(ζ − ak)θkdζ +

∫ z

z0

n−1∏
k=1

(ζ − ak)θkdζ

3. Si H̄ = H ∪ R ∪ {∞}, entonces existe función continua f̃ : H̄ → cl(Z)
que extiende a f y tal que f̃(a1) = w1, f̃(a2) = w2,...,f̃(an−1) = wn−1

y f̃(∞) = wn. Esto se sigue del Teorema Carathéodory [5].

4. Tenemos libertad para escoger a1, a2 ∈ R. Para verificar esto pensemos
que λ, b ∈ R y λ 6= 0, entonces para valores adecuados de A′ y B′, la
función

g(z) = A′ +B′
∫ z

z0

n−1∏
k=1

(ζ − (λak + b))θkdζ,

tiene como imagen a W (no cambiaron los ángulos y las proporciones

entre los a′is son las mismas pues
|λai+b−λaj−b|
|λaj+b−λak−b|

=
|ai−aj |
|aj−ak|

). Además, si g̃

es la extensión de g a H̄, entonces g̃(λai + b) = wi.
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5. La fórmula también es válida para poĺıgonos que tienen un vértice al
infinito, sólo que en dicho vértice debe medirse su ángulo interior en el
sentido negativo (contrario a las manecillas del reloj) [8, pág.9].

B.2 Schwarz-Christoffel en Triángulos

En esta sección veremos que la Fórmula de Schwarz-Christoffel vaŕıa difer-
enciablemente con respecto a los ángulos interiores de un triángulo, este re-
sultado se utiliza en la Sección 5.1 durante la prueba del Teorema 5.2. Cabe
mencionar que este resultado también es válido para poĺıgonos de mayor
número de lados.

De las propiedades 2 y 3 mencionadas en la sección anterior, sabemos que
si W = (w1, w2, w3) ∈ S(3) es positivamente orientado, entonces existen unas
únicas constantes θ1, θ2 ∈ (−1, 1) y A,B ∈ C de manera que la función

fW (z) = A+B

∫ z

i

ζθ1(ζ − 1)θ2dζ

manda H en W ◦ y f̃W (0) = w1, f̃W (1) = w2 y f̃W (∞) = w3. El caso en que
w3 =∞, también existen valores únicos para los ángulos y para las constantes
complejas. Usando estos valores, se calcula fácilmente que fW (z) =

w1

∫ 1

i
ζθ1(ζ − 1)θ2dζ − w2

∫ 0

i
ζθ1(ζ − 1)θ2dζ + (w2 − w1)

∫ z
i
ζθ1(ζ − 1)θ2dζ∫ 0

i
ζθ1(ζ − 1)θ2dζ −

∫ 1

i
ζθ1(ζ − 1)θ2dζ

.

Concluimos que para cada triángulo simple W = (w1, w2, w3) ⊂ C (w3 puede
ser infinito), el Mapeo de Schwarz-Christoffel fW , es el único que manda H
en W ◦ y f̃W (0) = w1, f̃W (1) = w2 y f̃W (∞) = w3.

Teorema B.2. Si W = (w1, w2, w3) ∈ S(3) y θ1, θ2 : R → (−1, 1) son dife-
renciables, entonces la función fW (z, t) =

w1

∫ 1

i
ζθ1(ζ − 1)θ2dζ − w2

∫ 0

i
ζθ1(ζ − 1)θ2dζ + (w2 − w1)

∫ z
i
ζθ1(ζ − 1)θ2dζ∫ 0

i
ζθ1(ζ − 1)θ2dζ −

∫ 1

i
ζθ1(ζ − 1)θ2dζ

es diferenciable con respecto a t.

Demostración: Es claro que ∂tfW existe y es continua si y sólo si ∂t
∫ 0

i
ζθ1(ζ−

1)θ2dζ, ∂t
∫ 1

i
ζθ1(ζ − 1)θ2dζ y ∂t

∫ z
i
ζθ1(ζ − 1)θ2dζ existen y son continuas. Sin

importar el ĺımite de integración, se cumple:

∂t

∫
ζθ1(ζ − 1)θ2dζ =

∫ [(
∂tζ

θ1
)

(ζ − 1)θ2 + ζθ1
(
∂t(ζ − 1)θ2

)]
dζ =
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θ′1

∫
ζθ1(ζ − 1)θ2 log(ζ)dζ + θ′2

∫
ζθ1(ζ − 1)θ2 log(ζ − 1)dζ.

Denotemos con I1(ζ) = ζθ1(ζ − 1)θ2 log(ζ) y I2(ζ) = ζθ1(ζ − 1)θ2 log(ζ − 1).
Nótese que I1 y I2 son holomorfas en H, por lo tanto, también lo son

z 7→
∫ z
i
I1dζ y z 7→

∫ z
i
I2dζ. Las funciones t 7→

∫ 1

i
I1dζ y t 7→

∫ 0

i
I2dζ

están bien definidas y son continuas ya que en estos ĺımites de integración,
los correspondientes logaritmos están acotados y el resto de los términos ya
sabemos que śı se puede extender [5].

Por demostrar que t 7→
∫ 0

i
I1dζ y t 7→

∫ 1

i
I2dζ están bien definidas y son

continuas. Aqúı demostraremos el resultado sólo para la primera función
(para la segunda se procede análogamente).

I1 es holomorfa y univaluada en la rama C − {{iy | y ≤ 0} ∪ {1 + iy |
y ≤ 0}}, por lo que basta demostrar que para toda trayectoria γ : [0, 1]→ H̄
diferenciable tal que γ(0) = i y γ(1) = 0, se cumple∫

γ

I1dζ = i

∫ 0

1

(iy)θ1(iy − 1)θ2
(

log |y|+ i
π

2

)
dy <∞

donde el segundo término es la integral a lo largo del segmento i0. Dividire-
mos la demostración en dos casos:

Caso I - γ ∩ i0 = ∅.
Supongamos que ε > 0 es tal que para todo 0 < r ≤ ε, Br(0)∩ γ([0, 1]) =

{γ(tr)} para algún tr ∈ [0, 1] (por la diferenciabilidad de γ existe este ε).
Llamemos βε a la curva i(εi) ∪ Cε ∪ γ−([0, tε]), donde Cε ⊂ H̄ es la porción
de ćırculo entre iε y γ(tε) y γ−([0, tε]) denota la curva γ([0, tε]) recorrida de
γ(tε) a γ(0) = i. Como I1 es holomorfa en H, se cumple

0 =

∫
βε

I1dζ =

∫
i(εi)

I1dζ +

∫
Cε
I1dζ +

∫
γ−([0,t0])

I1dζ.

Por demostrar que cuando ε→ 0, entonces la integral∫
Cε
I1dζ = iε1+θ1

∫ δ0

π/2

ei(δ+θ1)(εeiδ − 1)θ2log(εeiδ)eiδdδ → 0.

Utilizando
∣∣∣∫Cε I1dζ

∣∣∣ ≤ ∫Cε |I1|dζ y la desigualdad del triángulo,∣∣∣∣∫
Cε
I1dζ

∣∣∣∣ ≤ ε1+θ1| log ε|
∫ δ0

π/2

|εeiδ − 1|θ2dδ + ε1+θ1

∫ δ0

π/2

|εeiδ − 1|θ2δ dδ.

Que claramente tiende a 0 cuando ε→ 0 pues −1 < θ1.
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Caso II - γ ∩ i0 6= ∅.
Si γ ∩ i0 = {γ(t1)} entonces la

∫
iγt1

I1dζ = −
∫
γ−[0,t1]

I1dζ ya que I1 es

holomorfa en H. Continuando como en el caso anterior a partir de γ(t1),
demostramos este caso. Procediendo por inducción, se demuestra el caso en
que γ ∩ i0 = {γ(t1), ..., γ(tn)}.
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Notación

En el desarrollo de la tesis se utiliza bastante notación nueva. Para facilitar
la lectura se decidió agregar esta sección donde ponemos la notación más
usada.

Z◦ Interior del poĺıgono simple Z.

cl(Z) Cerradura del poĺıgono simple Z, es decir, cl(Z) = Z ∪ Z◦.

AC Grupo af́ın complejo.

S(n) Conjunto de n-ágonos simples contenido en Cn.

K(n) Conjunto de n-ágonos convexos en Cn.

η Función de paso al cociente Cn → Cn/AC.

r
Z

Radio tal que si Z ∈ S(n), entonces
∏
Br

Z
(zi) ⊂ S(n).

S(n) Componente de n-ágonos simples pos. orient. en CPn−2.

K(n) Componente de n-ágonos convexos pos. orient. en CPn−2.

Rn El n-ágono regular positivamente orientado.

Di(n) Poĺıgonos en S(n) con el i-ésimo vértice fuerte-deformable.

Ti(n) Poĺıgonos en S(n) con el i-ésimo vértice deformable.

δ Función de S(n) en śı mismo que cambia la enumeración.

P(n) Espacio de poĺıgonos sin etiquetas en los vértices (S(n)/δ).

∂A Frontera del conjunto A.
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[18] J. L. López-López, The area as a natural pseudo-Hermitian structure
on the spaces of plane polygons and curves. Differential Geometry and
its Applications 28 (2010), No. 5, 582–592.

[19] J. Milnor, On Spaces Having the Homotopy Type of a CW-Complex.
Trans. of the American Mathematical Society, Vol. 90, No. 2 (1959),
272-280.

[20] E. Moise, Geometric Topology in Dimensions 2 and 3, Graduate Text
in Mathematics 47. Springer-Verlag, 1977.

[21] H. A. Schwarz, Conforme Abbildung der Oberfläche eines Tetraeders
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