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Introduccion

En esta tesis estudiamos el espacio de poligonos desde el punto de vista
de Topologia y Geometria. Pensaremos a un poligono como el conjunto
determinado por n puntos ordenados en C junto con los sementos que unen a
dos puntos consecutivos. Los poligonos seran considerados moédulo funciones
afines complejas, es decir, dos poligonos son iguales si existe f: C — C, de
la forma f(z) = az + b lleve uno en el otro. La topologia que utilizaremos
sera la de cociente obtenida de C™ por la accién del grupo afin complejo’.
Este espacio de poligonos se conoce como el espacio de poligonos maodulo
semejanza orientada [25].

Con esta manera de comparar los poligonos, resulta que dos poligonos
representan el mismo punto en el espacio de poligonos médulo semejanza
orientada, si éstos tienen la misma forma (i.e., los mismos dngulos y las
mismas proporciones entre sus lados), sin importar el tamano o la posicién
en la que se encuentran dentro del plano complejo.

Este espacio ha sido estudiado por diferentes autores en relacién con es-
pacios moduli de poligonos y poliedros: En [15] Kapovich y Millson estudian
el subespacio de poligonos con longitudes fijas, ellos dan condiciones sobre las
longitudes para que este subespacio sea conexo y proporcionan una descrip-
cion completa de la topologia en los casos n = 4,5, 6, ademas, establecen una
dualidad entre el espacio de poligonos con longitudes de las aristas fijas y el
espacio de poligonos convexos con dngulos prescritos. En [25], W. Thurston
utilizé el espacio de poligonos médulo semejanza orientada para modelar
desdoblados de poliedros con singularidades cénicas de angulos menores que
2w, él empled este espacio, ya que dos poligonos semejantes que se obtienen
como desdoblados de poliedros, determinan poliedros con la misma forma.
En este trabajo también se demuestra que el subespacio de poligonos que
son desdoblados de tetraedros admite geometria hiperbdlica proveniente de
la forma de area. En [17] Kojima y Yamashita demuestran que el espacio de
pentagonos con “forma de estrella” se ve como un haz fibrado sobre cierto
espacio de angulos, ellos describen por completo la topologia de la fibra y

Wer Seccién 3 del Capitulo 1 para més detalles.
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8 INTRODUCCION

demuestran que dicha fibra admite geometria hiperbdlica. En [2] Bavard y
Ghys demuestran que el espacio de poligonos convexos con angulos dados es
un poliedro convexo en el espacio hiperbdlico. Por tltimo, en un trabajo con-
junto con Jorge Lépez-Lopez [11], utilizamos el espacio de hexdgonos médulo
semejanza orientada, para calcular explicitamente la regién que corresponde
a hexagonos que son desdoblados de tetraedros. En este trabajo se incluye
el caso en que hay singularidades cénicas de angulo mayor que 27.

Durante la tesis estudiaremos subconjuntos del espacio de poligonos de-
terminados por sus propiedades topologicas o geométricas. Una manera de
ordenar los poligonos de acuerdo a sus propiedades geométricas se muestra
en el siguiente diagrama:

POLIGONOS

\

SIMPLES COMPLEJOS
) l \ l

CONCAVOS CONVEXOS SEGMENTOS

!
REGULAR

Los poligonos simples son poligonos que no se autointersectan y los com-
plejos son los que si lo hacen. Los segmentos son los poligonos en los que
todos sus vértices son colineales.

El objetivo central de este trabajo es estudiar propiedades topologicas y
geométricas de los espacios de poligonos simples y convexros modulo seme-
janza orientada. Para realizar dicho estudio, hemos organizado la tesis de la
siguiente forma:

En el Capitulo 1, proporcionamos las definiciones y resultados sobre
poligonos que utilizaremos durante la tesis, mostramos que el espacio de
n-4gonos médulo semejanza orientada es biholomorfo a CP"~2, calculamos a
detalle el espacio de triangulos (i.e. el caso n = 3) y por ultimo, comparamos
los espacios de triangulos médulo semejanza y médulo semejanza orientada.

En el Capitulo 2, introducimos la nocién de vértice deformable en un
poligono simple y mostramos algunas propiedades de dichos vértices. Con
ayuda de estos vértices, demostramos que el subconjuto de CP"~2 correspon-
diente a poligonos simples (S(n)), tiene dos componentes conexas, abiertas,
simplemente conexas y biholomorfas entre si.

Comenzamos el Capitulo 3 con un teorema que brinda un criterio para
saber si la unién de conjuntos abiertos con grupos de homotopia triviales,



INTRODUCCION 9

tiene grupos de homotopia triviales. En el resto del capitulo, se intenta
demostrar que ciertos subconjuntos de S(n) cumplen las hip6tesis del teorema
mencionado, esto con el fin de probar que S(n) es contraible. Aunque no se
tuvo éxito con este objetivo, aqui se explican a detalle las dificultades que se
encontraron. Cabe mencionar que dichas dificultades son técnicas y creemos
que se pueden evitar.

En el Capitulo 4 se estudia la topologia del cociente que se obtiene de
eliminar las etiquetas en los vértices de los poligonos. Entre otras cosas, se
demuestra que dicho cociente es simplemente conexo, se prueba que no es
variedad y se da una descripcion local del espacio al rededor del poligono
regular. La mayoria de los resultados de este capitulo, son consecuencia de
los teoremas demostrados en capitulos anteriores.

En el Capitulo 5, se estudia el espacio de poligonos convexos y su frontera.
Primero demostramos que el interior del espacio de poligonos convexos es
difeomorfo a R*"~, después se mencionan los tipos de poligonos que pueden
aparecer en la frontera de dicho espacio y se proporciona una descripcion
completa del espacio de cuadrilateros convexos y su frontera. Ademds, se
estudia el espacio de arreglos convexos de n puntos en un segmento.

En el Apéndice A calculamos explicitamente dos estructuras geométricas
en el espacio proyectivo complejo, éstas se utilizan durante el desarrollo del
trabajo como herramienta para algunas pruebas y para dotar con geometria
a los espacios mencionados en los ejemplos.

Por 1ltimo, en la primera secciéon del Apéndice B se menciona la Férmula
de Schwarz-Christoffel junto con varias de sus propiedades y en la segunda
seccion se demuestra sobre el Mapeo de Schwarz-Christoffel se utiliza fuerte-
mente en la primera seccién del Capitulo 5.

Durante este trabajo se utiliza notaciéon que no es estandar, para hacer
mas sencilla la lectura decidimos agregar una seccién de notacion al final.
Dicha seccion se puede consultar en la pagina 81.
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Capitulo 1

El espacio de poligonos.

Si a cada punto Z = (21, 29, ..., 2,) € C" (n > 3) le asociamos el subconjunto
de C determinado por {Z1zs U Zoz3 U - -+ U Z, 12, U Z,21 }, donde 7y C C
denota el segmento dirigido de x a y, entonces podemos pensar a C" como el
conjunto de n-agonos con vértices marcados contenidos en C. La ventaja de
esta asosiacion, es que dotamos con la topologia usual de C™ al conjunto de
n-agonos con vértices marcados. Dos consecuencias de esta asociacién son:

e (Contamos 2n wveces cada n-dgono en C, ya que hay 2n posibles enu-
meraciones.

e Permitimos autointersecciones y vértices repetidos en los n-dgonos.

<1

Z =
1 29 27 24 z25

26

6 =3 22 =23

Z 21 =
27 4 7 5 Z6 = 27

FIGURA 1: En C7 hay puntos que representan poligonos simples y otros
con autointersecciones y vértices repetidos.

Como se mencioné en la introduccién, en este trabajo se estudiaran las
propiedades topoldgicas de los subconjuntos de C" determinados por los
poligonos simples y los poligonos convexos. Por ello, en las primeras dos
secciones de este capitulo se proporcionan las definiciones de poligono simple
y de poligono convexo y se demuestran algunos resultados que utilizaremos

11



12 CaPiTULO 1. EL ESPACIO DE POLIGONOS

en capitulos posteriores. Cabe mencionar que aunque dichos resultados son
clasicos y sencillos, el objetivo principal de estas secciones es introducir no-
tacion y familiarizar al lector con el tema.

En la Seccion 3 se define y se calcula el espacio de poligonos mdédulo
semejanza orientada, que es el espacio en el que se trabajard mas durante el
desarrollo de la tesis. En la cuarta y iltima seccion, se calcula el espacio de
triangulos médulo semejanza y se mencionan las diferencias que hay entre
éste y el espacio calculado en la Seccién 3.

1.1 Poligonos simples
Es claro que hay puntos de C" que mediante la asociacion
(21,22, oy 2n) $— {Z122 UZaz3 U - - - U Z, 12, UZn21 },

determinan poligonos “complicados” en C (Figura 1). En este trabajo sélo
nos van a interesar los poligonos simples. Debido a ello, en esta seccién
proporcionamos la definiciones y los resultados sobre poligonos simples que
necesitaremos posteriormente. La referencia principal de esta Seccién es [13].

Definicién 1.1. Decimos que el poligono Z € C" es simple si tiene todos
sus vértices distintos y no se autointersecta. Denotaremos con S(n) C C™ al
subconjuto de poligonos simples.

Para el estudio de las propiedades topolégicas de S(n) dentro de C" con
su topologia usual, utilizaremos las notaciones y nomenclatura clasicas de
poligonos, las cuales se mencionan a continuacién:

Definicién 1.2. Para todo Z = (z1, 22, ..., 2n) € S(n).

a) Llamaremos vértices a los puntos z; y aristas a los segmentos Z;Zi11
(aqui ZnZnt1 = Znz1)-

b) Una diagonal de Z es un segmento Z;z; con j #i—1,1,i+1. A Z 3241
la llamaremos la diagonal de z;.

c) A la compononte acotada de C — Z la llamamos el interior' de Z y la
denotamos con Z°.

d) La cerradura de Z es el conjunto cl(Z) = Z U Z°.

L Aqui utilizamos el Teorema de Jordan poligonal, ver [20, pdg. 16].
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e) Decimos que una diagonal Z;Z; es interna, si para todo x € {Zz; —
{Zz‘72j}}, T E L°.

Los incisos ¢, d y e de la definicion anterior, son validos s6lo para poligonos
simples, ya que no podemos hablar del interior de un poligono no simple
(Figura 1). Un resultado sobre diagonales interiores en poligonos simples
que utilizaremos mucho es el siguiente:

Teorema 1.3. Sin >4 y Z € S(n), entonces Z tiene una diagonal interna.

Demostracion: Dado Z = (z1, 22, ..., zn) € S(n) y un vértice z; € Z, tracemos
todos los rayos que emanan de z; y pertenecen al sector angular contenido
en Z° y delimitado por las aristas z;_1z; y Z;z;+1. Por la compacidad de Z,
existen sélo dos posibilidades:

1 - Todos los rayos intersectan a la misma arista.

2 - No todos los rayos intersectan a la misma arista.

En el primer caso, la diagonal Z;—1z;11 es interna a Z. En el segundo
caso, existe un rayo que pasa por un vértice z; y por lo tanto z;z; es interna
a /. O]

Corolario 1.4. Sin >4 y Z € S(n), entonces Z se puede dividir en n — 2
tridngulos con n — 3 diagonales internas.

Demostracion: Procederemos por induccién en el nimero de aristas de Z.
Para n = 4, el resultado se sigue inmediatamente del teorema anterior.
Supongamos que el resultado es valido para toda k entre 4 y n — 1.

Si Z es un n-agono simple, entonces por el Teorema 1.3 existe diagonal
interior a Z. Dicha diagonal divide a Z en dos poligonos Z; y Zs con m y
n —m + 2 vértices respectivamente. Por hipdtesis de induccién, Z; y Z5 se
pueden dividir en m —2 y n —m tridngulos con m —3 y n —m — 1 diagonales
internas respectivamente.

Es claro que las diagonales internas a Z; y Zs, también son diagonales
internas a Z. Por lo que concluimos que Z se puede dividir en m—24n—m =
n — 2 tridngulos con n —m —1+m — 3+ 1 = n — 3 diagonales internas. [J

Corolario 1.5. Sin > 4 y Z € S(n), entonces existen dos vértices no
adyacentes z;, z; tales que sus diagonales son interiores a Z.

Demostracion: Notese que en una triangulacion de 7, cada lado pertenece a
uno y solo a uno de los triangulos, por lo tanto existen al menos dos triangulos
que tienen dos lados de Z como aristas. Los vértices entre dichos lados son
los buscados. O]
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Este segundo corolario, muestra la existencia de dos vértices en un poligono
simple tales que su diagonal es interna, la Figura 2 muestra dos poligonos
simples que tienen exactamente dos vértices con estas caracteristicas.

V4

21
24

22 26

FIGURA 2: Dos poligonos simples con exactamente dos vértices cuyas diagonales
son internas. En el primer poligono los vértices son zo y z4 v en el segundo 21 y zg.

La udltima definicién de esta seccion se hace sélo sobre poligonos positi-
vamente orientados, es decir, poligonos tales que, al recorrerlos de manera
creciente en sus vértices, giramos en sentido contrario a las manecillas del
reloj (como el decdgono en la Figura 2). El lector notard que de manera
completamente analoga se puede hacer la definiciéon para poligonos negati-
vamente orientados.

Definicién 1.6. Supongamos que Z € S(n) es positivamente orientado. Al
angulo a; medido desde Z;z; 11 hasta Z;_1z; en el sentido positivo, le llamamos
angulo interior a Z en el vértice z;.

Una observacién sencilla que se sigue del Corolario 1.4 y del hecho que
todo tridngulo tiene suma de angulos interiores igual a 7, es que si Z € S(n),
entonces a; + ag + ... + a, = (n — 2)7.

1.2 Poligonos convexos

En el Capitulo 5 estudiaremos la topologia del espacio de poligonos convexos,
debido a ello, en esta secciéon proporcionamos la definicién y demostramos
un resultado bien conocido que caracteriza a los poligonos convexos.

Definicién 1.7. Decimos que Z € C" es convexo si es simple y para cua-
lesquiera p,q € Z, el segmento pq C cl(Z). Denotaremos con K(n) C C" al
subconjunto de poligonos convexos.

Por definicién tenemos que K(n) C S(n). Como todo triangulo simple es
convexo, para n = 3, K(3) = S(3). La Figura 2 muestra un cuadrildtero que
no es convexo, de manera que para n > 3, la contencién es propia.
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El siguiente resultado proporciona una manera sencilla de identificar si
un poligono simple postivamente orientado es convexo. El resultado andlogo
para poligonos negativameten orientados también es valido.

Teorema 1.8. Sin >4 y Z € S(n) positivamente orientado, entonces Z es
convexo si y solo si para toda i € {1,2,....,n}, o; < 7.

Demostracion. Si Z = (21, 22, ..., Z,) €8 convexo, entonces z,zz esta contenida
en cl(Z) y por lo tanto el dngulo interior en z; es menor o igual 7. Proce-
diendo andlogamente en el resto de los vértices, concluimos que para toda 1,
a; <.

Ahora supongamos que todos los angulos interiores a Z son menores o
iguales a m. Procederemos por induccién para demostrar que Z es convexo.

Para n = 4 es claro que Z1z3, Z224 C cl(Z). Luego, si p,q € Z pertenecen
a aristas adyacentes (el caso p,q € Zz;;1 es claro), entonces estan en el
tridangulo determinado por dichas aristas y una diagonal de Z y por lo tanto
Pq C cl(Z). Sélo resta probar el caso en que p,q pertenecen a aristas no
adyacentes. Sin pérdida de generalidad supongamos que p € zZ1z3 y q €
Z324. Notese que gz pertenece al tridngulo cl(z1, z3, 24) y por lo tanto gz C
cl(Z). Anélogamente concluimos que gzz C cl(Z). Concluimos que pg C
cl(q, z1,22) C cl(2).

Supongamos que el resultado vale para toda k < n.

Si Z;z; es una diagonal interior a Z, entonces ésta divide a Z en dos
poligonos 71, Z, con menor nimero de lados y con angulos interiores menores
o iguales a 7. Por hipdtesis de induccién, dichos poligonos son convexos.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que Z, tiene menor o igual
nimero de vértices que Zy. Si p € Zy — {Z;Z;}, entonces el poligono

Z, = (2, — {z7}) U {p7, P5}

tiene menos de n lados y sus dngulos son menores o iguales a m (en z; y z;
sus angulos son menores que los de Z y en p, su angulo interior coincide con
el del tridngulo (z;,p, 2;)), luego el resultado se vale en Z,. Terminamos la
demostracion procediendo andlogamente para todo p € Z;. ]

1.3 Poligonos moédulo semejanza orientada

En este trabajo nos interesa la forma de los poligonos y no la posicion en
la que se encuentran dentro de C. Por ello, en esta seccién definimos seme-
janza orientada entre poligonos, introducimos el espacio de poligonos médulo
semejanza orientada y mencionamos algunas propiedades sencillas de dicho
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espacio. En las definiciones utilizaremos una accion del grupo afin complejo
{f(z) =az+b|a,be C,a+# 0}, al que denotaremos con Ac.

Definicién 1.9. Si Z = (z1, 2, ..., 2p), W = (w1, wa, ...w,,) € C", entonces:

a) Una semejanza orientada entre Z y W es un elemento f € A¢ tal que
para toda i € {1,2,...,n}, f(z) = w;.

b) Decimos que Z,W € C" estdn relacionados, si existe semejanza orien-
tada entre ellos.

Notese que esta relacion entre poligonos es de equivalencia, ademés, dos
poligonos equivalentes difieren por una composicién de rotacién, traslacion
y homotecia y por lo tanto “tienen la misma forma”. Procedemos a calcular
el cociente de C" por esta relacion.

Es claro que salvo traslacion, cada clase de equivalencia tiene un repre-
sentante en el subespacio V(n) = {(0, 22, 23, ..., z,) | 2zi € C}, ademads, si
Z,W € V(n) estan relacionados, entonces existe a € C* := C — {0} tal que
Z = aW. De manera que C"/A¢c = PcV(n). Para obtener una variedad
al proyectivizar, es necesario quitar el punto (0,0, ...,0) € V(n), el cual co-
rresponde a la clase de la recta {(z, z, ..., )} C C" (poligonos con todos sus
vértices iguales), por lo tanto

(Cn - {<Za Ry en 2)})/A(C = P(C(V(n) - {<07 Oa ) 0)}) = CP”72
donde la ultima identificacion estda dada por el biholomorfismo
[(2172’2723, 7Zn)] = [22 TRl iRZ3 TR i Zp T Zﬂ-

De manera que CP" 2 es “el espacio de n-dgonos mdédulo semejanza orien-
tada”. Denotaremos con 7 a la funcién cociente ((C”—{(z, 2y z)}) — CP2
y con [z1, 29, ..., 2] € CP"2 a la clase del poligono (21, 23, ..., 2,) € C".

Algunas observaciones sencillas que se siguen de estas definiciones y con-
strucciones son:

1. Todas las definiciones y los resultados demostrados en las secciones 1
y 2 permanecen validas en CP"2. Esto ya que las propiedades de ser
simple o convexo son independientes del tamano o la posicién de un
poligono dentro de C.

2. En n(S(n)) existe s6lo un elemento que representa al poligono regu-
lar R, = (1,e%7/n etim/n_ e2(n=Lim/n) ¢ C". Esto se debe a que las
distintas enumeraciones (en el mismo sentido) del poligono regular se
obtienen mediante rotaciones en su centro. Denotaremos con R, €
n(S(n)) a dicho representante.
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3. Como los poligonos simples tienen vértices distintos, en el hiperplano
L, = {(0,1, 23,24, ..., 2,)} C C"™ hay un tnico representante de cada
clase de equivalencia en S(n). De manera quesi U, := {[0, 1, 23, ..., 2, €
CP"2}, entonces la carta del proyectivo complejo dada por

Bo: Uy — C" 2 tal que ¢2([0,1,23, ..., 2,]) = (23, ..., 2n),

permite ver a 7(S(n)) como un subconjunto de C"2. Lo mismo se
puede hacer si hacemos 0 a otro vértice y tomamos otra carta de
CP"2. Con esta observacién concluimos que un abierto alrededor de
0,1, 25, ..., z,] € CP"? estd dado por (el polidisco) [} _; Br(zk).

4. Notemos que si [0, 1, 23, ..., 2,] € Us, entonces
n (0,1, 23, ..., 2a]) = {(b,a+b,azs+b, ...,az,+b) | a,b € C, a # 0} = Ac.

Lo mismo sucede con los poligonos de otras cartas de CP"~2. De manera
que se forma el haz fibrado

Ac — C"—{(2,2,...,2)} == CP"2%.

Utilizando que A¢ = C* x C, concluimos que C"* — {(z, z, ..., 2) } fibra
sobre CP"~2 con fibra C* x C.

Ahora procedemos a calcular un ejemplo que serd muy importante en
todo el desarrollo del trabajo, ya que se utilizara para ilustrar las constru-
cciones que realicemos y servira como base de induccion para muchas de las
demostraciones posteriores.

Ejemplo 1.10. El caso n = 3.

El espacio de tridngulos médulo semejanza orientada es CP!, que a su vez es
homeomorfo a la esfera S?. Nétese que en la linea compleja Lz = {(0, 1,23} C
C3, los puntos en los semiplanos superior e inferior corresponden a tridngulos
positiva y negativamente orientados respectivamente, ademas, el eje real co-
rresponde a tridngulos que se degeneran a un segmento (ver Figura 3). Por
ultimo, es claro que el tridngulo determinado por la recta {(0,0, z3)} C V(3)
(el infinito de L3), también se degenera a un segmento.

De manera que CP! est4 dividido por un circulo, en dos discos que deter-
minan a los tridngulos simples positiva y negativamente orientados (1(S(3))),
el circulo que divide corresponde a triangulos que se degeneran a un segmento.

Con este ejemplo, concluimos que S(3) € C? y (S(3)) € CP! son abiertos
y tienen dos componentes conexas por trayectorias que son homeomorfas
entre si.
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FIGURA 3: Tridngulos en la linea Lz = (0,1, 2) C C3.

1.4 Triangulos médulo semejanza

En esta seccion, calculamos el espacio de triangulos médulo semejanza y
mencionamos las diferencias que existen entre este espacio y el calculado en
la seccién anterior.

Ejemplo 1.11. El espacio de triangulos modulo semenjanza.

En este caso consideraremos triangulos médulo semejanza, es decir, dos
tridngulos serdn equivalentes si existe una funcién f: R? — R? de la forma

f(Z):rA(z)—i-v con >0, vER? y A€ O(2)?

que lleva un triangulo en el otro.

Noétese que en este caso permitimos funciones en R? que invierten orien-
taciéon y no pedimos que las funciones preserven el orden en los vértices
(como si hacemos en el Ejemplo 1.10), de manera que los vértices no estén
etiquetados.

Por el criterio angulo-angulo-angulo de semenjanza, sabemos que cua-
lesquiera dos tridngulos en R? con d4ngulos iguales son semejantes, de manera
que una tercia de nimeros reales positivos cuya suma sea igual a 7, determina
un unico triangulo hasta semejanza. El conjunto de tercias con estas condi-
ciones es el triangulo 7" C R3 con vértices en los puntos (m,0,0), (0,7,0) y
(0,0,7) (Figura 4, (a)).

2El grupo ortogonal 2 dimensional.
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En este caso la relacion no pide que llevemos vértices en vértices, por
lo que cualquier permutacion de los angulos 6y, 6> y 03 determina triangulos
equivalentes. De manera que el espacio de triangulos médulo semejanza se
obtiene dividiendo a 7" por la acciéon del grupo de permutaciones de las
entradas de los puntos en 7. Dicho cociente lo denotaremos con 7.

a b
(a) (0,0,7) (b) (m/3,7/3,7/3)
0 (,0,0) '
(w/2,7/2,0) (m,0,0)
(0,7,0)

FIGURA 4: (a) El tridngulo 7" C R3 de tercias de ntimeros positivos que
suman 7. (b) El cociente de T” por la accién de Ss.

En la Figura 4, (b), se muestra que 7" es un tridngulo rectdngulo con
angulos 7/3 y m/6. El cateto menor de T' corresponde a triangulos iséceles
para los que el angulo desigual es el mas chico, la hipotenusa de T" corresponde
a triangulos iséceles en los que el angulo desigual es el més grande y el cateto
mayor de T" corresponde a tridngulos que se degeneran a un segmento.

Por un lado, este ejemplo muestra que el espacio de triangulos médulo
semejanza es topoldgicamente un disco cerrado T'. Por el otro, el Ejemplo
1.10 muestra que el espacio de tridngulos modulo semejanza orientada es la
esfera S?. La diferencia radica en que aqui los vértices no estén etiquetados
y que permitimos funciones que invierten la orientacion, de hecho, podemos
recuperar a T de S?, dividiendo por una rotacién que elimine las etiquetas de
los vértices (lo que haremos en el Capitulo 4) y por una reflexion que invierta
la orientacion.
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Capitulo 2

El grupo fundamental de S(n)

El objetivo principal de este capitulo es entender las propiedades de conexi-
dad de S(n) y calcular su grupo fundamental. Para alcanzar dicho objetivo,
hemos dividido el capitulo en cuatro secciones. En la Seccién 1 se estudia la
conexidad de S(n) C C". En la Seccién 2, proporcionamos la definicién de
vértices deformables en poligonos simples y demostramos algunos resultados
sobre ellos. La Seccién 3 es auxiliar y sélo nos muestra la notacion que uti-
lizaremos en el proyectivo CP*~2. Por tltimo, en la Seccién 4 se demuestra
el teorema que calcula el grupo fundamental de las componentes de S(n).
Cabe mencionar que la teoria basica de topologia algebraica que sera
necesaria en el desarrollo de este capitulo se puede consultar en [12].

2.1 Conexidad de S(n)

En esta seccién demostramos que S(n) es abierto y tiene dos componentes
conexas por trayectorias. Antes necesitamos demostrar el siguiente resultado
que exhibe algunos encajes de S(m) en S(n) con 3 < m < n.

Proposicién 2.1. Sin >4y J C {1,2,...,n} es tal que |J| < n—3, entonces

Sy(n — |J|) ;:{Zeg(n)uk:% sikeld)

es un encaje de S(n — |J|) en S(n).

Demostracion: Nétese que W (n—|J|) :={Z € C" | z, = =115 i | € J}
es subespacio vectorial de C", que su dimensioén es n—|J| y que S;(n—1J|) C
W(n —|J]).

Si L: C* — ¢l es la proyeccién en las coordenadas {1,2,...,n} —J
y L es la restricciéon de L a W(n — |J|), entonces L un isomorfismo lineal y

21
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para todo Z € Sy(n—|J|), L(Z) € S(n—|J|). Por lo tanto, la restricciéon de
L~ aS(n —|J]), es el encaje buscado. O

Notemos que si Z € S(n) y re®, b € C con r # 0, entonces las trayectorias
a1, a0 [0,1] = S(n), con ay(t) = (1—t(1—7))e™®Z y ay(t) = Z +1tb, unen Z
con re'Z y Z 4 b respectivamente, luego la concatenacién a; * ap une Z con
re?? Z +b. Concluimos que la érbita de un poligono bajo la accién de Ac es
conexa por trayectorias. El siguiente teorema nos muestra cuando podemos
unir dos poligonos simples con una trayectoria que permanezca dentro de los
poligonos simples.

Teorema 2.2. S(n) C C" es abierto y tiene dos componenetes conexas por
trayectorias homeomorfas entre si.

Demostracion: Primero demostraremos que S(n) es abierto.
Dado Z = (z1,22,...,2n) € S(n), para toda k € {1,2,...,n} definimos
Ly = {Zii12k2 UZrozii3 U - - UZp 2251} v hacemos

donde y d(—, —) es la distancia euclideana en C. Por ser £, compacto y Z
simple, 7, > 0y r, := min{ry, rq,...,7,} también es mayor que 0. Luego, la
vecindad de Z dada por el polidisco

Uy = HBLZ(zk) donde Bry(z) ={z€C|d(zx,2) < T—Z},
el 3 3

es abierta y estd contenida en S(n), por lo tanto S(n) C C" es abierto.

Procedemos a demostrar que las componentes conexas mencionadas co-
rresponden a los poligonos simples positiva y negativamente orientados, para
ello, sélo durante esta seccién denotaremos a dichas componentes con S
y S,, respectivamente. Antes de la demostracion, veamos dos propiedades
sencillas:

1-SfnS, =0- Yaquesivy:[0,1] — S(n) es tal que v(0) € S;}

y v(1) € S, entonces la continuidad de A: C" — R implica que existe
t € [0,1] con A(~(t)) = 0, por lo tanto v(t) no pertenece a S(n) (ver Seccién
A.2, Apéndice A).

2-S} =S, - Un homeomorfismo estd dado por la funcién

(21, 22, vy Zn—1s 2n) = (21, Zny Zn—1, -, 22)-

Utilizaremos induccién para demostrar que para todo Z € S;, existe
trayectoria I'z: [0,1] — S/ tal que:

Fz(O) -7 y Fz(l) _ (1’ eQm’/n’ <€27ri/n)2’ - (€2ﬂi/n)n71) — Rn
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Para el caso n = 3, el resultado se sigue del Ejemplo 1.10 y de la obser-
vacion 4 del Capitulo anterior.

Si Z €S}y 2z, € Z es un vértice tal que Zy_12x11 es diagonal interna de
Z, entonces la funcién 7, : [0, 1] — C™;

R
Y(t) = (21, 0oy 21, (1 — 1) 24, _i_t%lﬁ-l

s 2kt ds s Zn)s

es continua, 71(0) = Z, 11(1) € (Sg(n—1)NS;) y para todo ¢t € [0,1],
71(t) € S;. De la proposicién anterior y la hipdtesis de induccién se sigue
que existe yo: [0,1] = (Sg(n — 1) N'S}) continua y tal que 15(0) =1 (1) y

(eZWi/n)k—2 4 (627ri/n)k

72(1) _ (1’ - (627ri/n)k72’ 5 : <€27ri/n>k7 o (€2Tri/n)n1> 7

donde v»(1) es el n-dgono regular con el k-ésimo vértice movido al punto
medio de la diagonal (e?m/n)k=2(e2mi/n)k La curva y3: [0,1] — S} tal que

2mi/n\k—2 2mi/n\k ) )
,73(15) _ (1, . (1 . t) (6 ) 2+ (6 ) + t(€2m/n)k—17 - (62m/n)n—1> 7

regresa el k-ésimo vértice del poligono regular a su posiciéon original. Es claro
que la curva I'y = 73 % 75 * 7, sirve como trayectoria entre Z y R,,. [

Corolario 2.3. El conjunto n(S(n)) C CP""?2 es abierto y tiene dos compo-
nentes conexas por trayectorias homeomorfas entre si.

Demostracion: Por el Teorema 2.2 es claro que n(S(n)) es abierto y tiene
dos componentes. El homeomorfismo entre las componentes esta dado por la
funcion [21, 22, .., 2u] = [21, 20, Zn_1, -, 22", la cual claramente no depende
del representante. O

Corolario 2.4. Los conjuntos K(n) C C" y n(K(n)) C CP" 2 tienen dos
componentes conexas por trayectorias homeomorfas entre si.

Demostracion: El procedimiento utilizado en el Teorema 2.2 para demostrar
que S es conexo, se puede hacer con poligonos convexos sin perder la con-
vexidad, de manera que K7 € C" y n(K;) C CP"2 son conexos por trayec-
torias. Los homeomorfismo entre las componentes correspondientes, se ob-
tienen restringiendo los homoemorfismos mencionados antes. ]

'Recordemos que [21, ..., 2,] denota la clase del poligono (z1, ..., z,)
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2.2 Vértices deformables en poligonos

En la demostracion del Teorema 2.2 nos ayudamos de un vértice en un
poligono simple que se pudo llevar a su diagonal de manera continua y
sin perder la simpleza del poligono, dichos vértices serdn importantes du-
rante todo este trabajo, es por ello dedicamos esta seccion a estudiar sus
propiedades y probar algunos resultados ttiles sobre ellos.

Definicién 2.5. Si Z € S(n) y 2z, € Z es un vértice, entonces:

a) zp es fuerte-deformable si la diagonal Zy_1zr+1 es interna o si zj €

Zr—12kt1- Denotamos conDy(n) = {Z € S(n) | 2z es fuerte-deformable }
Zk—11+2k+1

Yy con zp = 5

b) zi es deformable si Ly N cl((2k—1, 2k, 2k+1)) = {2k—1, 2k+1}. Denotamos
con Tx(n) ={Z € S(n) | 2z es deformable}.

Claramente Dy(n) C Tx(n) para toda k € {1,2,...,n}. La diferencia es
que si z, € Z es fuerte-deformable, entonces z; se puede mover a Z, por la
cl(Z) (por lo tanto oy < ), mientras que si 2z € Z es deformable, entonces
se puede mover a Z; por la cl(Z) o por el exterior de Z (no hay condicién
sobre ay), ver Figura 5.

(b) Z1

z9 Z6
25 Z3 24 25

FIGURA 5: En (a), z5 no es deformable y 2o y zg son deformables pero no
fuerte-deformables. En (b), el poligono es convexo y z; no es deformable.

Observaciones.
1. Los triangulos no tienen vértices deformables.

2. Sin >3y Z e S(n) es convexo, entonces Z tiene a lo mas un vértice
que no es deformable (Figura 5, (b)). Si Z es convexo y para toda k €
{1,2,...,n}, ap < 7, entonces todos sus vértices son fuerte-deformables.
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D;(n). Basta ver que

(Zky ooy Zny 215 -0y Zk—1) SE
y Ti(n) y entre Dg(n) y

3. Para todas k # j, Ty(n) = Tj(n) y Di(n)
si 1 < k < n, entonces (21, ..., 2k, ..y Zn) >
restringe como homeomorfismos entre Ty (n)

Dy (n).

4. Del Corolario 1.5, sabemos que si n > 3, entonces todo n-agono simple
tiene al menos 2 vértices fuerte-deformables no adyacentes. Por lo
tanto:

S(n) = | Dr(n) = | Tr(n).

Proposicion 2.6. Sin >4 y Z € S(n), entonces Z tiene al menos 3 vértices
deformables.

Demostracion: Si Z es covexo, el resultado se sigue de la Observacién 2.

Si Z no es convexo, basta demostrar que Z tiene un vértice que es de-
formable pero no fuerte-deformable, ya que sabemos que Z siempre tiene al
menos 2 vértices fuerte-deformables.

Si E(Z) es la envolvente convexa de Z, entonces E(Z) es un poligono
formado con aristas y diagonales (esto es claro, ya que todo poligono simple
siempre estd contenido en la cerradura de un poligono convexo) de Z y tal
que Z C cl(E(Z)).

Supongamos que z;Z; es una diagonal de Z que es arista de E(Z) y que
7 = (2, Zip1, - 2j-1, ;)% cumple que Z° C (cl(E(Z)) — cl(Z)) (si no es
cierto para Z, entonces lo cumple (2, Zj+1, -y Zio1, 21)). Hay dos casos a
cosiderar:

1-Zesun triangulo.
2- 7 esun k-agono simple con k > 4.

En el primer caso, z;11 es deformable. En el segundo caso, por la Ob-
servacion 4, Z tiene al menos un vértice distinto de 2, zj que es fuerte-
deformable. Claramente dicho vértice es deformable en Z. [

La Figura 6 muestra un 15-4gono con sélo 3 vértices deformables y la
Figura 2 muestra un cuadrildtero con sélo 3 vértices deformables pero con-
secutivos.

La siguiente propiedad de los conjuntos Ty(n) y Dy(n) jugard un papel
importante en construcciones posteriores.

2Los vértices se toman médulo n.
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212

FIGURA 6: 15-4gono con sélo 3 vértices deformables, z7 deformable y
z2 vV zg fuerte-deformables.

Proposicién 2.7. Para toda k € {1,2,...,n}, el conjunto Tx(n) C S(n) es
abierto y tiene como retracto por deformacion a Dyg(n).

Demostracion: Por la Observacion 3, es suficiente con demostrar el resultado
para Ty(n).

Si Z = (21,29, ..., 2n) € Ta(n), entonces para cada k = 4,5, ..., n el numero
sk = min{rz, d(zx, cl((z1, 22, 23)))} es positivo, ya que cl((21, 22, 23)) C C es
compacto y no contiene a zj. Luego, s = min{sy, ss, ..., s,} > 0. Por lo tanto
II,—, B 0 (zx) es una vecindad abierta de Z contenida en Ty(n). Concluimos
que Ty(n) es abierto.

Para cada Z € Ty(n), llamemos dy := {2—:2}3 y za, al punto en z1z3 tal
que dy = :2;‘2} Luego consideremos la funcién F: [0,1] x Ty(n) — Ta(n),
tal que

ooy Zn i ZeD
(ta (217'227237 7Z7L>) = <21’Z2’237 '~ ) S? 2(n)
(z1,(1 —t)zo + tzay, 23, .oy 2n)  si Z € Ty(n) — Dy(n)

F' es continua pues es la identidad en Dy(n) y los puntos de Ty(n) cercanos
a 0Dy(n) N Ty(n) se mueven en puntos cercanos de dDo(n). Ademds, Fy es
la identidad en Ty(n) y para todo t € [0, 1], F; es la identidad en Dy(n). Por
ultimo, nétese que para todo Z € Ty(n), Fi(Z) € Dy(n). Por lo tanto F' es
retracto por deformacién de To(n) en Dy(n). O

La Figura 7 muestra que Dg(n) no es abierto ni cerrado en S(n).

3Donde |z| es la norma de z.
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29
=7

25 21

zZ4 24

zZ

FIGURA 7: El primer poligono estd en 0D9(10) NDy(10) y el segundo es
un punto de acumulacién de D2(10) que no pertence a Dy(10).

2.3 Espacios en CP"?

De ahora en adelante trabajaremos con poligonos simples médulo semen-
janza orientada, por ello, dedicamos esta pequena seccién para introducir la
notacién que usaremos para las imagenes bajo 1 de los espacios que hemos
definido hasta ahora. También mencionamos cudles de las propiedades de-
mostradas hasta ahora se mantienen vélidas al pasar a CP" 2.

Denotaremos con S(n) a la componente de 1(S(n)) correspondiente
a poligonos positivamente orientados (es decir, n(S;)). Es claro que
S(n) € CP" 2 es abierto y conexo por trayectorias.

K(n) = n(K,) N S(n). Claramente ain es vélido que IC(n) C S(n) es
conexo por trayectorias.

Para J C {1,2,....,n}, S;(n—1|J|) =n(S;(n—1|J|)) NS(n). Es facil ver
que la funcién que daba en el encaje de S(n—|J|) en S;(n—|J|) C S(n),
define un encaje de S(n —|J|) en S;(n —|J|) C S(n).

Di(n) = n(Dg(n)) NS(n). La funcién definida en la Observacién 3 de
la seccién anterior, define un hoemomorfismo entre Dy(n) = D;(n).

Tr(n) = n(Tk(n)) NS(n). Es claro que atin se vale que Ti(n) es abierto
y que Tp(n) = T;(n). Ademsds, el retracto por deformacién definido
en la Proposicién 2.7, define un retracto por deformacién de Ti(n) en

Dy(n). También sigue siendo vélido que

S(n) = Di(n) = | Ta(n).
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En lo sucesivo realizaremos construcciones sobre S(n) que son indepen-
dientes de los representantes, con afan de dejar mas claras dichas construc-
ciones, intentamos siempre trabajar con los representantes [0, 1, 23, ..., 2,| que
pertencen al hiperplano L, C C™ mencionado en la Seccién 1.3.

2.4 El grupo fundamental S(n)

En esta seccién demostraremos que S(n) C CP"2 tiene grupo fundamental
trivial. Después, con ayuda de este resultado, calcularemos el grupo funda-
mental de las componenetes de S(n) C C™.

En la demostracion del teorema principal de este capitulo necesitaremos
el siguiente lema que se sigue del Teorema de Van Kampen [12, pdg.43].

Lema 2.8. 5i Uy, Us,...,U, C X son abiertos simplemente conexos tales que
Miey Uk # 0, Up—, Ux = X y para todas 1 < k < j <n, U, NU; es conezo
por trayectorias, entonces X es simplemente conexo.

Teorema 2.9. S(n) C CP"2 es simplemente conexo.

Demostracion: Nuevamente procederemos por induccion y nuevamente el
Ejemplo 1.10 muestra que el resultado es valido para n = 3. Supongamos
que el resultado es valido para todo ntimero menor que n.

Para llegar al resultado, demostraremos que los conjuntos 7x(n) satis-
facen las hipétesis del Lema 2.8. Sabemos que S(n) = U;_; Te(n), que
Mz T(n) # 0 y que los Ti(n) son abiertos (Proposicién 2.7). Sélo resta
probar que los 7x(n) son simplemente conexos y que las intersecciones T (n)N
7;(n) son conexas por trayectorias.

Noétese que la funcién F': [0,1] x T3(n) — T3(n), tal que:

(¢,10,1, 23, 24, .oy 2)) > [0, 1, (1 — t) 25 + t25, 24..., 20,

es continua (lo es en cada coordenada), para todo Z € T3(n), Fo(Z) = Z,
Fi(Z) e S3(n—1) yparatodost € [0,1] y Z € Ss(n—1), F,(Z) = Z, luego,
F' es un retracto por deformacién de T3(n) en Sz(n — 1). De la hipétesis de
induccion se sigue que T3(n) es simplemente conexo. Usando la Observacion
3 de la Seccién 2.2, concluimos que para toda k € {1,2,...,n}, Te(n) C S(n)
es simplemente conexo.

Por demostrar que si k # j, entonces T;(n) N T;(n) es conexo por trayec-
torias. Existen los siguientes 2 casos a considerar:

Caso 1: j#k—1,k+1.
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Dados Z, W € Ti(n) N T;(n), deformamos sus vértices k-ésimo y j-ésimo
a los puntos Zj, y Z; respectivamente. Asi obtenemos los poligonos Z', W' €
Sty (n — 2) que por el Teorema 2.2, es conexo por trayectorias.

Caso2: j=k—10d6d5j=k+1.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que j = 3y k = 4 (se procede
igual en otros casos). Si Z = (0,1, 23, ..., z,] € T3(n) N Ty(n) y parametrizamos
a la diagonal z41 con pu(s) = (1 — s)z4 + s1, entonces definimos

s3(Z) = sup {z5,u(s) N{ZzUZ%zr U UZ, 12, Uz,00U01} = {25}} .
s€[0,1]

Consideremos f: T3(n) N Ty(n) — (0,1] tal que Z +— s3. Es claro da-
dos Zy y € > 0, existe § > 0 tal que el polidisco [[, Bs(z;), satisface que
Ffn(IL; Bs(z:)) € (f(Zo) —e€, f(Zy) +€). De manera que f es continua.
Luego, la funcién G: [0,1] x (T3(n) N Tz(n)) — Tz(n) N Ti(n)

=

G(t,[0,1, 23, 24, ..., 20]) = [0, 1, (1 — )25 + tp( 5

y R4y "'7Zn]7

también es continua. G ademds satisface que para todo Z € T3(n) N Ta(n),
Go(Z) = Z y paratodos t € [0,1] y Z € G1(T3(n) N Ta(n)), Gi(Z) = Z. De
forma que G es retracto por deformacion de T3(n)NTy(n) en G1(T3(n)NTs(n)).
Notemos que [0, 1, u (%3) s 24y - Zn) > (0,1, 23, 24, ..., 2] €8 continua ya que
la eleccion de s3 es conti—nua. Es suprayectiva e inyectiva por que una vez
dados los vértices 0,1, 24, ..., z,, €l valor de s3 es inico. Ademas, es abierta
pues los abiertos en G1(73(n) N Ti(n)) y en S3(n — 1) sélo dependen de los
vértices 0,1, 24, ..., 2z, (son los mismos). Concluimos que esta funcién es un
homeomorfismo entre G1(73(n)NT4(n)) y Ss(n—1) y por lo tanto T3(n)NTs(n)
es conexo por trayectorias. (]

Teorema 2.10. 7,(n~*(S(n))) es isomorfo a Z.

Demostracion. De la Observacién 4 de la Seccion 1.3, sabemos se forma un
haz fibrado

Ac — 071 (S(n)) - S(n)

donde n: n71(S(n)) — S(n) es la restriccién de n a S(n).

Si a:[0,1] = n71(8(n)) es tal que a(0) = a(l) = Z,, entonces o =
noda: [0,1] — S(n) es una curva tal que a(0) = a(1) = [Zy]. Por el Teorema
2.9, existe homotopia

H:[0,1] x [0,1] = S(n) tal que H(0,t) = ay H(1,t) = [Zy],
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luego, por la propiedad de levantamiento de homotopias (Proposicién 4.48
(12, pag. 379]), existe homotopia

H:[0,1] x [0,1] = n~*(S(n)) tal que H =no H.

De manera que H(1,t) € 7' ([Z]). Concluimos que toda curva en
n~1(8(n)) es homotdpica a una curva en ([ Zo]), por lo tanto m (71 (S(n)))
es isomorfo a 7 (Ac) = m (C* x C) = Z. O

De este resultado se concluye que 7 (S(n)) es isomorfo a (~) Z @& Z, pues
del Teorema 2.2 sabemos que hay dos componentes homeomorfas entre si.

Corolario 2.11. Para toda k > 2 se cumple que m,(n~*(S(n))) ~ m1(S(n)).

Demostracion. En este caso, la sucesion exacta larga para grupos de homo-
topia de un haz fibrado [12, pag. 376] se ve de la siguiente forma

o (T % C) = (S () = T(S(R)) = M1 (C* X C) = - -+

El resultado para k > 3 se sigue inmediatamente de esta sucesion y del
hecho de que 7 (C* x C) = 0 para k > 2. Para el caso k = 2, la sucesion
exacta es

5 0o (S) I m(Sn) 25 Z 7z — 0 — 0.

Del Teorema anterior sabemos que hs es isomorfismo, luego hy = 0y hy es
suprayectiva. Utilizando la exactitud, concluimos que h; es isomorfismo. [



Capitulo 3

Contractibilidad de S(n)

Comenzamos mencionando que no logramos demostrar que S(n) es con-
traible, pero creemos que se realizé un gran avance. Decidimos realizar este
capitulo para exponer los resultados obtenidos y las dificultades con las que
nos encontramos al intentar demostrar esta propiedad de S(n).

Este capitulo esta dividido en 4 secciones. En la Seccion 1 probamos un
teorema que brinda una condicién para que la uniéon de abiertos tenga grupos
de homotopia triviales. En la Seccién 2 demostraremos un resultado sobre
intersecciones de los conjuntos D;(n). En la Seccién 3, se explica a detalle el
impedimento técnico que nos evité probar que los conjuntos D;(n) satisfacen
las hipotesis del teorema de la primera seccion. Por ultimo, en la Seccién 4
mencionamos las implicaciones que tendria que los D;(n) satisfaciéran dichas
hipétesis.

Cabe senalar que aqui utilizaremos algunas herramientas de Topologia
Algebriéica clasica, como lo son las sucesiones de Mayer-Vietoris, el Teorema
de Hurewicz, algunos resultados sobre grupos homotopia superiores y un
resultado sobre haces fibrados. La referencia general para la teoria utilizada
en este capitulo es [12].

3.1 Uniones con homotopia trivial

En esta seccion demostramos un teorema que nos brinda un criterio para
saber si la union de abiertos con grupos de homotopia trivial tiene grupos
homotopia trivial, este resultado es véalido sobre cualquier espacio topoldgico
en general (basta que se puedan definir los grupos de homologia y homotopia).
Cabe mencionar que no se encontré en la literatura ninguna referencia para
dicho teorema, por lo que creemos que forma parte de las aportaciones orig-
inales de esta tesis.

31
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Teorema 3.1. Si Vi, V5, ..., V,, C X son abiertos conexos por trayectorias,
tales que X = J._, Vi y para todas i € {1,2,...,n} y k> 1, m(V;) =1, si
ademds para todo I C {1,2,...,n}, la interseccion (\,c; Vi es no vacia, coneza
por trayectorias y m,((;e; Vi) = 1 para toda k > 1, entonces m,(X) = 1 para
toda k > 1.

Demostracion: Procederemos por induccién sobre el niimero de abiertos.
Para n = 2, tenemos X = V; U V5. Por hipdtesis tenemos que m (V) =
m (Vo) = 1y Vi N V4 es conexa por trayectorias, por el Teorema de Van
Kampen (V3 UV;) = m(X) = 1. Utilizando las hipétesis en el dltimo y en
los primeros dos términos de la j-ésima parte de la sucesion de Mayer-Vietoris

o= Hy(VinVy) = Hy(Vi) & H;(Va) — H(ViuVa) — H; o (VinVa) — -+

concluimos que para todo j > 2, H;(X) = 1. Usando el Teorema de Hurewicz
se concluye que m(X) = 1 para toda k > 2.

Supongamos que el resultado es valido para n — 1.

Si X' = U;:ll V; € X, entonces X’ cumple las hipdtesis del teorema.
Luego, por hipdtesis de induccidn se sigue que m(X') = 1 para k > 1.

El conjunto X' NV, = = (V;NV,), es unién de n — 1 abiertos conexos
por trayectorias, tales que para todoi € {1,...n—1} yk > 1, (Vi N V,) =
Lysi I C {1,2,...,n — 1}, entonces (),.;(V; N Vi) = (Nicsyqmy Vi s 1o
vacio, conexo por trayectorias y tienen sus grupos de homotopia triviales.
Usando nuevamente la hipétesis de induccion, tenemos que para toda k > 1,
(X' NV, =1.

Utilizando estos resultados en el tltimo y en los primeros dos términos
de la j-ésima parte de la sucesion de Mayer-Vietoris

n—1 n—1 n n—1
H;(Uvnva) = H(U V)@ H;(Va) = H (V) = B ((J Vi) nva)

i=1 i=1 =1 =1
concluimos que para toda k > 1, Hy({J!_, Vi) = Hx(X) = 1.

Por hipétesis sabemos que m (/' Vi) = m(V,) =1y (UZvi)nv, =
U;:ll(‘/; N V,) es conexo por trayectorias, ya que cada uniendo lo es y
Ni_, Vi # 0. Por lo tanto Wl((U?;ll V;) U Vn) =m(X)=1

Finalizamos la demostracion utilizando el Teorema de Hurewicz en X. [

Notese que en la demostracion de este teorema es crucial el hecho de que
los subconjuntos V; son abiertos, esto esto nos permite usar el Teorema de
Van-Kampen y la sucesién de Mayer-Vietoris sobre ellos y uniones e inter-
seccion de ellos.

El procidimento que se siguié para intentar probar que S(n) es contraible,
consiste en tratar de encontrar conjuntos abiertos que satisfagan las hipdtesis



3.2 - PROPIEDADES DE LA INTERSECCION DE D;(n)'s 33

de este teorema. Aunque no se logragon encontrar conjuntos abiertos, el resto
de este capitulo se centra en probar que los conjuntos (que no son abiertos
ni cerrados) D;(n) satisfacen las hipotesis del Teorema 3.1.

3.2 Propiedades de la interseccién de D;(n)’s

El teorema principal de esta seccion muestra una propiedad que tiene la
interseccién de conjuntos D;(n). En la demostracién de dicho resultado se
realizaran construcciones rebuscadas, es por ello que al final de la seccion, se
calcula un ejemplo que ilustra los pasos realizados en la prueba.

Teorema 3.2. Paratodo I C {3,4,...,n}, existe un conjunto W C (\;c; Di(n)
tal que W es retracto por deformacion de (),.; Di(n) y W es homeomorfo a
Sy(n—1|J|), para algun J C I.

el

Demostracion: Dividiremos la demostracion en 5 pasos. En los primeros 3
supondremos que I = {3,4, ..., k} con k par.
Paso 1: Eleccidon del valor t .

Fijemos Z = (0,1, 23, 24, ..., ) € [);e; Di(n). Para cada j € {3,5,....k —
3,k — 1} llamamos p;: [0,1] — C a la funcién p;(t) = (1 —t)zj11 +tz;1 ¥
tj = sup {zj43p;(t) C cl(Z)} y tior = sup {zpr1pm—1(t) C cl(Z)}

t€[0,1] te(0,1]
Paratoda j = {3,5,..., k—1}, t; > 0 pues z;131,;(0) = Z;73Z,41 que es interior
a Z y por lo tanto, para e suficientemente pequeno, z;y3/;(e) también es
interior. Luego tz = min{ty,t3, ..., tx_1} también es positivo.

Si f: (Nyer Di(n) = (0,1] es la funcién f(Z) = tz, (a,b) C (0,1] es un
abierto y Zy € (\,c; Di(n) es tal que f(Zy) = 10 € (a,b), entonces ry se
alcanza en algunos vértices de Z,. Es claro que podemos tomar un polidisco
Up centrado en Z; y con radio suficientemente pequeno, para que f(n(Uy)) C
(a,b). Concluimos que f es continua.

Paso 2: FEleccion del conjunto V.
Consideremos la funcién G: [0,1] x (,c; Di(n) — (N;e; Di(n), tal que
(87 [07 17 R3y R4y Z5y 26y +eey Zn]) =

( {Oa 17 %((% - 5>Z3 + 3“3(%))7 R4y R5y BBy +oes Zn] s € [07

2
k
{07 17#3(%)7 24, %((% - 8)25 + (S - %)M5(t7z))7’267 ooy Ry s € [%7%

\ {O’ 1’N3(t72)’ ot g((l o S)Zkfl + (S - %)/’kal(%))72k7zk+la "'7Zn] S € [%,
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G mueve uno por uno, linealmente y en orden los vértices {z3, ..., zx_1} hacia
los puntos {p3(*2), ,u5( ), s te—1(%£)}. La funcién G tiene las siguientes
propiedades:

e Es continua en cada coordenada pues la eleccion de t; es continua.
Ademas, pega bien en los limites de la divisién de [0, 1], por lo tanto G
es continua.

e G es la identidad en (),.; D;(n) y para todo s € [0,1], G se restringe
a G1(N;e; Di(n))) como la identidad.

e Paratodos Z € (),.; Di(n)y s € [0,1], Gs(Z) € (;; Di(n). Escogemos
zj € Z con j < k. Si j es impar, entonces z; es fuerte-deformable para
todo s, ya que la diagonal Z; 217,11 no se mueve en todo el proceso. Si j
es par, entonces z; es fuerte-deformable para s € [0, £2] ya que en este
tiempo no se mueve la diagonal Z; 12;;7. Para s € [ k2, 1], el tridngulo

(2zj—1, 1tj—1(*), zj41) esté contenido en cl(Z), luego el segmento de zj4

a®((L—s)zj_1+(s—L2)pj—1(*2)) es diagonal interior de G,(Z) y por

lo tanto z; es fuerte-deformable. Por tltimo, si s € [%, 1], entonces el
triangulo (pj-1(%), zj11, tj+1(%)) esté contenido en cl(Z), de manera

que z; se mantlene fuerte-deformable.

Concluimos que G es un retracto por deformacién de (),.; D;(n) en el

espacio W := G1(N;c; Di(n)).
Paso 3: W es homeomorfo a un S;(n — |J|).
La funcién g: W — Syz5. k13 (n — %) tal que
ty ty
0,1 = ooy 1 (=
[7 7”3(2)7247 y Mk 1(2
tiene las siguienes propiedades:

el

)y 2y ooy Zn) 2 [0, 1, 23, 24, coes Zho1, Zhy -oes Zn)s

e g es continua - Se sigue de que la eleccién de tz es continua (Paso 1).

e g es sobre - Basta notar que todo Z € Sgs. k-13(n — %2) tiene un
tz asociado, por lo que el poligono Z’ € G, (ﬂzd i(n )) que tiene los

vértices {23, ..., 2zk—1} de acuerdo a la construccién anterior, cumple que

g(Z') = Z.

e g es inyectiva - Dado Z € (,.; D;(n). Supongamos que t; < 1, en-
tonces zjs3u;(t;) N Ly # 0. Si oz € zjpap(t;) N L es el vértice en
la diagonal z;3p;(t;) més cercano a zji3, entonces el angulo interior
en z es mayor que 7 (t; es minimo) y por lo tanto, z no puede ser
fuerte-deformable. Esto prueba que tz depende sélo de los vértices
{22, 24y -y 2y Zkt1, -, Zn }, lOS cuales quedan fijos por g.
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e g es homeomorfismo - Ya que g~ '(Z) lleva los vértices {23, Zs, ..., Zr_1}
en los puntos construidos anteriormente, por lo tanto es continua.

Asi terminamos el resultado para el caso I = {3,4,...,k} con k par.

Paso 4: Caso I ={3,4,....,k} con k impar.
Para cada j € {3,5, ...,k — 2}, hacemos p;(t) = (1 —t)zj41 +tzj_1 y

tj = sup {zj35(t) C cl(2)},
te(0,1]

i.e. calculamos t; justo como en los primeros k — 3 vértices del caso k par.
De manera andloga que en el Paso 1, t; > 0, t; = min{ts, t5,...,t52} >0y
la funciéon que para cada Z elige tz es continua.

La funcion G': [0, 1]x(;c; Di(n) = ;e Di(n) que mueve {zs, ..., zp—2, 2},
uno a uno y en orden hacia {u3(*2), us(*2), ..., pw—2(*%), Z,}, es nuevamente
un retracto por deformacién de (., Di(n) en Gy ((,c; Ds(n)) (la demostracién
es igual que en el Paso 2).

Nétese que en este caso, G movié al ultimo vértice al punto medio de
Zr_12k+1- Es facil notar que esto asegura que z,_; es fuerte-deformable para
todo tiempo. Ademds, de esta forma tenemos que si k = 3, entonces G sélo
deforma z3 en Zs.

Es claro que la paridad de k no influye en la demostracion de el Paso 3.
Por lo que el resultado también es vélido para I = {3,4,...,k} con k impar.

Paso 5: Caso general I C {3,4,...,n}.

Primero notemos que para el caso {z, zi41, ..., zi4x } se puede proceder de
manera completamente andloga a los casos anteriore, ya que en las demostra-
ciones es irrelevante que comencemos en el vértice zs.

En este caso I = U;n:1 A;con A; ={l;,l;+1,...,l; + k;}, de manera que
A;NAj; =0, entre Aj y A+ hay al menos un vértice no fuerte-deformable
que los separa y las A; estan acomodadas de manera ciclica (i.e. en el orden
de los vértices, después de A; sigue Ajq).

Fijemos Z € (),c;Di(n). Procediendo de manera andloga a los pa-
sos 1 0 4 en cada A; (dependiendo de la paridad de |4;|), obtenemos un
nimero 4, > 0 que es el tiempo minimo en el bloque A;. Luego t; =
min{ta,,ta,,...,ta,, } > 0 es el tiempo buscado para Z. Nétese que la funcién
Mic; Di(n) = (0,1], Z — t; es minimo de funciones continuas y por lo tanto
es continua.

La funcién G: [0,1] x (,c; Di(n) = ;s Di(n), que dependiendo de la
paridad de |A;|, deforma los vértices de cada bloque A; y lo hace de mane-
ra creciente sobre los A;, es un retracto por deformacién de (1),.; Ds(n) en
G1(Nje; Di(n)) (la demostracion es igual que en el Paso 2).
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Por tultimo, si J C [ es el conjunto de vértices que fueron deformados
por G, entonces W = G1(;c; Di(n)) es homeomorfo a S;(n — |J]). El
homeomorfismo se construye de manera analoga al Paso 3. O

Para ilustrar las construcciones elaboradas en la demostracion realizare-
mos un ejemplo.

Ejemplo 3.3. Los pasos de la demostracion del Teorema 3.2 aplicados a un
Zo € Nieg Di(n), con I = {3,4,5,9,11,12,13,14,16, 17, 21,22, 23, 24,25, 28}.

El poligono Z, que utilizaremos se muestra en la Figura 7. Es facil no-
tar los vértices 23, 24, 25, 29, 211, 212, 213, 214, 216, 217, 221, 222, 223, 224, 225, Z28 SOI
fuerte-deformables en Z.

En la Figura 8, se muestran en lineas punteadas las diagonales internas
pi(t) que se utilizan en el Paso 1 de la demostracién, recordemos que los
vértices correspondientes a dichas diagonales son los que se van a deformar.
También en la Figura 8, se muestra el punto X € p9;([0, 1]) donde se alcanza
el valor tz,.

Como menciona el Paso 2, los vértices seran deformados hacia los puntos
pi(tz,/2) a excepcién de los vértices aislados y los dltimos en una cadena
impar, que se deformaran al punto medio de sus aristas. La Figura 9 muestra
el poligono Z|, que se obtiene al deformar los vértices de Z; de acuerdo al
patrén mencionado.

221 217 16

214
222

220 218
226 210 c13
227

223 28 29

- % 212
224 z <6 23

228
225 211

FIGURA 7: El 28-4gono Z, que utilizaremos como ejemplo. Notar que los vértices
23, 24, 25, 29, 211, 2125 213, 214, 216, 217, 221, 222, 223, 224, 225, 228 son fuerte-deformables.

Este ejemplo muestra la contruccién esta realizada de esta manera, para
lograr que para todo t € [0,1], el poligono Gy(Z,) pertenezca a N;c;D;(n)
con I ={3,4,5,9,11,12,13,14,16, 17,21, 22,23, 24, 25, 28}.
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Una observacion sencilla, es que si Z es un poligono convexo, entonces
t; = 1y por lo tanto la construccion deforma todo vértice al punto medio
de su arista.

221 z17 216 214
299 S~
~ _ _ -~ \
/ e =~ X1 \
— _ \?20 z
j 226 e B VN3
/ / 227 A \
| / - ™. \
223 / \ 28— — 9 > o \
/ \ ™
by \ 5 24 ) 2
b/ \ “/ .
L/ -
24 \ 2 ZG// 23
Z28 \ y 211
225 \ ,
0 1

FIGURA 8: Las lineas punteadas, son las diagonales p; de los vértices de Zy que van
a ser deformados. El punto X es donde se alcanza tz,.

217

214

FIGURA 9: Poligono Z, que se obtiene como imagen de la deformacién G.

3.3 Parejas escisivas

La herramienta clave en la demostracién del Teorema 3.1 fue la sucesién de
Mayer-Vietoris, que se utiliza sobre una pareja de subconjuntos de un espacio
X. Resulta que esta sucesién exacta no se puede usar con cualquier pareja
de subconjuntos, en esta seccién, mencionamos cierto tipo de parejas sobre
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las que si es posible utilizar Mayer-Vietoris. Aqui, también mostraremos dos
subconjuntos de S? sobre los cuales no es valido usar la sucesién de Mayer-
Vietoris.

Definicién 3.4. Se dice que una pareja (X1, Xs) es escisiva si la inclusion
i (X1, X1 NXs) = (X5 U X, Xo) es tal que para toda k, el homomorfismo
asociado iy : Hi(X1, X1 N Xe) = Hip(X7 U Xy, Xs) es un isomorfismo.

Algunos ejemplos de parejas escisivas son:

1. Parejas (X7, X5) donde Xy C X; o X; C Xs. En el primer caso
X1NXe =X,y X;UXy = Xy, por lo tanto la inclusién i: (X, Xs) —
(X1, X3) es la identidad. En el segundo caso X1 NXs = X, XU Xy =
Xy y la inclusién i: (X7, X;7) — (X3, X32) induce isomorfismo, ya que
para toda k, los k-ésimos grupos de homologia en ambos casos son
triviales.

2. (X1, X5) tales que X7, Xy C Y son abiertos.
3. (X1, X3) con X7, Xy C Y tales que Y = X7? U X5,

4. Parejas (X, X2) donde X, X5 son retractos por deformacion de abier-
tos Uy, Us v X1 N X5 es retracto por deformacion de Uy N Us.

Las demostraciones de los ejemplos 2 y 3 se siguen del Teorema 4.14 [22,
pag. 178]. Para el ejemplo 4, ver [12, pag. 150].

Las parejas escisivas son utiles por que con ellas podemos usar la sucecion
de Mayer-Vietoris [22, pdg. 189]. De hecho, si en el Teorema 3.1 pedimos que
los Vs y sus intersecciones formen parejas escisivas, entonces la demostracién
se seguiria de manera andaloga.

Ejemplo 3.5. Una pareja que no es escisiva.

Consideremos los conjuntos Xy = {(z,y,2) € S | 2 > 0} y X; = A; U Ay
donde

Ar={(z,y,2) €§" |2 <0} y Ay ={(z,y,0)€S* [y <O}

Claramente X; y X5 son contraibles, X; U X, =S?y X1 N X, = 4y, = (0, 1).

La inclusién 7: (X1, A3) — (S% X3) no puede inducir isomorfismos en
homologia, ya que la pareja (X, As) tiene homologia trivial (pues el cociente
X1/A; es contraible) y la pareja (S?, X3) tiene la homologfa de S%. De hecho,
si intentamos aplicar Mayer-Vietoris, en grado 2 obtenemos la sucesion

o Hy ((0,1)) — Ha(X0) @ Ha(Xs) — Ha(S2) — H,y ((0,1)) — - --
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que no puede ser exacta por que Hy(S?) ~ Z y los otros grupos son triviales.

Procedemos a demostrar que los D;(n) no satisfacen ninguna de las condi-
ciones que se mencionan en los Ejemplos 2, 3 y 4:

e Como se ilustra la Figura 7, los D;(n) no son abiertos.

e Con los D;(n) se cumple que Df(n) U Dj(n) C Di(n) UD;(n), ya que
claramente los poligonos en S;;(n — 2) no pertenecen a la unién de los
interiores pero si a la unién de los conjuntos.

e De la Proposicién 2.7 sabemos que D;(n) es retracto por deformacién
del abierto T;(n), pero 7;(n)N7T;4+1(n) no tiene como retracto por defor-
macion a D;(n) ND,41(n). Para verificar esto, basta tomar un poligono
con dos vértices deformables (pero no fuerte-deformables) consecutivos,
que no se puedan hacer fuerte-deformables.

e El abierto 7;(n)N(D;(n) N D;11(n)) C Di(n)ND;41(n), no tiene a D;(n)
como retracto por deformaciéon. La Figura 10 muestra un 10-4gono que
pertenece a T3(10) N (D5(10) N D4(10)) para el cual la restriccién de la
retraccion de la Proposicion 2.7, se sale de D3(n) N Dy(n).

FIGURA 10: Poligono en 73(10) N (D3(10) N D3(10)) para el cual la restriccién
de la retraccién de T3(10) en D3(10) se sale de D3(10) N Dy (10).

Cabe mencionar que no usamos los abiertos 7;(n) por que para ellos no
tenemos un resultado andlogo al Teorema 3.2. De hecho, al intentar probar
con los 7;(n) un resultado andlogo a dicho Teorema, no logramos el Paso 3,
ya que la funciéon g mencionada alli, no necesariamente seria homeomorfismo
en este caso.
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3.4 S(n) es contraible.

Aqui trabajaremos bajo la suposicion de que podemos usar Mayer-Vietoris
en los D;(n)'s y en intersecciones de ellos. El objetivo de esta seccién es
mostrar los avances que tendriamos en caso de que este hecho fuese cierto.
Los resultados seran marcados con un asterisco para recalcar que no se deben
tomar como totalmente verdaderos.

Teorema 3.6. (*): S(n) es contraible

Demostracion: Procederemos por induccion sobre n. El Ejemplo 1.10 mues-
tra que el resultado se vale para S(3). Supongamos que el resultado es valido
para todo k < n. Demostraremos que los conjuntos D;(n) con i € {3,4,...,n}
satisfacen las hipotesis del Teorema 3.1.

e Sabemos que los D;(n) son conexos por trayectorias y S(n) = J,_; Di(n).

e Para todo I C {3,4,...,n}, Nic;Di(n) # O pues el poligono regular
pertenece a todas estas intersecciones.

e Recordemos que la funcién G: [0, 1] x Ds(n) — Ds(n) tal que
(¢,[0,1, 23, 24, .oy 2]) = [0, 1, (1 — )23 + 23, 24, ..., Zn),

es un retracto por deformaciéon de Ds(n) en Sz(n — 1). Por hipdtesis
de induccién, Ds(n) es contraible. Analogamente D;(n) es contraible
para toda j € {3,4,...,n}.

e Del Teorema 3.2, se sigue que N;e;D;(n) es conexo por trayectorias y
que para toda k > 0, 7 (NierDi(n)) = 1.

Usando el Teorema 3.1 concluimos que 7 (S(n)) = 1 para toda k > 0.
Como S(n) C CP"? es una variedad (es abierto), el Corolario 1 en [19]
nos dice que tiene el tipo de homotopia de un CW-complejo. Luego, por el
Teorema de Whitehead [12, pag. 346], concluimos que S(n) es contraible. [

Corolario 3.7. (*): Las componenetes de S(n) C C"* son homeomorfas a

S(n) x (C x C*).

Demostracion: Recordemos que n: C" — {(z,2,...,2)} — CP" % es un haz
fibrado con fibra C* x C (ver Observacién 4, Seccién 1.3). Por el Teorema
3.6, el haz fibrado dado por la restriccién n: n71(S(n)) — S(n) tiene base
contraible. El resultado se sigue de que todo haz fibrado sobre un espacio
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contraible es homeomorfo al producto de la base del haz con la fibra (Teorema
9.9 en [14, pag. 52]). O

Hasta ahora tenemos que S(n) C CP"~2 es un abierto contraible, pero:
.Serd 8(n) homeomorfo a R#"~4?

La conocida vairedad de Whitehead es un ejemplo de un abierto contraible
contenido en R? que no es homeomorfo a R? [26]. Dicha variedad, muestra
que la respuesta a la pregunta anterior no es obvia. A continuaciéon damos
respuesta al caso n = 4:

Proposicién 3.8. S(4) = R%.

Demostracion: Para que un punto [0, 1, z3,24] € Ly pertenezca a S(4), es
necesario que zz = z3 + iy3 pertezca a C — {z € R | x < 1}. Una vez que z3
es escogido, tenemos las siguientes 3 posibilidades para z4:

1. y3 > 0 - 24 debe pertenece a la misma regién que el —1 al dividir el
plano con las siguientes lineas:

D23 | A<0} U 0L U 123 U {dz3]A>1}.

2. y3 = 0 - Claramente z, debe pertenecer al semiplano superior.

3. y3 < 0- z4 debe pertenecer a la region delimitada por el rayo de niimeros
reales mayores que 1 y el rayo que emana de 1 con pendiente x;’i Ty
esta contenido en el semiplano superior.

Es claro que las lineas que se mencionan en cada caso, no son posibles
valores de z4. De manera que en los 3 casos las regiones son homeomorfas a
discos abiertos.

La funcién f: S(4) - C—{x € R | x < 1}, f([0,1, 23, 24]) = 23 es un
haz fibrado con fibra un disco. Como C — {z € R | z < 1} también es
homeomorfo a un disco, S(4) es un haz fibrado con fibra un disco y base un
disco. Por Teorema 9.9 de [14, pag. 52], concluimos que S(4) es homeomorfo
al producto de dos discos y por lo tanto a R*. O

Esta proposicion y el Ejemplo 1.10 nos hacen pensar que lo mismo vale
para el caso general, por lo tanto mencionamos nuestra primera conjetura:

Conjetura 1.- S(n) = R*4,



42



Capitulo 4

Poligonos sin etiquetas en los
vértices

Recordemos que estamos identificando puntos de C" con poligonos en C
mediante la asociacion

(21,22, oy 2n) «— {Z122 UZoz3 U - - - U Z 12, U Zp 21}

Por el orden natural que tienen las coordenadas en C", dichos poligonos
tienen sus vértices etiquetados. Al dividir por la accion de Ac y pasar al
proyectivo CP"~2, consideramos a los poligonos médulo rotaciones, trasla-
ciones y homotecias pero ain con etiquetas en sus vértices.

En este capitulo, estudiaremos las implicaciones que tienen los resultados
probados hasta ahora sobre el espacio de poligonos simples en el espacio de
poligonos sin etiquetas en sus vértices, el cual denotaremos con P(n).

Para estudiar el espacio de poligonos con vértices sin etiquetas, dividimos
este capitulo en tres secciones. En la primera estudiamos la funcién que
reenumera los vértices de un poligono y algunas de sus propiedades, en la
segunda definimos el espacio P(n) y calculamos P(3) con todo detalle. Por
ultimo, en la tercera seccién estudiamos las propiedades topoldgicas que P(n)
hereda de los resultados demostrados en los Capitulos 2 y 3 y damos una
descripcién de la topologia de P(n) al rededor del poligonos regular.

Cabe mencionar que para algunas pruebas de este capitulo necesitare-
mos herramientas clasicas de Geometria Riemanniana, las cuales se pueden
consultar en [7].
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4.1 Funcion de cambio de enumeracion

Para cambiar la enumeracién en los vértices de un poligono, consideraremos
la accién del isomorfismo lineal §: C* — C™ tal que

(21, 29, 235 ooy Zn1, Zn) > (22, 23,5 oy Zn1, Zn, 21)-

Es claro que 0 reenumera al poligono (21, 29, ..., z,) comenzando ahora en el
segundo vértice. Este isomorfismo tiene las siguientes propiedades:

a) 0™ = idgn, por lo tanto el grupo generado por 6 ((8)) es el grupo ciclico
de orden n.

b) Si Z,W € C", entonces Z y W estdn relacionados si y sélo si 5(Z) Y
(W) también lo estdn - Es claro por que la accién de Ac en C” es por
entradas.

c) 5 es una isometria del prducto hermitiano asociado a la forma de drea
(ver Seccion A.2, Apéndice A) y del euclideano - Los productos men-
cionados respectivamente son:

n n

7
(Z,W)a = 1 ;(zkwk—i—l — Zewy) y (Z,W) = ; 2 Wy,

donde Z = (21, 22, ..., 2n), W (w1, w wy,). Usando la expresién de 5

es facil ver que (Z, W) 4 = ( 235 ))Ay<z,w>=<5(2),5(w».

Proposicién 4.1. §: C* — C" define el biholomorfismo' §: CP"~2 — CP"2
tal que (21, 22, ..., 2n] ¥ [22, .., 20, 21]-

Demostracién: Recordemos que n: C"—{(z, 2, ..., )} — CP"2 es la funcién
de paso al cociente (Seccién 1.3). De la propiedad b) se sigue que existe
funcién biyectiva 6: CP"2 — CP"2 tal que § o = 5o 4. Por demostrar
que ¢ es holomorfa.

La accién de ¢ sobre los representantes del abierto Uy = {[0, 1, 23, ..., 2,]} C
CP" 2 se ve de la siguiente forma

24—1 Zn—l -1

§5([0,1, 23, 24, s 2a]) = |0, 1, :
([ 3 2 Z]) 23—1 23—1 23—1

!Funcién holomorfa y con inversa holomorfa.
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Notar que los representantes {[0,1,1, zy, ..., z,]} son enviados fuera de Us.
Expresando esta accién en la carta ¢ : Uy — C"2 (ver Observacién 3, pagina
16) obtenemos

1 z,—-1 1
Pr080¢y : C % — C" 2, (23,24, .., Zn) F> <z4 : )

23—]_,”"23—1’ ]_—2’3
que claramente es holomorfa en el abierto L, — {z3 = 1}. Procediendo
de manera andloga sobre todas las cartas de CP"~2 concluimos que ¢ es
biholomorfismo. O

§: CP"2 — CP"? satisface las siguientes propiedades:

1. SiZ € S(n), entonces 6(Z) € S(n). Denotaremos con § a la restriccion

de §: CP"2 — CP" 2 a S(n).

2. Ze€S8n)estal qued(Z) =2 < Z =R, -Esclaroqueé(R,) = R,.
Si §(Z) = Z, entonces 6%(Z) = Z para toda k, por lo tanto Z tiene
lados de igual longitud y todos sus angulos interiores deben valer (=2

Concluimos que Z es el poligono regular.

3. 8iZe8(n)yl<k<n son tales que 6*(Z) = Z, entonces el nimero
k= min{k | 6*(Z) = Z} divide a n y por lo tanto el subgrupo (6%2)
fija a Z - 6%z (Z) = 6%z (6*2(Z)) = Z, andlogamente 6"z (Z) = Z. Por
ser k, minimo, existe [y tal que lok, = n.

4. Para todo divisor k de n, eviste Z € S(n) tal que 6"(Z) # Z para
1 <1l <kuyd®Z) = Z - Supongamos que lok = n, entonces basta
tomar Ry y marcar [p — 1 puntos equitativamente distribuidos en cada
arista. La Figura 11 muestra dos ejemplos.

29 28 27 29

21 26 <1 Z8

Z1 26
2192 zZ4

1 3 0 1 23 2z 2

FIGURA 11: En el primer 12-4gono se satisface que 62 es la identidad.
En el segundo se cumple que 6* es la identidad.

Teorema 4.2. La diferencial de 6 en el poligono reqular (Dg,d) es conjugada
a una matriz diagonal con entradas e*™/m, eSTin . e2n=2)mi/n 2n—l)mi/n
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Demostracion: En esta demostracion utilizaremos la siguiente base de C”
(ver [18, Proposicion 3])

/B = {Pk — (]., 627rik/n7 (627Fik/n)2 e (627rik/n)n_1)}z:0 .

Notar que para toda n, Py = (1,1,...,1) y P, = R,. Los productos (con
respecto al producto euclideano en C") entre estos poligonos son

n—1
2ri(k=1) n si k=1
B P1) = Z_%( ) —{0 sik#1

2mi(k—1) , . . .
el caso k # [, se anula por que e~ »  es raiz n-ésima de la unidad distinta

de 1 y por lo tanto anula al polinomio 2"~ ! + 2""2 + ... + z + 1. Concluimos
que [ es ortogonal.

Es fécil notar que para toda k = 0,1,2,...,n — 1, 6(P,) = e2™*/ P, es
decir, P, es vector propio de & con valor propio ¢2™*/" De manera que 3 es
base de vectores propios para la acciéon de 5.

Trasladando el centroide de los n-agonos al origen, obtenemos represen-
tantes en el subespacio V,, = {(z1,22,...,2n) € C" | 21 + 20 + - - + 2, = 0}.
Noétese que 0 € V,, representa la clase de la linea {(z, z, ..., 2)} € C". Luego,
PcVi, es nuevamente el espacio de poh’gonos modulo semejanza orientada.
{P.}}Z] es base de V,, pues Py € {(z, 2, ..., 2)}. Es claro que V,, es invariante
por la accion de 4.

Es sabido que al proyectivizar Tg,V,, (el espacio tangente a V,, en el
poligono regular), se anula la direccién dada por R,, = P;. Como 3 ortogonal,
el subespacio generado por {F;}?~, es una presentacién de Tg,CP"~2. La
accién de & en esta presentacion del tangente, se corresponde con la accién
de Dg,§ en Tr,CP" 2 (basta tomar la expresién de la accién en la carta
¢o: Uy — C"2 que se calcula en la Proposicién 4.1). Concluimos que Dg, §
es conjugada a la matriz

en 0 0
0 en 0
A, =
2(n—1)mi
0 0 - e = -

Notar que para este resultado es importante tomar la diferencial en el
poligono regular, ya que este es fijo por la accién de ¢ y pertenece a la base
[ mencionada en la demostracién. Si tomaramos otro elemento de 3 (todos
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son fijos por la accién de §), entonces tendriamos un resultado anédlogo a este
teorema pero con distintos valores y vectores propios.

4.2 Definicién y caso n =3

Ahora estamos listos para definir los espacios de poligonos con vértices que
no estan etiquetados.

Definicién 4.3. Sin > 3 entonces

a) A P(n) = CP"2/(d) le llamaremos espacio de n-dgonos sin etiquetas
en los vértices modulo semejanza orientada. Denotaremos con ¢ a la
proyeccion cociente CP"~2 — P(n).

b) A P(n) = S(n)/(6) lo llamamos el espacio de poligonos simples sin
etiquetas en los vértices modulo semejanza orientada. Denotaremos
con o a la restriccion de 6: CP"? — P(n) a S(n) — P(n).

Observaciones de la definicion:

1. Si Z € CP" 2 es tal que §%(Z) = Z para algiin 1 < k < n, entonces
&(Z) es una singularidad en P(n).

2. De las Propiedades 3 y 4 de § se sigue que para ¢ primo, la proyeccion
0:8(q) —{R;} = P(q) — {o(R,)} es funcién cubriente.

3. Los espacios P(n) y P(n) tiene una estructura de buen orbifold, pues
son cocientes de una variedad por un grupo finito [3, Cap. 3.

4. Por la Propiedad ¢) de la seccién anterior, la métrica de Fubini-Study
que se explica en la Seccién 1 del Apéndice A, baja a P(n).

5. El producto asociado a la forma de area que se explica en la Seccion 2
del Apéndice A, baja a P(n). Cabe mencionar que éste no baja a P(n)
por que aqui existen poligonos con area 0.

Ejemplo 4.4. El caso n = 3.

La accién de ¢ en la linea Ly se ve de la forma [0,1,z] — [0,1,:=]. De

manera que en CP!, § intercambia los circulos que se muestran en la Figura
T 10im

11 (la linea entre €3 y e 6", determina un circulo en CP?). El cociente P(3)

es topologicamente una esfera. El eje real de L3 determina un circulo en
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P(3) y los semiplanos superior e inferior de L3 determinan los hemisferios.
La Figura 11, muestra una forma de obtener a P(3) como un pegado de
semicirculos.

En este caso la métrica de Fubini-Study en CP! coincide con la métrica

esférica en S? (ver Seccién 1, Apéndice A), de manera que P(3) admite geo-
] 10im

metria esférica. En dicha geometria, los puntos o(e%) y o(e™s ) son singu-
laridades cénicas [25, P4g.523] de dngulos cénicos iguales 2%, por lo que P(3)
es como un “balén de fatbol americano”.

En este caso, S(3) junto con el producto asociado a la forma de drea es el
Plano Hiperbdlico (ver Seccién 2, Apéndice A). P(3) es el disco que corres-
ponde al hemisferio superior de P(3). Ademads, como 112 es una isometria
hiperbdlica, P(3) admite geometria hiperbdlica. En esta geometria, el punto

21
5

s . . Ja s Ja
o(e3) es una singularidad cénica de éngulo conico

FIGURA 11: Circunferencias de CP! que corresponden a los tridngulos iséceles y
son intercambiadas por . Una regién fundamental para la accién, estd dada por

los semicirculos con extremos e's y etE" que pasan por 0 y 1. Dichos semicirculos
se identifican por la reflexién en la recta z = 1/2 para obtener a P(3). P(3) se
obtiene identificando las mitades superiores de dichos semicirculos.

4.3 Propiedades topoldgicas de P(n)

En esta seccién, se utilizaran las caracteristicas de 0 demostradas en la
Seccién 4.1 y los resultados de los Capitulos 2 y 3, para demostrar propiedades
topoldgicas que P(n) y P(n) heredan de CP"~2 y S(n) respectivamente.
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Teorema 4.5. P(n) y P(n) son simplemente conezos.

Demostracién. Por ser finito, (§) actia en CP"? de manera propiamente
discontinua. Ademads, (0) fija a R,,. Utilizando el Teorema de Armstrong [1],
concluimos que 71 (P(n)) ~ m(CP*?) =1y m(P(n)) ~m(Sn))=1. O

El siguiente teorema nos brinda una descripcién local de P(n) al rededor
del poligono regular. Cabe mencionar que en la demostracion usaremos ideas
de Geometria Riemanniana clasica.

Teorema 4.6. En P(n) existe una vecindad U de o(R,,) homeomorfa a un
cono sobre S*" 70 /A2

Demostracion. Si g'® es la métrica de Fubini-Study en CP"~2 (Seccién 1 del
Apéndice A) y v € Tg,S(n), entonces g-%(v,v) = g.°(Dg,d(v), Dg,d(v)),
por lo que Dy, & preserva las esferas de nivel B, := {v | g 5 (v,v) = s}. Por
el Teorema 4.2, concluimos que el cociente Tr S(n)/Dg, 0 es homeomorfo al
cono sobre S?" 70 /A,,.

Demostraremos que esta estructura de cono se puede bajar sobre una
vecindad suficientemente pequena del poligono regular. Para ello utilizare-
mos la distancia asociada a g/ ([7, pag. 146]), la cual denotaremos con
drs: S(n) x S(n) — R.

Como § es isometria de (CP"2, ¢g'%), también lo es de (CP""2 dpg).
Luego, para todos Z € S(n) y 1 < k < n, se cumple

dps(Ry, Z) = dps(6"(Ry),6"(2)) = dps(Rn, 6"(2)),

es decir, los poligonos de la érbita de Z equidistan del poligono regular.
Si expr, : (Tr,S(n),g5%) = (S(n),dps) es el mapeo exponencial de g**
en el poligono regular, entonces existe r > 0 tal que en la vecindad

U=1{veTgSnh)| gf:f(v,v) <r},

expp, esisometria [7, pag. 65]. De manera que sis < r, entonces expp, (Es) =
{Z € §(n) | dps(R,,Z) = s} =: E, son los conjuntos de nivel de dpg en
S(n). Concluimos que para toda s < r, Fy es homoemorfo a S?"7° y es
invariante por la accién del grupo (0).

Es claro que § manda la geodésica de condicién inicial vy € Tg,S(n)
en la geodésica de condicién inicial Dg, d(vg), por lo tanto se cumple que
0 o exppr, = expg, © Dg, 0. Luego, para toda s < r,

Es/<5> = ES/DRn(S = ES/ATL o~ SQn—5/An

2Es decir, ((S*"75/Ay) x [0,1]) /{(z,0)}.
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donde el primer homeomorfismo esta dado por el mapeo exponencial, el se-
gundo por que Dg, 4§ es semejante a A, (Teorema 4.2) y el tercero por que
E, es homoemorfo S?"75. .

La vecindad buscada es U = o(exp(U)) C P(n). O

El Ejemplo 4.4 muestra que P(3) y P(3) son topoldgicamente la esfera y
el disco respectivamente. Ahora veremos que n = 3 es el inico caso en que
P(n) y P(n) son variedades.

Corolario 4.7. Sin > 4, entonces P(n) y P(n) no son variedades.

Demostracion. Existen los siguientes dos casos a considerar:

Caso 1: n es primo.
Por la Observacion 2 de la seccion anterior, la restriccién de o a una esfera
de nivel FEy es cubriente luego, m(Es/ < 6 >) = Zy,.

Caso 2: n no es primo.

Si rd = n con d es el divisor mas pequeno de n (distinto de 1), entonces
§" tiene puntos fijos en E, (pues e n" tiene puntos fijos en $2*~%). Usando el
Teorema de Armstrong [1], concluimos que 71 (Fs/ < 0 >) = Z,.

En ambos casos es claro que (Es/ < 0 >) no es una esfera, por lo tanto
el cono sobre dicho espacio no es una bola. O

Para la demostracion del tdltimo resultado de esta seccion, necesitaremos
el siguiente lema general sobre variedades contraibles.

Lema 4.8. Sin > 2, M es una variedad contraible de dimension n y p es
un punto interior a M, entonces M — {p} es homotépicamente equivalente a

St

Demostracion. Supongamos que p € 2 C M es una vecindad abierta y
¢: Q— {z € R" | |z| < 1} es un homeomorfismo tal que ¢(p) = 0 (una carta
al rededor de p). Usando el Teorema de Van-Kampen [12, pdg.43] con M,
M — {p} y €, concluimos que 7 (M — {p}) = 1.

Como QN (M — {p}) = S"! x (0,1), entonces la sucesién de Mayer-
Vietoris;

o Hia(M) = Ho(Q0 (M — {p})) = Hi() ® Ho(M — {p}) — Hi(M)---

implica que para toda k, Hy(M — {p}) es isomorfo a H(S"* x (0,1)) =
Hy,(S™1). De manera que la funcién ¢=1: {z € R" | 0 < |z| < 1} = M —{p},
es tal que para toda k, ¢;': Hi(S"') — Hy(M — {p}) es un isomorfismo.
Usando el Teorema de Whitehead [12, pdg. 367], concluimos que ¢! es una
equivalencia homotdépica. O]
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Teorema 4.9. (*)3 Siq > 3 es primo y k < 2q — 6, entonces m(P(q)) = 1.

Demostracion. Del Lema 4.8 tenemos que 7,(S(q) —{R,}) = 1 para k < 2¢—
6. De la Observacién 1 en la seccién anterior, sabemos que o: S(q) —{R,} —
P(q) —{o(R,)} es cubriente y por lo tanto para k > 1, m,(P(q) —{c(R,)}) =
m,(S(q) — {R,}). Luego la sucesién de Mayer-Vietoris;

Hy(U) — H,(U) ® Hi(P(q) — {o(Ry}) = Hip(P(q)) = Hp1(U)

nos dice que H,(P(q)) = 1 para k < 2q — 6.
Concluimos la demostracion utilizando el Teorema 4.5 y el Teorema de
Hurewicz. ]

3Este resultado utiliza que S(n) es contraible.
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Capitulo 5

Espacio de poligonos convexos

En este capitulo se estudian las propiedades topoldgicas del subconjunto de
CP"~2 correspondiente a los poligonos convexos positivamente orientados, al
que denotaremos con KC(n). Contrario a lo que sucedié con poligonos simples,
en este caso si logramos dar una descripcion completa de la topologia del
interior del espacio de poligonos convexos, esto gracias a que ellos tienen
todos sus vértices deformables.

Los temas tratados en este capitulo se dividen en 4 secciones de la sigu-
iente manera: En la Seccién 1, calculamos el interior de IC(n), su topologia
y su estructura diferenciable. En la Seccién 2, otorgamos una lista del tipo
de poligonos que aparecen en la frontera de K(n) y demostramos algunas
propiedades de dicha frontera. En la Seccién 3, se estudia el subconjunto de
CP"~2 que corresponde a los n-dgonos que se degeneran a un segmento, entre
éstos estan los n-segmentos convexos, que son uno de los tipos de n-agonos
que aparece en la frontera de K(n). Por ultimo, en la Seccién 4 se da una
descripcién detallada de la frontera de K(4) y del espacio de 4-segmentos.

5.1 La topologia del interior de K(n)

En esta seccién calculamos el interior de K(n) y describimos su topologia y su
estructura diferenciable. Después, como corolario de estos resultados, damos
una descripcién de la topoldgia y la estructura diferenciable del interior de
K(n) c C".

Lema 5.1. El conjunto K°(n) = {Z € S(n) | para toda i, a; < 7}' es el
interior de KC(n).

La; es el 4ngulo interior de Z en el vértice z; (ver Definicién 1.6).

93
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Demostracion. St W = [wq, ws, ..., w,] € K(n) es tal que para toda i, a; < T,
entonces los segmentos w;_1w;11 son diagonales internas a W. Luego, para
toda 4, el ntimero 7; = min{r,, d(w;, w;_jw;11)}* es positivo. Por lo tanto, la
vecindad de W dada por

n (H Bg(wk)> donde 7 =min{ry,ry,....,mn}
k=1

estd conformada sélo con poligonos de angulos interiores menores que 7.
Es claro que si Z € KC(n) es tal que a; = 7 para algin i, entonces cualquier
vecindad de Z intersecta al complemento de K(n). O

Teorema 5.2. K°(n) es difeomorfo a R*"1.

Demostracion. Procederemos por inducciéon. Como muestra el Ejemplo 1.10,
K°(3) C CP* es el semiplano superior en la imagen de la carta ¢y: Uy — C,
por lo tanto es difeomorfo a R%. Supongamos que el resultado es valido para
toda k < n. Realizaremos la demostracion del caso general en 4 pasos.

Paso 1: Construccion del tridngulo Ayy.
Usando el encaje de la Proposicion 2.1, concluimos que el conjunto

1
Ki(n—1)= { [O, 1, %,w% oW | € K(n) | parai#3,q; < 7r}
es difeomorfo a K°(n — 1). Luego, por hipétesis de induccién, K5(n — 1) es
difeomorfo a R**~% Para todo W = [0, 1, w3, wy, ..., w,] € K3(n — 1) (donde

w3 = 1), definimos el conjunto

Aw ={Z e K°(n)| Z=10,1, z,wq, .., wy] }.

Procedemos a demostrar que independientemente de W, Ay, es el interior
de un tridngulo (puede ser infinito).

Dado W = [0,1, w3, wy, ..., w,] € K(n — 1), llamemos Ry al rayo que
emana de wy con direccién wswy. Existen las siguientes dos posibilidades
para Ay:

1. - [1,00) N Ry = p - Los n-dgonos en Ay, se obtienen tomando al
tercer vértice en el interior del tridngulo (1,p,w,), ver Figura 13.a.
2. - [1,00) N Ry = () - Los n-dgonos en Ay, se obtienen tomando al

tercer vértice del interior de la regién infinita delimitada por [1,00), 1w, y
Ry (tridangulo con un vértice en el infito), ver Figura 13.b.

2Ver definicién de 7, en Teorema 2.2.
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0 1 p

FIGURA 13: En a), el poligono W determina un Ay, acotado y en b), el
poligono W determina un A, no acotado.

Paso 2: Propiedades de los Ayy.

Dado W = [0, 1, W3, wy, ..., w,] € K§(n — 1), procedemos a calcular una
expresion analitica de los angulos interiores a Ay,. Llamemos 0] y 0} a los
angulos interiores en los vértices 1 y wy respectivamente (medidos en sentido
contrario a las manecillas del reloj), dichos dngulos se escriben de la siguiente
manera en términos de los vértices 1, wy = x4 +1ys y w5 = x5 + 1ys5:

1-— -1 — _
0, = z—i—cw“ctg ( $4) , 0= z—i—arctg ((I4 )(@s — Ts) & 4a(0s y5)> .
2 Ya 2 (x4 — Dys — (x5 — 1)ya

Para llegar a estas expresiones, medimos a 6] y ¢, con respecto a las perpen-
diculares a los segmentos 01 y w3w, respectivamente. Como W € K3(n —1),
Ys,ys > 0y x4 v x5 no pueden simultaneamente valer 1, de lo contrario, el
angulo interior en wy valdria 7. Ademés, si (x4 — 1)ys — (z5 — 1)ys = 0, en-
tonces ys = roys ¥ (x5 — 1) = ro(x4 — 1) y por lo tanto nuevamente el angulo
interior en wy seria m. Esto demuestra que los argumentos de las arcotan-
gentes en las expresiones de 0] y ¢} estan definidas para todo W € K§(n—1).

Los triangulos Ay, satisfacen las siguientes propiedades:

1. Si W e K§(n — 1) es tal que Zy,Zy € Ay son distintos, entonces
[Z1] # [Z5] pues difieren en su tercer vértice.

2. Si W, W' e K5(n — 1) son distintos, entonces Ay N Ay = 0.

3. Todo poligono (0,1, 23, 24, ..., z,] € K°(n) pertenece a Ay con W =
0,1, 23, 24, ..., 2,). Por lo tanto

U aw=KMm).

Wek§(n—1)
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Paso 3: Construccion del difeomorfismo buscado y su expresion en cartas.

Supongamos que W = [0, 1, w3, wy, ..., w,] € K3(n — 1), que ¢/, 8, son los
dngulos interiores de Ay v que Ay := {z € C | (0,1, 2, wy, ..., w,] € Ay}
(ndtese que Aw C C es una copia del Ay, construido en el Paso 1).

T—0
— y 0, =

!
m—0)
p—

Como se muestra en la Seccion 2 del Apéndice B, si 0 =
entonces fy: H — Ay tal que

_, (wa = 1) J7CHC— 1)%dC + [P ¢(C — 1)%d¢ — wa [ (¢ — 1)%dC
S ¢ (¢ —1)ad¢ — [ ¢O (¢ — 1)PadC

es un biholomorfismo. Ademas, si j‘iW: RU{oc} — C es la extensién de fiy,
entonces fi(0) = wa, fw (1) =1y fiw(oo) es el vértice restante de Ayy.
Demostraremos que la funcién ¥: H x K£5(n — 1) — K°(n) tal que

(2, W) = (2,]0, 1,03, wy, ..., w,]) — [0, 1, fw(2), Wy, ..., wy]

es el difeomorfismo buscado. Es claro que U es biyectiva pues fy: H — Ay
es biholomorfismo y en el resto de las coordenadas ¥ es la identidad. Sélo
resta demostrar la diferenciabilidad (real) de ¥ y de su inversa.

Para calcular la expresion de W en cartas real valuadas, utilizamos la iden-
tificacion o: C"2 — R?"™ tal que 0(21, 22, ..o Zn_2) = (X1, Y1, ooy T2, Yn—2),
donde, para toda k =1,2,....n — 2, 2 = x + 1Ys.

Sobre K3 (n— 1), tomaremos la carta dada por ¢o3 = p1ogy: K§(n—1) —
C"=3, donde p; : C*2 — C"3 es la proyeccién a las iltimas n—3 coordenadas
y ¢9 es la carta del proyectivo correspondiente a zo # 0 (ver Observacién 3,
pagina 16).

Siz=ux+1iy, fw(z) =u,(z,y) +iv, (r,y) y w; = x; + iy;, entonces la
expresion de U en cartas real valuadas es

000V (idy X ¢g3) too: oo (idy X goz) (Hx Kg(n—1)) — R*™™*  tal que

(55’73/7 (3347947 7xn7yn>> — (uw(xay)7vw<xay)7x4uy47 "‘7xn7yn)'

Paso 4: ¥ y U~ son real diferenciables.

Demostraremos que las derivadas parciales de ¥ existen y son continuas.

Por ser fy holomorfa con respecto a z, se cumplen u, = v, y u, = —v,
(ecuaciones de Cauchy-Riemann). Ademads, de las expresiones de 6, y 64 se
sigue Uy, = vy, = uy, = v,, = 0si j > 5. De manera que las tinicas parciales
a calcular son g, , Vs, , Uy, Vyy ¥ Uzs, Vas s Uys , Vys -

Noétese que si a € {4, Y4, T5, Y5}, entonces J, fy existe y es continua si y

s6lo si 9, [7 ¢ (¢ — 1)%dC, D, [ ¢ (¢ — 1)%dC y D, [ CP(¢ — 1)%dC existen
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y son continuas. En el Teorema B.2 (pdgina 77) se demuestra que si los
angulos en la expresion de fy, varian de manera diferenciable con respecto a
la variable ¢, entonces 0; fiy existe y es continua.

En este caso, es claro que 0, y 04 dependen de manera diferenciable de
las variables x4, vy, %5, y5 (ver Paso 2), por lo tanto, Oy, fw, Oy, fw, Ous fr v
Oy fw existen y son continuas. Luego, las derivadas parciales de ¥ también
existen y son continuas, concluimos que ¥ es diferenciable.

Notar que si (z, W) € H x K3(n — 1), entonces la diferencial de ¥ en esta
pareja esta dada por

Uy Uy Ugy Uy, 0
Up Uy Vg Uy, 0
0 0 1 0 0
Dew¥=1"9 0o o 1 0

0 0 0 0 0 1

Por lo que det (D(Z,W)\If) = det (D, fwr) = u2 +v2 > 0. Usando el Teorema
de la Funcién Inversa, concluimos que W~! es diferenciable en W(z, ). Vari-
ando (z, W) en todo H x K3(n — 1), concluimos que W~! es diferenciable. []

Corolario 5.3. S5i K°(n) C C™ es el interior del conjunto de poligonos con-
vexos, entonces K°(n) tiene dos componentes homeomorfas a C"~1 x C*.

Demostracion: Del Corolario 2.4 sabemos que K°(n) tiene dos componentes
conexas homeomorfas entre si. Como se muestra en la Observacién 4 del
Capitulo 1(pagina 17), sobre la componente de poligonos positivamente ori-
entados, tenemos el haz fibrado

C x C* — n Y(K°(n)) - K°(n).
Por el Teorema 5.1, dicho haz tiene base contraible, luego, por el Teorema

9.9 en [14, pag. 52], concluimos que 7' (K°(n)) = C"2 x C x C*. O

5.2 La frontera de K(n) en CP"?

Como se muestra en el Lema 5.1, los poligonos convexos con un angulo
igual a 7w pertenecen a la frontera del conjunto de poligonos convexos, la
cual denotaremos con 0K(n). En esta seccién veremos que otros tipos de
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poligonos pueden aparecer en 0K (n) y demostraremos algunas propiedades
sencillas de dicha frontera. Primero veremos que los poligonos simples que
son limite de poligonos convexos son convexos.

Proposicién 5.4. K(n) es cerrado dentro de S(n).

Demostracion: Supongamos que Z = [z, 29, ..,2,] € S(n) es un punto de
acumulacién de K(n). Si para alguna i, oy; > 7, entonces la vecindad

n (H Brgi(zk)> donde r; =min{r,,d(z;,Z1zi+1)}
k=1

esta conformada por poligonos simples cuyo i-ésimo angulo interior es mayor
que 7. Esto contradice que Z es punto de acumulacién de C(n). Por lo tanto,
todos los angulos interiores de Z son menores o iguales a 7. ]

Ayudandonos de esta proposicién y analizando las posibles maneras en
las que los poligonos convexos dejan de ser simples, concluimos que en 0K (n)
solo existen poligonos de los siguientes tres tipos:

1. Convexos que son simples y que tienen al menos un angulo interior
igual a 7.

2. No simples con al menos dos vértices consecutivos que coinciden.

3. No simples que se degeneran a un segmento y son limite de poligonos
CONVEXOS.

El Ejemplo 1.10 muestra que en 9K(3) sélo aparecen poligonos del tipo 3.
En la dltima seccién de este capitulo se demostrard que en 0kC(4) ya aparecen
poligonos de los tres tipos. Los siguientes resultados nos brindan una idea
de cémo estan contenidos los poligonos de los tipos 1 y 2 en 9K(n). Los
poligonos del tipo 3 se estudiaran en la siguiente seccion.

Teorema 5.5. El conjunto B; C 0K(n) determinado por
{lz1,22, .., 20) €OK(n)NS(n) | s = 7,05 < 7}
es difeomorfo a R?"2.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad supondremos que ¢ = 3.
Para cada r € (0, 00), definimos el conjunto

K, = {[O,l,zr,w4,...,wn] € By |z €Ty v r:_}_
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Noétese que K7 = KC§(n— 1) que a su vez, por el Teorema 5.2 y la Proposicién
2.1 es difeomorfo a R*"6. Si 1 # r € (0,00), entonces es claro que la
funcién f: K7 — K, tal que f([0,1, z1, wy, ..., w,]) = ([0, 1, 2z, wy, ..., wy)), €s
difeomorfismo. Concluimos que Bj es difeomorfo a KC5(n — 1) x (0,00) que
es difeomorfo a R?"~5, O

De esta proposicién se sigue que el conjunto de n-agonos convexos que
tienen un y sélo un angulo interior igual a 7, es unién disjunta de n bolas
de dimensiéon 2n — 5. Dichas bolas se pegan por los espacios de poligonos
con dos o mas angulos interiores iguales a 7 para obtener el subconjunto de
OK(n) que corresponde a los poligonos del primer tipo.

Proposicién 5.6. El conjunto de V; C OK(n) determinado por
{21,225 .oy 2n) | 20 = zig1, y para toda j #i,i+ 1,2 # z; y aj < m}
es difeomorfo a R?"6.

Demostracion: Es inmediato pensando a z; y 2;11 como un solo vértice y
usando el Teorema 5.2. O

Claramente que V; y V;11 son los extremos de B;, ademas, hay resultados
analogos a estas proposiciones en los casos en que hay més vértices con
angulos de valor 7 y cuando coinciden mas vértices consecutivos. Una manera
de describir totalmente a 9K(n), es entender la combinatoria de los pegados
entre estos espacios. En la Seccién 5.4 realizaremos esto para el caso n = 4.

5.3 Espacio de n—segmentos convexos

Los poligonos del tercer tipo que se mencionan en la seccion anterior, tienen la
particularidad que sus vértices se ven como puntos marcados en un segmento.
Resulta que no toda configuracién de n puntos en un segmento pertenece
a OK(n), la Figura 17 muestra un ejemplo de un segmento con 4 puntos
marcados que no pertenece 9KC(4).

Z1 zZ3 z9 Z4
FIGURA 17: Un segmento con 4 puntos marcados que no pertenece a 9k (4).

En esta seccién estudiamos propiedades topoldgicas de los espacios de
poligonos que se ven como segmentos, ya sea que pertenezcan o no a 0k (n),
también probamos un resultado que caracteriza a los segmentos que aparecen

en OK(n).
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Definicién 5.7. Supongamos que que W € CP"—2,

1. Decimos que W un n-segmento si todos sus vértices estan alineados.
Denotaremos con Q, C CP"? al subconjunto de n-segmentos.

2. Decimos que W es un n-segmento convexo si W € (0K(n) N Q). De-
notaremos con Q, al subconjunto de n-segmentos convexos y lo lla-
maremos el espacio n—segmentos convexos.

Notese que en esta definicion estamos considerando n-segmentos médulo
semejanza orientada (es decir, médulo rotaciones, traslaciones y homotecias),
de manera que los n-segmentos deben ser considerados con cualquier longitud
y en cualquier posicién dentro de C. Por ejemplo [0,0,1,0] = [1,1,0, 1] pues
(1,1,0,1) = €7(0,0,1,0) + (1,1,1,1).

Teorema 5.8. Q,, es una (n — 2) variedad cerrada® contenida en 0S(n).

Demostracion: Dados Z = [0,1,25,....,2,],W = [0,1,y3, ..., Yn] € Qn, es
claro que moviendo los vértices de Z en R podemos llegar a los de W, pues
tenemos libertad de movimiento. Una vecindad al rededor de Z contenida
en (), estda dada por

n
U= H(ask —€,Xp +€).

k=3
Claramente U es homeomorfa a una bola de dimension n — 2 y por lo tanto,
Q, es una n — 2 variedad sin frontera. Si [0,1,...,2,] € CP" 2 es punto
limite de @,, y para algtn i, z; ¢ R, entonces existe vecindad de [0, 1, ..., z,,]
que separa a z; de R, por lo que Z no seria punto limite. Concluimos que
los poligonos limite de @,, son n-segmentos y por lo tanto @, C CP"~? es
compacto (cerrado contenido en un compacto).

Para demostrar que @, C 95(n), supondremos que Zy = [21, 22, ..., 2] €
Q. tiene extremos z; y z; (se procede andlogamente con otros extremos) y
utilizaremos el representante de Zy dado por [0, 22, ..., x5 1,1, Tpi1, ..., Ty

Construiremos un poligono simple W = [0, w1, ..., wg_1, 1, Wkt 1, ..., wy] en
una vecindad de Z; de la forma

Ue = H B.(xzj) con r>0.
J#FLk

Para hacer la demostracion mas ilustrativa, decidimos dividirla en tres
casos:

Caso I - Todos los vértices de Zy son distintos.

3Variedad compacta, conexa y sin frontera.
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Supongamos que € > 0 es tal que en el intervalo [0,3¢) el 0 es el tnico
vértice de Zj.

Llamemos 1 = [y < l; < -+ < l, = k a los subindices de Z, tales que
para toda 0 <m <71y lp_1 < s <ly, Ts € Ty_12y, Y T, € 0x;,, para m
impar y ;,, ., € x;, 1 para m par, estos subindices existen pues corresponden
a los puntos donde hay que regresar al recorrer los vértices de Z, de forma
creciente.

Si resulta que l; = k, es decir, si al recorrer los primeros k vértices de Z,
de manera creciente, no regresamos hasta llegar al otro extremo, entonces
hacemos w; = 0, wy, = 1 y para todo 1 < s < k, ws = z,. El intervalo [0, 1]
con los wy marcados de esta forma sera parte del poligono simple W.

En el caso en que l; < k, llamamos w; = 0, w;, = x;, + ic* y para
1 < s < li, ws € wywy, son los puntos con absisa z,, entonces es claro
que para toda 0 < s < [y, ws € Ba(xs). Llamemos p;, al punto en wywy,
con absisa x;, y 0o = d(x1,,p1,)/2. Siw, = x1, + 10y y para l; < s < Iy,
ws € wywy, son los puntos con absisa g, entonces para toda Iy < s < [y,
ws € Boc(xs). Luego, si wy, = x, +1i(02/2) y para ly < s < l3, ws € Wi,wy,
son los puntos con absisa x,, entonces para toda ly < s < I3, ws € Bac(zy).
Llamemos p;, al punto en wyw;, con absisa x;, y 0, = min{dy/4,d(x,,,p,)/2}
Siwy, =, +104 y parals < s < ly, ws € Wwy, son los puntos con absisa x,
entonces para toda l3 < s < ly, ws € Bo(x5). Luego, si wy, = x;, +i(04/2)
y para ly < s < l5, ws € wy,w;, son los puntos con absisa z,, entonces para
toda ly < s <5, ws € Ba(xs). Procedemos de manera andloga hasta [,._;.
Por ultimo, si wy, =1y para l,_1 < s < k, ws € W;_,wy, son los puntos con
absisa xg, entonces para toda l,_; < s < k, wg € Bo.(z5).

Por construccién, los segmentos wywy,, Wy, Wy, ..., Wy, _, Wy, son decrecientes
y por lo tanto no se intersectan. Con estos segmentos y los puntos marcados
en ellos, formamos una poligonal simple £; con k vértices (incluyendo los
extremos 0 y 1) que aproxima por el semiplano superior a los primeros k
vértices de Zj.

Utilizando la misma idea pero cambiando los roles de 0 y 1, podemos
construir una poligonal simple L5 con n — k 4 2 vértices (incluyendo los ex-
tremos 0 y 1) que aproxima por el semiplano inferior a los n — k vértices
Thal, Tha2, -, Tn_1. Juntando L£; con Ly por sus extremos obtenemos el
poligono simple W € U, buscado.

Caso II - El unico extremo izquierdo de Zy es 0.

En este caso puede haber muchos vértices repetidos, pero sélo z; = 0.
Procederemos de manera parecida al Caso I mencionando qué haremos en
los puntos donde coincidan varios vértices consecutivos. Supongamos que

4Aqui 7 es el nimero imaginario complejo.
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€ > 0 es tal que para todos x; # xp,, Bac(z;) N Bac(z) = 0.

Supongamos que 1 = [y < [} < --- < [, = k satisfacen que para toda
0<m<7rylyi<58<ln, s €Ty, ¥ ¥, € {02, — {21, }} para m
impar y 2., € {x,,1 — {x,,}} para m par. Nétese que estas condiciones
implican que para l,, < s < ly41, Ts # 7y, -

Si l; = k, entonces llamamos w; = 0 y w, = 1. Para los vértices de en
medio, hacemos wy, = x, si xy # x; para todo 1 < t < k. Luego, si existen
1 <s<t<ktales que 51 # T3 = Tgy1 = -+ = Ty # Tyr1, €ntonces
hacemos w, = x, — €, w; = x5 + € y los vértices entre ellos los repartimos de
manera creciente y equidistante en el intervalo (x5 — €, x; + €). Procediendo
andlogamente en todos los puntos donde coinciden vértices consecutivos (en
el caso en que z; = 1, hacemos w; = 1 y tomamos el intervalo (z; — €,1)),
obtenemos vértices 0 = w; < we < --- < wi = 1 que pertenecen a Uy, y
que aproximan a los primeros k vértices de Zy. El intervalo [0, 1] con los w;
marcados de esta forma sera parte de W.

Si l; < k, entonces llamamos wy = 0y w;, = x;, +ie. Para 1l < s < [y,
hacemos w, € wywy, el punto con absisa x4 si zs # x; para todo 1 <t < [;.
Siexisten 1 < s <t < k tales que 51 # T3 = Tsy1 = -+ = Ty # T4y,
entonces en el intervalo Iy = By (zs) N wiwy,, llamamos w; al extremo in-
ferior, w; al extremos superior y a los vértices entre ellos los repartimos de
manera creciente y equidistante en I. Procediendo de esta forma en todos
los puntos donde coinciden vértices consecutivos menores que wy,, constru-
imos el segmento wyw;, con vértices distintos marcados que pertenecen a Us,
y que aproximan a los primeros [; vértices de Z,. Luego, procediendo de
manera similar sobre todos los segmentos wy, w;,, ., (construidos como en el
Caso I), obtenemos los vértices wy que son distintos para todo 1 < s < k
y que pertenecen a Us.. Notar que si x5, = x5, con by, < S1 < lp,41 ¥
liny < S2 < lmy+1, €ntonces wy, # ws, pues pertenecen a distintos segmentos.

Con la sucesién de segmentos wywy,, Wy, Wiy, ..., W;,_, W, decrecientes (no
se intersectan) y los puntos marcados en ellos formamos la poligonal simple
L1 con k vértices que aproxima por el semiplano superior a los primeros k
vértices del n-segmento Z,. Utilizando el mismo procedimiento construimos
una poligonal simple que aproxima los ultimos n — k + 2 vértices de Z; y por
lo tanto podemos construir el poligono simple W € U, buscado.

Caso III - Puede haber cualesquiera repeticiones en Z.

Ahora puede haber vértices que coincidan en 0, en las repeticiones que
no estan en 0 procederemos igual que en el Caos II. Sélo resta mencionar los
pasos a seguir para los vértices que coinciden en 0. Supongamos que € > 0
es igual que en el Caso II.

Si en la divisién de los vértices resulta que [; = k y existe 1 < t < k tal
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que 0 = 29 = 23 = -+ = 1y < X441, entonces hacemos w; = 0, w; = €'y
los vértices entre ellos los repartimos de manera creciente y equidistante en
el intervalo (0,¢€). Procediendo de esta forma en 0 y como en el Caso II en
los vértices restantes, marcamos k puntos distintos en el intervalo [0, 1] que
aproximan a los primeros k vértices de Zj.

Si L <k y existen 1 < t; < ll, 1 <ty < lg, l3 <ty < 14,..., lr—o <t,_1 <
l,_1 tales que

0:‘,172:"':%151:xtg:”':Ilg:‘rt4:"':xl4:xt’,«71:”':xl

r—17

entonces para 1 < s < t¢;, hacemos w; = 0, wy, igual al extremo derecho
del segmento B, N Ow;, y los vértices entre ellos los repartimos de manera
creciente y equidistante en segmento wywy,. Por ultimo, movemos a e¢/M al
resto de x}s que son igual a 0 y procedemos igual que en el Caso I (realizamos
esto sin mover el € y con M suficientemente grande para que wy, € Ba(0)).
De esta forma construimos la poligonal simple contenida en el semiplano
superior que aproximar a los primeros k vértices de Zy. Analogamente se
construye la poligonal simple que aproxime a los 1ltimos n — k vértices de
Zy por el semiplano inferior. 0]

Corolario 5.9. Si S~ (n) denota al espacio de poligonos simples negativa-
mente orientados y n > 4, entonces @, C (0S5(n) N IS~ (n)).

Demostracion: Tomando los poligonos andlogos a los contruidos en el Teo-
rema 5.8 pero negativamente orientados, concluimos que @, C 9S8~ (n) y
por lo tanto @, C (0S8(n)NdS~(n)). La contencién es propia por que
0S8(n) N 0S8~ (n) contiene a los poligonos que se ven como una poligonal

con puntos marcados, la Figura 18 muestra un ejemplo. ]
24
k1= 23 22

FIGURA 18: Cuadrilatero que es limite de cuadrildteros simples positiva y
negativamente orientados pero que no es un 4-segmento.

El Ejemplo 1.10 muestra que Q3 = ()3, pero la Figura 17 muestra que
para n > 4, Q4 es un subconjunto propio de 4. Como muestra el siguiente
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resultado, para identificar si un n-segmentos es convexo, basta ver si éste se
recorre ciclicamente al caminar de manera creciente en sus vértices.

Teorema 5.10. Si 1 < k < j < ny W = [w,ws,...,w,] € CP" 2 es
un n-segmento con extremos wy,w;, entonces W € Q,, si y sdlo si para
toda s € {1,2,...,j — k — 1} se cumple que wyis € Wrrs—1w; y para toda
le{1,2,...,n—j} se cumple’ wj,s € Wj15_1Wk.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad supondremos que k = 1 y traba-
jaremos con el representante de W dado por [0, 2o, ..., xj_1, 1, %41, ..., T,]. Es
claro que se puede proceder de forma analoga en otro caso.

SiW € Q, v a3 ¢ z21, entonces los poligonos simples que pertenecen a
la vecindad de W dada por

H Br(2,,) donde r = d(x3, z3),

m#1,j

tienen su tercer angulo interior mayor que 7, por lo que no pueden pertecer
a OK(n). De manera que x3 € x,1. Procediendo andlogamente en todos los
vértices de W, concluimos que éste debe satisfacer las hipdtesis del teorema.

Existen dos casos a considerar para demostrar que si W satisface las
hipétesis, entonces W € 0K(n):

Caso I - No hay vértices repetidos.
Noétese que para toda v € N, el poligono

{ {
Zy, = 0,1’2,1‘3, s Tj—1, 17Ij+1 + ;a oy T+ ;

es simple y tiene dngulos interiores menores o iguales a 7, luego {Z,} C K(n).
Ademas, de la expresion de Z, es claro que esta sucesién converge a Wy por
lo tanto W € 0K (n).
Caso II - Hay vértices repetidos .

Supongamos que existen | < s € {2,...,7—1}yt<re {j+1,7+2,...,n}
tales que v; = x4 = - = x5 =1, = X441 = - - = 2, ¥ que el resto de los
vértices son distintos entre si. Escojamos el representante de W dado por

[917927 ey _170707 “'707y5+17 "')yj—hyj’yj+1"'7yt—1)0707 "')07y'r+17 "'7yn]7

donde —1 = y;_; es el vértice mas cercano al punto de coincidencia de los
vértices. Si —2=my <m <---<mg=—-1yl=m <myy < ---<

5Los vértices deben tomarse médulo n.
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m, = 2 son ndmeros reales, entonces la sucesién {Z,},>2 donde Z, es el
poligono

1 11 1 1 7 1 1 1
Y1,Y2 — —5 -y -1 ) T ey T T U1 — Ty Yy,
v v 2 v —mypg v v v v v
1 2 1 1 1 1 1 1
Yj+1 + e Yt + Ty + ) + Tty 5 + 5 Yr41 + 5 Yn + -
v V'V VU My vV 2v v v v

estd contenida en KC(n) y converge a W. De manera que W € 9K (n).

Los casos donde hay mas repeticiones de vértices, se pueden realizar pro-
cediendo de manera analoga a este caso sobre cada punto donde se repeten
vértices. [

En el siguiente resultado se demuestran algunas propiedades topoldgicas
del espacio Q,, ¢ CP" %

Teorema 5.11. Q,, es conexo por trayectorias y Q, = 0K(n) N K™ (n),
donde KK~ (n) es el espacio de poligonos convexos negativamente orientados.

Demostracion: Si Z € OK(n)) N 0K~ (n), entonces Z (y sus representantes)
es limite de poligonos con area positiva y negativa y por lo tanto tiene area
0. Es claro que de los tres tipos de poligonos en dS(n) mencionados en la
seccion anterior, los Unicos con area 0 son los n segmentos.

Procederemos por inducciéon para demostrar que todo Z € Q,, se puede
unir con una trayectoria a Z,, = [0,1/(n—1),2/(n—1),...,(n—2)/(n—1), 1].
El Ejemplo 1.10, muestra que el resultado es valido para n = 3.

Un encaje de Q,,_1 en Q,, estda dado por la funcién

f([Zl, 22y enny anl]) = [Zl, 21y Ry eeny anl]-

De manera que por hipétesis de induccién, la imagen f(Q,,_1) = 9,1 es
c.p.t.

Si Z = |21, 29,23, ..., 2n] € Qp, entonces la curva v;: [0,1] = Q,,, 11(t) =
[21, (1 — )20 + tz1, 23, ..., 2, es continua, 11(0) = Z y 11(1) € Q,,. Sélo resta
demostrar que para todo t € [0,1], v1(t) € Q,, existen dos casos:

Caso I - z3 ¢ {Z125 — {z1, 22} }.

Para todo t € (0,1), (1 —t)za +tz; # 23 y por lo tanto v (t) € Q, ya que
sus vértices estan enumerados ciclicamente (ver Teorema 5.10).

Caso II - z3 € {Z1z2 — {71, 22} }.

Por el Teorema 5.10, 29 debe ser un extremo de Z y el vértice més cercano
a 2o es 23 (y los que sean iguales a z3). Sity € (0,1) es tal que (1—tg)2za+tgz1 =
23, entonces para t > tg, 23 es extremo de 7 (¢). De manera que para todo
t € (0,1), 71(t) tiene sus vértices enumerados de forma ciclica.
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Concluimos que y; C Q,, es una trayectoria que une a Z con (1) € O, 1.
Por hipétesis de induccién, existe trayectoria 72 C Q,_1 que une a v, con
Z, =10,0,1/(n—2),2/(n—2),...,1]. Por 1ltimo, consideremos la trayectoria
v3: [0,1] = Q,, tal que:

t— |0 t 1_t+ 2t 1
"'n—1"n—-2 n-—1"""|"

Esta trayectoria cumple que v3(0) = v2(1), 13(1) = Z,, y para todo ¢t € [0, 1],
v3(t) € Q,,. La trayectoria buscada entre Z y Z,, es I' = 73 % 5 % ;. O

5.4 Descripcion de 0K(4)

En esta dltima seccién calculamos explicitamente 0K(4) y Q4 y probamos
un resultado que nos dice cémo estd acomodado Q4 dentro de 9K (4).

Teorema 5.12. cl(K(4)) C CP? es homeomorfo a B* = {p € R* | ||p|| < 1}.

Demostracion: Analizando las intersecciones de las vecindades de los tres
tipos de poligonos que pueden aparecer en 0KC(4) con cl(K(4)), es facil con-
vencerse de que cl(K(4)) es variedad con frontera.

Procedemos a demostrar que 9K (4) es homeomorfa a S*. Del Lema 5.1
sabemos que Z € 0K (4) N/ (4) si tiene un angulo interior igual a 7. Aunque
existen cuatro tipos de cuadrildteros con estas caracteristicas (Figura 14),
ahora sélo trabajaremos con los que tienen oy = 7. Es claro que todas las
afirmaciones también son validas para los otros casos.

Nétese que en el plano Lz = {[0, 29,1, 24]} € CP?, los cuadrildteros con-
vexos con ay = m se ven de la forma [0,7,1,24] con r € (0,1) y 24 en el
semiplano superior. Aqui, los valores r = 0 y » = 1 determinan triangulos
en los que coinciden los vértices z; = 2o y 29 = 23 respectivamente.

Fijemos 79 € [0, 1] y consideremos los cuadrildteros [0, 7, 1, z4]. Cuando
z4 € H obtenemos cuadrildteros simples, pero si z; € R U {oco}, entonces
obtenemos 4-segmentos convexos. Concluimos que para rg, hay un disco
cerrado D,, C Ly (HUR U {oco}) de posibles valores para z,. Analogamente
sucede para todo r € [0, 1].

Todos lo cuadrildteros de la forma [0, 7, 1, z4], se degeneran al 4-segmento
[0,0,0,1] (los vértices z1, 22, 23 juntan) cuando z4 — co. De manera que los
discos D, se intersectan en [0,0,0,1] € CP2. Concluimos que la parte de
0K (4) que se obtiene de cuadrildteros con ay = 7 y limites de estos, se puede
pensar como la pirdmide T5 que se muestra en la Figura 15,b. El interior de
T,, corresponde a cuadrilateros simples con ag = 7 como los de la Figura 14
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y 015, corresponde a cuadrilateros no simples que son limite de cuadrilateros
convexos. La Figura 16 muestra como son dichos cuadrilateros en cada region

de 0T2 .

o = T0

7l 22

| /\

FIGURA 14: Los cuatro tipos de cuadrilateros simples en 0kC(4).

0,0,1,0] [0,0,0,1]
a) T1
0,0,1,0
0,100 [1.1,0,0 OOLI o
1.0.0.0 [0,1,0,0]
c) T ]
1,1,0,1]
[1,0,1,1]
[1,0,0,0] [1,0,0,1]
[0,0,0,1] 0.0,1,1]

FIGURA 15: Las pirdmides que se obtienen al considerar las 4 posibilidades
para cuadrildteros en 0K(4), los segmentos del mismo color y con extremos
equivalentes se identifican.

Procediendo de manera andloga en los casos a; = m,a3 = 1y ag = T,
construimos las piramides 71,75 y Ty que se muestran en la Figura 15. Por
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construccion, todos los cuadrilateros de 9K (4) pertenecen a la unién de estas
cuatro pirdmides. Para proporcionar una descripcién completa de 0K (4),
solo resta hacer las identificaciones correspondientes entre las fronteras de
estas cuatro pirdmides.

Las aristas del mismo color que tienen extremos equivalentes determinan
cuadrilateros equivalentes, por lo que que éstas deben identificarse. Como
se ve en la Figura 15, las bases de 17 y T3 y las de Ty y T} se identifican
entre si. Al pegar éstas, obtenemos dos octaedros rellenos O3 y Os4. Es facil
notar que caras adyacentes de 00;3 se identifican con caras adyacentes de
0044 v que dichas identificaciones se hacen preservando el orden. De manera
que los pegados entre 0013 y 0044 estan dados por un homeomorfismo. En
conclusion, 9K (3) se obtiene de pegar dos copias de B* (bolas cerradas de
dimensién 3) por un homeomorfismo entre sus fronteras, luego 9K (3) = S3.

De esta manera llegamos a que ¢l(K(4)) es una variedad con frontera
que tiene interior R* y frontera S* (Teorema 5.2), usando un resultado de
Freedman (ver [9, pag. 374]), concluimos que cl(K(4)) = B*. O

Z1 R2 z3 24

[0,0,1,1] ~100,1,1,1]
Z4 Z1 22 Z4 Z3 24
21 = 22 z3 z1 22 = 23
SRl R4 22 23
- O ————)
[0707170} [07171:0]

Z4 21 22 3

FIGURA 16: Cuadrildteros en 975 si mandamos el vértice [0,0,0,1] a co.
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El Ejemplo 1.10 muestra que cl(K(3)) = B?, ahora este resultado prueba
que cl(K(4)) = B*. Con estos dos casos nos aventuramos a lanzar nuestra
segunda conjetura.

Conjetura 2.- cl(K(n)) = B>,

Las pasos realizados en el Teorema 5.12 para construir 0/C(4), nos ayudan

calcular de manera explicita el espacio Q4.

Teorema 5.13. Q4 es homeomorfo a la banda Mobius cerrada.

Demostracion: La Figura 16, muestra las regiones en 975 que corresponden
a 4-segmentos. De manera analoga, hay regiones en 97}, 013 y T4 que estan
determinadas por 4-segmento. Realizando las identificaciones correspondi-
entes entre estas regiones podemos brindar una descripcion detallada de la
topologia del espacio Qy.

En la Figura 19 se muestra el espacio obtenido después de realizar los
pegados correspondientes (excepto uno de ellos). Es claro que al identificar
los extremos de dicha cinta con el patrén que muestra la Figura, obtenemos
una banda de Mobius. ]

[0,1,0,0] [0,0,1,0] [0,0,0,1]

[0,0,0,1] [0,1,1,1] [0,1,0,0]

FIGURA 19: Banda que foman los 4-segmentos convexos. En cada region se muestra
el tipode 4-segmento que pertenece a ella.

Recordemos del Teorema 5.11 que Q4 es donde se intersectan las 4 bolas
cerradas cllC(4) y clK~(4). Para entender mas este pegado, probamos el
siguiente resultado que nos dice cémo esta metida Q4 dentro de 9K (4).

Teorema 5.14. Q, C 9K(4) no estd anudada y tiene sélo una torcedura.

Demostracion: La Figura 19 muestra que el centro de Q4 esta formado por las
diagonales de los cuadrados rojo y azul que corresponden a ¢ (t) = {[t, 1,1 —
t,0] | t € [0,1]} v ea(t) = {[0,¢,1,1 —¢t] | t € [0,1]} respectivamente. Las
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parejas (Oi3,¢1(t)) v (Oay, ca(t)) forman dos ovillos triviales (O3 y Og4 son
los octaedros mencionados en la demostracion del Teorema 5.12, ver pagina
68). Como ¢1(0) = (1) y ¢1(1) = ¢2(0), los extremos de las hebras de dichos
ovillos se identifican para formar un nudo trivial. Concluimos que Q, tiene
como centro al nudo trivial y por lo tanto no estd anudada.

Notar que las lineas negras en la frontera de las piramides que mues-
tran la Figura 15, conforman al circulo 0Q4. De manera que 094 C 003
(andlogamente sucede con 00syy), es frontera del cuadrado con vértices en los
4-segmentos [1,0,0,0], 0, 1,0,0],[0,0,1,0],[0,0,0, 1].

Concluimos que 909, C 0K (4) es el nudo trivial y por lo tanto Q4 tiene
s6lo una torcedura. O



Apéndice A

Dos estructuras geométricas en
CP"

Como se muestra en la Seccién 3 del Capitulo 1, el espacio de n-agonos
modulo semejanza orientada es el espacio proyectivo complejo de dimension
n—2. En este apéndice, presentamos dos estructuras geométricas sobre el es-
pacio proyectivo complejo, dichas estructuras, se utilizan durante el trabajo,
para dotar con geometria a los ejemplos y hacerlos mas ilustrativos y como
herramienta para probar resultados topolégicos. Ademas, aqui calculamos
con detalle estas estructuras para el caso de triangulos.

A.1 La métrica de Fubini-Study

Recordemos que el producto Hermitiano estdndar en C*™! tiene la expresién
(Z,W) = > 7_,zWy. Resulta que dicho producto no es invariante por la
accion C* x C"*1 — C"™ (X, (20, 21, -, 2n)) = (A21, A29, .0, A2,), ya que
(AZ,\W) = |\*(Z,W). Pero si (, )s es la restriccién de (, ) a la esfera
unitaria S entonces (, )g sf es invariante por la accién

St x 821 5§21 tal que (€7, (20, 21, ..oy 20)) > (€20,€7 21, ..., €

Zn),
pues para todos e € S!, p € §*"t y Z W € T,§*, (e¥Z, eiHW)Sp =
€(Z, W)s, = (Z,W)s,.

Sabemos que Re(, ) es precisamente la métrica euclideana en C"! y
que Re(, )s es la métrica esférica en S*"*1. Es claro que Re (, )g también
es invariante por la accién St x §*"*1 — §2"*1° De manera que Re(, )g
define una métrica riemanniana en el cociente S*"~!/S! ~ C"*!/C* = CP".
Dicha métrica se conoce como la métrica de Fubini-Study ([10], [23]) y la

71
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denotaremos como ¢7*. Esta se utilizé en el Ejemplo 4.4 y en la demostracién
del Teorema 4.6.

Procedemos a calcular explicitamente el caso n = 3.

Ejemplo A.1. Métrica de Fubini-Study en triangulos.

Si Zy=[1:2)]€CP'yUV € TzCP!, entonces en la linea L = {(1, 2)}
dichos vectores se ven de la forma U = (0, «),V = (0, 8). Ahora procedemos
a calcular g75(U, V).

Nétese que Zy y Zy = (2o, —1) satisfacen (Zy, Zy) = 0, por lo que forman
una base ( , )-ortogonal para T,C?. Luego, existen uy,us,v,vs € C tales
que:

U = U1Z0 =+ UQZO y V = ’U1Z0 + UQZ[).

Recordemos que al proyectivizar, las componentes de U y V' sobre la linea
CZy se eliminan y las componentes sobre CZy no se afectan. Multiplicando
ambos vectores por Z; para calcular las componentes de U y V en CZ,

obtenemos:
Uy = ———— Vg = ——————.
LT |20l SRR
De manera que
GES (U, V) = (uaZo, v2Zo) _ UsV2( 20, Zo) _ af .
2 (Zo, Zo) (Zo, Zo) (1 + |[z0l[?)?

Que es precisamente un cuarto de la métrica esférica en S? = CP!.

A.2 La forma hermitiana de area

En esta seccién, calcularemos un producto Hemitiano que proviene de la
formula del area en un poligono. Dicho producto sera definido sobre un
abierto de CP"~2 que contiene a los poligonos simples 7(S(n)) (Secciones 1.3).
Dicho producto se utiliza en Ejemplo 4.4 y en la demotraciéon del Teorema
2.9. La siguiente definicién se puede consultar en [25, Pag. 527].

Definicién A.2. Para todo Z € C", el drea con signo de Z es el niumero:

n

A(Z) ==+ Z(ZkaH — Zk+1Zk) donde z,i1 = 21.
k=1
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Nétese que el término i(Zkzk_i_l — zp112k) calcula el drea con signo del
triangulo con vértices en 0, zx, 2x11, i.€. el drea es negativa si dicho triangulo
esta orientado en el sentido de las manecillas del reloj y positiva en caso
contrario.

Es facil convencerse de que si Z es un poligono simple positivamente
(negativamente) orientado, entonces A(Z) es positiva (negativa). Ademas,
en este caso A(Z) (JA(Z)|) coincide con la nocién usual que tenemos de drea.

Esta formula define una funcion A: C* — R tal que para toda A\ € C,
A(NZ) = |MN?A(Z). Usando la identidad de polarizacién, encontramos que

el producto hermitiano asociado a A es:

<Z, W>_A = EZ(Z]{U_}]CJA - Zk+1u_)k)' (*)

k=1

La restriccién de este producto al hiperplano V' (n) = {(0, 22, 23, ..., 2,) |
z; € C}, no pasa al proyectivo PcV'(n), ya que para A € Cy Z, W € V(n),
<>‘Za )‘W>A = |)“2<Zv W>A-

Para definir un producto en el cociente, nos ayudaremos del conjunto
abierto A™1(R — {0}) € C" (A es continua). Dados Z € AR — {0}) y
UV e€TzA (R — {0}) definimos:

2, (0.V) = G

Nétese que si A € C*, entonces la funcion lineal Z +— AZ es una isometria

de la pareja (A7 (R — {0}),9,), pues
(AU A4 _ AU V)a
AR~ APIAZ)]
De manera que g, si estd definido en el abierto n(A™ (R — {0})) c CP"~2.

Es claro que para la definicién de g,, es indispensable que A(Z) # 0, por
lo que el producto no se puede extender a A~1(0).

G, AU, AV) = =g,(UV).

Ejemplo A.3. Producto asociado a la forma de drea en tridngulos.

SizZe A Y R-{0})yU,V € TA"*(R—{0}), entonces sus representates
en la linea L = {(0,1, z3)} se ven de la forma Z = (0,1,2) con Im z # 0 y
U=(0,0,),V = (0,0, ).

Usando la férmula (%), obtenemos que Z = (0,1,2) y Z = (0,1, z) satis-
facen (Z, Z) = 0, luego {Z, Z} es una base (, )4-ortogonal para Tz A~ (R —
{0}). Por lo tanto existen uy, ug, v1, v € C tales que:

U=wZ+uZ y V=uvZ+uv,2.
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Como antes, al proyectivizar las componente de U y V sobre CZ se elimi-
nan y las componentes sobre CZ no se afectan. Multiplicando ambos vectores
por Z con el producto ( , )4 para calcular las componentes de U y V en CZ,

obtenemos
i i
Az Y T Ay
luego - - - -
(ueZ, 092y 4 us2 A(Z) afl
z U,V - = = — .
UV="@) T AR 6AZ)AZ)
Utilizando que A(0,1,2) = (Im 2)/2 y A(Z) = —A(Z), concluimos
__—ap
9,(U, V) = 4(Im 2)%’

Por ultimo si @ = a3 + i, S = 1 + 162 y Re g, es la parte real
del producto, haciendo las cuentas obtenemos que en cada componente de
n(A(R - {0})) el producto se ve de la forma:

—()\1061 + )\20&2)

Re g,(U,V) = 4(Im 2)?

Que es la métrica hiperbdlica multiplicada por —1/4.
En [18, Proposicién 3] se demuestra que este es el inico n para el que Re
g, se ve como un multiplo de una métrica riemanniana en (A~ (R — {0})).



Apéndice B

Schwarz-Christoffel para
triangulos

La clasica Formula de Schwarz-Christoffel descubierta de manera independi-
ente por los mateméticos B. Christoffel [6] y A. Schwarz [21], proporciona un
biholomorfismo entre el semiplano superior y el interior de cualquier poligono
simple contenido en C, a dicho biholomorfismo se le conoce como el Mapeo
de Schwarz-Christoffel (MSC). En el Capitulo 5, particularmente en la de-
mostracion del Teorema 5.2, se utilizan algunas caracteristicas de este mapeo
que se explicaran en este apéndice.

El apéndice esta dividido en dos secciones. En la primera de ellas se
enuncia el Teorema de Schwarz-Cristoffel en su forma general y se mencionan
algunas propiedades sencilas del MSC. En la segunda seccién, demostraremos
un resultado que habla sobre la diferenciabilidad del MSC con respecto a los
angulos internos de un tridngulo (es vélida para poligonos en general), esta
propiedad del MSC se utiliza fuertemente en la demostraciéon Teorema 5.2.
Cabe mencionar que no se encontr6 alguna referencia para este resultado, por
lo que se cree que forma parte de las aportaciones originales de este trabajo.

B.1 La Formula de Schwarz-Christoffel

Es claro que si W € S(n) es positivamente orientado, entonces W° C C
es simplemente conexo y, por el Teorema del Mapeo de Riemann [4], existe
biholomorfismo f: H — W°. En esta seccion mencionaremos el Teorema
de Schwar-Christoffel, el cual nos proporciona la expresién analitica de f en
términos de los vértices de W y de sus angulos exteriores.

Si W € S(n) es positivamente orientado y a1, ..., a;, son sus angulos interi-
ores (ver Definicién 1.6), entonces a los niimeros 0, = m—aoq,...,0, = T—ay, les
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llamamos los dngulos exteriores de W. Es claro que para toda £, Op € (—m, )
y que estos angulos satisfacen que 6 + - -- + 6,, = 2.

Teorema B.1. Si W = (wi,ws,...,w,) € S(n) es positivamente orientado

y 01,05, ...,0, son sus dngulos exteriores, entonces cualquier biholomorfismo
f:H — We° tal que para z — oo, f(z) = w,, estd dado por

zn—1

A+B/ T1(¢ - an)dc,

20 k=1
donde@k:—%,a1<a2<-~-<an_1€R,ZOEHyA,BE(CconB#O.

Una demostracion detallada se pueden consultar en los articulos originales
([6],[21]) o en la referencia [8, pag.10]. A continuacién mencionamos algunas
propiedades de las funciones que se obtienen de la Férmula de Schwarz-
Christoffel.

1. Las constantes A, B € C sdlo cambian a W (el poligono imagen) por
una traslacion, una rotacion o una homotecia. De manera que éstas

determinan poligonos de S(n) que son orientablemente semejantes (ver
Definicion 1.9).

2. St cambiamos el limite de integracion por otro punto z;, € H, entonces
el poligono imagen es una traslacion de W. Se sigue de que H es
simplemente conexo y por lo tanto se cumple

/ﬁ — ay,)d¢ = / H —ake’“d(+/zﬁ — ay,)"d¢

0 k=1 20 k=1 20 k=1

3. SiH=HURU{oo}, entonces existe funcion continua fH = cl(2)

que extiende a f y tal que f(al) = wy, f(&z) = Wy, .. ,f(an 1) = Wp_1
y f(00) = w,. Esto se sigue del Teorema Carathéodory [3].

4. Tenemos libertad para escoger ai,as € R. Para verificar esto pensemos
que A\,b € Ry X # 0, entonces para valores adecuados de A" y B’| la

funcion
1

z n
g(z) = A"+ B’/ — (Aag + b))%d¢,
20 k=1
tiene como imagen a W (no cambiaron los dngulos y las proporciones
|)\a¢+bf)\ajfb\ _ |aifaj|
N |)\aj+b—)\ak—b\ - |aj—ak|
es la extensién de g a H, entonces g(Aa; + b) = w;.

entre los a}s son las mismas pues ). Ademas, si g
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5. La formula también es valida para poligonos que tienen un vértice al
infinito, solo que en dicho vértice debe medirse su angulo interior en el
sentido negativo (contrario a las manecillas del reloj) [8, pag.9].

B.2 Schwarz-Christoffel en Triangulos

En esta secciéon veremos que la Formula de Schwarz-Christoffel varia difer-
enciablemente con respecto a los angulos interiores de un triangulo, este re-
sultado se utiliza en la Seccion 5.1 durante la prueba del Teorema 5.2. Cabe
mencionar que este resultado también es valido para poligonos de mayor
numero de lados.

De las propiedades 2 y 3 mencionadas en la seccién anterior, sabemos que
si W = (wy,we, w3) € S(3) es positivamente orientado, entonces existen unas
tunicas constantes 01,0 € (—1,1) y A, B € C de manera que la funcién

fwlz) = A+ B/Z ¢ (¢ — 1)

manda H en W° y fir (0) = wy, fir(1) = wa y fir(co) = ws. El caso en que
w3 = 00, también existen valores tinicos para los angulos y para las constantes
complejas. Usando estos valores, se calcula facilmente que fiy(z) =

wi [ ¢ ¢ = 1) — wa [} ¢7(C — 1)dC + (wa —wn) [} ¢7(C — 1)dC
O ¢ = 1)d¢ — [ ¢P (¢ — 1)P2dC

Concluimos que para cada tridngulo simple W = (w1, wq, w3) C C (w3 puede
ser infinito), el Mapeo de Schwarz-Christoffel fy, es el inico que manda H

en Wy fw(0) =wi, fiwr(1) = ws y fw(o0) = ws.
Teorema B.2. St W = (wy, ws,w3) € S(3) y 61,602: R — (—1,1) son dife-
renciables, entonces la funcion fy (z,t) =
w [} ¢ (¢ = 1) —wy [7 ¢ (¢ = 1)™dC + (wy —wn) f7 ¢ (¢~ 1)dC
J7€O(¢ = 1)PdC — [ ¢ (¢ = 1)PdC

es diferenciable con respecto a t.

Demostracion: Es claro que 0, fyy existe y es continua si y sélo si 0y fio o (¢~
1)%2d¢, o, fil (¢ —1)%2dC y 0, fiz (%1 (¢ —1)%2d(¢ existen y son continuas. Sin

importar el limite de integracién, se cumple:

at/Cgl(C —1)d¢ = / [(2€™) (€= 1) + ¢ (2u(C = 1)™)] dC =
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0 / ¢ (¢ — 1) log(¢)dC + 6, / ¢ (¢ — 1) log(¢ — 1)dC.

Denotemos con [1(¢) = ¢ (¢ — 1)%log(¢) v Ix(¢) = ¢" (¢ — 1)%log(¢ — 1).
Notese que I; y I son holomorfas en H, por lo tanto, también lo son

z fiz Ldly z — fiz I,d¢. Las funciones t — fil Ld yt — fio Ird¢
estan bien definidas y son continuas ya que en estos limites de integracion,
los correspondientes logaritmos estan acotados y el resto de los términos ya
sabemos que si se puede extender [5].

Por demostrar que t fio LdC ytws fil I,d( estan bien definidas y son
continuas. Aqui demostraremos el resultado sélo para la primera funcién
(para la segunda se procede andlogamente).

I, es holomorfa y univaluada en la rama C — {{iy | y < 0} U {1 + iy |
y < 0}}, por lo que basta demostrar que para toda trayectoria v: [0,1] — H
diferenciable tal que v(0) =iy y(1) = 0, se cumple

0 7r
/Ildg“ = z/ (i) (iy — 1) (log ly| + i—) dy < oo
v 1 2

donde el segundo término es la integral a lo largo del segmento 0. Dividire-
mos la demostracién en dos casos:
Caso I - yNi0 = 0.

Supongamos que € > 0 es tal que para todo 0 < r <€, B.(0)N~([0,1]) =
{7(t;)} para algin ¢, € [0,1] (por la diferenciabilidad de 7 existe este ¢).
Llamemos S, a la curva i(ei) U C. U v ([0,t.]), donde C. C H es la porcién
de circulo entre ie y y(t.) y 7 ([0,t.]) denota la curva ([0, t.]) recorrida de

v(te) a ¥(0) =i. Como I; es holomorfa en H, se cumple

Be Z(EZ) Ce 77([07750])

Por demostrar que cuando € — 0, entonces la integral

60 . . . .
/ Ld¢ = ieth / 00 (e — 1)%2]0g(ee)eds — 0.
Ce /2

Utilizando ] Jo. Ildg) < [, [L]d¢ y la desigualdad del trigngulo,
4o

60 . .
/ [ﬂl(‘ < e log €| / lee®® — 1|%2d6 + '+ / lee®® — 1]%26 do.
Ce w/2

w/2

Que claramente tiende a 0 cuando € — 0 pues —1 < 6;.
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Caso II - v N0 # 0.

SiyNi0 = {7(t1)} entonces la fmhdé = _fr[O,tl] I,d¢ ya que I es
holomorfa en H. Continuando como en el caso anterior a partir de y(t1),
demostramos este caso. Procediendo por induccién, se demuestra el caso en

que y N0 = {y(t1), .., v(ta)}. O
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Notacion

En el desarrollo de la tesis se utiliza bastante notacién nueva. Para facilitar
la lectura se decidié agregar esta seccién donde ponemos la notaciéon mas
usada.

Z° Interior del poligono simple Z.

cl(Z) Cerradura del poligono simple Z, es decir, cl(Z) = Z U Z°.
Ac Grupo afin complejo.

S(n)  Conjunto de n-dgonos simples contenido en C".

K(n) Conjunto de n-agonos convexos en C".

n Funcién de paso al cociente C* — C"/Ac.

Radio tal que si Z € S(n), entonces [[ B, (z) C S(n).
S(n)  Componente de n-dgonos simples pos. orient. en CP"~2,
K(n) Componente de n-4gonos convexos pos. orient. en CP" 2,
R, El n-agono regular positivamente orientado.

D;(n) Poligonos en S(n) con el i-ésimo vértice fuerte-deformable.
Ti(n) Poligonos en S(n) con el i-ésimo vértice deformable.

o Funcién de §(n) en si mismo que cambia la enumeracion.
P(n) Espacio de poligonos sin etiquetas en los vértices (S(n)/d).

0A Frontera del conjunto A.
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