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Introduccion

El objetivo de esta tesis es realizar un andlisis matematico de un mo-
delo que explora el crecimiento de un tumor canceroso bajo el tratamiento
de inmunoterapia. Este tratamiento utiliza elementos del huésped para im-
pulsar su respuesta inmunolégica, con la esperanza de que el huésped pueda
eliminar el tumor. Actualmente, el cancer sigue siendo una de las principa-
les causas de muerte en el mundo. La limitada eficacia de los tratamientos
aplicados justifica la busqueda de nuevas estrategias para intentar mejorar
los resultados obtenidos hasta ahora. Ya que el sistema inmunolégico puede
reconocer y destruir células tumorales, se ha considerado como una modali-
dad terapéutica a la inmunoterapia, con la aplicacién adicional de la citocina
interleucina-2 (IL-2), la cual juega un papel importante en el crecimiento de
algunas células del sistema inmunologico.

La idea de usar teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias en biologia
matematica se debe a Lotka y Volterra quienes formularon un modelo ma-
temdtico simple en teoria de dindmica de poblacién. En 1994 Kuznetsov et
al.[3] aplicaron las ideas de Lotka-Volterra a la modelacién del céncer. En
1998 el modelo de Kuznetsov fue generalizado por Denise Kirschner y John
Carl Panetta [1]. En este trabajo se estudiara la dindmica del sistema pro-
puesto por Kirschner y Panetta, analizando las condiciones de existencia y
estabilidad de todos sus puntos de equilibrio. Los puntos de equilibrio de este
sistema representan el estado final de las poblaciones que se estan estudian-
do, por lo tanto, consideramos que es necesario estudiar todos los puntos de
equilibrio del sistema ademads del punto trivial libre de tumor, para compren-
der el comportamiento del sistema para cualquier valor que puedan adquirir
los distintos parametros involucrados en el sistema.

IX



x Introduccién

Este trabajo estd organizado en cuatro capitulos. En el capitulo 1 se
da una introduccion del fenémeno biolégico a modelar y se presentan ge-
neralidades utilizadas en modelacién matematica para analizar sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias. En el capitulo 2 se presenta el modelo to-
mado de un articulo escrito por Kirschner y Panetta. En este articulo sélo se
presenta el modelo y un analisis numérico del mismo, dando condiciones para
que el punto de equilibrio trivial libre de tumor sea localmente estable. En
este capitulo se comentan algunos resultados obtenidos en estudios numéri-
cos y cualitativos de la dinamica de este sistema realizados anteriormente
para mostrar bajo qué condiciones se puede eliminar el tumor. En el capitulo
3 se obtienen condiciones sobre los pardmetros del sistema para determinar
la cantidad de puntos de equilibrio positivos que puede tener el sistema, y
por medio del estudio de las ceroclinas, se tiene una idea geométrica para
localizarlos. Se estudia el efecto que tiene cada pardametro en el comporta-
miento del sistema. Por tltimo, en el capitulo 4 se estudia la estabilidad de
los puntos de equilibrio. Se dan condiciones sobre los parametros del sistema
para que los puntos de equilibrio sean localmente estables. Se demuestra el
comportamiento de soluciones para tiempos grandes. Se demuestra la estabi-
lidad de todos los puntos de equilibrio y se realiza un estudio numérico para
encontrar los valores de los parametros para los cuales existen bifurcaciones
en el sistema.



Capitulo 1

Conceptos basicos

En este capitulo se da un marco de referencia necesario para comprender
el problema de modelar el crecimiento de un tumor canceroso que recibe
inmunoterapia. Antes de plantear el modelo a estudiar, haremos un repaso
de herramientas y conceptos matematicos que vamos a utilizar a lo largo del
trabajo.

1.1. Conceptos biolégicos

Cancer es un término que se usa para enfermedades en las que células
anormales tienen una divisién descontrolada y pueden invadir otros tejidos.
El cuerpo esta formado de muchos tipos de células las cuales crecen, se divi-
den y mueren de una forma ordenada, segin sea necesario para mantener al
cuerpo sano. Cuando las células envejecen o se danan, mueren y son reem-
plazadas por células nuevas. La mayoria de las veces en las que una célula
sufre un dano en su material genético (ADN), la célula muere o puede repa-
rarar el ADN. En las células cancerosas el ADN no se repara, lo cual produce
mutaciones que afectan la divisién y el crecimiento normales de las células.
Cuando esto sucede, las células no mueren cuando deberian morir y células
nuevas se forman cuando el cuerpo no las necesita. Las células excedentes
forman una masa de tejido que es lo que se llama tumor.

No todos los tumores son cancerosos. Los tumores benignos no son can-
cerosos, estos pueden extirparse y, en la mayoria de los casos, no vuelven a
aparecer. Las células de los tumores benignos no se diseminan a otras partes



2 Conceptos basicos

del cuerpo, a diferencia de las células de los tumores malignos que pueden
invadir tejidos cercanos. Se llama metastasis cuando el cancer se disemina de
una parte del cuerpo a otra.

Actualmente hay variedad de tratamientos para erradicar un tumor can-
ceroso, siendo los principales la cirugia, quimioterapia y radioterapia. La
cirugia consiste en la total extirpaciéon del tumor junto a una parte del tejido
sano que hay a su alrededor. De esta manera se evita que el cancer se repro-
duzca en el caso de que haya invadido otras zonas cercanas. La quimioterapia
consiste en la utilizacién de drogas para el tratamiento de diferentes tipos
de cancer. Los agentes de quimioterapia més comunes actian destruyendo
las células que se dividen rapidamente, una de las principales propiedades
de la mayoria de las células cancerosas. Esto significa que la quimioterapia
también puede danar células que se dividen rapidamente bajo circunstan-
cias normales, por ejemplo las células en la médula ésea, tracto digestivo, y
foliculo piloso. La radioterapia utiliza las radiaciones para eliminar las células
tumorales y asi impide que crezcan y se reproduzcan, pero también puede
afectar a células normales que se encuentran alrededor del tumor.

La limitada eficacia de las estrategias convencionales en el tratamiento
de la mayoria de tumores cancerosos justifica la busqueda de nuevas estrate-
gias para intentar mejorar los resultados obtenidos con las terapias aplicadas
hasta la fecha. Otra modalidad terapéutica es la inmunoterapia, de la cual
hablaremos a continuacion.

1.1.1. Inmunoterapia

La inmunoterapia es un tratamiento para estimular o restaurar la capaci-
dad del sistema inmunoldgico para luchar contra el cancer, las infecciones y
otras enfermedades. Asimismo, se usa para disminuir ciertos efectos secunda-
rios que pueden causar algunos tratamientos para el cancer. Las sustancias
usadas en la inmunoterapia incluyen los anticuerpos monoclonales, factores
de crecimiento y vacunas. A la inmunoterapia también se le conoce como
bioterapia, terapia bioldgica o terapia modificadora de la respuesta biologica
(terapia MRB).

El sistema inmunoldgico es una red compleja de células, tejidos y érganos
especializados, que reconoce y destruye invasores foraneos, como virus o bac-



1.1 Conceptos biolégicos 3

terias. También destruye algunas células danadas o enfermas en el cuerpo,
como las células cancerosas. Cuando el sistema inmunolégico encuentra en
el cuerpo una sustancia danina o extrana, llamada antigeno, se desencadena
una respuesta inmunoldgica.

Los globulos blancos de la sangre (leucocitos) son los que en primer lugar
participan en la respuesta inmunoldgica. Algunos glébulos blancos, como los
fagocitos, devoraran y digieren particulas y organismos microscépicos en un
proceso conocido como fagocitosis. Ejemplos de fagocitos son los monocitos,
que circulan por la sangre, y los macrdfagos, que se encuentran en tejidos de
todo el cuerpo. Estos globulos blancos proveen un grado de proteccién in-
munitaria general, o no especifica. Otros glébulos blancos como los linfocitos
actian contra blancos especificos, por ejemplo:

= Células B: segregan anticuerpos que son proteinas en forma de Y pro-
ducidas por el sistema inmunoldgico para identificar y neutralizar los
antigenos. Los anticuerpos se adhieren a los antigenos y los marcan
para que los destruya otro componente del sistema inmunolégico.

» Células T: atacan a las células cancerosas y avisan a otras células del
sistema inmunolégico que deben defender al organismo. Reconocen a
los antigenos s6lo después de que han sido procesados y presentados en
combinacion con un receptor propio, una molécula del llamado complejo
mayor de histocompatibilidad (CMH). Las células T citotdxicas (Lin-
focitos T-CD8) segregan proteinas que atacan directamente las células
infectadas, foraneas o cancerosas. Estas células liberan citotoxinas que
forman poros en la membrana plasmatica de la célula receptora, permi-
tiendo que iones, agua y toxinas entren en ella. Esto provoca el estallido
de la célula o que experimente apoptosis, que es el suicidio de la célu-
la. Las células T colaboradoras (Linfocitos T-CD4) regulan la respuesta
inmunoldgica al segregar citocinas y enviar una senal a otros defensores
del sistema inmunoldgico, como las células B.

» Células asesinas naturales (células NK): producen citocinas poderosas y
proteinas que forman poros que se adhieren a cualquier invasor foraneo,
a células infectadas o tumorales, y los destruyen. A diferencia de las
células T citotéxicas, las células NK estan listas para atacar de forma
rapida al encontrarse por primera vez con sus blancos.
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Estos tipos de glébulos blancos se encuentran en la sangre y, por ende,
circulan por todas partes del organismo para ofrecer proteccién contra el
cancer y otras enfermedades.

Los linfocitos T (o células T) son los responsables de coordinar la res-
puesta inmune celular, constituyendo el 70 % del total de los linfocitos que
segregan proteinas o citocinas. También se ocupan de realizar la cooperacion
para desarrollar todas las formas de respuesta inmune, como la produccién
de anticuerpos por los linfocitos B.

Las citocinas (también denominadas citoquinas) son los agentes respon-
sables de la comunicacién intercelular, inducen la activacion de receptores
especificos de membrana, crecimiento, funciones de proliferacion y diferen-
ciacién de las células que las producen. Hay dos tipos de citocinas que se
usan para tratar pacientes con cancer: las interleucinas e interferones. Un
tercer tipo, llamados factores de crecimiento hematopoyético, se usa para
contrarrestar algunos de los efectos secundarios de algunos programas de
quimioterapia. Se han identificado més de una docena de interleucinas dis-
tintas, como la interleucina-2 (IL-2), la cual se llama también factor de
crecimiento de linfocitos T. Los linfocitos T activados producen esta citocina
de manera natural. La interleucina-2 aumenta la proliferacion de los linfoci-
tos y también facilita la produccion de anticuerpos por los linfocitos B.

En este trabajo se modelard el crecimiento de tumores cancerosos bajo un
tipo de inmunoterapia llamado inmunoterapia celular adoptiva en conjuncion
con la introduccion de IL-2.

Inmunoterapia Celular Adoptiva

La Inmunoteraia Celular Adoptiva (ACI, por sus siglas en inglés) es un
tratamiento que se usa para ayudar al sistema inmunolégico a combatir enfer-
medades tales como el cancer e infecciones por ciertos virus. Su funcionamien-
to consiste en tomar muestras de las células T de un paciente y cultivarlas
en el laboratorio. Este procedimiento aumenta el nimero de células T capa-
ces de destruir células cancerosas o combatir infecciones. Estas células T son
transferidas al paciente para ayudar al sistema inmunolégico a combatir las
enfermedades. Las terapias usadas hasta ahora derivan su nombre por el tipo
de células que utilizan y son:
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» Terapia LAK (lymphokine-activated killer cell): las células LAK son
derivadas de un cultivo in wvitro con altas concentraciones de IL-2 de
leucocitos tomados de la sangre periférica del paciente. Después son
inyectadas de vuelta en el sitio del tumor.

» Terapia TIL (tumor infiltrating lymphocyte): las células TIL son deri-
vadas de linfocitos tomados del tumor del paciente que son incubadas
con altas concentraciones de IL-2 in vitro. Después son inyectadas de
vuelta en el sitio del tumor.

La inmunoterapia adoptiva de linfocitos T se estudié primero para el tra-
tamiento de melanoma metastatico. El melanoma es un tipo de cancer de piel
que aparece cuando las células llamadas melanocitos se convierten en malig-
nas. La razon del uso de este tipo de inmunoterapia para este tipo de cancer
es porque los melanomas causan con frecuencia una reaccién inmunolégica
considerable con muchos linfocitos T citotéxicos que invaden los tumores.
El tratamiento con IL-2 se utiliza para tratar el cancer de rinén y de piel,
incluido el melanoma. Los efectos secundarios comunes del tratamiento de
inmunoterapia incluyen el aumento de peso y la presion arterial baja, que
pueden tratarse con otros medicamentos. Algunas personas también pueden
experimentar sintomas similares a los de la gripe, como escalofrios, fiebre,
dolor de musculos, debilidad, falta de apetito, nduseas, vémitos y diarrea.

1.2. Teoria cualitativa de las ecuaciones dife-
renciales

La metodologia para tratar las ecuaciones diferenciales no lineales es de
naturaleza cualitativa, y esta basada en el uso de conceptos geométricos, de
la teoria de perturbaciones y ecuaciones lineales (siempre que sea posible),
del estudio de casos especificos y de métodos numéricos.

Considérense n variables de estado que representan ciertas magnitudes
cuantificables de un sistema dindmico. Se agrupan en un vector (columna)
x con entradas x; (j = 1,2,...,n). Supéngase que la evolucion en el tiempo
de este conjunto de variables estd determinada por una funcién vectorial f,
también con n entradas, mediante un sistema de ecuaciones diferenciales de
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primer orden de la forma
dz
p— €T ,
= f)
con condiciones iniciales x(ty) = x¢. A un sistema de este tipo, donde f no

dependa explicitamente de t, se le conoce como sistema autonomo. Conside-
remos una ecuacion diferencial

d
d_j = f(z); f:W = R™ W C R"™ abierto. (1.1)

Suponemos que f es C'. Un punto T € W se dice que es un punto de equi-
librio de (1.1) si f(z) = 0. La funcién constante z(¢) = Z es una solucién
de (1.1). El teorema de existencia y unicidad establece bajo qué condiciones
puede asegurarse la existencia y unicidad de solucién de una ecuacién dife-
rencial ordinaria dado un problema de valor inicial.

Primeramente estudiaremos la estabilidad de sistemas lineales y poste-
riormente la estabilidad de los sistemas no lineales ya que nuestro sistema a
estudiar en este trabajo serd un sistema no lineal.

1.2.1. Estabilidad de sistemas lineales

El estudio de los puntos de equilibrio es importante en las ecuaciones
diferenciales ordinarias y sus aplicaciones. Un punto de equilibrio es estable
si las soluciones proximas permanecen proximas en todo instante posterior.
Ya que en las aplicaciones de los sistemas dindmicos no siempre es posible
localizar exactamente un estado, sino sélo de un modo aproximado, un punto
de equilibrio ha de ser estable para que tenga pleno sentido fisico.

Supongamos que = € W es un punto de equilibrio de la ecuacién diferen-
cial (1.1) donde f : W — F es una aplicacién C'' de un conjunto abierto W
del espacio vectorial ' en E. Entonces,

= T es un punto de equilibrio estable si para toda vecindad abierta U de &
en W existe una vecindad U; de T en U tal que toda solucién z(t) con
x(0) en U; estd definida y permanece en U para todo tiempo futuro
t > 0. Ver figura (1.1 a).

= T es un punto de equilibrio asintoticamente estable si es estable y
ademds U; se puede elegir de modo que se tenga limy; . z(t) = Z.
Ver figura (1.1 b).
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= T es punto de equilibrio inestable si existe una vecindad U de Z tal que
para toda vecindad U; de Z en U, existe al menos una solucién x(t) que
comienza en x(0) € U; y que no permanece para todo tiempo futuro
en U. Ver figura (1.1 ¢).

>
N U (
! . “I [ < « — T
-~ —
ul Ul v D Ul vics D )x
pd
a) Estabilidad b) Estabilidad asintdtica ¢) Inestabilidad

Figura 1.1: Estabilidad de un punto de equilibrio

La relacion de los valores propios con la estabilidad de sistemas lineales
es la siguiente. Considérese la ecuaciéon diferencial lineal

i = Az, (1.2)
entonces

» toda solucién z = ¢(t) de 1.2 es estable si todos los valores propios de
A tienen parte real negativa.

» toda solucién x = ¢(t) de 1.2 es inestable si al menos un valor propio
de A tiene parte real positiva.

= supdéngase que todos los valores propios de A tienen parte real me-
nor o igual que 0, [ valores propios tienen parte real igual a cero
(M =toy,..., N\ = i0y), ademas que \; = {0, tiene multiplicidad k;. El
polinomio caracteristico de A se puede factorizar como

p(N) = (X — i) - (X —ioy)kq(N),

donde todas las raices de () tiene parte real negativa. Entonces, toda
solucién =z = ¢(t) de 1.2 es estable si A tiene k; vectores propios,
linealmente independientes para cada valor propio A; = 40;. Si no,
toda solucién ¢(t) es inestable.



8 Conceptos basicos

La demostracién de lo anterior se puede consultar en [6]. En la figura (1.2) se
puede ver la clasificacién de los puntos de equilibrio en R? segtin sus valores
propios.

Valores propios Retrato de fase Estabilidad
ImA Il i
L
R \\’ -/I/ Nodo
eh / \.\
¥, -
Estable
ImA B
F
e \\\\I
Re A (L ® ) Foco
N
Im A 1
AR
Reh :____ﬁ\ /_:: Silla Inestable
A
ImA \ /l
A
—= = Nodo
Re A / ! \\
Inestable
ImA —
/( Iy _“'\\\
7+ ROBE Foco
Re i N ~ S

Figura 1.2: Clasificacién de puntos de equilibrio en el plano.

1.2.2. Estabilidad de sistemas no lineales

El estudio de la estabilidad de las soluciones de un sistema no lineal se
realiza mediante métodos propuestos por Liapunov. Uno de estos métodos
estd basado en el estudio de la estabilidad de soluciones del sistema lineal
asociado a (1.1) y otro, conocido como el método directo de Liapunov. Con
este método, la estabilidad se garantiza bajo la hipdtesis de la existencia de
cierta funcién (funcién de Liapunov), la cual no siempre es posible encontrar
en la practica. Por lo general, se recurre a la linealizacion del sistema, que se
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logra de la siguiente manera. Si Z es un punto de equilibrio del sistema (1.1),
se considera el cambio de variable y = x — z , con lo cual :
dy dx
dt — dt
Desarrollando f en serie de Taylor en un entorno de z y despreciando los
términos no lineales, obtenemos el sistema lineal:

= f(z) = fly+ 7).

donde J es la matriz jacobiana de f en z (J = %(;)‘I:j). Por el teorema
de Hartman-Grobman [8], si J no tiene valores propios iguales a cero o ima-
ginarios puros (sistemas hiperbdlicos), existe un homeomorfismo h definido
en algin entorno de z que localmente transforma trayectorias del flujo no
lineal en trayectorias del flujo lineal. Asi, el comportamiento de un sistema
no lineal en un entorno de un equilibrio hiperbdlico, es cualitativamente si-
milar al del sistema lineal asociado. Las propiedades sobre los valores propios
aplicables a los sistemas lineales y que clasifican los puntos de equilibrio en
nodos, centros, focos o puntos de silla, ahora se aplican con los valores pro-
pios de la matriz Jacobiana J. Se obtienen las mismas conclusiones excepto

si el equilibrio es no hiperbdlico.

En un sistema dindamico ocurre una bifurcacion si el retrato de fases cam-
bia su estructura topoldgica cuando un pardametro varia. Estos cambios afec-
tan al nimero y/o estabilidad de los puntos de equilibrio u 6rbitas cerradas.
Se llama valor de bifurcacion a aquel valor del pardmetro a partir del cual el
sistema dindmico es estructuralmente inestable. En sistemas bidimensiona-
les pueden presentarse varios tipos de bifurcaciones, que se generalizan para
dimensiones mayores. Conforme un pardmetro del sistema crece o decrece
pueden ocurrir los siguientes tipos de bifurcacién:

» Bifurcacién nodo-silla: Los puntos de equilibrio del sistema se aproxi-
man, colisionan y desaparecen.

= Bifurcacién transcritica: Los puntos de equilibrio se aproximan y coli-
sionan, pero no desaparecen, sino que intercambian su estabilidad.

» Bifurcacién de Hopf: Se produce una pérdida de estabilidad debido a
que los valores propios complejos pasan de tener parte real negativa, a
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tener parte real positiva, atravesando por tanto el eje imaginario. En
el caso supercritico un punto espiral estable cambia a espiral inestable
rodeado por un pequeno ciclo limite. El caso subcritico es mas drastico,
pues después del valor de bifurcacion, las trayectorias deben saltar a
una atractor distante que puede ser un punto fijo, un ciclo limite o un
atractor cadtico, como es el caso de Lorenz.

Se dice que una curva cerrada es un ciclo limite de

dx dy

— = f(z,y), — =g(x,y), 1.3
o =@y, o =gy (1.3)
si existen Orbitas que describen espirales que se acercan o alejan de ella. Se
dice que es estable si todas las érbitas de (1.3) que pasan suficientemente cer-
ca de la curva cerrada describen espirales que tienden hacia ella finalmente.
Se dice que es inestable en caso contario.

Después de tener claro el problema bioldgico a modelar y de haber repa-
sado la teoria matematica para analizar sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales, procedemos en el capitulo 2 a presentar el modelo que
se analizara en este trabajo.



Capitulo 2

Modelo de Kirschner-Panetta

En este capitulo se describira el modelo propuesto por Denise Kirschner y
John Carl Panetta [1] que modela el crecimiento de un tumor canceroso bajo
el tratamiento de inmunoterapia. Primero se presentan los antecedentes del
modelo y después se da una explicacién detallada de éste. Por tltimo se dan a
conocer algunos resultados analiticos y numéricos que han sido publicados en
trabajos anteriores con el objetivo de saber qué estudios se han hecho sobre
este modelo, y asi determinar qué informacion adicional se puede obtener de
este modelo. La importancia del estudio de este modelo radica en que ha
sido un pilar en la modelacién de inmunoterapia contra el cancer. Ademas
de contar con una dindmica interesante que estudiaremos con mas detalle en
los capitulos 3 y 4.

2.1. Introduccion

Actualmente podemos encontrar en la literatura variedad de modelos
que representan el crecimiento de un tumor. Estos modelos dependen de
las hipotesis y fenémenos bioldgicos que se consideran. Los modelos pueden
investigar interacciones a diferentes escalas biolégicas, por ejemplo escala mo-
lecular o celular.

La idea de usar teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias
en biologia matematica se remonta a los anos 1925 y 1926 cuando Lotka y
Volterra formularon un modelo matematico simple en teoria de dinamica de

11
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poblacién. Este modelo es mejor conocido como “modelo presa-depredador”:

dv b

o = 0% by,
d

d_gz,{ = —cy+dyz,

con a, b, ¢, d parametros positivos, donde x es la presa y y es el depredador.

En 1994 Kuznetsov et al. [3] aplicaron las ideas de Lotka y Volterra para
modelar el cancer, y propusieron el siguiente modelo:

dE ET
— = —— —mFET — dE
at S+pg—|—T m ,

dT

- = aT'(1 —bT) —nET,

con s, p, g, m,b, a,n,d parametros positivos. E(t) representa células efectoras
(depredadores), y T'(t) las células tumorales (presa).

2.2. El modelo

El modelo de Kuznetsov fue generalizado por Denise Kirschner y John
Carl Panetta en 1998 [1]. La idea fue introducir una tercera poblacién (con-
centracion) de moléculas efectoras IL-2. Las variables del modelo son tratadas
como variables continuas ya que son grandes en cantidad y son generalmente
homogéneas. Las 3 variables en el modelo son:

= FE(t): Concentracién de células efectoras. Son las células del sistema
inmunolégico que han sido estimuladas y estan listas para responder al
antigeno como las células T citotoxias, macrofogos y células NK.

= T'(t): Concentracién de células tumorales.
= (C(t): Concentracién de moléculas efectoras 11.-2.

En la figura (2.1) se muestra la interaccién entre E, Ty C.
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aET
&tT £
! .'u.z o>
r,T(1-bT) T E |<---
' pEC s
kT + T E
E:= Células efectoras p,ET
T:= Células tumorales &HE
C:= Moléculas efectoras
——= Efecto positivo ,C
F—O Efecto negativo C cesed
= = = > Introduccién de Inmunoterapia < ;J- )

e oo o» Muerte

Figura 2.1: Interaccion entre las 3 poblaciones del modelo: células efectoras,
células tumorales y moléculas efectoras

El sistema Kirschner-Panetta (KP) es:

— = kT — o F 2.1

I [42 +gl+0+sl, (2.1a)

dr ab’T

— = T(1-0bT) — 2.1 2.1
-~ — — 2.1

dt 9 T T + S92 M3O7 ( C)

con condiciones iniciales
E0)=Ey, T(0)=Ty C(0)=C.

La ecuacién (2.1a) describe el cambio de las células efectoras. El primer
término representa la estimulacién producida por el tumor para generar célu-
las efectoras. El parametro k es conocido como antigenicidad del tumor. La
antigenicidad es la capacidad de una sustancia para dar lugar a la produc-
cion de anticuerpos. El grado de antigenicidad depende del tipo y cantidad
de la sustancia concreta, de las circunstancias del huésped, de su grado de
sensibilidad al antigeno y de su capacidad para producir anticuerpos. Co-
mo las células tumorales comienzan siendo células sanas, k representa cuan



14 Modelo de Kirschner-Panetta

diferentes son las células tumorales de las células sanas. En este modelo se
toma k como constante, pero puede depender del tiempo, ya que mientras va
avanzando el cancer, la antigenicidad va creciendo. Este modelo considera un
tumor homogéneo o que si hay metastasis se sigue considerando que todas las
células tienen la misma antigenicidad. El segundo término representa muerte
natural. Las células efectoras tienen una vida natural en promedio de M—Zt,
donde t es unidad de tiempo. El tercer término es un término de prolifera-
ciéon en donde las células efectoras son estimuladas por IL-2. Este término
es de la forma Michaelis-Menten para indicar los efectos de saturacion de la
respuesta inmune. Por tltimo, s; es el término de tratamiento que representa
una fuente externa de células efectoras como células LAK o TIL.

La ecuacién (2.1b) describe el cambio de las células tumorales. Se supone
un crecimiento limitado de las células tumorales, ya que no todas las células
tienen acceso a los nutrientes por la forma del tumor. Hay distintas funciones
de crecimiento acotado, en este modelo se tomara la funciéon de crecimiento
logistico ro(1 — bT"). La pérdida de células tumorales es representada por la
interaccién con las células efectoras con una tasa a. Esta constante a repre-
senta cuan fuerte es la respuesta del sistema inmune y es modelado con la
cinética de Michaelis-Menten para indicar la limitacién de la respuesta del
sistema inmune para combatir el tumor. Esta forma también es ttil para
modelar el efecto de que sélo una porciéon de masa de tumor tiene contacto
con las células del sistema inmune.

La ecuacién (2.1c) describe el cambio de la concentracién de IL-2. El
primer término describe la produccién de IL-2 por las células efectoras que
son estimuladas por la interaccién con el tumor y también es un término de
Michaelis-Menten para considerar el limite de produccion de IL-2. El término
de tratamiento sy representa una introduccion externa de IL-2 al sistema. El
ultimo término pu3 representa la tasa de pérdida de IL-2.

En la tabla (2.1) se presentan los 13 parametros involucrados en el modelo.
Las unidades de los parametros estdn dadas en 1/dias, excepto g1, g, g3 y
b que son volimenes. Los valores de los parametros se tomaron de [1] pero
cabe notar que los valores varian de paciente en paciente, por lo que en la
realidad no se pueden tomar como valores fijos.
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Nombre Definicién Valores Valores escalados
k Antigenicidad 0< k<005 0<k<0.278
12 Tasa de muerte de 0.03 0.1667
p1 Tasa de proliferacion de £ 0.1245 0.69167
g1 Saturacién media de E 2 x 107 0.02
g2 Saturacién media de T 1 x 10° 0.0001
) Tasa de crecimiento de T’ 0.18 1
b Capacidad de crecimiento 107? 1

logistico de T
a Coeficiente de eliminacién de T' 1 5.5556
e} Tasa de muerte de C 10 55.556
D2 Tasa de proliferaciéon de C 5 27.778
g3 Saturacién media de C 1x 103 0.000001

Cuadro 2.1: Valores de los parametros del modelo

2.3. Trabajo actual

Como mencionamos al principio del capitulo, en la actualidad hay gran
cantidad de estudios del modelo KP. En algunos de estos estudios se ha
adaptado el modelo tomando en cuenta el tiempo de retardo que existe en
la produccion de IL-2 gracias a la presencia de las células T. Otros mode-
los incorporan otras citocinas como interferén-y o IL-10. Ademads, se han
estudiado modelos que estudian la inmunoterapia en conjuncién con radio-
terapia o quimioterapia, ya que la inmunoterapia también sirve como apoyo
para contrarrestar los efectos secundarios de otras terapias. Las funciones
cuasi-Lyapunov y conjuntos compactos invariantes se han utilizado como he-
rramientas para estudiar analiticamente el sistema.

Ya que este modelo ha sido pilar en la modelaciéon de la inmunotera-
pia actual, es importante comprender completamente su comportamiento.
Se mencionaran tan sélo algunos estudios que tienen resultados que nos in-
teresan para nuestro estudio posterior:

» En 1998, Kirschner y Panetta [1] ademéds de proponer el modelo (2.1),
obtuvieron resultados analiticos y numéricos que muestran condiciones
para que el punto de equilibrio libre de tumor sea localmente estable. En
este trabajo se detallard la estabilidad de todos los puntos de equilibrio,
ademas del punto de equilibrio libre de tumor.
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» En 2012, Starkov y Coria [5] examinaron la dinamica global del mode-
lo Kirschner-Panetta mediante el método de localizacion de conjuntos
compactos invariantes. Dieron cotas inferiores y superiores de densi-
dades de las poblaciones involucradas en el modelo. Demostraron que
hay un politopo invariante positivo en el octante positivo. Presentaron
suficientes condiciones para los parametros del modelo y los del tra-
tamiento bajo las cuales todas las trayectorias en el octante positivo
tienden al punto de equilibrio libre de tumor. En este trabajo se mos-
trarda geométricamente la localizacién de los puntos de equilibrio y se
daran cotas para las 3 poblaciones involucradas.

El objetivo de este trabajo es realizar un estudio cualitativo y numérico
del modelo KP para comprender su comportamiento local y global. Se es-
tudiara la estabilidad de las soluciones de equilibrio y de los cambios que
afectan a dicha estabilidad cuando los valores de los distintos pardametros del
sistema varian. En el siguiente capitulo se daran condiciones necesarias sobre
los pardametros para la existencia de los puntos de equilibrio, para posterior-
mente en el capitulo 4 estudiar su estabilidad.



Capitulo 3

Puntos de equilibrio

En este capitulo se estudiaran los puntos de equilibrio del sistema KP
mediante la obtencion y estudio de las ceroclinas del sistema. El objetivo del
estudio de las ceroclinas es obtener una idea geométrica de la localizacion
de los puntos de equilibrio. Posteriormente se daran condiciones algebraicas
para la existencia de los puntos de equilibrio y asi determinar la cantidad de
ellos.

3.1. Ceroclinas

En un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en dimension 2

dz
d_tl = f1(901,$2),
dx
d_tQ = f2($1;552),

la ecuacién fi(z1,x2) = 0 define una curva, y los puntos de equilibrio son
las intersecciones de las curvas dadas por f; =0y fo = 0. A tales curvas se
les conoce como ceroclinas. Son importantes porque, sobre ellas, la direccién
de las érbitas es paralela a uno u otro eje: sobre la curva f; = 0 las solucio-
nes son localmente verticales; analogamente, cuando las érbitas atraviesan
la curva fy = 0 las soluciones son localmente horizontales. Estas curvas son
elementos geométricos importantes para obtener el retrato de las soluciones
en el espacio de fases. En dimensiones n > 2 definen variedades (hipersuper-
ficies) que las 6rbitas sélo pueden cruzar en ciertas direcciones. Los puntos

17



18 Puntos de equilibrio

de equilibrio siguen siendo los puntos generados por las intersecciones entre
las n variedades (ceroclinas).

El sistema Kirschner-Panetta (2.1) es:

— = kT —mE

I Ho L + ntC + 51,
dr aET

— T(1-0bT) —

dt (] ( ) g5 _|_Ta
% - 93+T+82—M30.

Igualando a cero las ecuaciones del sistema (2.1), se encuentran las ecua-
ciones de las 3 ceroclinas:

mEC
KT — o B+ +s1 = 0,
2 n+C 1
aET
o' (1 — b1 — = 0,
2T ) g+ T
po BT

g3+T—|-82—[L30 = 0.

Despejando T de la primera ecuacién, E de la segunda y C' de la tercera,
obtenemos las siguientes expresiones

H2 mEC S1
T = —“F— ————+ — — 3.1
k k(g1 +C) k’ (3.1)
a
c = AL % (3.3)

ps(gs +T)  ps

Se realizo este despeje ya que de esta manera se facilitaban los calculos alge-
braicos. Con otras opciones de despeje se obtuvieron los mismos resultados
que mostraremos de aqui en adelante. Nos restringimos a analizar tan sélo
el primer octante, en donde E, T' y C' son positivas, ya que representan las
concentraciones de células efectoras, células tumorales y moléculas efectoras
respectivamente, y estas concentraciones son cantidades positivas. En la fi-
gura (3.1) podemos observar un ejemplo de las 3 ceroclinas. Los valores de
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los pardmetros del sistema para este ejemplo son: a = 1,k := 0,05,y =
0,03,9, = 10°, 75 = 0,18,57 = 1,b = 1079, p; = 0,1245,g; = 2 x 107, py =
5,13 = 10,93 = 10%, s, = 1. La grafica de la derecha es un acercamiento de
la gréafica de la izquierda cerca del origen. En este ejemplo podemos ver que
las 3 superficies dividen el primer octante en 8 regiones, pero en el siguiente
capitulo veremos que, dependiendo de los valores que tengan los parametros
del sistema, estas superficies pueden dividir el primer octante en 6, 8, 9, 10
u 11 regiones.

Las 3 ceroclinas Ceroclinas
- didt T=0
- didi E=0

d/dt C=0

- didtT=0
- didtE=0
didt C=0

Figura 3.1: Ejemplo de las ceroclinas del sistema KP

3.2. Analisis geométrico de las ceroclinas

En esta seccién localizaremos los puntos de equilibrio, es decir, tendremos
una idea geométrica de la interseccion de las 3 ceroclinas. Algunas carac-
teristicas visibles de las ceroclinas son:

= La superficie (3.1) que define dE/dt = 0 corta al eje T en — 3.

» La superficie (3.2) que define dT'/dt = 0 es un cilindro parabdlico que

corta al eje I/ en 2. Es de notar que T' = 0 también satisface dT'/dt =

0. Asi, la ceroclina dT'/dt = 0 es E = w U{T = 0}. Por lo
tanto cuando E = 0, en el primer octante, la ceroclina corta al eje T’
en 0y 1/b.
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» En la superficie (3.3), el valor de C crece cuando E y T crecen. Sobre
los ejes 'y T se tiene el valor C' = Z—i

Para facilitar la visualizacion de la interseccion de las 3 ceroclinas podemos
restringir el estudio a la interseccion de 2 curvas, las cuales se obtienen de la
interseccion de una misma ceroclina con cada una de las otras 2 ceroclinas. En
este trabajo se estudiard la interseccién de la ceroclina (3.3) con las ceroclinas
(3.2) y (3.1). La interseccion de las ceroclinas (3.3) y (3.2) da como resultado
la curva definida por

E:f(T) _ 7’2(1_bT>(g2+T)’ (34)

a

que es una parabola. La interseccién de las ceroclinas (3.3) y (3.1) da como
resultado la curva definida por

HT? 4+ 5T +t3 =0, (3.5)
donde

t1 = k(usgr + 52+ p2F),

ty = —E[—sips+ (2 — p1)(p2E + 52) + papiag) (3.6)
+(kgs + s1) (913 + 52),

ts = gs[—E(uapzgn + s2(p2 — p1)] + s1(s2 + pagr).-

La ecuacién (3.5) expresa una ecuaciéon cuadratica en T', que depende de
E. Al aplicar la féormula general para resolver ecuaciones cuadraticas, vemos
que para que la curva definida por esta ecuacion cumpla la condicién de
interseccién con el eje T en =2 y se encuentre en el primer cuadrante se

k
debe tomar la raiz

—ty + /12 — 4tt
T = g(B) = g (3.7)
to—+/t2—dt1ts

ya que la rafz T = — T , no se localiza en el primer cuadrante.

NOTA: De aqui en adelante a la curva definida por la ecuacién (3.4)
la denotaremos como E = f(T') y a la curva definida por ecuacién (3.7) la
denotaremos como 1" = g(E).
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Analizando las curvas E = f(T) y T = g(F) podemos darnos cuenta de
la localizacion de las intersecciones de las ceroclinas en el primer octante, y
asi ubicar los puntos de equilibrio. Se estudiaran estas curvas por separado,
y finalmente veremos algunos ejemplos de interseccion de las 2 curvas.

Anélisis de la curva E = f(T)

La curva £ = f(T) definida por (3.4) es una pardbola que tiene como

maximo el punto
. T'Q(l —+ bgg)2 1— bgg
pu = (PR ) (38)

Con estos valores de E' y T' del punto méaximo, el valor de C' en la ceroclina

__ _p2ET S2
C= w3 (g3+T) + s &8

pz?”g(l — bgg)(l + bg2)2 So
C= W + —. (3.9)
8ab (_2b + gg) 3 M3

La curva E = f(T) corta al eje E en (=2,0) y al eje T en el primer
cuadrante en (1/b,0). Recordemos que {7" = 0} también cumple con d7'/dt =
0. Como habfamos comentado anteriormente, cuando el cilindro (3.2) corta
los ejes E'y T', el valor de C' es so/pus. El valor de C sobre el cilindro aumenta
si £ o T aumentan. Asi, con estas caracteristicas de la curva E = f(7T),
los valores de £y T' del punto maximo (3.8) y el valor de C' definido en
(3.9), podemos restringir la regién de localizacién de puntos de equilibrio a
los siguientes intervalos

[ T‘Q(l + bg2)2
E 2T 1/b
e -07 4ba Y E [07 / ] y
(3.10)
[ 1 — bgy)(1 + bgy)?
O e 82/M37p2r2(2 17522)( 92)° | 2|
i 8ab (T + gg) M3 M3

En la figura (3.2) podemos ver la grafica de la curva E = f(T).
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PPy

Figura 3.2: Grafica de la curva E = f(T).

Para caracterizar la curva E = f(T), nos fijaremos cémo se comporta el

punto maximo (3.8) y el punto de interseccién de la curva con el eje E al
variar los parametros b,a, go y r2 que estan involucrados en la ecuacién de
esta curva. Al variar los parametros tenemos los siguientes resultados:

Si g9 crece, entonces crecen los valores de F del punto de interseccion
con el eje E y el del punto maximo, y decrece el valor de T' del punto
maximo. La curva E = f(T') se mueve hacia el eje E y se aleja del eje
T.

Si b crece, entonces decrecen los valores de E y T' del punto maximo.
También decrece 1/b que es el valor de T" del punto de interseccion de
la curva £ = f(T) con el eje T. Este es un efecto deseado, ya que
al disminuir los valores de T mencionados, se tendria una cantidad
menor de células tumorales. La variacién de b no afecta al punto de
interseccién con el eje E.

Si ro decrece, entonces decrecen los valores de E del punto maximo y
del punto de interseccion con el eje E. Queda fijo el valor de T del
punto maximo.

Si a crece, entonces decrecen los valores de £ del punto maximo y del
punto de interseccion con el eje E. Queda fijo el valor de T' del punto
maximo.
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En la figura (3.3) podemos observar el comportamiento de la curva £ = f(7T))
para distintos valores de los parametros a y b.

A
T B
Loy T
1e20fhe I -
R, . -en [ o b=0x107(-10)
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. b ==ea=12 .
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Figura 3.3: Graficas de la curva E = f(T'), (A) variando a, (B) variando b.

El comportamiento geométrico de la curva E = f(T') bajo el efecto de los
parametros corrobora los efectos biolégicos que implica el variar los valores
de los pardametros. Sabemos que si se aumenta b (disminuye 1/b), se tiene
un tumor de menor volumen. La mitad de la velocidad méxima de reaccion
entre las células tumorales y células efectoras aumenta si se disminuye g
(saturacién media de T'). Si se disminuye la tasa de crecimiento 79, el tumor
crece mas lentamente. Y si se aumenta a (el coeficiente de eliminacién de T'),
se tiene mejor respuesta del sistema inmunoldgico para atacar a las células
tumorales. Por lo tanto, deseamos disminuir o y g9, y aumentar a y b. Se
tienen efectos similares si se disminuye 75 0 si se aumenta a.

Anilisis de la curva T = g(E)

Ahora estudiaremos el comportamiento de la curva T' = g(E) definida por
la ecuacién (3.7). Esta curva depende de los pardmetros sy, Sa, 2, i3, P1, P2, k,
g1y g3. En este trabajo supondremos p; > 9, es decir, que la tasa de pro-
liferacion de las células efectoras es mayor que su tasa de muerte, ya que si
la tasa de proliferacién es menor que la tasa de muerte, entonces cuando el
tiempo transcurre, las células efectoras tienden a desaparecer y ya no pueden
eliminar el tumor, lo cual no deseamos.
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Algunas caracteristicas de la curva T' = ¢(E) suponiendo p; > pa, y
gsk > sq son:

= La curva 7' = g(F) intersecta al eje T'y al eje E en

s s s
(07 __1) y < 1(g1143 + 52) ,O)
k Sa(ft2 — p1) + papiagr
respectivamente. Asi, cuando s; = 0 y s9 toma cualquier valor positivo,

la curva T'= g(FE) intersecta al eje E en el origen, y si s Z0y s5 =0
lo intersecta en %

» Cuando E — o0, el valor de T" de los puntos sobre la curva T' = g(E)
tiende a cero. Esto implica que si hay suficiente produccion de células
efectoras gracias a la presencia de moléculas efectoras, el tumor tiende
a desaparecer.

= Se tiene evidencia numérica de que la curva T' = ¢g(FE) tiene un punto
maximo p,, = (E™* T™%) y un punto de inflexién p;, = (E™,T")
que varian segun los valores de los pardmetros involucrados en la curva

T =g(E).

0/ S1(8m3+s2) 0
(0, -S_f) (.s‘:(p_« S P )Emen; 8 ’
Figura 3.4: Grafica de la curva T' = g(FE).

El punto de equilibrio trivial, libre de tumor (cuando 7" = 0), se localiza en
la interseccién de la curva T' = g(E) con el eje E, es decir en la interseccién
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con {T = 0}. Asi, para cualquier valor de los pardmetros siempre existira el
punto de equilibrio trivial

Sl(gll’l’:‘i + S2> O 2) . (311)

EO = ( s Uy
so(fe — p1) + popisgr  H3

Para ver cémo se comporta la curva T = g(E) al variar los valores de
los parametros, analizaremos el comportamiento de 3 puntos importantes de
la curva T' = g(F): el punto méximo, el punto de inflexién y el punto de
interseccién con el eje E. Ver figura (3.4). Las caracteristicas de estos puntos
al variar los valores de los parametros son las siguientes:

= Crece el valor de E del punto de interseccién con el eje E, y ademas los
valores de 'y T del punto maximo y del punto de inflexién decrecen
si sucede alguno de los siguientes casos independientes: si crece pq, 1
0 S9, 0 si decrece g, g1 0 p3. Geométricamente lo que sucede en estos
casos es que el punto de interseccion con el eje E se recorre a la derecha,
es decir que aumenta la cantidad de células efectoras para el punto de
equilibrio trivial Ey. Y el hecho de que los valores de E' y T' del punto
maximo y del punto de inflexién decrezcan implica que los puntos de
la curva T' = g(FE) tengan coordenadas E y T menores, es decir que
disminuya la cantidad de células efectoras y células tumorales.

= Queda fijo el punto de interseccién con el eje E, y ademas los valores
de E'y T del punto maximo y del punto de inflexion decrecen si sucede
alguno de los siguientes casos independientes: si ps 0 k crece, o si g3
decrece. En estos casos, geométricamente el punto de equilibrio trivial
Ey queda fijo, y la curva T' = ¢g(E) se comporta como en el punto
anterior.

En la figura (3.5) podemos ver el comportamiento de la curva T' = g(FE)
variando los valores de k y ps.

Este comportamiento geométrico de la curva T' = g(FE) bajo cambios de
valores de los parametros coincide con la interpretacién biolégica que tienen
estos parametros. Es deseable el aumento de pq,ps, s1, So pues se tiene in-
cremento de células efectoras. También es deseable el aumento de k£ ya que
con esto el sistema inmunologico es mas efectivo para detectar a las célu-
las cancerosas. En cambio, es deseable que decrezcan pus, i3, g1, g3, pues las
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células efectoras y moléculas efectoras tienen vidas medias mayores y sa-
turaciones medias menores, respectivamente. Por lo visto anteriormente, lo
que deseamos es incrementar py, ps, S1, S2 0 k, y disminuir pus, us, g1, g3 para
que las células efectoras puedan combatir eficazmente a las células tumorales.

A B
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ToExLy — k=003 — =S
- -- k=0000 1sx107f y * .
=005 p2=6

s_x108f

5. x10fF

/
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/

{

. . [ . . "
4.x10°8 8.x10° 1.z2x10" 4.x10°8 8.x10° 1.z2x10"

Figura 3.5: Graficas de la curva T' = g(F), (A) variando k, (B) variando ps.
Con los intervalos para localizar los puntos de equilibrio dadas en (3.10)
y después de analizar la curva T' = g(FE), tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 3.2.1. Los puntos de equilibrio del sistema Kirschner-Panneta
dado en (2.1) se localizan dentro de los siguiente intervalos:

[ 1+ bgs)?
Fe | Sotats)  ra(l+bg) ] Te01/b] y
| So(pe — 1) + Hoptsgr 4ba
(3.12)
' ra(1 — bga)(1 + bgs)? s
Cc 32//%1?2 2(2 15}22)( 92) Al
L 8ab? (52 + g3) 13 3
El punto de equilibrio trivial libre de tumor es Ey = (52(;;9;53::;,1391 0, /STi)

Ya que hemos visto por separado el comportamiento de las dos curvas
E = f(T) y T = g(FE) que resultan de la interseccién de las ceroclinas
dT'/dt =0y dE/dt = 0 con la ceroclina dC'/dt = 0 respectivamente, pode-
mos ver las distintas intersecciones que puede haber entre ellas dependiendo
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de los valores que tomen los 13 parametros del sistema.
Interseccién de las curvas E = f(T) y T = g(E)

Las curvas E = f(T) y T = g(E) se pueden intersectar de distinta mane-
ra, y asi variar de 0 a 4 puntos de interseccién, ademas del punto de equilibrio
trivial Fy, como veremos a continuacion. Recordemos que la interseccion de
estas dos curvas nos da la informacion de la interseccién de las ceroclinas
(3.1), (3.2) y (3.3). Asi, tenemos que la cantidad de puntos de equilibrio
no triviales puede variar de 0 a 4. En las figuras (3.6)-(3.10) se muestran
ejemplos de los distintos casos posibles en los que se pueden intersectar las
curvas. Estas figuras se realizaron variando el parametro k, pero recordemos
que otros parametros afectan a esta curva de forma similar. A la derecha de
las figuras se encuentra un acercamiento sobre el origen de la figura de la

izquierda. Sea p,, = (E™* T™%) el punto maximo de la curva T' = g(E).
s1(g1p3+52)
s2(p2—p1)+p2p3g
curvas T' = g(F) y E = f(T) respectivamente, entonces se pueden tener 3

Casos:

Siendo y 222 los valores de E donde intersectan al eje E las

1. La curva T' = g(F) intersecta al eje E a la derecha de la curva £ =
f(T'), de donde se tiene la desigualdad

s > gaTa [82(M2 —p1) +M2M391} .

a H3g1 + So

2. Las curvas £ = f(T) y T = ¢(FE) intersectan al eje E en el mismo
punto, de donde se tiene la igualdad

o = 922 {82@2 —p1) +M2M391}
1 — .

a H3g1 + S2

3. La curva T' = g(F) intersecta al eje E a la izquierda de la curva E =
f(T), de donde se tiene la desigualdad

_ ger {82(#2 —p) + N2M391}
a U3g1 + S '
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Dependiendo de la forma en que se intersectan las curvas E = f(T) y
T = g(FE) se pueden tener los siguientes casos. Recordemos que, ademds de
lo que se mencione a continuacién, en todos los casos siempre existe el punto
de equilibrio trivial.

A)

No exiten puntos de equilibrios no triviales. La curva T' = g(FE) corta
al eje £ a la derecha de la curva F = f(T) y no existe ningun punto
de T' = ¢g(E) que se encuentre en el area acotada por el eje T y la
curva E = f(T). Tan sélo existe el punto de equilibrio trivial Ej.
Biologicamente esto significa que hay suficientes condiciones sobre las
células efectoras para que ataquen eficazmente a las células tumorales.
En la figura (3.6) se puede ver un ejemplo de este caso, en el que el
valor de k es suficientemente grande, es decir que la antigenicidad es
grande para que las células efectoras reconozcan a las células tumorales
y puedan atacarlas. Una condicién suficiente mas no necesaria para
que sélo exista el punto de equilibrio trivial es que el valor de E del
punto de interseccién de la curva T' = g(E) con el eje E sea mayor

que el valor de E del punto méximo de la curva E = f(T), es decir,
s1(g1p43+52) mazx
s2(p2—p1)+r2psgl )

Se tiene un punto de equilibrio no trivial. La curva 7" = g(F) corta al
eje E a la izquierda de la curva E = f(T') y el valor de T' del punto
méximo de T' = g(E) es suficientemente pequeno para que T' = g(FE) no
intersecte a la curva ' = f(7T') en més de un punto. Biologicamente se
tiene menor cantidad de células efectoras al inicio que en el caso [A], la
capacidad del sistema inmunolégico para atacar a las células tumorales
es deficiente, esto propicia a que haya un estado de equilibrio (punto de
equilibrio) en donde existe un tumor de tamano pequeno. En la figura
(3.7), podemos ver que al disminuir &, el valor de T" del punto méximo
de T = g(E) crece pero no lo suficiente para que esta curva corte a la
curva £ = f(T) en mas de un punto.

Se tienen dos puntos de equilibrio no triviales. La curva T = ¢(F)
corta al eje F a la derecha de la curva £ = f(T) y el valor de T
del punto maximo de T' = g(F) es suficientemente pequenio para que
T = g(F) no intersecte a la curva F = f(T) en més de dos puntos.
Biolégicamente, a pesar de que se tiene al inicio una cantidad suficiente
de células efectoras, su capacidad para atacar a las células tumorales
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es deficiente. Esto propicia a que se tenga alguno de los dos estados de
equilibrio de este caso. Se puede tender al estado de equilibrio en el que
al final el tumor tiene un tamano pequeno, o al otro estado de equilibrio
en el que al final el tumor tiene un tamano mayor al del otro estado. En
la figura (3.8) se puede ver un ejemplo similar a la figura (3.7), con la

diferencia de que en este caso existen dos puntos de equilibrio porque

se cumple la condicién s; > 2272 52(“2_p1)+“2“391] .
a H3g1+s2

Se tienen tres puntos de equilibrio no triviales. La curva T = g(F)
corta al eje E a la izquierda de la curva £ = f(T) y el valor de T
del punto méximo de T' = g(F) es suficientemente grande para que
T = g(FE) alcance a intersectar a F = f(T') en 3 puntos. En términos
biolégicos, la capacidad de que las células efectoras puedan combatir
a las células tumorales es muy pequena, por lo tanto, dependiendo de
las condiciones iniciales se puede tender a alguno de los 3 estados de
equilibrio que representan al estado final del tumor. En un primer esta-
do de equilibrio se tiene gran cantidad de células tumorales y pequena
cantidad de células efectoras. En un segundo estado de equilibrio se
tiene gran cantidad de células tumorales y mayor cantidad de células
efectoras que en el estado anterior. Por ultimo, en el tercer estado de
equilibrio se tiene pequena cantidad de células tumorales y gran canti-
dad de células efectoras. En la figura (3.9) vemos la interseccién de las
curvas £ = f(T) y T = g(E) para este caso.

Se tienen cuatro puntos de equilibrio no triviales. La curva T' = g(E)
corta al eje E ala derecha de la curva E = f(T') y el valor de T" del punto
méaximo de 7" = ¢g(FE) es suficientemente grande para que T' = g(F)
alcance a intersectar a £ = f(T') en 4 puntos. Este caso es similar al

s2(p2—p1)+p2psgl y
13g1+s2 ’

biolégicamente la cantidad de células efectoras en el punto de equilibrio
libre de tumor (Ej) es mayor. En este caso se puede tender a alguno
de los 4 estados de equilibrio que representan al estado final del tumor.
Tres estados de equilibrio se explicaron en el inciso [D]. En el cuarto
estado de equilibrio se tiene pequena cantidad de células efectoras y

células tumorales. En la figura (3.10) vemos la interseccién de las curvas
E = f(T)y T = g(F) para este caso.

caso [D], la diferencia es que en este caso s; > #72 [
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El estudio realizado en esta seccion nos ayuda a tener una idea geométrica
de la localizacion de los puntos de equilibrio dependiendo de los valores que
tomen los 13 pardametros involucrados en el sistema. En la siguiente secciéon
obtendremos condiciones algebraicas para determinar la cantidad de puntos
de equilibrio del sistema.

T11e*9 T T 1e+5 7

1e+9 90000 -

%8 T 80000
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Figura 3.6: No exiten puntos de equilibrios no triviales. Las curvas E = f(T)
y T = g(F) no se intersectan en el primer cuadrante.
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Figura 3.7: Existe un punto de equilibrio no trivial. Las curvas F = f(T) y
T = g(F) se intersectan en un solo punto en el primer cuadrante.
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Figura 3.8: Exiten dos puntos de equilibrio no triviales. Las curvas £ = f(T))
y T = g(E) se intersectan en dos puntos en el primer cuadrante.
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Figura 3.9: Existen tres puntos de equilibrio no triviales. Las curvas E = f(T)
y T = g(F) se intersectan en tres puntos en el primer cuadrante.
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Figura 3.10: Existen cuatro puntos de equilibrio no triviales. Las curvas £ =
f(T) y T = g(E) se intersectan en cuatro puntos en el primer cuadrante.

3.3. Analisis algebraico de las condiciones so-
bre los parametros para la existencia de
los puntos de equilibrio

Una manera de obtener la cantidad de puntos de equilibrio del sistema
KP es intersectando las 3 ceroclinas definidas en (3.1)-(3.3). Al sustituir
cualesquiera 2 ecuaciones que definen 2 ceroclinas en la tercera ecuaciéon
restante se obtiene un polinomio de grado 5 en alguna de las 3 variables E, T
o C'. Teniendo los valores de alguna de estas variables se pueden encontrar los
valores de las otras 2 variables. Numéricamente se observé que, dependiendo
de los valores que tomen los pardametros, pueden encontrarse raices de este
polinomio fuera del primer octante, las cuales no nos interesan. Si expresamos
el polinomio en la variable T"y encontramos las raices reales positivas de este
polinomio, entonces encontramos que F y C' tienen signos positivos para los
valores de T positivos encontrados. Asi, los puntos de equilibrio se localizan en
el primer octante, que es lo deseado. Por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones
que definen las ceroclinas dT'/dt = 0y dC/dt = 0 en la ecuacién que define
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la ceroclina dE/dt = 0, es decir, sustituyendo las ecuaciones (3.2) y (3.3) en
la ecuacién (3.1), obtenemos un polinomio de grado 5 en la variable T, que
al igualarlo a cero obtenemos la ecuacion polinémica:

asT® + asT* + asT? + aoT? + a, T + ag = 0, (3.13)

donde

a5 = —bz(Pl - M2)p27“§7
ay = bparalak +2(1 — bgs)(py — pa)ral,

az = 7ralab[py(gek + 51) + s2(p1 — p2)] + (1 4 bga(4 — bg2))(p1 — p2)p2ra)
—a(kpa + by piapis),

azs = ara[gi(1 = b(g2 + g3))] — 292(1 — bg2) (p1 — p2)pars — a’k(gipis + 52)
—ary[sa(pr — p2)(1 — b(g2 + g3)) + p2s1(1 — bga) + gakpa),

ay = ara(gi(gs + g2(1 — bgs))papts — gssa(pr — p2) — ga[pasi +
(1 —bgs)(p1 — p2)sa]] — g%(pl — Nz)pzTg — a2(93’£ + 51)(g1ps + S2),

ag = —ags[gi(—gapiapsrs + apzsi) + (ga(—pa + p1)re + asy)ss).

Los coeficientes a;, i = 0, ..,5 de la ecuacion polinémica obtenida tienen térmi-
nos que pueden interpretarse biolégicamente. Por ejemplo, podemos ver en
todos los coeficientes a; el término p; — pus. Como ya se habia comentado
anteriormente, si este término es negativo se estd indicando que la tasa de
proliferacion es menor que la tasa de muerte de las células efectoras, por lo
tanto cuando el tiempo transcurre tenderan a desaparecer las células efecto-
ras y asi se complica la eliminacién del tumor. Por lo tanto, en este trabajo
supondremos p; — s > 0.

Una técnica para identificar una cota superior del nimero de raices reales
positivas de una ecuacién polinémica p(T") = 0 es la regla de Descartes,
la cual establece que el nimero de raices reales positivas de una ecuacién
polinémica con coeficientes reales es, a lo més, igual al nimero de cambios
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de signo que se produzcan entre sus coeficientes de los términos o menor que
los cambios de signo por un multiplo de 2 positivo. Es de notar que esta regla
no proporciona el numero exacto de raices ni identifica las raices de la ecua-
cién polinémica, pero aplicando esta regla a la ecuacién polinémica (3.13)
podremos obtener condiciones algebraicas sobre los pardametros del sistema
KP para saber, como méximo, cudntas raices reales positivas tiene (3.13) y
asi saber, como maximo, cuantos puntos de equilibrio puede tener el sistema

KP.

Los coeficientes a;, con ¢ = 1, ..., 5, tienen los siguientes signos suponiendo
p1— 2 >0y 1—bgs > 0:

m a5 <0,

u CL4>O,

(a3 <0 si ablpa(gok + s1) + 52(p1 — p2)] + (1 + bga(4 — bgo)) <
a(kpz + bgipiapis) + (p1 — p2)para,

as >0 si ablpa(gok + s1) + s2(p1 — p2)] + (1 + bge(4 — bga)) >
L a(kpa + bgipiaps) + (pr — p2)para,

(0 <0 si ars(1 = b(gs + g5)[grprans — (pr — p12)se] <
(1 — bg2)[292(p1 — pi2)pars + argpasi]
+akla(gipes + s2) + (rapega)l,

ag >0 siary(1—b(g2 + g3))[g1paps — (p1 — pa)s2] >
(1 — bg2)[2g2(p1 — pr2)pars + arapasi]
+akla(gipes + s2) + (rapega)l,
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2 ]
ay <0 siarygi(gs + g2(1 — bgs))papis < arz[gssa(pr — p2)
+g2[pas1 + (1 — bgs)(p1 — p2)sa]
+95(p1 — p2)pors + a®(gsk + s1) (9143 + 52),

ap >0 siaragi(gs + g2(1 — bgs)) papts > ara[gssa(pr — pi2)
+g2[p2s1 + (1 — bgs)(p1 — p2)s2]]
\ +95(p1 — p2)pary + a*(gsk + s1)(g1p3 + 52),

. (s —p1)+ ]
ap <0 sis > 22 2(p2—p1)+u2p391 y So < H2H391
a H3g1t82 ] P1—p2

en particular si s; > #7262

. _s — + 1
ap >0 sis < 202 2(p2—p1)+p2p391 y Sy < 28391
L a | H3g1+82 ] P1—p2

En ag se esta suponiendo s, < ‘;?‘13521 ya que en el siguiente capitulo vere-
mos que es una condicion necesaria para que la cantidad de E se mantenga
acotada y asi no se tengan efectos secundarios en la salud del paciente. Si
T > 0, entonces E y C tienen valores positivos. En la tabla (3.1) se mues-
tran los 16 casos distintos en los que se pueden combinar los signos de los
coeficientes a;, © = 1...,5. Se pueden tener de 0 a 5 cambios de signo, lo que
indica que es posible tener de 0 a 5 raices reales positivas. El caso 16 indica
que es posible tener 1, 3 o 5 puntos de equilibrio no triviales pero numérica-
mente se encontrd que si se cumplen esas condiciones sobre los coeficientes

a;, se tienen solo 3 puntos de equilibrio.

Seai=0,...,5. Es posible tener de 0 a 4 puntos de equilibrio no triviales,
localizados en el primer octante, si se cumplen las siguientes condiciones:

= Si los coeficientes a; de la ecuacién polindmica (3.13) tienen la combina-
cion de signos como en el caso 1, es posible tener un punto de equilibrio
no trivial.

= Si los coeficientes a; de la ecuacién polindmica (3.13) tienen la combi-
nacién de signos como en los casos 2-5, es posible tener dos puntos de
equilibrio no triviales o sélo el punto de equilibrio trivial.
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Caso | as
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S
S

a

Qo

Variaciones
de signos

Posible cantidad de
raices reales positivas

1

2,0

2.0
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2,0
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3.1

3.1

3.1

3.1

e
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4,20
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w
1
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=~
1

12,0
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ot
1

12,0

R R R e e e e R R N EA EE E

—_
(=}
1

QU R AW W W W W W NN -

2,3,1

Cuadro 3.1: Cantidad de variaciones de signo de los coeficientes a;, 1 =
1...,5, suponiendo p; — s >0y 1 —bgs > 0.

= Si los coeficientes a; de la ecuacién polindémica (3.13) tienen la com-
binacién de signos como en los casos 6-11, es posible tener uno o tres
puntos de equilibrio no triviales.

= Si los coeficientes a; de la ecuacién polindmica (3.13) tienen la combi-
nacién de signos como en los casos 12-15, es posible tener cero, dos o
cuatro puntos de equilibrio no triviales.

La posibilidad de tener de 0 a 4 puntos de equilibrio no triviales concuer-
dan con los resultados del anélisis geométrico realizado en la secciéon anterior.

En esta seccién se dieron condiciones sobre los parametros para que el sis-
tema KP pueda tener de 0 a 4 puntos de equilibrio no triviales. Para definir
analiticamente el valor explicito de los puntos de equilibrio, no resulté practi-
co el método de intersectar las 3 ceroclinas y obtener una ecuacién polinémica
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como (3.13), ya que se tendria que resolver esta ecuacién de grado quinto en
donde sus coeficientes dependen de los 13 parametros del sistema. Pero, para
estudiar la estabilidad del sistema no es necesario conocer el valor explicito
de los puntos de equilibrio. Como se realizé en la secciéon anterior, analizan-
do geométricamente las ceroclinas podemos saber en dénde se intersectan y
asi localizar en el primer octante los puntos de equilibrio.

En este capitulo se dieron condiciones algebraicas para la existencia de
puntos de equilibrio y por medio del estudio de las ceroclinas se sabe su
localizacion. Ademas, se dieron intervalos para la localizacién de los puntos
de equilibrio. Procedemos en el siguiente capitulo a estudiar la estabilidad
de los puntos de equilibrio.
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Capitulo 4

Dinamica global del modelo de
Kirschner-Panetta

En el capitulo anterior se dieron condiciones para establecer la cantidad
de puntos de equilibrio del sistema Kirschner-Panetta (KP) y su localizacion.
En este capitulo se estudiara la dinamica global del modelo KP definido en
(2.1), analizando la estabilidad local y global de sus puntos de equilibrio de
manera analitica y posteriormente de forma numérica. Como se mencioné an-
teriormente, los valores de los parametros de este modelo varian de paciente
en paciente, por lo tanto, queremos saber qué condiciones analiticas deben
cumplir los puntos de equilibrio para definir su estabilidad, dependiendo del
valor numérico que tomen los parametros.

4.1. Estabilidad local de los puntos de equi-
librio

Para estudiar la estabilidad local de los puntos de equilibrio del sistema

KP, recurrimos al anélisis del signo de los valores propios de la matriz ja-

cobiana asociada, evaluada en cada uno de ellos. Sea i = 0, ..., 4, para cada
punto de equilibrio F; = (E}, T}, C}) consideramos el sistema lineal asociado

dyi

dt - Jy7

con J la matriz jacobiana del campo vectorial dado por el sistema KP (2.1):

39
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% = kKT — o+ ;Dllf% + 51,
C;—I; — T(1—bT) — g‘ﬁTT,
% = ;;2f? + 59 — us3C,
evaluada en el punto E;. Dicha matriz tiene la expresion general:
—p2 + gffc k %
J = — g;‘IT (QZE;)Q — bryT 0
gZiTT % —H3

Estabilidad del punto de equilibrio trivial

El punto de equilibrio trivial, libre de tumor, es

S + s S
By = (E,0,C0), donde Ej— — StUs91E52) w2 gy
sa(fi2 — p1) + papagr H3
Suponiendo p; — g > 0y 59 < %’%, entonces Ej es positivo. Los valores
propios de la matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio Ejy son
plC{; (IES

M2, Ty — ) —H3-
g1+ Co g2

Es deseable que el punto de equilibrio libre de tumor sea estable, para que
bajo cualquier circunstancia se tienda a la eliminacién del tumor. Para que
Ey sea localmente estable es necesario que todos los valores propios de la
matriz jacobiana evaluada en ese punto tengan parte real negativa. El valor

propio g’; 8o — pp ©s negativo si
0

M2 t3g1
P1— M2

0<s9< (42)

aE} . .
U es negativo si

El valor propio ry — %

S 9272 s9(pt2 — p1) + popisgr
a H3g1 + So
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El valor propio —pu3 es negativo. De (4.2) y (4.3) obtenemos la siguiente
proposicion.

Proposicién 4.1.1. Supongamos que se cumplen las condiciones (4.2) y
(4.3) en el sistema KP (2.1). Entonces, el punto de equilibrio libre de tumor
Eq (4.1) es estable.

En el caso en el que no existen mas puntos de equilibrio que el trivial Ej,
se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.1.1. Si el sistema KP sélo tiene el punto de equilibrio libre de
tumor Ey (4.1), y se cumplen las condiciones (4.2) y (4.3), entonces toda
solucion no negativa (E,T,C) de (2.1) tiende al punto de equilibrio libre de
tumor Ey.

La demostracién de este corolario se realizard en la siguiente seccion.
Estabilidad de puntos de equilibrio no triviales

En la proposicién (4.1.1) se establece la estabilidad del punto de equilibrio
trivial Ey. Ahora deseamos saber la estabilidad de los puntos de equilibrio
no triviales E; = (E},T;,C}), cuando estos puntos existen. En el resto de
esta seccion se utilizard la expresion F; = (E*,T*, C*) para referirnos a los
puntos de equilibrio no triviales para facilitar los calculos.

En el capitulo 3 vimos que, dependiendo de los valores que tomen los
parametros del sistema KP, es posible tener 0, 1, 2, 3 0 4 puntos de equilibrio
no triviales £; = (E*,T*,C*), donde

™ o= Bp D= A
PR PRGOS
a
O* _ ng*T* S92

ps(gs +T%) g’

El polinomio caracteristico de la matriz jacobiana J en cualquier punto
de equilibrio E; = (E*,T*,C*) es

)\3 + bl)\2 -+ bg)\ -+ bg - O, (45)
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donde
aE* T P C
by = + s + bro T — — , 4.6
1 H2 T {3 2 (o +T)?2 g +C* (4.6)
» C* ap E*XT*C*
by = broT* — 4.7
’ ’ <M3 91+ C*) (g2 +1%)*(g1 + C*) 4.7
wspr C* akT™ . aB*T™
— + +broT* — —m4M8—
g+C* g+ T* 2 {MS ’ (g2 + T)?
P BT _apz BT
(95 +T*)(g1 +C*)? (g2 +T%)%
kusT™ EXT*C*
bg = b,uglug’l“gT* + ATk e/l (48)

g2+ T (g2 +T%)%(g1 + C¥)
agipip2E*{gags + 2gs T (T*)°}E*T*  apopz B*T*
(g2 +T%)2(gs + T%)*(g1 + C*)? (g2 +T%)?
bgipipara E*(T%)? _ bugpirITC”
(95 +T*)(g1 + C*)? g +C*

Para que cualquier punto de equilibrio E, = (E*,T*, C*) del sistema KP sea
estable se necesita que todos sus valores propios tengan parte real negativa.
Para que esto suceda, aplicando el criterio de Routh Hurwitz [10], es necesario
que by > 0, b3 > 0y bybs — b3 > 0. Para que by sea mayor que cero se necesita
que

aE*T* pC*
(2 +T%) g +C*

Para que by sea mayor que cero se necesita que

o + i3 + broT™ — > 0. (4.9)

akT™
go +T*

>

aE*T* [ pC*
broT* broT*
(92 +T%)? <91+C*> + pa(ps + broT™) + pusbroT™ +

(4.10)

o [ mC” alT™ ) pog1p1 T
+ bryT + (s + + .
(M?) T2 ) (91 + C*) (MZ ILLS) <<g2 + T*)Q (93 + T*)(91 + C«*)g
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Por otro lado, para que b3 sea mayor que cero se necesita que

Clk,ugT* aglplng*{gggg —+ 2ggT*(T*)2}E*T*
go + T (92 +T%)2(g5 + T*)*(g1 + C*)?
apspy E*XT*C* apo s BT bg1p1paro B (T"‘)2
(2 +T*) (g1 +C*) " (g2 +T%)*  (g3+T*)(g1 +C*)?
buspiroT*C*
4+
g1+ C*

buapsraT™ +

De aqui,

bgipipara % (T)? bispiroT*C*
(93 +T%)(g1 + C)? g1+ C*

* « Gipo E*(T) C* >
bryT > bryT 4 7
a w <u3(g3+T*)(g1+C*)2 g1+ C*

( Gip2 B (T7) C* )
> 1 * *\2 + * 9
13(gs +T*) (g1 + C*) g +C

b[LQ[Lg’I“QT*

9

2

apopz BT
(g2 +T%)?
akps T agipip2E*{g2gs + 295" (T*)*} E*T* apspr EXTC*
go + T+ (g2 + T%)%(gs + T%)* (g1 + C*)? (92 +T%)*(g1 + C*)’
k(go +T%) G1paE* {9293 + 2957 (T*)*} ¢ >
pE* p3(ga + 1) gz +T)* (1 +C*)> g1 +C* )~

M2<p1(

Asi, la condicién para que bs > 0 es

91P2E*(T*) c* )
+ <
b (u3<g3 T TN g+ O 2 g o) S

(4.11)

<p (k(fh + T*) 91P2E*{9293 + 293T*(T*)2} + Cr )
E* p3(g2 +T*)%(g3 +T%)%(g1 +C*)? g1 + C*

Asi, del criterio de Routh Hurwitz y las desigualdades (4.9) y (4.11) se
tiene la siguiente proposicion.
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Proposicién 4.1.2. Sea E. = (E*,T*,C*) cualquier punto de equilibrio no
trivial del sistema (2.1). Supongamos que se cumplen las condiciones
aF*T* pC*

+ s+ broT™ — — > 0,
M2 + U3 T2 (92+T*)2 O

91292E* (T*> (O >
+ <
b (uz(ga T TN g L O 2 g o) S

<p (k(gz +T7) G2 E*{ 9295 + 2g5T*(T%)*} < )
1 )
E* p3(g2 +T%)2%(gs +T%)2(g1 + C*)2 g1 + C*
)
blbz — bg > 0,

con by, by, by definidos en (4.6), (4.7) y (4.8). Entonces, el punto de equilibrio
E. = (E*,T*,C") del sistema (2.1) es localmente estable.

Si alguna de las condiciones del criterio de Routh Hurwitz no se satisface,
entonces no todos los valores propios del punto de equilibrio E, tienen parte
real negativa, pueden tener parte real positiva o igual a cero. Como veremos
en la seccién 4.3, la matriz jacobiana del sistema (2.1) puede admitir un par
de valores propios imaginarios puros para un punto de equilibrio no trivial, al
que denotaremos como Ey;; = (E*,T* C*). Para detectar las bifurcaciones
de Hopf en un entorno de este punto hemos seguido a Guckenheimer et al
(1997) [9] quienes establecen que para que exista una bifurcacién de Hopf
es necesario que se cumplan las condiciones by > 0, bibs — b3 = 0, donde
b1, bs v b son los coeficientes del polinomio caracteristico (4.5) de la matriz
jacobiana evaluada en el punto de equilibrio no trivial Ey, ;. Podemos ver que
los coeficientes by, by v b3 no dependen de s; y so. Sea h alguno de los 11
pardmetro del sistema restantes sin contar s; y sp. Si h = hy;r es una solu-
cion de biby — b3 = 0, entonces la matriz jacobiana del sistema KP evaluada
en el punto de equilibrio Ey¢ = (E*,T*, C*) posee un par de valores propios
imaginarios puros para dicho valor de h. Esto implica que independientemen-
te de la aplicacién de IL-2 o ACI, si el punto de equilibrio Ej;; cumple las
condiciones de la proposicién (4.1.3) que se anuncia a continuacién, existe
bifurcacién de Hopf en un entorno de este punto de equilibrio.
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Proposicién 4.1.3. Supongamos que la matriz jacobiana del sistema (2.1)
tiene un par de valores propios imaginarios puros para algin punto de equi-
librio no trivial Eyy = (E*,T*,C*), y ademds se cumplen las condiciones

akT™ -
go + T

oE*T* ( 0 C*
(g2 +T%)? \g1 +C*

o [ PC" al* T ) P2gip1 E7T
+ bryT + (p2 + +
s ) (25 ) + 000 () Gt 7

) + po(pz + broT™) + usbroT™ +

blbg - b3 - 0,

con by, by, by definidos en (4.6), (4.7) y (4.8). Entonces, existe bifurcacion de
Hopf en un entorno del punto de equilibrio Ey; = (E*,T*,C*) del sistema

(2.1).

4.2. Comportamiento de las soluciones para
tiempos grandes

En esta seccién se estudiara la dindmica global del sistema KP para distin-
tos valores de los parametros para tiempos grandes y se probara estabilidad
global de los puntos de equilibrio.

Para la ecuacién diferencial

d$ T f1<1'1,...7l'n)
T, w=|: ] fw)= s S )
T falze, .. xy)

los siguientes lemas son ttiles para demostrar que toda solucién z(t) de (4.12)
tiende a una solucion de equilibrio cuando t — oo.

Lema 1. Sea ¢(t) una funcién mondtona creciente (decreciente) del tiem-
po para t > tg, con g(t) > ¢(< ¢) para alguna constante c¢. Entonces g(t)
tiene un limite cuando t — oc.

Lema 2. Supdngase que una solucién z(t) de (4.12) tiende a un vector £
cuando t — oco. Entonces £ es un punto de equilibrio de (4.12).
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La demostracién de estos lemas puede consultarse en [6].

Ya que las 3 variables E, T' y C' son mayores o iguales a cero, entonces
buscamos soluciones que se encuentren en el primer octante. Asi, para estu-
diar el comportamiento del sistema KP para tiempos grandes, el primer paso
consiste en mostrar que cualquier solucién z(t) que empieza en el primer
octante en ¢ = 0, debe permanecer en el primer octante para todo tiem-
po futuro, ya que si no fuera asi, entonces el modelo KP podria no reflejar
una situacién real. El siguiente paso consiste en dividir el primer octante en
regiones donde las derivadas tienen signos fijos. Esto se logra trazando las
ceroclinas (3.1), (3.2) y (3.3)

plEC
c1 kT — B+ + 51 =0,
1 H2 g+ C 1

abT
co : roT(1—=0bT) — =0,
? 2T ) g2+ T
szT

c + 59 — u3C =0,
’ g3+ T 2T

en el espacio F — T — C'. Estas superficies pueden dividir el primer octante
en un numero variable de regiones dependiendo de los valores de los pardame-
tros de los que depende el sistema. Después se determinan los signos de las
derivadas en cada region y con esto se pueden tener distintos resultados en
cada regién, por ejemplo:

= Toda solucién z(t) de (4.12) que empieza en cierta regién en el tiempo
t = ty permanece en esa region para todo tiempo futuro t > tg, y
finalmente tiende a la solucion de equilibrio F;.

» Cualquier solucién x(t) de (4.12) que empieza en cierta regién en el
instante ¢t = tg debe abandonar dicha regién un tiempo mas tarde.

= Una solucién cualquiera z(t) de (4.12) nunca puede entrar a cierta
regién proveniente de otra cierta region.

Para determinar los signos de las derivadas en cada region, es de ayuda ver
en el sistema KP (2.1) que dE/dt aumenta si T aumenta, y disminuye en
caso contrario. También se puede ver que d7'/dt disminuye si E aumenta, y
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disminuye en caso contrario. Y por tltimo, dC'/dt disminuye si C' aumenta, y
aumenta en caso contrario. Ademés de que dC'/dt aumenta si E' o T aumen-
tan, y disminuye en caso contario. Esto implica que cualquier solucién, inde-
pendientemente del valor de E o T, se acercara a la ceroclina dC'/dt = 0. Se
trabajard indistintamente con la siguiente notacién: E = dF /dt, T = dT'/dt
y C =dC /dt. Ahora analicemos el sistema KP con distinta cantidad de pun-
tos de equilibrio.

NOTA: De aqui en adelante, €2 representa la region en el espacio E—T—C'
en donde F, Ty C son no negativas. Los puntos de equilibrio con los que se
estaran trabajando se localizan en el primer octante y se supondra que todas
las soluciones E(t), T(t), C(t) tienen condiciones iniciales en 2. Ademas, se
hablara de la existen de 1 a 5 puntos de equilibrio dependiendo de los valores
que tomen los distintos parametros del sistema KP, en donde siempre existe
el punto de equilibrio trivial Fy, y el resto serdn no triviales (£, Es, E3, Fy).

4.2.1. Comportamiento del sistema con 5 puntos de
equilibrio

En esta subseccion se analiza el sistema KP en el caso en el que existen
5 puntos de equilibrio Ey, Ei, Fy, F3 vy E4 en ). Demostraremos que en
este caso, el punto de equilibrio trivial F( es estable, asi como también lo
es el punto de equilibrio no trivial ;. Los puntos de equilibrio F5 y F, son
inestables. En la siguiente subseccién (4.3) se mostrard numéricamente que
en este caso, el punto de equilibrio no trivial F5 es una espiral inestable. En
este caso se tiene biestabilidad: las soluciones tienden al punto de equilibrio
trivial, libre de tumor, si la cantidad de T es baja, y la cantidad de E y
C es media-alta. En cambio, si la cantidad de T es alta, y la cantidad de
E y C es media-baja, entonces se tiende a un punto de equilibrio Ej, el
cual tiene un valor grande en su coordenada en 7. Biolégicamente se tiene
que, si la cantidad de células tumorales es baja y la cantidad de células
efectoras y moléculas efectoras es lo suficientemente alta, entonces las células
efectoras son capaces de eliminar el tumor. En cambio, si la cantidad de
células tumorales es alta y no hay suficiente cantidad de células efectoras y
moléculas efectoras, entonces se tiende a un estado en el que hay un tumor
de gran masa. Se tiene la siguiente proposicion.
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Proposicién 4.2.1. Supongamos que en el sistema KP (2.1) existen 5 pun-
tos de equilibrio Ey, Ey, Ey, Es y Eq en Q. Entonces, toda solucion F(t),
T(t), C(t) tiende al punto de equilibrio Ey o Ey cuando t tiende a infinito,
dependiendo de la condicion inicial en §2.

Demostracion. En el caso en el que existen 5 puntos de equilibrio en €2,
las ceroclinas c¢q, ¢3 y c3 dividen el primer octante en 11 regiones abiertas
acotadas por los ejes del primer octante y las superficies ¢1, ¢3 y ¢3. En la
figura (4.1) podemos observar las 11 regiones en las que ¢, ¢y y ¢z dividen
al primer octante.

A=

Figura 4.1: Regiones en las que las ceroclinas dividen el primer octante cuan-
do existen 5 puntos de equilibrio.

Las 11 regiones estan acotadas en la coordenada C' de la siguiente manera:

= Las regiones K y L estan acotadas en la coordenada C' inferiormente
por el plano F —T', y superiormente por ¢; y en menor parte por c3. La
regiéon M estd acotada inferiormente por el plano £—T', y superiormente
por cs.

= Las regiones A y B estan acotadas en la coordenada C' inferiormente
por c¢3 y en menor parte por ¢;, y superiormente no estan acotadas.

= Las regiones [-VI estan acotadas en la coordenada C' por c¢; y c3. Las
regiones I1I, IV y V estan acotadas inferiormente por c3 y superiormente
por c¢;. Las regiones I, Il y VI estan acotadas inferiormente por ¢; y
superiormente por cs.
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A B K L M I II 111 v \% VI

E>0|E>0| E<0 | E<0|E>0|E>0|E>0| E<0| E<0| E<0]| E>0
T>0 T<0 T>0 T<O0 T<0 T>0 T<0 T<0 T>0 T<0 T>0
C<0 | C<k0O0|C>0|C>0]|C>0|C>0|C>0]|C<0|C<k0]|C<0O|C>0

Cuadro 4.1: Signos de E, T'y C de cada una de las 11 regiones en las que las
ceroclinas pueden dividir el primer octante

En la tabla (4.1) se dan los signos de las derivadas de cada una de las
regiones. Sabiendo los signos, podemos analizar cuando una soluciéon que co-
mienza en una regién S cruza (o no cruza) a la regiéon W (ver tabla (4.2)).

Asi, para tiempos grandes, la dinamica de las soluciones del sistema KP
con condiciones iniciales en las distintas regiones definidas en la tabla (4.1) se
resume a continuaciéon. Los lemas y sus demostraciones, asi como las condicio-
nes A.1-A.11 de los siguientes resultados se pueden consultar en el apéndice

A.
1. REGION A

a) Toda solucién que comienza en la regién A y permanece en dicha
region para todo tiempo futuro, tiende al punto de equilibrio Fy,
Ey, E5 0 E4. Ver lema (A.0.4a).

b) Toda solucién que comienza en la region A y abandona dicha
regiéon en un tiempo t*, no cruza a la region IV si se cumple la

condicién (A.4). Ver lema (A.0.1c).

¢) Toda solucién que comienza en la region A y abandona dicha
regién en un tiempo t*,
= cruza a la region B, I o VI, o
» cruza a la regién IV si se cumple la condicién (A.5).

Ver lema (A.0.5).
2. REGION B

a) Toda solucién que comienza en la regién B y permanece en dicha
region para todo tiempo futuro, tiende al punto de equilibrio Ej,
E; o E5, y nunca tiende al punto de equilibrio £y o Ey. Ver lema
(A.0.6a).
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S w A B K L M I 11 IIT v \4 VI
A co c3 c1 c3
B co c3 c3 c1 c1
K c2 c1 c3 c1
L co c1 c1 c3 c3
M c3 c1 co
I c3 @il c2 c2
II c3 @il c2 c2
II1 c1 c3 co
v c1 c3 c2 c2
A% c1 c3 c2
VI c3 @il c2

Una solucién con condicién inicial en la regién S:
¢; | cruza a la regién W atravesando c;.
c; | bajo cierta condicién, cruza a la regién W atravesando c;.
¢; | no cruza a la regién W atravesando c;.

Cuadro 4.2: Dindmica de las soluciones con condiciones iniciales en las dis-
tintas regiones

b) Ninguna solucién que comienza en la regiéon B,

» cruza a la region A. Ver lema (A.0.2a).
» cruza a la regién II o M, si se cumple la condicién (A.8). Ver
lema (A.0.3c).
c¢) Toda solucién que comienza en la regién B y abandona dicha re-
gion en un tiempo t*,
» cruza a la regién IIT o V, o
» cruza a la regién II o M, si se cumple la condicién (A.5).

Ver lema (A.0.7).
3. REGION K

a) Toda solucién que comienza en la regiéon K y permanece en dicha
region para todo tiempo futuro, tiende al punto de equilibrio E;
o Fs3, y nunca tiende al punto de equilibrio £y o E,. Ver lema

(A.0.8a).
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b) Ninguna solucién que comienza en la regién K,

» cruza a la regién L. Ver lema (A.0.2d).
» cruza a la regién IV, si se cumple la condicién (A.10). Ver
lema (A.0.3e).
¢) Toda solucién que comienza en la region K y abandona dicha
regién en un tiempo t*,
» cruza a laregién I o VI, o

» cruza a la regién IV, si se cumple la condicién (A.11).

Ver lema (A.0.9).
4. REGION L

a) Toda solucién que comienza en la regién L y permanece en dicha
region para todo tiempo futuro, tiende al punto de equilibrio Ej,
Ey, E5, E5 0 E4. Ver lema (A.0.10a).

b) Ninguna solucién que comienza en la regién L cruza a la regién 11
o M, si se cumple la condicién (A.6). Ver lema (A.0.1e).

¢) Toda solucién que comienza en la regién L y abandona dicha regién
en un tiempo t*,
= cruza a la region K, [I1 o V, o
» cruza a la regién II o M | si se cumple la condicién (A.7).

Ver lema (A.0.11).
5. REGION M

a) Toda solucién que comienza en la regién M y permanece en dicha
region para todo tiempo futuro, tiende al punto de equilibrio Ej
y nunca tiende al punto de equilibrio Fy. Ver lema (A.0.12).

b) Ninguna solucién que comienza en la regién M,

» cruza a la regién I. Ver lema (A.0.2b).

» cruza a la regién B, si se cumple la condicién (A.9). Ver lema

(A.0.3d)

» cruza a la regién L, si se cumple la condicién (A.7). Ver lema
(A.0.1f)
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¢) Toda solucién que comienza en la region M y abandona dicha
region en un tiempo t*,
» cruza a la regién B, si se cumple la condicién (A.8), o

» cruza a la regién L, si se cumple la condicién (A.6).

Ver lema (A.0.13).
6. REGION I

a) Toda solucién que comienza en la regién I y permanece en dicha
region para todo tiempo futuro, tiende al punto de equilibrio E;
o Ej,. Ver lema (A.0.14a).

b) Ninguna solucién que comienza en la region I cruza a las regiones

A o K. Ver lemas (A.0.3b) y (A.0.1a) .

¢) Toda solucién que comienza en la regién I y abandona dicha regién
en un tiempo t*, cruza a la regién II o M. Ver lema (A.0.15).

7. REGION II

a) Toda solucién que comienza en la regién II y permanece en dicha
region para todo tiempo futuro, tiende al punto de equilibrio F;
o Ej5, y nunca tiende al punto de equilibrio Fy. Ver lema (A.0.16).

b) Ninguna solucién que comienza en la regién II, entra a las regiones
[ o VI. Ver lema (A.0.2c).
» cruza a las regiones I o VI. Ver lema (A.0.2c).

» cruza a la regién B, si se cumple la condicion (A.9). Ver lema

(A.0.3d)

» cruza a la regién L, si se cumple la condicién (A.7). Ver lema

(A.0.1f)

¢) Similar al inciso ¢) de la region M.
8. REGION III

a) Cualquier solucién que comienza en la regién 111 y permanece en
dicha regién para todo tiempo futuro, tiende al punto de equili-
brio Fy o E4, y nunca tiende al punto de equilibrio F5. Ver lema
(A.0.17).
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b) Ninguna solucién que comienza en la regién 111 cruza a las regiones

B o L. Ver lemas (A.0.1b) y (A.0.3a).

¢) Toda solucién que comienza en la regién I1I y abandona dicha
regién en un tiempo t*, cruza a la regién IV. Ver lema (A.0.20).

9. REGION IV

a) Toda solucién que comienza en la region IV y permanece en dicha
region para todo tiempo futuro, tiende al punto de equilibrio E;

o Fj3, y nunca tiende al punto de equilibrio Fy o E4. Ver lema
(A.0.8a).

b) Ninguna solucién que comienza en la regién IV,

» cruza a la regién III o V. Ver lema (A.0.2¢).

» cruza a la region A, si se cumple la condicién (A.5). Ver lema
(A.0.1d)

» cruza a la regién K, si se cumple la condicién (A.11). Ver lema
(A.0.3f)

¢) Toda solucién que comienza en la regién IV y abandona dicha
regioén en un tiempo t*,

» cruza a la regién A, si se cumple la condicién (A.4), o

» cruza a la regién K, si se cumple la condicién (A.10).
Ver lema (A.0.18).

10. REGION V

a) Toda solucién que comienza en la regién V y permanece en dicha
region para todo tiempo futuro, tiende al punto de equilibrio F;
y nunca tiende al punto de equilibrio F3. Ver lema (A.0.19).

b) Ninguna solucién que comienza en la regién V puede entrar a la
regién B o L. Ver lemas (A.0.1b) y (A.0.3a).

¢) Toda solucién que comienza en la region V y abandona dicha
regién en un tiempo t*, cruza a la regién IV. Ver lema (A.0.20).

11. REGION VI

a) Ninguna solucién que comienza en la regiéon VI puede entrar a la
regién A o K. Ver lemas (A.0.3b) y (A.0.1a).
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b) Toda solucién que comienza en la regiéon VI, abandona dicha re-
gién en un tiempo t* y cruza a la regién 11, (nunca tiende al punto
de equilibrio F ni E3). Ver lema (A.0.21).

Con los resultados obtenidos del estudio de la dinamica de las soluciones
con condiciones inciales en las distintas regiones, procedemos a demostrar
que:

1. los puntos de equilibrio Ey y E; son localmente estables.
2. los puntos de equilibrio F3 y Ej4 son inestables.

Primeramente realizaremos algunas definiciones que nos serviran para
posteriormente definir las vecindades €2; y €25, y la regién 23, mostradas en
la figura (4.2), las cuales sirven para saber, dependiendo de las condiciones
iniciales, si las células efectoras eliminan al tumor, o se tiende a un estado en
el cual se tiene un tumor de gran tamano, para tiempos grandes. Recordemos
que E = f(T) es la curva que resulta de la interseccién de las ceroclinas ¢y
y c3, vy T = g(E) es la curva que resulta de la interseccién de las cerocli-
nas ¢ y cg. (E™*®,T™%) es el punto maximo de la curva 7' = g(FE). Sean
E;, = (E;, T, C}), donde i = 0, ..., 4, los puntos de equilibrio del sistema KP.

A
Th o]

Ploloolal

A

P (¢

..ﬁ;..:;.-::?
0

3 Vecindad £ /7 Vecindad Q, “1 Region Q3

E=A(T) — T=g(E)

Figura 4.2: Definicion de las vecindades €2y y €25, v la region €23.
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Procedemos a definir los puntos P1, P2, las regiones R1-R7, Q3. y las
vecindades €y y {25, de la siguiente manera.

» P1: Punto sobre la curva £ = f(T') con las siguientes caracteristicas.
Al trazar un plano paralelo al plano £ — C' que pase por el punto de
equilibrio Ej, este plano corta a la curva g(F) en dos puntos, uno es el
punto de equilibrio Ejy, y llamemos al otro punto P4. Ahora, al trazar
un plano paralelo al plano T'— C que pase por el punto P4, este plano
corta a la curva E = f(7T') en dos puntos. De estos dos puntos, P1 es
el punto con la menor coordenada en 7.

= P2: Punto sobre la curva £ = f(T') con las siguientes caracteristicas.
Al trazar un plano paralelo al plano T"— C' que pase por el punto de
equilibrio Ej, este plano corta a la curva E = f(T') en dos puntos, uno
es el punto de equilibrio E3 y P2 es el otro punto.

= R1: Regién formada por las subregiones B, Il y L de manera que se
cumple la condiciéon 0 < E < Ej. Ademds, para 0 < E < E™¥,
se cumple la condicién 7' > T™. Para ™% < E < L3 se cumple
la condicién T" > ¢(FE). Ademads, esta regién también comprende la
subregién A en donde C' > (Y, que se localiza sobre la region 2y y
R5 que adelante se definiran. Cualquier solucién que comienza en la
region R1, puede cruzar a la region € o €23. Biolégicamente, si se
tienen condiciones inciales en las subregiones B, II o L en esta regién
R1, se tiene una cantidad de células efectoras pequena a comparacion
de la cantidad grande de células tumorales que se tiene. Si se tienen
condiciones iniciales en la subregion A en R1 y la cantidad de moléculas
efectoras decrece mucho, entonces se tiende a un estado donde existe
un tumor de gran masa, en cambio si el decrecimiento de la cantidad de
moléculas efectoras es pequeno y la cantidad de células efectoras crece
lo suficiente, entonces se tiende a la eliminacién del tumor.

= R2: Region formada por la subregiéon VI y la subregion A localizada
sobre de la subregién VI, en donde E' y T son menores que los valores
de E y T del punto P1, respectivamente. Cualquier soluciéon que co-
mienza en la regién R2, puede cruzar a la regién R3 si T es pequefio, o
a la regién Qg si T es grande. Bioldgicamente, si se tienen condiciones
inciales en la regién R2 y el crecimiento de las células tumorales es
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suficientemente pequeno, no se puede asegurar si se tiende a la elimi-
nacion del tumor o a un estado en el que existe un tumor de gran masa.
En cambio, si el crecimiento de las células tumorales es suficientemente
grande, entonces se tiende a la eliminaciéon del tumor en un tiempo
posterior.

R3: Region formada por la subregion II y la subregién B localizada
sobre de la subregién II, acotadas por ¢; y ¢g, en donde T' < g(E),
E; < E'y E es menor que el valor de £ del punto P1. Cualquier
solucién que comienza en la regién R3, puede cruzar a la regién R4 si
el decrecimiento de T es grande, o a la regién {23 si el decrecimiento
de T es pequeno y el crecimiento de E es grande. Biologicamente, si
se tienen condiciones iniciales en la region R3 y el decrecimiento de
las células tumorales es suficientemente grande, no se puede asegurar
si se tiende a la eliminacion del tumor o a un estado en el que existe
un tumor de gran masa. En cambio, si el decreciemiento de las células
tumorales es pequeno y el crecimiento de las células efectoras es grande,
entonces se tiende a la eliminaciéon del tumor en un tiempo posterior.

R4: Regiéon formada por la subregion III y la subregién B localizada
sobre de la subregion III, en donde 7" > T}. Cualquier soluciéon que
comienza en la subregion B de esta region R4, puede cruzar a la region
Q2 o cruzar a la subregién II1. Si cruza a la subregion I11, entonces puede
tender al punto de equilibrio Ey o cruzar a la regién )y (especificamente
a la regién IV). Bioldgicamente, si se tienen condiciones inciales en la
region R4 y la cantidad de células tumorales decrece lo suficiente y
la cantidad de células efectoras decrece poco, entonces se tiende a la
eliminacién del tumor. En cambio, si la cantidad de células efectoras
decrece lo suficiente, entonces se tiende a un estado en el que existe un
tumor de gran masa.

R5: Region formada por la region A en donde 0 < E y E es menor
que el valor de E del punto P2. Para T" tenemos que 7; < T' y menor
que el valor de T del punto P2. Para C' tenemos la restriccién C' < Cf.
Cualquier soluciéon que comienza en la region R5, puede cruzar a la
region R4 o a la region 2;. Biolégicamente, si se tienen condiciones
iniciales en la region R5 y el crecimiento de las células efectoras es su-
ficientemente grande y el de las células tumorales pequeno, entonces
un tiempo mas tarde se pueden tener condiciones para que se tienda a
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la eliminacion del tumor. En cambio, si ocurre lo contrario, si el creci-
miento de las células efectoras es pequeno y el de las células tumorales
grande, entonces se tiende a un estado en el que existe un tumor de
gran masa.

» RG6: Regién formada por la subregién K en donde £ < E< ES y T <
g(E). Siuna solucién comienza en la regién R6, puede cruzar a la regién
R2, €21 u €23. Biolégicamente, si el decrecimiento de las células efectoras
es grande, se tiende a un estado en el que existe un tumor de gran
masa. En cambio, si el decrecimiento de las células efectoras es pequeno
comparado con el crecimiento de las células tumorales, entonces no se
puede asegurar si se tendera a la eliminacion del tumor o a un estado
en donde existe un tumor de gran masa.

» R7: Region formada por las subregiones A, I y K en donde T' < T}.
Cualquier solucién que comienza en la region R7, puede cruzar a la
region 2; o (). Biolégicamente, en esta region se tienen cantidades
pequenas de células tumorales y efectoras. Si se tienen condiciones in-
ciales en esta regién y el crecimiento de las células tumorales es grande
comparado con el crecimiento de las células efectoras, entonces se tien-
de a un estado en el que exite un tumor de gran masa. En cambio, si
el crecimiento de las células tumorales es pequeno y el de las células
efectoras es grande, entonces se tiende a la eliminacion del tumor.

= (2;: Vecindad abierta del punto de equilibrio £ formada por el conjunto
de subregiones abiertas A, B, K, L, I, II, IV y V, que a continuacién se
detallan. Se tiene la cota 0 < E' < Ej. La vecindad €, estd formada por
las subregiones A, K, I y IV que se encuentran dentro del paraboloide
g, con la condicion C' < (3, quitando las regiones R5 Y R7; y las
subregiones B, L, I y V con la condiciéon C' < C5 y T' > g(F), quitando
la region R1. Biolégicamente, en esta vecindad se tiene una cantidad
de moléculas efectoras restringida, pocas células efectoras comparada
con la cantidad de células tumorales. Se puede asegurar que las células
efectoras no pueden eliminar las células tumorales y se tiende a un
estado en el que existe un tumor de gran masa.

= ()y: Vecindad abierta del punto de equilibrio Ej formada por el conjunto
de subregiones abiertas B, M, III, IT y L, en donde se pide que se
cumplan las condiciones E > rogo/a, y T < Tj. Biol6gicamente, en
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esta region la cantidad de células efectoras es grande comparada con la
pequena cantidad de células tumorales. Si se tienen condiciones iniciales
en esta vecindad, se tiende a la eliminacién del tumor.

= (23: Region formada por el conjunto de subregiones abiertas A, B, VI y
I, en donde se pide que se cumplan las condiciones T' > Ty y T > g(F)
con £ > E3, ademas de quitar las regiones R2 y R3. En esta region,
se pide que se cumpla la condicion que si una solucién comienza en
la regién II, nunca cruce a la regién L, ya que con esto se asegura
que cualquier soluciéon que comienza en la regién {23, cruza a la region
(2,. Biologicamente, si una solucién comienza en esta regién, para un
tiempo mas tarde, se tiende a la eliminacion del tumor.

Los lemas 4.2.1 y 4.2.2 muestran que Fy y E; son puntos de equilibrio
asintéticamente estables, y los lemas 4.2.3 y 4.2.4 muestran que E3 y F4 son
puntos de equilibrio inestables. Ademas, se tiene que bajo cierta condicion,
toda solucién que comienza en la region €23, abandona dicha regiéon un tiempo
mas tarde y entra a la vecindad abierta €2, del punto de equilibrio Ejy. Las
demostraciones pueden consultarse en el Apéndice A.

Lema 4.2.1. Toda solucion que comienza en la vecindad abierta §21 del punto
de equilibrio Ey en el tiempo t = ty, permanece en dicha vecindad para todo
tiempo futuro t > ty, y finalmente tiende al punto de equilibrio E\.

Lema 4.2.2. Supongamos que en el sistema KP se cumple la condicion

5 > gCTit — Gara [ S2(pt2 — p1) + Hoptsgn
' ' a H3g1 + S2

Entonces, toda solucion que comienza en la vecindad abierta o del punto
de equilibrio Ey en el tiempo t = ty, permanece en dicha vecindad para todo
tiempo futuro t > ty, y finalmente tiende al punto de equilibrio Ey.

Lema 4.2.3. Euxiste una vecindad U para E3, tal que para toda vecindad Uy
de E5 en U, existe al menos una solucion E(t), T(t) y C(t), con condicién
wmictal en Uy y que no permanece en U para todo tiempo futuro.

Lema 4.2.4. Existe una vecindad U para Ey, tal que para toda vecindad Uy
de Ey en U, existe al menos una solucion E(t), T(t) y C(t), con condicion
nictal en Uy y que no permanece en U para todo tiempo futuro.
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Lema 4.2.5. Supongamos que en la region 23 ninguna solucion puede pasar
de la region II a la region L. Entonces, toda solucion que comienza en la
region 3 en el tiempo t = ty, abandona dicha region un tiempo mas tarde y
entra a la vecindad abierta Qo del punto de equilibrio Ey.

Asi, si el sistema KP tiene 5 puntos de equilibrio, entonces toda solucién
tiende al punto de equilibrio Ey o F, dependiendo de las condiciones iniciales,
con lo que queda demostrada la proposicién (4.2.1).

]

No podemos saber con certeza el estado final del tumor si se tienen con-
diciones iniciales en las regiones R1-R7, ya que dependiendo de los valores de
los parametros, las soluciones pueden cruzar a la vecindad {25 o a la regién
Q23 en donde se puede asegurar la eliminacion del tumor; o pueden cruzar a
la vecindad €2;, en donde se tiende a un estado en el cual existe un tumor de
gran masa.

Los resultados de esta subseccion serdan de utilidad para demostrar la
estabilidad de los puntos de equilibrio en los casos en los que se tienen 4, 3,
2 o un punto de equilibrio.

4.2.2. Comportamiento del sistema con 4 puntos de
equilibrio

En esta subseccion se analiza el sistema KP en el caso en el que existen

4 puntos de equilibrio Ey, Fy, Es y E3 en 2. Para facilitar la demostracion

de la estabilidad de los puntos de equilibrio, se explicaran las similitudes y
diferencias entre los casos en el que existen 4 y 5 puntos de equilibrio.

En el caso en el que existen 5 puntos de equilibrio se cumple la condicion

6 > gorit — Gora [ S2(ft2 — p1) + Hopisgr
' ! a H3g1 + So

Si hacemos colisionar los puntos de equilibrio F; y Ej, ocurre una bifurca-
cion transcritica en la que el punto de equilibrio Ej intercambia su estabilidad
(pasa de ser punto de equilibrio estable a inestable), y el punto de equilibrio
E, sale del primer octante y por lo tanto ya no nos interesa estudiarlo. Esta

bifurcacién ocurre cuando s; = s§™. Por lo tanto, para s; < s§™, existen 4
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puntos de equilibrio en €.

Los puntos de equilibrio E;, Fs y E3 no sufren cambios en su estabilidad
a comparacion con el caso en el que existen 5 puntos de equilibrio. El punto
de equilibrio Ej es inestable, asi como también lo son Es y E3. El punto de
equilibrio E; es estable. Biolégicamente tenemos que, sin importar las canti-
dades iniciales de células tumorales, células efectoras y moléculas efectoras,
siempre se tendera a un estado en el que existe un tumor de gran masa. Con
esto, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2.2. Supongamos que en el sistema KP (2.1) existen 4 puntos
de equilibrio Fy, F1, Fy y FE3 en Q. Entonces, toda solucion E(t), T(t), C(t)
con condicion inicial en §, tiende al punto de equilibrio E,, cuando t tiende
a infinito.

Demostracion. Las ceroclinas ¢y, ¢ v ¢3 dividen el primer octante en 10 re-
giones abiertas acotadas por los ejes del primer octante y las superficies ¢y,
co v c3. Estas 10 regiones son A, B, K, L, I, II, III, IV, V, VI, y podemos
observarlas en la figura (4.3). En la tabla (4.1) se dan los signos de las deri-
vadas de cada una de las regiones.

Figura 4.3: Regiones en las que las ceroclinas dividen el primer octante cuan-
do solamente existen 4 puntos de equilibrio.

La dindmica de las soluciones con condiciones iniciales en cada una de
las 10 regiones se especifica en los lemas mostrados en el apéndice A, recor-
dando que en este caso en el que existen 4 puntos de equilibrio no triviales,
desaparece la region M. La demostracién de la estabilidad de los puntos de
equilibrio £y vy Fj5 es similar que en el caso en el que existen 5 puntos de
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equilibrio, pues la desaparicién de la region M no afecta a estos puntos. El
punto de equilibrio F; es asintoticamente estable, y el punto de equilibrio
E3 es inestable. El punto de equilibrio Fy es un espiral inestable y se es-
tudiara numéricamente en la siguiente seccién. El punto de equilibrio Fy es
inestable. Se tiene el siguiente lema.

Lema 4.2.6. Supongamos que en el sistema KP se cumple la condicion

o < gorit _ 9272 | 52(H2 — p1) + Haptzgy
o a H3g1 + S2

Entonces, existe una vecindad U del punto de equilibrio Ey, tal que para toda
vecindad Uy de Ey en U, existe al menos una solucion E(t), T'(t) y C(t), con
condicion inicial en Uy y que no permanece en U para todo tiempo futuro.

La demostracién de este lema puede consultarse en el Apéndice A. Asi,
tenemos que el punto de equilibrio trivial Fy y los puntos de equilibrio Es y
E3 son puntos de equilibrio inestables, y E; es el inico punto de equilibrio
estable. Asi, queda demostrado que toda solucién con condicién inicial en €2,
tiende al punto de equilibrio £ cuando t tiende a infinito. O]

Se desea evitar que se tengan 4 puntos de equilibrio, ya que en este caso,
para cualquier cantidad inicial de células efectoras, moléculas efectoras y
células tumorales, no hay manera en la que el sistema inmunolégico pueda
defenderse exitosamente y elimine el tumor.

4.2.3. Comportamiento del sistema con 3 puntos de
equilibrio

En esta subseccion se analiza el sistema KP en el caso en el que solamente
existen 3 puntos de equilibrio Ey, Fy v E4 en §. Para facilitar la demostra-
cion de la estabilidad de los puntos de equilibrio, se explicaran las similitudes
y diferencias entre los casos en el que existen 3 y 5 puntos de equilibrio no
triviales.

Recordemos que E = f(T) es la curva definida por la interseccién de
las ceroclinas ¢y y c3, mientras que T = g(FE) es la curva definida por la
interseccion de las ceroclinas ¢; y c3. (E™* T™%) es el punto maximo de la
curva 7' = ¢g(F). Llamemos Tg1 v Tivse a los valores de T de los 2 puntos
sobre la parabola E = f(T) con E = E™*. Sea Txs1 > Tygo. Ver figura
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(4.4). En el caso en el que existen 5 puntos de equilibrio no triviales se cum-
ple la condicién Tyg1 < T™*. Cuando varian los valores de los parametros
del sistema KP y T™* disminuye, ocurre una bifurcacién nodo-silla cuando
T = Tyg1. Con la bifurcacién nodo-silla colisionan los puntos de equili-
brio Fi y FEj3, y desaparecen estos puntos. Asi, para Tygo < T™* < Tys1
solo existen 3 puntos de equilibrio Ey, Ey y Fy.

il

Figura 4.4: Regiones en las que las ceroclinas dividen el primer octante cuan-
do existen solamente 3 puntos de equilibrio.

La demostracion de la estabilidad de los puntos de equilibrio Ey y E4 es
similar al caso en el que existen 5 puntos de equilibrio. El punto de equilibrio
E, es inestable y Ej es estable. En la seccién (4.3) veremos numéricamente
que cuando el sistema KP tiene 3 puntos de equilibrio, existe una bifurcacién
de Hopf en el punto de equilibrio Es, es decir, pasa de ser un espiral estable,
a un espiral inestable rodeado de un ciclo limite estable. Se tiene la siguiente
proposicion.

Proposicién 4.2.3. Supongamos que en el sistema KP (2.1), existen sola-
mente 3 puntos de equilibrio Ey, Ey y E4 en ). Ademds que Eo es un punto
espiral estable. Entonces, toda solucion E(t), T(t), C(t) tiende al punto de
equilibrio Ey o Es, cuando t tiende a infinito, dependiendo de la condicion
micial en §2.

Demostracion. La demostracién de esta proposicion es similar a la demos-
tracion de la proposicién 4.2.1, pues las tnicas diferencias entre el caso en el
que existen 3 y 5 puntos de equilibrio son que, al desaparecer los puntos de
equilibrio F; y Fj3, desaparece la region V y ahora la region VI es la misma
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que la regién 1. Las ceroclinas ¢, ¢o y ¢3 dividen el primer octante en 9 regio-
nes abiertas acotadas por los ejes del primer octante y las superficies ¢y, co y
c3. Estas 9 regiones son A, B, K, L, M, I, II, III, IV, y podemos observarlas
en la figura (4.4). En la tabla (4.1) se dan los signos de las derivadas de cada
una de las regiones.

La dinamica de las soluciones con condiciones iniciales en cada una de las
9 regiones se especifica en los lemas mostrados en el apéndice A, recordando
que en este caso en el que solamente existen 3 puntos de equilibrio, desapa-
rece la regién V y ahora la regién VI es la misma que la region 1.

La demostracion de la estabilidad de los puntos de equilibrio Ey y Fy
es similar que para el caso en el que existen 5 puntos de equilibrio, pues la
desaparicion de la regién V no afecta a la estabilidad de estos puntos. Asi,
al ser Fy v E5 puntos de equilibrio estables, toda solucion tiende al punto de
equilibrio Fy o F» cuando t tiende a infinito, dependiendo de las condiciones
inciales en €2, y con esto queda demostrada la proposicion. O

Biolégicamente, el estado de equilibrio Es representa el estado final del
tumor el cual tiene una masa pequena, y el estado de equilibrio Ey repre-
senta la eliminacion del tumor. Por lo tanto, es preferible tener el caso en
el que existen 3 puntos de equilibrio al caso en el que existen 5 puntos de
equilibrio. En los dos casos se tiene biestabilidad, es decir, dependiendo de
las condiciones iniciales, es posible eliminar el tumor o tender a un estado de
equilibrio en el que persiste el tumor. La diferencia de los casos en los que
se tienen 5 y 3 puntos de equilibrio es que en el primer caso se puede tender
a un estado en el que el tumor tiene gran masa, a diferencia del segundo
caso en el que el tumor tiene pequena masa. Por lo tanto, se recomienda que
se manipulen los parametros del sistema para que se cumpla la condicién
Tnse < T™* < Tng1,y asi, en vez de tener 5 puntos de equilibrio, tener sélo
3. Como veremos en la subseccion (4.2.5), se recomienda que 7™ disminu-
ya hasta que se cumpla la condicién 7™ < Tygo, va que de esta manera
solo existird el punto de equilibrio trivial y asi se asegura la eliminacién del
tumor.
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4.2.4. Comportamiento del sistema con 2 puntos de
equilibrio

En esta subseccion se analiza el sistema KP en el caso en el que solamente

existen 2 punto de equilibrio Ey y Es en 2. Para facilitar la demostracion

de la estabilidad de los puntos de equilibrio, se explicaran las similitudes y
diferencias entre los casos en el que existen 2 y 3 puntos de equilibrio.

En el caso en el que existen solamente 3 puntos de equilibrio (Ey, Es y
Ey), se cumple la condicién

5 > gCTit — Gara [ S2(te — p1) + papisgn
' ! a H3g1 + S2

Si hacemos colisionar los puntos de equilibrio E, y Ey, ocurre una bifurcacion
transcritica en la que el punto de equilibrio Ej intercambia su estabilidad
(pasa de ser punto de equilibrio estable a inestable), y el punto de equilibrio
E4 ya no se localiza en el primer octante, por lo tanto ya no nos interesa
estudiarlo. Esta bifurcacién ocurre cuando s; = s{". Asi, para s; < s{™,
existe un punto de equilibrio no trivial, ademas del punto de equilibrio trivial
Ey en Q. El punto de equilibrio Ej es inestable. En la seccién (4.3) veremos
numéricamente la estabilidad del punto de equilibrio E,. Cuando se tiene un
punto de equilibrio no trivial, existe una bifurcaciéon de Hopf en el punto de
equilibrio Fs, es decir, pasa de ser un espiral estable, a un espiral inestable
rodeado de un ciclo limite estable. Biolégicamente tenemos que, sin importar
las cantidades iniciales de células tumorales, células efectoras y moléculas
efectoras, siempre se tenderd a un estado en el que existe un tumor latente
de pequena masa. Con esto, se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 4.2.4. Supongamos que en el sistema KP (2.1) existen sola-
mente 2 puntos de equilibrio Ey y Fy en §2. Entonces, cuando Ey es un punto
de equilibrio estable, toda solucion E(t), T(t), C(t) con condicion inicial en
Q, tiende al punto de equilibrio Fs, cuando t tiende a infinito.

Demostracion. El procedimiento para la demostracion de esta proposicion
es similar a la demostracion de la proposicién 4.2.3, pues la tnica diferencia
entre el caso en el que existen 2 y 3 puntos de equilibrio es que, al no estar en
el primer octante el punto de equilibrio Fj, desaparece la regién M. Las ce-
roclinas ¢y, co v c3 dividen el primer octante en 8 regiones abiertas acotadas
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por los ejes del primer octante y las superficies ¢q, ¢o y c3. Estas 8 regio-
nes son A, B, K, L, I, II, III, IV, y podemos observarlas en la figura (4.5).
En la tabla (4.1) se dan los signos de las derivadas de cada una de las regiones.

Figura 4.5: Regiones en las que las ceroclinas dividen el primer octante cuan-
do existen solamente 2 puntos de equilibrio.

La dindmica de las soluciones con condiciones iniciales en cada una de las
8 regiones se especifica en los lemas mostrados en el apéndice A, recordando
que en este caso en el que existen 2 puntos de equilibrio, no existen las re-
giones M y V| y ahora la regiéon VI es la misma que la regién I.

El punto de equilibrio Ej es inestable (ver lema 4.2.6 en apéndice A).
Cuando se tienen 2 puntos de equilibrio, existe una bifurcacion de Hopf en el
punto de equilibrio Fs, es decir, pasa de ser un espiral estable, a un espiral
inestable rodeado de un ciclo limite estable. Cuando Es es un espiral estable,
entonces toda solucion tiende al punto de equilibrio E5 cuando ¢ tiende a
infinito, y con esto queda demostrada la proposicién. O

Si la antigenicidad es pequena, entonces el punto de equilibrio Fs es un
espiral inestable rodeado de un ciclo limite. Biolégicamente la masa del tumor
tiene oscilaciones. La amplitud y periodo de las oscilaciones decrecen mientras
el valor de la antigenicidad crece, acercandose al valor de bifurcaciéon. Cuando
E5 es un espiral estable, biolégicamente la antigenicidad es alta y la masa
del tumor oscila, en donde la amplitud y periodo de las oscilaciones decren,
tendiendo a un tumor latente de masa pequena.
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4.2.5. Comportamiento del sistema con un punto de
equilibrio

En esta subseccién se analiza el sistema KP en el caso en el que solamen-
te existe el punto de equilibrio Ey en €). Para facilitar la demostracion de la
estabilidad del punto de equilibrio, se explicaran las similitudes y diferencias
entre los casos en el que existen 3 y un punto de equilibrio.

Recordemos que F = f(T) es la curva definida por la interseccién de las
ceroclinas co y c3, y T' = g(E) es la curva definida por la interseccién de las
ceroclinas ¢y y cg. (E™* T™%) es el punto maximo de la curva T' = g(F).
Llamemos Tys1 v Tns2 a los valores de T' de los 2 puntos sobre la pardbola
E = f(T) con E = E™*_ En el caso en el que existen 3 puntos de equilibrio
se cumple la condicion Tygo < T < Tyg1. Cuando varian los valores de los
parametros del sistema KP y T disminuye, ocurre una bifurcacién nodo-
silla cuando T™* = Tgo. Con la bifurcacién nodo-silla colisionan los puntos
de equilibrio F; y FEs,, y desaparecen estos puntos. Asi, para T™** < Tygo
solo existe el punto de equilibrio trivial Ey. Ahora demostraremos el corolario
4.1.1 enunciado en la seccion anterior.

Corolario 4.1.1 Si el sistema KP solo tiene el punto de equilibrio libre
de tumor Ey, y se cumplen las condiciones

Halisgr o gar So(pi2 — p1) + patisgr ' (413)

0<s9< ,
P1 — o a H3g1 + So

entonces toda solucion no negativa (E,T,C) de (2.1) tiende al punto de
equilibrio libre de tumor Ej.

Demostracion. Las condiciones enunciadas en el corolario aseguran que el
punto de equilibrio libre de tumor Ej es estable (proposicién 4.1.1). Demos-
traremos que cualquier solucién tiende al punto de equilibrio Fy. Seguiremos
el procedimiento realizado en los casos anteriores para demostrar el flujo de
las soluciones. En este caso, las ceroclinas ¢y, ¢ v ¢3 dividen el primer octante
en 6 regiones abiertas acotadas por los ejes del primer octante y las superfi-
cies c¢1, ¢ ¥ c3. Estas 6 regiones son A, B, L, I, II, III, y podemos observarlas
en la figura (4.6). En la tabla (4.1) se dan los signos de las derivadas de cada
una de las regiones.
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Figura 4.6: Regiones en las que las ceroclinas dividen el primer octante cuan-
do solamente existe un punto de equilibrio.

La dinamica de las soluciones con condiciones iniciales en cada una de las
6 regiones se especifica en los lemas mostrados en el apéndice A, recordando
que en este caso solamente existe el punto de equilibrio trivial Ey, no existen
las regiones K, M, IV y V| y ahora la regiéon VI es la misma que la regién I.
En resumen se tiene:

1. Toda solucién que comienza en alguna de las regiones B, L, IT o III, y

permanece en dicha region para todo tiempo futuro, tiende al punto de
equilibrio Ey. Ver lemas (A.0.6, A.0.10, A.0.16, A.0.17).

2. Ninguna solucién que comienza en alguna de las regiones B o I, cruza
a la regién A. Ver lemas (A.0.2a) y (A.0.3b).

3. Toda soluciéon que comienza en la region A y abandona dicha region en
un tiempo t*, cruza a la regién I o B. Ver lema (A.0.5).

4. Ninguna solucién que comienza en la regién B, cruza a la region II, si
se cumple la condicién (A.8). Ver lema (A.0.3c).

5. Toda solucién que comienza en la regién B y abandona dicha region en
un tiempo t*,

= cruza a la regién I, o

» cruza a la region II, si se cumple la condicién (A.5).

Ver lema (A.0.7).
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6. Ninguna solucién que comienza en la region L cruza a la regién I1, si
se cumple la condicién (A.6). Ver lema (A.0.1e).

7. Toda solucién que comienza en la region L y abandona dicha regién en
un tiempo t*,

» cruza a la regién II1, o

» cruza a la region II, si se cumple la condicién (A.7).
Ver lema (A.0.11).

8. Toda solucién que comienza en la regiéon I y abandona dicha regién en
un tiempo t*, cruza a la regién II. Ver lema (A.0.15).

9. Ninguna solucién que comienza en la region II cruza a la regién I. Ver
lema (A.0.2¢).

10. Ninguna soluciéon que comienza en la region III entra a la region B o
L. Ver lemas (A.0.1b) y (A.0.3a).

Podemos ver que toda soluciéon que comienza y permanece para todo
tiempo futuro en alguna de las regiones B, L, IT o III, tiende al punto de
equilibrio Fy. Todas las soluciones que comienzan en alguna de las regiones
A oI, abandonan dicha regién para todo tiempo futuro y cruzan a las regiones
B o II. Entre las regiones B, L, II y III pueden transitar las soluciones bajo
ciertas condiciones, pero al ser E/, Ty C' funciones monétonas, entonces existe
un tiempo en el que tiendan al punto de equilibrio Ey (por los Lemas 1 y 2).
Asi, toda solucién con condicién inicial en €2 tiende al punto de equilibrio Ej
cuando t tiende a infinito, y con esto queda demostrada la proposicién. [

Se requiere que se cumplan las hipotesis del corolario 4.1.1 para asegurar
que se elimine el tumor sin ocasionar efectos secundarios no deseados en el
paciente. Biolégicamente tenemos que los pardmetros del sistema tienen que
tener ciertos valores para que favorezcan a las células efectoras y éstas pue-
dan eliminar al tumor.

En esta seccién se realizé un analisis de la estabilidad de los puntos de
equilibrio del sistema para tiempos grandes, cuando se tienen de 1 a 5 puntos
de equilibrio. Aun falta estudiar mas a fondo la estabilidad del punto de
equilibrio E5. En la siguiente seccion realizaremos un analisis numérico de
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los puntos de equilibrio del sistema que nos ayudara a estudiar los valores de
bifurcacién existentes.

4.3. Resultados numeéricos

En el articulo de Kirschner y Panetta [1] se realiza un anélisis numérico del
modelo, en donde se da la estabilidad de los distintos puntos de equilibrio no
triviales y se dan condiciones algebraicas para que el punto de equilibrio libre
de tumor Fj sea estable. En el modelo KP estan involucrados 13 parametros
que pueden variar de paciente en paciente. En ese articulo se realizé6 un
analisis de bifurcacién centrado en la antigenicidad k, ya que es el parametro
que en un paciente naturalmente se va modificando durante el crecimiento
del tumor y se toman los valores de los demés parametros como fijos. Si
se toman distintos valores de los parametros que los mostrados en la tabla
(2.1), entonces los valores de bifurcaciéon cambian, ademéds de que exiten mas
casos que no fueron estudiados en [1]. En esta seccién realizaremos un anélisis
de bifurcacién centrado en la antigenicidad k£ con todos los casos posibles,
y posteriormente se generalizara para cualquiera de los 13 pardmetros del
modelo. Por ejemplo, 2 pardmetros relevantes son la tasa de crecimiento de
las células tumorales (r9) y el coeficiente de eliminacién de T' (a). La tasa
de crecimiento de las células tumorales varia segin el tipo de cancer que se
tiene, y el coeficiente de eliminacién de las células tumorales también varia
por factores como la edad y calidad de vida que tiene el paciente.

4.3.1. Analisis de bifurcacion centrado en &

En el sistema KP se pueden presentar tres tipos de bifurcacion al variar
el valor del parametro k para este caso. Definimos kgyg como el valor de k
en el que ocurre bifurcaciéon nodo-silla, y kgy como el valor de k en el que
ocurre bifurcacion de Hopf alrededor del punto de equilibrio Ej.

Caso de no tratamiento

En este caso de no tratamiento se considera s; y s como cero. Analizare-
mos los distintos puntos de equilibrio dependiendo de los valores que pueda
tomar la antigenicidad £ y tomando los demés valores de los parametros co-
mo fijos, mostrados en la tabla (2.1). El punto de equilibrio £y = (0,0,0)
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es el estado trivial donde las poblaciones son cero. Los valores propios de la
matriz jacobiana evaluada en el punto de equilibrio Ey son —pg, 79 v —p3.
Por lo tanto, E, siempre es un punto silla inestable. Puede haber distintos
estados de equilibrio positivos no triviales dependiendo del valor que tomen
los distintos parametros. En este caso de no tratamiento, si variamos el va-
lor de k podemos tener de uno a tres puntos de equilibrio no triviales. A
estos puntos de equilibrio no triviales los llamaremos E; = (E;, T}, C¥), don-
de 7 puede variar de 1 a 3 para este caso. Su estabilidad se describe en las
siguientes regiones y su interpretacién bioldgica se describird al final:

A) Regién kpy < k. (Ver figura (4.7A) y (4.8A)).

e Cuando k > kpy = 0,032, existe un solo punto de equilibrio no
trivial al que llamaremos F,. La matriz jacobiana evaluada en el
punto de equilibrio Ej tiene un valor propio negativo y un par de
valores propios complejos con parte real negativa, por lo tanto Fs
es un espiral estable. Las oscilaciones son pequenas y amortiguan
rapido mientras k crece y se aleja de kgy. En esta regién la masa
del tumor es pequena, es decir, se tiene un tumor pequeno latente.

e En k = kpy el punto de equilibrio F, bifurca de un nodo espiral
estable a uno inestable rodeado por un ciclo limite via bifuracion
de Hopf, es decir, los valores propios complejos de Ey pasan de
tener parte real negativa a tener parte real positiva, atravesando,
por tanto, el eje imaginario.

B) Regién kpns < k < kpp. (Ver figura (4.7B) y (4.8B y C)).

e Por la bifurcaciéon de Hopf en el valor de bifurcaciéon k = kpy
aparece un ciclo limite que persiste en todo el intervalo, y que
mientras k decrece alejandose de kgy, la amplitud y periodo del
ciclo limite crecen.

e El punto de equilibrio Es es un espiral inestable ya que la matriz
jacobiana evaluada en el punto de equilibrio Fs tiene un valor
propio negativo y un par de valores propios complejos con parte
real positiva.
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Figura 4.7: Estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema KP para dis-
tintos valores de la antigenicidad k cuando no hay tratamiento.

C) Regién 0 < k < kpyg. (Ver figura (4.7C) y (4.8D)).

e Cuando k = kpys (kpns = 8,55 x 107°) existe una bifurcaciéon

nodo-silla. Aparecen 2 nuevos puntos de equilibrio ademas de
a los que llamaremos E; y Fj3, y desaparece el ciclo limite.

Es

Los 3 valores propios de la matriz jacobiana evaluada en el punto

de equilibrio E; son negativos, por lo tanto £ es un nodo impropio

estable. Este estado de equilibrio representa la existencia de
tumor grande, casi del tamano de su capacidad maxima (1/b).

un

La matriz jacobiana evaluada en el punto de equilibrio 3 tiene 2

valores propios negativos y un valor propio positivo, por lo tanto

E3 es un punto silla inestable.

La matriz jacobiana evaluada en el punto de equilibrio F, tiene

un valor propio negativo y un par de valores propios complejos

con parte real positiva, por lo tanto E5 es un espiral inestable.

En las graficas A-C de la figura (4.7), las flechas indican el flujo de las
soluciones para tiempos grandes para distintas condiciones iniciales. La inter-
pretacién bioldgica de la estabilidad de los puntos de equilibrio en ausencia
de terapia se detalla a continuacién. Las células cancerosas comienzan sien-
do células normales que tienen danos en su ADN y sufren mutaciones. El
valor de k£ indica cuan distintas son las células tumorales a las células nor-
males, ademas de indicar cuan efectivas son las células tumorales para crear
una reaccion en el sistema inmunolégico. Por lo tanto, las células tumorales
comienzan siendo parecidas a las células normales y tienen una antigenici-
dad pequena (k < kpyg). El sistema inmunoldgico no las reconoce y no las
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Figura 4.8: Comportamiento de células efectoras, células tumorales y molécu-
las efectoras para distintos valores de la antigenicidad. (A)k = 0,04, (B)k =
0,02, (C) k= 0,001, (D) k& = 0,0004.

ataca eficazmente, por lo tanto la cantidad de células tumorales crece casi
hasta su capacidad maxima. Mientras va avanzando el cancer, la antigeni-
cidad va creciendo y para valores de k moderados (kpys < k < kpy) se
tienen oscilaciones en su masa. La amplitud y periodo de estas oscilaciones
van decreciendo mientras k crece. Asi, la masa del tumor oscila. Si k es sufi-
cientemente grande (k > kppy) se tienen oscilaciones que amortiguan rapido
tendiendo a un tumor persistente de pequena masa. Ya que sin tratamien-
to no hay eliminacién del tumor, entonces procedemos a analizar el modelo
aplicando inmunoterapia.

Inmunoterapia

En el capitulo dos se comenté en qué consiste la inmunoterapia. La adicién
de células TIL o LAK al sitio del tumor esté representada por s; y la adicion
de interleucina-2 (IL-2) al sitio del tumor estd representada por sy. En esta
parte analizaremos el comportamiento del modelo tomando a s1, s, 0 ambas
distintas de cero. Primeramente estudiaremos el modelo bajo cada una de las
terapias por separado, y finalmente bajo el efecto combinado de ambas.
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Inmunoterapia celular adoptiva (ACI) (s; > 0,52 = 0)

En este apartado analizaremos el sistema KP cuando sélo se suministra
la inmunoterapia celular adoptiva (ACI) la cual esta representada por s;. El
estado de equilibrio libre de tumor es Ey = (s1/p2,0,0). Si este equilibrio es
estable, entonces las células efectoras pueden eliminar el tumor. Sea

serit — ?“2,672#27 (4.14)
a

si se cumple la desigualdad s; > s§™, los 3 valores propios de la matriz ja-
cobiana evaluada en el punto de equilibrio £ son negativos y por lo tanto
FEy es un estado de equilibrio localmente estable. En cambio, si 51 < s{ la
matriz jacobiana evaluada en el punto de equilibrio Fy tiene un valor propio
positivo y dos negativos, por lo tanto, Ey es un estado de equilibrio local-
mente inestable. Con los valores de la tabla (2.1) el valor de s§™ es 540.

Ahora comentaremos la relacién de (4.14) con los resultados obtenidos en
el capitulo 3 cuando se estudiaron las curvas T' = g(E) (curva obtenida al
intersectar las ceroclinas (3.2) y (3.3)) y la curva E = f(T') (curva obtenida
al intersectar las ceroclinas (3.1) y (3.3)). En el capitulo 3 vimos que cuan-
do sy = 0, las curvas T' = g(F) y E = f(T) intersectan al eje E en sq/ps
y r2g2/a respectivamente. Asi la condicién s; < =22 equivale geométrica-
mente a pedir que el punto de interseccién de la curva T' = g(FE) con el eje
F sea a la derecha del punto de interseccién de la curva E = f(T') con el eje
E. Biologicamente se tiene que si la cantidad de células efectoras es mayor
que cierto valor, es posible erradicar el tumor.

Los estados de equilibrio positivos cuando se suministra ACI son de la
forma E; = (E;, T}, C}), donde i en este caso se encontr6 que puede variar de
1 a 4, ademas del punto de equilibrio trivial Fy, dependiendo de los valores
que puedan tomar los parametros del modelo. La cantidad de puntos de
equilibrio E; la estudiaremos viendo la relacién entre la introduccién del
tratamiento s; y distintos valores de k. Su estabilidad se describe en las
siguientes regiones y su interpretacién bioldgica se describird al final:

. ’t
I. Sis; > s{™.

A) e Ver figura (4.9A). En este caso la antigenicidad es grande, de ma-
nera que solamente existe el punto de equilibrio trivial Ey. Los
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Figura 4.9: Distintos comportamientos del sistema cuando s, = 0y 51 > s§"%

en los casos A, B, C, y s; < s en los casos D, E, F.

3 valores propios de la matriz jacobiana evaluada en el punto de
equilibrio Ej, son negativos, por lo tanto Ej es localmente estable.
Asi, el sistema inmunoldgico gana y el tumor desaparece.

e Ver figura (4.9B). Si k disminuye, ocurre una bifurcacién nodo-
silla y aparecen los puntos de equilibrio £, v Fs ademas del punto
de equilibrio trivial Ejy. En este caso, Ej sigue siendo punto de
equilibrio estable. El punto de equilibrio £4 es un punto silla. Si
se cumple la condiciéon k > kg, entonces el punto de equilibrio
E5 es un espiral estable. Es decir, en este caso se tienen dos puntos
de equilibrio estables (Ey y Es). Dependiendo de las condiciones
iniciales, la solucién puede tender a £y o Fs . Biolégicamente, se
puede tender a la eliminacion del tumor, o se pueden tener osci-
laciones en la masa del tumor, tendiendo a un tumor persistente
de pequena masa. Este caso no fue estudiado en [1].

B) Region kpns < k < kpy. Ver figura (4.9B). En este caso existen so-
lamente 3 puntos de equilibrio Ey, Fy v E4. En k = kgpy, el punto de
equilibrio F5 bifurca de espiral estable a inestable rodeado de un ciclo
limite, via bifurcaciéon de Hopf. Biologicamente, se tienen oscilaciones
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en la masa del tumor, la amplitud y periodo de estas oscilaciones van
decreciendo mientras k crece.

C) Regién 0 < k < kpng. Ver figura (4.9C). En este caso, la antigenicidad
es mas pequena que en el caso B (kpys < k < kpp), de manera que
existen 5 puntos de equilibrio (Fy, F1, Es, E5 y E4). En este caso, Ey
sigue siendo punto de equilibrio estable. Los puntos de equilibrio E3 y
E, son puntos silla (ver figura 4.10). Es decir, en este caso de existen-
cia de 5 puntos de equilibrio, se pueden tener dos puntos de equilibrio
estables (Ey o E1). Dependiendo de las condiciones iniciales, la solu-
cion puede tender a Ey o F;. Biolégicamente, este caso es peligroso, ya
que dependiendo de la cantidad inicial de células efectoras, moléculas
efectoras y células tumorales, se tiende a la eliminacién del tumor, o se
tiende a un tumor de gran masa. Cuando s; = s{"* ocurre una bifurca-
cién transcritica donde los puntos de equilibrio Ey y Fy colisionan y Ej
intercambia su estabilidad, pasa de ser nodo estable a nodo inestable.
El punto de equilibrio £, abandona el primer octante.

1. Sis; < . Cuando se cumple la condicién s; < s la estabilidad
de los puntos de equilibrio es similar al caso en el que no se aplica
inmunoterapia. La diferencia es que, en este caso, el punto de equilibrio
trivial libre de tumor es Ey = (s1/p2,0,0), y cuando no hay tratamiento
el punto de equilibrio trivial es Ey = (0,0,0). Es decir, la cantidad de
células efectoras del estado de equilibrio trivial Ey es mayor que cuando
no se aplica terapia. Ver incisos D), E) y F) de la figura (4.9).

La interpretacién bioldgica que se puede dar a estos casos con introduc-
ci6n de la Inmunoterapia Celular Adoptiva (ACI) s; es la siguiente. Con
inmunoterapia baja, el comportamiento es similar al de no tratamiento, es
decir, no hay eliminacién del tumor. Para tumores con antigenicidad baja e
introduccién de inmunoterapia baja, se tiene un tumor estable con una masa
grande. Con grandes cantidades de tratamiento y una antigenicidad baja hay
biestabilidad entre un estado de gran tumor o el estado libre de tumor. Con
grandes cantidades de tratamiento y una antigenicidad media, hay biesta-
bilidad entre un estado en el que existen oscilaciones en la masa del tumor
tendiendo a un tumor de tamano pequeno, o el estado libre de tumor. Para
tumores con antigenicidad alta y grandes cantidades de tratamiento, el tu-
mor puede ser eliminado. En los casos de biestabilidad, sélo se puede tender
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Figura 4.10: Retrato fase en el plano F — T del sistema KP escalado para los
casos C) y F). El punto de equilibrio F; es estable y E3 es un punto silla.

a la eliminacién del tumor si hay suficiente cantidad de células efectoras que
combatan eficazmente a las células tumorales.

Interleucina-2 (s; =0, s, > 0)

En este caso estudiaremos la introduccién de IL-2 iinicamente en el siste-
ma. El tnico estado de equilibrio en el que no hay tumor es Ey = (0,0, %)
Los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en el punto de equilibrio
Ej son 2 negativos y uno positivo. Este estado es siempre un punto silla ines-
table. Esto implica que la administracion de sélo IL-2, sin ACI, no elimina
el tumor. Si sy es pequeno tendiendo a 0, se tendria el punto de equilibrio
trivial Fy = (0,0,0) y por lo tanto se esperaria una dindmica similar al caso
de no tratamiento. Existe un estado de equilibrio en el que se puede eliminar
el tumor pero la cantidad de células efectoras crece incontrolablemente. Este
estado lo encontramos sustituyendo los valores sy =0, T =0y C = z—i en la
ecuacién dE/dt del sistema KP

— = kT — o F
dt H2 +g1+0

+817

de donde obtenemos

@ —E ((pl — H2)S2 — M2M391)
dt So + p3gn .
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Si
Sg > Habsdn gt (4.15)
b1 — M2

entonces el denominador de dE/dt es mayor que cero. Asi, como dFE/dt > 0,
las celulas efectoras creceran incontrolablemente.

Variando s, con respecto a diferentes valores de k tenemos la siguiente
dindmica:

I. Si sy > s5, entonces la tinica manera en la que se tienda a un estado
en el que se pueda eliminar el tumor (7" = 0), es cuando la cantidad
de moléculas efectoras es C' = %, pero la cantidad de células efectoras
crece incontrolablemente.

I1. Si sy < 55 la estabilidad de los puntos de equilibrio es similar al caso
en el que no se aplica terapia. Bajo ninguna condicion se puede eliminar
el tumor.

Se debe de evitar el caso cuando sy > s§ ya que se tiene incremen-

to incontrolado de células efectoras que produce consecuencia médicas no
deseadas. Hay observaciones obtenidas de algunos pacientes que después de
la administracion de grandes dosis de IL-2 sufren el sindrome de fuga
capilar, el cual es un trastorno caracterizado por un aumento de la permea-
bilidad capilar, lo que permite la fuga de fluidos y proteinas desde el sistema
circulatorio al espacio intersticial dando lugar a una hinchazén generalizada
y que la presion arterial sea peligrosamente baja.

Inmunoterapia con ACI e IL-2 (s; > 0,55 > 0)

En esta parte analizaremos la estabilidad del sistema KP bajo el efecto
de la imnunoterapia con ACI e IL-2. La dindmica del sistema KP con la
introduccién de ACI e IL-2 es una combinacién de los resultados obtenidos
aplicando los mono-tratamientos por separado (s; y s2). Para cualquier valor
de la antigenicidad k y sp, si so > s5 entonces se tiene eliminacién del
tumor pero la cantidad de células efectoras crece incontrolablemente, lo cual
deseamos evitar. Para el caso en el que sy < 55, para cualquier valor de k
no se puede eliminar el tumor, pero se tiene controlado el crecimiento de las
células efectoras. Con la aplicacién de s; tenemos que el punto de equilibrio

trivial Ey es estable si 57 > s‘f”t. Por lo tanto, una combinacién de s; y s9
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da mejores resultados que si se aplicaran las terapias por separado o no se
aplicara terapia. En la seccién (4.1) se estudi6 analiticamente la estabilidad
del sistema KP para s; > 0y s3 > 0. En (4.1) se defini6 el punto de equilibrio
libre de tumor

B — ( s1(H3g1 + 52) 82)
0 — sy T ] -
s2(p1— p2) + p2psgr s
En la proposién (4.1.1) se establecié que FEj es estable si se cumplen las
condiciones

So <

H2/1391 9212 {32(/@ —p1) + M2M391}
y 81> .
D1 — 2 a H3g1 + S2

La estabilidad de los puntos de equilibrio es similar al caso en el que sélo
se administra ACI. La diferencia entre estos dos casos es que mientras se
incrementa la cantidad de s, se necesita menor cantidad de s; para tener las
condiciones necesarias para que el punto de equilibrio trivial Ej sea estable,
y asi se pueda tender a un estado en el que se elimina el tumor.

En la siguiente subseccion se realizara un analisis de bifurcacién centrado
en h, donde h es cualquier parametro del sistema KP. En esta subseccion se
tomé h = s5.

4.3.2. Analisis de bifurcacion para cualquier parame-
tro h del sistema KP

En la subseccién anterior se detalld el andlisis de bifurcaciéon basado en
el parametro k. En esta subseccién aplicaremos los resultados geométricos y
algebraicos obtenidos en la seccién (3.2), en la cual se vieron los efectos que
tiene cada pardmetro en las curvas T = ¢(E) (3.7) y E = f(T) (3.4), las
cuales contienen informacion de las 3 ceroclinas del sistema. La interseccion
de estas 2 curvas nos da informacion de la intersecciéon de las 3 ceroclinas.
Recordemos que para caracterizar la curva E = f(T) (3.4), nos fijamos cémo
se comportaba el punto maximo (3.8) y el punto de interseccién con el eje
E al variar los parametros b, a, go y o que estan involucrados en la ecuacién
de esta curva. Al variar los parametros obtuvimos:

= Si go crece, entonces crecen los valores de £ del punto de interseccién
con el eje E y el del punto maximo, y decrece el valor de T" del punto
maximo.
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= Si b crece, entonces decrecen los valores de £ y T' del punto maximo.
También decrece 1/b que es el valor de T' del punto de interseccién de
la curva E = f(T) con el eje T. La variacién de b no afecta al punto
de interseccion con el eje F.

= Si 79 decrece, entonces decrecen los valores de E del punto maximo y
del punto de interseccion con el eje E. Queda fijo el valor de T del
punto maximo.

= Si a crece, entonces decrecen los valores de E del punto maximo y del
punto de interseccion con el eje E. Queda fijo el valor de T" del punto
maximo.

Para caracterizar la curva T = g(F) (3.7) se estudio el efecto que tienen
los parametros en el punto maximo, el punto de inflexion y el punto de
interseccién con el eje E de la curva T' = ¢g(F). Los resultados fueron:

s Crece el valor de E del punto de interseccién con el eje F, y ademés
los valores de E¥' y T" del punto maximo y punto de inflexiéon decrecen
si sucede alguno de los siguientes casos independientes: si crece p1, s; 0
S9, 0 si decrece fi9, g1 O ps.

= Queda fijo el punto de interseccién con el eje E, y ademads los valores
de F y T del punto méximo y punto de inflexiéon decrecen si sucede
alguno de los siguientes casos independientes: si ps 0 k crece, o si g3
decrece.

Ahora, sea h alguno de los 13 parametros del sistema KP, hgpy el valor de
h en el que ocurre una bifurcacién de hopf alrededor del punto de equilibrio
Es, y hpns el valor de h en el que ocurre una bifurcacién nodo-silla. Las
curvas T'= g(E) y E = f(T) intersectan al eje E en

s1(g1ps + $2) T2g2
y
po(grpts + s2) — Sop1 a

respectivamente. Por lo tanto, la condicion

s1(g1ps + 52) S 7292
p2(g1pes + s2) — Saps a

representa que la curva 7' = g(F) intersecta al eje E a la derecha que la
curva E = f(T). Sea (E™® T™) el punto maximo de T' = ¢(F). En el
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siguiente andlisis tomaremos sy < 5™ ya que esta condicién es necesaria para

tener el crecimiento de E controlado. En los siguientes casos comentaremos

el comportamiento de A cuando h = k, ya que anteriormente obtuvimos una

idea clara del comportamiento del sistema bajo modificaciones del parametro

k. Asi, con variaciones adecuadas del parametro h, vemos que el sistema KP

tiene una dinamica parecida al que tiene cuando se varia el parametro k
cuando sélo se aplica la terapia con ACI (s;):

I S —silgiustsa) 292
p2(g1p3+s2)—s2p1 a

A) e Ver figura (4.9A). T™* es pequeno (k es grande), de manera que

solamente existe el punto de equilibrio trivial Ey. Ey es localmente

estable. Asi, el sistema inmunoldgico gana y el tumor desaparece.

e Ver figura (4.9B). Si 7" aumenta, ocurre una bifurcacién nodo-
silla en h = hpys v aparecen los puntos de equilibrio Ey y FEs
ademas del punto de equilibrio trivial Ey. En este caso, Fy sigue
siendo punto de equilibrio estable. El punto de equilibrio E; es un
punto silla. Si se cumple la condiciéon h > hgy, entonces el punto
de equilibrio F5 es un espiral estable. Es decir, en este caso se
tienen dos puntos de equilibrio estables (Fy y Es). Dependiendo
de las condiciones iniciales, la solucion puede tender a Ey o Es .
Biologicamente, se puede tender a la eliminacién del tumor, o se
pueden tener oscilaciones en la masa del tumor, tendiendo a un
tumor persistente de pequena masa.

B) Regién hgys < h < hpy. Ver figura (4.9B). En este caso existen so-
lamente 3 puntos de equilibrio Ey, Fs v E;. En h = hgy, el punto de
equilibrio F5 bifurca de espiral estable a inestable rodeado de un ciclo
limite, via bifurcacién de Hopf. Biolégicamente, se tienen oscilaciones
en la masa del tumor, la amplitud y periodo de estas oscilaciones van
creciendo mientras h se aleja de hgy .

C) Regiéon 0 < h < hpyg. Ver figura (4.9C). T™* es grande (k es pe-
quena), de manera que existen 5 puntos de equilibrio (Ey, Ey, Es, Ej3
y FE4). En este caso, Ey sigue siendo punto de equilibrio estable. Los
puntos de equilibrio E5 y E4 son puntos silla (ver figura 4.10). Es decir,
en este caso de existencia de 5 puntos de equilibrio, se pueden tener
dos puntos de equilibrio estables (Ey o Ej). Dependiendo de las con-
diciones iniciales, la solucion puede tender a Ey o F;. Biologicamente,
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IT.

este caso es peligroso, ya que dependiendo de la cantidad inicial de
células efectoras, moléculas efectoras y células tumorales, se tiende a
la eliminacion del tumor, o se tiende a un tumor de gran masa. Cuan-
M = 222 gcurre una bifurcacion transcritica donde los
n2(g1ps+s2)—sap1 a .. . . .
puntos de equilibrio Fy y Ej colisionan y Ej intercambia su estabilidad,
pasa de ser nodo estable a nodo inestable. El punto de equilibrio Fj

abandona el primer octante.

Si s1(g1p3+s2) r2g2
p2(g1p3+s2)—s2p1 a °

Regién h > hpg. Ver figura (4.9D). Si 7% es suficientemente pequeno
(cuando k es suficientemente grande) existe un sélo punto de equilibrio
no trivial al que llamaremos Fs el cual es un espiral estable. Las oscila-
ciones son pequenas y amortiguan rapido mientras h se acerca a hppg.
Ey es un nodo inestable. En esta regiéon la masa del tumor es pequena,
asi que hay oscilaciones en la masa del tumor, pero finalmente se tiende
a un tumor pequeno latente. Cuando h = hgy ocurre una bifurcacion
de Hopf, donde el estado E, bifurca de un nodo espiral estable a uno
inestable rodeado por un ciclo limite.

Regiéon hpys < h < hpy. Ver figura (4.9E). T™* es grande (k es
pequena) pero T' = g(FE) soélo intersecta a la curva F = f(7T) en un
punto (Es). Por la bifurcaciéon de Hopf en h = hpy aparece un ciclo
limite que persiste en todo el intervalo, donde la amplitud y periodo del
ciclo limite crecen mientras h se aleja de hpy. El punto de equilibrio
E5 es un espiral inestable y Ejy es un nodo inestable. Biolégicamente, se
tienen oscilaciones en la masa del tumor, donde la amplitud y periodo
de estas oscilaciones crecen mientras h se aleja de hgpg.

Region 0 < h < hpyg. Ver figura (4.9F). 7™ es grande (k es pe-
quena). En h = hpgyg, aparecen 2 nuevos puntos de equilibrio ademas
de F5 a los que llamaremos E; y FEs, y desaparece el ciclo limite. E
es un nodo impropio estable, este estado representa la tendendia a un
tumor grande, casi del tamano de su capacidad maxima (1/b). E5 es un
punto silla inestable. F5 es un espiral inestable. En esta region todas las
soluciones tienden al punto de equilibrio estable E; (ver figura (4.9F).
Biol6gicamente, bajo cualquier condicion inicial, se tiende a un estado
en el que existe un tumor de tamana grande.
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El estudio geométrico de las ceroclinas por medio de las curvas T' = g(FE)
y E = f(T) nos ayudaron a darnos cuenta que el efecto que tiene la anti-
genicidad k sobre el sistema, puede obtenerse variando otros parametros del
sistema y asi tener una dinamica similar al que se tiene para distintos valores

de k.

En este capitulo se estudio la estabilidad de los puntos de equilibrio de
forma local y global. Dependiendo de los distintos valores que tomen los 13
parametros del sistema, se puede variar la cantidad de puntos de equilibrio
y modificar su estabilidad cuando hay bifurcaciones. En la seccién (4.1) se
dieron condiciones para que los puntos de equilibrio sean estables, y para
que existan bifurcaciones en un entorno de ellos. Ademas, se vio geométri-
camente el comportamiento del sistema cuando la antigenicidad k varia. Sin
introduccién de inmunoterapia no se tiene eliminacion del tumor. Con la in-
troduccion de sélo Inmunoterapia Celular Adoptiva se tienen tres casos. En
uno hay eliminacién del tumor. En otro hay biestabilidad, se puede tender
a la eliminacién del tumor o a un estado en el que existe un tumor de masa
grande. Por ultimo, en un tercer caso se tiene biestabilidad, se puede tender
a la eliminacién del tumor o a un estado en el que existe un tumor de masa
pequena. En el caso de sélo introduccion de IL-2, el tinico punto de equilibrio
libre de tumor se tiene si hay un crecimiento incontrolado de células efectoras,
lo cual clinicamente no es recomendado ya que se puede tener el sindrome de
fuga capilar. Asi, la combinacién de ACI e IL-2 es la terapia recomendada, ya
que se puede tender a la eliminacion del tumor, y sin efectos secundarios en
la salud del paciente, si se cumplen las condiciones para que Fj sea estable
y se tenga control en el crecimiento de las células efectoras.



Conclusiones

En este trabajo se estudié un modelo de inmunoterapia que describe la
interaccién entre células efectoras, células tumorales y moléculas efectoras
(IL-2), bajo el efecto de inmunoterapia. El propésito de este trabajo fue
estudiar el comportamiento del sistema Kirschner-Panetta (KP), determi-
nando la cantidad de puntos de equilibrio de este sistema y la estabilidad
de estos puntos. Se dieron intervalos para localizar los puntos de equilibrio
y condiciones algebraicas sobre los pardmetros del sistema para determinar
la cantidad de ellos. Se encontré que siempre existe el punto de equilibrio
trivial y que la cantidad de puntos de equilibrio no triviales puede variar de
0 a 4, dependiendo de los valores de los pardmetros. También se realizé un
analisis de las ceroclinas para tener una idea geométrica de la localizacién
de los puntos de equilibrio. Posteriormente, se estudio la estabilidad de los
puntos de equilibrio, dando condiciones sobre los parametros para que cual-
quier punto de equilibrio no trivial de este sistema sea localmente estable. Si
la matriz jacobiana del sistema KP admite un par de valores propios imagi-
narios puros para algin punto de equilibrio no trivial, se dieron condiciones
para que exita bifurcacion de Hopf en un entorno de este punto. Se dieron
condiciones para que el punto de equilibrio trivial libre de tumor sea estable.
Se demostro la estabilidad global del punto de equilibrio trivial y se mostré el
flujo que tienen las soluciones en el espacio £ —T — C para los distintos casos
en los que se tienen de 1 a 5 puntos de equilibrio. Se realiz6 un estudio de
bifurcacién del sistema KP centrado en el parametro k y se generalizé para
cualquiera de los 13 parametros del sistema. La interpretacién bioldgica del
analisis centrado en la antigenicidad £ es el siguiente:

» En la ausencia de cualquier tratamiento (s; = 0, s = 0) el modelo
(2.1) puede tener tres comportamientos dependiendo del valor de la
antigenicidad: para tumores con antigenicidad k pequena hay persis-
tencia de tumores grandes, para tumores con antigenicidad moderada
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existen oscilaciones entre tumores de masa grande y pequena, y para
tumores con antigenicidad alta hay persistencia de tumores latentes.
No hay eliminacién del tumor, a menos que se introduzca tratamiento.

= Con la aplicacién de Inmunoterapia Celular Adoptiva (s; > 0, so =
0) se tiene un estado libre de tumor localmente estable si la tasa de
tratamiento estd por arriba de un cierto nivel critico (s; > s{* =
Togapiz/a). Pero para tumores con antigenecidad pequena, es requerido
un tratamiento temprano mientras el tumor es pequeno para que pueda

ser controlado.

= Con la administracién de sélo IL-2 (s; = 0,s9 > 0) se puede tener
eliminacion del tumor si la tasa con la cual es administrada, esta por
arriba de un nivel critico s§ = pous3g1/(p1 — p2). A pesar de que
se tiene eliminaciéon del tumor, esta condicion también produce una

respuesta inmune descontrolada que causa dano al paciente.

= Si se administran los 2 tratamientos simultédneos (s, s, > 0) se tiene el
estado libre de tumor estable sin efectos secundarios, solo si

ry | s —
- M2 lt3g1 v s> gars | Sa(pe — p1) + poptzg

P1 — Mo a H3g1 + So

Este es el tratamiento recomendado, ya que es posible eliminar el tumor.

Como trabajo a futuro se puede estudiar analiticamente el punto hi-
perbdlico del sistema dindmico, restringiéndolo a la wvariedad central o la
reduccién del mismo a su forma normal. Ademas se podria realizar un estudio
de la estimacién de parametros con datos médicos y comparar los resultados
con los obtenidos en [3]. Actualmente ya existen versiones modificadas del
modelo KP (2.1) en las cuales se estudia el crecimiento de tumores bajo el
efecto combinado de inmunoterapia con otras terapias como la radioterapia o
quimioterapia. Otras versiones consideran algunos parametros dependientes
del tiempo, por ejemplo k, s; 0 s5. Y en otras versiones se estudia la aplica-
cion de otra citocina en vez de la citocina I'L — 2, por ejemplo Interferén-+.
Para estas versiones modificadas del modelo KP se puede hacer un estudio
similar al realizado en este trabajo (estudiar la estabilidad local y global de
todos sus puntos de equilibrio).



Apéndice A

Demostracion de lemas
utilizados en la seccion 4.2

En este apéndice se enuncian y demuestran lemas que sirven para demos-
trar las proposiciones enunciadas en la seccion 4.2. Primero presentaremos
unas notaciones que utilizaremos en las demostraciones. Sea

B =20 =T om =10
By = PE0 gy 2 PO gy £

Derivando la primera ecuacién del sistema (2.1), haciendo t = t* y E(t*) = 0,
tenemos: E(t)
- : p1g1E(t :
E(t") =kT(t" +—<Ct*). Al
() = KT0) + L () (A1)
Derivando la segunda ecuacién del sistema (2.1), haciendo t = t* y T'(t*) = 0,
tenemos: ()
.. a * .
7y = T (). A2
() =~ () (42)
Derivando la tercera ecuacién del sistema (2.1), haciendo t = t* y C(t*) = 0,
tenemos:

G(t) = (ggfw T() (g5 + T(t") (B()) + g5 B(t) (T(t*))]@ ;

85
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E>0|E>0| E<0 | E<0|E>0|E>0|E>0| E<0| E<0| E<0]| E>0
T>0 T<0 T>0 T<O0 T<0 T>0 T<0 T<0 T>0 T<O0 T>0
C<0 | C<k0O0|C>0|C>0]|C>0|C>0|C>0|C<k0|C<k0]|C<0O0]|C>0

Las ecuaciones de las ceroclinas del sistema son

pEC
c1 kT — B+ + 51 =0,
1 M2 g1+C 1

aET
co : roT(1—=0bT) — =0,
? 2T ) g+ T
szT

c + 89 — pusC' = 0.
’ g3+ T 2

Recordemos que en la tabla (4.1) del capitulo 4 se dan los signos de las
derivadas de cada una de las regiones en las que las ceroclinas pueden dividir
el primer octante. La cantidad de estas regiones depende de los valores de
los parametros del sistema. Los 13 pardametros involucrados en el sistema KP
son positivos y nuestras variables E(t), T'(t) y C(t) son mayores o iguales a
cero. Algunos lemas ttiles en las demostraciones son:

Lema 1. Sea ¢(t) una funciéon mondétona creciente (decreciente) del tiem-
po para t > ty, con g(t) > ¢(< ¢) para alguna constante c. Entonces ¢g(t)
tiene un limite cuando ¢ — oo.

Lema 2. Supéngase que una solucién x(t) de una ecuacién diferencial
& = f(x) tiende a un vector ¢ cuando t — oco. Entonces ¢ es un punto de
equilibrio de 2.

Ahora procedemos a la demostracion de los lemas de la seccién 4.2.

Soluciones que no pueden atravezar c;

Lema A.0.1. Ninguna solucion E(t),T(t), C(t) de (2.1) que comienza en la
region S en el tiempo t =ty entra a la region W, en donde

a) S=I(VI) y W=K,
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b) S=II(V)y W=B,
c) S=A y W=IV, si se cumple en la region S la condicion

[ g Et) Y[

d) S=1V y W=A, si se cumple en la region S la condicion

(4% g E(t) Ny pk
V) <~ R (¢w)). (A.5)

e) S=Ly W=II(M), si se cumple en la region S la condicion

- P11 E(t") (g
—KI() > e ((J(t )) , (A.6)

f) S=I1I(M) y W=L, si se cumple en la region S la condicion

ma E(tY)

—KT(t) < ot O (C(t*)) .

(A7)

Demostracion. La demostracion se realizard de forma general para todos los
casos, y cuando sea necesario se especificaran los detalles para cada caso.
La demostracion se realizara por contradiccion. Supongamos que existe una
solucién E(t), T(t), C(t) de (2.1) que abandona la regién S en el instante
t = t* y entrar en la regiéon W. La tinica manera en la que una solucién puede
salir de la regién S y entrar a la region W es cruzando la superficie ¢1, en
donde se tiene E(t*) = 0. Para los casos a), ¢) y ), se tiene que en la region
S, los signos de Ty C' hacen que sea positiva F (t*) (definida en A.1). Por
lo tanto, E(t) tiene un minimo en t = t*. Pero tal cosa es imposible, ya que
E(t) es creciente si E(t),T(t),C(t) estdn en la region S para los casos a), ¢) y
e). Para los casos b), d) y f), se tiene que en la regién S, los signos de 7'y C'
hacen que sea negativa E(t*). Por lo tanto, E(t) tiene un maximo en t = t*.
Pero tal cosa es imposible, ya que E(t) es decreciente si E(t),T(t), C(t) estan
en la regién S para el caso b). Asi, ninguna solucién que comienza en la regién
S, entra a la region W.

O
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Soluciones que no pueden atravezar c;

Lema A.0.2. Ninguna solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region S en el tiempo t =ty entra a la region W, en donde

a) S=By W=A, d) S=K y W=L,
b) S=M y W=I, ¢) S=IV y W=III(V).
c) S=I1y W=I(VI),

Demostracion. La demostracion se realizard de forma general para todos los
casos, y cuando sea necesario se especificaran los detalles para cada caso.
La demostraciéon se realizard por contradicciéon. Supongamos que existe una
solucién E(t), T(t), C(t) de (2.1) que abandona la regién S en el instante
t =t* y entra en la region W. La inica manera en la que una solucién puede
salir de la regién S y entrar a la region W es cruzando la superficie ¢y, en
donde se tiene T'(t*) = 0. Para los casos a)-c), en la regién S se cumple la
condicién E(t) > 0, entonces T'(t*) definida en (A.2) es negativa. Por lo tanto,
T'(t) tiene un maximo en t = t*. Pero tal cosa es imposible, ya que T'(t) es
decreciente si E(t),T(t), C(t) estan en la regién S para los casos a)-c). Para
los casos d) y e), en la regién S se cumple la condicién E < 0, entonces 7'(t*)
definida en (A.2) es positiva. Por lo tanto, 7'(¢) tiene un minimo en ¢t = ¢*.
Pero tal cosa es imposible, ya que T'(t) es creciente si E(t), T(t),C(t) estan
en la regién S para los casos d) y e). Asi, ninguna solucién que comienza en
la regién S entra a la region W. [

Soluciones que no pueden atravezar cg

Lema A.0.3. Ninguna solucion E(t),T(t), C(t) de (2.1) que comienza en la
region S en el tiempo t =ty entra a la region W, en donde

a) S=III(V) y W=L,
b) S=I(VI) y W=A,
c) S=By W=II(M), si se cumple en la region S la condicion
T(#)(g5+ T() (B()) < —gsB() (T(£))  (A8)
d) S=II(M) y W=B, si se cumple en la region S la condicion

T(#)(gs + T(t)) (E@)) > —gsB@) (T())  (A9)
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e) S=K y W=IV, si se cumple en la region S la condicion

Tt g+ T(#) (B(#)) < B () (1)) (A.10)
f) S=IV y W=K, si se cumple en la regién S la condicion

~T() (g5 + T() (B()) > —gsB() (7)) (A1)

Demostracion. La demostracion se realizard de forma general para todos los
casos, y cuando sea necesario se especificaran los detalles para cada caso.
La demostracion se realizara por contradiccion. Supongamos que existe una
solucién E(t), T'(t), C(t) de (2.1) que abandona la regién S en el instante
t = t* y entra en la region W. La tinica manera en la que una solucién puede
salir de la region S y entrar a la regién W es cruzando la superficie ¢z, en
donde se tiene C/(t*) = 0. Para los casos a), ¢) y e), se tiene que en la regién
S, los signos de 7'y C' hacen que sea negativa C(t*) (definida en A.3). Por
lo tanto, C(t) tiene un maximo en t = t*. Pero tal cosa es imposible, ya que
C'(t) es decreciente si E(t), T(t),C(t) estan en la regién S para los casos a),
¢) y e). Para los casos b), d) y ), se tiene que en la regién S, los signos de 7'y
C hacen que sea positiva C'(t*). Por lo tanto, C(t) tiene un minimo en ¢t = ¢*.
Pero tal cosa es imposible, ya que C(t) es creciente si E(t),T(t), C(t) estan
en la regién S para los casos b), d) y f). Asi, ninguna solucién que comienza
en la region S, entra a la regién W.

O

REGION A

Lema A.0.4. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region A en el tiempo t = tg y permanece en dicha region para todo tiempo
futuro t > to,

a) tiende al punto de equilibrio FEy, Ey, E3 o Ey, cuando existen 5 puntos
de equilibrio.

b) tiende al punto de equilibrio Ey, Ey, Fy o Fs3, cuando existen J puntos
de equilibrio.

¢) tiende al punto de equilibrio Ey o Ey, cuando existen solamente 3 pun-
tos de equilibrio.
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d) tiende al punto de equilibrio Ey o Es, cuando existen solamente 2 pun-
tos de equilibrio.

Demostracion. La demostracion se realizard de forma general para todos los
casos a)-d) y finalmente se especificaran los detalles para cada caso. Supénga-
se que toda solucién E(t), T'(t), C(t) de (2.1) permanece en la regién A para
todo tiempo t > ty. En esta region, E(t) es una funcién mondtona crecien-
te, T'(t) es una funcién mondtona creciente y C(t) es una funcién monétona
decreciente para t > to. Ademas, E(t), T'(t) y C(t) estan limitados por ¢y,
co y c3. Asi, por el lema 1, E(t), T(t) y C(t) tienen limites &, n, v respectiva-
mente, cuando ¢ tiende a infinito. El lema 2 implica que (£, 7, ) es un punto
de equilibrio de (2.1). Por lo tanto, toda solucién de (2.1) que comienza en
la regién A y permanece en dicha regién para todo tiempo t > ty, tiende al
punto de equilibrio a) Ey, Fs, E5 0 Ey, b) Ey, E1, Fy 0 E3, ¢) Fy 0 Ey, d)
Ey o Es. O

Lema A.0.5. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region A en el tiempo t =ty y no tiende a algin punto de equilibrio, abandona
dicha region en un tiempo t*, y

a) cruza a la region I, VI o B, o

b) cruza a la region IV si se cumple la condicion (A.5)

k() < — 9B @
(g1 + C(t%))?
Demostracion. Si toda solucién que comienza en la regién A no tiende a
algiin punto de equilibrio, entonces no permanece en dicha regién para todo
tiempo futuro t > ¢ (lema A.0.4). Es decir, la solucién abandona dicha regién
en un tiempo t* y ocurre alguno de los siguientes casos:

a) Cruza a la regién I o VI atravesando c3, o a la regién B atravesando cs.

b) Cruza a la regién IV atravesando ¢, si se cumple en la regiéon A la
condicién (A.5). Si no se cumple la condicién (A.5) en la regién A,
entonces se tiene el lema (A.0.1c).

[



91

REGION B

Lema A.0.6. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region B en el tiempo t = ty y permanece en dicha region para todo tiempo
futuro t > tg,

a) tiende al punto de equilibrio Ey, Ey o Es, cuando existen 5 puntos de
equilibrio.

b) tiende al punto de equilibrio Ey o Es3, cuando existen 4 puntos de equi-
librio.

c) tiende al punto de equilibrio Ey, cuando existen solamente 3 puntos de
equilibrio.

d) tiende al punto de equilibrio Ey, cuando solamente existe este punto de
equilibrio.

e) nunca tiende al punto de equilibrio Fy o Ej.

Demostracion. La demostracion es andloga al lema (A.0.4). Ninguna solucién
que comienza en la regién B tiende al punto de equilibrio Fy o Ey4, ya que
estos puntos se localizan sobre ¢y que acota inferiormente a E(t) en la regién

B, y E(t) es una funcién mondtona creciente en esta region.
]

Lema A.0.7. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region B en el tiempo t =ty y no tiende a algun punto de equilibrio, abandona
dicha region en un tiempo t*, y

a) cruza a la region 111 o V, o

b) cruza a la region I o M, si se cumple la condicion (A.9)

T() (g5 + T() (BW)) > —gsB () (1)) (A.12)

Demostracion. Sitoda soluciéon que comienza en la regién B no tiende a algin
punto de equilibrio, entonces no permanece en dicha region para todo tiempo
futuro t > to (lema A.0.6). Es decir, la solucién abandona dicha regién en un
tiempo t* y ocurre alguno de los siguientes casos:
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a) cruza a la region III o V atravesando ¢;.

b) cruza a la regién II o M atravesando cs, si se cumple en la regién B
la condicién (A.9). Si no se cumple la condicién (A.9) en la regién B,
entonces se tiene el lema (A.0.3c).

O
REGION K

Lema A.0.8. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region K (IV) en el tiempo t = to y permanece en dicha region para todo
tiempo futuro t > iy,

a) tiende al punto de equilibrio Ey o E3, cuando existen 4 puntos de equi-
librio, ademadas del punto de equilibrio trivial Ey.

b) tiende al punto de equilibrio Ey, Ey o Es, cuando existen 3 puntos de
equilibrio, ademas del punto de equilibrio trivial Ey.

c) tiende al punto de equilibrio Ey, cuando existe solamente un punto de
equilibrio, ademds del punto de equilibrio trivial Ej,

d) nunca tiende al punto de equilibrio Ey o Ej.

Demostracion. La demostraciéon es andloga al lema (A.0.4). Para el inciso
d) tenemos que ninguna solucién que comienza en la regién K tiende al
punto de equilibrio Fy o Ej, ya que estos puntos se localizan sobre ¢y que
acota inferiormente a T'(¢) en la regién K, y T'(¢) es una funcién mondtona
creciente en esta region. O]

Lema A.0.9. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region K en el tiempo t = tg y no tiende a algiun punto de equilibrio, abandona
dicha region en un tiempo t*, y

a) cruza a la region I o VI, o

b) cruza a la region IV, si se cumple la condicion (A.11)

T() (g + 7)) (B() > 9o B(t) (1))
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Demostracion. Si toda soluciéon que comienza en la regién K no tiende a
algin punto de equilibrio, entonces no permanece en dicha regiéon para todo
tiempo futuro t > ¢, (lema A.0.8). Es decir, la solucién abandona dicha regién
en un tiempo t* y ocurre alguno de los siguientes casos:

a) cruza a la regiéon I o VI atravesando ¢;.

b) cruza a la regién IV atravesando c3, si se cumple en la regién K la
condicién (A.11). Si no se cumple la condicién (A.11) en la region K,
entonces se tiene el lema (A.0.3e).

u
REGION L

Lema A.0.10. Cualquier solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en
la region L en el tiempo t = tg, y permanece en dicha region para todo tiempo
futuro t > to,

a) tiende al punto de equilibrio Ey, Ey, FEs, E3 o E4, cuando existen 5
puntos de equilibrio.

b) tiende al punto de equilibrio F1, Es o Es, cuando existen 4 puntos de
equilibrio.

c) tiende al punto de equilibrio Ey, Es, o E,, cuando existen solamente 3
puntos de equilibrio.

d) tiende al punto de equilibrio E,, cuando existe solamente 2 puntos de
equilibrio.

e) tiende al punto de equilibrio Ey, cuando existe solamente este punto de
equilibrio.

Demostracion. La demostracion es andloga al lema (A.0.4). O]

Lema A.0.11. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region L en el tiempo t =ty y no tiende a algun punto de equilibrio, abandona
dicha region en un tiempo t*, y

a) cruza a la region K, Il o 'V, o
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b) cruza a la region II(M), si se cumple la condicion (A.7)

=T g+ T(#) (B)) < B (1)

Demostracion. Sitoda solucién que comienza en la regién L no tiende a algin
punto de equilibrio, entonces no permanece en dicha region para todo tiempo
futuro t > to (lema A.0.10). Es decir, la solucién abandona dicha regién en
un tiempo t* y ocurre alguno de los siguientes casos:

a) cruza a la regién K atravesando cg, 0 a la regién III o V atravesando
C3.

b) cruza a la regién II(M) atravesando ¢, si se cumple en la regién L
la condicién (A.7). Si no se cumple la condicién (A.7) en la regién L,
entonces se tiene el lema (A.0.1e).

O
REGION M

Lema A.0.12. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region M en el tiempo t = ty, y permanece en dicha region para todo tiempo
futuro t > tg, tiende al punto de equilibrio Ey y nunca tiende al punto de
equilibrio Ey.

Demostracion. La demostracion es andloga al lema (A.0.4). Ninguna solucién
que comienza en la region M tiende al punto de equilibrio Fy, ya que este
punto se localiza sobre ¢y que acota superiormente a T'(f) en la regién M, y
T'(t) es una funcién monétona decreciente en esta region.

]

Lema A.0.13. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region M(II) en el tiempo t = ty y no tiende a algin punto de equilibrio,
abandona dicha region en un tiempo t*, y

a) cruza a la region B, si se cumple la condicion (A.8)

() (g + () (E()) < —guB () (T(1)).
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b) cruza a la region L, si se cumple la condicion (A.6)

=T (g + T(#) (E()) > B (1)

Demostracion. Si toda solucién que comienza en la regiéon M(II) no tiende a
algin punto de equilibrio, entonces no permanece en dicha regiéon para todo
tiempo futuro t > ¢, (lema A.0.12). Es decir, la solucién abandona dicha
regién en un tiempo t* y ocurre alguno de los siguientes casos:

a) cruza a la regién B atravesando cg, si se cumple en la regién M la
condicién (A.8). Si no se cumple la condicién (A.8) en la regién M,
entonces se tiene el lema (A.0.3d).

b) cruza a la regién L atravesando ¢, si se cumple en la regién M la
condicién (A.6). Si no se cumple la condicién (A.6) en la regiéon M,
entonces se tiene el lema (A.0.1f).

u
REGION I

Lema A.0.14. Cualquier solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en
la region I en el tiempo t =ty y permanece en dicha region para todo tiempo
futuro t > to,

a) tiende al punto de equilibrio Ey o Ey4, cuando existen 5 puntos de equi-
librio.

b) tiende al punto de equilibrio Ey o E4, cuando existen 4 puntos de equi-
librio.

c) tiende al punto de equilibrio E4, cuando existen solamente 3 puntos de
equilibrio.

d) tiende al punto de equilibrio Ey, cuando existe solamente 2 puntos de
equilibrio.

Demostracion. La demostracion es andloga al lema (A.0.4). O
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Lema A.0.15. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region I en el tiempo t = ty y no tiende a algun punto de equilibrio, abandona
dicha region en un tiempo t* y cruza a la region Il o M.

Demostracion. Si toda solucion que comienza en la regién I no tiende a algin
punto de equilibrio, entonces no permanece en dicha region para todo tiempo
futuro t >ty (lema A.0.14). Es decir, la solucién abandona dicha region en
un tiempo t* y cruza a la regién II o M atravesando cs. O

REGION II

Lema A.0.16. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region Il en el tiempo t = ty y permanece en dicha region para todo tiempo
futuro t > to,

a) tiende al punto de equilibrio Ey o Es, cuando existen 4 o & puntos de
equilibrio.

b) nunca tiende al punto de equilibrio E.

Demostracion. La demostracién es andloga al lema (A.0.4). Para el inciso b),
ninguna solucién que comienza en la region II tiende al punto de equilibrio
E,, ya que este punto se localiza sobre ¢y que acota inferiormente a E(t) en
la regién 11, y E(t) es una funcién mondtona creciente en esta region. ]

REGION III

Lema A.0.17. Cualquier solucion E(t),T(t), C(t) de (2.1) que comienza en
la region III en el tiempo t =ty y permanece en dicha region para todo tiempo
futuro t > to,

a) tiende al punto de equilibrio Ey o Ey, cuando existen 3 o 5 puntos de
equilibrio.

b) tiende al punto de equilibrio Ey, cuando existe solamente este punto de
equilibrio.

c) nunca tiende al punto de equilibrio Fs.

Demostracion. La demostracién es andloga al lema (A.0.4). Para el inciso ¢),
ninguna solucién que comienza en la region III tiende al punto de equilibrio
E,, ya que este punto se localiza sobre ¢ que acota superiormente a 7'(t) en
la regién 111, y T'(t) es una funcién monétona decreciente en esta regiéon. [
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Lema A.0.18. Toda solucion E(t),T(t), C(t) de (2.1) que comienza en la re-
gion IV en el tiempo t = ty y no tiende a algin punto de equilibrio, abandona
dicha region en un tiempo t*, y

a) cruza a la region A, si se cumple la condicion (A.4)

[ prg1 E(t") Y[k

b) cruza a la region K, si se cumple la condicion (A.10)

T() (g + 7)) (B()) < 9o () (1))

Demostracion. Si toda solucién que comienza en la region IV no tiende a
algin punto de equilibrio, entonces no permanece en dicha regiéon para todo
tiempo futuro ¢ > ¢, (lema A.0.12). Es decir, la solucién abandona dicha
regién en un tiempo t* y ocurre alguno de los siguientes casos:

a) cruza a la regién A atravesando ¢, si se cumple en la regién IV la
condicién (A.4). Si no se cumple la condicién (A.4) en la regién IV,
entonces se tiene el lema (A.0.1d).

b) cruza a la regién K atravesando cs, si se cumple en la region IV la
condicién (A.10). Si no se cumple la condicién (A.10) en la regién IV,
entonces se tiene el lema (A.0.3f).

O
REGION V

Lema A.0.19. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region V en el tiempo t = ty y permanece en dicha region para todo tiempo
futuro t > to, tiende al punto de equilibrio Ey y nunca tiende al punto de
equilibrio Es.

Demostracion. La demostracion es andloga al lema (A.0.4). Ninguna solucién
que comienza en la regién V tiende al punto de equilibrio E3, ya que este
punto se localiza sobre ¢; que acota superiormente a E(t) en la region V, y
E(t) es una funcién mondtona decreciente en esta region. O
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Lema A.0.20. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region V(III) en el tiempo t = ty y no tiende a algin punto de equilibrio,
abandona dicha region en un tiempo t* y cruza a la region IV.

Demostracion. Si toda solucién que comienza en la region V(III) no tiende a
algin punto de equilibrio, entonces no permanece en dicha regiéon para todo
tiempo futuro ¢t > ¢ (lema A.0.19(A.0.17)). Es decir, la solucién abandona
dicha region en un tiempo t* y cruza a la regién IV atravesando cs. ]

REGION VI

Lema A.0.21. Toda solucion E(t),T(t),C(t) de (2.1) que comienza en la
region VI en el tiempo t = to, abandona dicha region en un tiempo t* y cruza
a la region II.

Demostracion. La demostracién se realizard por contradiccion. Supdngase
que existe una solucién E(t), T'(t), C(t) de (2.1) que permanece en la regién
VI para todo tiempo ¢t > ty. En esta regién, F(t) es una funcién mondétona
creciente, T'(t) es una funcién mondtona creciente y C(t) es una funcién
mondétona creciente para t > to. Ademas E(t), T'(t) y C(t) estan limitados
por ¢i, c2 y c3. Asi, por el lema 1, E(t), T(t) y C(t) tienen limites &,n,~y
respectivamente, cuando ¢ tiende a infinito. El lema 2 implica que (§,n,7)
es un punto de equilibrio de (2.1). Pero (£,7,7) no puede ser Ey o E3, ya
que estos puntos de equilibrio se localizan sobre ¢; que acota inferiormente
a E(t), y E(t) es una funcién monétona creciente. Por lo tanto, cualquier
solucién de (2.1) con condicién incial en la regién VI abandona dicha regién
en un tiempo t*, y cruza a la region II atravesando c,. ]

Demostracién de los lemas 4.2.1-4.2.6

Recordemos que los puntos de equilibrio del sistema KP son E; = (Ef, T, C})
donde i puede variar de 0 a 4, dependiendo de los valores de los 13 pardame-
tros del sistema. El punto de equilibrio trivial libre de tumor es Ej. Para
las demostraciones de los lemas 4.2.1-4.2.6 seran de utilidad las siguientes
graficas.
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22 Vecindad £y /7 Vecindad €, L1 Region Q3
E~/(D) — T=g(E)

Lema 4.2.1 Toda solucion que comienza en la vecindad abierta €2y del
punto de equilibrio Ey en el tiempo t = ty, permanece en dicha vecindad para
todo tiempo futuro t > ty, y finalmente tiende al punto de equilibrio F;.

Demostracion. Demostraremos que toda solucion que comienza y permanece
para todo tiempo futuro en alguna de las subregiones (A, B, K, L, I, II, IV
y V) que conforman a la vecindad €4, tiende al punto de equilibrio Ej, y
a ninguin otro punto de equilibrio. Y si la solucién no permanece para todo
tiempo futuro en alguna subregiéon de €2; en la que comenzo, pasa a alguna
de las otras subregiones de 2.

En los lemas A.0.4, A.0.6, A.0.8, A.0.10, A.0.14, A.0.16 y A.0.19 locali-
zados en este apéndice, podemos ver que cualquier solucién que comienza y
permanece para todo tiempo futuro en alguna de las subregiones (A, B, K, L,
LI, IV y V) de la regién Qy, puede tender al punto de equilibrio E;. Ninguna
solucion puede tender al punto de equilibrio Ey, pues en esta region 7' > T
y T(t) es una funcién mondtona creciente. Ninguna solucién puede tender
al punto de equilibrio E, proveniente de la subregién A pues C' < C§ < C5
y C(t) es una funcién monétona decreciente en A, y tampoco proveniente
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de las regiones K o IV, pues £ < Ej < Ej y E es una funcién mondtona
decreciente en K o IV. Ninguna solucién puede tender al punto de equilibrio
E5 proveniente de la subregién V, L, IV o K, ya que E < Ej y E(t) es una
funcién monodtona decreciente en estas subregiones. Para la subregién B en
la regién €2; se tiene la condicién que C' es menor que el valor de C' del punto
méaximo de la curva 7' = ¢g(F) (que es menor que C3), y C(¢) es una funcién
monoétona decreciente en B, por lo tanto ninguna solucién tiende al punto de
equilibrio F3 proveniente de la subregion B. De la regién A ninguna solucion
puede tender al punto de equilibrio F3 ya que C' < C§ y C(t) es una funcién
mondtona decreciente en A.

Si cualquier solucién no permanece para todo tiempo futuro en alguna
de las subregiones de €2; en la que comienza, entonces pasa a alguna de las
otras subregiones pertenecientes de {2;. Las condiciones impuestas sobre C'
aseguran que una solucion no pueda cruzar de la subregion A o B de la
vecindad €2, a la subregion A o B de la regién Q23 o R1. Ninguna solucién
puede cruzar a la regién R6 pues E(t) es una funcién mondtona decreciente
en K. Ninguna solucién puede cruzar a la regién R5 ya que T'(t) es una
funcién mondtona creciente en A. Asi, cualquier soluciéon que comienza en
alguna de las subregiones que conforman la vencidad €2y, cruza a alguna otra
subregién dentro de €21, o permanece en dicha subregién para todo tiempo
futuro t > ty, y finalmente tiende al punto de equilibrio FE.

]

Lema 4.2.2 Supongamos que en el sistema KP se cumple la condicion

5 > gCTit — Gara [ S2(pt2 — p1) + Hopisgr
' ' a H3g1 + S2

Entonces, toda solucion que comienza en la vecindad abierta (s del punto
de equilibrio Ey en el tiempo t = ty, permanece en dicha vecindad para todo
tiempo futuro t > tg, y finalmente tiende al punto de equilibrio Ey.

Demostracion. Toda solucién que comienza y permanece para todo tiempo
futuro en alguna de las subregiones B, M .III o L que conforman a la ve-
cindad €y, tiende al punto de equilibrio Ey (lemas A.0.6, A.0.12, A.0.17 y
A.0.10), y no tienden a ningin otro punto de equilibrio. Ya que 7'(t) es una
funcién mondtona decreciente y T° < T} en {29, entonces ninguna solucién
puede tender al punto de equilibrio Ej, o si no permanece para todo tiempo
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futuro en alguna de las subregiones, no puede cruzar a la regién R3, R4, R5
u 3 por la misma razén. Tampoco puede cruzar a la regién R7, pues E(t)
es una funciéon mononota creciente en las subregiones B y M.

Si cualquier solucién no permanece para todo tiempo futuro en alguna de
las subregiones de €25 en la que comienza, entonces pasa a alguna de las otras
subregiones pertenecientes de € (lemas A.0.7, A.0.12, A.0.20, A.0.11). Asi,
cualquier solucion que comienza en alguna de las subregiones de €2y, cruza
a alguna otra subregién dentro de €25, o permanece en dicha subregiéon para
todo tiempo futuro t > tg, y finalmente tiende al punto de equilibrio Ey. [

Lema 4.2.3 Exniste una vecindad U para Es, tal que para toda vecindad
Uy de E5 en U, existe al menos una solucion E(t), T(t) y C(t), con condicion
inicial en Uy y que no permanece en U para todo tiempo futuro.

Demostracion. Sea U vecindad de E3. Toda vecindad U; de E5 en U inter-
secta a la subregion VI. Si tomamos una solucion con condicién inicial en la
subregion VI, al ser E(t), T'(t) y C(t) funciones mondtonas crecientes en esta
subregion, entonces existe un tiempo t* en el que la solucion abandona dicha
subregion (lema A.0.21), y no permanece para todo tiempo futuro en U. [

Lema 4.2.4 Existe una vecindad U para Ey, tal que para toda vecindad
Uy de E4 en U, existe al menos una solucion E(t), T(t) y C(t), con condicion
inicial en Uy y que no permanece en U para todo tiempo futuro.

Demostracion. Sea U vecindad de Ej4. Toda vecindad U; de E4 en U inter-
secta a la subregion B. Si tomamos una soluciéon con condicién inicial en la
subregién B, al ser en esta subregion E(t) y C(t) funciones monétonas cre-
cientes, y T'(t) funcién mondntona decreciente, entonces existe un tiempo t*
en el que la solucién abandona dicha subregién (lema A.0.7), y no permanece
para todo tiempo futuro en U. O

Lema 4.2.5 Supongamos que en la region (3 ninguna solucion puede
pasar de la region II a la region L. Entonces, toda solucion que comienza en
la region Q3 en el tiempo t = ty, abandona dicha region un tiempo mds tarde
y entra a la vecindad abierta (o del punto de equilibrio Ey.

Demostracion. La regién ()3 estda formada por el conjunto de subregiones
A, B, VI y II, en donde se pide que se cumplan las condiciones 7" > T y
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T > g(F) con E > Ej, ademas de quitar las regiones R2 y R3 previamen-
te descritas. Ninguna solucién tiende al punto de equilibrio E3 proveniente
de cualquier subregion de la region €23, ya que en esta regién se cumple la
condicién £ > E3 y E(t) es una funciéon mondtona creciente. Si la solucién
comienza en la subregién A (VI) de la regién €23, entonces existe un tiempo
t* en el que abandona dicha regién, y para t > t* cruza a la regiéon B (II)
(lema A.0.5). No puede cruzar a la regién R2 o R3 pues T'(¢) es una funcién
mondtona creciente. Si la solucién comienza en la regién B (II), ya que se
cumple la condicién que ninguna solucién puede pasar de la region I a la
region L, y al ser F(t) una funcién monétona creciente y 7'(¢) una funcién
monoénota decreciente, entonces la solucion cruza a la regién B o II de la
vecindad {2, del punto de equilibrio Ej. Biolégicamente, si una solucién co-
mienza en la regién (23, existe un tiempo a partir del cual, se puede asegurar
que se tiende a la eliminacién del tumor. O

Lema 4.2.6 Supongamos que en el sistema KP se cumple la condicion

51 < gCoTit — Gara [ S2(pt2 — p1) + Hapisgr
' ! a H3g1 + S2

Entonces, existe una vecindad U del punto de equilibrio Ey, tal que para toda
vecindad Uy de Ey en U, existe al menos una solucion E(t), T(t) y C(t), con
condicion inicial en Uy y que no permanece en U para todo tiempo futuro.

Demostracion. Sea U una vecindad de Ej. Toda vecindad U; de Ey en U
intersecta a la subregion A. Si tomamos una soluciéon con condicién inicial
en la subregién A, al ser en esta subregién E(t) y T'(t) funciones monétonas
crecientes y C'(t) funcién mondtona decreciente, entonces existe un tiempo t*
en el que la solucién abandona dicha subregién (lema A.0.5), y no permanece
para todo tiempo futuro en U. [
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