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Resumen

El Centro Nacional de Metroloǵıa, CENAM, en el área de frecuencia y tiempo, se encarga de

la generación de un reloj virtual, combinando la información de un ensamble de relojes atómi-

cos. En esta disciplina, se han definido estad́ısticas para el estudio de diversas caracteŕısticas del

ensamble, tales como la varianza de Allan y la varianza absoluta, las cuales sirven para abordar

diversos problemas de interés, como la comparación de relojes virtuales. Sin embargo, las pro-

piedades muestrales que poseen estas cantidades, para fines de cuantificación de incertidumbre,

no siempre son consideradas ni suelen ser de fácil obtención anaĺıtica. El principal objetivo de

esta tesis es contextualizar estad́ısticamente la problemática planteada por el CENAM, con el

fin de habilitar inferencia estad́ıstica de manera formal.

En esta tesis se propone utilizar el método de aproximación bootstrap, basado en la noción

de remuestreo. A partir de un conjunto de datos del ensamble del CENAM, se realizará análisis

exploratorio para investigar caracteŕısticas del ensamble que hagan pertinente el uso de un es-

quema de remuestreo en particular. Se concluirá que los componentes del ensamble se comportan

como un proceso integrado de primer orden. Esto conllevará al estudio de diferentes esquemas

de remuestreo propuestos en la literatura para este tipo de procesos, enfocándose en los de na-

turaleza no paramétrica. Éstos se basan en la partición de los datos en bloques, cuya longitud

puede ser fija o aleatoria. Se implementarán dos de estos esquemas, aplicados al ejemplo base

de comparación de dos relojes virtuales, se mostrará cómo el método bootstrap prueba ser útil

y se analizará el efecto que los cambios en la longitud de bloque puede tener en los resultados.

iii



iv
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Contexto y objetivo de la tesis

La palabra tiempo tiene diferentes acepciones; la Real Academia Española proporciona 17

definiciones diferentes, entre las que se encuentran

i) duración de las cosas sujetas a mudanza,

ii) magnitud f́ısica que permite ordenar la secuencia de los sucesos, estableciendo un pasado,

un presente y un futuro,

iii) época durante la cual vive alguien o sucede algo,

iv) edad.

Sin importar la acepción que se tenga del tiempo, el ser humano ha estado interesado en su

medición y contabilización desde hace más de 5000 años, siendo la primera evidencia probable-

mente los obeliscos creados por la civilización egipcia, cuya sombra reproduce el ciclo de un d́ıa.

La unidad del tiempo en el Sistema Internacional de unidades (SI) es el segundo, el cual a partir

de 1967 deja de estar definido en términos de d́ıas solares y se define en términos del átomo de

cesio como

1



2 Caṕıtulo 1. Introducción

1“La duración de 9 192 631 770 oscilaciones de la radiación emitida en la transición

entre los dos niveles hiperfinos del estado fundamental del isótopo 133 del átomo de

cesio.”

La necesidad de tener una medición con la mayor precisión y estabilidad posible de un se-

gundo recae en la importancia que las particiones cada vez más pequeñas del mismo tienen en

telecomunicaciones, sistemas de navegación e incluso en la definición de otras unidades como el

metro, el cual actualmente se define en términos de la distancia que viaja la luz en un intervalo

de 1/299 792 458 de un segundo.

El tiempo es medido con relojes, los cuales tienen tres componentes principales:

Resonador: Dispositivo que oscila a una frecuencia determinada, es decir, produce un

fenómeno periódico.

Oscilador: Está compuesto por un resonador y la fuente de enerǵıa que lo mantiene

funcionando.

Dispositivo para contabilizar: Es un mecanismo cuyo propósito es llevar un registro

de las oscilaciones transcurridas; por ejemplo las manecillas del reloj.

Las caracteŕısticas deseables de la frecuencia del resonador de un reloj son estabilidad y

precisión, ya que de ellas dependerá la calidad que se tenga de la medición del segundo. A través

de la historia se han creado relojes con diversos tipos de osciladores; para el lector interesado, la

historia sobre la evolución y caracteŕısticas de los relojes puede ser consultada en la referencia

[5]. De particular interés es que la definición vigente del segundo surge con el uso de resonadores

atómicos, los cuales son actualmente de los resonadores más estables y precisos. Los relojes que

utilizan este tipo de resonadores se denominan relojes atómicos, y están diseñados para generar

una señal de un pulso por segundo.

1Definición oficial del BIPM; en 1997 se aclaró que se trata de un átomo de cesio a una temperatura de 0K.



1.1. Contexto y objetivo de la tesis 3

La institución que se ocupa de la medición del tiempo a nivel internacional es el Buró Inter-

nacional de Pesas y Medidas, BIPM. No obstante, a nivel local existen entidades encargadas de

la medición nacional del tiempo; en México esta entidad es el Centro Nacional de Metroloǵıa,

CENAM, a través de la División de Frecuencia y Tiempo. Esta división tiene como responsabi-

lidad

2“establecer, mantener y mejorar los patrones nacionales de tiempo y frecuencia.”

El trabajo de esta tesis fue motivado por una inquietud concreta, dirigida hacia las responsabi-

lidades de la División de Frecuencia y Tiempo, formulada por el Dr. J. Mauricio López Romero,

quien es jefe de la división, y su desarrollo es producto de entender y abordar el problema en

términos de estad́ıstica.

Una de las principales preocupaciones de los diferentes centros de metroloǵıa reside en la

combinación de la información de un grupo de relojes propios de cada centro, muy precisos y

estables para la generación de un reloj que tenga mejores propiedades que cualquiera del grupo.

El reloj resultante no es f́ısico por lo que se denomina reloj virtual ; asimismo, el grupo de relojes

que se utiliza en la generación del reloj virtual se denomina un ensamble de relojes. T́ıpicamen-

te, este ensamble de relojes se encuentra localizado en un mismo local f́ısico, y las labores del

laboratorio también incluyen su correcto mantenimiento preventivo y correctivo.

El reloj virtual generado por el BIPM es la escala de Tiempo Universal Coordinado, UTC,

la cual es calculada mediante la relación

UTC = TAI + LS

donde TAI es la escala Internacional de Tiempo Atómica, y LS se refiere a los segundos interca-

lares (leap seconds en inglés). La TAI es en śı misma un reloj virtual generado de la ponderación

de la información proporcionada por alrededor de 400 relojes atómicos en aproximadamente 80

2Tomado de la página oficial del CENAM.



4 Caṕıtulo 1. Introducción

laboratorios en el mundo. Los segundos intercalares son segundos que se suman a la TAI cada

vez que lo indique el International Earth Rotation and Reference Systems Service, por lo que la

UTC y la TAI comparten casi las mismas propiedades.

La calibración de los pesos con los que son ponderados los relojes participantes en la gene-

ración de la UTC, se realiza cada cinco d́ıas, por lo que la UTC tiene propiedades deseables

en el largo plazo. Sin embargo, los laboratorios nacionales están encargados de garantizar estas

propiedades en el corto y largo plazo, por lo que generan una UTC nacional, denotada como

UTC(CNM) en el caso del CENAM, utilizando un ensamble de relojes atómicos ubicados en

el páıs, la cual es comparada cada cinco d́ıas con la UTC. El procedimiento utilizado para su

generación es una modificación de cierto algoritmo bien conocido en la literatura de metroloǵıa

denominado AT1, el cual utiliza un promedio ponderado de las diferencias de horas entre los

relojes del ensamble respecto a uno seleccionado como referencia. Este algoritmo será explicado

brevemente en el Caṕıtulo 2.

La medida de variación estándar en metroloǵıa de frecuencia y tiempo es la varianza de

Allan, denotada por σ̂2(τ), que mide la variación de la frecuencia de un resonador utilizan-

do otro como referencia, es la medida de variación recomendada por el Institute of Electrical

and Electronics Engineers, IEEE y es ampliamente utilizada en la comunidad metrológica para

cuantificar la inestabilidad de la frecuencia de osciladores. En la notación σ̂2(τ), τ se refiere

a una ventana de tiempo considerada en la promediación de observaciones de la diferencia de

tiempo entre dos relojes, pero los detalles serán reservados para el Caṕıtulo 2. El peso que se

utiliza para ponderar en el algoritmo en el CENAM, es el inverso de la desviación de Allan de

cada reloj utilizando el reloj virtual como referencia. Sin embargo, esta elección de pesos ha

sido polémica en la comunidad de metroloǵıa, pues se alega que el peso óptimo es el inverso

de la varianza de Allan en lugar de su ráız cuadrada (ver [7] y [15]). En el Caṕıtulo 3 se mos-

trará que esta afirmación es correcta bajo el supuesto de independencia entre las observaciones

a ponderar; sin embargo, las observaciones ponderadas comparten al reloj de referencia, por lo
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que no resulta evidente la afirmación relacionada con el peso óptimo. Parte del trabajo de esta

tesis consistirá en entender las condiciones y el sentido preciso en que esta optimalidad se veri-

fica, en virtud de que dicha propiedad se encuentra sólo sugerida en la bibliograf́ıa de metroloǵıa.

La carencia de una argumentación transparente para los pesos ha causado cierta controversia

respecto a los resultados reportados por parte del CENAM. El problema primordial consiste de

comparar dos relojes virtuales diferentes, de manera que sea posible determinar si dados los

resultados observados en el CENAM el reloj virtual actual es mejor que el reloj virtual que

utiliza el peso considerado en la literatura como óptimo.

El dilema podŕıa abordarse por dos vertientes. La primera seŕıa una de carácter totalmente

teórico, en la cual de manera anaĺıtica se deduzcan propiedades de cada reloj virtual. Para ello,

seŕıa necesario conocer en primera instancia la representación matemática abstracta de un reloj

atómico, incluyendo el ruido estocástico que se produce en su observación, aśı como manipular

sus propiedades. Sin embargo, como parte de esta tesis, se concluye de la literatura consultada

en el área de metroloǵıa que no existe un modelo matemático (particularmente, estocástico)

con una génesis ineqúıvoca, que describa de manera previsible el comportamiento de un reloj

atómico arbitrario.

La segunda vertiente consiste de inferir propiedades mediante el análisis de datos experi-

mentales obtenidos de la observación de ensambles en funcionamiento pleno. Actualmente, la

comparación de dos o más relojes virtuales se basa en la comparación puntual de la varianza

absoluta, la cual es una medida de variación en la frecuencia asociada únicamente al reloj de

interés, es decir, sin involucrar al reloj de referencia, y en su cálculo se utiliza un método cono-

cido coloquialmente como sombrero de tres picos, el cual requiere de la varianza de Allan. En

lo anterior, debe resaltarse el hecho de que esta comparación no está dotada de metodoloǵıa

para cuantificar incertidumbre. En particular, inferencias estad́ısticas formales tales como inter-

valos de confianza o pruebas de hipótesis, acerca de igualdad de varianzas por ejemplo, no se
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obtienen de inmediato. Esto sugiere que un paso fundamental hacia la consecución de inferencia

es la modelación estad́ıstica del ensamble de relojes, sea paramétrica de ser posible, o no pa-

ramétrica. Esto abriŕıa las puertas para realizar inferencia de manera general, no solamente en

lo concerniente a la comparación de dos relojes virtuales, sino para cualquier otra caracteŕıstica

que quisiera investigarse acerca de un ensamble. Cabe notar que con relación a la varianza σ̂(τ),

śı existen algunos trabajos (ver [1]). Sin embargo, es importante reconocer que el problema de

inferencia es mucho más general, pues puede involucrar cantidades que son funciones complica-

das de la varianza de Allan. Además, los objetivos de inferencia estad́ıstica son de carácter muy

variado, (estimación puntual, pruebas de hipótesis, etc.)

El objetivo concreto de la tesis, por la carencia descrita respecto a cuantificación formal de

incertidumbre en lo general, es abordar un planteamiento estocástico de un ensamble de relo-

jes atómicos, con el fin de proporcionar una base para realizar inferencia estad́ıstica acerca de

parámetros de interés. En particular, una aplicación muy concreta de lo anterior seŕıa la compa-

ración estad́ıstica de relojes virtuales con pesos 1/σ̂(τ) y 1/σ̂2(τ). Para lo anterior, se recurrirá a

la segunda vertiente descrita previamente, ya que la solución estará basada en observaciones

emṕıricas de un ensamble de relojes, realizando análisis estad́ıstico para discernir y proponer

metodoloǵıa general.

El objetivo planteado ayudará, de manera general, a determinar qué reloj virtual es mejor

entre varios propuestos. También mejorará el entendimiento sobre el pesaje utilizado en el algo-

ritmo AT1 al caracterizar los efectos de usar un peso contra otro y proporcionar una justificación

estad́ıstica a la elección del mismo. De esta manera, se enriquecerá la argumentación técnica

de los trabajos presentados por el CENAM. En el caso en el que el peso utilizado actualmente

resultara ser el óptimo entre los dos propuestos, se propicia la identificación de otras áreas de

oportunidad para el mejoramiento de los relojes virtuales, pudiendo ser estas otros elementos

del algoritmo AT1, o bien, la implementación de un algoritmo alternativo.
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Por razones que serán explicadas a lo largo de la tesis, la solución propuesta se basará en el

método bootstrap, el cual consiste de un esquema apropiado de remuestreo. La metodoloǵıa se-

leccionada para alcanzar el objetivo propuesto se concibió desde un principio como multivariada,

a fin de considerar la naturaleza multivariada del ensamble y, aunque no caracteriza la estruc-

tura expĺıcita de relación entre los elementos del ensamble, śı pretende tomarla en consideración.

El alcance de la tesis se encuentra en primera instancia limitado a los aspectos de modelación

y aspectos generales de inferencia, sin incluir la implementación de inferencia estad́ıstica formal

para comparar dos relojes virtuales, aunque śı se describirá la manera de realizarla. Tampoco

visualiza la modificación de otros elementos del llamado algoritmo AT1, o bien la propuesta de

metodoloǵıas alternativas. Estos elementos seŕıan interesantes para investigar en trabajos hacia

el futuro.

1.2. Datos

Aunque el CENAM cuenta con datos obtenidos en tiempo real desde agosto de 2009, para

fines de la presente tesis se determinó restringirse a un periodo muy concreto para fines de

investigar propiedades generales de la aleatoriedad involucrada. Los datos proporcionados por

el CENAM para evaluar son mediciones de diferencias de tiempo, reportadas en nanosegundos,

entre los cuatro relojes atómicos utilizados en la generación del reloj virtual UTC(CNM), respec-

to a un reloj de referencia, tomadas cada 10 segundos del 5 de septiembre al 5 de octubre de 2013.

1.3. Esquema de la tesis

El Caṕıtulo 2 contiene la explicación básica de algunos conceptos de metroloǵıa necesarios

para el entendimiento de la tesis, tales como la varianza de Allan, el algoritmo AT1 y el som-

brero de tres picos; además se incluyen referencias a las que el lector puede remitirse si desea



8 Caṕıtulo 1. Introducción

profundizar más en el tema. Asimismo, se explicará la naturaleza de los datos proporcionados,

aśı como la limitación que existe en la determinación exacta de la hora de cada reloj.

En el Caṕıtulo 3 se justifica por qué la optimalidad del peso 1/σ̂2(τ) no es evidente, y se ex-

pone el análisis exploratorio realizado para los datos descritos en la sección anterior, con el fin de

identificar algunas propiedades generales que puedan poseer los ensambles de relojes atómicos,

las cuales pudieran ser útiles para la identificación de métodos para cuantificar incertidumbre de

inferencias realizadas. En este caṕıtulo se exponen las razones por las que se decidió no trabajar

con la base de datos completa, aśı como los argumentos por los que la primera diferencia de

las series mostradas pueden ser consideradas procesos débilmente estacionarios y débilmente

dependientes, lo cual conllevó al estudio de metodoloǵıa bootstrap para procesos estacionarios

débilmente dependientes.

El concepto de bootstrap y su adaptación a procesos estacionarios débilmente dependientes,

aśı como los principales métodos de remuestreo considerados se discuten en el Caṕıtulo 4. Adi-

cionalmente se da una breve introducción a los métodos Bootstrap para construir intervalos de

confianza y realizar pruebas de hipótesis.

En el Caṕıtulo 5 se implementan los esquemas de remuestreo seleccionados, y se utiliza la

varianza de Allan para determinar la calidad de las réplicas producidas. Además, se proporciona

una descripción detallada de cómo el CENAM pudiera utilizar el esquema bootstrap para inferir

acerca de la diferencia entre dos relojes virtuales.



Caṕıtulo 2

Conceptos de metroloǵıa en el área de

frecuencia y tiempo

Este caṕıtulo tiene como finalidad preparar de manera breve al lector no familiarizado con

algunos conceptos fundamentales utilizados en metroloǵıa que se requieren para entender mejor

el desarrollo de la tesis. Un aspecto primordial será la medida de variación en la frecuencia que se

utiliza para estudiar las caracteŕısticas de estabilidad de los relojes, tanto f́ısicos como virtuales.

El material en el caṕıtulo es una compilación, basada principalmente en las referencias [7],

[8], [13], [14] y [15]. Para discernir los elementos relevantes para el planteamiento estad́ıstico

deseado, fue necesario recurrir a una gran variedad de fuentes, en virtud de que el lenguaje, la

notación y el enfoque no son comunes ni igualmente accesibles. Se ha procurado aqúı limitarse

a los elementos mı́nimos indispensables para argumentar la metodoloǵıa adoptada en caṕıtulos

posteriores. En algunos casos se recurrió al recurso de parafrasear nociones, con el objetivo de

producir una explicación más transparente. En otros, se complementó con comentarios cruzados

para enlazar con conceptos convencionales de la disciplina de estad́ıstica.

9
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2.1. Varianza de Allan

En estad́ıstica el concepto de varianza está asociado a la existencia del momento de segundo

orden de una variable aleatoria, o bien, de un proceso estocástico. Cuando se tiene un conjunto

X1, X2, ..., Xn de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, el estimador

de la varianza comúnmente propuesto es la varianza muestral S2 = 1/n
∑n

i=1(Xi − X̄)2, el cual

tiene la propiedad de ser un estimador consistente.

Como se explicará en la Sección 2.1.1, los osciladores suelen presentar ruido en la fase de

la señal sinusoidal que producen. Con acuerdo en la literatura de metroloǵıa, este ruido suele

clasificarse en 5 tipos principales según su estudio en el dominio de la frecuencia (ver [1]). Para

algunos tipos de ruido, se ha demostrado que el estimador S2 diverge conforme aumenta el

tamaño muestral n [1], por lo que en materia de metroloǵıa se ha propuesto una medida que

cuantificara la variación en la frecuencia del oscilador y que corrigiera la falta de convergencia del

estimador S2. Aunque existen diversas medidas de esta naturaleza, la más utilizada y conocida es

la varianza de Allan. Para entender mejor esta medida de variación se requiere conocer algunos

hechos relacionados con los osciladores, los cuales se explican a continuación.

2.1.1. Conceptos previos

Como se comentó en el caṕıtulo anterior, todo reloj cuenta entre sus componentes con un

oscilador. En perfectas condiciones, el oscilador debeŕıa funcionar a una frecuencia determinada,

ν0, la cual se define como el número de ciclos por unidad de tiempo. Los osciladores producen

una señal de voltaje, el cual es una función sinusoidal del tiempo, dada por la expresión

V (t) = Vp sen(2πν0t) (2.1)

donde Vp es el término que representa la amplitud de la onda sinusoidal.

Sin embargo, los osciladores están sujetos a variaciones en la frecuencia, por lo que la señal
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que se registra en realidad es

V (t) = Vp sen(2πν0t+ φ(t)). (2.2)

El objetivo de la varianza de Allan es proporcionar una medida de estabilidad en la fre-

cuencia, pero la estabilidad en la frecuencia suele medirse en términos del peŕıodo (inverso de

la frecuencia), o a través de la inestabilidad en la fase, φ(t). Por lo tanto, el interés recae en

estudiar el error en la fase.

Sea ν(t) la frecuencia al tiempo t definida como

ν(t) ≡ 1

2π

d

dt
(2πν0t+ φ(t))

= ν0 +
1

2π

d

dt
φ(t).

La frecuencia fraccionaria se define como

y(t) =
ν(t)− ν0

ν0

=
1

2πν0

d

dt
φ(t),

y representa la diferencia entre la función de frecuencia ν(t) y la frecuencia de referencia, ν0,

normalizada con la frecuencia de referencia.

Si se contara con un oscilador (ideal) con las mismas caracteŕısticas que el oscilador de interés,

pero cuya función de voltaje es registrada sin ruido en la fase, y el objetivo fuese determinar

una medida de la variación en la frecuencia registrada de uno respecto al otro, resultaŕıa útil

considerar la función

x(t) =

t∫
0

y(u)du (2.3)

=
φ(t)

2πν0
. (2.4)
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En particular, la diferencia

x(t+ τ)− x(t) =

t+τ∫
t

y(u)du

=
φ(t+ τ)− φ(t)

2πν0

representa la variación de la fase después de un tiempo τ .

Supóngase que t ∈ [π/2, 3π/2], entonces notar que de la ecuación (2.1) se obtiene que

t =
1

2πν0
arc sen

(
V (t)

Vp

)
,

mientras que de la ecuación (2.2)

t =
1

2πν0
arc sen

(
V (t)

Vp

)
− φ(t)

2πν0
,

por lo que x(t) es la diferencia del tiempo del oscilador ideal con el tiempo del oscilador sujeto

a ruido y se le denomina error en el tiempo.

Con acuerdo en lo descrito en la sección anterior, un reloj atómico se puede modelar con

una función de tensión pulsante de periodo un segundo (un escalón angosto en el tiempo de

aproximadamente 1 microsegundo). Es un hecho que es f́ısicamente imposible observar la hora

exacta de cualquier reloj existente (ver [8]); sin embargo, es posible utilizar un instrumento lla-

mado comparador de fases para observar con exactitud la diferencia de tiempo entre dos relojes

cualesquiera del ensamble. Si uno de estos dos relojes es equiparado al reloj ideal, entonces esta

diferencia en tiempo es identificable con el error en el tiempo, descrito previamente. Es por esta

razón que los datos descritos en el Caṕıtulo 1 corresponden a la diferencia de tiempo entre dos

relojes y no a la hora registrada de cada reloj del ensamble.

En el CENAM, el ensamble de relojes consiste de cuatro relojes atómicos, tres de los cuales

son de cesio y uno es un máser de hidrógeno. Los relojes de cesio son denotados con las iniciales
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CsK, CsM y CsL, mientras que el máser de hidrógeno se denomina como M1. Las diferencias entre

la hora de cualesquiera dos relojes del ensamble pueden ser obtenidas mediante el comparador

de fase; sin embargo, para facilitar la obtención de estas diferencias se suele seleccionar el reloj

más estable del ensamble como un reloj de referencia con el que se comparan todos los relojes

restantes. El reloj de referencia en el CENAM es el CsK, como indican las flechas sólidas de la

Figura 2.1, la cual esquematiza los componentes del ensamble y las diferencias susceptibles de

ser medidas.

Figura 2.1: Esquema para la obtención de las diferencias de horas de los relojes del ensamble.

Fuente: Dr. Mauricio López, CENAM.

2.1.2. Cálculo de la varianza de Allan

El error en el tiempo x(t) sólo es observado en tiempos discretos t1, t2, ..., tn. Supóngase

que los tiempos de medición se encuentran distanciados τ0 unidades de tiempo, de manera que
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se cuenta con observaciones x(t1), x(t1 + τ0), ..., x(t1 + (n − 1)τ0), y que interesa cuantificar la

variación de la frecuencia en una ventana de observación τ = mτ0. Para este objetivo se recurre

a la frecuencia fraccionaria promedio [1], la cual se define como

ȳt+τ =
x(t+ τ)− x(t)

τ
.

Considérese el caso sencillo en el que m = 1, es decir, en el que la ventana de interés y la

de observación coinciden. En este caso se contará con n− 1 frecuencias fraccionarias promedio

dadas por

ȳi ≡ ȳ(ti + τ0) =
x(ti + τ0)− x(ti)

τ0
, i = 1, 2, ..., n− 1.

La varianza de Allan para una ventana de observación τ = τ0 se define como

σ̂2(τ) =
1

2(N − 2)

N−2∑
i=1

(ȳi+1 − ȳi)
2 , (2.5)

donde N = n. Notar que en realidad, se trata de medir la discrepancia entre frecuencias frac-

cionarias promedio sucesivas.

Dado que

ȳi+1 − ȳi =
x(ti + 2τ)− x(ti + τ)− x(ti + τ)− x(ti)

τ

≡ xi+2 − 2xi+1 − xi

τ
,

la ecuación (2.5) puede reescribirse en términos del error en el tiempo como

1

2(N − 2)τ 2

N−2∑
i=1

(xi+2 − 2xi+1 + xi)
2 . (2.6)

En general, las expresiones (2.5) y (2.6) no cambian cuando m es un valor mayor que 1.

Lo que difiere son los sub́ındices del término ȳi y el valor de N . Para m > 1, se observa que

N = �(n− 1)/m�+ 1. Entonces para τ = mτ0,

ȳi =
x(tim+1)− x(t(i−1)m+1)

τ
, i = 1, 2, 3, ..., N − 1.
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En la Figura 2.2, lo anterior seŕıa equivalente a observar únicamente los errores x(T1),

x(T2),..., x(TN), con Ti = t1 + (i− 1)mτ0, i = 1, 2, ..., N , por lo que la ecuación (2.6) se escribe

de manera más general como

σ̂2(τ) =
1

2(N − 2)τ 2

N−2∑
i=1

(
x(i+1)m+1 − 2xim+1 + x(i−1)m+1

)2
.

Figura 2.2: Esquema de la varianza de Allan sin traslape.

Este esquema se conoce como varianza de Allan sin traslape, debido a que no se toman en

cuenta los términos que se encuentran entre los correspondientes a T1, T2,..., TN . Sin embargo,

el objeto de interés es la variación en la fase en un intervalo de tiempo de longitud τ , por lo que

surge un esquema que hace uso de las observaciones ignoradas en el cálculo de la varianza de

Allan sin traslape. Este esquema da lugar a la llamada varianza de Allan con traslape.

Como se aprecia en la Figura 2.2, en el esquema sin traslape sólo se consideran los tiempos

distanciados τ unidades, tomando t1 como tiempo inicial. No obstante, los tiempos tk, tk+m,

tk+2m,..., tk+rm, k = 2, 3, ...,m, r = �(n − k)/m�, también están distanciados τ unidades, de
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manera que se generan n−m frecuencias fraccionales promedio dadas por

ȳ1 =
x(t1 + τ)− x(t1)

τ

ȳ2 =
x(t2 + τ)− x(t2)

τ

ȳ3 =
x(t3 + τ)− x(t3)

τ
...

ȳn−m+1 =
x(tn−m+1 + τ)− x(tn−m+1)

τ

ȳn−m =
x(tn−m + τ)− x(tn−m)

τ
.

Análogo al caso de la varianza de Allan sin traslape (ver Figura 2.3), se utilizan las n− 2m

diferencias de frecuencias fraccionales promedio, por lo que la varianza de Allan con traslape se

define como

σ̂2(τ) =
1

2(n− 2m)

n−2m∑
i=1

(ȳi+m − ȳi)
2, (2.7)

o bien, en términos del error como

σ̂2(τ) =
1

2(n− 2m)τ 2

n−2m∑
i=1

(xi+2m − 2xi+m + xi)
2. (2.8)

Notar que bajo este segundo esquema, el valor máximo que puede tomar m es n/2−1, ya que

de elegirse m = n/2 sólo se obtendŕıan frecuencias fraccionales promedio ȳi, i = 1, 2, ..., n/2−1,

por lo que no será posible calcular las diferencias ȳi+m − ȳi para valor alguno de i.

Adicionalmente existe un tercer esquema conocido como varianza de Allan modificada, el

cual puede ser consultado en [4]; este esquema permite distinguir entre dos tipos particulares

de ruido presentes en la fase. En la literatura de metroloǵıa, y en particular en el CENAM, la

varianza de Allan recomendada es aquella que considera un esquema con traslape, por lo que en

lo sucesivo se hará referencia a este esquema cuando se mencione la varianza de Allan.
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Figura 2.3: Esquema de la varianza de Allan con traslape.

2.1.3. Comentarios sobre la varianza de Allan

Las explicaciones correspondientes a la varianza de Allan expuestas en esta sección serán

utilizadas como parte de los argumentos expuestos en la Sección 3.2. Estos comentarios resal-

tan la relación entre la varianza de Allan como estimación de la varianza cuando determinados

escenarios se presentan.

Respecto a la notación utilizada en la sección anterior, cabe resaltar que la definición de

varianza de Allan, cuando se concibe como calculada con base en una muestra de observaciones

estocásticas, es de facto una variable aleatoria. Sin embargo, en la literatura consultada no es

usual referirse a esta cantidad como ”varianza de Allan estimada” o similar, y tampoco hacer

referencia al concepto poblacional que pretende estimar. Para entender esta analoǵıa, puede

hacerse la comparación entre varianza muestral, y varianza. Más detalles al respecto serán ofre-

cidos en el Caṕıtulo 5.

Recordando, para un par de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,

X1, X2, con varianza finita denotada por σ2, se cumple que

1

2
E (X1 −X2)

2 = σ2. (2.9)

Aún más, esta igualdad se preserva si X1 y X2 cumplen que sus primeros dos momentos existen
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y son iguales, y la covarianza entre ellas es cero. Por otro lado, de la ecuación (2.7) se observa

que el término

1

n− 2m

n−2m∑
i=1

(ȳi+1 − ȳi)
2

converge al doble de la varianza de ȳi si las variables ȳi+1 y ȳi, i = 1, 2, ..., N − 2m, cumplen las

mismas propiedades que X1 y X2. Por lo tanto, la varianza de Allan se aproxima a la varianza de

ȳi bajo las condiciones establecidas y cuando el tamaño muestral N − 2m es lo suficientemente

grande.

Sea Z1 = aX1 + b y Z2 = aX2 + b. Notar que la varianza de Z1 y Z2 es igual a a2σ2.

Análogamente a la ecuación (2.9) se tiene que

1

2
E (Z1 − Z2)

2 = a2σ2.

Supóngase que se tiene un conjunto de n diferencias en el tiempo, x1, x2, ..., xn y que se desea

conocer la varianza de Allan de las transformaciones zi = axi + b, i = 1, ..., n. Sin pérdida de

generalidad, considérese el caso en el que τ = τ0. Las frecuencias fraccionales promedio de las

variables z1, z2, ..., zn están dadas por

ȳi =
zi+1 − zi

τ0

=
a(xi+1 − xi) + b− b

τ0

para i = 1, 2, 3, ..., n. Entonces, la varianza de Allan es

σ̂2
z(τ) =

1

2(n− 2m)τ 2

n−2m∑
i=1

[
a2(xi+2 − 2xi+1 + xi)

2
]

= a2σ̂2
x(τ).

Por el mismo argumento previamente proporcionado, la varianza de Allan aplicada a trans-

formaciones afines también converge a la varianza correspondiente cuando se tienen condiciones

ideales. Es decir, la varianza de Allan, al igual que la varianza en el caso de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas, cumple la siguiente propiedad:

AVAR(aX + b) = a2AVAR(X),
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donde AVAR() denota el ĺımite de la versión emṕırica de la varianza de Allan.

2.1.4. Gráfica log-log

Como se mencionó previamente, la literatura de metroloǵıa tiene caracterizado el ruido en la

fase mediante la función de densidad espectral de la fase. Las densidades reportadas se conocen

como power law densities debido a que son de la forma fk, siendo k el valor de interés que indica

qué tipo de ruido está presente en la fase.

Una herramienta muy utilizada para la estimación de k es la gráfica log-log. Dado un con-

junto de valores de τ y sus correspondientes varianzas de Allan, esta gráfica representa en el eje

x el log10(τ) y en el eje y el log10(σ̂(τ)). Notar que σ̂(τ) denota la ráız cuadrada de la varianza

de Allan.

El principal interés de la gráfica log-log reside en estimar la pendiente. Ésta vaŕıa como

función de τ y está relacionada con el valor de k (ver [4]), por lo que de ella se puede identificar

el tipo de ruido presente en la fase. Como se aprecia en la Figura 2.4, un mismo oscilador puede

presentar diversos tipos de ruido según la ventana de tiempo en la que se haya observado el

error en la fase. En la presente tesis, la descripción del ensamble es abordada en el dominio del

tiempo y no de la frecuencia, por lo que no se comentará sobre el tipo de ruido que se observa

en los relojes del ensamble. Adicionalmente, esta gráfica resulta ser una herramienta intuitiva

para los expertos en metroloǵıa, ya que se conoce el rango de valores en el que debe encontrarse

la representación gráfica para diferentes tipos de osciladores.

2.2. Reloj virtual: AT1

Supóngase que un ensamble se compone de N + 1 relojes atómicos, de los cuales el r-ésimo

es seleccionado como el reloj de referencia. Sea hi(t) la hora del i-ésimo reloj del ensamble en

un tiempo t, la cual no puede ser observada. El error en el tiempo entre el i-ésimo reloj del
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Figura 2.4: Gráfica log-log ilustrativa tomada de [4].

ensamble y el de referencia es la diferencia entre las horas, es decir,

xri(t) ≡ hr(t)− hi(t). (2.10)

Una escala de tiempo resulta de una combinación matemática de las observaciones xri(t),

i = 1, 2, ..., n. Esta combinación puede realizarse de diferentes maneras, por lo que existen mu-

chas escalas de tiempo. En particular, la escala de tiempo atómica está basada en el algoritmo

AT1. Existen modificaciones a este algoritmo, como lo son los algoritmos AT2 y el ALGOS, sien-

do el último el utilizado para calcular la UTC en el BIPM ([15], [14]). Debido a la relevancia del

AT1, y a que los algoritmos AT2 y ALGOS son modificaciones de éste, estos dos últimos no serán

detallados en la presente tesis. A continuación se presenta la idea básica detrás de este algoritmo.

2.2.1. AT1

El AT1 es un algoritmo para la combinación de los relojes atómicos de un ensamble con el

fin de generar un reloj virtual [7]. Este algoritmo es aceptado en metroloǵıa y es el utilizado

actualmente en el National Institute of Standards and Technology ubicado en Estados Unidos,

y con algunas variantes, también en el CENAM.
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Para la definición del algoritmo AT1 se utiliza un modelo para relojes relacionado con las

ecuaciones del filtro de Kalman (ver [15], [7], [11]), utilizado en series de tiempo y procesamiento

de señales. Este modelo está dado por las siguientes ecuaciones:

xri(t) = xri(t− τ) + yri(t− τ)τ +
1

2
di(t− τ)τ 2 + ξt, (2.11)

yri(t) = yri(t− τ) + di(t− τ)τ + ηt, (2.12)

di(t) = di(t− τ) + ζt (2.13)

donde yri(t) es la diferencia fraccional de frecuencias correspondiente a la comparación del i-

ésimo reloj y el de referencia y dri(t) se refiere a los cambios en el tiempo de la frecuencia

entre los relojes al mantener constantes los factores ambientales. Este término se conoce como

envejecimiento en la frecuencia. Adicionalmente, se supone que los procesos ξt, ηt y ζt son no

correlacionados entre ellos, tienen media cero y su varianza no depende del tiempo. Los modelos

ARMA son casos particulares de este modelo, lo cual resulta útil en la identificación de modelos

bajo el enfoque de series de tiempo.

Sea hi(t) la hora del i-ésimo reloj de un ensamble de N relojes atómicos y TA(t) el valor de la

escala atómica en el tiempo t. Con acuerdo con lo descrito en la Sección 2.1.1 en los laboratorios

de metroloǵıa es posible obtener con gran exactitud la diferencia entre cualesquiera dos relojes

f́ısicos, por lo que resulta conveniente obtener expresiones de la forma

xk(t) ≡ hk(t)− TA(t). (2.14)

La relevancia de la expresión (2.14) recae en el hecho de que es posible modificar f́ısicamente

la frecuencia de un reloj externo a los del ensamble, de tal manera que 1xk(N+1)(t) = xk(t),

garantizando la réplica de los pulsos del reloj virtual. Este ajuste involucra f́ısicamente al k-

ésimo reloj del ensamble. Notar que la ecuación (2.14) es válida para cualquier reloj del ensamble,

1En este caso xk(N+1)(t) ≡ hk(t)− hN+1(t), donde el sub́ındice (N + 1) representa un reloj adicional a los N

del ensamble, mientras que xk(t) ≡ hk(t)− TA(t).
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pero usualmente se selecciona al reloj de referencia para obtener xr(t) y aplicar la corrección

correspondiente al nuevo reloj. Sin embargo, una vez obtenida la diferencia xk(t), k �= r, es

posible obtener xr(t) si se conoce xkr(t), a través de la relación

xr(t) = xk(t)− xkr(t). (2.15)

De manera análoga a xk(t), se utilizará la notación yk(t) y Dk para referenciar la frecuencia

fraccional promedio y la degradación de la frecuencia del k-ésimo reloj del ensamble respecto al

reloj virtual.

Es un hecho que no se conoce el valor xk(t) para valor alguno de k, pero éste puede ser

predicho una vez conocido xk(t− τ). La predicción se realiza a través de la ecuación (2.11), la

cual es conocida como ecuación de predicción ([7], [8]) por lo que se utiliza la notación

x̂k(t+ τ) = xk(t) + yk(t)τ +
Dkτ

2

2
. (2.16)

Esta relación tiene su origen en una expansión de Taylor, y es conveniente debido la interpreta-

ción f́ısica muy clara que poseen los términos xk(t), yk(t) y Dk. El término Dk en la mayoŕıa de

los casos es tomado como 0 en razón de que los osciladores modernos son relativamente estables

para valores moderados de τ .

La ecuación (2.16) es válida para cualquier reloj del ensamble, lo que da lugar a N diferentes

ecuaciones para predecir xr(t) al tenerse la relación (2.15). Estas ecuaciones son

x̂k
r(t) = x̂k(t)− xrk(t), k = 1, ..., N. (2.17)

Para obtener una única predicción de xr(t), estas ecuaciones son promediadas de manera pon-

derada mediante la siguiente ecuación

x̂r(t) =
N∑
k=1

wk(t)x̂
k
r(t), (2.18)

la cual proporciona la corrección que es aplicada para que un reloj f́ısico replique los pulsos del

reloj virtual.
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Las ecuaciones (2.17) y (2.18) son importantes en el algoritmo AT1 porque son utilizadas

para detectar si algún reloj del ensamble ha perdido su estabilidad, mediante una comparación

de las predicciones esperadas de cada reloj respecto al ensamble. Para ello, el algoritmo incluye

un método para penalizar la participación de algunos relojes a través de los pesos utilizados en

el mismo. Para los detalles de la calibración se puede consultar la referencia [7].

La ecuación de predicción, espećıficamente yk y xk, y los pesos utilizados son actualizados

de manera recursiva cada τ unidades de tiempo, dando lugar a un monitoreo constante del

ensamble. En general, el algoritmo AT1 involucra ecuaciones más complicadas relacionadas con

filtros exponenciales, pero por la falta de relevancia en esta tesis no serán expuestos. Los detalles

matemáticos pueden ser consultados en [7], [14] o [15].

Los pesos óptimos utilizados en el AT1, (ver [7], [14]) corresponden al inverso de términos

relacionados con el error de predicción de cada reloj respecto al ensamble, calculados durante las

τ unidades de tiempo previas. Sin embargo, en el CENAM los pesos son la ráız cuadrada de la

varianza de Allan calculada de las diferencias xk(t). En ambos casos los pesos son estandarizados

para sumar uno.

2.3. Sombrero de tres picos

Como se mencionó previamente, una caracteŕıstica inherente y ubicua en el análisis de relojes

atómicos, es que sólo se puede tener acceso a las diferencias de tiempo entre dos relojes, y no

a la medición de la hora de un reloj individual. Esto introduce una dificultad adicional para la

estimación de varianzas absolutas, es decir, de un reloj individual, ya que debe formularse en

términos de las varianzas de diferencias entre relojes.

El llamado sombrero de tres picos [13], es un algoritmo conocido en la literatura de metro-
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loǵıa, que permite realizar lo anterior. Notar que se cumple la relación

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
h1 − hr

h2 − hr

...

hN − hr

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 · · · −1 · · · 0

0 1 · · · −1 · · · 0
...

...
. . .

...
. . .

...

0 0 · · · −1 · · · 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h1

h2

...

hr

...

hN

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

para cada tiempo de medición t1, ..., tm. Es decir, se tiene una expresión del tipo Y = AX para

relacionar las diferencias entre las horas de un par de relojes con la hora de cada reloj. Por lo

tanto, se cumple que Cov(Y ) = ACov(X)AT = AΣAT . Suponiendo que Cov(Y ) ha sido esti-

mada mediante una matriz de covarianzas emṕırica, se puede proceder a resolver un sistema de

ecuaciones para obtener una estimación de Cov(X).

Sea x̄ir =
1

m

m∑
k=1

xir(tk), i = 1, 2, ..., N . La estimación más conocida de Var(Y ) está dada por

la matriz que tiene

Sij =
1

m− 1

m∑
k=1

(xir(tk)− x̄ir)(xjr(tk)− x̄jr) (2.19)

en la entrada (i, j), i, j = 1, 2, ..., N . Sin embargo, la estimación de interés para los osciladores

seŕıa la correspondiente a la varianza de Allan. La ecuación (2.19) sirve también para obtener las

expresiones de la varianza de Allan cuando la i-ésima entrada del vector Y se compone de las di-

ferencias xir(ti+2τ)−2xir(ti+τ)+xir(ti), es decir, de la i-ésima frecuencia fraccionaria promedio.

El art́ıculo [13] da condiciones para que la matriz resultante sea positiva definida para el caso

en el que se tienen tres relojes, y propone una manera de comparar todos los relojes cuando el

ensamble tiene más de tres relojes. Las varianzas halladas se conocen como la varianza absoluta

de cada reloj y constituyen los parámetros con los cuales pueden hacerse comparaciones entre
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varios relojes, tanto virtuales como f́ısicos.
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Caṕıtulo 3

Análisis exploratorio de datos y

optimalidad

3.1. Análisis exploratorio de datos

Bajo la premisa de que existen disponibles observaciones emṕıricas de un ensamble de relojes

para un periodo determinado (ver Sección 1.2), se procede a examinarlos para fines de comenzar

a discernir su naturaleza estocástica y para establecer métodos para su tratamiento estad́ıstico.

En esta sección se examinan los datos correspondientes a la diferencia entre el reloj de referencia

respecto a los demás relojes del ensamble. Para proseguir con el análisis, es necesario recordar

algunos conceptos preliminares con los que el lector debe estar familiarizado para facilitar el

entendimiento de los elementos involucrados aśı como las conclusiones obtenidas.

3.1.1. Procesos estacionarios y algunas de sus propiedades

El material contenido en esta sección es una compilación de términos usuales de teoŕıa de

series de tiempo, basado en [11]. Estos términos son introducidos porque serán relevantes para

caracterizar el comportamiento aleatorio de ensambles, aśı como para definir instrumentos de

diagnóstico.

27
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Definición 3.1.1 Sea {Xt}t∈T un proceso aleatorio. Xt es estacionario si ∀n ∈ N y ∀h ∈ Z tal

que t1, t2, ..., tn, t1 + h, ..., tn + h ∈ T se cumple que

P (Xt1 ≤ x1, ..., Xtn ≤ xn) = P (Xt1+h ≤ x1, ..., Xtn+h ≤ xn).

En la práctica resulta dif́ıcil, incluso imposible en la mayoŕıa de los casos, determinar si

un proceso es estacionario; en cambio, es más accesible el tratar de determinar si el proceso

es débilmente estacionario. La siguiente sección presenta algunas definiciones necesarias para

realizar un análisis más profundo de las series presentadas.

Definición 3.1.2 Sea Xt un proceso tal que E[|Xt|2] < ∞. Xt es débilmente estacionario, o

estacionario en covarianza, si

(a) μt = E[Xt] no depende de t,

(b) γ(h) = E[(Xt − μt)(Xt+h − μt+h)] sólo depende de |h|.

Los procesos estacionarios en covarianza incluyen a los procesos autorregresivos de promedio

móvil, ARMA por su abreviatura en inglés. Notar que un proceso estacionario es débilmente

estacionario si tiene segundo momento finito, pero un proceso estacionario en covarianza no

necesariamente es un proceso estacionario.

Definición 3.1.3 Sea Wt ruido blanco con media 0 y varianza σ2 > 0. El proceso {Xt}t∈T es

ARMA(p,q) si es estacionario y

Xt = φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + ...+ φpXt−p +Wt + θ1Wt−1 + θ2Wt−2 + ...+ θt−qWt−q,

donde φk �= 0, k = 1, ..., p, y θj �= 0, j = 1, ..., q.

Para la determinación de la estacionariedad (débil) de una serie de tiempo se recurre a ele-

mentos gráficos; por ejemplo, en la gráfica de la serie se aprecian elementos como tendencia o
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cambios en la varianza, lo cual es un indicador que la serie no es estacionaria. En particular para

ajustar un modelo ARMA, se utilizan herramientas conocidas como función de autocorrelación y

función de correlación parcial, ACF y PACF por sus siglas en inglés, respectivamente. Adicional-

mente, estas funciones muestran con mayor claridad la presencia de un componente estacional en

la serie, el cual se observa a través de la relación fuerte entre los retardos múltiplos de s (ver [11]).

Definición 3.1.4 Sea {Xt}t∈T un proceso estacionario con media μ. La función de autocova-

rianza para un retardo h, denotada por γ(h), se define como E[(Xt+h− μ)(Xt− μ)]. Asimismo,

la función de autocorrelación para un retardo h, denotada por ρ(h), se define como el cociente

γ(h)/γ(0).

La función de autocovarianza para un retardo h mide la relación lineal entre las observaciones

Xt+h y Xt, por lo que un coeficiente de autocorrelación cercano a ±1 indica una fuerte relación

lineal entre las observaciones de la serie que se encuentran distanciadas h unidades. Las funcio-

nes anteriores son útiles para desarrollar resultados teóricos relacionados con Xt; sin embargo,

análogo al caso de un conjunto de variables aleatorias independientes, es necesario estimar las

funciones de autocovarianza y autocorrelación a partir de una muestra del proceso.

Definición 3.1.5 Sea {Xt}nt=1 una realización del proceso estacionario. La media muestral del

proceso se estima a través de la estad́ıstica

X̄ =
1

n

n∑
t=1

Xt.

Asimismo, la función de autocovarianza muestral está dada por

γ̂(h) =
1

n

n∑
t=1

(Xt+h − X̄)(Xt − X̄),

y la función de autocorrelación muestral está dada por

ρ̂(h) =
γ̂(h)

γ̂(0)
.
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Definición 3.1.6 La función de autocorrelación parcial, PACF, del proceso estacionario Xt,

denotada por φhh se define como

φhh =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Corr(Xt+1, Xt), h=1;

Corr(Xt+h − X̂t+h, Xt − X̂t), h ≥ 2,

donde X̂t+h y X̂t denotan la regresión lineal deXt+h yXt en {Xt+1, ..., Xt+h−1}, respectivamente.

Como se indica en [11], el término regresión se refiere a que Xh−1
t+h es la combinación lineal de

{Xt+1, Xt+2, ..., Xt+h−1} que minimiza E[Xt+h −
∑h−1

j=1 βjXt+j]
2.

El coeficiente de autocorrelación parcial representa la correlación real entre las observaciones Xt

y Xt+h, es decir, la correlación una vez removida la influencia de las observaciones intermedias.

En los procesos ARMA, la ACF y la PACF presentan idiosincrasias que ayudan a identificar

el proceso. El Cuadro 3.1 resume las caracteŕısticas de los principales procesos.

Proceso ACF PACF

MA(q) Igual a cero a partir de h > q Decrece a cero conforme h→∞
AR(p) Decrece a cero conforme h→∞ Igual a cero a partir de h > p

ARMA(p,q) Decrece a cero conforme h→∞ Decrece a cero conforme h→∞

Cuadro 3.1: Comportamiento de las funciones ACF y PACF.

Los procesos pueden presentar tendencia, las cuales pueden ser deterministas o estocásticas.

Las tendencias deterministas son aquellas tendencias que son totalmente predecibles, mientras

que las tendencias estocásticas no lo son. Por ejemplo, sea Wt un proceso estacionario; entonces

Xt = f(t) +Wt tiene una tendencia determinista. Un proceso con tendencia no es estacionario;

el método para volver el proceso estacionario depende del tipo de tendencia que presenta. En

general, los procesos con tendencia determinista recurren a modelos de regresión, mientras que

aquellos con tendencia estocástica utilizan diferenciación. La idea de diferenciar constituye el
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fundamento de los procesos autorregresivos integrados de promedio móvil, conocidos como pro-

cesos ARIMA por sus siglas en inglés.

Definición 3.1.7 Sea B el operador definido por BkXt = Xt−k. El proceso Xt es ARIMA(p,d,q)

si

∇dXt := (1− B)dXt

es un proceso ARMA(p,q).

Supóngase que se tiene un proceso AR(1) dado por

Xt = φXt−1 +Wt.

Si φ = 1, entonces Xt tiene tendencia y es un proceso integrado de orden 1, ya que ∇Xt es

estacionario. Para auxiliar en la determinación del tipo de tendencia presente en un proceso,

existen diversas pruebas para determinar la presencia de ráıces unitarias, como las pruebas de

Dickey-Fuller, Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin y Phillips-Perron (ver [9]).

3.1.2. Análisis de los datos del ensamble

Previamente se mencionó que los datos proporcionados por el CENAM son mediciones de

las diferencias de tiempo entre los relojes del ensamble respecto al de referencia, tomadas cada

diez segundos, por lo que en las gráficas presentadas en este caṕıtulo, el eje x corresponde al

tiempo, expresado en decenas de segundos. Es decir, la unidad de tiempo utilizada es de diez

segundos.

La Figura 3.1, que simplemente presenta los datos originales en orden temporal, muestra que

en general, las tres diferencias tienen una tendencia que puede ser creciente o decreciente. Una

tendencia creciente es resultado de que el reloj de referencia está, por lo general, más adelantado

que el reloj con el que se compara, mientras que una tendencia decreciente es resultado de que
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el reloj de referencia está más atrasado. A simple vista no se observa ningún comportamiento

singular respecto a las diferencias correspondientes a los relojes CsL y CsM, pero hay dos valores

que sobresalen en el caso del Máser de Hidrógeno. En especial resaltan las magnitudes que tienen

estos saltos.

Figura 3.1: Gráfica de las diferencias entre los relojes del ensamble con el de referencia expresadas

en nanosegundos.

Asimismo, resulta de interés observar la primera diferencia de los datos considerados, ya que

ésta representa el aumento/disminución de la diferencia entre los relojes, de un tiempo a otro.

La gráfica de la primera diferencia, presentada en la Figura 3.2, muestra que los incrementos

oscilan alrededor de un valor muy cercano a cero, lo cual es natural debido a la alta estabilidad

de los osciladores atómicos. Por otra parte, se hace evidente la presencia de valores at́ıpicos en

las series. Nuevamente se observan los valores correspondientes a los at́ıpicos de la serie original

para el caso del Máser de Hidrógeno, y además se aprecian saltos de mayor magnitud respecto

a los demás tanto para el CsL como para el CsM.
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Figura 3.2: Gráfica de la primera diferencia de las diferencias entre los relojes del ensamble con

el de referencia expresadas en nanosegundos.

Debido a la gran magnitud de los saltos en la serie diferenciada de CsK(t)−Maser(t) (de

±200), no es posible apreciar el comportamiento de las demás observaciones, por lo que se de-

terminó omitir el efecto de tales valores con el fin de analizar el resto de la serie, sustituyéndolos

por la media muestral de la serie calculada en su ausencia. La omisión de estos dos valores

no resultó suficiente debido a que nuevamente sobresalen dos valores que, aunque de menor

magnitud que los anteriores, no permiten observar con mayor detalle el resto de la serie. Por lo

tanto se sustituyó nuevamente por la media muestral tal como se hizo previamente. Este pro-

ceso se repitió varias veces, hasta que el comportamiento de las demás observaciones pudo ser

apreciado. En total, se identificaron 98 valores at́ıpicos para esta serie, y una vez etiquetados se

descubrió que 96 de ellos corresponden al mismo d́ıa entre las 7 y las 11 horas. De igual manera,

16 de los 19 valores at́ıpicos detectados para la diferencia CsK(t)−CsL(t) corresponden al mismo

d́ıa entre las 19 y 20 horas. Las fechas y horas de estos valores no parecen ser resultado de una
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caracteŕıstica propia del proceso estocástico asociado a cada reloj; al consultarse con el CENAM

se determinó que estos valores no son inherentes de los relojes atómicos, sino que se deben a

causas externas, tales como factores humanos o ambientales, por lo que sus valores deben ser,

en efecto, omitidos.

Los valores at́ıpicos detectados podŕıan ser imputados por un estimador apropiado, tanto

en la serie diferenciada como en la original con el fin de evitar su influencia en los siguientes

elementos de la tesis. Sin embargo, se cuenta con 267 840 observaciones para cada serie, y en

dos de ellas las observaciones en el rango 100 000 a 167 445 están libres de at́ıpicos, siendo la

serie diferenciada de CsK(t)−CsM(t) la que presenta un único salto durante ese peŕıodo, por lo

que se ha optado utilizar ésta partición de la serie, para fines de estudiar el ensamble libre de

fenómenos at́ıpicos y no acarrear posibles efectos adicionales debidos a algún procedimiento de

imputación.

En la Figura 3.4 se aprecia que las primeras diferencias no presentan tendencia y oscilan con

valores muy cercanos a cero. Debido a la gran cantidad de observaciones, no es posible determinar

si la primera diferencia es constante en varianza, pero particionando la serie en subseries de

tamaño 1000 se percibe que la primera diferencia parece ser estacionaria en varianza. Aunque

la primera diferencia parezca ser estacionaria y no poseer tendencia, es posible que la tendencia

presente en la serie original sea determinista. Para analizar el supuesto de tendencia determinista

se realiza la regresión lineal

Xt = β0 + β1t+ Zt, (3.1)

donde Xt representa la diferencia entre el tiempo del i-ésimo reloj del ensamble respecto al de

referencia. Si la tendencia es determinista se espera que los residuos sean un proceso estacionario.
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Figura 3.3: Gráfica de las diferencias entre los relojes del ensamble con el de referencia expresadas

en nanosegundos para la partición seleccionada de la serie.

La gráfica de los residuos se encuentra en la Figura 3.5, y de ella se observa que la tendencia cre-

ciente — o decreciente — de las series originales ha sido removida. Sin embargo, los coeficientes

de autocorrelación y autocorrelación parcial proporcionan información más valiosa.

A pesar de que los coeficientes de autocorrelación parcial tienen el comportamiento que se

esperaŕıa de un proceso AR, los coeficientes de autocorrelación decrecen de manera más lenta

de lo que decrecen teóricamente los coeficientes cuando el proceso es ARMA. En la Figura 3.6

se aprecia que para un retardo de 300, el coeficiente para cualquiera de las tres series es cercano

a 1. Aśı, no parece que la tendencia presente en la serie original sea determinista.

Analizando las gráficas de la ACF y PACF de la primera diferencia, mostradas en las Fi-

guras 3.8 y 3.9, se observa que ambas decrecen conforme el retardo aumenta, lo que se espera
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Figura 3.4: Gráfica de la primera diferencia de las diferencias entre los relojes del ensamble con

el de referencia expresadas en nanosegundos para la partición seleccionada de la serie.

de los procesos ARMA. Sin embargo, es posible que la primera diferencia no sea necesaria y se

esté cometiendo una sobrediferenciación. Por ello, se optó por realizar pruebas de estacionaridad.

La prueba de Dickey-Fuller aumentada, contrasta la hipótesis nula H0 : ρ = 1 contra la

alternativa Ha : ρ �= 1 en el modelo

Yt = β0 + β1t+ ρYt−1 + εt,

de manera que si la hipótesis nula es verdadera, el proceso contiene una ráız unitaria y no es

estacionario. Por el contrario, la prueba Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin tiene como hipótesis

nula la estacionariedad de la serie alrededor de una tendencia, y como hipótesis alternativa la
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Figura 3.5: Gráfica de los residuos de la regresión (3.1).

presencia de una ráız unitaria. Realizando las pruebas para la partición de los datos originales se

obtiene que, con un nivel de significancia del 0.05, no existe evidencia para rechazar la hipótesis

nula en la prueba de Dickey-Fuller aumentada, y se rechaza la hipótesis nula en el caso de

la prueba KPSS. Por lo tanto, existe evidencia que apoya la suposición de que las diferencias

entre los relojes del ensamble son procesos integrados de orden uno. Discernir entre el tipo de

tendencia presente en las series es relevante para determinar un método de estimación estad́ıstica

que considere esta caracteŕıstica, y que no haga uso de un supuesto que no es factible a la luz

de los datos.

Es importante notar que las diferencias entre las horas de los relojes del ensamble respecto

al de referencia no son independientes y están altamente correlacionados debido a que compar-

ten el mismo reloj de referencia, es decir, Xkr(t) no es independiente de Xjr(t), k, j = 1, ..., N .



38 Caṕıtulo 3. Análisis exploratorio de datos y optimalidad

0 50 100 150 200 250 300

0.
0

0.
4

0.
8

Lag

AC
F

CsK−CsL

0 50 100 150 200 250 300

0.
0

0.
4

0.
8

Lag

AC
F

CsK−Maser

0 50 100 150 200 250 300

0.
0

0.
4

0.
8

Lag

AC
F

CsK−CsM

Figura 3.6: ACF de los residuos de la regresión (3.1).

Asimismo, las primeras diferencias, que como se mencionó previamente representan el aumen-

to/disminución en el tiempo de las diferencias de tiempo entre los relojes, también tiene una

correlación diferente de cero debido al efecto del reloj de referencia, aunque no tiene por qué te-

ner la misma correlación que la serie original. Sin embargo, este efecto introducido por el reloj

de referencia afecta simultáneamente a las N − 1 diferencias correspondientes a cada reloj del

ensamble. Por estas razones se debe concebir el análisis estad́ıstico del ensamble completo y no

de cada una de las diferencias entre relojes sin tomar en cuenta las demás. Los coeficientes de

correlación entre las diferencias CsK(t)−CsL(t), CsK(t)−Maser(t) y CsK(t)−CsM(t) se mues-

tran en la Figura 3.10, y los coeficientes de correlación de las primeras diferencias de estas series

se presentan en la Figura 3.11.
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Figura 3.7: PACF de los residuos de la regresión (3.1).

Los principales resultados expuestos en esta sección pueden ser resumidos de la siguiente

manera:

Las diferencias entre las horas de los relojes del ensamble respecto al reloj de referencia,

Xkr, k = 1, ..., N , presentan valores at́ıpicos con causas atribuibles. Aunque pueden estu-

diarse métodos para imputar estos valores sin perder más datos, se optó por estudiar un

peŕıodo de tiempo en el que las series son libres de at́ıpicos, excepto por el outlier que se

presenta en la diferencia CsK−CsM. A partir de este caṕıtulo, las series que se utilizarán

son las particiones libres del efecto de estos valores. Una vez removido su efecto, las series

Xkr(t) parecen ser procesos integrados de orden 1, es decir, su primera diferencia es un

proceso estacionario.

La dificultad para obtener resultados anaĺıticos para algunas estad́ısticas, como se mencio-
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Figura 3.8: ACF de los residuos de la primera diferencia de la serie original.

nará en la siguiente sección, motiva la implementación de métodos apropiados que hacen

uso de la propiedad de que las primeras diferencias de las series originales son verifica-

blemente estacionarias. Estos métodos, basados en el concepto muy general de bootstrap,

serán presentados en el Caṕıtulo 4.

El ensamble es un concepto multivariado, por lo que para su análisis estad́ıstico se debe

tomar en cuenta las relaciones de dependencia lineal que presentan las series Xkr(t).
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Figura 3.9: PACF de los residuos de la primera diferencia de la serie original.

3.2. Optimalidad

El objetivo de esta sección es proporcionar la argumentación de que, bajo condiciones

de independencia de las observaciones xrk(t), los pesos wi(k) que minimizan la varianza de∑N
k=1 wk(t)xrk(t) son 1/σ̂2

k(τ), k = 1, ..., N , donde σ̂2
k(τ) denota AVAR(xk) (ver Sección 2.1) .

Estos pesos son mencionados en los art́ıculos [7], [15] y usualmente son presentados de manera

estandarizada, es decir, que su suma sea igual a uno.

Considérese primero el caso más simple donde X1, X2, ..., XN son variables aleatorias inde-

pendientes tales que E|Xk|2 <∞, k = 1, 2, ..., N , de manera que σ2
k = Var(Xk). Con acuerdo a

las propiedades de la varianza se cumple la siguiente igualdad:

Var

(
N∑
k=1

wkXk

)
=

N∑
k=1

w2
kσ

2
k. (3.2)
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Figura 3.10: Coeficientes de correlación entre las diferencias CsK(t)−CsL(t), CsK(t)−Maser(t)

y CsK(t)−CsM(t).

Se pretende encontrar los pesos que minimizan la expresión (3.2) sujeto a la condición∑N
k=1 wk = 1. Esto puede ser resuelto utilizando el método de multiplicadores de Lagrange,

en donde el lagrangiano es
N∑
k=1

w2
kσ

2
k − λ

(
N∑
k=1

wk − 1

)
.

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones a resolver es

2wkσ
2
k − λ = 0, k = 1, 2, ..., N, (3.3)

N∑
k=1

wk = 1. (3.4)

De la ecuación (3.3) se obtiene que wk = λ/(2σ2
k), y por la condición (3.4) se cumple que

λ/2
∑N

k=1 1/σ
2
k = 1. Entonces, λ = 2/

∑n
k=1(1/σ

2
k). Por lo tanto, se concluye que los pesos que
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Figura 3.11: Coeficientes de correlación entre las primeras diferencias de las series que represen-

tan las diferencias CsK(t)−CsL(t), CsK(t)−Maser(t) y CsK(t)-CsM(t).

minimizan (3.2) son

wk =
1/σ2

k∑N
k=1(1/σ

2
k)
, k = 1, ..., N.

En el contexto de la tesis, tomando el reloj virtual más simple, las variables aleatorias a

considerar son los errores en la hora entre dos relojes en un tiempo t. En la sección anterior se

concluyó que la primera diferencia de los errores es débilmente estacionaria, por lo que éstas

cumplen que la media y la varianza de estas diferencias son iguales, pero la Figura 3.8 muestra

que no cumplen el supuesto de no correlación. Por lo tanto, no es clara la convergencia de la

varianza de Allan a la varianza, y como consecuencia, tampoco lo es la aseveración

wk(t) =
1/σ̂2

k(τ)∑N
k=1(1/σ̂

2
k(τ))

, k = 1, ..., N.

Además, en la Figura 3.10 se muestra que los coeficientes de correlación no son nulos, lo
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que arroja más duda respecto a condiciones para justificar la conclusión correspondiente a los

pesos. Asimismo, debido al hecho de que las diferencias participantes en la construcción del

reloj virtual comparten un reloj de referencia, y es posible que por encontrarse en un mismo

lugar f́ısico sean afectadas por las mismas condiciones ambientales, es natural que el supuesto

de independencia entre las diferencias en la hora entre los relojes respecto al de referencia no se

cumpla. Lo anterior se aplica al caso de un reloj virtual simple. Según lo descrito en el algoritmo

AT1, la ponderación no es únicamente de los errores en la hora, sino también de las ecuaciones

de predicción, lo que dificulta aún más la justificación anaĺıtica de los pesos óptimos.

Considérese ahora el caso en el que las variablesX1, ..., XN no son independientes. Denotando

σij = Cov(Xi, Xj), i, j = 1, ..., N , se cumple que

Var

(
N∑
k=1

wkXk

)
=

N∑
k=1

w2
kσ

2
k + 2

∑
k<j

wkwjσk,j. (3.5)

De esta manera, el lagrangiano es

N∑
k=1

w2
kσ

2
k + 2

∑
k<j

wkwjσk,j − λ

(
N∑
k=1

wk − 1

)
, (3.6)

y el sistema de ecuaciones a resolver es

2wkσ
2
k + 2

∑
k �=j

wjσkj − λ = 0, k = 1, 2, ..., N,

N∑
k=1

wk = 1.

Este sistema puede ser representado de manera matricial como⎛⎝ 2Σ −1
1T 0

⎞⎠⎛⎝ w

λ

⎞⎠⎛⎝ 0

1

⎞⎠
donde Σ es la matriz de covarianzas de X1, ..., XN , y w y 0 son los vectores de dimensión

N × 1 dados por (w1, w2, ..., wN)
T y (0, ..., 0)T respectivamente. Suponiendo que la matriz Σ es

invertible, se tiene que

Σw =
λ

2
1,
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lo que implica que

w =
λ

2
Σ−11.

Dado que

1Tw =
λ

2
1TΣ−11 = 1,

se observa que

λ =
2

1TΣ−11
,

de donde se concluye que los pesos óptimos están dados por el vector

w =
Σ−11

1TΣ−11
.

Hacer una analoǵıa de los pesos encontrados en el caso de variables no independientes para

la estimación utilizando la varianza de Allan no es sencillo, ya que se requiere una medida de

covarianza que no está reportada en la literatura. Lo que śı es claro, es el hecho de que las condi-

ciones de independencia entre observaciones en el mismo tiempo t, y la no correlación entre las

primeras diferencias de las observaciones, justificados tanto por contexto como emṕıricamente,

no permiten visualizar una justificación clara de por qué los pesos reportados son óptimos. Por

lo tanto, los llamados pesos óptimos no necesariamente lo son.
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Caṕıtulo 4

Nociones básicas de bootstrap

El método numérico de aproximación bootstrap es útil para cuantificar la incertidumbre de

un parámetro de interés cuando la distribución muestral de una estad́ıstica utilizada para esti-

marlo no es conocida o resulta dif́ıcil de deducir. Para el caso de estudio de la presente tesis, el

parámetro de interés involucrado en la comparación de relojes virtuales es la varianza absoluta,

y bootstrap resulta una metodoloǵıa general apropiada debido a la necesidad de cuantificar la

incertidumbre asociada bajo un escenario en el que no hay conocimiento de su distribución mues-

tral. Este método, que recurre de manera fundamental a la posibilidad de cómputo intensivo,

fue propuesto por Efron en 1979 [3] para el caso de variables independientes e idénticamente

distribuidas, pero como se comentó en el Caṕıtulo 3, los datos del ensamble son dependientes

en el tiempo y (por lo menos para la colección de datos estudiada) pueden ser modelados con

procesos ARIMA(p,d,q), por lo que el método original no puede ser aplicado. Sin embargo, como

veremos, han surgido adaptaciones para diversos tipos de procesos; en particular, para los proce-

sos estacionarios débilmente dependientes. Esto permite adaptar la metodoloǵıa bootstrap para

los datos del ensamble de relojes del CENAM, y más generalmente para ensambles de relojes

similares.

En este caṕıtulo se expone brevemente el método bootstrap para el caso de variables i.i.d.,

se comenta la dificultad que surge en el caso de datos dependientes, y se resumen los principales

47



48 Caṕıtulo 4. Nociones básicas de bootstrap

métodos bootstrap no paramétricos que se han propuesto en la literatura para el caso en el que la

dependencia es débil. El que el énfasis vaya a ser de entrada metodoloǵıa no paramétrica obede-

cerá a que la naturaleza del problema de ensambles es esencialmente multivariado y muy general.

La especificación de un modelo paramétrico — o semiparamétrico — concreto no es práctica ni

sensata cuando lo que se desea es enfrentar cualquier ensamble en periodos de tiempo arbitrarios.

El material incluido en este caṕıtulo no pretende ser autocontenido respecto a metodoloǵıa

bootstrap. Se actúa bajo la premisa de que dicho método śı podŕıa ser ampliamente conocido

en sus principios básicos. El objetivo principal aqúı será mostrar cómo puede transportarse ese

principio básico al caso de observaciones que no son independientes e idénticamente distribuidas,

y que además, son multivariadas con covariación. También, se hace un repaso acerca de cómo el

método bootstrap es empleado a la postre para realizar inferencia formal por v́ıa de intervalos

de confianza y pruebas de hipótesis. Todas estas ideas serán instrumentadas en el Caṕıtulo 5

para el caso de ensambles de relojes atómicos.

Para una introducción a la idea básica de bootstrap visto como esquema de remuestreo,

ver [3]. Para leer acerca de la metodoloǵıa bootstrap en lo general, incluyendo ejemplos de su

aplicación en muy diversos contextos de estad́ıstica, puede consultarse [2]. Los detalles de los

diferentes esquemas que han sido propuestos para albergar casos de observaciones estacionarias

débilmente dependientes, pueden consultarse en [2], [6] y [10]. El siguiente material resume las

ideas principales de estas referencias, y se complementan con ejemplos ilustrativos y diagramas

diversos para reforzar su entendimiento.

4.1. Bootstrap para variables independientes e idéntica-

mente distribuidas

Sea Xn = {X1, X2, ..., Xn} una sucesión de variables aleatorias con distribución conjunta F ,

la cual suele ser desconocida en la práctica. Para simplificar, supóngase que X1, X2, ..., Xn ∼ F
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son variables aleatorias independientes.

Definición 4.1.1 Un funcional estad́ıstico es una función f : F → R, donde F es el conjunto

de funciones de distribución.

Un ejemplo de funcional estad́ıstico es la función g(H) =
∫
xdH(x), H ∈ F. Si F es la función

de distribución común de las variables aleatorias Xi, i = 1, 2, ..., n, con primer momento finito,

entonces g(F ) es el valor esperado de Xi, mientras que si Fn es la función de distribución emṕıri-

ca, f.d.e., definida como Fn(x) = 1/n
∑n

i=1 I(Xi ≤ x), entonces g(Fn) = X̄. Notar que g(F ) es

un valor, mientras que g(Fn) es una estad́ıstica.

Definición 4.1.2 El estimador bootstrap de g(F) está definido por g(Fn), donde Fn es la f.d.e.

Con acuerdo en esta definición, X̄ es el estimador bootstrap de la media de una variable aleatoria.

En este caso se tiene una expresión anaĺıtica para g(Fn) dada por 1/n
∑n

i=1 Xi, pero no siempre

es posible obtenerla. Es precisamente para los casos en los que no se cuenta con tal expresión

que el método bootstrap resulta útil. El principal fundamento de este método es el principio

bootstrap, el cual está basado en el muestreo de la muestra, es decir, en la noción de remuestreo.

Supóngase que Xn = {X1, X2, ..., Xn} ∼ F (no necesariamente independientes), y que el

interés recae en una caracteŕıstica de la distribución de G = G(Xn;F ) ∼ H, dada por t(H). Un

ejemplo seŕıa, G = X̄ − μ y t(H) =
∫
dH, si el interés fuese la distribución muestral de X̄ − μ.

El principio bootstrap puede ser resumido de la siguiente manera:

1. Aproximar F a través de una función Fn que sea conocida.

2. Simular X∗
1 , X

∗
2 , ..., X

∗
n ∼ Fn M veces.

3. Obtener G∗i = G(X∗
i,1, ..., X

∗
i,n;Fn), i = 1, 2, ...,M , para obtener el estimador bootstrap

T = t(HM), donde HM(x) = 1/M
∑M

i=1 I(G
∗
i ≤ x).
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Notar que si Fn = F , entonces G(X∗
n;F ) es igual en distribución a G(Xn;F ), es decir,

G∗i
d
= G. Como se tiene una muestra aleatoria G∗1, ..., G

∗
M , la f.d.e. HM(x) convergerá a H si

M → ∞, por el teorema de Glivenko-Cantelli. Por lo tanto, la aproximación del estimador

bootstrap a la caracteŕıstica verdadera depende principalmente de la aproximación Fn que se

proponga y no únicamente del tamaño muestral M .

Un caso sencillo es cuando X1, X2, ..., Xn son variables aleatorias independientes. Dada una

muestra aleatoria Xn, el teorema de Glivenko-Cantelli establece que

sup
t
|Fn(t)− F (t)| c.s.−→

n→∞
0,

donde Fn(x) = 1/n
∑n

j=1 I(Xj ≤ x); es decir, la función de distribución de la que proviene la

muestra, F , puede ser aproximada a través de la función de distribución emṕırica, Fn. Entonces,

se puede proceder a muestrear con probabilidad 1/n las observaciones de la muestra original Xn

para obtener una muestra aleatoria de ella, lo que implica que la muestra es tomada con reem-

plazo. Es decir, se simulan n variables aleatorias Ik, k = 1, 2, ..., n con distribución uniformeme

discreta en {1, 2, ..., n}, de manera que

P (X∗
Ik

= Xi|Xn) = P (Ik = i)

=
1

n
.

Ejemplo 4.1.1 Sean X1, X2, ..., Xn una muestra aleatoria con función de distribución común

F tales que E[|Xi|2] < ∞. Supóngase que G = X̄, y que la caracteŕıstica que se desea estimar

es la varianza de G, por lo que T = t(H) =
∫ (

x− ∫
udH

)2
dH. El esquema bootstrap para

estimar T es

1. Generar Ii,k ∼ U{1, 2, ..., n}, k = 1, ..., n, i = 1, 2, ...,M , para obtener las M muestras

X∗
i,n = (X∗

i,1, X
∗
i,2, ..., X

∗
i,n), donde X∗

i,k = XIi,k .

2. Calcular G∗i = 1/n
∑n

k=1 X
∗
i,k, i = 1, ...,M .

3. Proporcionar el estimador bootstrap de T dado por 1/n
∑n

i=1

(
G∗i − Ḡ∗i

)2
.
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En este ejemplo, la convergencia del estimador bootstrap depende parcialmente de M , pero si

n �∞ ésta no se presentará.

El esquema de bootstrap previamente presentado es un esquema no paramétrico, debido a

que no se realizó ningún supuesto respecto a F . Sin embargo, cuando se conoce la función F

pero el problema recae en que no está totalmente especificada, se puede recurrir a un esquema

paramétrico para aproximar F a través de Fn.

Ejemplo 4.1.2 En el Ejemplo 4.1.1, supóngase que Xi ∼ N(μ, σ2), donde μ y σ2 son des-

conocidos. Contando con estimadores μ̂ y σ̂2, la aproximación Fn se toma como la función

de distribución de una variable con distribución N(μ̂, σ̂2) en vez de la función de distribución

emṕırica. En este caso, la convergencia del estimador bootstrap dependerá de los estimadores de

los parámetros y de la correcta especificación del modelo.

4.2. Bootstrap para procesos estacionarios débilmente de-

pendientes

Sean X1, X2, ..., Xn variables aleatorias i.i.d. tales que Var(Xi) = σ2 <∞, de tal manera que

Var(X̄) =
σ2

n
. (4.1)

Esto implica que la única función de distribución involucrada es la marginal de cada Xi, F ; sin

embargo, cuando las variables X1, ..., Xn no son independientes

Var(X̄) =
σ2

n
+ 2

∑
i<j

Cov(Xi, Xj). (4.2)

Esta ecuación involucra ahora las funciones de distribución del vector (Xi, Xj), i, j = 1, 2, ..., n,

por lo que no es válida la aproximación Fn propuesta en el caso i.i.d.
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Por lo general, los fenómenos indexados en el tiempo no cumplen que los elementos de Xn

sean variables aleatorias independientes o idénticamente distribuidas. No obstante, se han desa-

rrollado métodos bootstrap para los procesos estacionarios débilmente dependientes, los cuales

se describen a continuación.

En la Sección 3.1.1 se definió que un proceso estacionario, Xt, cumple que se preservan las

distribuciones finito-dimensionales del proceso; este proceso es además débilmente dependiente

si Xt es aproximadamente independiente de Xt+h conforme h aumenta. Aśı, Xt debe satisfa-

cer al menos que γ(h) = Cov(Xt, Xt+h) → 0 si h → ∞ y se considerarán procesos tales que∑ |γ(h)| < ∞. La propiedad de estacionariedad junto con la de dependencia débil permiten

derivar diversos métodos de remuestreo basados en el concepto de bloques, con el fin de habilitar

el principio bootstrap.

4.2.1. Métodos no paramétricos

Al igual que en el caso de variables i.i.d., los siguientes métodos de remuestreo no involucran

modelos para los procesos ni funciones de distribución expĺıcitas asociadas a ellos, por lo que se

trata de métodos no paramétricos. Esta caracteŕıstica hace más flexibles los supuestos necesarios

para la correcta aproximación distribucional involucrada en el remuestreo.
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Bootstrap por bloques sin traslape

Sea Xn una serie de tiempo estacionaria débilmente dependiente. Considérese la partición

de la serie en b bloques de longitud �, dada por

Y1 = {X1, ..., X�}
Y2 = {X�+1, ..., X2�}
...

Yb = {Xn−�+1, ..., Xn}.

Por el momento se supondrá que b = n/� es un número entero. Se observa que:

1. Y1
d
= Y2

d
= ...

d
= Yb, por el supuesto de estacionariedad,

2. Y1, ..., Yb son series aproximadamente independientes por el supuesto de dependencia débil,

cuando � es lo suficientemente grande.

Entonces, se cuenta con un conjunto de b bloques que son aproximadamente independientes

e idénticamente distribuidos. Heuŕısticamente, esto sugiere que la f.d.e. de los bloques es una

aproximación a F ; por lo tanto, la manera de remuestrear en el principio bootstrap para este

caso se reduce a muestrear de manera uniforme y con reemplazo los sub́ındices 1, 2, ..., b para

obtener la muestra

X∗
n ≡ Y ∗1 , ..., Y

∗
b

= X∗
1 , X

∗
2 , ..., X

∗
n.

Lo anterior es equivalente a obtener una muestra aleatoria de los bloques ya que

P (Y ∗i = Yk|Xn) = P (Ii = k|Xn)

=
1

b
.

Esto permite hacer una analoǵıa con el caso de variables i.i.d., la cual se resume en el Cuadro

4.1.
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V.a.i.i.d. Bloques ≈ i.i.d.

X1, X2, ..., Xn Y1, Y2, ..., Yb

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

I(Xi ≤ x) Fn(A) =
1

b

b∑
i=1

I(Yi ∈ A)

P (X∗
i = Xk|Xn) = P (Ii = k|Xn)

=
1

n

P (Y ∗i = Yk|Yb) = P (Ii = k|Yb)

=
1

b

Cuadro 4.1: Puntos claves en el remuestreo utilizado en el principio bootstrap.

Para que el supuesto de dependencia débil sea válido se necesita que l →∞ y l/n→ 0, por

lo que suele proponerse que l = �nδ�, δ ∈ (0, 1). En el caso en el que n no es un múltiplo de �, b

será el entero más grande que satisfaga que b� ≤ n, y el i-ésimo bloque estará dado por

Yi = (X(i−1)�+1, ..., Xi�).

Las observaciones (Xib+1, Xib+2..., Xn) no son tomadas en cuenta cuando se realiza el re-

muestreo. En la literatura, el método bootstrap con esta elección de bloques se conoce como

Non-Overlapping Blocks Bootstrap, NOBB.

Ejemplo 4.2.1 Supóngase que se tienen 15 observaciones del proceso estacionario débilmente

dependiente Xt. Sea � = 4, de manera que la serie es particionada en tres bloques, tal como

se muestra en la Figura 4.1. Para obtener X∗
i,15, se requiere generar cuatro variables aleatorias

con distribución uniforme discreta en el conjunto {1, 2, 3, 4}; si éstas fueron Ii,1 = 2, Ii,2 = 3,

Ii,3 = 3, Ii,4 = 1, entonces

X∗
i,15 = (X5, X6, X7, X8, X9, X10, X11, X12, X9, X10, X11, X12, X1, X2, X3).
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Figura 4.1: Esquema de bloques sin traslape.

Bootstrap por bloques con traslape

Para que la f.d.e. de los bloques converja a la función de distribución F es necesario que

b → ∞, pero tomar los bloques sin traslape proporciona un valor de b que depende tanto de n

como de � a través de un cociente. Por esta razón, ha sido desarrollado un esquema de partición

de la serie en el que, para una longitud de bloque � fija, se pretende obtener un mayor número

de bloques sin tener que aumentar el tamaño de la muestra ([6]). Tal esquema consiste en tomar

bloques que estén traslapados, los cuales son

Yi = {Xi, Xi+1, ..., Xi+�−1}, i = 1, 2, ..., n− �+ 1. (4.3)

Notar que en este caso b = n − � + 1. El esquema de remuestreo bajo esta modificación es

el mismo, es decir, tomar una muestra de Y1, ..., Yn−�+1 con probabilidad 1/b, o bien, generar

I1, ..., Ib ∼ U{1, 2, ..., b} para obtener las M muestras

Xi,n = (YI1 , YI2 ..., YIb)

= (X∗
i,1, X

∗
i,2, ..., X

∗
i,n).

El método bootstrap basado en este esquema de creación de bloques se conoce como Mo-

ving Block Bootstrap, MBB. Los bloques con traslape son más dependientes entre ellos que los

tomados sin traslape, por lo que la longitud de bloque a tomar en cada método es diferente.

Asimismo, el estimador bootstrap T resultante de utilizar NOBB es diferente al obtenido a

través de MBB; sin embargo, para algunos funcionales T , como la media muestral del proceso,

la diferencia entre los dos métodos es despreciable cuando el tamaño de muestra es grande [6].
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Ejemplo 4.2.2 Retomando el ejemplo 4.2.1, los 12 bloques en los que se divide la serie se mues-

tran en la Figura 4.2, por lo que ahora se requiere generar cuatro variables aleatorias uniformes

discretas sobre el conjunto {1, 2, ..., 12}. Observando los mismos valores de Ii,1, Ii,2, Ii,3, Ii,4, se

obtiene que

X∗
i,15 = (X2, X3, X4, X5, X3, X4, X5, X6, X3, X4, X5, X6, X1, X2, X3).

Figura 4.2: Esquema de bloques con traslape.

Método por bloques circulares

En el esquema utilizado en MBB, existe una desventaja para las primeras y las últimas �−1

observaciones de la serie, ya que éstas forman parte de un menor número de bloques que las

demás observaciones, las cuales aparecen en � bloques. Esto implica que las observaciones no

tienen la misma probabilidad de aparecer en la muestra para generar X∗
i,n, i = 1, 2, ...,M . Por

ejemplo, en la Figura 4.2, las observaciones Xt, t ∈ {4, 5, ..., 11, 12}, aparecen en cuatro bloques

diferentes, mientras que Xt, t ∈ {1, 2, 3, 13, 14, 15} sólo se encuentran en tres o menos bloques.

Para garantizar que todas las observaciones aparezcan en la misma proporción de bloques,

�/n, se propuso añadir �− 1 bloques dados por
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Yn−� = (Xn−�+1, ..., Xn−1, Xn, X1)

Yn−�+1 = (Xn−�+2, ..., Xn, X1, X2)

...

Yn = (Xn, ..., X�−3, X�−2, X�−1).

Notar que ahora b = n, y por lo tanto

P (Y ∗i = Yk|Xn) = P (Ii = k) =
1

n
.

Este método se denomina Circular Block Bootstrap en la literatura ([2], [6]), y también puede

ser adaptado a bloques sin traslape, en donde el último bloque incluye a las observaciones que

no son tomadas en cuenta cuando n/� no es un valor entero. Este esquema para bloques con y

sin traslape, se encuentra ejemplificado en las Figuras 4.3 y 4.4, respectivamente.

Ejemplo 4.2.3 Bajo el esquema de bloques circulares, la misma serie del ejemplo 4.2.2 se par-

ticiona ahora en 15 bloques, tal como se muestra en la Figura 4.3. Al igual que en los casos

anteriores, es necesario generar cuatro variables aleatorias independientes con distribución uni-

forme discreta sobre el conjunto {1, 2, ...., 14, 15}. Si los valores obtenidos fueran los mismos que

en el ejemplo 4.2.2, la serie remuestreada X∗
i,15 seŕıa la misma que la presentada previamente.

Sin embargo, para la longitud de bloque seleccionada ahora se puede obtener la serie

X∗
i,15 = (X1, X2, X3, X4, X15, X1, X2, X3, X13, X14, X15, X1, X7, X8, X9),

lo cual no era posible bajo el esquema anterior. Retomando los bloques sin traslape, el esquema

circular añade un cuarto bloque dado por Y4 = (X13, X14, X15, X1),como se observa en la Figura

4.4; aśı, todas las observaciones son utilizadas, y b en este caso tomará el valor �n/�� + 1, el

cual para este ejemplo es igual a 4.
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Figura 4.3: Esquema de bloques circulares con traslape.

Figura 4.4: Esquema de bloques circulares sin traslape.

Bootstrap estacionario

En los métodos presentados previamente, la longitud de bloque � permanece como un valor

fijo, y las series remuestreadas X∗
i,n no son estacionarias, a pesar de que la serie original śı lo es.

Esto se aprecia en el Ejemplo 4.2.1, ya que no obstante (X∗
1 , X

∗
2 , X

∗
3 , X

∗
4 ) = (X5, X6, X7, X8) es

igual en distribución que (X∗
5 , X

∗
6 , X

∗
7 , X

∗
8 ) = (X9, X10, X11, X12), no lo es respecto del bloque

(X∗
11, X

∗
12, X

∗
13, X

∗
14) = (X11, X12, X1, X2). El método de bootstrap estacionario, mejor conocido

en inglés como Stationary Block Bootstrap, SBB, [10], tiene la propiedad de que la serie re-

muestreada preserva la propiedad de estacionariedad de la original. La idea básica es definir la

longitud de bloque, L, como una variable aleatoria con distribución geométrica de parámetro p,

de manera que

P (L = k) = p(1− p)k−1, k = 1, 2, ...

El ı́ndice de la observación en la que comienza el r-ésimo bloque se elige de manera aleatoria,

y tendrá la longitud de la r-ésima variable aleatoria geométrica generada. Además, la variable

aleatoria L es independiente del ı́ndice en el que comienza el bloque. Notar que un valor p muy
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pequeño conllevará a una media de longitud de bloque muy grande, pero al igual que en el caso

de la longitud de bloque fija, se requiere un número grande de bloques; es por ello que se propone

que p dependa de n y cumpla que p→ 0 y np→∞ cuando n→∞ (ver [6]), como por ejemplo

p = n−δ tomando δ ∈ (0, 1).

Ejemplo 4.2.4 A diferencia de los esquemas de remuestreo presentados previamente, la longi-

tud de bloques no es fija por lo que el número de bloques, b, es también una variable aleatoria.

Ahora es necesario generar b variables aleatorias uniformes en {1, 2, ..., n} y b variables aleatorias
con distribución geométrica de parámetro p. Supóngase que los valores obtenidos al generarse

las variables con distribución geométrica son 6, 4, 1, 4, y las cuatro variables aleatorias unifor-

mes generadas resultaron en los valores 9, 1, 6, 13, lo cual puede ser observado en la Figura 4.5.

Entonces,

X∗
n = (X9, X10, X11, X12, X13, X14, X1, X2, X3, X4, X6, X13, X14, X15, X1).

Figura 4.5: Esquema de bloques circulares cuya longitud tiene una distribución geométrica.

Para la implementación computacional de este método se puede recurrir a la génesis de una

variable aleatoria geométrica, la cual se refiere al número de ensayos Bernoulli independientes

necesarios hasta obtener un éxito. De esta manera, el remuestreo puede ser resumido en los

siguientes pasos:

1. Generar una variable aleatoria con distribución uniforme discreta en {1, 2, ..., n}, R1, de

manera que X∗
1 = XR1 .
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2. Generar una variable aleatoria Bernoulli de parámetro p. Si ésta vale 0, entonces X∗
2

será igual a XR1+1. En caso contrario, se genera una nueva variable aleatoria uniforme

discreta, R2, y XR2 es el nuevo valor de X∗
2 .

3. El paso anterior se repite nuevamente, para determinar el valor X∗
3 . En general, dado un

valor X∗
i = XR, se genera una variable aleatoria Bernoulli; si el valor generado resulta

uno, X∗
i+1 será igual a XR+1. De lo contrario, se genera una variable aleatoria uniforme en

{1, 2, ..., n}, B, y X∗
i+1 será XB. Esto se repite hasta que i = n.

Bloques de bloques

Propiamente establecido, el esquema de bloques de bloques es una manera de preservar ciertas

propiedades deseables para estad́ısticas que tienen una estructura en particular y no propone

un esquema nuevo de remuestreo. Sea S(k) una estad́ıstica que involucra observaciones con

una estructura dependiente de k; por ejemplo, la función de autocovarianza muestral, γ̂(k). Este

estimador involucra observaciones k espaciadas en los términos (Xt+k−X̄)(Xt−X̄); sin embargo,

las observaciones X∗
t+k y X∗

t pueden estar espaciadas por valores considerablemente diferentes a

k, lo que afecta las caracteŕısticas de γ̂∗(t). Para reducir este inconveniente se propone (ver [2],

[6]) estructurar la serie como el bloque

⎛⎝ Z1,1 Z1,2 . . . Z1,n−k

Z2,1 Z2,2 . . . Z2,n−k

⎞⎠ =

⎛⎝ X1 X2 . . . Xn−k

Xk+1 Xk+2 . . . Xn

⎞⎠ .

El método requiere remuestrear la serie Z1 con cualquiera de los métodos previamente expuestos,

pero se forma la muestra bivariada (Z∗j,1,i, Z
∗
j,2,i) = (Z1,r, Z2,r), j = 1, 2, ...,M, i = 1, 2, ..., n− k.

Aśı,

γ̂∗j (k) =
1

n− k

n−k∑
i=1

(
Z∗j,1,i − Z̄∗j,1

) (
Z∗j,2,i − Z̄∗j,2

)
.

Ejemplo 4.2.5 Retomando la serie X∗
i,15 del ejemplo 4.2.1, para k = 1,⎛⎝ Z∗j,1

Z∗j,2

⎞⎠ =

⎛⎝ X5, X6, X7, X8, X9, X10, X11, X12, X9, X10, X11, X12, X1, X2, X3

X6, X7, X8, X9, X10, X11, X12, X13, X10, X11, X12, X13, X2, X3, X4

⎞⎠ .
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Este método puede ser adaptado directamente para rescatar la estructura de observaciones

τ espaciadas de la varianza de Allan; sin embargo, debido a que la serie Xt es un proceso

integrado, es incorrecto obtener réplicas utilizando los métodos para procesos estacionarios,

como son los métodos basados en bloques. Aunque más adelante se comentará cómo llevar al

cabo el remuestreo en este escenario, rescatar la estructura para formar los bloques de bloques

no es tan natural como lo seŕıa si se tratara de un proceso estacionario.

4.2.2. Método paramétrico

Como se mencionó previamente, los métodos anteriores no requieren del conocimiento expĺıci-

to de la distribución finito dimensional asociada a cada bloque, por lo que todos son métodos

no paramétricos. Sin embargo, cuando se conoce expĺıcitamente el modelo que rige al proceso,

es posible obtener mejores estimaciones utilizando este modelo en la técnica de remuestreo en

lugar del enfoque no paramétrico. Por ejemplo, sea Xt un proceso autorregresivo de orden uno;

en particular,

Xt = φXt−1 + εt (4.4)

donde εt es ruido blanco con observaciones independientes. Supóngase que se tienen observacio-

nes para t = 1, 2, ..., n. En este caso, basta identificar X1 y remuestrear εt = Xt − Xt−1, t =

2, 3, ..., n para poder obtener una réplica del proceso Xt a través de la ecuación (4.4). Bajo el

supuesto de que las variables ε2, ..., εn son idénticamente distribuidas, el remuestreo del proceso

εt puede realizarse de la manera que se comentó en la Sección 4.1 con el fin de obtener la serie

ε∗t; notar que X
∗
1 = X1. Por lo general, el parámetro φ es desconocido y se requiere un estimador

para el mismo, pero dado un estimador adecuado, se espera que los errores de estimación dados

por et = Xt−φ̂Xt−1, t = 2, ..., n, sean una buena aproximación de εt; los errores et suelen ser cen-

trados et− ē para preservar la media de εt. Entonces se realiza el remuestreo de et− ē, t = 2, ..., n

como se ha especificado, y se obtienen las réplicas por medio de X∗
t = φX∗

t−1 + ε∗t .

El método de remuestreo paramétrico puede ser resumido en los siguientes pasos:
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1. Identificar un modelo adecuado para los datos.

2. Estimar los parámetros del modelo.

3. Remuestrear los residuos centrados como se indica en la Sección 4.1.

4. Simular del modelo estimado utilizando los residuos remuestreados.

Es importante mencionar que en la práctica no es simple tener la certeza de que el modelo

está correctamente especificado. Un modelo mal especificado y/o estimado, produce residuos que

no son ruido blanco e incluso que no son un proceso estacionario, lo que provoca que el remuestreo

de los residuos como se menciona, sea incorrecto y los resultados no sean confiables. En el

Caṕıtulo 5 se mostrará con un ejemplo cómo un modelo mal especificado afecta los resultados

mostrados.

4.2.3. Método semiparamétrico

El método semiparamétrico es una alternativa más flexible que el método paramétrico, ya

que considera la estructura de dependencia que pudiera estar presente en los errores et. El

remuestreo bajo este método se resume de la siguiente manera:

1. Identificar un modelo adecuado para los datos.

2. Estimar los parámetros del modelo.

3. Remuestrear los residuos centrados utilizando un método basado en bloques.

4. Simular del modelo estimado utilizando los residuos remuestreados.

Este método, aunque reduce el efecto de ruido agregado que presentan los métodos no pa-

ramétricos, presenta la misma dificultad para la determinación de la longitud de bloque que los

métodos basados en bloques. Asimismo, aunque la especificación del modelo es menos rigurosa

que en el método paramétrico, no se permite tener un modelo completamente erróneo, como por

ejemplo proponer un modelo estacionario para una serie integrada.
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4.3. Comentarios sobre la longitud de bloque y extensión

al caso multivariado

El principal problema de los métodos basados en bloques es la determinación del parámetro

que determina la longitud del bloque, sea � ó p. En referencias como [6] y [2] se propone minimi-

zar el Error Cuadrático Medio de la estad́ıstica de interés G, la cual tiene una expresión conocida

pero no totalmente determinada gracias a un resultado asintótico. La determinación completa

de esta expresión depende de unas constantes, las cuales son determinadas de acuerdo con el tipo

de estad́ıstica con la que se trabaje. Estas constantes son conocidas para casos como el sesgo y la

varianza; sin embargo, el objetivo de este trabajo no es desarrollar tal resultado para la varianza

de Allan, ni para la varianza absoluta. En el Caṕıtulo 5 se abordará la determinación experimen-

tal de los parámetros correspondientes a la longitud de bloque con la que se realiza el remuestreo.

Por otro lado, el problema que śı aborda la tesis es habilitar un enfoque multivariado para el

estudio del ensamble de relojes del CENAM. Para ello no sólo se quiere considerar la estructura

de dependencia del proceso Xki(t) asociado a cada diferencia de relojes, se quiere además res-

catar la posible correlación que tengan estas diferencias. Para abordar el problema de manera

paramétrica, se requeriŕıa el estudio de modelos multivariados de series de tiempo, lo que difi-

culta la implementación futura por parte del CENAM de la metodoloǵıa propuesta. Es por ello

que en el siguiente caṕıtulo se le dará relevancia a los métodos basados en bloques. Para la serie

de cada reloj existe una longitud de bloque óptima; lo que se desarrollará en el Caṕıtulo 5 es la

determinación emṕırica de una longitud de bloque común a todas las series Xkr, k = 1, 2, 3 a

través de una medida que será propuesta más adelante.

4.4. Bootstrap para procesos integrados de orden uno

En el análisis exploratorio realizado en el Caṕıtulo 3, se determinó que las series Xkr son

procesos integrados de orden uno, es decir, la primera diferencia de estos procesos es una serie
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débilmente estacionaria. Como se comentó previamente, es erróneo aplicar métodos de remues-

treo de procesos estacionarios a procesos que no lo son, pues no se cumplen las propiedades

que se utilizaron para garantizar la convergencia del estimador tipo bootstrap. No obstante, la

propiedad de la primera diferencia permite que ésta pueda ser remuestreada con cualquiera de

los métodos de la Sección 4.2 (sin especificar de manera expĺıcita distribución finito dimensional

alguna).

Sea Yt la primera diferencia del proceso integrado de orden uno, Xt, lo cual se representa en

la siguiente ecuación:

Yt = Xt+1 −Xt, t = 1, 2, ..., n− 1.

Entonces, se cumple la relación

Xt+1 = Yt +Xt. (4.5)

El siguiente algoritmo contiene los pasos para obtener una réplica del proceso Xt:

1. Obtener M réplicas del proceso {Yt}n−1t=1 utilizando un método de la Sección 4.2.

2. Definir X∗
i,1 = X1, i = 1, 2, ...,M .

3. Utilizar la relación (4.5) para obtener X∗
i,t, t = 2, 3, ..., n a través de la ecuación X∗

i,t =

Y ∗i,t−1 +X∗
i,t−1.

Este método de remuestreo puede ser extendido a procesos integrados de orden d. Los detalles

de la generalización, aśı como pruebas bootstrap no paramétricas para estacionariedad, pueden

encontrarse en [12].

4.5. Intervalos de confianza y pruebas de hipótesis v́ıa

bootstrap

Esta sección servirá para el desarrollo del ejemplo base de la presente tesis, el cual corresponde

a la comparación de dos relojes virtuales. Dado un parámetro θ = t(θ) desconocido, resulta de
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interés no sólo obtener un estimador puntual, como por ejemplo T = t(F ), sino también asignar

un nivel de incertidumbre asociado a esta estimación. Usualmente este nivel se reporta a través

de un intervalo de confianza; sin embargo, existen preguntas que por su naturaleza sugieren el uso

de pruebas de hipótesis. En la comparación de dos relojes virtuales, dado que se requiere tomar

una decisión respecto a qué reloj utilizar, lo apropiado es recurrir a una prueba de hipótesis. No

obstante, debido a la dificultad que se presenta en la resolución de pruebas de hipótesis bajo

ciertas metodoloǵıas, como se verá más adelante, es posible recurrir al teorema de inversión para

responder la pregunta a través del uso de intervalos de confianza.

Teorema 4.5.1 Sea H : θ = θ0 la hipótesis a probar, D la estad́ıstica de prueba y C una región

cŕıtica tal que α = P (D ∈ C|H). Entonces I = {θ0|D /∈ C} es un conjunto de confianza 1 − α

para θ. Asimismo, si I es un conjunto de confianza 1−α para θ, entonces la prueba que rechaza

la hipótesis H : θ = θ0 si y sólo si θ0 /∈ I es una prueba de nivel α.

Para ambos escenarios, intervalos de confianza y pruebas de hipótesis, se suele requerir una

cantidad pivotal o una estad́ıstica de prueba de la que se conozca su distribución, incluso si

sólo es un resultado asintótico. Por ejemplo, para obtener un intervalo de confianza para el

parámetro μ, en presencia de condiciones de regularidad, se utiliza la distribución asintótica del

pivote (X̄ − μ)/σ, la cual se justifica por medio del teorema central del ĺımite. Sin embargo,

existen funcionales más complicados para los que se desconoce un resultado expĺıcito, como es

el caso de la varianza absoluta. Por esta razón, se han desarrollado métodos bootstrap para

abordar tales problemáticas. A continuación se presenta un resumen sobre las ideas detrás de

estos métodos.

4.5.1. Intervalos de confianza

Sea G = G(Xt;F ) un estimador para el parámetro desconocido θ, tal que se desconoce su

distribución muestral. La manera intuitiva de obtener un intervalo de confianza 1 − α para θ

utilizando el método bootstrap, es a través de los cuantiles emṕıricos de G. Para estimar los

cuantiles de G en el caso de variables aleatorias i.i.d. se prosigue según los pasos planteados en
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la Sección 4.1 definiendo T = 1/M
∑M

i=1 I(G
∗
i ≤ x); como T se aproxima a FG(x), se espera que

los cuantiles obtenidos de T se aproximen también a los cuantiles de G. Si (G− LS, G− LI) es

un intervalo de confianza 1− α para θ, entonces se cumple que

P (LI ≤ G− θ ≤ LS) = 1− α.

La estimación de LI y LS se puede abordar por medio del principio bootstrap aplicado para la

distribución, o bien, los cuantiles, de G− θ. Notar que G es una aproximación a θ, por lo que la

distribución de G−θ es aproximada a través de G∗M −G. Se puede demostrar que los percentiles

α/2% de G∗M −G son iguales a T ∗(α/2M)−G, donde T ∗(α/2M) denota los cuantiles obtenidos de T ,

previamente definido. Por lo tanto, LI = T ∗(α/2M)−G y LS = T ∗((1−α/2)M)−G, y la aproximación

del intervalo de confianza 1− α para θ es

(
2G− T ∗((1−α/2)M), 2G− T ∗(α/2M)

)
.

Este intervalo se conoce como el intervalo bootstrap básico. La aproximación de los cuantiles

depende de qué tan cerca está G− θ de ser una cantidad pivotal. En ocasiones G− θ no es una

cantidad pivotal, pero (G− θ)/
√
ν śı lo es para algún valor ν, como por ejemplo la varianza, por

lo que los cuantiles de interés son los correspondientes a esta cantidad. El intervalo a determinar

tendrá la estructura (
G−√νLS, G−

√
νLI

)
.

Este tipo de intervalo se conoce como intervalo bootstrap estudentizado. Para el remuestreo

de este cociente no es suficiente tomar la aproximación G∗M −G ya que para cada valor G∗M se

requiere un valor de ν∗. Este valor puede ser obtenido mediante la implementación de bootstraps

anidados, lo cual resulta computacionalmente ineficiente. Una manera alternativa consiste en

estimar Var(G|Fn) y requiere la noción de la curva de influencia emṕırica. Los detalles teóricos

no serán cubiertos en el presente trabajo, pero pueden ser consultados en [2]. De manera más

general, si P es una cantidad (aproximadamente) pivotal, el objetivo es aproximar su distribución

para a su vez aproximar los cuantiles requeridos en el intervalo resultante.
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4.5.2. Pruebas de hipótesis

Para la realización de pruebas de hipótesis existen metodoloǵıas paramétricas y no paramétri-

cas. Por razones discutidas en el caṕıtulo siguiente, se hará énfasis en los métodos no paramétri-

cos; sin embargo, el lector interesado en estudiar los métodos paramétricos puede referirse a [2].

Sea H la hipótesis tal que, dadas k distribuciones, impone una restricción del tipo H :

t(F1, F2, ..., Fk) = 0, como por ejemplo σ1 = σ2. El objetivo es encontrar la distribución conocida

F̂i que sea el máximo verośımil de F sujeto a H; sin la restricción H, el máximo verośımil de

F es la f.d.e. El problema se convierte entonces en minimizar la distancia entre la función Fi

y la función F̂i, la cual tiene como soporte las observaciones de la muestra, xi,1, xi,2, ..., xi,ni
,

i = 1, 2, ..., k, y p̂i = (pi,1, pi,2, ..., pi,ni
) como vector de probabilidades asociado. Es importante

también establecer la medida de discrepancia que se utilizará; una propuesta es la divergencia

Kullback-Leibler, dada por

d(Fi, F̂i) =

ni∑
j=1

pi,j log

(
pi,j
p̂ij

)
. (4.6)

Sujeto a H, se necesita minimizar

k∑
i=

d(Fi, F̂i)− λt(p1,p2, ...,pk)−
k∑
i=

αi

(
n1∑
j=1

pi,j − 1

)
.

Una vez determinados los valores de p̂i, i = 1, 2, ..., k, éstos se utilizan para obtener las

réplicas X∗
i,l, i = 1, 2, ..., k, l = 1, 2, ...,M , de los cuales se calculan las M estad́ısticas de prueba

D∗
1, D

∗
2, ..., D

∗
M . El p-valor obtenido con este método está dado por

p =
#(D∗ > D) + 1

M + 1

donde D es la estad́ıstica de prueba calculada con la muestra original. Este p-valor no cumple

necesariamente la propiedad de distribución uniforme que se espera de un p-valor; por ello sur-

ge una manera de ajustar éste valor para que se aproxime más a la distribución uniforme. La

idea reside nuevamente en bootstraps anidados, lo cual es computacionalmente poco eficiente.

El p-valor resultante de este ajuste se conoce como p-valor ajustado. Los detalles teóricos y
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algoŕıtmicos pueden ser consultados en [2].

Con acuerdo en lo comentado sobre intervalos de confianza y pruebas de hipótesis, se presenta

una dificultad en las pruebas de hipótesis, ya que la varianza absoluta es resultado de un proceso

computacional que complica la minimización de la ecuación (4.6). Además la función Fi corres-

pondeŕıa ahora a la de un proceso estacionario y no a un conjunto de variables independientes

e idénticamente distribuidas. Por lo tanto, establecer intervalos de confianza es un enfoque más

directo de abordar y, aunque se cuenta con el teorema de inversión, éste no permite determinar

el p-valor asociado a la prueba, lo cual sugiere que un problema abierto será desarrollar la forma

de aprovechar el bootstrap para calcular esta cantidad en primera instancia.



Caṕıtulo 5

Bootstrap no paramétrico para

ensambles

En el caṕıtulo anterior se expusieron diferentes métodos para el remuestreo de procesos es-

tacionarios débilmente dependientes, todos ellos con la finalidad de propiciar la implementación

del principio bootstrap para este tipo de procesos. Tras haber establecido lo anterior, el objetivo

de este caṕıtulo es adaptar este método para realizar inferencia estad́ıstica sobre parámetros del

ensamble de relojes del CENAM.

Para cuantificar el desempeño del bootstrap propuesto, se necesita convenir en una manera

de evaluar la fidelidad del remuestreo con relación a los datos originales del ensamble. El con-

cepto adoptado para tal fin en esta tesis es la varianza de Allan correspondiente al error en el

tiempo de cada reloj del ensamble respecto al reloj de referencia. La justificación para asumir

este instrumento como referencia radica en su relación directa con la varianza absoluta, utiliza-

da en la comparación de dos relojes virtuales, aśı como la interpretabilidad bien conocida que

tiene en metroloǵıa. Una vez establecido que la estad́ıstica de interés es la varianza de Allan, un

instrumento natural para comparar el desempeño del método bootstrap es la gráfica log-log (ver

Sección 2.1.4), ya que es de fácil interpretación para el CENAM y permite estudiar los efectos

de modificar la ventana de observación, τ , en la varianza de Allan. Es decir, permite analizar la

69
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estabilidad de los relojes tanto en el corto como en el largo plazo.

Recordando lo expuesto en el Caṕıtulo 4, una de las principales desventajas de un enfo-

que paramétrico recae en la posibilidad de identificar incorrectamente el modelo que describe

apropiadamente a los datos. De la misma manera, los métodos basados en bloques tampoco

están exentos de defectos, presentando una desventaja al tener que especificar los parámetros

que establecen la longitud de bloque, sea ésta fija o aleatoria. Existen pruebas para establecer

qué conjunto de modelos, o modelo, proporcionan un mejor ajuste para un conjunto de datos, por

lo que un enfoque que se podŕıa abordar en la presente tesis, es la determinación de un modelo

adecuado para el ensamble. Sin embargo, debido a que una de las finalidades de este trabajo es

promover una solución general al problema planteado por el CENAM, es pertinente considerar

las limitaciones que puedan surgir en caso de realizar un cambio en el ensamble, como la incorpo-

ración de un reloj o el reemplazo de otro por uno nuevo. Por ello, aunque en primera instancia, la

identificación de un proceso débilmente estacionario y débilmente dependiente — o bien, de un

proceso integrado — es necesaria e inevitable, es preferible proponer un método que sea flexible

en sus supuestos y permita su fácil implementación con conocimiento estad́ıstico básico. Como

se mencionó en el caṕıtulo previo, el enfoque paramétrico es capaz en general de proporcionar

mejores resultados, a cambio de suposiciones más restringidas y mayor trabajo en los temas

de identificación de modelos y estimación de parámetros. Los métodos basados en bloques no

precisan de tales suposiciones y por ende son de aplicabilidad más general. Por esta razón se

decidió enfocar la metodoloǵıa en los métodos no paramétricos para este problema en particular.

Previamente se han expuesto diversos métodos basados en la noción de bloques, pero de-

bido a la gran cantidad de datos con los que se trabaja y el tiempo de cómputo que requiere

remuestrearlos, no se implementarán exhaustivamente todos ellos en este proyecto. Esta tesis

se concentrará sólo en dos de los métodos con más viabilidad de éxito a la luz del contexto y

los resultados del análisis exporatorio de datos. Incluirá la implementación de un método con

longitud de bloque fijo, y el Stationary Bootstrap, SB. De entre los métodos de longitud de
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bloque fija, se ha seleccionado el método Circular Moving Block Bootstrap, CMBB, debido a que

proporciona el mayor número de bloques y todas las observaciones son parte del mismo número

de bloques. Sin embargo, un detalle será la determinación de los parámetros que influyen en la

longitud de bloque, los cuales son � y b. Debido a las complicaciones que conlleva la deducción

de una expresión anaĺıtica para la determinación de estos parámetros, se opta por un enfoque

experimental. Se pretende estudiar los efectos de variar � y b, sobre la gráfica log-log, que como

se ha explicado, será la manera de juzgar la precisión del remuestreo. Visualmente puede resultar

dif́ıcil apreciar qué longitud de bloque reproduce mejor el comportamiento de esta gráfica, por

lo que más adelante se introducirá una medida de discrepancia entre las réplicas bootstrap y

la gráfica log-log observada de los datos originales, ello con el fin de determinar qué parámetro

es óptimo para replicar el comportamiento de la varianza de Allan observada. Es pertinente

comentar que este estudio a realizar a través de programación computacional, no involucrará el

cálculo de la varianza absoluta, sino que será simplificado al estudio de la varianza de Allan, es

decir, un paso previo a la varianza absoluta.

5.1. Caso de estudio: Gráfica log-log

La primera parte de esta sección pretende mostrar cómo la gráfica log-log es sensible, aún

visualmente, a un modelo mal especificado, como parte de las consecuencias de realizar un re-

muestreo incorrectamente. La segunda parte ejemplificará el esquema de remuestreo del ensamble

para los dos métodos propuestos, experimentando con diferentes valores de los parámetros � y

p.

5.1.1. Remuestreo utilizando un modelo erróneo.

Supóngase que el modelo propuesto para la diferencia entre los errores en el tiempo entre los

relojes es

Xt = β0 + β1t+ εt,
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donde εt son variables aleatorias independientes. Este modelo de regresión es el mismo de la

ecuación (3.1), por lo que de la Figura 3.6 se aprecia que los residuos no son independientes y el

modelo especificado es incorrecto, no obstante da lugar a un esquema semiparamétrico sencillo

y conocido. Ahora se procede a realizar el remuestreo de la serie Xt, la cual por simplicidad

será la serie CsK(t)−CsL(t), de la siguiente manera:

1. Ajustar por mı́nimos cuadrados ordinarios el modelo (3.1) para obtener estimadores de los

parámetros β0 y β1.

2. Remuestrear los residuos centrados êt − ¯̂et como se especificó en la Sección 4.1, donde

et = Xt − X̂t.

3. Obtener las réplicas mediante X∗
t = β̂0 + β̂1t+ e∗t .

Una vez obtenidas las M réplicas X∗
t , en este caso 1000, se procedió a calcular la varianza de

Allan para τ ∈ {10, 600, 3600, 223 870, 400 000, 630 950, 691 010, 765 010, 837 220}, por lo que se

obtuvo un vector de dimensión 9× 1 de varianzas estimadas σ̂∗(τ) para diferentes valores de τ .

Con estos valores es posible realizar la gráfica log-log para las réplicas y compararla con la gráfica

log-log observada, tal como se muestra en la Figura 5.1. Cabe mencionar que conceptualmente,

el valor de τ realmente ocurre sobre un continuo de valores; el hecho de que se haya limitado

sólo a nueve valores obedece simplemente a un asunto de factibilidad computacional, en virtud

de que el objetivo es examinar la tendencia como función de τ .

En esta figura, la ĺınea roja muestra las varianzas de Allan calculadas de la serie original,

mientras que las ĺıneas turquesas representan las varianzas de Allan obtenidas para cada una

de las 1000 réplicas realizadas. Se aprecia que la nube de ĺıneas turquesa no tiene la misma

pendiente que la ĺınea roja, y en particular para valores de τ menores a 223 870, los valores

replicados no se acercan a los valores observados. Notar que, aunque para los demás valores de

τ , los valores entre réplicas y observaciones son cercanos, la nube turquesa no cubre la ĺınea
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Figura 5.1: Gráfica log-log obtenida mediante remuestreo i.i.d.

roja, por lo que en promedio, las réplicas no reproducen la ĺınea observada. Esto ejemplifica que

ante un modelo totalmente errado, la gráfica log-log no es correctamente reproducida, lo cual es

visualmente apreciable.

5.1.2. Remuestreo del ensamble mediante CMBB

Como se estableció previamente, uno de los objetivos de esta sección es implementar el

método CMBB con una longitud de bloque � utilizando los datos del ensamble, a través de

un enfoque multivariado de fácil aplicación. Sea Xri
t ≡ hr(t) − hi(t), donde r es el reloj CsK

e i = 1, 2, 3 representan a los relojes a CsL, Maser y CsM, respectivamente; sea � un valor

establecido. Notando que para la base de datos proporcionada, n = 167 446, el esquema a seguir

para obtener una réplica del ensamble, se describe a continuación:

1. Obtener la primera diferencia de Zri
t ≡ Xri

t+1 −Xri
t , i = 1, 2, 3, t = 1, 2, ..., n− 1.
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2. Construir las series Z
′ir
n+�−1, i = 1, 2, 3, en las cuales

Z
′ri
t =

⎧⎨⎩ Zri
t , si t ≤ n;

Zri
t−n, si t > n.

3. Generar k = �n/�� variables I1, I2, ..., Ik ∼ U{1, 2, ..., n} para construir los bloques Y ri
j ≡

{Z ′ri
Ij
, Z

′ri
Ij+1, ..., Z

′ri
Ij+�}, j = 1, 2, ..., k, i = 1, 2, 3.

4. Construir las series Z∗rin−1 ≡ {Y ri
1 , Y ri

2 , ..., Y ri
k }, utilizando únicamente las observaciones

necesarias de Y ri
k para que la serie Z∗rin−1 esté conformada exactamente por n− 1 réplicas.

5. Definir X∗ri
1 = X1 y X∗ri

t = X∗ri
t−1 + Z∗rit−1, t = 2, 3, ..., n, i = 1, 2, 3.

Para cada réplica X∗ri
n obtenida se calcula la correspondiente varianza de Allan σ̂∗ri(τ), con-

siderando τ = 10, 600, 3600, 223 870, 400 000, 630 950, 691 010, 765 010, 837 220, y se presenta la

gráfica log-log. En esta ejemplificación se escogió M = 1000. Asimismo, para estudiar los efectos

del valor de � tanto en la varianza de Allan como en la gráfica log-log, se implementó el algoritmo

anterior para diferentes valores de �, dados por 5, 10, 100, 500, 1000, 2500, 10 000, 100 000.

En las Figuras 5.2, 5.3 y 5.4 se muestran las réplicas log-log para � = 5 y � = 100 000,

correspondientes a cada diferencia de hora entre relojes. Las gráficas para los demás valores de �

han sido omitidas en esta sección debido a que el comportamiento observado en ellas puede ser

descrito en general de la siguiente manera: Cuando � es un valor pequeño, las réplicas tienden

a ser mayores a la observada cuando el valor de τ es pequeño, mientras que valores de modera-

dos a grandes de � proporcionan réplicas muy cercanas a la observada, con poca variación. Sin

embargo, para valores grandes de τ la variación en las réplicas aumenta sin importar �, aunque

si � es grande ésta es menor. Se aprecia entonces, que la varianza de la estad́ıstica varianza de

Allan se incrementa conforme aumenta la ventana de observación τ , lo cual es congruente dado

que el número de observaciones involucradas en su cálculo disminuye, de manera tal que para

τ = n/2− 1 sólo se utilizan dos observaciones.
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Figura 5.2: Gráfica log-log de las réplicas CMBB de la diferencia CsK–CsL utilizando � = 5 y

� = 100 000.
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Figura 5.3: Gráfica log-log de las réplicas CMBB de la diferencia CsK–Maser utilizando � = 5 y

� = 100 000.
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Figura 5.4: Gráfica log-log de las réplicas CMBB de la diferencia CsK–CsM utilizando � = 5 y

� = 100 000.

En el Caṕıtulo 2 se comentaron algunos detalles de la varianza de Allan, la cual suele conce-

birse como una estad́ıstica; no obstante, ésta es un estimador de su valor esperado, el cual a su

vez se reporta en algunas referencias como la varianza de Allan. Esto constituye un problema

notacional y conceptual, ya que por un lado la varianza de Allan es un estimador, y por otro

es un parámetro poblacional. La convención que se adoptó en esta tesis, es denominar al esti-

mador muestral como la varianza de Allan, pero representándola como σ̂2(τ) para denotar su

naturaleza muestral. Entonces, la media muestral de las réplicas debe aproximarse a la varianza

de Allan observada, la cual a su vez debe aproximarse a su valor esperado. Por lo tanto, resulta

más interesante comparar la gráfica log-log de la media muestral de las réplicas con la observa-

da. Esta comparación gráfica se representa en las Figuras 5.5, 5.6 y 5.7, en donde la recta roja

es la gráfica log-log obtenida de la serie original y las rectas de diferente color representan el

logaritmo base 10 de la media muestral de las réplicas generadas con una longitud de bloque

diferente. Para ventanas de observación τ correspondientes a 10 segundos, 10 minutos y 1 hora,

cualquier valor de longitud � produce un valor cercano al observado, por lo que la pendiente
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de la gráfica se preserva; mientras que para ventanas de observación de más de 62 horas, los

valores promedio de las réplicas difieren más para longitudes de bloque distintas, lo que produce

cambios considerables en las pendientes de esa sección de la gráfica. En el caso de la diferencia

CsK–CsL, los cambios en la pendiente que se aprecia en la gráfica, observados en los puntos

τ = 400 000, 630 950, 691 010, 765 010, no son reproducidos por ninguna de las réplicas. Lo

mismo sucede en dicho intervalo en el caso de la diferencia CsK–Maser, en donde los valores de

las réplicas están siempre por debajo de los observados, y en el caso de la diferencia CsK–CsM.

Notar que en la Figura 5.1, correspondiente al remuestreo erróneo, las réplicas calculadas para

valores grandes de τ no aumentan en varianza y son similares en magnitud a las réplicas obte-

nidas con el CMBB. Se plantea entonces la interrogante natural: ¿Cómo decidir qué longitud

de bloque produce una media muestral mejor? Esta pregunta será respondida en la Sección 5.1.4.

Debido a que la convergencia de la varianza de Allan a su valor esperado requiere de una

gran cantidad de elementos promediados, lo que no sucede cuando τ aumenta, esta parte de la

gráfica debe ser tomada con precaución y no debe ser interpretada de manera literal, pues la

aproximación del método bootstrap no es confiable.

5.1.3. Remuestreo del ensamble mediante SB

El segundo método de remuestreo a implementar es el Stationary Bootstrap. Empleando la

misma notación que en la sección anterior, el esquema de remuestreo puede ser resumido de la

siguiente manera:

1. Obtener la primera diferencia de Zri
t ≡ Xri

t+1 −Xri
t , i = 1, 2, 3, t = 1, 2, ..., n− 1.

2. Construir las series Z
′ir
n+�+1, i = 1, 2, 3, en las cuales

Z
′ri
t =

⎧⎨⎩ Zri
t , si t ≤ n;

Zri
t−n, si t > n.
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Figura 5.5: Gráfica log-log para la media de las réplicas de la diferencia CsK–CsL.
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Figura 5.6: Gráfica log-log para la media de las réplicas de la diferencia CsK–Maser.
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3. Generar una variable I1 ∼ U{1, 2, ..., n}, la cual indica el punto de inicio del primer bloque

de las tres series consideradas, es decir, Z∗ri1 = Zri
I1
, i = 1, 2, 3.

4. Generar una variable aleatoria B1 ∼ Ber(p), independiente de I1. Si B1 = 0, entonces

Z∗ri2 = Zri
I1+1; en caso contrario se genera una variable I2 ∼ U{1, 2, ..., n} y Z∗ri2 = Zri

I2
.

Este procedimiento continua hasta obtenerse Z∗rin−1.

5. Construir las series X∗ri
n , definiendo X∗ri

1 = Xri
1 y X∗ri

t = X∗ri
t−1 + Z∗rit−1, t = 2, 3, ..., n,

i = 1, 2, 3.

Siguiendo este procedimiento, se generaron 1000 réplicas bootstrap para distintos valores de

p, con el fin de analizar los efectos de este parámetro en la gráfica log-log. Los valores considera-

dos fueron p = 1/5, 1/10, 1/100, 1/500, 1/1000, 1/1500, 1/10 000, 1/100 000. De manera análoga

al caso CMBB, para cada p se obtiene la nube de las 1000 réplicas σ̂∗(τ) calculadas para los mis-

mos valores de la sección anterior para τ . Las gráficas obtenidas utilizando parámetros p = 1/5

y p = 1/100 000, para cada serie, se encuentran representadas en las Figuras 5.8, 5.9 y 5.10.

Los efectos visualmente apreciables son los mismos que en el caso anterior: Para ventanas τ

pequeñas la varianza apreciada es menor a la observada en ventanas τ grandes, para todos los

valores de p propuestos; asimismo, la varianza en los intervalos en los que τ es grande, es menor

cuando el parámetro p es más pequeño. Resulta pertinente resaltar que valores pequeños de p

representan una longitud promedio de bloque grande.

Se procede a analizar ahora las Figuras 5.11, 5.12 y 5.13, las cuales representan la apro-

ximación bootstrap de la gráfica log-log, dada por log10 σ̂
∗(τi), para cada diferencia de relojes

considerada. Al igual que en las gráficas anteriores y en el esquema de remuestreo CMBB, se

observa que en general, las aproximaciones en ventanas τ menores a una hora son muy cercanas

al valor observado para todo valor de p, mientras que para valores mayores se hace evidente

la discrepancia tanto entre valores de p como entre las réplicas y lo observado. En la 5.11 se

puede notar que ningún valor de p logra reproducir la naturaleza de la gráfica observada para

τ ∈ (223 870, 400 000) y, aunque la réplica correspondiente a p = 1/100 000 se aproxima mucho
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Figura 5.8: Gráfica log-log de las réplicas BS de la diferencia CsK–CsL utilizando p = 1/5 y

p = 1/100 000.

●

●

●

●
●

●●●

●

1 2 3 4 5 6

−1
8

−1
6

−1
4

−1
2

CsK − Maser , p= 1/ 5

log10(τ)

lo
g 1

0(σ̂
τ)

●

●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

●
●

●●●

●

1 2 3 4 5 6

−2
0

−1
8

−1
6

−1
4

−1
2

CsK − Maser , p= 1/ 1e+05

log10(τ)

lo
g 1

0(σ̂
τ)

●

●

●

●
●

●●●

●

Figura 5.9: Gráfica log-log de las réplicas SB de la diferencia CsK–Maser utilizando p = 1/5 y

p = 1/100 000.
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Figura 5.10: Gráfica log-log de las réplicas SB de la diferencia CsK–CsM utilizando p = 1/5 y

p = 1/100 000.

cuando τ = 223 870, para valores mayores es la réplica que más se aleja de los valores observados.

Asimismo, en la Figura 5.12 se aprecia que si τ es mayor a una hora, aunque los valores obtenidos

mediante las réplicas no discrepan mucho entre śı, fallan en aproximarse al valor observado. Por

último, en la Figura 5.13 se muestra que la réplica obtenida con un parámetro p = 1/100 000

es la que más se aleja conforme τ aumenta, y aunque las demás réplicas se aproximan menos a

los valores observados cuando τ es más grande, éstas no se alejan tanto como en el caso de la

Figura 5.12. Por lo tanto, al igual que en el caso del remuestreo CMBB, de manera individual,

ninguna réplica reproduce las mismas pendientes que la gráfica original al considerar ventanas

τ grandes. No obstante, la justificación de este comportamiento es la misma previamente expli-

cada, es decir, que la aproximación correcta de las réplicas en estos valores de τ no es segura.

La incógnita correspondiente a qué parámetro p seleccionar permanece vigente; una propuesta

a considerar para contestarla se desarrolla en la siguiente sección.



84 Caṕıtulo 5. Bootstrap no paramétrico para ensambles

●

●

●

●

●
●●●

●

0 1 2 3 4 5

−1
6

−1
5

−1
4

−1
3

−1
2

log10(τ)

lo
g 1

0(σ̂
τ)

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

1/p = 5
1/p = 10
1/p = 100
1/p = 500
1/p = 1000
1/p = 1500
1/p = 10000
1/p = 1e+05

Figura 5.11: Gráfica log-log para la media de las réplicas de la diferencia CsK–CsL.
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Figura 5.12: Gráfica log-log para la media de las réplicas de la diferencia CsK–Maser.
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5.1.4. Métrica para la gráfica log-log

Las gráficas observadas previamente muestran que la media muestral de las réplicas son más

cercanas a la observada en ciertos valores de τ , y más lejanas en otros, para cualquier longi-

tud de bloque propuesta. Sin embargo aún no se ha mencionado un criterio para determinar

qué longitud de bloque es mejor que las demás. Este criterio debe ser global (para toda τ)

y debe medir la magnitud del error entre la varianza de Allan y el promedio de las réplicas,

considerando que un error grande para ventanas de observación pequeñas debe ser más pena-

lizado que un error grande cuando la ventana de observación es grande, ya que la varianza de

Allan (observada) presenta mayor variación conforme la ventana de observación τ aumenta. Sean

σ∗1(τ), σ
∗
2(τ), σ

∗
3(τ), ..., σ

∗
M(τ) réplicas bootstrap de σ̂(τ), observada en τ1, τ2, ..., τk. Una medida

natural a considerar es:

D =
1

k

k∑
i=1

wi

(
log10 σ̂

∗(τi)− log10 σ̂(τi)
)2

,

donde

σ̂∗(τi) =
1

M

M∑
j=1

σ̂∗j (τi),

wi =
1/S2

τi∑k
i=1 1/S

2
τi

, y

S2
τi
=

1

M − 1

M∑
j=1

(
σ̂∗j (τi)− σ̂∗(τi)

)2

.

La razón para utilizar log10 σ̂
∗(τi) en vez de log10 σ̂

∗(τi), está motivada por el siguiente razona-

miento: Supóngase que σ̂(τ)
p→ σ(τ), donde σ(τ) = E[σ̂(τ)]. Entonces, log10 σ̂(τ)

p→ log10 σ(τ),

por continuidad de la función log10. De esta manera, el interés recae en estimar log10 E[σ̂(τ)],

no E[log10 σ̂(τ)].
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Figura 5.13: Gráfica log-log para la media de las réplicas de la diferencia CsK–CsM.
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En la Figura 5.1, a pesar de que la varianza de las réplicas no aumenta considerablemente

conforme aumenta el valor de τ , la media muestral de la nube azul es visiblemente mayor a la

varianza de Allan observada, por lo que implementando esta métrica, el valor D correspondiente

a este tipo de remuestreo será mayor a cualquiera de aquellas basadas en bloques. Asimismo,

debido a que la variación en ventanas de observación de hasta una hora es pequeña, la dis-

tancia D servirá para discernir qué longitud de bloque fue la más acertada en ese rango de τ .

Lo anterior es relevante debido a que en el CENAM el algoritmo implementado se recalibra ca-

da hora, por lo que la varianza de Allan utilizada es calculada con la ventana τ = 3600 segundos.

La Figura 5.14 muestra las distancias calculadas para cada valor de � y p, para cada par de

relojes, en donde las réplicas fueron generadas con los esquemas CMBB y SB, respectivamente.

El punto rojo señala la distancia mı́nima entre las obtenidas, para cada diferencia Xri
t . En la

primera gráfica, se observa que para las diferencias CsK–CsL y CsK–Maser, el valor de � entre

los propuestos, que minimiza la distancia, es � = 10 000, mientras que para la diferencia CsK–

CsM, la distancia mı́nima se obtuvo cuando � = 5. Se esperaŕıa que las distancias disminuyesen

conforme � aumente, hasta alcanzar un mı́nimo en cierto valor de �, y aumentar nuevamente

después de dicho valor; es decir, que la gráfica fuera cóncava, en forma de U, aunque no ne-

cesariamente simétrica. Sin embargo, lo observado no corresponderá de manera literal con este

comportamiento, debido a que se ilustra sólo una instancia aleatoria de una función. Ésta debe

ser interpretada como una versión ruidosa de la función en forma de U. Por ejemplo, algunos

valores de � producen resultados más deficientes que los obtenidos con valores menores de �. En

particular, resalta el hecho de que la longitud de bloque óptima entre las consideradas en el caso

CsK–CsM, sea � = 5, siendo que ésta es una longitud de bloque pequeña y la teoŕıa dicta que se

requiere una longitud de bloque considerablemente grande para garantizar la convergencia. En

la segunda gráfica, que corresponde al esquema SB, la distancia mı́nima de las diferencias CsK–

CsL y CsK–Maser se obtuvo cuando p = 1/10 000, mientras que para la diferencia CsK–CsM,

se obtiene cuando p = 1/100. A diferencia de lo reportado bajo el esquema CMBB, la gráfica de

las distancias no tiene como punto mı́nimo el correspondiente a la media de longitud de bloque
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más pequeña, 1/p = 5, por lo que el comportamiento de la gráfica se aleja menos del compor-

tamiento esperado. Por lo tanto, estas gráficas se interpretan en la medida que nos indican un

comportamiento genérico en forma de U, en lugar de un comportamiento literal. Para obtener

mejores aproximaciones de esta función, no fueron implementados en esta tesis métodos más

demandantes computacionalmente. El objetivo fue realizar una exploración inicial o tentativa, y

en este sentido śı se reproduce la forma genérica esperada, esperando con ello poder identificar

el orden de magnitud que deben poseer � y p para ser óptimos.

En cualquiera de los dos casos, es necesario encontrar un valor del parámetro común para

el remuestreo de las tres series, por lo que se debe seleccionar un punto intermedio entre los

óptimos. Por ejemplo, en el caso del esquema CMBB, debido a que el valor de � que proporciona

la cuarta distancia más pequeña es � = 1/10 000, la cual es la óptima de entre las propuestas

para las demás diferencias, podŕıa proponerse ésta como la común. En el caso del SB, la segunda

distancia más pequeña de las diferencias CsK–CsL y CsK–Maser, se obtiene en el mismo valor

de p en el que se minimiza la distancia correspondiente a la serie CsK–CsM, por lo que éste valor

podŕıa adoptarse como el común. Otro criterio podŕıa involucrar el hecho de que las distancias

de las diferencias CsK–Máser son siempre mayores que las distancias de las demás diferencias

consideradas; dado que p = 1/10 000 minimiza las primeras, éste valor seŕıa adoptado como

el parámetro común. Por otro lado, realizar una comparación entre los métodos de remuestreo

CMBB y SB a través de la distancia propuesta, no es inmediata, ya que las distancias de un

método no son uniformemente mayores; sin embargo, la distancia mı́nima generada con el método

CMBB es menor a la mı́nima generada mediante el SB, para todas las diferencias presentadas

en el análisis.

5.2. Comentarios y consideraciones

Este caṕıtulo realizó la implementación de los métodos Circular Moving Block Bootstrap y

Stationary bootstrap al ensamble de relojes, teniendo como interés adicional observar la correcta
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Figura 5.14: Gráfica de las distancias calculadas para cada diferencia de tiempo, con el método

CMBB y SB, considerando los diferentes valores de los parámetros � y p.
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aproximación del método, aśı como la determinación de los parámetros a utilizar en el remues-

treo. Para establecer qué parámetro es el óptimo se recurrió a una métrica propuesta, basada

en la gráfica log-log. Esta métrica prueba ser emṕıricamente sensata pues en primera instancia

discrimina apropiadamente cuando una pseudo-muestra bootstrap es totalmente errónea.

Los resultados y comentarios hechos a lo largo de esta sección, se resumen a continuación:

Debido a que el valor de la varianza de Allan cuando τ es grande implica que el número de

diferencias frecuencias fraccionarias promedio promediadas en el cálculo de esta estad́ıstica

es pequeño, es poco factible que se obtenga la convergencia a su valor esperado. Por esta

razón, la convergencia apropiada del método bootstrap en tales valores de τ no está ga-

rantizada, lo que implica que las varianzas de Allan replicadas deben ser consideradas con

precaución y con menor importancia en zonas donde τ es grande. Esta precaución se ve

reflejada en la ponderación involucrada en la métrica implementada, ya que el área con

mayor variación es precisamente la correspondiente a valores grandes de τ .

Respecto a los valores pequeños de τ , en los que la convergencia del estimador a su valor

esperado es más segura, se aprecia gráficamente que las réplicas bootstrap son una buena

aproximación a los valores observados, preservando en general la pendiente que se observó.

Esta caracteŕıstica se presenta en general sin importar el valor de �, aunque existen dife-

rencias numéricas entre los valores obtenidos para cada longitud de bloque experimentada;

estas diferencias son rescatadas en la métrica.

Cabe aclarar que las gráficas mostradas en la Figura 5.14 sólo representan una realización

posible del comportamiento de la métrica. Es decir, cada punto de las curvas está dotada de

una varianza (no cuantificada en este proyecto), por lo que de contarse con otro grupo deM

réplicas bootstrap de gráficas log-log obtenidas con una longitud de bloque determinada,

la distancia calculada variará en un rango aún no determinado. Esto implica que, si bien

la curva obtenida no es totalmente cóncava, aún no se puede deducir que esto sólo se

deba a la variación asociada a cada punto, siendo que en promedio la curva si es cóncava.
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Para corroborar lo anterior es necesario realizar bootstrap de manera anidada, pues para

cada réplica de las M es necesario obtener R muestras generadas a partir de ella, lo cual

constituiŕıa un estudio adicional que requiere de un gran trabajo computacional.

En esta etapa del proyecto, en el que la variabilidad de cada distancia calculada para

cada diferencia de tiempo de los relojes del ensamble no se encuentra cuantificada, de ser

necesaria una longitud de bloque � se propondŕıa � = 10 000, por ser la que minimiza dos de

las tres diferencias, y ser una distancia sensata para la diferencia CsK−CsM. Similarmente,

para el esquema SB se seleccionaŕıa p = 100 por ser un punto razonable para las tres

diferencias presentadas. En este caso se cuenta con flexibilidad, al parecer la gráfica log-log

robusta a cambios en los parámetros � y p, por lo que las propuestas previas no conllevan

a consecuencias graves en la aproximación al logaritmo base 10 de la varianza de Allan,

en los valores pequeños de τ . Adicionalmente, estos valores podŕıan ser utilizados como

valores iniciales de otros métodos emṕıricos que optimizan la longitud de bloque a elegir.

Es factible que incluso después de cuantificar la varianza asociada a cada distancia, el valor

que minimiza la distancia para un par de relojes, no sea el mismo que el que minimice otro

par, es decir, no se garantiza la uniformidad del valor en el que el mı́nimo es alcanzado.

Esto conlleva a la necesidad de establecer un criterio formal para seleccionar el parámetro

común a utilizar en el método de réplica.

La comparación entre los dos métodos implementados no da lugar a un claro ganador, pero

debido a que el SB garantiza la estacionariedad de la réplica proveniente de un proceso

estacionario, se opta por éste en el caso en que se requiera tomar una decisión sobre

qué método implementar en el CENAM.

Algunos métodos descritos en el caṕıtulo anterior, no fueron implementados. Es probable

que los esquemas Non-Overlapping Block Bootstrap y Moving Block Bootstrap produzcan

resultados similares a los reportados por el CMBB; sin embargo, el esquema Blocks of

Blocks ciertamente podŕıa rescatar de manera más apropiada la estructura necesaria en
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las diferencias de frecuencias fraccionarias promedio. Por lo tanto, una adaptación de este

esquema a un proceso integrado de primer orden es un tema futuro que resulta de interés.

Actualmente, la recalibración del reloj virtual del CENAM se realiza cada hora, periodo

en el cual las varianzas de Allan replicadas son una buena aproximación a las teóricas.

Esto implica que para efectos de la recalibración del reloj virtual, aśı como la comparación

de los relojes virtuales que utilizan pesos asociados a 1/σ̂(τ) y 1/σ̂2(τ), la metodoloǵıa

propuesta e implementada en esta tesis es una herramienta útil y capaz de reproducir los

resultados esperados.

5.3. Ejemplo base: Comparación de dos relojes virtuales

Esta sección describe el algoritmo a implementar para realizar la comparación de dos relojes

virtuales. Supóngase que se cuenta con un juego de datos proveniente de un ensamble de relojes,

en los que cada reloj es un proceso integrado de orden uno, y que se ha determinado un método

de remuestreo apropiado. El procedimiento general a seguir es:

1. Obtener M réplicas del ensamble de la manera especificada en la sección anterior.

2. Para cada réplica del ensamble, obtener las diferencias del reloj de referencia con los

relojes virtuales de interés, mediante los algoritmos correspondientes. De esta manera se

generaránX∗rv1
i,n yX∗rv2

i,n , i = 1, 2, ...,M , donde v1 y v2 hacen referencia a los relojes virtuales

a implementar.

3. Calcular las varianzas de Allan σ̂2∗
i,rv1

(τ), σ̂2∗
i,rv2

(τ) y σ̂2∗
i,rj(τ), i = 1, 2, ...,M , donde j repre-

senta cualquier reloj del ensamble diferente del de referencia, y τ es determinada previa-

mente.

4. Realizar el sombrero de tres picos para obtener las varianzas absolutas de cada reloj virtual,

denotadas por σ̂∗i,v1(τ) y σ̂∗i,v2(τ), i = 1, 2, ...,M .
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5. Calcular las M diferencias σ̂∗i,v1(τ) − σ̂∗i,v2(τ), i = 1, 2, ...,M , para obtener los α-ésimo y

(1 − α)-ésimo cuantiles, para un valor α determinado, a través de la función de distribu-

ción emṕırica de las diferencias
[
σ̂∗i,v1(τ)− σ̂∗i,v2(τ)

] − [σ̂v1(τ)− σ̂v2(τ)], i = 1, 2, ...,M . La

notación σ̂vk(τ) representa la varianza absoluta obtenida de los relojes virtuales generados

de los datos originales del ensamble.

6. Obtener alguno de los intervalos de confianza expuestos en la Sección 4.5.

En caso de que el intervalo de confianza encontrado no contenga al cero, será posible concluir

que la diferencia entre varianzas absolutas es significativa con probabilidad 1−α, por lo que un

reloj virtual tiene un mejor desempeño que otro, en términos de su frecuencia y de la ventana

τ . Es importante resaltar que la buena aproximación de este intervalo dependerá en parte de

lo cerca que [σ̂v1(τ)− σ̂v2(τ)] − [σi,v1(τ)− σi,v2(τ)] se encuentre de ser aproximadamente una

cantidad pivotal. El estudio teórico para garantizar el cumplimiento de todas las aproximaciones

involucradas en la obtención del intervalo de confianza propuesto permanece como un asunto

que pudiera ser objeto de estudio en el futuro.



Caṕıtulo 6

Comentarios generales y conclusiones

de la tesis

Esta tesis se situó y tuvo su motivación en un contexto de metroloǵıa de frecuencia y tiempo,

espećıficamente en torno a ensambles de relojes atómicos para su medición. Bajo la premisa

de que se cuenta con un juego de observaciones experimentales de tal ensamble, la tesis tuvo

como objetivo general afrontar el análisis de tales datos bajo un enfoque de estad́ıstica formal,

previamente inexplorado por el CENAM.

Las contribuciones del trabajo se pueden puntualizar como sigue:

1. Traducción de conceptos y problemática al lenguaje de estad́ıstica. Requirió de una revi-

sión de literatura de metroloǵıa, el entendimiento de nociones fundamentales, aśı como la

identificación y el planteamiento de una pregunta esencial de interés proveniente de una

disciplina ajena a la estad́ıstica. Parte del objetivo de esta aportación es facilitar la inmer-

sión metrológica de quien esté interesado en continuar y mejorar la propuesta realizada en

este proyecto.

2. Propuesta concreta para abordar inferencia estad́ıstica, incluyendo la justificación corres-

pondiente. Con fundamentación en metodoloǵıa bootstrap aplicada a series de tiempo

multivariadas, tras un trabajo de modelación estad́ıstica y análisis de evidencia emṕırica,
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la tesis desarrolló esquemas para el remuestreo de ensambles de relojes atómicos. Con ello,

se posibilitó el empleo de esta técnica para abordar preguntas muy generales de inferencia,

incluyendo asuntos de estimación y de pruebas de hipótesis.

3. Algoritmo para afrontar la comparación de dos relojes virtuales. Aunque la metodoloǵıa

concebida es de empleo general, se describió el detalle de su aplicación a la situación

especial de comparar dos diferentes maneras de promediar las lecturas del ensamble (reloj

virtual). Esta situación fue planteada en primera instancia por la División de Frecuencia

y Tiempo del Centro Nacional de Metroloǵıa.

Para lograr lo anterior, la tesis consistió de las siguientes tareas y componentes:

1. Reseña de conceptos de metroloǵıa. Consistió de una revisión de términos fundamentales

referenciados en la literatura de metroloǵıa de tiempo y frecuencias. Éstos fueron necesa-

rios para el entendimiento preciso de la problemática, y también fueron cruciales para la

caracterización de datos y pseudo-datos generados por bootstrap, aśı como para proponer

formas para cuantificar la bondad de los esquemas bootstrap propuestos.

2. Análisis exploratorio de datos. Para fines de diagnóstico e identificación de modelos y

propiedades probabiĺısticas inherentes de los datos, se implementaron técnicas gráficas

y numéricas de series de tiempo. Una conclusión de extrema importancia fue establecer

que las mediciones de diferencias entre relojes atómicos se comportan como un proceso

integrado de primer orden. De manera impĺıcita, esto también involucró el estudio de

conceptos y propiedades teóricas de series de tiempo.

3. Revisión y reseña de métodos bootstrap para series de tiempo. Consistió de examinar y

evaluar muy diversos esquemas que han sido propuestos en la literatura de estad́ıstica

para remuestrear series de tiempo estacionarias, aśı como su empleo para la construcción

de intervalos de confianza. Lo anterior derivó en la identificación de dos esquemas en

particular (Circular Moving Block Bootstrap y Stationary Bootstrap), que pudieran tener

éxito para ser aplicados al caso del ensamble de relojes atómicos del CENAM.
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4. Propuesta concreta de metodoloǵıa bootstrap. Con base en datos provenientes de un en-

samble, se implementaron y probaron los dos grandes tipos de bootstrap recomendados.

Se concluyó que el bootstrap para series de tiempo es una posibilidad viable conceptual

y computacionalmente, para producir pseudo-muestras de ensambles de relojes atómicos

útiles para contestar preguntas de inferencia.

5. Estudio para identificar parámetros óptimos de esquemas bootstrap. Debido a que los esque-

mas propuestos dependen de la especificación de ciertos parámetros (longitud de bloque,

parámetro de la distribución geométrica), se desarrolló un estudio emṕırico para deter-

minarlos. Para ello, hubo que discernir un instrumento para realizar comparaciones (la

gráfica log-log), aśı como proponer una métrica para cuantificar el efecto de variar los

parámetros. Con base en este estudio emṕırico, se estableció que un valor sensato para la

longitud de bloque es 10 000, y para el parámetro de la variable aleatoria geométrica, 100.

Para finalizar, se mencionan algunos comentarios adicionales, incluyendo aspectos identifi-

cados que plantean preguntas para el futuro:

1. Precaución al adoptar parámetros del bootstrap. Cambios en los componentes de los en-

sambles son factibles de ocurrir, como la inclusión de un nuevo reloj o el reemplazamiento

de otro, por lo que es necesario considerar con cuidado los resultados presentados previa-

mente. Si bien la tesis presenta una propuesta de longitud de bloque para los dos esquemas

implementados, aún es necesario adaptar el método bootstrap al nuevo ensamble. En pri-

mer lugar, es necesario verificar que los datos correspondientes al nuevo reloj sean también

un proceso integrado de primer orden, para después analizar si el parámetro propuesto re-

produce satisfactoriamente el comportamiento esperado de la gráfica log-log. En caso de

que alguno de estos puntos no se cumpla se requerirá de un análisis más profundo, que

incluya un esquema de remuestreo y/o la determinación de un parámetro más adecuados.

Estas consideraciones son necesarias incluso cuando el ensamble f́ısico no cambia, pero

śı lo hace el periodo de observación de las diferencias de tiempo.
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2. Identificación de parámetros de bootstrap para situaciones más generales. Como se men-

cionó previamente, los parámetros óptimos relativos a la longitud de bloque en los métodos

no paramétricos dependen de la caracteŕıstica que se desea conocer de la estad́ıstica de

interés. En el Caṕıtulo 5 esta caracteŕıstica fue el valor esperado de la varianza de Allan

estimada, por lo que los valores propuestos para los parámetros no son necesariamente

heredables como óptimos para otras caracteŕısticas, y requieren un estudio adicional.

3. Revisión de la métrica. El Caṕıtulo 5 muestra que aún no es posible determinar valores

definitivos que minimicen la métrica propuesta, pues se requiere aún cuantificar la incer-

tidumbre asociada a las curvas mostradas en la Figura 5.14, aśı como el comportamiento

promedio de estas distancias. Sin embargo, también es necesario considerar la dependencia

presente entre la métrica y los resultados producidos, ya que diferentes métricas conllevan

a diferentes gráficas. La métrica propuesta en esta tesis es natural, pero puede no ser la

más apropiada, por lo que el estudio de diferentes métricas y sus efectos es un tema pen-

diente. En general, se espera que la acertada elección de la métrica a utilizar, junto con la

correcta cuantificación de incertidumbre, conlleve a que la curva utilizada para determinar

el parámetro de longitud de bloque que minimiza la métrica sea cóncava.

4. Análisis de pivotalidad. En el ejemplo base referente a la comparación de dos relojes virtua-

les se detallan los pasos a seguir para obtener un intervalo de confianza para la diferencia

de varianzas absolutas. Como en muchas aplicaciones de bootstrap, los intervalos obteni-

dos por śı mismos resultarán ser aproximadamente correctos. Sin embargo, en esta tesis

no se hizo un estudio ad hoc para examinar que su probabilidad de cobertura, en efecto, es

correcta. Esto se podŕıa realizar emṕıricamente, por medio de un estudio extenso de simu-

lación (implicaŕıa simular un gran número de veces el bootstrap mismo), o teóricamente.

Para abordarlo teóricamente, el asunto primordial radica en verificar que el bootstrap

está basado en alguna cantidad aproximadamente pivotal (ver Sección 4.5).
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