Centro de Investigacion en Matematicas, A.C.

CIMAT

Convergencia Débil: Limite de Difusion
del Proceso de Edades en un
Proceso de Galton-Waston a Tiempo
Continuo

T E S I S

Que para obtener el grado de

Maestria en Ciencias
con Orientacion en
Probabilidad y estadistica

Presenta
Ernesto Ramos Lopez

Director de Tesis:
Dr. Antonio Murillo Salas

Guanajuato, Gto. Noviembre de 2014



Convergencia débil: limite de difusién del proceso de
edades en un proceso de Galton-Watson a tiempo
continuo

Ernesto Ramos Lopez

2014



A Miriam Guadalupe Baez Herndndez.



Agradecimientos

A mus padres, Genoveva y Laurencio, por su apoyo incondicional y &nimo para conseguir
mis metas. Gracias por creer nuevamente en mi.

A mis hermanos, Cesar, Lisbia, Oscar e Isahi, que aunque no lo hayan hecho explicita-
mente, supieron alentarme.

Al Dr. Antonio Murillo Salas, por su paciencia, orientacién y apoyo. Gracias por su preo-
cupacion, consejos y motivacion, muy particular, de animarme a seguir adelante en el area
académico.

A los Dres. Jose Alfredo Lopez Mimbela y Arnaud Charles Leo Jégousse, porque des-
tinaron parte de su tiempo para la revision de este trabajo, haciéndome sugerencias y
aportaciones que contribuyeron a la mejora del mismo.

A los profesores del CIMAT que fueron parte fundamental para mi formacion académica,
y en particular, a los Dres. Victor Manuel Pérez Abreu Carrién y Miguel Nakamura Savoy
por la oportunidad brindada para estudiar el posgrado.

A mi generacion, por sus ensefianzas, por brindarme su confianza y amistad, y haber
compartido actividades extra académicas. Gracias por haber hecho mas placentero y di-
vertido mi estancia en la posgrado. Un especial agradecimiento a Tulio, Sharo, Rodrigo,
Sandra y Adan porque a pesar del poco tiempo de convivencia me recordaron el espiritu
de companerismo.

A la poblacion mezicana, porque hace posible la existencia de becas de posgrado, de las
cuales la beca No. 347527 me fue otorgada via el Consejo Nacional de Ciencia y Tecnolo-
gia. Tambien al CIMAT por las becas dadas en mi estancia.

A la familia Baez Herndndez, por su apoyo incodicional.
Finalmente, a Miriam G. Baez Herndndez, por su apoyo, comprension, paciencia y com-

pania incodicional. Gracias por haber aceptado ser parte de esta etapa de mi vida. Es
poco el espacio en esta hoja para describir mi agradecimiento hacia ti.



Indice general

Introduccién I
Notacién 111
1. Preliminares 1
1.1. Procesos de ramificacién con espacio de estados continuo . . . . ... ... 1
1.2. El Problema de la martingala . . . . . ... ... .. ... ... ... .. 4
1.3. Medidas aleatorias . . . . . . . . .. .. ... 7

2. Convergencia de procesos estocasticos 11
2.1. Medidas en espacios métricos . . . . . . . . . . ... 11
2.1.1. Convergencia débil de medidas . . . . . . ... ... ... ... ... 11

2.1.2. Tension y teorema de Prokhorov. . . . . . ... ... ... ... .. 19

2.2. Espacio D([0,00), E) . . . . .. 25
2.2.1. Compacidad en D([0,00), E) . . . . .« o it i 41

2.2.2. Convergencia de procesos con trayectorias en D([0,00), F) . . . . . 48

2.3. Espacio D([0,00), M7 (RT)) . . . . ... . 57

3. El proceso de edades 61
3.1. Descripcion del proceso de edades . . . . . . .. .. ... L. 61
3.2. Convergencia de distribuciones finito-dimensionales . . . . . . . . . .. .. 66
3.3. Tension . . . . . . 81

Indice alfabético 93



Introduccion

El proposito de esta tesis es presentar en forma autocontenida una recopilacion de resul-
tados fundamentales en la teoria de convergencia de procesos estocasticos con valores en
un espacio métrico. Ademas, se describira la forma en que dicha teoria puede ser usada
para obtener un limite de difusion del proceso de edades en un proceso de Galton-Watson
a tiempo continuo siguiendo las ideas presentadas en [6].

La teoria de convergencia de procesos fue impulsado por los trabajos de Anatoliy Volo-
dimirovich Skorokhod. El primer resultado que comenzo6 el desarrollo de esta teoria fue
el principio de invarianza de Donsker (1953). Este establece que una sucesion de procesos
estocasticos, construida a partir de una familia de variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas con tayectorias en C([0,1]) (el espacio de funciones real va-
luadas en [0,1] que son continuas y acotada), converge débilmente al proceso estocéastico
con trayectorias en C([0,1]) conocido como proceso de Wiener. Méas tarde (1956), Yu. V.
Prohorov estableci6 el teorema general sustituyendo el espacio C([0,1]) por un espacio
métrico completo y separable. Dada una sucesion de procesos aleatorios relativamente
compacta con trayectorias en un espacio métrico completo y separable, y cuyas distri-
buciones finito dimensionales convergen débilmente a un proceso dado, la sucesion de
procesos estocasticos convergen débilmente al proceso dado. Este nuevo resultado di6
lugar al problema de seleccionar una meétrica adecuada en E y determinar criterios de
compacidad relativa para una sucesion de procesos estocésticos.

Al mismo tiempo, comenzaron a aparecer procesos cuyas trayectorias no necesariamente
eran continuas, lo que provoco considerar el espacio de funciones definidas en [0, 1] que
son continuas por la derecha y con limites por la izquierda, comunmente denotado por
D([0,1]). Con el fin de usar el teorema de Prohorov en situaciones donde los procesos
tuvieran trayectorias en D([0,1]), el espacio debia ser metrizado ya que la métrica uni-
forme definida en C(]0,1]) no era apropiada en dicho espacio. Este problema fue resuelto
por Skorokhod (1956) en [23], quien, posteriormente, aplico sus resultados a procesos par-
ticulares, a saber, convergencia de procesos con incrementos independientes y procesos
de Markov. La teoria fue mas tarde extendida a D([0,00), E), el espacio de funciones en
[0,00) y valores en un espacio métrico E que son continuas por la derecha y tienen limites
por la izquierda, por C.J. Stone (1963) y T. Lindvall (1973). Prohorov (1961) promovio
el estudio de esta teoria considerando procesos estocésticos con valores en un espacio de
medidas, la cual prosigui6 su desarrollo con H. Debes (1970), T.E. Harris (1971), P. Jagers
(1974), Olav Kallenberg (1973,1986,1996) y Thomas G. Kurtz(1986).

La contribucion de este trabajo radica en recopilar los resultados fundamentales de al-
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gunos textos clasicos tales como [4, 8, 22|, en el cual se estudian convergencia débil de
medidas de probabilidad definidas en un espacio métrico y el espacio D([0, 00), E) con
una meétrica que induce la topologia de Skorokhod. Ademaés, se completan y revisan va-
rios argumentos en las demostraciones de los resultados méas importantes de la teoria de
convergencia de procesos estocasticos con trayectorias en D([0,00), E). Cabe mencionar,
que no se pretende ninguna originalidad mas all4 de presentar en forma integrada los
resultados fundamentales de esta 1til teoria, y la forma en que ésta sirve para probar
convergencia de procesos.

La tesis esta divididad en tres capitulos. En el primer capitulo se presentan, sin demostra-
cion, algunos resultados referentes a la teoria de ramificacion, el problema de la martingala
y a la teoria de medidas aleatorias. Se expone la transformada de Laplace del proceso de
ramificacion con espacio de estados continuo en el caso critico o subcritico, se plantea el
problema de la martingala, cuya importancia radica en caracterizar a los process de Mar-
kov como una soluciéon al problema de la martingala y se introduce el espacio de medidas
de Radon.

En el segundo capitulo, se desarrollan las herramientas suficientes para establecer el teo-
rema principal (Teorema 2.2.20), que afirma que una sucesion de procesos estocasticos
con trayectorias en D([0, 00), E') tensa y cuyas distribuciones finito dimensionales conver-
gen débilmente a un proceso dado, entonces la sucesion converge débilmente al proceso
dado. Se definen la convergencia débil y la tension de una sucesion de medidas de pro-
babilidad definidas en un espacio métrico. Se presenta el célebre Teorema de Prokhorov
(1956), el cual relaciona la propiedad de tension con la propiedad de compacidad relativa
de una familia de medidas de probabilidad. Posteriormente, se analiza el espacio métrico
D([0,00), E), el cual es un espacio separable y completo bajo una métrica adecuada, y
se estudian propiedades fundamentales de este espacio. Este espacio resulta de gran inte-
rés ya que muchos procesos estocasticos tienen trayectorias con saltos, es decir, procesos
cuyas trayectorias pertenecen a D([0,00), E), como, por ejemplo, el proceso de Poisson.
Finalmente, se provee un criterio de tensién de procesos estocasticos con valores en el
espacio de medidas de Radon.

Por 1ltimo, en el tercer capitulo, se aplicara el Teorema 2.2.20 a una sucesion de procesos
relacionadas con de copias independientes del proceso de edades. Basicamente, el proceso
de edades estudia la variacion en el tiempo del tamano de una poblacion, cuyos miembros
estan caracterizado por su edad y considerando las modificaciones producidas por los
fenémenos de nacimiento, muerte y envejecimiento de los miembros de la poblacion. Como
consecuencia, se obtendra un limite de difusion en el sentido de convergencia débil.



Notacion

Simbolo
A/

N

R

R+

Rd

ROO

Ck(E)
Cy(E)
Cy+(E)
M(E)

I8

R
M(E)
M (RY)

N = {N;,t >0}
X ={X;,t >0}
Tyo(x)
Ki¢(x)

Significado

El complemento del conjunto A.

{1,2,3,... }.

Numeros reales.

Numeros reales no negativos.

Espacio euclideano d—dimensional, d € N.
Espacio de sucesiones z = (1, xs, . ..) de nimero
reales.

Funciones que son continuas por la derecha con
limites por la izquierda.

El espacio de funciones real valuadas continuas
definidas en [0, 1].

El espacio de funciones cadlag definidas en [0, 1].
La familia de funciones f : E — R continuos y
acotadas.

La familia de funciones f : E — R continuos,
acotadas y con soporte compacto.

La familia de funciones f : R™ — R con primera
derivada continua y acotada.

El subconjunto de elementos no negativos con so-
porte compacto de C{(E).

La familia de funciones f : E — R continuos,
acotadas y medibles.

Norma del supremo definido en C(]0, 1]).

Norma del supremo definido en C,(R).

El espacio de medidas en F que son Borel-Radon.
El espacio de las medidas de Borel-Radon no ne-
gativas en R* que son finitas.

Proceso de nacimiento y muerte de parametro .
El proceso de edades.

E, [(X;,¢)] parat >0, ¢ € Cf (RT).

—log E, [exp {— (X, ¢)}], ¢ € G, (RY).
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, se presentan definiciones y resultados que se usaran en capitulos pos-
teriores. Se expone de manera general, y sin demostracion, los resultados referente a la
forma general de la transformada de Laplace de los procesos de ramificacion con espacio
de estado continuo en el caso critico o subcritico (con especial atencion a la transformada
de Laplace de la difusion de Feller) y el problema de la martingala. Ademas, se dara una
breve introduccion a la teoria de medidas aleatorias. El contenido de este capitulo esta
basado en [18, 19, 20, 8, 13, 14, 1, 17, 21, 10, 7.

1.1. Procesos de ramificacion con espacio de estados
continuo

Una manera de obtener un proceso de ramificacion con espacio de estados continuo fue
llevado a cabo por John Lamperti (1967). Para ello, se inicia recordando los proceos de
ramificacion més simples. El proceso de Bienaymé-Galton-Watson describe la evolu-
cion a tiempo discreto de una poblacién de individuos quienes se reproducen asexualmente
y de manera independiente al resto de la poblacién de acuerdo a una misma distribucion
1 (o distribucion de descendencia). Mas precisamente, dado una distribucion p definido
en los enteros no negativos, el proceso Bienaymé-Galton-Watson es la cadana de Markov
{Zy,k > 0} con valores en N U {0} tal que, condicionado a Z,, la siguiente igualdad en
distribucion se satisface

Zy
L1 = Zfi(n), n=12...,
i=1

donde las variables {fi(”);n,i > 1} son independientes e identicamente distribuidas con
distribucion p. Ahora, para cada k > 1, sea {Z* : n > 0} una familia de procesos
Bienaymé-Galton-Watson con poblacién inicial z; y distribucién de descendencia 7y, la
cual probablemente depende de k. Si existe una sucesion de constantes a; T oo tal que el
proceso

1
—ZF >0 1.1.1
{othy: 20} (LL1)

converge, cuando k — 00, a un proceso estocastico limite X = {X;,¢ > 0}, al menos en el
sentido de convergencia débil de distribuciones finito dimensionales, entonces el proceso X
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resulta ser un proceso de ramificacion con espacio de estados continuo. Reciprocamente,
cualquier proceso de ramificacion con espacio de estados continuo puede ser obtenido de
este modo.

Quizéa el ejemplo mas importante se da cuando en (1.1.1) se considera m, = 7 para
toda k con 7 critico () km(k)=1) y de varianza finita. En este caso, la convergencia se
sostiene tomando a = k y considerando la hipotesis adicional el limite de z;/k, cuando
k — oo, exista y sea positiva (ver [19]|). Cuando la poblacion es muy numerosa, en lugar
de considerar el nimero de individuos conviene estudiar la "densidad"de individuos.
Como en el caso del proceso Bienaymé-Galton-Watson([18]), existe una manera de carac-
terizar a un porceso de ramificacion con espacio de estados continuo (CSBP, por sus siglas
en inglés) por medio de la transfomada de Laplace de las probabilidades de transicion.
Para llevar a cabo lo anterior, es necesario mencionar que el caso que interesa es el caso
critico, es decir, cuando el nimero esperado de descendientes de cada individuo es z, lo
cual sucede si se cumple

[ oy =

Teorema 1.1.1. ([19])Se asume que la familia (pi(x,dy),t > 0,z € R,) satisface las
stquientes propiedades

(1) pe(z, ) *p(a', ) = pe(x + 2/, ) para todo t > 0,z,2" € Ry.
(i1) [ pi(z,dy) <z para toda t > 0,z € R,

Si excluimos el caso trivial py(x,-) = o para todat > 0 yx € Ry, entonces la transformada
de Laplace de pi(x,dy) debe ser de la forma

/ pi(x,dy)e ™ = ™) 2 >0,

y la funcion (uy(z),t > 0,z > 0) es la solucion no negativa de la ecuacion integral

u(2) + /0 Y(ug(2))ds = z,

con Y una funcion de la forma
Y(2) = az+ B2 + /W(dr)(e"’z —1+4+rz),

donde o, 5 > 0 y m es una medida o— finita en (0,00) tal que

/W(dT‘)(T’ AT?) < 00.

Definicién 1.1.2. Ely—proceso de ramaificacion con espacio de estados continuo
es el proceso de Markov en Ry X = {X;,t > 0} cuyas probabilidades de transicion
P,(z,dy) estan asociadas a la funcion ¢ dada en el Teorema 1.1.1. La funcion ¢ se llama
el mecanismo de ramificacion de X.
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Un caso especial es cuando ¥(z) = (2?%(el mecanismo de ramificacion cuadratico). La
ecuacion integral presentada en el Teorema 1.1.1 resulta ser

u(2) + /0 Blus(2))?ds = 2.

el cual implica que ug(z) = z. Observemos que, gracias al teorema fundamental del calculo,
esta ecuacion se puede escribir como

Ouy(z)

BT + Bui(z) = 0.
O equivalentemente,
Ou(z) 1 0 1 B
e ()

Resolviendo esta ultima ecuacion diferencial con condicién inicial uy(z) = 2, obtenemos

1
= pt+ 2z,
i) "
es decir,
z
w(z) = 1+ Bzt

Definiciéon 1.1.3. Al Yy —proceso de ramificacion con espacio de estados continuo descrito
en las lineas anteriores se llama difusion de Feller de pardmetro 3.

Ejemplo 1.1.4. Sea N el proceso definido por la transformada de Laplace

Elexp{—6N:}[N, = 1] = exp {—ﬁ} L e>0

Entonces, por el Teorema 1.1.1, N es la difusion de Feller critico de pardmetro \. Este
proceso tiene deriva cero, varianza 2\x y generador L = A\xd?/dx® (ver, por ejemplo,
[19, 1, 21]). Es bien sabido que N puede ser visto como una aprozimacion de difusion de
un proceso de nacimiento y muerte, critico, lineal, sobre los enteros no negativos como se
muestra a continuacion.

Otra manera de obtener la difusiéon de Feller es por medio de ecuaciones diferenciales
estocasticos (ver [19, 20]), esto es, dentando por B un movimiento Browniano unidemen-
sional estandar, la difusion de Feller X se puede construir como la solucion de la siguiente
ecuacion diferencial estocastica

dXt == \/ QﬂXtdBt, XO = XT.
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1.2. El Problema de la martingala

Una forma de caracterizar a los procesos de Markov fue llevado a finales de 1960 en [24].
El problema de la martingala fue usado como una forma de construir y estudiar procesos
de Markov. Este método es particularmente 1til cuando se trata de cuestiones de aproxi-
maciéon y convergencia en ley para procesos estocasticos, y destaca por proporicionar una
herramienta para determinar si un proceso estocastico dado, bajo ciertas condiciones, sa-
tisface la propiedad de Markov. Una buena fuente de consulta sobre la teoria del problema
de la martingala se encuentra en [8], que es donde se basa el resto de esta seccion.

En adelante, L denota un espacio de Banach con norma |-||. Se recuerda que un operador
lineal acotado en L es una aplicacion lineal 7' : L — L tal que [|[Tf|| < ||f|| para toda
f € L. Dado un operador lineal acotado B en L, se define, para cada t > 0,

= 1
exp{tB} = Z Ethk'
k=0

Definicion 1.2.1. Una familia {T;,t > 0} de operadores lineales acotados en L se llama
semigrupo si Ty = I y Tsyy = TsT; para toda s,t > 0. Un semigrupo {T;,t > 0} se dice
fuertemente continuo si lim;_,oT;,f = 0 (en la norma ||-||) para toda f € L; y es un
semigrupo de contraccion si ||T;|| < 1 para toda t > 0.

Proposicion 1.2.2. Sea {1},t > 0} un semigrupo fuertemente continuo en L. Entonces,
existe una constante M > 1 y w > 0 tal que

Tl < M exp{wt}.

Corolario 1.2.3. Sea {T},t > 0} un semigrupo fuertemente continuo en L. Entonces,
para cada [ € L, la aplicacion t — T, f es una funcion continua de [0,00) a L.

Se observa que si S; = T exp{—wt} para cada t > 0, entonces {S;, ¢ > 0} es un semigrupo
fuertemente continuo en L tal que

1Sl < M, t>o0. (1.2.1)

En particular, si M = 1, el semigrupo {S;,t > 0} es un semigrupo fuertemente continuo
de contraccion. También se observa que, si se define la norma ||| - ||| en L por

A= sup IS f1]
t>0

entonces || f|| < ||| ||| < M || f|| para cada f € L, por lo que la nueva norma es equivalente
a la norma original. En consecuencia, respecto a la norma |||-|||, {S¢, ¢ > 0} es un semigrupo
de contraccion fuertemente continuo en L, lo que justifica que la mayoria de los resultados
subsecuentes estan en términos de semigrupos fuertemente continuos.

Ahora, dado un operador lineal(posiblemente no acotado) A en L, se denota por D(A) y
R(A) el dominio y rango de A, respectivamente. Se define la grafica de A por

G(A) ={(f,Af)| f€D(A)} Cc LxL.
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Se nota que L X L es un espacio de Banach con suma componente a componente, multi-
plicacién por escalar y norma

I = WA+ Nl

Se dice que un operador lineal A es cerrado si G(A) es un subespacio cerrada de L x L
y se dice cerrable si éste tiene una extension lineal cerrado. Si A es cerrable, entonces la
cerradura A de A es la minima extension lineal cerrada de A; mas especificamente, éste
es el operador lineal cerrado B cuya grafica es la cerradura (en L x L) de la grafica de A.

Definiciéon 1.2.4. El generador infinitesimal de un semigrupo {T;,t > 0} en L es el
operador lineal A definido por

Af—g%%(ﬂf—f). (1.2.2)

El dominio de A, D(A), es el subespacio de todas las f € L para las cuales el limite (1.2.2)
existe en norma ||-||.

Proposicion 1.2.5. Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente con-
tinuo {Ty,t > 0} en L, entonces D(A) es denso en L y A es cerrado.

Definiciéon 1.2.6. Un operador A en L se llama disipativo si

[Af = AfL = AIf
para toda f € D(A) y A > 0.

Teorema 1.2.7. (de Hille-Yoshida) Un operador lineal A en L es el generador infini-
tesimal de un semigrupo de contraccion fuertemente continuo en L si, y sdlo si,

(i) D(A) es denso en L.
(ii) A es disipativo.
(iii) R(A —.A) = L para algin A > 0.

Definicién 1.2.8. Se define el generador total A de un semigrupo de contraccion
{T},t > 0} en por

A:{(f,g)ELXL‘th—f:/Othgds, tZO} (1.2.3)

Proposicion 1.2.9. Sea L como antes y {T;}1>0 un semigupo de contraccion medible en
L. Entonces el generador total A de {T;}1>0 es lineal, disipativo y satisface

A=A)"h= / exp{—At} T, hdt
0
para toda h € RIA—A) y A > 0. i

TS/ exp{—)\t}Tthdt:/ exp{ —At} T hdt
0 0

A

para toda h € L, A >0y s >0, entonces R(A — A) = L para toda A > 0.
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Ahora, sea (F,r) un espacio métrico, M (E) el espacio de todas las funciones real-valuadas
y Borel medibles en E y Cy(E) C M(E) el espacio de Banach de funciones continuas y
acotadas con la norma || f|| = sup,cg | f(x)].

Una manera de caracterizar a un proceso de Markov es por medio de sus probabilidades
de transicion; no obstante, este método, en general, no es muy util debido a la dificultad
para obtener de manera explicita las probabilidades de transicion. Esto motiva el siguiente
resultado.

Proposiciéon 1.2.10. Sean E separable y X un proceso de Markov con valores en E
y condicion inicial v correspondiente a un semigrupo {T;}i>0 en un subespacio cerrado
L € C(E) con || f|| = sup,eg | f(z)]. Si L es separante', entonces {T;}is0 y v determinan
las distribuciones finito dimensionales de X.

Como las distribuciones finito dimensionales de un proceso de Markov estan determinadas
por el semigrupo correspondiente {7} };>0, ellas estan determinadas por su generador total
Ao por un conjunto suficientemente grande A C A. Uno de los mejores enfoques para
determinar cuando un conjunto es sufiecientemente grande es a través del problema de
la martingala, el cual esta basado en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.11. Sea X un proceso de Markov progresivo (para cadat > 0, la restric-
cion de X a [0,t] X es B([0,t]) x Fy—medible) con probabilidades de transicion P(t,z,T’)
y sea {T;}i>0 y A como antes. Si (f,g) € A entonces

f(Xe) - /Otg(Xs)ds (1.2.4)

es una F;\-martingala.

Lo que hace realmente importante al problema de la martingala, es el reciproco del re-
sultado anterior. Basicamente, este afirma que si un proceso, bajo ciertas condidiciones,
satisface que la expresion (1.2.4) es una martingala, entonces es un proceso de Markov.
Como se mencion0, se usard las ideas desarrolladas por Stroock y Varadhan usando la
propiedad de martingala como medio de caracterizar los procesos de Markov asociados
con un generador A dado. Sea (F,r) un espacio métrico. Ocacionalmente, A denota-
ra un operador multivariado, por lo que se puede pensar a A como un subconjunto de
Co(E) x Cp(E)(no necesariamente lineal).

Definicion 1.2.12. Una solucién del problema de la martingala para A es un
proceso estocdstico medible X con valores en E definido en algun espacio de probabilidad
(Q, F,P) tal que para (f,q) € A, (1.2.4) es una martingala con respecto a la filtracion

*FX = ]—“tX\/cr</ h(Xu)du‘sgt,hECb(E)>,
0

donde Cy(E) es el espacio de Banach de funciones acotadas con || f|| = sup,eg | f(x)].

'En el sentido usual, a saber, M es una clase separante siempre que P,Q € P(E) y /fdP = /fdQ,
f € M, se cumple P = Q.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 7

Si {G;}i>0 es una filtracion con G; D* F;¥ para toda t > 0,y (1.2.4) es una G;—martingala
para toda (f,g) € A, se dice que X es una solucion al problema de la martingala para
A con respecto a {G; }+>0. Cuando se especifica una distribucion inicial p € P(E), se dice
que una solucién X al problema de la martingala para A es una solucion al problema de
la martingala para (A, ) sila PX; ! = p.

Usualmente, X tiene trayectorias en Dg[0, 00). Con esto en mente, es conveniente llamar
a un medida de probabilidad P € P(Dg|0, 00)) una solucion al problema de la martingala
para A(o para (A, u)) si el proceso canonico definido en (Dg[0, 00), Fg, P) por

Xi(w) :==w(t), w e Dg0,00), t>0,

es una solucion al problema de la martingala para A(o para (A, u)) como se definio
anteriormente.

Se dice que la solucion al problema de la martingala para (A, i) es tinica si cualesquiera
dos soluciones tienen las mismas ditribuciones finito dimensionales. Si existe una tnica
solucion al problema de martingala para (A, i), se dice que el problema de la martingala
para (A, i) esta bien planteado. Si esto es véilido para toda p € P(FE) entonces se dice
que el problema de la martingala para A esté bien planteado. Finalmente, se dice que el
problema de la martingala para (A, i) esta bien de planteado en Dg|0, 00) si existe una
tnica solucion P € P(E). El siguiente teorema establece que un proceso de Markov es la
tinica soluciéon del problema de la martingala para su generador infinitesimal.

Teorema 1.2.13. Sea E separable, y A € Cy(E) X Co(E) lineal y disipativo. Se asume,
ademds, que existe A" C A tal que A’ es lineal y satisface R(A — A’) = D(A") = L con L
separable y algin A > 0. Sea p € P(E) y supongase que X es una solucion al problema de
martingala de (A, u). Entonces, X es un proceso de Markov correspondiente al semigrupo
en L generado por la cerradura de A', y la unicidad se sostiene para el problema de
martingala para (A, ).

1.3. Medidas aleatorias

Sea (F,T) un espacio topolégico. Se dice que (£, 7) es metrizable si existe una métrica
d en E tal que 7 es inducida por las bolas abiertas

B(z) :={y € E|d(z,y) < €}.

En adelante, E denota un espacio topolégico Hasudorff, localmente compacto y segundo
numerable. A tal espacio se le conoce como espacio Polaco, es decir, existe una métrica
en I que lo hace un espacio completo y separable y que hace metrizable a la topologia en
E. Se denota por £ a la c—algebra de Borel E, es decir, la c—algebra generada por los con-
juntos abiertos de E. Se recuerda que un subconjunto de € es acotado (o relativamente
compacto), si su cerradura es compacta; sea £ la familia de tales conjuntos.

Definicion 1.3.1. Una medida p definida en el espacio (E,E) se dice que es una medida
Borel-Radon(o localmente finita) si pu(B) < oo, para todo B € £.
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Sea M(E) al espacio de medidas en (E,&) que son Borel-Radon. Para cualquier y €
M(E) se define £, = {B € £ | u(0B) = 0}. El espacio M(E) contiene subespacios con
propiedades interesantes.

My (E) = {pu € M(E)|p es finita },
My (E) = {u € M(E) |u es medida de probabilidad },
N(E) :={p € M(E)|p toma valores en Z*} ,
My (E) = {u € M(E)| existe p > 0 tal que /(1 + |2*) Pu(dr) < oo} .

Al espacio Mr(FE) se le conoce como el espacio de medidas temperadas y fue introdu-
cido por Iscoe en [10] para E = R?, con el proposito de estudiar resultados sobre procesos
con valores en espacios de medidas de Radon no finitas, como por ejemplo la medida de
Lebesgue en R, Es un hecho bien conocido que la medida de Lebesgue en R¢ pertenece a,
M, (R?) para p > £ (ver [10]). Sean Cy(E) la familia de funciones f : E — R con continuos
y acotadas, y Cx(E) C Cy(E) el subespacio de funciones con soporte compacto.

Definicion 1.3.2. (i) Sea pi, i1, ... € My(E). Se dice que {jt,}n>1 converge débilmen-
te a ., denotado por p, =, st

[t [ g s,

para toda f € Cy(E).
(ii) Sea p, 1, ... € M(E). Se dice que {in}n>1 converge vagamente a p, denotado
POT [y —> JU, Si

/fdun%/fdﬂ, n — oo,
para toda f € Cx(E).

Se escribe mp y 7y para denotar los mapeos p — uB y

po= puf =, f) :Z/fdu

respectivamente. En analisis funcional la convergencia débil es llamada convergencia débil
. La convergencia débil induce en M(FE) la topologia débil, esto es, la topologia
generada por los mapeos ¢, f € Cy(E), y se denota por 7,,. Si E es separable, (M¢(E), 7,)
es metrizable. Similarmente, la topologia vaga en M(FE) esta generada por los mapeos
7s, f € C.(E), y se denota por 7,. Se denotara por M (E) a la c—algebra generada por
la topologia vaga. Si E es localmente compacto, entonces (M(E), 7,) es Hausdorrf, y
si E es un espacio Polaco, entonces (M(E), 7,) es nuevamente un espacio Polaco [13].
Se puede definir una métrica en M(E) de la siguiente manera. Sean fi, fa,... denso en
C(B)
p(pv) = 275 (lufu —vhil A1), pveE.

k>0
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Entre las propiedades fundamentales de la topologia vaga resaltan las siguientes: una
sub-base topologica para M(FE) esta formada por todas las interseccione finitas de los
conjuntos

{p}a<pf<b}, 0<a<b, feClC.F);
una vecindad bésica de € M(FE) bajo esta topologia son conjuntos de la forma
{I/‘Si <[Lfi—l/fi <ti}, fl ECC(E), Si, eER, 1= 1,....om, m=12....

Teorema 1.3.3. Para cualquier espacio E localmente compacto, sequndo numerable Haus-
dorff se tiene

(i) (M(E),p) es un espacio Polaco respecto a la topologia vaga;

(ii) wun conjunto A C & es relativamente compacto respecto a la topologia vaga si, y solo
si, SUp,c 4 puf < 00 para toda f € Cj;

(iii) sip, > py B € E con pdB =0, entonces B — ji;

(iv) B(M(E)) estd generada por los mapeos 7¢, f € Ck, y también para cualquier
m € M(E) por los mapeos g con &,,.

Definicion 1.3.4. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Una medida aleatoria &
en E es una funcion medible

£ (QF,P)— (M(E),M(E)).

La distribucion o ley de &, denotado por PE™, es la medida definida en (M(E), M (E))
dada por
P& (B)=P(¢'(B)) =P (£€B), VBEM(E).

Se observa que dada la medida aleatoria &, para cada w € €, se obtiene una medida local-
mente finita en F. Tal medida sera denotada por &(w, ). Esperando no causar confusion,
se escribird £(+) en vez de &(w, ), asi por ejemplo, la medida &(w,-) en A € & se escribira
£(A) en vez de &(w, A). También, se observa que la medida P£™! se encuentra definida en
un espacio topologico M.

Definicién 1.3.5. La intensidad de la medida aleatoria & es la medida

(E€)(B) = B[¢(B)] = / £(¢. B)IP, B eM(E).

Como es usual, dado un elemento aleatorio, es conveniente trabajar con su transformada
de Laplace o su funciéon caracteristica. Dada una medida aleatoria, se define el funcional
de Laplace y el funcional caracteristico de & por

E[exp{—(¢,§)}], ¥ € C(E)

Elexp{i (¢, )}, ¢ € Ce(E),

respectivamente. Aqui E denota el valor esperado con respecto a la ley de £. Como es
usual, cada uno de los funcionales anteriores determina de manera tnica la ley de &.
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Teorema 1.3.6. Las medidas de probabilidad en (M(E), M (E)) quedan determinadas,
univocamente, por su funcional de Laplace o por su funcional caracteristico.

Ejemplo 1.3.7. Una medida aleatoria N, es una medida aleatoria de Poisson si

(i) para F €& o
P(N(F) = K) = exp { — u(F)} AL

donde p es la medida de intensidad de N;

k>0,

(i) para toda k> 1, Fy,...,F, € £ con F;NF; =0, i # j, entonces
N(R),..., N(F)

son independientes.

Por el Teorema 1.5.6, el funcional de Laplace de la medida aleatoria de Poisson estd dado
por

Blexp{- (0. P} = exp { [ (exp(-v()} - Duta) | v ek

Definiciéon 1.3.8. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad. Un proceso estocdstico
con valores en M(E), o proceso estocdstico con valores en medidas, es una familia
X = {Xi} >0, es decir, para cada t > 0,

X (QF,P)— (M(E),M(E))

es una medida aleatoria. El valor esperado condicionado a Xo = p se denota por E,. El
proceso estocdstico se dice proceso de Markov si X es un proceso de Markov con espacio
de estados (M(E), M (E)).

Sea X un proceso estocastico definido en un espacio de probabilidad (2, F,P) y con va-
lores en (M(E), M (E)), se define su familia de distribuciones finito dimensionales
a la familia de medias de probabilidad

0<t <...<ty,n>1},

donde, paracadan > 1y t; < ... <t,, la medida 1, es una medida de probabilidad

en M (E)" dada por

-----

Hiy,..., tn(r):P((th,...,th)GF), FEW(E)”

Un proceso de ramificaciéon con valores en medidas es un proceso de Markov X con es-
pacio de estados M(E) y probabilidades de transicion { P, };>¢ que satisface la propiedad
de ramificacién

Pi(-, pn + p2) = Po( pn) * Po(v, pa2), oy, pro € M(E) 1 >0,

donde * denota la convolucion de medidas.



Capitulo 2

Convergencia de procesos estocasticos

En este capitulo se estudia la convergencia de procesos estocasticos, tomando como punto
de partida la teoria de convergencia débil de medidas de probabilidad en espacio métricos,
la cual es analizada en la primera seccion. Entre los resultados establecidos resalta la
caracterizacion de los subconjuntos compactos. Posteriormente, en la segunda seccion se
hace un breve estudio del espacio de funciones real valuadas en [0, 1] continuas por la
derecha y con limites por la izquierda. Este estudio se extendera al considerar funciones
con valores en Rt y valores un espacio métrico en la tercera secciéon. Finalmente, en la
ultima seccion, se da un criterio de tensidon para procesos estocasticos con trayectorias en
un espacio de medidas. El contenido de este capitulo esta basado en [8, 4, 22, 25, 11].

2.1. Medidas en espacios métricos

En adelante, (E,r) denota un espacio métrico. Sea £ la o—algebra de Borel generado por
los conjuntos abiertos (o cerrados) de E. Una medida de probabilidad en & es una funcion
de conjuntos no negativa, numerablemente aditiva y satisface que P (EF) = 1.

2.1.1. Convergencia débil de medidas

Teorema 2.1.1. Toda medida de probabilidad P en (E,E) es regular, es decir, para
toda A € £ y todo € > 0 existe un conjunto cerrado F y un conjunto abierto G tal que
FCACGyP(G-F)<e.

Demostracion. Sea G la familia de conjuntos de £ que cumplen con la propiedad deseada.
Se quiere probar que G = £. Con esto en mente, es suficiente demostrar que G es una
o—algebra y que contiene a la familia de conjuntos cerrados de S. Primero, se probara el
primer caso.

» Como () y E son conjuntos abiertos y cerrados, ) y E pertenecen a G.

= Sea A € G. Entonces, dado € > 0, existe un conjunto cerrado F, y un conjunto
abierto G, tales que F, C A C G,y P(G.—F,) < e. Luego, G. C A" C Fly
P(F/ —G.) < e con G, cerrado y F’ abierto. Esto es, A’ € G, por lo que G es
cerrado bajo complementos.

11
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» Sea {A,}n>1 CGy A=, 4. Ademas, sea € > 0. Entonces, para cada n € N,
existe un conjunto cerrado Fn_,E y un conjunto abierto G,  tales que F, . C A,, C G,
yP(F,.—Gno) <€/2" Sea G =, Gue y F = U, Fre Ya que P es una
medida, se puede elegir k € N tal que -

k
P <C— U Fn,€> <.
n=1
Sea F, = Ufz:l F, .. Entonces, G, es abierto, F, es cerrado, F, C A C Gy

P(G.—F)<P(G.—C)+P(C-F)
SZP(Un,e_Fn,E)+€/2

n>1
= /2" 4 e/2
n>1

= €.

Por lo tanto, A € G, es decir, G es cerrado bajo unién numerable. Esto finaliza la
prueba de que G es una o—algebra.

Ahora, para A C E'y € > 0 se definen

r(z, A) = inf{r(z,y)|y € A}, (2.1.1)

A :={x e S:r(x A <} (2.1.2)

Asi, si A es un conjunto cerrado de E, entonces, eligiendo F' = Ay G = A% para algitin
d > 0! y usando la continuidad de la medida, se cumple F' C A C G tal que P(G—F) < e.
Por lo que la familia de conjuntos cerrados en E estd contenida G. Asi, por lo probado
anteriormente, £ = §G. [ |

La importancia de este teorema radica en que la medida P esta completamente determi-
nada por los valores de P (F) con F' conjunto cerrado en el siguiente sentido: si P y Q
son medidas de probabilidad en E tales que P (F') = Q(F') para todo conjunto cerrado
F, entonces P (A) = Q(A) para todo A € €. Esto es, la familia de conjuntos cerrados de
E forman una clase separante.

Definicion 2.1.2. Sea P (E) la familia de medidas de probabilidad en E. Una coleccion de
conjuntos A C & se llama clase separante si para P, Q € P (FE) tales que P (A) = Q(A),
para toda A € A, implica que P = Q.

Se llama una clase separante ya que los valores de P en la clase A son suficientes para
separar P de otras medidas de probabilidad en S. Se recuerda que una familia de conjuntos
de &, A, es una clase separante si éste es un m—sistema y genera 2 a £.

'La eleccion de un & es posible ya que A° decrece a A cuando & decrece a 0.
2La prueba se sigue del Lema de Dynkin m — ), a saber, si A es un m—sistema tal que A C £, con £
un A—sistema, entonces o(A) C L.
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Ejemplo 2.1.3. La clase de conjuntos cerrados forman una clase separante en todo es-
pacio métrico.

Ejemplo 2.1.4. Sea Q, el espacio de nimeros p—ddicos con norma | - |, (la norma
p—ddica), donde p es un nidmero primo. Por el ejemplo anterior, la clase de conjuntos
cerrados, inducidos por la norma p—ddica, forman una clase separante. Ademds, se puede
probar que Q, es un espacio completo y separable.

Ejemplo 2.1.5. Sea R¥ el espacio euclidiano k—dimensional con la metrica usual |-|, y R*
la o—dlgebra de Borel k—dimensional(la generada por los abiertos en R¥). La familia de
conjuntos de la forma {(y1, ..., yr) 1 ys < 24,1 < k} forman un w—sistema que genera R*,

y en consecuencia, constituyen una clase separante. Como en ejemplo anteriore, resulta
que (Rk, |- \) es un espacio completo y separable.

Ejemplo 2.1.6. Sea R™ el espacio de sucesiones x = (x1,xs,...) de nimero reales. Si
b(y,z) = L A ly — 2|, entonces b es una métrica en R y equivalente a la norma usual, y
bajo ésta, R es completo y separable. Sea d : R® — R* definido por

d(z,y) = Zb(l’i, vi)/2'
i>1
y T : R — R la proyecciéon candnica, es decir, para v € R>,
me(x) = (21, ..., Tk).
Entonces, la familia RF dado por
P={m'(H): He RN k>1}.

Este conjunto resulta ser una clase separante pues es un m—sistema y genera a R>. Se
puede probar que (Roo,d) es un espacio métrico completo y separable.

Ejemplo 2.1.7. Sea C = C0,1] el espacio de funciones continuas en [0, 1]. Se define la
norma uniforme en C por

If1l = sup {|=(t)[}.
t€[0,1]

Se denota por p a la métrica inducida por esta norma en C, y por C a la o—dlgebra de
Borel de C'. Ahora, para 0 < t; < --- <t <1, se define la proyeccion candnica de C' a
R¥ como sigue

T st (f) = (x(t1)7 ce 7x(tk))'

Entonces, la clase de conjuntos de la forma

Cpo={m' , (H):0<t; <...<t,<1,HeR

t,..y

es un w—sistema que genera a C, y en consecuencia, es una clase separante. Se puede
probar que (C| p) es un espacio métrico completo y separable.
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Otra manera de determinar cuando dos medidas coinciden es usando funciones continuas
y acotadas. Esta relacion motiva la definicion de convergencia débil de medidas. Sea

Co(E) :={f:E —R| f es continua y acotada}.

Se denota por P(FE) el espacio de medidas de probabilidad definidas en E y se define

(P, f) = /fdP, P c P(E), f € Cy(E).
El siguiente resultado muestra que P también esta determinado por los valores de (P, f)

para funciones f continuas y acotadas

Teorema 2.1.8. Sean P y Q medidas de probabilidad en E. Si (P, f) = (Q, f) para toda
funcion real valuada, uniformemente continua y acotada, entonces P y Q coinciden en &.

Demostraciéon. Sea F' un conjunto cerrado y € > 0. Se define f: E — [0, 1] por

fl@) =1 =r(z F)/e)".

donde (z)" =2z V 0y r(x, F) definida como en (2.1.1). Se observa que f satisface

[f (@) = f)] < r(z,y)/e

es decir, f es una funciéon uniformemente continua (a modo de ejemplo, siz € F'yy & F
con r(y, F')/e < 1, entonces |f(z) — f(y)| = r(y, F')/e < r(y,x)/e). También, se observa
que z € F implica que f(z) = 1, mientras que = ¢ F* implica que r(z, F) > € (y en
consecuencia, r(x, F)/e > 1) y asi f(x) =0. Asi

Ahora, sea I’ un conjunto cerrado. Entonces, por hipotesis y (2.1.3), se cumple que

P(F) < (P, f) =(Q f) <QF".

Luego, la continuidad de Q y la cerradura de F' implican, cuando € | 0, P (F) < Q(F).
Por simetria y el Teorema 2.1.1 se tiene P = Q. |

Definicion 2.1.9. (i) Sean P, y P medidas de probabilidad en (E,E). Se dice que la
sucesion de medidas P,, converge débilmente a P en E, denotado por P, = P, si

(P, [) = (P, f),

cuando n — 00, para toda funcion real valuada f continua y acotada en E.
(ii) Se dice que un conjunto A es un conjunto de continuidad P, o de P—continuidad,

si P (0A) = 0.

Una consecuencia de los Teoremas 2.1.1 y 2.1.8 es la justificaciéon de la posibilidad de
trabajar con medidas P (A) o (P, f), siendo el uso de esta ultima el mas simple o natural.
Antes de continuar, conviene dar algunos ejemplos.
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Ejemplo 2.1.10. Sea 6,(A) la delta de Dirac en x € E. Si x,, — xg, entonces, para toda
funcion continua f, se tiene

(s 1) = S () = f(0) = Ouo.

Por lo que 0, = 04,. El reciproco también es cierto (método contrapositiva). Por lo tanto,
O, = Opy St, Y SOlO Si, T, — Tg.

Ejemplo 2.1.11. Sea E = [0,1], P la medida de Lebesgue en E y P,, en E como

1 Z
P'I‘L - 5:Dn k)
mpy ’
1<k<mn

donde los puntos x,x son tales que, para cualquier J C [0,1],

:ﬁ{k:xn,kEJ} .

Mmp

P, (J) P (J)

cuando n — co. Aqui t denota la cardinalidad de un conjunto. Esta condicion es suficiente
para obtener P, = P. Este hecho se puede probar usando sumas de Riemann. En efecto,
sea Jy,...J,. una particion de E. Entonces, para f una funcion continua, se tiene

(P, f) = mi Z f(@nr) < mi Z sup{f(z) : x € J}{k : zpy € J;}.

" <k<mn, <<y

Luego, por hipdtesis y definicion de la integral(por medio de sumas de Riemann),

mi Z sup{f(z) :z € Ji}{k :zpp € Ji} — Z sup{f(z) : x € J;}P (J;) < (P, f),

<< 1<i<r

cuando n — 00. Esto implica (P, f) < (P, f). La otra desigualdad se obtiene consiede-
rando las sumas inferiores de Riemann.

Antes de continuar, conviene hacer el siguiente convenio. Sea A un conjunto. Entonces,
se denotara por A’ al conjunto complemento de A.

Teorema 2.1.12. (Teorema de Portmanteau). Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes.

(i) P,=P.
(ii)) (P, f) — (P, f) para toda funcion uniformemente continua y acotada f.

(iii) lim sup P, (F) < P (F) para todo cerrado F.

n—o0

(iv) lim inf P, (G) > P (G) para todo abierto G.

n—oo

(v) P,(A) = P (A) para todo conjunto de P—continuidad A.
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Demostracion. (ii)=-(iii). Sea F' un conjunto cerrado y € > 0. Se define f : £ — [0, 1]
por

fl@) =1 =r(z F)/e)".

Asi como en (2.1.3), f es uniformemente continua y satisface
1p(z) < f(z) < 1pe(2).
Esto implica

lim sup P, (F) < lim sup (P,, f) = (P, f) <lmP (F) =P (F),

n—00 n—00 =0

es decir,
lim sup P, (F) <P (F).

n—oo

iii)=-(iv). Sea GG un conjunto abierto. Entonces, por (iii), G’ es abierto y satisface
J y

lim inf P, (G') <lim sup P, (G') <P (G").
n—00 n—o0
Luego,
lim inf P, (G)>P(G).

n—oo
(iv)=(v). Adicionalmente, se asume vélido (iii). Sea A C E. Si P (9A4) = 0, entonces
0A = A — A° implica P (A) = P (A4°) = P (A)(pues A° C A C A). Ahora, como A es
cerrado y A° es abierto, entonces, por (iii) y (iv),
P (4) > lim sup P, (A) > lim sup P, (A)

n—oo n—oo

lim inf P, (A) > lim inf P, (A°) > P (A°).

n—o0 n—oo

Y ya que P (4) =P (A°) = P (A),
lim sup P, (4) =lim inf P, (A) =P (A).

N—00 n—oo

(v)=(i). Sea f : E'— R una funcién continua y acotada. Por linealidad se puede suponer
que 0 < f < 1. Sea A; = {z : f(x) > t}. Por continuidad se observa que, para cada
t € R, 0A; C {z : f(x) = t}. Para verlo, se proceder& por contradiccion. Se asume que
v €A =A —Ayxe{r: f(x) <tyU{z: f(xr) > t}. El primer caso implica que toda
vecindad de z, V,, satisface V,NA; # 0y VN A, # (). Por otro lado, por la continuidad de
fi{x: f(z) <t} y{x: f(x) >t} son conjuntos abiertos, por lo que existe una vecindad
de x completamente contenido en alguno de los dos, y claramente, esta vecindad no puede
estar contenida en ambas. Pero esto contradice que x € JA. Por lo tanto,

0A; CH{z: f(x) =t}

Asi, si P ({x: f(x) =t}) =0, P(A;) = 0. Luego por el teorema de convergencia acotada
se tiene

®of) = [ Putdyat= [ P(ad=(@.p).
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Teorema 2.1.13. Una condicion necesaria y suficiente para que P, = P es que cada
subsucesion de {P,},>1 tenga una subsucesion que converge débilmente a P.

Antes de continuar, es necesario hacer el siguiente recordatorio. Sean (2, F,P), E un
espacio métrico y X una aplicacion de €2 a E. Se dice que X es un elemento aleatorio
de E si X es F|€—medible. Si E = R, entonces X es una variable aleatoria; si £ = R*,
X es un vector aleatorio; y si £ = R*>, X es una sucesién aleatoria. La distribucién
del elemento aleatorio de X es la medida de probabilidad PX ! en (E, &) dada por?

PX'(A)=P (X '(A) =P (w|X(w) € 4) =P (X € A).

Esto también es llamado la ley de X y se denota por £(X). Sean X, y X son elementos
aleatorios de E. Se dice que X,, converge en distribucién a X, denotado por X,, = X,
si PX ' = PX! se dice que A € £ es un X —continuo si A es de continuidad PX 1.
Finalmente, si P es una medida de probabilidad en (R, R*), se define su distribucion
finito-dimensional por la medida P, *. Con esto en mente, se tienen el Teorema 2.1.15
en términos de elementos aleatoria y el Teorema del mapeo continuo, el cual exhibe una
relacion entre dos espacio de medida bajo una funcion medible.

Teorema 2.1.14. (Caracterizacion alterna de convergencia en distribucion.) Los
stguientes enunciados son equivalentes.

(i) X,=X.
(il) E[f(X,)] — E[f(X)] para toda funcién acotada y uniformemente continua f.

(iii) lim sup P (X, € F) <P (X € F) para todo cerrado F.

n—o0

(iv) lim inf P (X, € G) > P (X € G) para todo abierto G.

n—oo

(v) P(X,€A) —P(X €A) para todo conjunto A de X — continuido.

Teorema 2.1.15. (Teorema del mapeo). Sean (E,E,d) y (E',E',d') espacios métricos.
Sean, ademds, X,, y X elementos aleatorios de E, h: E — E' una funcion medible y Dy,
el congunto de puntos de discontinuidad de h. Si X,, = X y P (X € Dy) = 0, entonces
hX,) = h(X). En otras palabras, dadas P, y P medidas de probablidad en E tales que
P,=P yP (D) =0, entonces P,h~' = Ph™!.

Demostracion. Si x € h~!(F'), entonces z, — x para alguna sucesion {z,},>1 tal que
h(z,) € F. Si ademas x € D}, h(z) € F. Por lo tanto,

D, nh~ (F) c h™\(F).

3Esta definicién no deberia causar confusiéon con la notacién usada para definir convergencia débil ya
que e
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Ahora, se asume que F' es cerrado. El teorema 2.1.12; junto con P (D) = 0, implica

lim sup P, (h~'(F)) < lim sup P, <h*1(F)>

n—o0 n—o0

<P(hT<F>)

(Dh N7 )
P (n7N(F))
P (h( 1 F)).
es decir,
lim sup P, (h™'(F)) <P (L '(F)).

n—oo

O equivalentemente,
lfm sup P,h~'(F) < Ph™!(F).
n—oo
Luego, por el teorema 2.1.12 inciso (iii) y la arbitrariedad del conjunto cerrado F', el
resultado se sigue. |

Se finaliza esta secciéon con un ejemplo que ilustra que convergencia finito dimensionales de
medidas no es suficiente para tener convergencia débil de medidas. Para ello, se recuerda
que (C, p) es el espacio métrico de funciones continuas en [0,1].

Ejemplo 2.1.16. Para cada n € N, sea
Zn(t) = ntl[ovn_l](t) + (2 - nt)l(n—lgn—l](t), t e [0, 1]. (2.1.4)

Se observa que z, converge uniformemente a 1y, cuando n — oo. Sean P, = 9., y
P = 6, donde 0 representa la funcion 0. Entonces, para toda funcion real valuada continua
y acotada en C, f, se tiene

nh_)ngo f(z)P,(dr) = nh_g)lo f(zn) = f(Lioy) # f(O / flz
C

es decir, P,, & P. Por otro lado, dado ty,..., ty, para n suficientemente grande tal que
2n~1 sea menor que el minimo de los t; diferente de cero, entonces

donde (0,...,0) es el vector cero en R*. Esto implica que, para tales n que cumplan la
condicion anterior,

....................

.....
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para toda conjunto A PW,;}wtk—contmuo. Luego, por el Teorema de Portmanteau,

—1 -1
Pnﬂ-tl,...,tk = P7Tt1,...t

lk?

aunque P, # P. En conclusion, convergencia débil de distribuciones finito-dimensionales
no asequra convergencia débil; sin embargo, si adicionalmente las sucesiones de medidas
de probabilidad son relativamente compactas, entonces se cumple la convergencia débil.
Tal concepto se introduce en la siguiente seccion.

2.1.2. Tension y teorema de Prokhorov

La propiedad de tension de una medida (o familia de medidas) es de gran importancia. Un
ejemplo de la importancia de este concepto radica en brindar un criterio para probar con-
vergencia débil de procesos estocésticos. Intuitivamente, una medida es tensa si la medida
de un conjunto compacto no se escapa en el sentido de que la medida del complemento
de tal compacto es muy pequeno.

Definicion 2.1.17. (i) Se dice que una medida P en E es tensa si para todo € > 0,
existe un conjunto compacto tal que P (K) > 1 —e.

(ii) Una familia de medidas de probabilidad 11 en (E,E) se dice tensa si para todo
€ > 0 existe un compacto K. C E tal que

P(K)>1—¢ VPeIL

(iii) Una familia de medidas de probabilidad 11 en (E, E) es llamada relativamente com-
pacta si cualquier sucesion de Il contiene una subsucesion que converge débilmente.

Ejemplo 2.1.18. Sean P,,, P medidas de probabilidad en (C,C). Por el ejemplo 2.1.16,
puede ocurrir que P, & P y

P,m,' , =P (2.1.5)

te?
para toda k y todo ty, ..., tx. Sin embargo, si adicionalmente se supone que la familia de
medidas {P,}n>1 es relativamente compacta, entonces P,, = P. Por la compacidad relati-
va, cada sucesion {Py, }i>1 contiene una subsucesion {Pn, }m>1 que converge débilmente
a alguna medida de probabilidad Q. Por lo que el Teorema 2.1.15 justifica

—1 —1
Pnim 7Tt17--~,tk = Qﬂ-tl,...,tk’

cuando m — 00, y en consecuencia, por (2.1.5),

—1 _ —1
Pry = Qs

para toda k y todo ti,...,t;. Luego, recordando el ejemplo 2.1.7, el hecho de que Cy es
clase separante permite deducir que P = Q. Se sigue del Teorema 2.1.13 que P,, = P.

Otra consecuencia que se tiene de la definicion de tension son los siguientes dos resultados.
La primera afirma que toda medida en un espacio Polaco (métrico, separable y compacto)
satisface la propiedad de tension. La segunda establece una manera de visualizar la medida
de un conjunto a través de medidas de conjuntos compactos.
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Proposicion 2.1.19. Si E es un espacio Polaco, entonces cada medida de probabilidad
P en (E,E) es tensa.

Demostraciéon. Sea ¢ > 0. Como E es un epacio separable, entonces F contiene un
subconjunto denso, denotado por A. Asi, para cada k € N, se pueden tomar bolas abiertas
de radio 1/k y centro en A y conseguir una sucesion de abiertos Ay 1, Ag o, ... que cubran
a E*. Ahora, ya que |, Ay; T E, se puede encontrar, para cada k € N, ny, tal que

P (U A,m.> >1—¢/2M1,

i<ny

!/
P (( U Ak,i> > < /21
i<ng
Lo anterior permite deducir

P (U (U Akﬂ-),) <) e/ =¢2<c

keN \i<ny E>1

esto es,

En otras palabras, se cumple que

PN (Ua))> e

P(F)2P<ﬂ <U Ak,i)> S1-e

keN \ilng

Mas atin,

Para terminar la prueba, so6lo falta verificar que la cerradura del conjunto
keN zgnk

es compacto. Para ello, es suficiente demostrar que H es completo y totalmente acotado®.
Como H es cerrado en un espacio métrico completo, H es completo. Por otro lado, ya que

Hc | Ak

ifnko

es decir, H puede ser cubierto por un namero finito(ng, de ellos) de bolas de radio 1/k.
Como consecuencia, se obtiene que H es totalmente acotada. El resultado se sigue. |

4Si 2 € F, entonces existe una sucesion {a, } C A tal que a,, — x, cuando n — co. Esto implica, para
una k € N fija y algtin ng € N, la existencia de un bola de radio 1/k y centro a,, el cual contiene a z.

®Sea X un espacio métrico. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: (i) X es compacto;
(ii) X es completo y totalmente acotado.
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Teorema 2.1.20. Una medida de probabilidad P es tensa en E si, y solo si,
P (A) =sup{P (K): K C A, K compacto}
para toda A € &.

Demostraciéon. Sea P una medida tensa en E. Entonces, dado € > 0, existe un compacto
K, un cerrado F'y un abierto G tales que P (K) > 1—¢/2 FCACGyP (F —G) <¢/2
para toda A € £. Se nota que

P(A-F)=P(ANF)<P(GNF') <¢/2.
También se nota que
A-—(FNK)=ANF)Y)UANK)C(A-F)UK".
De lo anterior se obtiene
PA-—(FNK)<PA-F)+P(K')<e/2+¢/2=¢.

Esto implica
P(A) <P(KNF)+e.

Ahora, debido al hecho de que K N F es compacto (pues K es compacto y F' es cerrado)
y KNF CA,
P(A)<P(KNF)+e<supP(K)+e
KCA

Por lo que
P(A) <sup P (K).
KCA
Por otro lado, para cualquier compacto K que satisfaga K C A, se tiene, por la monotonia
de la medida,
P(A) > sup P (K).
KCA
Por lo tanto
P(A) =sup P (K).

KCA

Reciprocamente, si se cumple la dltima igualdad, entonces, tomando A = E, se cumple

la propiedad de tension®. [ |

Ejemplo 2.1.21. Retomando la notacion dada en los ejemplos 2.1.5-2.1.7, el Teorema
2.1.19 justifica que toda medida definida en los siguientes espacios son tensas: (Qp,| - |p),

(R¥,] 1), (R®,d) y (C,p).

6Basta con aplicar la definicién del supremo de la siguiente manera: dado ¢ > 0, existe un compacto
K tal que P(K) > 1 —e.
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En el ejemplo 2.1.18 se resalta la importancia que desempena la propiedad de compacidad
relativa para probar convergencia débil. Existe otra caracteristica que también puede
conducir a convergencia débil, a saber, la propiedad de tensién. Resulta que se puede
conocer cuando una familia de medidas de probabilidad es relativamente compacta a
partir de saber si la familia es tensa. Reciprocamente, agregando un par de hipotesis, se
puede conocer cuando una familia de medidas es tensa a partir de la compacidad relativa.
El siguiente resultado se debe a Prohorov y proporciona un criterio para determinar si
una familia de medidas de probabilidad es tensa o relativamente compacta. La prueba
puede ser consultada en [4].

Teorema 2.1.22. (De Prohorov) Sea (E,d) un espacio métrico y Il una familia de
medidas en I.

(1) Sill es tensa, entonces 11 es relativamente compacta.

(ii) Si E es separable y completo, y Il es relativamente compacta, entonces es tensa.

Una consecuencia inmediata del teorema anterior, es el primer criterio para probar con-
vergencia débil de medidas.

Corolario 2.1.23. Si {P,},>1 es tensa, y si cada subsucesion que converge debilmente a
P, entonces la suceseion {P,},>1 converge débilmente a P.

Ahora, se llevara a cabo un breve estudio del espacio de medidas de probabilidad definidas
en E. Sea P(E) el espacio de medidas de probabilidad definidas en E. Se definira una
métrica m en P(E) con la propiedad de que una sucesion de medidas de probabilidad
converge con respecto a 7 si, y s6lo si, ésta converge débilmente.

Definicion 2.1.24. Sea P (F) el espacio de medidas de probabilidad en (E,E). La mé-
trica de Prohorov (P, Q) entre P y Q se define como el infimo sobre € positivos para
los cuales

P(4) <Q(A) +e Q(A) <P (A7) +¢
para toda A € .
Proposicién 2.1.25. La distancia de Prohorov es una métrica en P (E).
Demostracion. Sean P,Q,R € P (F).
» Es claro que 7(P,Q) = 7(Q,P) y n(P,P) = 0.

» Sea I’ C E cerrado. Si (P, Q) = 0, entonces, para todo € > 0 (pues el infimo que
satisface las condiciones de la definicion de la métrica de Prohorov es 0), P (F) <
Q(F°) + ¢ y ya que F es cerrado, haciendo ¢ — 0 se consigue P (F) < Q(F);
de manera simétrica se obtiene Q (F') < P (F). Luego, del Teorema 2.1.1 se tiene

P-Q.
» Sean A € £.Sin(P,Q) < e ym(Q,R) < e, entonces,
PA)<QUAY+e6 <R((AN)?) +6e+e <R(AY?) +6 +e.
Asi, usando la relacion simétrica, se tiene que m(P,R) < €; + €2. Por lo tanto

7(P,R) <7(P,Q)+m(Q,R).
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Teorema 2.1.26. Si (E,d) es un espacio Polaco, entonces convergencia débil es equi-
valente a m—convergencia, P (E) es separable y completo, y una coleccion I1 C P (E) es
relativamente compacto si, y solo si, su T—cerradura es ™—compacto.

Demostracion. Para fines de este trabajo, interesa revelar el conjunto denso en P (E),
por lo que solo se probara la afirmacion: si E es separable, entonces, P (F) es separable.
La demostracion completa puede verse en [4, 8]. Como E es separable, entonces E tiene
una base numerable. Sea € > 0 y {4;};>; una sucesion de conjuntos en E tales que A;
converge de manera creciente’ a £ y cada A; tiene didmetro menor que ¢, es decir,

diam(A;) := sup d(x,y) <€
T,yeA

para todo 7. Para cada A; distinto del vacio, se toma x; € A;. Se denota por I, el conjunto
numerable conformado por medidas de probabilidad de la forma ) .., 7;0,, para algin k
y nimeros racionales 71, ..., Ahora, dado P € P (E), la condicion de que la sucesion
conformado por los A; converge de manera creciente a E, permite elegir £ € N tal que

P (U Ai> <e, (2.1.6)

i>k
y T1,...,T; racionales tales que Zigk =1y
Sl —P (A <.
i<k

Sea Q = ), ;. 7i0s,- Dado A C E, sea
I:={i<k|A CA}.
Si Ay = U,¢; Ai, entonces, por (2.1.6),
P(A) <P(4,)+P <UAZ»> <P () +e< ) P(A)+e
i>k i€l
Maés atn, por la eleccion de los racionales,

P(A) <) P(A4)+e< ) ri+2 < Q(A) +2¢ < Q(A) + 2,

el el

lo cual implica que 7(P, Q) < 2e.
|

"Para ver de manera mas precisa la forma de los conjuntos que conforman la sucesién creciente, ver
prueba de la Proposicién 2.1.19.



CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE PROCESOS ESTOCASTICOS 24

Definicion 2.1.27. Sean P, Q € P(E). Se define M(P,Q) el conjunto de todas la me-
didas p sobre £ x € con marginales P y Q, es decir, pn(Ax E) =P (A) y (£ x A) =
Q (A) para toda A € B(E).

Lema 2.1.28. Se cumple la siguiente relacion

(P, Q) < Me/\l/lrzgq)mf {e>0]|p{(z,y) |d(z,y) > €} <e€}.

Demostracion. Si para algin € > 0y pu € M(P, Q) se tiene
p{(z,y) |dz,y) > e} <e,
entonces, para todo conjunto cerrado F' de F,

P (F) =l x E)

<p((FxE)yn{(z,y)|d(z,y) < e}) +p((z,y)|d(z,y) > €)
<u(E X F9)+e
=Q(F°) +e

El resultado se sigue. u

Proposicion 2.1.29. Sea (E,d) espacio separable. Sean X,,, n =1,2,..., y X elementos
aleatorios de E definidos en el mismo espacio de probabilidad con distribuciones P,

n=1,2,..., y P, respectivamente. Si lim,,_,o, d (X,,X) = 0 en probabilidad, entonces
P,=P.
Demostraciéon. Paran =1,2,.. ., sea u, la distribucion de X,, y u la distribucion de X.
Entonces

I g ((2,9) | d(z,y) > €) = lim P (d(X,, X) >¢) =0,
n—00 n—0o0
donde P es la medida de probabilidad en el espacio de medida donde esta definido X, y
X. Luego, por el Lema 2.1.28,
lim d(X,,X) =0.

n—o0

Y ya que E es separable, el resultado se sigue del Teorema 2.1.26. [ |

Antes de finalizar la seccion, se enuncia el Teorema de representacion de Skorohod sin
prueba. Para una demostracion, el lector puede consultar [4].

Teorema 2.1.30. (De representacion de Skorokhod.) Sea (E,d) un espacio métrico
separable y sean P y Py, n =1,2,..., medidas de probabilidad en E tales que P, = P.
Entonces, existe un espacio de probabilidad (Q, F,P) en el cual estin definidos elemen-
tos aleatorios de E, X y X,, n = 1,2,..., con distribuciones P y P,, n = 1,2,...,
respectivamente, y tales que X,, converge, casi sequramente, a X cuando n — oQ.
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2.2. Espacio D([0, ), F)

Estudiar convergencia débil de procesos estocasticos requiere del analisis del espacio mé-
trico donde las medidas de probabilidad, inducidas por los procesos estocasticos, esten
definidos (més adelante se recordara la definicion de medida inducida por un proceso
estocastico). El espacio que se considera es el espacio de funciones definidas en [0, 00) y
valores en un espacio métrico, que son continuas por la derecha y tienen limite por la
izquierda. En adelante, (F,r) denota un espacio métrico y ¢ denota la métrica r A 1. Sea

D([0,0), E) = {:L‘ :[0,00) = E I;EISC(S) = zzz(t),l;’%lx(s) = z(t—) existen } )

el espacio de funciones cadlag (del francés continue a droite, limite 4 gauche) con dominio
[0,00) y valores en E. Una propiedad interesante que cumple estas funciones es la siguiente.

Lema 2.2.1. Six € D([0,0), E), entonces = tiene a lo mds una cantidad numerable de
puntos de discontinuidad.

Demostracion. Para n = 1,2,..., sea A, = {t > 0| r(z(t),z(t—)) > 1/n}. Se afirma
que los conjuntos A, son a lo mas numerables. Para verlo, primero se probara que los
conjuntos A, no tienen puntos de acumulacion en [0, 00). Sea n fijo y {t, }m>1 una sucesion
en A, tal que

tmt 0 tmilt,

cuando m — oo, para alguna t € [0, 00). Entonces,

lim z(ty,) =2(t—) = Um 2(t,—)

m—00 m—00
0
lim z(t,,) = z(t) = lim z(t,—),
m—0o m—00
y asi,

r (altn), (b)) < -

para m suficientemente grande, contradiciendo el hecho de que ¢, € A, para todam > 1.
Por lo tanto, A, no tiene puntos de acumulacion en [0,00). Ahora, ya que, para cada
T > 0, toda sucesion en [0, T] tiene una subsucesion convergente, [0, 7] N A,, consta de un
ntimero finito de puntos (de lo contrario, existiria una sucesion {t }x>1 en A,, convergente),
y en consecuencia, A,, es un conjunto numerable. Luego, U | A,,, el conjunto de todas las
discontinuidades de z, es numerable. [ |

Corolario 2.2.2. Para cada n € N, sea A,, como en el Lema 2.2.1. Entonces, para cada
T>0,[0,T]NA, es un conjunto finito.

Debido al problema de definir una métrica que permita comparar dos funciones cadlag
con puntos de discontinuidad diferentes, se consideran los siguientes conjuntos

N = {)\ :[0,00) — [0,00) | A es estrictamente creciente}
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y
A= {)\ € A’ | X es Lipschitz continua y y(\) < oo} :
donde \ N
v(A) := sup logM‘ :
§>>0 s—1

En particular, para cada A € A’; \(0) = 0, limy_,,o A({) = oo y A es continua. En la
literatura, el término y(A) se le conoce la dilatacion de \. Para z,y € D(]0,00), F), se
define la siguiente aplicacion

d(z,y) = }\reljf\ {7()\) v /000 exp{—u}d(z,vy, )\,u)du} (2.2.1a)
d(z,y, N\, u) = sggq(x(t Au), y(A(t) A u)> (2.2.1b)

Lema 2.2.3. La aplicacion dilatacion v : A — R satisface las siguientes propiedades.
(i) Para toda X € A, y(\) =~y (A71).

(i1) Si A, A2 € A, entonces \yoda €Ay

Y(A10A2) < (A1) +7(A2).

(i) Si {A\n}n>1 C A con y(\,) — 0, cuando n — oo, entonces, para toda T > 0,

lim sup |\, (f) —t| =0.

N0 10,7

Demostracion. (i) Para toda A € A se tiene, tomando s’ = A(s) y ¢ = A(t) para

s >t >0, el hecho de que la funciéon inversa de A sea estrictamente creciente implica

A7) = ATHY)
s — ¢t

7(\) = sup |log —log =~(A7h).

s>t>0

= sup
s§'>t'>0

s—t

Als) = A(D) ‘

(ii) Sean A1, A2 € A. Entonces, A\; o \y es Lipschitz continua y ademés, usando la notacion
dada en el primer apartado,

V(A1 0A2) = sup |log

)\1 e} )\2(8) - )\1 0] /\Q(t) ’

s>t>0 s—1
)\1 ()\2(8)) — )\1 ()\Q(t)) )\2(8) — )\2<t>
= 1 1
78 T W R W R e
A(s) — A (P —
< sup log 1 (s )/ /1( ) + sup |log Aa(s) — Aa(t) ’
s'>1'>0 s’ —t s>t>0 t—s

< (A1) +7(A2).
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(iii) Primero, se observa que para A € A se cumple

Y(A) = 1 —exp{—y(\)}
~ g (1o - )
I (1 N A(Si - ?(t) ' /\(sj = tA(t))

- ap (120200

0<t<s s—1

Asi, si {\,}n>1 C A es tal que y(\,) — 0, cuando n — oo, entonces

An(s) — An(t
sup M —1, n— oo
0<t<s s—t

En particular, para toda 7" > 0,

lim sup |\, (t) —t| = 0.

=00 (0,7
|

Mas adelante, en la Proposicion 2.2.6 se probara que (D([0,00), E),d) es un espacio mé-
trico. Para ello, primero se demostrarédn algunos resultados preliminares.

Lema 2.2.4. Sean {z,}n>1,{yn}n>1 C D(]0,00), E). Entonces, lim d(z,,y,) = 0 si, y
- - n—oo
sdlo si, existe una sucesion {\,}n>1 C A tal que lim v(\,) =0y
- n—oo

lim m (u € [0,T] | d(@n, Yn, Anyu) =€) =0 (2.2.2)

n—oo

para toda € > 0 y toda T > 0, donde m denota la medida de Lebesgue.

Demostracion. La prueba hace uso del teorema de convergencia de Vitali (ver Teorema
7.13 de [3]) v del siguiente resultado. Sea f una funcion acotada en un intervalo acotado
de la forma [a,b]. Entonces, [ es Riemann intregrable en [a,b] si, y solo si, f es continuo
m-casi en todas partes. En este caso, f es Lebesgue integrable en [a,b] y la integral de
Lebesgue de f coincide con la integral de Riemann de f (ver Teorema 2.4.1 de [2]).

Si nh_)ralo d(xn,yn) = 0, por definicion y propiedad de infimo, existe, para todo € > 0, una

sucesion {\, },>1 tal que y(\,) < ey

/ exp{—u}d’(xn, Yn, )\na u)du < €. (223)
0
para n suficientemente grande. En consecuencia, se tiene lim,,_,., y(\,) = 0y que

fa(w) = exp{—=u}d'(zn, yn, An, u)

es acotado y es Rieman integrable en todo intervalo acotado de la forma [a, b] para n sufi-
cientemente grande. Aplicando el resultado dado al principio de la prueba, f, es continua
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m-casi en todas partes y la integral de Lebesgue de f,, coincide con la integral de Riemann
de f, para n suficientemente grande, es decir,

/ exp{—u}d’(wn,yn,)\n,u)dm:/ exp{—u}d (T, Yn, An, u)du.
[a,b] [a,b]

Asi, por (2.2.3), para todo € > 0, f, < ¢ m—casi en todas partes en todo intervalo
acotado de la forma [a, b] y para n suficientemente grande. Esto implica, para todo € > 0,
d'(Zp, Yn, An, u) < € m—casi en todas partes en todo intervalo acotado de la forma [a,b] y
para n suficientemente grande, y asf,

m (u € 0,T] | d'(zp, Yn, An,u) =€) =0 (2.2.4)

para toda € > 0, T" > 0 y n suficientemente grande. Se sigue (2.2.2). El reciproco se
obtiene aplicando el teorema de Vitali a las funciones real valuadas f,, dadas por

fo(u) = exp{—uld (zn, Yn, A u), n>1,
donde x,x,, € D([0,00),F), n > 1y u € RT. |

Lema 2.2.5. Sean x,x, € D(]0,00), F) para n € N. Entonces, lim,, o d(z,,x) =0 si, y
sdlo si, existe una sucesion {\,}n>1 C A tal que lim v(\,) =0y
- n—oo

lim d'(zn, 2, A\p,u) =0 (2.2.5)

n—0o0

para todo punto de continuidad u de x.

Demostracion. Primero, se asume la existencia {\,},>1 C A tal que lim y(\,) =0y
n—oo
(2.2.5). Sea T un real positivo. Se denota por Cr(z) el conjunto de puntos de discontinui-
dad de z en el intervalo [0, 7. Entonces, por el Lema de Fatou y (2.2.5),
lim m (u € [0, 7] ‘ d' (T, Yn, Aoy w) > €) < limsupm (u € [0, 7] ‘d’(xn,x,)\,u) > €)

n—00 n—00

<m (u € [0,T] } limsup d'(z,,x, \,u) > e)

n—0o0

<m (Cr(r)),

siendo este ultimo término igual a cero ya que el conjunto de puntos de discontinidades
de x es numerable(Lema 2.2.1). Luego, por el Lema 2.2.4, lim,,_,o, d(z,,z) = 0.

Reciprocamente, se supone valido lim, . d(z,,2) = 0 y w un real no negativo. Sea
{An}n>1 C A la sucesion que satisface el lema 2.2.4 con y, = x para toda n € N, esto es,
lim v(\,) =0y
n—oo

lim m (u € 0,7 ‘ d'(zp, 2, Ay, u) > €) =0,

n—oo
para toda € > 0y T" > 0, donde m denota la medida de Lebesgue. En particular, existe
una sucesion { Ny }r>1 tal que para toda n > Nj

1
m <v € (u,u+ 1] |d (xp, z, \p,v) < E) > 0, (2.2.6)
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y con esto, para cada N < n < Ng,1, existe un u, € (u,u + 1] tal que

1
d/(xvm xz, )\na un) < E

Asi, eligiendo valores u,, € (u,u + 1] para n > Nj, se obtiene

lim supq(xn(t A Up), (Ap(t) A un)> = lim d'(z,, 2, A, uy) = 0. (2.2.7)

n—oo +>0 n—o0

Ahora, para cada n € N,

d' (2, T, Ay u) = supq(xn(t Au), (A (t) A u))

>0

< supq(acn(t Aw), x(Ap(t Au) A un)>

t>0

+sup q(:z:()\n(t A ) A i), 2 (n(t) A u)) .

Pero, para cada n,

supq(a:(/\n(t Aw) Atg), (A (t) A u)> = sup q(x()\n(t Aw) A ty), z(Ap(t) A u))

>0 0<t<u

V sup q(m(kn(t Aw) Aug), x(Ap(t) A u))

t>u

= sup q(a:()\n(t) A Up), z(Ap(t) A u))

0<t<u

V sup q(x(/\n(u) Atp), x(Ap(t) A u))

t>u

= s q(w(s).2(w)

u<s<Ap(u)Vu

VvV sup q(az‘(An(u) A un),JE(S)),

An(w)Au<s<u

donde la ultima igualdad se obtiene estableciendo s = A, (t) A u,, en el primer término, y
s = A\p(t) A u en el segundo término. Asi, para cada n € N,

d'(zp,x, Ap,u) < sup q<xn(t Ay, (A () A un))
0<t<u

+  sup q(a:(s), x(u))

u<s<An(u)Vu

V. sup q(a:()\n(u) A Up), x(s)) (2.2.8)

An(u)Au<s<u

Luego, usando el Lema 2.2.3 inciso (iii), (2.2.7) y u un punto de continuidad de z, la
ultima desigualdad implica

lim d'(z,,x, \,,u) = 0.
n—o0
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Proposicion 2.2.6. El espacio (D(]0,00), E),d) es un espacio métrico.
Demostracion.

» Sea z,y € D(]0,00), E). Se probara que d(z,y) = 0 si, y sélo si, x = y. Si © = y,
entonces, tomando A, la funcion identidad para toda n € N, d(y,z) = 0.
Ahora, se asume d(y,z) = 0. Tomando z, = y para toda n en el Lema 2.2.5, existe
una sucesion {A, }n>1 C A tal que

lim d'(y,z, \p,u) =0

n—oo

para todo punto de continuidad u de x. En particular, para todo punto de continui-
dad v de x y t > 0, se tiene

lm r(y(t Au), z(Aa(t) Aw)) = 0.

n—oo

Por lo que, eligiendo ¢ = u, el Lema 2.2.3 (iii) permite deducir

r (y(u), x(u)) = 0.

Esto es, z(u) = y(u) para todos los puntos de continuidad u de x. Por lo tanto, por
el Lema 2.2.1 y la continuidad por la derecha de x y y, x = y.

= Se observa que, para x,y, € D([0, ), E),

SUPq<w(t A ), y(AL) A U)> = SUlpq<90(A(7f)_1 Au),y(t A U)>

>0 >0

para toda A € A. Asi, la reflexividad es consecuencia de esta identidad y () =
y(A™H)(Lema 2.2.3 (i)). Por lo tanto, d(x,y) = d(y, z).

» Se verificard la desigualdad del triangulo. Sean x,y,z € D([0,00), F). Entonces,
para todo u > 0 se tiene

supq(x(t Auw),y (Ao Aa(t) A u))

t>0

< sggq(:r:(t Au),y(Aa(t) A u))

+ supq(y()\g(t) Au), z(A1 0 Aa(t) A u)>

>0

= supq(a:(t Au),y(Aa(t) A u)>

t>0

—i—ggq(y(t Au), z(Mi(t) /\u))

Por otro lado, se recuerda que el Lema 2.2.3 (ii) afirma
V(A1 0 Az) < (A1) +7(Aa).
Combinando las desigualdades anteriores se obtiene

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)
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Por lo tanto, d es un métrica en D([0, 00), F). |

Definicién 2.2.7. La métrica d es llamada métrica de Skorohod, y la topdlogia indu-
cida por esta métrica es llamada topologia de Skorohod.

Proposiciéon 2.2.8. Sea {z,},>1 C D([0,00), E). Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(i) lim d(z,,x)=0.

n—00

(ii) Emiste una sucesion {\,}n>1 C A tal que lim, oo y(A\y) =0y

lim sup r(z,(t), z(A,(t))) = (2.2.9)

n—oo 0<t<T
para toda T > 0.

(iii) Para cada T > 0, existe {\,}n>1 C A’ (posiblemente depende de T') tal que (2.2.9)

Y
lim sup |\, (¢) —t| =0.

se sostienen.

Demostracion. (i) = (ii). Sean {z,},>1,2 € D([0,00), E). Por el Lema 2.2.4, existe
una sucesion {A, },>1 C A tal que lim y(A,) =0y
- n— o0

z ! > —
nh_g)lom(u € [0, 7] | d'(zn, 2, A, u) > €) =0
para toda € > 0y 7" > 0, donde m denota la medida de Lebesgue. En particular, por
(2.2.6) con u = k, existe una sucesion {u,},>1 C (0,00) con u, — oo, cuando n — oo, y

tal que
lm d' (@, 2, A, ) = 0.

n—oo
En consecuencia,
lim Supr(xn(t Ay, 2(An(t) A un)> = 0.

n—00 t>()

Ahora, dado T € [0,00), y tomando u,, > T V \,(T) para n suficientemente grande, el
limite anterior implica

lim sup r(mn(t),x()\n(t))> < lim supr(mn(t/\un),x()\n(t) /\un)> = 0.

n—00 0<¢t<T n—00 ¢>0

Por la arbitrariedad de T' el resultado se sigue.

(ii) = (i). Sean {\,},>1 C A una sucesion que satisface la condicion (ii) y u € [0, 00).
Ademas, se considera una sucesion {uy, },>1 tal que u,, — oo, cuando n — oco. Se recuerda,
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por (2.2.8),

d' (T, x, Ay, u) < sup q(mn(t/\un),x()\n(t) /\un)>

0<t<u

+  sup q<x(s), :c(u))

u<s<An(u)Vu

V. sup q(:c(kn(u) A un),x(s))

An(u)Au<s<u

Se observa que, para n suficientemente grande tal que u, > A,(u) V u, el primer término
de la derecha de la tdltima desigualdad satisface

sup q(acn(t/\un),x(/\n(t) /\un)> — sup q(mn(t),a;()\n(t))) < sup r(mn(t),ac()\n(t)))

0<t<u 0<t<u 0<t<u

Esto conduce, para n suficientemente grande para que u, > A,(u) V u, a la siguiente
desigualdad

d (2,0, Ap,u) < sup r(a:n(t),x()\n(t))>

0<t<u

+ s g(a(s),0(w)

u<s<An(u)Vu

V. sup q(:p()\n(u) A Up), a:(s))

An(u)Au<s<u

Luego, para u un punto de continuidad de x, la hipétesis y la continuidad por la derecha
de x implican

lim d'(z,, 2, \y,u) = 0.
n—oo

Por lo tanto, existe una sucesion {\,},>1 C A que satisface lim y(\,) =0y
- n—o0

lim d'(zp, 2, \y,u) = 0.
n—oo

El resultado se sigue del Lema 2.2.5.

(iii) = (ii). Sea N un entero fijo y {\V}, C A’ que satisface las hipotesis de (iii) con
T = N tal que
MV(t) = \N(N)+t—N, t>N.

Se construira una sucesion {1}, en A que cumpla con las condiciones establecidas en
(ii). Se define 73 := 0, y para toda k > 1,

1
N = inf {t > T |7 (2(t), 2(m ) > N}

siT), < oo, T =o0siT, =o0. En otras palabras, el tiempo se particiona de tal modo

que la distancia de los elementos de cada particion bajo = se encuentran a una distancia
menor que 1/N. Se observa que, debido a la continuidad por la derecha de z, la sucesion
{7N},>1 es estrictamente creciente. M4s atin, la existencia del limite por la izquierda de
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x garantiza que la sucesion no tenga ningun punto limite (de lo contrario, la funcion x
tendria que tender a infinito en algin tiempo finito y esto contradiria la existencia del
limite por la izquierda).
Ahora, para cada n € N; sea

Hom = (A) ()
para k = 0,1,..., donde (\Y)"1(c0) = oco. Se observa que, para toda t € [0, N] y toda
keN, py, <t<pp,, implica

< AN < 1l (2.2.10)

También, se observa que, para toda k£ y n naturales, se cumple

N N N N
0 < T — Tk < Ti+1 — Tk

>N _ N >N _ N -
Hen = He1n Herin = Hin

Ahora, para cada n € N, se define la siguiente aplicacién

N N
N (f— N (Tk+1_7'k)
; ( Mkm) (M{C\;l,n - Iu;c\{n)

st b€ [ tipg ) N[O,N], E=0,1,...,
fn (1) 2=

pN(N)+t— N, si t> N.
Sea n € N dado. Primero, se observa que si

s Hr1,0) V[0, NT # 0 (2.2.11)

para alguna k > 1,
T <y () < 1 (2.2.12)

paratodat € [uy,,, ppy1,,)N[0, N]. Mas aiin, 1} es una aplicacion continua en [pg),,, p13y 1 ,,) 0
[0, N] por el criterio de la primera derivada. En adelante, se asumira (2.2.11). Si s €
[M{s\[fl,n? lj’;c\{n) N [07 N] y te [M]k\{n’ M]kVJrl,n) N [07 N]: entonces

N N
Tk

N () = N (s) > (8 — 5) LTk

> 0.
N N
Iuk—o—l,n - Iuk,n

Si s € [lr 1 tin) N[O, NT y t € 111 s o) N[0, N], entonces la desigualdad anterior
conduce a

() =y (5) = () = ph (in) + 1 () — i (5)

N N N N
Tivo — T, T — T
N k+2 k N k+1 k
Z(t_“k) N _ N +(“k,n_5) N _ N
/Lk+2,n /‘Lk,n k+1,n lu’k,n
N N N N
>(t— N) Trtr1 — Tk +(N_S) Thr1 — Tk
k+1,n /’Lk,n Iu’k—H,n luk,n
N N
T — T
1
> (t — S)M

N 7>07

N
Mk—i—l,n — Hin

)
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y asi,
pn () = p1y) () > 0.
El mismo resultado se obtiene si t > N > s. Este razonamiento permite concluir, para

toda n € N, que la aplicacion 12 (t) es estrictamente creciente respecto a t. Ademés, si
t € [l s Hayrn) N[0, N], entonces, tomando el convenio co™'oo = 1,

N (4 Ty — Th . Tyl — Th N N
o (1) = 5 Smixq —v———— 5 | [ Hiprn) N[O N] # 0,k =0,1,...p VL.
luk—&—l,n - Iuk,n :uk—l-l,n - :uk,n

para todan € N. Esto implica que u2 ()’ estd acotada para todat < N.Sit > N, entonces
p(t) = 1. Por lo tanto, plY(t) es Lipschitz continua para toda n, y en consecuencia,

{uE},51 C A. Por otro lado, para cada n € N se cumple
‘:ufj@) - H’g(s)’ = ’t - S| |(Tli\—7i-1,n - TlﬁYn)(Mljj—s—l,n - /L}]Xn)_ll

para 5,1 € [up,, i) N[0,N], k=0,1,..,y

[t () = o (3)| = |t — s

para s,t > N. Méas atn,

N t) — N TN " TNn
log Mo () =1 (5) ) po —ktdn ko (2.2.13)
t—s Hrr1n = Hin
para s,t € [uﬁn,uﬁ+17n) N[0,N], k=0,1,...,y
N t) — N
log 2 { i M (8)| g (2.2.14)
— s

para s,t > N. Luego, usando nuevamente el convenio co 'oo = 1, (2.2.13) y (2.2.14)

implican

N N N N
t) — S T, — T
~ (MnN) — sup |log i () — 1, (8) — miax |log icvﬂ,n an ’
0<s<t t—s py , <N Hi1n =~ Hin

y, junto con (2.2.10), (2.2.12) y la definicion 7y,

sup 7 (2N ()24 (1)) < ~

— 2.2.15
0<t<N N ( )

para toda n > 1. Luego, por hipotesis con T'= N y por (2.2.15),

lim ~ (,uf:[) = lim max ‘log (T,ﬁil — T,ﬁYn) — log (uﬁrl’n — ufcvn)| =0

y
s ran(t) 0l () £ sup_ rla (). 20X (0)) + sup 1l (1), 26 (1)
< sup r(aa(t) 2OV () +
< 3

N.
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para toda n € N. Esto asegura la eleccion de una subsucesion {ny}r>1 tal que

3

y o sup r(@a(t), 2(un, (1) <

1
N
< AT
1) < S N

para n > ny. Entonces, para 1 < n < ny sea A, arbitraria; mientras que para cualquier
ny < n < nyg, con N > 1) sea A\, = p?. Asi, la sucesion {\,},>; satisface las
propiedades enunciadas en (ii), y con esto se finaliza la prueba. [ |

Ejemplo 2.2.9. Sea a > 0 y d, la métrica uniforme dada por

Se definen x, == L at1/m) Y T := Ly ). Entonces x, # x bajo d,, (falla en t = a), pero
Tn — X bajo la métrica de Skorokhod. Para verificarlo, sélo basta aplicar la proposicion
anterior con la sucesion de funciones {\,}n>1 dada por

lineal si te€0,a+1/n)
A(t): =% a—=1/n si  t=a+1/n

lineal si t€ (a+1/n,00).

Como es usual en el estudio de espacios métricos, se pueden definir métricas equivalentes
que, en algunos casos, facilitan el estudio del espacio en cuestion. A continuacion, algunas
definiciones. Para cada T' > 0 y cada par de funciones z,y € D([0,00), E') se define la
distancia dr(z,y) como el infimo de aquellos § para los cuales existen 0 = tg < t; <
e <ty conty >T,y 0 =359 <8 <+ < s, con s > T, tales que |t; — s;| < J para
1=0,....k,y

r(z(t),y(s) <d si t;<t<ti;1 y 8 <5< s

parat=20,...,k — 1. La suma
d(z,y) =Y 27 (1 Ady(x,y))
k=1

define una métrica en el espacio D([0,00), E), la cual es equivalente a la métrica d.

Proposiciéon 2.2.10. La aplicacion d es una métrica en el espacio D([0,00), E), la cual
es equivalente a la métrica d.

Demostraciéon. Primero, se probara que d es una métrica. Sean z,y € D([0,0), E),
teR"yT >t Si CZ(J?,y) = 0, entonces dy(x,y) = 0 para toda k > 1. Asi, por definicion
de la distancia dr, para toda ¢ > 0, existen ¢ > 6 > 0y k > 1 para los cuales existen
O=th<t; < - <tg,conty >T,y0 =35y <s; <--- <8, con s, > T, tales que
|ti —si| <dparai=0,....ky

r(x(t),y(s) <o si t<t<tin y si<s<sip



CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE PROCESOS ESTOCASTICOS 36

para ¢ = 0,...,k — 1,. Asi, para cada 7 con t < 7 < T, la definicién de la distancia dr
justifica la existencia de una sucesion {s, },>1 tal que

=T ¥l ylen) =),
Por la propiedad cadlag de y en 7, x(7) = y(7) o z(7) = y(7—). Luego, eligiendo una
sucesion {7, },>1 estrictamente decreciente a ¢, la propiedad cadlag de y en t conduce a

lim y(7,) =y(t) vy  lm y(r,—) =y().
n—oo n—oo

Y por este mismo argumento, x(7,) converge a x(t) cuando n — oo. Por lo tanto,
z(t) = y(t). La desigualdad del triangulo se sigue directo de la definicion.

Finalmente, usando la Proposicién 2.2.8 (ii), la equivalencia se sigue de la siguiente afir-
macion: d(z,, z) converge a 0 cuando n — oo si, y solo si, existe una sucesion {\,},>1 de
funciones continuas y estrictamente creciente de [0, 00) sobre si mismo tal que, uniforme-
mente sobre conjuntos compactos,

lm A\, () =¢ y  lim r (z(X,(2)),2.(2)) = 0.

n—oo n—oo

Teorema 2.2.11. Si E es un espacio separable, entonces D([0,00), E) es separable. Si
(E,r) es un espacio métrico completo, entonces (D(]0,00), E),d) es un espacio métrico
completo.

Demostracion. (Separabilidad). Sea E separable y {«, s, ...} C E un conjunto denso
numerable. Sea I' la coleccion numerable de elementos de D([0, 00), E) de la forma

Gy si te1 <t <t k:L...,TL;
y(t) ==
a;, s t 2> ty,
donde 0 = t; < t; < ... < t,, son racionales, i1,...,17, son enteros positivos y n > 1.

Se probara que I' es un conjunto denso en D([0,00), E). Sea ¢ > 0, z € D([0,00), E) y
T € N suficientemente grande tal que exp{—T7} < €/2. Por el Lema 2.2.1, z tiene una

cantidad numerable de puntos discontinuos, los cuales se denotaran por si,..., s, para
algin m € N con 0 =59 < 51 < ... < S, < Spp1 = 1. Ademés, ya que z es continua por
la derecha, para cada j = 0,1,...,m, = es uniformemente continua en [s;, S;j11), por lo

que existe 0 < 0; < s;j+1 — s, tal que, si s,t € [s;, 8;41) con |s — t| < J;, entonces
(2.2.16)

Sean
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para k = 0,...,n. Ahora, por la separabilidad de E. para cada k =0,...,n — 1, existe i
tal que

€
r(ou,, x(ty)) < T (2.2.17)
Sea y € I' con valores en o, ...,q;, ,. Paracada j =1,...,m con ns; € N, existe algiin
k; tal que s; € (ty;,tk,41). Sean
R exp{—€}ty, 1 yoo_ 5= exp{e}t,+1
ki 1 —exp{—¢} Yo kit 1 —exp{e}

los cuales pertencen a (tx,—1,5;) ¥ (ta;+1,tk,+2), respectivamente. Por la eleccion de n,
|k; — kj| > 3 sij # 1, por lo que ti;j es estrictamente creciente. Sea A € A la funcion lineal
a trozos estrictamente creciente con

)‘(t;cj) = t;ejw )‘(tkﬁl) =5 Y )\<t;cj+1) = t;cj+1a

para aquellos j = 1,...,m para los cuales ns; € N, y lineal con pendiente 1 para ¢ > t;cﬂ-.
Esta ultima condicion implica

siendo este tltimo término igual a €,. Si t < T, entonces, por (2.2.16), (2.2.17) y la
definicion de vy,

/
b1 — 85 Alog 8j — ty,

J

¥(A) < min {log

/ /
tkj+1 — Ukt brj41 — tkj

< min {log [exp{e}| A log |exp{—€}[}
J

€

r(x(t),y()\(t)) < r(ac(t),:v(tk)) + T(J:(tk),ozik) < =

5 (2.2.18)

para alguna k con t —t, < § = 91 A ... A dy,. Luego, por (2.2.18), la definicion de d y la
eleccion de T,

d(xz,y) < eV (% + exp{—T}) <e

Por lo tanto, I" es un conjunto denso en D([0, ), E).

(Completud). Es suficiente verificar que toda sucesion de Cauchy tiene una subsucesion
que converge. Si {z,}n>1 C D(]0,00), F) es una sucesion de Cauchy, entonces, para toda
k € N, existe Ny tal que

(@, ) < 27FFV exp{—k},

para toda m,m > Nj. Esto es, para k > 1, se puede elegir A\, € Ay u, > k (pues
exp{—u}d (x,y, \,u) esta acotada) tal que

v (Ak) V sggq(xNk (tAug), Ty, (An(t) Auyg)) <277 (2.2.19)
(24

Sea fink = Metnt1 © Mitn © - .. 0 Agp1 © Ag. Por otro lado, como |u — 1| < exp{|logu|} —1
para u > 0, entonces, para todo intervalo acotado I,

sup [A(t) —t| = sup t‘w

tel te\{0}

— 1‘ < C(exp{y(N)} — 1), (2.2.20)
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donde C' es una constante no negativa que depende de I. Este razonamiento permite
concluir, para cualquier p, A € A,

sup W‘ < exp{v(n)}.

(L)

Maés atn, para todo intervalo acotado I,
sup [(A(t)) — p(t)] < sup [A() — t[exp{y(un)}. (2.2.21)
tel tel

Asi, si n > m, entonces, por (2.2.21), (2.2.20) y v (\x) < 27,

sup g1k (t) — pni(t)] < sup n—m—1 kpms1(t) — t] exp{y(tmx)}
S €

< C (exp{ptn—m—1h4m+1} — 1) exp{27"*'}

< C (exp{27'} — 1) exp{27""}
para todo intervalo acotado [ y alguna constante no negativa C' que depende de I. Luego,

i sup fs1.(8) = s (8)] = 0.

m—ro0 te

Esto significa que, para k fijo, {{tnx}n>1 es una sucesion de Cauchy en todo intervalo
acotado. Por lo tanto, la sucesion anterior converge uniformemente sobre todo intervalo
acotado. Sea

ME ‘= lim )\k-Jrn ©0...0 )\k+1 e} )\k
n—00

Se observa que, para cada k > 1, la funciéon u, es continua y creciente, propiedades que
hereda de la sucesion {)\k}k>1. Ademas, dado que

Ain O = O Ak (t) — Nggn © - - 0 Ag ()

v (k) = sup |log log

0<s<t

(ti < o Z

0<s<t

Metn—10 0 A(t) — Nggn—1 0+ - 0 Ag ()

con \g_1 o A; como la funcion identidad, el Lema 2.2.3 (ii) y (2.2.19) justifican

< i < k—i—l
v (1) —31%27( Zv 2”

y asi, u; es Lipschitz continua. En consecuencia, para cada k € N, u; € A. Mas atn, por
la desigualdad anterior se deduce

lim ~ (ux) = 0. (2.2.22)
k—o0
Por otra parte, para toda k > 1, la continuidad de \; y (2.2.19) implican
Stl>l%)) q (xNk (Nizl(t) A uk) » T Njy1 (/“Ll;—il-l(t) A uk))
— stgg) q (:L‘Nk (u;l(t) A uk) s TN ()\k (,u,:l(t)) A uk))
=supgq (xNk (t A uk),a:NkH ()\k(t) A uk))

t>0
<27k
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Esta desigualdad, junto con la completud de E, asegura la convergencia uniforme sobre
todo intervalo acotado de 2y, oy, ' a una funcion z : [0,00) — E.Y ya que cada zy, o'
pertenece a D([0,00), E), x también debe pertenecer® a D([0, 00), E). Como resultado se
obtiene

lim sup 7 (zn, (1" (1)), y(t)) =0

k—o0 0<t<T

para toda T real positivo. Se sigue de (2.2.22) y la Proposicion 2.2.8 (ii) que

lim d(zn,,z) = 0.
k—o0

Teorema 2.2.12. Para cada t > 0 se define m : D([0,00), E) — E por m(z) = z(t).
Sean Fg la o—dlgebra de Borel de D([t,00), E) y

Fp=0(m|0<t<oo)y=o0(m|s€eD), (2.2.23)
donde D es cualquier conjunto denso en [0,00). Si E es un espacio separable, entonces
Frg=Fp.

Demostracién. Primero se verificara (2.2.23). Para ello, es suficiente probar
Fp Co(ms|s€ D).

Para cada t > 0, existe {t,}n,>1 C D N [0,00) tal que lim, ,t, = t. Luego, por la
continuidad por la derecha de x,

lim m, (x) = lm x(t,) = z(t) = m(x).
n—oo n—oo

Y como 7, es o <7rs ‘ s € D> —medible, 7; también lo es. (2.2.23) se sigue.

Ahora, se probara Fp C Fg. Sean x,y € D([0,00), E). Dado ¢ > 0, t € [0,00) v f
una funcion real-valuada continuo y acotada en E, se define en D([0,00), E) la siguiente
aplicacion

t+e
file) =1 [ Fmlaas

Ahora, sean z,,z € D([t,00), F), con n > 1, tales que z,, converge a x cuando n — oo.
Entonces, por el Lema 2.2.4, existe una sucesion {\,},>1 C A tal que lim vy(\,) =0y
- n—oo

lim m (v € [0,T] | d' (T, Y, An,u) =€) =0

n—oo
para toda € > 0y toda T > 0, donde m denota la medida de Lebesgue. Y ya que x,,(A,($))
¥ An(s) converge uniformemente a x(s) y a s sobre intervalos acotados, respectivamente, y
An(t) converge casi en todas partes uniformemente a 1 sobre intervalos acotados, entonces,
por el teorema de convergencia dominada y la continuidad de f,

. e , 1 / ¢
lim f; (7)) = lm — [ f(2,(An(5))) 1{/\n(t)§5§/\n(t+€)})‘n(5) ds = f (r),

n—00 n—oo €

8Limite uniforme preserve la propiedad cadlag.
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donde la primera igualdad es consecuencia de un cambio de variable. Este hecho implica
que ff(x) es una funcion Borel medible. Mas atn, por L’Hospital y la continuidad por la
derecha de x, se tiene que

lim f(x) = f(m(x)),

€E— 00
lo que permite deducir que f o7 es una funciéon Borel medible para toda f funcion real-
valuada continuo y acotada en FE, y asi, por el Teorema de clases mononotas, para toda
funcion medible y acotada. En particular, dado que 14(m(z)) es Borel medible para toda
A e B(E),
7 (A) == {w e D([0,0), E) | m(w) € A} € Fp,

para toda A € B(E), lo que prueba Fj, C Fpg.

Reciprocamente, paracadan > 1, 0=t <t; < ... <t, <0V ag,...,a, € E, se define
la aplicacion n : B — D([0, 00), E) dada por

n—1
n (Oéo, R ,Oén> <t> - Z ak]‘[tkik-&-l)(t) + 1[tnOO) (t)
k=0

Se recuerda que r es una métrica en F, con E un espacio separable. Entonces, para
(g, .. an), (af,...,al) € E"™ y u e [0,00), se cumple

supq (n (ap, ..., ap) (EAW),n(ag, ..., a0) (M) Au)) < méx r(q;,af).

t>0 0<i<n
Esto implica

d(n (a0, .., om),n(a, -, ah)) < méx r(a, o).

Y debido a que maxg<;<, 7(a;, o) es una métrica en E", la desigualdad anterior conduce
a la continuidad de n. Méas atin, ya que 7; es por definicion Fr,—medible y E es separable,
para cada z € D([0,00), E) y n > 1, la aplicacion k. ..+, : DP([0,00), E) = R dada por

T (T om) (@) = o (my, . m) (@) = d (2,0 (T (2), . e, (2)

es Fp—medible’. Finalmente, para cada m € N, sea 7, definida como 1 con n = m? y
ty = k/m, k =0,...,m% Entonces, por un argumento similar al desarrollado en la parte
de separabilidad del Teorema 2.2.11, para toda = € D([0,00), E), se tiene

lim d(x, np (7, (2), ..., m, (x))) = 0.

m—r0o0

En consecuencia,

nllgl)@ \d(x, D (T4 (), .oy, (7)) — d(2,2)| < Hm d(z, (7, (2), ...y T, (7)) =0

m—r0o0

9M4s precisamente, sean z € D([0,00), E), A un subonjunto denso y numerable en E"*! y ¢ > 0
dados. Entonces, por la continuidad de 7,

I'={a€ E"™|d(z,n(a)) < e} = U () {beE"|1'(a,b) <1/n}
{aEA | d(z,n(a))<e} nz1

es un subconjunto medible en E™"T! con respecto a la sigma algebra de Borel producto, donde 7’ denota
un producto en E"t1,
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para toda x € D([0,00), E). Por lo tanto,

i d (z,n(m (@), .., m , (2))) = d(z,2).
Asi, la aplicacion = — d(z,x) es F—medible para toda z € D([0, 00), E'). En particular,
toda bola abierta, con centro z y radio € > 0,

B(z,€) :={x € D([0,00), E)|d(z,x) < €}

pertenece a Fp, vy ya que D([0,00), F) es separable (gracias a la separabilidad de E y
al Teorema 2.2.11), FJ, contiene a todos los conjuntos abiertos en D([0,00), E), y en
consecuencia, contiene a Fg.

2.2.1. Compacidad en D([0,0), E)

Como es costumbre, (F,r) es un espacio métrico. Con el fin de aplicar el Teorema 2.1.22
P(D(|0,00), E)), se necesita dar una caracterizacion de los subconjuntos compactos de
D([0,00), E). Con esto en mente, se dard condiciones para los cuales una coleccion de
funciones escalonadas es compacta. Para una funcion escalonada =z € D([0,00), E) se
define so(x) =0y

sk(z) = f{t > sp_1(z) | 2(t) # x(t—)},

para k= 1,2,... sl sp_1(x) < 00. Si s5_1(x) = 00, entonces si(z) = 0.

Lema 2.2.13. Sean I' C E un subconjunto compacto y § > 0. Se define A(L',d) el
conjunto de funciones escalonadas x € D([0,00), E) tales que x(t) € T para toda t >0, y
sk(z) — sg—1(x) > 0 para cada k > 1 para los cuales s,—1(x) < oco. Entonces la cerradura
de AT, ) es compacta.

Demostracion. Es suficiente demostrar que toda sucesion en A(I',0) tiene una subsu-
cesion convergente. Sea {x,},>1 C A(I',0). Entonces, existe una subsucesion {z/,},>1 tal
que, o bien, s;(x]) < oo para toda n € N, o s;(2],) = oo para toda n € N. En el primer
caso, existe una subsucesion'® de {2/ },>1, {2/ },>1, tal que, para alguna t; € [4, o0],

lim s (2!) = t;.
n—oo

Si t; < oo, entonces, para n suficientemente grande, se puede establecer la condicion

Ahora, ya que I' es compacto, la sucesion {z},>; tiene una subsucesion {x!},>; tal que

lim 2, (s1(z,)) = o

para alguna «;. Prosiguiendo con este razonamiento, se puede construir una sucesion de
subsucesiones {z!},>1 C {z2},>1 C -+ tales que, para k = 1,2, ...,

10Toda sucesion tiene una subsucesién convergente o divergente.
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= si sp(2F) < oo para toda n € N, existe alguna t; € [k§, 00] para el cual se cumple
1im,, o0 sp(7F) = 11, v si t) < 00,
t — ey 1
lo < — 2.2.24
® Sh) — s (el | 222

para n suficientemente grande, y, para alguna oy

lim 2% (s,(2%)) = oy (2.2.25)
n—oo

k
n

= 0 bien, si(z)) = oo para toda n € N.

Se considera el primer caso. Sea {yy, }m>1 la subsucesion de {z,},>1 dada por y,, = 2],y
sea y € D([0,00), F) definida por y(t) = ay para ty <t < tpy, k=0,1,..., y contyg=0.
Como Sk (Ym) — Sk—1(ym) > 6 para cada k y cada m para el cual se cumple sx_1(y,,) < 00,
se define, para cada m, la aplicaciéon \,, € A como una funcién lineal a trozos con

An(Sk-1(Um)) =te1 Yy Am(Sk(Um)) = t,
si ty < 00, y lineal con pendiente 1 para t > si(y.,). Entonces, por (2.2.24),

An(t) — Am T — T— 1
'Y()\m) = sup log ( ) (5) k k—1 <=

0<s<t t—s $k(Ym) = sk-1(ym) | — m
Por otro lado, para cada ¢t € R, existe una k € {0,1,...} tal que sk(Ym) <t < Skt1(Ym)
Y A (Sk(Um)) < Am(t) < An(Sk+1(Ym))- Entonces, por las definciones de y,, y v,

T(ym(t)’ y()‘m<t))) = r(ym(sk<ym))> O‘k)a

la cual, por (2.2.25), converge a cero cuando m — co. Luego, por la Proposicion 2.2.8 (ii),
Ym converge, bajo la métrica d, a y.

Ahora, se considera el segundo caso, es decir, sy(z%) = co para toda n € N y toda k. Por
definicion de s, para toda n > 1, la subsucesion {z¥},>; esta conformada por funciones
constantes, constantes que pertenecen a I'. Luego, usando la compacidad de I', existe una
subsecesion de {2%},>1 que converge.

log (2.2.26)

< sup
k

Las condiciones de compacidad se expresan en términos del siguiente moédulo de continui-
dad. Para cada = € D([0,00), E), § >0y T > 0, se define el médulo de continuidad

w'(z,6,T) :=nfmdx sup r(z(s),z(t)),
{ti} v s,te[ti,l,ti)

donde el infimo se toma sobre todas las paritciones {t;};,>1 tales que
o<t < - <t,1<T<t, (2.2.27)

con minj<;<,(t; —t;—1) > 6 y n > 1. Se observa que w'(x,0,T) es no decreciente en § y
en T, y que

w'(x,0,T) <w'(y,8,T)+2 sup r(z(s),y(s)). (2.2.28)

0<s<T+5

Sean 0 < 0; < dz. Se denota por As, i@ = 1,2, al conjunto de particiones {¢;} de la
forma (2.2.27) con § = §;, i = 1,2. Entonces, la monotonia de w'(x,d,T) en 0 se sigue De
As, C As,. Un estudio similar se lleva a cabo para probar la monotonia de w'(x,d,T) en
T.
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Lema 2.2.14. (i) Para cada x € D([0,00),E) y T > 0, w'(x,0,T) es continua por la
derecha en 0 y

lim w'(z,6,T) = 0.
6—0

(i) Si{xn}n>1 CD([0,00), E) y lim, o d(zn, z) = 0, entonces

limsup w'(z,,0,T) < w'(z,0,T + ¢)

n—oo

para toda 6, T, € > 0.
(iii) Para cada 6 >0y T >0, w'(x,0,T) es Borel medible en x.

Demostracion. (i) Sean = € D([0,00), E) y T' > 0 dados. Primero se demostrara la con-
tinuidad por la derecha. Sea 6 > 0 dado y & = 3 (8 + min <<, (t; — t;-1)) > 6. Entonces,
para toda n € (4,9), la monotonia de w'(z,d,T) en § implica

w'(z,6,T) <w'(z,n,T).

Ahora se demostrara la segunda afirmacion. Para N € N se define 7¥ := 0, y para toda
k>1,

1
= inf {t > T |7 (2(t), 2(T ) > N}
si ), < oo, TV = oo si Y, = co. Se recuerda, por la prueba dada en la Proposicion

2.2.8, que {7} }1>1 es estrictamente creciente. Entonces, para

0<(5<min(7ﬁ1—7',£v|7',ﬁv<T),

w'(2.0,T) <mdx  sup (r (z(s), z(7) + 7 (x(7]), z(t)) >,

t stelrN—rN )

la cual, por definicién de 77, es menor o igual que 2/N. Luego, tomando el limite cuando
N — 00 en ambos lados de la desigualdad anterior, se concluye

N—oo N—oo

2
1i 2,0, T)< lim — =0
m w'(z,6,T) < m - ,

lo que implica
gl'm w'(z,0,T) = 0.

—0

(ii) Sean z,z, € D([0,00),E), n > 1. También, sean § y T reales positivos dados. Se
asume que lim,,_,, d(x,,x) = 0. Entonces, por la Proposicion 2.2.8 (ii), existe una sucesion
{A\n}n>1 C A tal que lim, oo y(\) =0y

lim sup r(z,(t), z(A\,(t)) =0

n—oo 0<t<T

para toda 7" > 0. En particular, el limite anterior se cumple considerando 7'+ ¢ en vez de
T, es decir,
lim  sup 7 (z,(t),z(\.(t))) =0 (2.2.29)

N—=00 0<¢t<T+§
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Ahora, para cada n € N, se definen y,(t) := x(\,(t)) para toda t € R y
b, = sup (Aa(t+8) = Au(t)).

0<t<T
Gracias a la Proposicion 2.2.3 (iii), se observa que

d = lim §,. (2.2.30)

n—oo

Entonces, para todo € > 0, (2.2.28) y (2.2.29) permiten deducir
lim sup w'(z,,, 6, T) < limsupw'(yn, 8, T) + 2limsup sup  r(z,(s), z(Aa(t)))
n—00 n—00 n—oo  0<t<T+6
< limsup w'(y,,d,T).

n—oo

Més aun, sustituyendo s,t por A, (s), \,(t) en la definicion de w’ y usando (2.2.30), la
definicion de y,, y la monotonia de w'(x,0,T) en 6 conducen a

lim sup w'(z,, 0, T) < limsup w'(y,, 0, T) < limsupw'(x,d, + 1/n, \u(T))

n—oo n—oo n—oo

Ahora bien, ya que A,(7") converge a T en intervalos acotados, cuando n — oo, la mono-
tonia de w’ implica

lim sup w'(x,,, 0, T) < limsupw'(x, 6, + 1/n, \o(T))

n—oo n—oo

<limsupw' (z,(0, +1/n)V (6 +1/n),T +¢).

n—oo

Luego, por la continuidad por la derecha de w'(x,d,T') en 6,

lim sup w' (2,6, T) < limsupw’ (z, (6, + 1/n) V(6 +1/n),T +¢)

n—oo n—oo

< lim w' (2, (6, +1/n)V (6 +1/n), T +¢)
n—oo
<w'(x,6, T +e),
Por lo tanto,

lim sup w'(z,,,0,T) < w'(z,0,T + ¢€).

n—oo

(iii) Sean 0 y T reales positivos dados. Se define w'(x,d, T+) := lim.ow'(z,9,T + ¢€), la
cual existe por la monotonia de w’ en T (de hecho la sucesion en cuestion es decreciente
y acotado por abajo). Sean x,z, € D([0,00), E) para n > 1 tales que

lim d(z,,z) = 0.

n—oo

Entonces, por al apartado (ii) de este Lema,
lim sup w'(z,, 6, T+) = lim sup lirgl W' (2,0, T + ¢€)
n—00 n—oo €

< Hgl w'(x, 8, T + 2¢)

=w'(z,0,T+).
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Asi, w'(z, 0, T+) es semicontinua superiormente (upper semicontinuous)!!, y por un resul-
tado clasico de andlisis, es Borel medible respecto a x. El resultado se sigue de la siguiente

observacion:
w'(x,0,T) = h'r% w'(x,0,(T — €)+)
e—

para toda x € D([0,00), F). |

Teorema 2.2.15. Sea (E,r) completo. La cerradura de A € D([0,00), E) es compacta si,
y solo si, se cumple

(i) para cada racional t > 0, existe un conjunto compacto, I'y C E, tal que z(t) € T
para toda x € A;

(ii) para cada T >0,

lim sup w'(x,0,T) = 0.

Demostracion. Sea A € D(]0,00), E) tal que cumpla las condiciones (i) y (ii) del teo-
rema. Se probara que A es totalmente acotado y A es completo para concluir que A es
relativamente compacto. Es claro que la completitud de D([0,c0), E') implica la comple-
titud de A. Asi, para este apartado, soélo falta verificar que A es totalmente acotado.
Sean x € D([0,00), E') y £ > 1. Por la condicion (ii) del teorema, se puede elegir §; € (0,1)
tal que

1
supw'(x,d,1) < = (2.2.31)
€A 14
y myg > 2 tal que 1/my < ;. Sea
(t+1)my
r = I

Es claro que z(0), z(1/my),...,z({+1) € T, Usando la notacion establecida en el Lema
2.2.13, sea A, = A(I'®,4;). Por otro lado, por (2.2.31) y la definicién de w’, existe una
particiéon

O=to<t; < - <t 1 <l<t,<l+1<t, 1 =o0. (2.2.32)

con Hlfﬂlgign(ti — tifl) > 5@ tal que

max sup r(xz(s),x(t)) <
1§i§ns,t€[ti_1,ti) ( ( ) ())

N0

Ahora, se define 2’ € A, dado por

'(t) = @ (([meti] +1) /me)

HGe recuerda que una funcién real valuada f es semicontinua superiomente, si

limsup f(x) < f(z0).

Tr—rTo
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parat; <t <t;11,1=0,1,...,n. Se observa que, debido a m[l < Oy,

Entonces, tomando en cuenta la eleccion de la particion dada en (2.2.32) y (2.2.33), se
obtiene que

(@ (®) (1)) <

SN

En consecuencia,

d(z',r) < /000 exp{—u}(supr(z’(t Au),z(t Au)) A 1)du

t>0

_ /Ozexp{—u} ( sup r(2'(1), 2(t)) /\1) du

+lémemﬂu}(ggirﬁﬂﬂ¢dﬂ)Al)du
< /OOO exp{—u} (Osggger(x'(t),x(t)) A 1) du

+ /goo exp{—u}du
< 2/0+ exp{—{} < 3/L.

Asi, si AZ’/Z denota la bola de radio 3/¢ y centro 2/, A C A;f/g. Luego, por la arbitrariedad
de ¢,
Ac (A" (2.2.34)

0>1

Y ya que la compacidad de cada A, implica que cada A, sea totalmente acotado(gracias
al Lema 2.2.13), (2.2.34) permite concluir que A es totalmente acotado'?. En efecto,
sean z € D([0,00), E) y € > 0. Entonces, por (2.2.34), se puede elegir ¢ para el cual
satsiface d(x,xﬁ) < € para algin zt € A,. Como cada A, es totalmente acotado, existe
una e—vecindad finita, {z{}, con la propiedad de que para cada z° € A, se cumple
d(xt, xt) < e. Asi,

d(z,zy) < d(z,z%) + d(2, 2}) < 2e.

Por lo tanto, {74} es una e—vecindad finito para A, lo que prueba que A es totalmente
acotado.

Reciprocamente, sea A un conjunto relativamente compacto. Para cada racional no ne-
gativo t, se define Iy C F por I, := A, donde A, = {x(t) ‘ x € A}. Para probar que I';
es compacto, es suficiente demostrar que toda sucesion en A; tiene una subsucesion con-
vergente. Para cada t € R, sea {z,(t)},>1 una sucesion en A;. Como A es relativamente
compacto, restringiendo a una subsucesion si es necesario, se puede asumir que

lim d(z,,z) =0

n—oo

12Gea (X, p) un espacio métrico. Se recuerda que un e—vecindad para B C X, es un conjunto de puntos
{zx} con la propiedad que para cada x en B existe un zj, tal que p(z,z)) < e. También, se recuerda que
B C X es totalmente acotado si para cada real positivo €, B tiene un e—vecindad finita.



CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE PROCESOS ESTOCASTICOS 47

para algin = € D([0, 00), F). Entonces, por la Proposicion 2.2.8 (ii) y el Lema 2.2.3, existe
una sucesion {\,}n,>1 C A tal que lim,, o 7(A\,) = 0,

lim sup |\, (t) =t/ =0 (2.2.35)
n—o0 tE[O,T]
y
lim sup r(z,(t), z(A\, () =0, (2.2.36)

n—oo 0<t<T

para toda T > 0. Por otro lado, existe una subsucesion {\,, },>; tal que A, (t) >t para
toda r > 1, o bien, A, (t) <t para toda r > 1. En el primer caso, se tiene la siguiente
desigualdad

7 (20, (1), 2(t)) <7 (20, (1), 2( A\, (1)) + 7 (2(Aa, (1)), (1)),
la cual, gracias a (2.2.36), (2.2.35) y la continuidad por la derecha de z, cumple

lm r (2, (¢), z(t)) Um < r(z,, (t), (A, (1)) + lm r(z(A,, (2)), 2(t)) = 0.

n—o0 n—oo n—oo

En el segundo caso, se tiene

P (@, (), 2(t=)) < 7(2n, (), 2(An, (1)) + 7 (2(An, (1), 2(t-)),

la cual, por el mismo argumento del caso anterior, converge también a 0. Asi, para ambos
casos, se concluye que {z,(t)},>1 tiene una subsucesion convergente, por lo que la condi-
cion (i) del teorema se sostiene.

Ahora, se verificara la condicion (ii) del teorema. Se procedera por reduccion al absurdo.
Para ello, se asume la existencia de 7,7 > 0 y una sucesion {x,},>1 en A tal que

w'(xp, 1/n,T)>n, VneN.
Ya que A es relativamente compacto, se puede suponer que

lim d(z,,z) =0

n—oo

para algin = € D([0,00), E). Entonces, por el Lema 2.2.14 (ii),

n <limsupw'(z,,0,T) < w'(x,0,T + 1)

n—o0

para toda 0 > 0. Luego, haciendo § — 0, el Lema 2.2.14 (i) permite concluir

n <lmw'(x,0,T+1) =0,
0—0

lo que contradice la eleccion de 7, que es positivo. Por lo tanto, la condicion (ii) dada en
el planteamiento de este teorema se sostiene. [ |
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2.2.2. Convergencia de procesos con trayectorias en D([0, ), F)

Con lo desarrollado hasta ahora, se puede enunciar y probar el resultado principal de este
capitulo. Este establece que una sucesion de procesos estocasticos converge débilmente si,
y s6lo si, la coleccion de medidas de probabilidad inducidas es relativamente compacto y
las distribuciones finito dimensionales convergen, la cual es un método 1til para probar
convergencia de procesos estocasticos.

Se recuerda que un proceso estocastico X es una familia de elementos aleatorios definidas
en un espacio de probabilidad (€2, F,P) y con valores en un espacio métrico, en nuestro
caso, con valores en F. Se recuerda que Fg denota la o—algebra de Borel de D([0, c0), E).
Entonces, la distribucién del proceso X esta dada por

PX'(B):=P(X € B), B€ Fg.

Asi, el estudio de convergencia débil de procesos estocasticos se reduce a estudiar conver-
gencia débil de las distribuciones de los procesos en cuestion.

Definicién 2.2.16. Sea {X*, o € I}(para algin conjunto de indice I) una familia de
procesos estocdsticos con trayectorias en D([0,00), E) y {Patacr C P (D([0,0), E)) la
familia de sus distribuciones asociada, es decir,

P.(B):=P(X* € B), B € Fg,

donde P es la medida de probabilidad del espacio de probabilidad donde se encuentra
definido el proceso X,. Se dice que la familia {X « € I} es relativamente compacta si
{Po}acr es relativamente compacta.

Se observa que los procesos estocéasticos en la definicion anterior no necesariamente estan
definidos en un mismo espacio de probabilidad.

Teorema 2.2.17. Sean (E,r) completo y separable y { X, o € I} una familia de procesos
estocdsticos con trayectorias en D([0,00), F). Entonces, {X* a € I} es relativamente
compacto si, y solo si, las siguientes dos condiciones se satisfacen.:

(i) para todan >0yt e Qt, existe un compacto I',; C E tal que
ing (Xpel),)>1—mn

(ii) para todan >0y T >0, existe § > 0 tal que

supP (w'(X*,0,T) > n) <n.

Demostracion. Primero, se asume que {X* « € I} es relativamente compacto. Se re-
cuerda que, para cada « € I, P,(A) = P (X® € A), donde P es la medida de probabilidad
sobre el espacio de probabilidad en el que el proceso X* esta definido. Como { X a € I}
es relativamente compacta y (F,r) es completo y separable, {P,}.es es relativamente
compacto y D([0,00), E) es completo y separable(ver Teorema 2.2.11). Entonces, por el
Teorema 2.1.22, para cada n > 0, existe K, C D([0,00), E) tal que

imfP(X“e K,)>1-n. (2.2.37)

acl
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Ahora, ya que K, es compacto, entonces, por el Teorema 2.2.15, para todo racional no
negativo, existe un conjunto compacto I'y; C D([0,00), E) tal que z(t) € I',; para toda
z € K,. Esto, junto con (2.2.37), implica

infP (X el,,) > ianP(XO‘ € K,)>1—n.
ae

acl

Por otra parte, por el Teorema 2.2.15 (ii), para cada T > 0, existe 6 > 0 tal que

sup w'(z,0,T) < n,
€K,

para toda n > 0. Entonces

supP (w'(X,9,T) >n) <supP (X, ¢ K,) <1 —iréfl’P(Xa € K, <n.

a€cl acl

Asi, tomando en cuenta que I'] ; puede ser reemplazado por I';; en (i), las condiciones (i)
y (ii) se sostienen.

Reciprocamente, sea € > 0y T un entero positivo tal que exp{—T} < €/2. Sea § > 0 tal
que (ii) se sostiene con 1 = €/4,

sup P (w' (X“,0,T) > E) << (2.2.38)
acl 4 4
Ademas, sean m > § 'y
mT
F - U F€2—i727i-
=0
Se define
/4 ._ ‘ €
L= {IGE‘ ;Iellﬁr(x,y) < 4}.
Se observa que la siguiente relacion se satisface
{Xj- c FEQ,H,L} c {Xj- e F€/4}, i=0,. .. mT. (2.2.39)

Entonces, por la relacion (2.2.39) y la condicion (i), se obtiene!®

mT
mf P (Xj e/ i =0, 1,...,mT) > inf (1 S (Xj- ¢ rﬁ/‘*))

a€el acl
mT
=1-—sup P(X"‘L- §ZFE/4>
mT _
>1—supSy P (XO; re ) .
aé?gég m g ST

13Ge recuerda que sup(A — B) = sup A — inf B y que inf(A — B) = inf A — sup B.
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Y ya que

mT mT

1-supd P (Xg. gr;g:ﬁ:ii) =l-supy (1 -P (X‘j— ere; ))

ael i—0 a€el i—0

mT
, o €272
213 (1 (v erain))
mT
>1-) e
=0
€

57

3=

>1—

se cumple
mf P (Xj- e i=0,1,... ,mT) >1- & (2.2.40)

acl 2
Por otro lado, usando la notacion dada en el Lema 2.2.13, sea A = A(T', ), la cual, gracias a
la compacidad de I" y al Lema 2.2.13, es relativamente compacto en D([0, 00), E). Ademas,
si x € D([0,00), E) con w'(x,6,T) < ¢/4y x(i/m) € T* para i = 0,...,mT, entonces,
por la definicion del modulo de continuidad, existe una particion

m

O=to<ti < - <t,_1<T<t,

tal que ml/nlgign(ti — ti—l) >0 y

lrgsg;;l S’tes[;jg’ti)r (x(s),z(t)) < % (2.2.41)

Gracias a la compacidad de I, se pueden elegir y; € I' tales que

r(z(i/m),y;) < i i=0,...,mT. (2.2.42)
Con esto en mente, se define 2/ € A por

Yimt;_qj+1 St iy <t <ty, i=1,...,n—1;

Z'(t) ;=

Ylmt,_1)+1 SI t>th 1.

Entonces, ya que m™' < § y minj<;<,,(t; — t;_1) > 0, para cada t = 1,...,n se tiene
|mt;_1| +1

1
ti1 < <t +— <t
m

m
Asi, sit;iy <t <t; AT para algan i € {1,...,n}, (2.2.41) y (2.2.42) permiten deducir

r(z(t),2' (1) <r <x(t),a: (M)) +r (x (M> ,yLthHl) < g

m m

por lo que

OiltlfTT (x(t),2' (1)) <

DO ™
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En consecuencia,

d(x' z) < /Ooo exp{—u} (supr(a:’(t ), a(t A ) A 1) du

t>0

_ /OT exp{—u} ( sup r(a'(1), 2(t)) A 1) du

0<t<u

+/O° exp{—u} ( sup (' (8), 2(t)) A 1) du

T 0<t<u

< /0 " exp{—u} ( sup 7 (a/(t), 2(£)) A 1) du

0<t<T

+ /OO exp{—u}du

T

< % + exp{—T}.

Y como exp{—T} < §,
d(2',x) < % +exp{-T} <,

Por lo tanto, v € A° = {z € D([0,00), E) | infyea d (z,y) < £}. En particular,
C{X%e A > {Xj- T i=01,...,mT y w'(X%8T) < i}
para toda « € I, el cual, gracias a (2.2.38) y (2.2.40), justifica

mf P (X € A9) > inf P (Xj- €T i=0,1,....,mT y w'(X%8T) < i)

acl a€el m
mT P
>1—sup (Y P (Xi ¢ F€/4> 4P (w’(XO‘,cS, T) > —)
a€cl i—0 m 4
€ €
o
- 2 + 4
>1—k¢,
es decir,
mf Po(A) = mf P (X € A9) > 1 —«.
a€cl a€el
Finalmente, como A es compacto, existe {z1,...,z,} C A tal que A° C |J!_, Bi, donde

B; es la bola con centro en z; y radio 2¢, entonces, A es compacto. El resultado se sigue

del Teoema de Prohorov. Por lo tanto, { X% « € I} es relativamente compacto.
[ |

Corolario 2.2.18. Sea (E,r) completo y separable, y sea {X",n > 1} una sucesion de
procesos estocdsticos con trayectorias en D([0, 00), E). Entonces, la sucesion {X™,n > 1}
es relativamente compacta si, y solo si, se cumple

(i) para cada n >0 y racional t > 0, existe un compacto I'y, C E tal que

lminfP (X7 e],) > 1 —n;

n—oo
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(i) para cadan >0y T >0, existe 6 > 0 tal que
limsup P (' (X",0,T) >n) <.

n—oo
Demostraciéon. Si la sucesion {X™ n > 1} es relativamente compacta, entonces las
condiciones (i) y (ii) enunciadas en el corolario se siguen del Teorema 2.2.17. Asi, es
suficiente probar que si las condiciones (i) y (ii) del corolario se cumplen, entonces la
sucesion { X", n > 1} es relativamente compacta. Para ello, sean 7,7 > 0 y un racional
t > 0. Por hipoétesis, existe un conjunto compacto I'g € F, un dy > 0 y un entero positivo
ng tales que

inf P (X} €lg)>1-n (2.2.43)
n>no
y
sup P (w' (X™,80,T) > n) <. (2.2.44)
n>ng

Por otra parte, por el Teorema 2.1.22, para cada n > 1, existe un conjunto compacto
I, C E tal que
P(Xell)>1—n

y, por el Lema 2.2.14 (i), existe §,, > 0 tal que
P(w (X", 6, T)>n) <n.

Sea I' = UM 'y y 6 = /\Zozgl 0. Entonces, ng puede ser reemplazado por 1 en 2.2.43)
y (2.2.44) si se sustituye I'} por I" y dy por d en (2.2.43) y (2.2.44), respectivamente, y
conseguir las condiciones (i) y (ii) del Teorema 2.2.17. Por lo tanto, la sucesion { X", n > 1}
sea relativamente compacta.

Lema 2.2.19. Si X es un proceso con trayectorias en D(]0,00), E), entonces el comple-
mento en [0,00) de

DX)={t>0|P(X,=X,_)=1} (2.2.45)
es a lo mds numerable.
Demostracion. Para cada €, 0 reales positivos y T entero positivo, se define
A(e,6,T) :={0<t <T|P(r(X,, X,—) >€) >6}.

Se afirma que A(e,d,7T) es un conjunto finito. Si A(e, d,T") contiene una sucesion infinita
{tn}>1 de puntos distintos, entonces

P (h’msup {’I“(th,th_) > e}) =P (ﬂ U {r(X,, X, ) > 6})

n—oo n>1m>n

n—oo

= lim P (U {r(X,,, X, ) > e}>

2 lim P (7” (th,th,) Z 6)

n—oo

>0,
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y en consecuencia,

p (h’msup {r (Xo, Xp ) > e}> > 0. (2.2.46)

n—oo

Ahora, si se considera la o—algebra cola generada por la sucesion de variables aleatorias
{X4, }n>1, la cual se denota por 7, entonces

lim sup {7" (X4, X4, ) > 6} €T

n—00

Luego, (2.2.46) y la ley 0-1 de Kolmogorov implica

P (h’msup {r (X4, Xi,—) > e}) = 1.
n—oo

En otras palabras, la probabilidad del conjunto conformado por los puntos que pertenecen
a infinitos conjuntos

Ap ={r(X,,, Xs,-) > €}

es 1. Entonces, para cada w € A, existe una sucesion infinita de puntos distintos en
0,7, {tx}r>1, tal que 7 (X, Xi,—) > €, para toda k > 1. Pero esto contradice el he-
cho de que, para cada = € D([0,0), E), el nimero de puntos t € [0,T] que satisfacen
r(z(t),x(t—)) > € es a lo mas finito (ver Corolario 2.2.2). Asi, A(e,d,T") es un conjunto
finito, y en consecuencia,

DX)={t>0|P(r(X, X )>0>0}=]J A(%,%,N)

es a lo mas numerable. [ |

Teorema 2.2.20. Sean E un espacio separable y X",n=1,2,..., y X procesos estocds-
ticos con trayectorias en D([0,00), E).

(i) Si X" = X, entonces

(X7, X)) = (X4, ..., Xy,) (2.2.47)
para todo congunto finito {t1,...,t,} C D(X). Mds ain, para cada conjunto finito
{t1,...,tx} C [0,00), existen sucesiones {t}},>1 C [t1,00),...,{t}}n>1 C [tk,0)
que convergen a ty, ..., 1 respectivamente, tales que

(X[‘Xt’:) = (X, X))

(i) Si {X",n > 1} es relativamente compacto y existe un conjunto denso D C [0,00)
tal que (2.2.47) se cumple para todo conjunto finito {ti,...,tx} C D, entonces
X" = X.

Demostracidn. (i) Se asume que X" = X. Entonces, usando el Teorema de representa-
cion de Skorokhod (Teorema 2.1.30), existe un espacio de probabilidad, (€2, F,P), en el
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cual estan definidos procesos Y y Y n=1,2,..., con trayectorias en D([0,00), F) y las
mismas distribuciones que X y X™, n =1,2,..., respectivamente, y tales que
lim d(Y™",Y)=0 (2.2.48)
n—0o0

casi seguramente. Se define la aplicacion m de D([0,00), E) a E por m(z) = z(t). Se
observa que, para cada t € D(X) = D(Y'), el conjunto

A(t) = {z € D([0,00), E) | z(t) = z(t—)}

satisface R
P[YGAt] :P(XEAt):P(Xt:Xt_) :1,

y en consecuencia, la aplicacion m; es continua casi seguramente respecto a la medida
inducida por el proceso Y. Asi, extendiendo el razonamiento anterior, si

{t1,...,tx} C D(X) = D(Y),
entonces, la aplicacion (7, ..., m, ) de D([0,00), E) a E* dada por

(Teyy ey mey) () = (2(th), ..., x(te)) ,

es continua casi seguramente respecto a la medida inducida por el proceso Y. Entonces,
por el Teorema 2.1.15 y (2.2.48), la siguientes igualdades se cumplen casi seguramente

nh;rgo (Y;f?’ T 7}/;::) - nh;r{.lo (th s 77rtk) (Yn)
= (’ﬂ'tl,. .. 77Ttk) (Y)
== (thl,...,Y;gk)-

En particular,

lim (Y,...,Y") = (Y,,...,Ys,)

n—oo

en probabilidad. La primera afirmacion se sigue aplicando la Proposiciéon 2.1.29.

Para la segunda afirmacion, sea {ti,...,tx} C [0,00). Gracias al Lema 2.2.19, el comple-
mento de D(X) es a lo méas numerable, lo cual permite definir, siempre que [t, c0)ND(X )¢
sea diferente del vacio,

sp=Mf{s € D(X)°|ty <s}, k=1,2....

Sea {t!},>1 la sucesion en [0,00) dada por t. =t +1/n, n =1,2,.... Se observa que si
D(X)¢ C [0,t1), entonces la sucesion {t.},>1 esta contenida en [t1,00) N D(X) y converge
a t1, cuando n — oo. En cambio, si D(X)“N [t1,00) es distinto del vacio, entonces, existe
una subsucesion {t!},>; contenida en [t;,00) N D(X), acotada por s; y tal que converge
a ti, cuando n — oo. Por lo tanto, existe una sucesion {t}},>; en [t;,00) N D(X) que
converge a ty, cuando n — oo. Prosiguiendo con este razonamiento, para cada k, existe
una sucesion {tF},>; en [t;,00) N D(X) tal que converge a t. Entonces, por (2.2.47),

(Xf?,...,xgkn) = (Xpp, -, X
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para toda m € Ny cuando n — oo. Como {tF},>1 € D(X), la continuidad por la derecha
de X implica que
lfm (X;@?,...,Xt’zkn) = (Xy, .., X))

m—00

casi seguramente, y en particular, en probabilidad. Luego, nuevamente por la Proposicion
2.1.29,

(X[‘Xt’“;) = (X, X,

(ii) Sea {P,},>1 la sucesion de medidas de probabilidad inducida por {X™,n > 1}. Como
{X™ n > 1} es relativamente compacta, toda subsucesion de {P,},>1 es convergente, y
en consecuencia, toda subsucesion de {X™ n > 1} tiene una subsucesion que converge
en distribucion. Asi, por el Corolario 2.1.23, es suficiente mostrar que toda subsucesion
convergente de { X", n > 1} converge en distribucion a X. Para ello, y de ser necesario
restringuirse a una subsucesion, se supone que X,, = Y. Se demostrara que X y Y tienen
la misma distribucion.

Sean {ti,....t,} C DY)y fi,..., fx € C(E), donde se recuerda que C(E) es el espacio
de funciones real valuadas continuas y acotadas en E. También, sea {t’ },>1 en DN[t;, 00),
1=1,...,k, tales que

lim t! =+t;, i=1,...,k.

n—oo

Se define la funcion real valuada en E*, h;, dada por

hi (21, ..., 21)) = Hfi(:ci).

Se observa que, para cada k € N, hy, pertenece a C(F). Esta definicion, junto con (2.2.47),
implica

k

tin 1 (32) | = i o (3 32))]

— 1 B [y (X X))
k
i=1

para cada m > 1. Por lo tanto, existen enteros ny < no < --- tales que

k k 1
E llf (X )| —E Ef (Xtin)] <~ (2.2.49)

Mas atn, usando el hecho de que X,,,, = Y y {t1,....tx} C D(Y), (i) justifica

1
< — 2.2.50
» (22.50)

E —E

k
L1175 (%)
i=1




CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE PROCESOS ESTOCASTICOS 56

Ademas, por la continuidad por la derecha de X y de X", se tiene

k k
dim B[] AX0)| -E|T S (X%)] =0 (2.2.51)
=1 =1
k k 7]
1im [E ] £ (ngn) ~E T[] £ (x) ‘:o, (2.2.52)
i=1 =1 _

respectivamente. Por otra parte, se observa que

k
E H fi (V)

—E < |E —E

Hfz‘ (Xt,) Hfi (Xt:'n)] ‘

Hfz’ (Xt)

[k k

+|E Hfi(Xtin) _E Hf(ng)”
:z:l z:lk

B |TTs ()| - B (I14 (Xz;m)”
:121 zk:1

+ |E Hfi (X{m)| —E Hfz(Y}L) '
Li=1 =1

para cada m > 1. Entonces, por (2.2.49), (2.2.50), (2.2.51), (2.2.52) y la ultima desigual-
dad, se obtiene que

E —E (2.2.53)

k

para toda fi,...,fr € C(E) y {t1,...,tx} C D(Y). Més atn, si {t;,...,t} C [0,00),
entonces, usando el Lema 2.2.19 como en (2.2.2), existen sucesiones {t}},>1 en D(Y) N

[0,00),...,{th},>1 en D(Y) N [0,00) tales que convergen a ty,...,t;, respetivamente, lo
que permite extender, gracias a la continuidad por la derecha de X y Y, (2.2.53) para
todo {t1,...,t} C [0,00). Ahora, se considera los siguientes conjuntos

A= {ﬁAk:Ak € {W{l(A)}te 0, 00) yACEabierto}}.

k=1

H = {A S SE‘E [1{X€A}} =E [1{Y€A}} }

Es claro que
CE:0<7rt‘()§t<oo>CA.

Resulta que A es un m—sistema y H es un A—sistema. Para la segunda afirmacion, es
suficiente con recordar (2.2.53) y observar las siguientes relaciones

E [lixem] = E [Lyvem]
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E [1ixep/ay] = E [Lixen] — E [1(xea]

E[1ixeu,an] = M B [1xeay] = lm B [Lyea,] =B [Lyes,.an]

para A, B € H con A C By {A,},>1 una sucesion creciente en H. Mas aun, A C H. En
efecto, sea a en A, el cual se sabe que tiene la forma

a= ﬂ Ak, con A; € {Wt_l(A)‘t €0,0)yACE abierto}.

Entonces, por (2.2.53), se obtiene

H lixean H livean
k=1 =1

En consecuencia, a € H. Por lo tanto, A C H. Esto, junto al hecho de que A es un
m—sistema, implica, por el teorema de clases monénotonas aplicado a A, 0 (A) C H. Y
como F'p C o (A), el Teorema 2.2.12 justifica que

E [1{xcj) =E =E =E [1yvea] -

Fg=FgCo(A) CH,
donde se recuerda que Fg es la o—algebra de Borel en D([0,00), E'). Por lo tanto,

E [lixen] = E [1yen)

para toda A € Fg, lo que permite concluir que X y Y tienen la misma distribucién, y
con ello, obtener el resultado deseado.
[ |

2.3.  Espacio D([0,00), M (RT))

El objetivo de esta seccion es enunciar y probar un criterio de tensiéon para una familia
de medidas de probabilidad inducidas por una sucesién de procesos estocasticos con tra-
yectorias en M, (RT), el espacio de las medidas de Borel-Radon no negativas en R que
son finitas (ver seccion 1.3). Es pertinente aclarar que las justificaciones de las afirmacio-
nes que se presentan previo al criterio escapan a los objetivos del trabajo, por lo que se
omiten. Si el lector desea profundizar en el tema se pueden consultar |13, 9, 10|, que es la
fuente principal de este apartado.

Se recuerda que el espacio de medidas temperadas fue introducido por Iscoe para F = R,
con el proposito de estudiar resultados sobre procesos con valores en espacios de me-
didas de Radon no finitas, como por ejemplo la medida de Lebesgue. Para fines del

trabajo, interesa contar con un criterio de tensién para procesos con trayectorias en
D([0,0), M, (RT)). Para ello, se plantea el caso general dado en [9).
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Sea C>°(R%) el espacio de funciones real valuadas en R?, infinitamente diferenciables y con
soporte compacto. Para p > 0 se define

op(z) = (1+]a])", zeR?,
donde | - | es la norma usual en R%. Sea
Kp(Rd) = Cé)o(Rd) U{op}.

Se denota por Mp(Rd) al espacio de medidas Radon no negativas p en R? tales que

[ et < .

dotado por la topologia p—vaga, es decir, la topologia que hace continua a los mapeos
pes [ oladnas)
R

para toda ¢ € K,(R%)". Este espacio resulta ser un espacio métrico, separable, completo
y no es localmente compacto(ver [10]). Debido a que muchos resultados estan disponibles
para espacios que son localmente compacto, la no compacidad local de M,(R?) plantea el
problema de reférmular los conceptos anteriores. Por ejemplo, si M,,(Rd) fuera localmente
compacto (y entre otras condiciones), entonces existe un proceso de Markov con valores
en M,(R?) (ver Teorema en |10, p. 89]). Resulta que M,(R?) puede ser visto como un
subespacio localmente compacto ([10]). Sea R? = R?U {7}, donde 7 es un punto aislado.
Se define, para p > 0,

' op(z) si ze€RY

Pp() =

1 si x=rT,

Se denota por /\/lp(Rd) al espacio de medidas de Radon no negativas p en RY tales que

/Rd Gpdp + p({7}) < 00,

y la topologia p—vaga en Mp(Rd) definido de la misma forma que para el espacio M,,(R?),
considerando las funciones ¢ en

K,(RY) = C*(RT) U {4, }.
Ahora, sea C,(R?) el espacio de funciones ¢ : R — R continuas tales que

¢()
Pp(T)

1], := sup

< 00,
z€R4

y Cp(R?) el espacio de funciones ¢ : R? — R tales que

lim [z[?]p(z)| = ¢
|z|—o00
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v ¢(7) = ¢, para algin ¢ € RT. Resulta que C (Rd) es un espacio de Banach con respecto
a la norma |||, que K »(RY) C C(RY) y K. (]Rd) C C,(RY). Se definen

(b, @) = | ddu e M,(RY), ¢ € Cy(RY);

(1, @) = g odp, € My(RY), ¢ € Cy(RY).

Ahora, para cada k > 1 se considera los productos cartesianos (C, (Rd)) y (M,(R))*

con la topologia producto. De manera anéloga se define (M, (R%))* y (C,(R%))*. Con esto
en mente, las convecién anterior se pueden escribir como sigue

k
= (i 1),
=1

donde po = (pu1, ..., k) € (Mp(Rd))k vo = (¢1,...,0) € ( (]Rd))k . De manera similiar
se define (u, @) si se toman p € (M,(RH)* vy ¢ € (C,(R?)) . Una consecuencia de
la notacién establecida anteriormente es que cualquier g € M, (R?) estd unicamente
determinada por

{1, 0) | & € Kp(RY},

lo cual sigue siendo valido si se sustituyen M,(R?) y K,(R?) por M,(R%) y K,(R?)
respectivamente [9)].

Como es usual, se denota por D([0,00), (M, (R%))*) al espacio de funciones de R? en
(Mp(Rd))k que son continuas por la derecha con limites por la izquierda. A continuacion,
un criterio de tension para una familia de medidas de probabilidad definidas en el espacio

D([0,00), (M, (RH))¥). Para cada ¢ € (K,(R%))* se considera el siguiente mapeo
I, D([()? OO)’ (MP(Rd)) ) - D([O’ OO),R)
definido por
(Mpa)(t) = (x(t),¢), ¢ >0, x € D([0,00), (M,(R))").

Se observa que este mapeo esté bien definido en el sentido que, para cada trayectoria x en
D([0,00), (M, (R))*), su imagen bajo I, es una trayectoria en D([0, 00), R). Més atin, por
la definicion de la topologia, IT, es un mapeo es continuo. Sean P(D([0, 00), (M, (R%))))
y P(D(]0,00),R)) los espacios de medidas de probabilidad sobre los espacios de Skorohod
respectivos con la topologia de convergencia débil. Para cada ¢ € (K,(R%))* se define

[y : P[D([0, 00), (M (R)*)] = PID([0, 00), R)]

definido por

(II,P)(B) = P (IL,'(B))

con P € P[D([0, 00), (M,(R%))*)] y donde B es un subconjunto de Borel de D([0, 00), R).
El siguiente resultado juega un papel importante en el trabajo pues proporciona un criterio
para determinar tension de una familia de medidas finitas. La prueba sigue las ideas
presentadas en [9].
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Teorema 2.3.1. Una sucesion {P,}n,>1 C P (D(R*, (Mp(Rd))k> es tensa si, y sdlo si,
la sucesion {II4P,}ps1 C P (D(RT,R)) es tensa para cada ¢ € (K,(R))".

Demostracion. Por la continuidad de los mapeos 11, la sucesion {ﬁ¢Pn}n21 es tensa
para toda ¢ € (K;°(R?))*. Para la suficiencia, por el Teorema 4.6 en [12], es suficiente

probar que para cada 7" > 0 y € > 0 existe un compacto I'r C (Mp(Rd))k tal que
P, (D0, T),Tre)) >1—¢
para toda n € N. Por hipotesis, existe un compacto K C D(RT,R) tal que

(ﬁéan)(K) >1—¢ VYn €N, (2.3.1)

donde qi')p = (ép,...,ép). Luego, por el Teorema 2.2.15, para cada T > 0, existe un
compacto I'r € R tal que

{z(t)|re K} Ty, 0<t<T.

Esto implica que K C D([0,T], [—cr, cr]), donde ¢ es alguna constante positiva. Sea

Ire= {,U = Mp<Rd) | <U7¢p> < CT}ka

el cual, gracias a [10](pagina 90) y el teorema de Tikhonov, es un conjuto compacto
Entonces,

{ie M@ (m.d,) <er}crr

y asi,
1,1(K) € DO, 7], Tr,),

y en consecuencia, por (2.3.1),

P, (D([0,T],Tr.)) > P, (n—.l(K)) = (II; P,)(K)>1—¢ VneN,

P



Capitulo 3

El proceso de edades

El proceso de edades esta basado en el modelo de edades planteado por primera vez en
[15] y consiste en estudiar la variacion en el tiempo del tamano de una poblacion cuyos
miembros estan caracterizados por su edad considerando las modificaciones producidas
por los fenémenos de nacimiento, muerte y envejecimiento de los miembros de la poblacion.
Este capitulo tiene como proposito probar un teorema limite de difusion en el sentido de
convergencia débil de procesos estocasticos con valores en espacio de medidas siguiendo
las ideas presentadas en [6] y [5]. Para lograrlo, se verificara la propiedad de tension y
convergencia de las distribuciones finito dimensionales de los procesos aproximantes.

3.1. Descripcion del proceso de edades

Se considera una poblacion donde cada individuo tiene un tinico descendiente o muere
con tasa constante e igual a A. Sea N = (IN);>¢ el tamano de la poblaciéon. El proceso N
resulta ser un proceso de nacimiento y muerte, critico, lineal, sobre los enteros no negativos
y con intensidad de salto en el tiempo t dado por 2AN;. Se observa que esta poblacion,
al tiempo t > 0, consiste de k;(¢,w) individuos con edad z;(t,w), 0 < j < J(t,w), donde
J(t,w) es el nimero de los distintos grupos de individuos con la misma edad al tiempo t.

Definicién 3.1.1. Se recuerda que M (RY) denota el espacio de medidas positivas y
finitas definidas en RT. El proceso de edades (o la distribucion de edades) del proceso
N, X = {X;,t > 0}, es el proceso estocdstico con valores en M (R") dado por

Xi() = 3 kidi, (). (3.1.1)

Es importante senalar que la distribucion de edades descrita anteriormente no es una
cantidad normalizada y que las variables k;, x; y J dependen de los parametros ¢ y w; sin
embargo, esta dependencia no se hara explicito. También, es importante senalar que X;
puede ser visto como la distribucion de frecuencia de las edades al tiempo ¢. Por ejemplo,
para x1 < o, Xy([z1,x2]) representa la cantidad de individuos con edad en el intervalo
[x1, x5 al tiempo t.

En un nacimiento se agrega una particula con edad cero a la poblacién y la particula
madre se mantiene viva. En este caso, la expresion (3.1.1) considera, adicionalmente, una

61
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delta de Dirac con masa 1 en 0. En una muerte, asumiendo que la incidencia de muerte
es independiente de la edad, se remueve una particula de la poblacion con probabilidad
uniforme, y a la expresion (3.1.1) es modificada por la sustraccion de una delta de Dirac
con masa 1 en la edad del individuo removido. A continuacién, se enlistan los axiomas
establecidos en [15] para el modelo de edades de un proceso de nacimiento y muerte critico
con parametro A.

1. Las subpoblaciones generadas por dos individuos que coexisten se desarrollan total-
mente independientes uno de otros.

2. Un individuo vivo al tiempo ¢ tiene una probabilidad Ah+o(h) de producir un nuevo
individuo de edad cero durante el intervalo de tiempo posterior de longitud h.

3. Un individuo vivo al tiempo ¢ tiene una probabilidad Ak + o(h) de morir durante el
intervalo de tiempo posterior de longitud h.

4. Todos los individuos envejecen de forma lineal en el tiempo.

Antes de continuar, se establece la siguiente notacion. Para h > 0y algin n € N, se define
el operador traslacion Oy, por

Oy, (Z k;j(szj> = kil
=1 i=1

En términos del proceso de edades, O, (X;) aumenta la edad a h unidades a cada particula
viva en la poblacion al tiempo t. Se observa que

J
No=) k;
j=1
o equivalentemente,

N, /OOO X, (da).

Por lo que, para toda funciéon Borel medible ¢, se define el siguiente operador

(X, ) = / " o)X (dy).

Entonces, denotando por 1 a la indicadora de [0, 00), se tiene
Nt — Xt(R+) — <Xt7 1>

Ahora bien, los axiomas 1-4 indican que los individuos tienen tiempo de vida exponencial
y permiten establecer los siguientes supuestos. Para ello, sea F; = 0(X,,0 < u < t).
Entonces, para h positivo,

1. P (Xt+h = Xt + 50|~F't) = A<Xt, 1>h + O(h)

2. P (Xypn = Xy — 6y F;) = Meyh + o(h), donde k, denota el nimero de individuos al
tiempo t con edad y.
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3. P (Xon = On(X)|F) = 1 — 20X, 1)h + o(h).

Una consecuencia inmediata de los supuestos anteriores es la siguiente. Si A > 0, entonces

E [(Xpin, 0) |F] = (Xi + 6o, 6) (Xp, 1) Mo+ AR Y Ky (Xi = 6, 0)

)

+ (On(X4), ¢) (1 — 22X (X4, 1) h) + o(h)
= (X, + 80, 6) (X0, 1) A+ (X1.6) | (X0, 1) — 1| An
+(On(X0), 0) (1 — 20 (X4, 1) h) + oh), (3.1.2)

donde la suma es sobre todas las edades de los individuos vivos y al tiempo ¢.

Teorema 3.1.2. (Propiedad de Markov.) El proceso X es un proceso de Markov con
trayectorias en D (RT, M} (R")), donde D (R*, M} (R")) es el espacio de funciones
cadlag definidas en RT y con valores en My (RT), el espacio de medidas positivas y
acotadas en RY. Mds atin, el proceso X es un proceso de ramificacion.

Demostracién. La propiedad de ramificacion se hereda del axioma 1. La propiedad
de Markov es consecuencia de la expresion (3.1.2). Primero, se daréa la construccion del
proceso X. Después, usando un argumento de martingalas, se concluird que el proceso
tiene trayectorias cadlag.

La evolucion del tiempo de la distribucion de edades puede ser descrito en términos de
variables exponenciales y binomiales independientes. Se recuerda que Ny, el tamano de
la poblacion al tiempo ¢, es igual (X;,1). Con esto en mente, se define Jy := 0 y, para
m>1,

Jom i=f{t > J,1 ‘ (X4,1) # <XJm_17 1> yt>Jmo1}=mf{t ‘ N; # Ny, .}

Estos tiempos de salto representan el tiempo en el cual sucede un nacimiento o una muerte.
Asi, por ejemplo, J; representa el primer tiempo en el cual sucede el primer nacimiento o
la primera muerte. Se observa que la tltima igualdad permite deducir

P (Jn > s|Jmo1) = exp{—2AsNj,_,} = exp{—2Xs (X;y,,_,, 1)}. (3.1.3)

Se estudiard la evolucion en el tiempo del proceso X en términos de estos tiempos de
salto. Para ello, se asume que el proceso X comienza con una medida deterministica de la
forma Xy = Z;ﬁl kjd.,, esto es, se inicia con k; particulas de edad z; >0, 7 =1,...,n.
Entonces, para 0 < ¢t < Jq, la poblacion permanece constante y envejece t unidades, es
decir,

no
X = 0y(Xy) = Z kjd$j+t7 t€0,Ju).
j=1

Sean 7,1 =1,...,(Xy, 1), variables aleatorias independietes e identicamente distribuidos
como una variable aleatoria exponencial de parametro 2. Por (3.1.3), se nota que el evento
{0 <t < J;} puede expresarse como una uniéon disjunta finita de eventos de la forma

{ri<t<m|t#iyl=1,...,(Xo, 1)}, i=1,...,(Xol).
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Ahora, para J; <t < J,, la distribucion de edades se describe en dos partes dependiendo
de si J; corresponde al tiempo de un nacimiento, o si corresponde al tiempo de una muerte.
En el primer caso, la poblacién envejece J; + ¢t unidades e incrementa una particula de
edad t — J; con probabilidad 1/2. En el segundo caso, la poblacion disminuye una unidad
con probabilidad 1/2 (X, 1) y el resto envejece J; 4+t unidades. En otra palabras,

0¢(Xg) + O;_3,(60) con probabilidad 1/2,

X, = 0,(Xo) — 5.1;]' con probabilidad 1/(2(Xy, 1)),

jzl,...,<X0,1>

Es claro que la construccion anterior puede ser extendido para J,, <t < J,,11, n > 2. Por
lo que X; puede definirse como un proceso de Markov(de hecho, esto puede deducirse de
la expresion (3.1.2)) sobre un espacio de medidas real valuadas. Mas atn, debido al hecho
de la no explosividad de (X;,1) = N;, X; es una medida acotada en R*.

Ahora, se verificara que el proceso X tiene trayectorias cadlag usando un argumento de
martingalas. Empleando Oy, (X;) = (X, ¢(- + h)) en (3.1.2) se obtiene

E [(Xiyn, @) [Fi] = (X4, ¢) (Xi, 1) A+ $(0) (Xi, 1) Ab
+ (X, 6) (Xi, 1) A — (X, 8) AR
+ (X, (- + h)) — 20 (X4, d(- + h)) (X, 1) b+ o(h)

Restando (X, ¢) a ambos lados, dividiendo por h y agrupando, se obtiene

E[Xiyn, ¢) [F1] = (X4, @)
h

=0(1) +2(X4,0) (X¢, 1) A+ ¢(0) (X¢, 1) A = (X, §) A
h

n <Xt7 Qb( + > — <Xt’ ¢> — 2 <Xt, ¢( + h)> <Xt7 1>

— o(1) + 2(X4, &) (Xp, 1) A + (X, S(0)1A — dA)
+ <Xt, Qb( + h}i - ¢()> — 92\ <Xt, ¢( + h)> <Xt, 1> .

~ ~

<

Luego, haciendo h — 0, la continuidad de ¢ permite escribir la iltima suma como sigue

o BIXe,0) ] - (%0,0)

h—0 h = <Xt7 Cb(o)l)\ - ¢>\> + <Xt, ¢/> .

donde ¢’ denota la derivada de ¢. En otras palabras, se ha mostrado que

O BI(X0 )] = (X0.0' — X6+ A0(0)1) = (X, Le) (3.1.4)

donde Lo = ¢/ — A + A\p(0)1. En consecuencia, por la Proposicion 1.2.11,

(Xed) — (0.0 - | (X, Lo) ds

es una martingala, por lo que tiene una modificacién con trayectorias cadlag. Mas atn,
para toda ¢ continua y acotada, (Xy, ¢) tiene trayectorias cadlag. Por lo tanto, el proceso
X tiene trayectorias en D (R*, M/} (RT)).
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Sea {Y",n > 1} una sucesion de variables no negativas en R™ no necesariamente inde-
pendientes y D (R+, M;(RJ“)) equipado con la topologia de Skorokhod. Para cada n > 1,
sea {Y?" 1 < j < n} una familia de copias independientes e identicamente distribuidas
(i.i.d.) de Y™ También, sean {X’" 1 < j < n,n > 1}, con Xé’” = Jyin, una familia
de copias i.i.d. de X con trayectorias en D (R*, M/ (R")). Ademas, sean py y p" las
distribuciones definidas por

(tir, @) = /OOO d(y) X exp{—Ay}dy

(1", ) = Elo(Y")], (3.1.5)

respectivamente. Se nota que, para cada n € N, las variables {Y?", 1 < j > n} s6lo influ-
yen en la condicién inicial de los procesos {X’" 1 < j < n} y representan la distribucion
de las edades de los individuos iniciales. Para continuar, sea Z = {Z"},>; una sucesion
de procesos con trayectorias en D (R, M, (R")), dado por

n

1

(Z,0) =~ > (X' o). (3.1.6)
j=1
Se observa que, en particular, se tiene
J=1 j=1

Recordando que N es la difusion de Feller de parametro A dado en el Ejemplo 1.1.4, deno-
tando por = la convergencia débil en la topologia de Skorokhod del espacio D (R+, M:(RJ’))
y usando la notacion e(z) = Aexp{—Az}, el resultado principal de este capitulo es el si-
guiente:

Teorema 3.1.3. Sea T > 0 y N la difusion de Feller de pardmetro \ dada en el ejemplo
1.1.4. Se supone que la sucesion de variables aleatorias {Zy,n > 1} tiene un limite en
distribucion Zg, cuando n — oo. Entonces, las distribiciones finito dimensionales de Z"
converge débilmente hacia un proceso Z dado por

B ZO, si t=0.
7 —
Nipy, si t>0,

el cual es tal que N es independiente de Zo. Ahora, se supone Zog = pix de modo que Z,
con 0 <t < T, sea continuo. Se supone también que pu™ tiene una densidad g,(x) con
respecto a la medida de Lebesgue en RT y sea a,(x) = gn(x)/e(x). Si

(@) [lgn —ello < C/n,

(b) lan(-) = an(- + ns)lloc < Cs,
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entonces

7" = 7. (3.1.7)

Observaciéon 3.1.4. » Silas v.a. Y™ ~ e(\), entonces, por la ley de grandes niime-
ros, Ly converge casi sequramente a [iy.

s El limite de difusion depende de la difusion de Feller N.

» FEn el limite de difusion, el tamano de los grupos de edades se comporta de la misma
manera que la poblacion total pero la edad con peso exponencial.

La demostracion de este teorema, como es usual en situaciones en las que se desea probar
convergencia débil de procesos y considerando lo desarrollado en el capitulo anterior, tiene
dos partes: (1) mostrar la convergencia de las distribuciones finito dimensionales, la cuales
caracterizan el proceso limite; (2) probar la tension de los procesos aproximantes.

3.2. Convergencia de distribuciones finito-dimensionales

Se denota por C, (RT) al espacio de funciones f : RT — R continuas y acotadas, y
por C; (R*) el subconjunto de elementos no negativos de C, (R™). Similarmente, C} (R™)
denota el espacio de funciones f : R™ — R con primera derivada continua y acotada, y
por Cp " (R*) el subconjunto de elementos no negativos con soporte compacto de C} (R*) .
Se recuerda que M, (RT) es el espacio de las medidas no negativas y acotadas en R y
que el espacio Cp (R) esta dotado de la métrica del supremo, denotada por ||| . Para
continuar, son necesarios los siguientes resutados preliminares.

Lema 3.2.1. Para ® € C (R"), sea

w(t, ¢, x) = By [exp {i (X4, 9) }] = E [exp {i (X4, 9) } [Xo = 04

el funcional caracteristica del proceso X. Entonces
7(t, ¢, x) = exp {1¢($ + t)} exp{—2At} (3.2.1)

+ exp{—2X\t} /t [1 +7(s,p,x+t—s)m(s,0,0) [ Nexp{2As}ds.
0

Demostracion. Primero, se verificara la identidad (3.2.2) utilizando un argumento de
renovacion. Sean & la ley que gobierna el niimero de descendientes de cada individuo y 7
el primer tiempo de salto del proceso X, el cual se sabe, bajo las condiciones establecidas,
se distribuye como una variable exponencial de pardmetro 2\. Entonces

m(t, ¢, ) = E; [E, [exp {i (X4, ¢)} |7]]
=E, [E,,, [GXP {i(Xe,0)} Lgpery +exp {i(Xe, 0)} Linny TH

= exp {i (G0, )} P (7> 1) + By [By [exp i (X0, 6)} Lz

7]
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y esto es igual a'
exp {i (011, 0) | exp{—22}
+ /Ot [P (E=0)+ P (£ =2)E [exp {i (Xiu, )} X0 = 0o + (50]]2)\exp{—2)\u}du.

Pero la propiedad de ramificacion implica que la iltima suma es igual a
exp {i (011, 0) | exp{~27t}
t
+ / [1/2 + 1/2Ew+u [exp {1 <Xt—ua ¢>}] EO [exp {l <Xt—m ¢>}] ] 22 exp{—Z)\u}du,
0

o equivalentemente, igual a

t
exp {i (Optt, @) } exp{—2At} + / [1 +7(t —u, ¢,z +u)n(t — u, @, O)} Aexp{—2A\u}du.
0
Haciendo el cambio de variable s =t — u en la integral, y tomando en cuenta que

<5m+t7 ¢> = ¢($ + t)?
la identidad (3.2.2) se sigue.

Una manera mas explicita para 7(t, ¢, z) se di6 en [16], a saber, m(t, ¢, x) es igual a
<exp {iqﬁ(x + t)} — 1) exp{—At} + /Ot (exp {i¢(y)} — 1) )\exp{—)\t}dy.
1— /0 (exp {1¢(y)} - 1) AL+ At —y)] exp{—At}dy

Lema 3.2.2. Sea ¢ € C;"(RT) y Typ(x) = E, [(Xy, ¢)] para t > 0.

1+

(3.2.2)

(i) La familia {T;,t > 0} es un semigrupo de operadodres lineales en C; (RT) y estd dada
por

Tio(o) = oo+t exp{=M} + [ )\ exp{-Au}dy (3.2.3)
(ii) FEl funcional log-Laplace

Kip(z) = —log E, [exp {— (Xi, $) }]

define un semigrupo de contraccion, es decir,

Kt+s¢ = Kt(Ks<¢))7 KO¢ - ¢7

y estd dada por

Ko (o) — Iog (1 _ T —exp{=})(a) ) ;

1+ )\fot T.(1 — exp{—¢})(0)dr

1Se recuerda que el modelo supone que un individuo sélo puede tener, en promedio, un descendiente.
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(iii) Para 0 < s <t, la media y el log-Laplace funcional condicional estin dadas por
E [<Xt7 ¢> ’Fs] = <X57 ths¢> )
- 1OgE [exp {_ <Xt7 ¢>} “FS] = <X87 ths¢> .

Demostracion. (i) Primero, se obtendra la identidad (3.2.3). Por (3.2.2), el funcional
caracteristico 7(t, ¢, x) = E[exp {i (Xy, ¢)} |Xo = .| tiene la forma

(exp {1¢(x + t)} — 1) exp{—At} + /Ot <exp {mﬁ(y)} - 1> Aexp{—A\t}dy

(t,p,z) =1+ ;
1-— /0 (exp {1¢(y)} - 1> AL+ At — y)] exp{—Xt}dy

Luego, como

?

Tod(x) = B (X1, ) [Xo = 5,] = %w, o, 7)

a=0

la identidad (3.2.3) se sigue. La propiedad de semigrupo se puede obtener de la propiedad
de Markov; sin embargo, para fines de familiarzar al lector, se verificara esta propiedad
de manera directa. Sea t > 0. Debido a la continuidad de las funciones que aparecen en
la definicion de T3, se puede inferir que T;¢ € C;f (R1) para toda ¢ € C;/ (R™).

Ahora, se afirma que la familia {T;,¢ > 0} cumple con la propiedad de semigrupo. En
efecto,

72(16) (1) = Tiota + expl -} + [ Tty exp( Aoy
= oo+ Dep [+ )} +exp{-As) [ Sl exp(—Auldy
+ /05 o(y +t) exp{—=At} N exp{—\y }dy
+ [ stresnt-npdy [ Aesp{-Mbiy
= oo s+ Dep i+ )} +exp{-As} [ Sl exp(—Audy
+ /0 ¢y + 1) exp{—A(t + y) }dy + (1 - exp{—As}> /Ot o(y)Aexp{—Ay}dy
= ol + s epl-AG -+ + [ 6t exp{-Muhi
+ [ stresni-hdy

t+s
= $a+ 5+ ) expl-At+ )} + / o(y) exp{— My} dy
= Tt+8¢(x)
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(ii) La propiedad de semigrupo es una caracteristica general de la transformada de Laplace
de un proceso de ramificacion a tiempo continuo, propiedad que fue presentada en el
primer capitulo. Por otro lado, debido a que

T(1 - exp{~0})(z) = = (exp {6le + 1)} — 1) exp{-t}
- /01t <eXP {¢(y) - 1} eXp{—At}> 9(y)dy,
y que
A (1= eot=03) 0 == [ (e {6} ~ 1) A+ At = ) exp{-Nek

se cumple

T(1 - exp{—¢})(x) ) |
L+ A [y (1 — exp{—¢})(0)dr

La propiedad de contraccion es consecuencia de la representacion anterior. (iii) Por la
propiedad de Markov del proceso X, las particulas vivas al tiempo s y edad z(s) evolu-
cionan de acuerdo a copias independientes de X con Xy = J,(5). Esta observacion, junto
a la propiedad de ramificaciéon de X, implica

E [(X:,¢) | F] =E[(Xs, ¢) | X,]
= Z E:(:z [(Xt—s; ¢>]

= Z ,I;f—sgb(xz)

z;€ Gop(Xs)

= <XS> ths(w )

Kip(x) = log (1 -

donde Gop (X;) denota el soporte de la medida X,. Usando un argumento similar se
obtiene

—log E [exp {— (Xy, ¢) } | Fs] = (X, Ky—s9) .
|

La convergencia de las distribuciones finito dimensionales se llevara a cabo identificando
el limite distribucional de la sucesion (Z}, ¢) via el funcional de Laplace. Para ello se hara
uso de la siguiente notacion

s 0 oy T el
= lm), h= oy v Sele)i= A Jo T (1 = exp{=¢}) (0)dr

Por la representacion de K; en el Lema 3.2.2, se tiene

Kip = —log(1 — 5:9).

En el siguiente resultado se da una caracterizacion de las distribuciones finito dimensio-
nales.
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Lema 3.2.3. Sean 0 <t < --- <t,, <7 y constantes positivas 01, ...,0,,. Entonces,
(1)

—logE

exp {— Z Gthk} ‘NO = 1]
k=1
=Ly Oy + Loy (- Ot + Ly i (00)) -+ 4)).

(ii) Ademds, para ¢y, k=1,...,m, en C; (RT),

wof )

k=1

= Ktl (¢1 + Kt2ft1(' te (¢m71 + Ktm*tm—lgbm) e ))(x)

— logE,

(iii) Para cualquier n > 1,

exp {— Z(ka, gbk)}]

k=1

= nK,y, (% + Kty —t1) < . (9257;;—1 + Kn(ty—tm 1) (%71)) . )> ()

Demostracion. (i) Se procedera por induccion sobre m. El caso m = 1 se sigue de la
transformada de Laplace del proceso de ramificacion a tiempo continuo N. Para el caso
general, se hara uso de la siguiente consecuencia de la propiedad de Markov

— logE,

—logE [exp {—QNt} lo (Ns>] = —log Ex, [exp {—GNt_s}] = N,/_(0). (3.2.4)

Entonces, asumiendo vélido el caso m — 1, la formula (3.2.4) conduce a

-{ £on)

r m—1
= —logE; |exp {— Gthk} E;

— log E4

exp { —0,, Ny, }

|
= —log E; -eXp {— Z Qthk} exp { - Ntm,lgtm—tm,1 (em) }]

1
B m—2
= — lOg E1 exp {— gthk — <‘9m—1 + gtm_tm71 (8m>) Ntmfl }]

Luego, aplicando la hipdtesis de induccion,

—log E;

exp {— i 0x N, H =Ly, (01 + Lyt (- Oy + eyt (O)) -+ 0)).
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(ii) Como en el caso anterior, se procedera por induccion sobre m. Es claro que el caso
m = 1 se sostiene por definicion(o convencion) de K. Se asume que el resultado es valido
para m — 1. Entonces, por Lema 3.2.2 (iii),

exp {— i(th, Pr) }]

k=1

— logE,

i m—1

~log B, exp{ Xqﬁk} | exp {= (X, 6} \ftml]]
L k=1
i m—1

= lOg E, exp {_ Z<th> ¢k>} exp {_<Xtm—l7 Ktmtm1¢m>}]
L k=1
i m—1

- lOg Em €xXp {_ <th> ¢k> - <Xtm,17 (bmfl + Ktmftm71 ¢m> }]

k=1

= K (61 + Kipoty (-~ (St + Ky 16m) - ))(2).

Y el resultado se sigue usando la hipdtesis de induccion.

(iii) Primero, se analiza el caso m = 1. Por definicion de Z y los supuestos de indepen-
dencia, se tiene que

—logE, [exp {—(Z},,¢)}| = —logE,

ol 13 0a

Jj=1

— —ZIOgEx [GXP{—— (X, >H

7=1

-ona ()
n

Siguiendo esta idea, el caso general se sigue de las siguientes identidades

exp{ f: Z! . b1 H —logE, exp{——ZZ<Xntk,¢k>}].

k=1 7j=1 k=1

—log E,

Mas atin, por la independencia de los procesos X/,

exp {— Z(Z?k,gbk>}] = — ZlogEz

j=1

—logE,

o £ )]

Luego, utilizando (ii) de este enunciado, se obtiene que

o
(3 (- (55 5 (3)

— logE,
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y con ello lo que se queria mostrar. [ |
Es necesario recordar algunas consecuencias del Teorema de Taylor. Para x € R tal que
|z| < 1/2 se cumple?
log(1 +z) — x| =0 (|x|2)‘ < 2% (3.2.5)
11— exp{z} + 2| = |O (|z*)| < 2> (3.2.6)
Lema 3.2.4. Sea ¢ € C;"(RT). Entonces, para t > 0 se cumple

HnKnt(Cb/n) - ft(q_b)Hoo — 0, n— oo.

Demostracion. De (3.2.5) y (3.2.6), si {hn}n>1 C Cyf (RT) con [|hy]|l < C, entonces,
para n > 2C),

I—nlog (1 = hu/n) ~ ol < 2 o, (3.27)
y
11 = exp {—hu/n} = hufnl < ], /. 3.25)
Asi, tomando h, = nSy(¢/n) y C = ||¢||, , (3.2.7) implica
2
I a(8/1) ~ (6 /) | = = lo(L — Syu(6/m)) — el < 121
= C?/n. (3.2.9)

Y como

[nEKut(¢/n) = (D)|| ., < InKut(d/n) = nSut(d/0) ]l + [|nSue(d/n) — ()] .

basta probar que _
Hnsnt<¢/n) - ft(ﬁb)Hoo —0, n—oc.

Se observa que
[nSui(9/n) = C(@)[|., < [nSui(9/n) = Au() |, + [[04u(0) ™! — G(D)]|
donde A,(¢) =1+ /\fot nTy (1 — exp{—¢/n})(0)dr. Pero, debido a que

nSut(d/n) = nT(1 — exp{—¢/n})An(¢) ",

y A, (¢) > 1(pues A es positivo), la dltima desigualdad se puede escribir como sigue

Hnsnt(ﬁb/”) - ét@)HO@ < HnTnt(l —exp{—¢/n}) —5\\00 + \EAn(qﬁ)‘l - Et@)‘ . (3.2.10)

2En efecto, si |z| < 1/2, entonces

Pk
n

n>2

n+2

T
:‘Zn+2

n
A B N T L W)
n+ 2 1— ||
n>0 n>0 n>0

El otro caso en analogo.
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Se probara que el lado derecho de (3.2.10) tiende a 0 cuando n — 0o, analizando primero
el primer término de el lado derecho, y después, el termino restante. En adelante, se
tomara x € R. Por definicion se tiene que [nTy,(1 —exp{d/n})(z) — Tt (¢)(z)| es igual a

" ((1 —exp{—o(o +nt)/m)) exp{ -t} + [ (1- exp{—qs(y)/nmexp{—xy}dy)

~(6ta-+ nt))) exp{ At} — [ " ()N exp{-Ay}dy

O equivalentemente, igual a

n(l —exp{—¢(x + nt)/n} — oz + nt)/n> exp{—Ant}

wn [ (1= exp{-6)/m} — olu)/n)Aexp{~Nuhiy

Mas atn, por (3.2.8), lo expresion anterior es menor o igual que

2 nt 2
‘n (—Hgi‘l"o> exp{—Ant} + n/o (%) Aexp{—Ay}dy

En resumen,

[nTi(1 = exp{/n})(x) = Tuu(9) x|

(%) (exp{_/\nt} +/0ntAexp{—>\y}dy) ’
‘ (%) (exp{—)\nt} +/Omkexp{—ky}dy) ‘

(%2) <eXp{—)\nt} +(1- exp{—knt}))

<

Luego, como

<

Y

(1 — exp{é/n}) (@) — Tu(@)(@)] < .

n
es decir,
CQ

InTe(1 = exp{d/n}) = Tu(@)ll oo < —, (3.2.11)
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Por otro lado, se cumple
[Tuote) =3 = [ola -+ n)exp{-ur) + [ omrexp{-xs)ay - 3

= ’cb(w + nt) exp{—Ant} — /: P(y)A exp{—ky}dy’

< ¢ + nt) exp{—Ant}| + / 6(y)hexp{—Ay}| dy

nt

< |9/l exp{=Ant} + |4l (exp{—Ant} —1)
< 2|[¢ll o exp{—=Ant},

esto es, _
HTntéb—choo < 29|l exp{—Ant}. (3.2.12)
Luego, de (3.2.11) y (3.2.12) se tiene

HnTnt(l —exp{—¢/n}) — EHOO < [T (1 — exp{—9¢/n}) — Tud|| + HTnt¢ - EHOO
< C?/n+ 2|9, exp{—Int}.

En otras palabras,
[0 T (1 — exp{—¢/n}) —

Por otra parte, se observa que A, (

< )\/0 |nT (1 — exp{—¢/n})(0) — ¢| dr

| < C?/n+2|@ll, exp{—Ant}. (3.2.13)

1 + A\t¢ no dependen de x. Entonces

— exp{—g/n})(0)dr — / adr)

;
@)y
|An(0) — (1+ At9)] (
A T 1 = =6/} ) )

IN

< [ It = exp{=onp) ~ 3] an

el cual, por (3.2.13), tiende a 0 cuando n — co. En consecuencia, A, (¢) converge a 1+ \t¢,
cuando n — oo. Esta altima afirmacion, junto con (3.2.10) y (3.2.13), implica

[nSne(¢/n) = 6(D)]|, < ||[nTw(1 — exp{—¢/n}) — || _ + [$An(¢) ™" — L:(d)] -

El resultado se sigue del hecho de que el lado derecho converge a 0 cuandon — oco. W

Lema 3.2.5. Para una sucesion {f,,n > 0} C C;"(RT), con C' =sup, ||fall, vyt >0, se
tiene

[0t (fn/10) = 2Bt (fo /7)o < T (S = fo)ll o

ve / Tos(f — fo)(0)]ds
0
+202%(2 4+ MXC)/n, n>2C.
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Demostracion. Primero, se observa, para n > 2C, que (3.2.9) implica

[nE e (fu/1) = nBni(fo/n) || < [[nEe(fr/1) = 1Sne(fa /1) || o + ([0 Ee(fo/1) — nSne(fo/n)| o
+ HnSnt(fn/n) - nSnt(fO/n)Hoo
< 2C%/n + [nSni(fn/1) = nSui(fo/1)

Asi, es suficiente analizar el segundo término de la dltima desigualdad. Por definicién,

11250 (fn /1) = 1St (fo /)| oo

es igual a

[T (1 = exp{=fu/n} ) Aulfa) ™ =0T (1 exp{=fo/n}) Au(fo) ™

Y

el cual, sumando y restando T, (n(l - exp{—fg/n})>An(fn)’1 dentro de la norma, es
menor o igual que

|7t (0 (0 = exp{=fa/n}) ) An(£) ™" = Toa(m (1 = exp{=fo/n}) ) Au(f)

a

o)

T (n (1 = exp{=fo/n}) ) An(f) ™" = Toa(n (1 = expl{—fo/n}) ) Aulfo) | _

Luego, por la linealidad de T; y recordando que |A,(f,)| > 1 para toda n € N, la suma
anterior es menor o igual que

\ T, (n (1 — exp{—fu/n}) —n (1 — exp{—fo/n}) ) Hoo

a

T (n (1 = exp{=fo/n}) ) (Aa(£)™" = Aulf0)™)
con A, como en el Lema 3.2.4. Lo anterior justifica la siguiente desigualdad

T (n (1= exp{—fu/n}) = n (1 = exp{—fo/n}) )|
T (n (1 = exp{=fo/n}) )| _ | An(h) ™ = Aulfo) !

Con esto en mente, se estudiaran los términos de la derecha de la ultima desigualdad para
probar el enunciado. Para ello, se nota que

\ To, (n (1= exp{—fu/n}) = n (1 — exp{—fo/n}) ) Hoo

es menor o igual a
|7t (n108 (1 = (1 = exp{=fu/n})) +n(1 = exp{=fu/n}) |

*]

’ Y
o0

1nSue(fu/1) = S fo/n) < (

+

T (nlog (1= (1= exp{—fo/n})) + n(L = exp{~fo/n}))

HOO

_|_

T (n log (1 —(1- exp{—fo/n})) —nlog (1 —(1- exp{—fn/n}))>

o
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el cual, usando h,, = n(1 —exp{—f,/n}) en (3.2.7) y hl, = n(1 — exp{—fo/n}), es menor
o igual que

1T (1l /) | +

T (fa = o)

HOO

T (IR, /) |+

Mas aun, ya que 1 — exp{z} < x para toda x € R, la ultima suma es menor o igual que

ot (1l /) o+ [T (ol /) |+ ([T (£ = o) |

y como ||Tnt¢||oo S ||¢||ooﬂ

Tt (7l /) g+ 1Tt 1% /) |+ | Tt (£ = o) || = 262/m 4+ | Tt (£ = o) |

y esto conduce a

T (fa = 10) |
(3.2.14)

T (n (1= exp{—fu/n}) =n (1 = exp{~fo/n}) )| < 2C%/n+

De manera andloga, se tiene que |A,(f,)™" — A, (fo)™}| es igual a

t

)\/Ot nTnT<1 — exp{—fo/n})(0)dr — )\/0 Ty (1 — exp{—fn/n})(0)dr

§A<At
+At
+At
< )\(2/0t(02/n)dr+/0

A0 = Aulfo) | < 2C 4

T,y (nlog (1= (1= exp{—fo/n})) +n(1 = exp{~fo/n}) ) (0)|dr

Ty (nlog (1= (1= exp{—fu/n})) +n(1 = exp{—fu/n}) ) (0)]dr

dr>

Lo (= £0) (0)

Lo (£ = f0)(0)

t

dr).

T, (fn - f0> (O)‘dr. (3.2.15)

Asi,

t
0
Por ltimo, se observa que

InTur(1 — exp{—fo/n})ll. < InTurlfo/m)]l, < C:

Usando esta desigualdad, junto a (3.2.14) y (3.2.15), en

175t (/1) = nSne(fo /1) o <

T (n (1 = exp{—fu/n}) =n (1 = exp{—fo/n}) ) | _
T (n (1 = exp{=fo/n}) )||_|Au(h)™ = Aulf0)7!]

+

HOO
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se obtiene

(i ).

+ C’<2>\t02/n + A/Ot an(fn - fo> (0)(dr.).

O equivalentemente,

InS(uf) = S/l < [T (£ = )| +5C [ [T (- 1) )i
+2C*(1 + AtO) /n. (3.2.16)

La prueba se sigue usando la desigualdad (3.2.16) en
10Kt (f/7) = nEe(fo/ 1)l < 2C% /0 + [InSne(fo /1) — 1St (fo/ ) -

que se di6 al principio de la demostracion. [ |

Lema 3.2.6. Para toda 0 =ty <t; < -+ <t, <7,y €C(RY), k=1,...,m, se
tiene

log E, — 0,

ND:1]

exp {— > (zy, ¢k>}] —logE |exp {— Zcbkﬁt}

k=1

sup
x

cuando n — 00.

Demostracién. La prueba se hara por induccion sobre m. Para cada m € N se considera
la siguiente notacion

L™(to, by, -y tm) = Lyt (C_bl + by, ( o (C_bmﬂ Lt~y (am)> o )) )

H™(to, t, - tm)

- nKn(t1—to) (% + Kn(tz—t1) ( .. (@2—1 + Kn(tm_tm—l) (%)) >) (m)

El superindice m denota el nimero de composiciones que se tienen en el lado derecho de
las variables L™ y H™, que son m+ 1; mientras que (¢, t1,...,%,) determina qué variable
t aparece. Por ejemplo,

Lm_l(tl’ s tm) = Lty (52 + byt ( o (g_bm—l + ity s (5m)) o )) )

De acuerdo al Lema 3.2.3, lo que se quiere probar es

||Hm(to,t1, c ,tm) — Lm(to,tl, R ’tm)Hoo — 0, n— oo

El caso m = 1 se desarroll6 en el Lema 3.2.4. Ahora, se supone valido el enunciado para
m — 1, esto es, se cumple

| H™ (e t) = L7t t)|| = 0, 0= o0
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Ahora, sea ¢ = ¢; + L™ (t1, o, ..., 1,). Entonces, las siguientes identidades se satisfacen

(e (9) = Ly (61 + L™t ta, oo b)) = L™ (b0, ta, ),
nKntl <<(Z51 + H:Lnil(tl, Ce ,tm))/n) = H:Ln(to,tl, Ce 775771)
Estas consideraciones permiten deducir la siguiente desigualdad
|H (o, 1, -y tm) — L™ (B0, tr, - tn) [ o
< [k, (614 HZ M0 t)) /) = 0, (0/m)|
+ HnKntl (gb/n) - gtl(a)Hw )

donde el ultimo término de la derecha converge a cero cuando n — oo por el Lema 3.2.4.
Basta verificar que el primer término de la derecha en la desigualdad de arriba también
converge a cero cuando n — oco. Sea C' = Z;n:l |#5ll. - Entonces, para n > 2C, se cumple

log{1 & é;/n}ll, < l#5/nll -

para toda 5 = 1,..., m. Mas atn, por esta misma razon se cumple
HKn(trtj_l)(%/”)Hoo < [l¢j/nll,
para 7 = 1,...,m. Usando este hecho se obtiene
[6j-1/n+ Kyt 0y (05/0)]| . < N95-1/nll o + [lo5/7]l
para j = 2,...,m. Continuando con este razonamiento, se consigue

1™ (to, st < D N5l = C.
j=1

Asi, tomando f,, = ¢1 + H"(to,t1,...,tm), fo = ¢ y C como antes, el Lema 3.2.5 implica,
para n > 2c,

an(ml <(¢1 CHM Y, ,tm)> /n) Ky, (¢/n)HOO

<2 ‘ Tm(H,T‘l(tl, coyty) = LMt ,tm)) H

[e.e]

+ AC /t T (H M (tr, ooy tm) — LNt tm)) (0)]ds
+ 202(; + AtC) /n.
Luego, por la propiedad de contraccion de T3, la suma anterior es menor o igual que
L+ AC) | H (b, tm) — L7, - ) ||+ 2C2(2 4 AC) /n,

el cual, por hipotesis de inducciéon, converge a cero cuando n — oo. Por lo tanto,

HnKml ((¢1 FHM Y, ,tm)> /n) K, (gzﬁ/n)Hoo
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converge a cero cuando n — 0o, y en consecuencia,
HHm(to,tl, R ,tm) — Lm(to,tl, R ,tm)HOO — 0, n— oo
|

Con lo desarrollado hasta ahora, se puede demostrar la convergencia de las distribuciones
finito dimensionales del Teorema 3.1.3. La siguinte proposicion verifica esta covergencia.

Proposicion 3.2.7. Para toda 0 =19 < t; < --- <1, < T se tiene
(Zgaz?la"wz?m) = (Z_OaNtyu)\a"'aNtk:u)\)a n — oo,

donde el proceso de ramificacion continuo N, con Ng = 1, es independiente de Z.

Demostracion. Se procedera por induccion sobre m. Sean ¢ € C;”(RY), k= 0,...,m.

Se quiere probar que
oo 1.0

E [exp{— (Zo,%0)}| E

converge, cuando n — oo, hacia

Se observa que el caso m = 0 corresponde a la hipotesis de que ZY tiene un limite en
distribucion Zg, cuando n — oco. Primero, se analiza el caso m = 1. Para ello, se considera
la sigma algebra generada por Xy, el cual se denota por oy. Entonces, para ¢t > 0, la
independencia de los procesos implica

B [exp{— (Z§, 60) — (27 61)}] = B [exp {~ (Z§,60)} E [exp {~ (7', 61)} | o]
exp {—% Zi:(Xin?a ¢1>} ‘—7'—0”

=E |exp{—(Zg, ¢0)} E
=E |exp{— (Zga%)}lle {eXp {-%(Xi’fjd)ﬁ} )}—OH ;

y este a su vez, es igual a

E |exp {— (Z2, ¢) }exp{ nl <—1ogE [exp{—lQ{]f,@ }’fODH

]:

Luego, por los Lemas 3.2.2 y 3.2.3 (iii), la expresion anterior coincide con

E exp {_ <Zg7 ¢0>} exp {_ Z<X€)m> Knt¢1> }] :

=1




CAPITULO 3. EL PROCESO DE EDADES 80

Y como
(XE™, Kohy) = / Kuor (9) X3 (dy)
0

= [ (%) el

_ DL\ (i

la dltima esperanza es igual a

O equivalentemente,

Blexp(- (Z5.0) — (2000} =B [oxn { ~ (Zh.n +ni (2 )] 3219

Por otra parte, debido a que &(E) no depende de la edad inicial = y <ZO, 1> =1,

E [exp {— (Zo, ¢0) }] E [exp { -Ni¢, }] = E [exp { - <zo, ¢o) }] exp {—Li(¢1) }
= B [oxp {~(Zo, ¢0) — (Zo, 1) (i(61)}]
= E [exp {— (Zy ¢> +0(61))}]
Asi, usando (3.2.18) y la dltima identidad, se obtiene que

[ fexp{~ (Z5, 60) — (2, 0)}] ~ B [exp { ~ (Zo, 60} }] E [exp {~Nig, }] |

a
’E[exp{—<zg,¢o+n[{nt (%»H E [exp {— (Zo, 60 + (:(3 >}}‘
uego, se tienen las si esigualdades

’E[exp{—<zg,¢g—l—n[{nt (@) H E [exp {— (Z, ¢o + l:(, )>H‘
% } E [exp {— (Zy €(¢)>H‘

[exp {— (Zo,60 + (31))}] |

| =B lesw (= (200 + 630}

Zo.60)}] |exp {~4:(@)}
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Claramente, el dltimo término converge a cero cuando n — oo por hipotesis; mientras

o E {exp {_ <zg, do + 1Koy (¢—)>}] —E [oxp {= (Zo, ¢ + (:(01)) }] ‘

n

es igual al producto entre

efon{- (o ()]

1-E [exp {<zg, b0 + Nk, <%> > —(Zo, ¢ + ft($1)>}] ‘ .

Y, dado que exp{z} <1six <0y 1l—exp{z} < —=x para toda = € R, este producto es
menor o igual a

B {|(2 0k (2) - 6@0)|| < Inftors - 6.

el cual converge a cero cuando n — oo por el Lema 3.2.10. En consecuencia, el resultado
es valido para el caso m = 1. Para el caso m > 2, las las funciones nK,,(¢/n) y £,(¢,) son
reemplazadas por las funciones iteradas correspondientes que aparecen en el Lema 3.2.3.
Respecto a la estimacién, la norma

||nKnt(¢1/”) - gt@l)Ho@
es sustituida por
| H (to, t1, - tm) — L™ (to, t1, -y t) |l o

el cual se sabe que converge a cero cuando n — oo por el Lema 3.2.6. [ |

3.3. Tension

Para establecer la propiedad de tension de la sucesion {Z"} requerido en el Teorema 3.1.3,
se hara uso de un resultado establecido en el Teorema 2.3.1. En términos del proceso de
edades, lo anterior se traduce como sigue.

Lema 3.3.1. La sucesion {Z"} es tensa en D([0,7), M;"(R")) si, y sdlo si, para cada
¢ € Cf (RT) la sucesion asociada de procesos real-valuados {(Z},¢) |0 <t < 7} es tenso
en RT.

A continuacion, se realizara un calculo del cuarto momento de los incrementos de (Z}*, ¢).
Para este proposito, se introduce la siguiente notacion. Para cada v > 1, sea

dg;) =B [(Xips, 0) — (X4, 0) )V} ’

o
00v

k= (=1)"7 = Ki(09) Jo=o
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las funciones momentos
ut(2) = Ba (X0, 0)']
y los momentos condicionales
mz(flls)(Xt) =E |:<Xt+sa ¢>V |]:t} .
Gracias al Lema 3.2.3 (ii), los momentos satisfacen la siguiente relacion

o v
a@y{ Ki(06)}o—0 = (—1) 89V{1 — 5,(06) oo

Se observa que las definiciones analogas para las copias de X coinciden con las defini-
das para X omitiendo los superindices. También se observa que, habiendo omitido los
superindices, Xy podria depender de n. Sea ™ la distribucion tal que

(1", ¢) = E[(Xo,0)] = E[p (Y")].

Asi, por ejemplo,

(fin; Tir s — Tyd) = B [Tys0 (Y") = Ty (Y")]
[Eyn [(Xiss, 0)] — Eyn [(X¢, )]
[

Xy, 9) — (X4, 9)]
)

E
E
E

S

d;,

En particular, si u, = py, una distribucion exponencial de pardmetro A, entonces

0 = (i, Ty16 — To) = /O (Thss(x) — Tr(x)) A exp{—Ae}dz = 0.

Lema 3.3.2. Se satisface la siguiente relacion

. a1 3(n — 1 2> 4(n
E |:}<Zt+s7 > - <Zt 7¢>| ] 3d;41t ns % <d$7,275),n5> + (n—>d£i nsdnlt)ns

6(n —1)(n —2 2
(N
n

L (n=1)(n=2)(n-3) <d<1> )4. (3.3.1)

n3 nt,ns

Demostracién. Sean

f(k) :=§kj(<xzfs,¢>—<x%’“,¢>) v gk = (XE0)

para k =1,2,...,n. Como

1¢ n
<Zt+sﬂ ¢> Z?? = n ( <Xt+87 ¢> - <Xg7+s7 ¢> )7

7j=1
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entonces

“<Zt+sv ¢) —(Z¢, ¢ ‘ } = %E [f(n)] = %E [(f(n -1+ g(n))ﬂ .

Por otro lado, por la expansion binomial y la independencia de las copias, el altimo valor
esperado satisface la siguiente formula recursiva

E[(f(n—1)+9(m)"| =B [f(n — k)'] + 4kd(JE [f(n — k)’
+ 6k ((k —1) (dg}gf + dﬁ?g) E[f(n— k)]
+4k(n — 1)dNd®) + 6(k* — k) (2n — (2 + k)) (d§}§)2 i
+ (K5 — k) (4n — (3K + 6)) (d§}3)4 3k — k) (dﬁ?;)Q + kdY
para k = 1,...,n — 1. En particular, para k = n — 1, se puede escribir como sigue
E[(f(n=1)+9m)"| = E[f(1)'] +4(n — DB [F(1)"
+6(n—1) ((n ~2) (d§}3)2 - dgfg> E [f(1)?]
+4(n —1)%d}d)
+6((n—1)"—(n—1) (20— (n+1)) (dﬁ}s))Q d
(=1 — (= 1)) (40— (300~ 1) +6)) (df2)’
+3((n—12-(n—-1)) (di?)Q +(n—1)dY

Luego, agrupando términos y usando la identidad E [f(l)k} = dgi,) para k = 2,3,4, se
obtiene

E [(f(n 1)+ g(n))ﬂ = nd®) + 4n(n — 1)dd® + 6n(n — 1)(n — 2) (dﬁ};)Q i
+3n(n—1) (deS))Z :
Por lo tanto,
n'E [\(zm, ) — (22, 8)] ] nd® + an(n — 1)dVd® + 6n(n — 1)(n — 2) (dﬁ}Q)z 0
+3n(n —1) <d§,2s)>2 ,
lo cual resulta ser (3.3.1). |

Lema 3.3.3. Parav > 2,

v—1 t
(1) u” =T—u(¢")+2) (Z) / T, (u®) ul=9(0)ds, con uf? = Ty,
0

k=1



CAPITULO 3. EL PROCESO DE EDADES 84

) a2 =X T — 01+ 3002 ) [0 (mlf (%) - (X0 7200)].

Para v > 1y con mj, =1,

v—1

-1
(iii) mgfjs) (Xy) = Z (V i ) (X, kg”_k)> mgi,) (Xy), casi en todas partes.

k=0

Demostracion. (i) Primero se observa que S;¢ satisface la siguiente ecuacion integral

Sip(x) =T, (1 — exp{—0}) (z) — )\/ Ti—s (Ssp(2)Ss0p(0)) ds, x € R™. (3.3.2)
0
Para verlo, sea z € R* y definase la funciéon f en Rt por
fls)=1+ )\/ T, (1 — exp{—¢}) (0)dr.
0

Entonces, utilizando la propiedad de semigrupo,

A [ T (S.0@)5.00)ds = X [ T (S.6()5.6(0))ds

0 0

Y / T, o (T, (1 — exp{—6}) (2) f(5)"5.6(0)) ds
= / T, (1 — exp{—0}) (2) ()" Ss(0)ds.

Reagrupando términos y sustituyendo el valor de S¢(0), se obtiene
3 [ T(S0)8.00)ds = =3 [ 10— xpl-0}) (2)7(6) S0 0)ds
= (1 - ep{-0}) (@) [ AF(s) " S.0(00ds
= (1= {6} o) [ AT (1~ exp{=6)) 017 (5) “ds.

Luego, notando que f'(s) = AT (1 — exp{—¢}) (0), un resultado clasico de primera sus-
titucion para integrales implica

t

A [ T (5.005.600)ds = T3 (1 = exp{~0}) (o) [ X (1= exp{-0)) (0)(5) *ds
T (1= exp{=0}) (2) | £1(5)1s) s

f(t)
= T,(1— exp{—6}) () / 2

f(0)
= T, (1 — exp{—0}) (=) [£(0) " = F(£)"].
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La expresion (3.3.2) se sigue después realizar algunos despejes y sustituir los valores de
f(0) y f(t). Ahora, utilizando la formula

%Tt (1 — exp{—09¢}) ls=0 = T;¢,

aplicando S;¢ a 6¢ y derivando v veces respecto a  la expresién anterior, se consigue

1)+ [ T (Z (k) u';uz’“<o>> ds. v>2,

0 k=1

y en consecuencia, por la linealidad del operador 7', se obtiene (i).

(ii) Utilizando un argumento similar al desarrollado en la prueba del Lema 3.3.2, por la
expansion binomial se tiene

v

d” =5 (-1 ”"‘“(V)E[X, P (x } 3.3.3
= (B [l o (333)
Se recuerda que la definicion de los momentos u,ﬁ”) puede ser extendido a funciones en
Cy(RT). Asi, por ejemplo,

B, 76 - ) = -0 ()8 [0 ).

k=1

Usando esta tltima expresion con (3.3.3) se obtiene

2 - B 10676 - 6 = 0+ ()8 060 (ol 060 - (X T

k=2

y con ello (ii).
(iii) Primero, se observa que el Lema 3.2.2 (iii) justifica la siguiente relacion

14

o00v

E [exp {— (Xits,00)} | Fi] = 88; — (X4, Ks(09)) }

:ge”_;exp{_<xt,Ks(9¢)><Xw TS (9¢)>}

El resultado se sigue diferenciando el producto v — 1 veces y haciendo 6 = 0. |

Ahora, conviene dar algunas expresiones cerradas para mg';) (Xy), dtl;, W v k). Por el
Lema 3.3.3 se tiene

mgls) (Xy) = (X4, T59) ,

mi? (X) = (X, K2) + (X, kD)

060 = (5, K9)-+3 %K) (5, H7) -+ (K 400

mi (Xi) = (X, KY) + 4 (X kD) (X kD) 46 (X, kD) (X0 1)

+ (X, EOY (X, B2)?



CAPITULO 3. EL PROCESO DE EDADES 86

Entonces, usando estos valores en el Lema 3.3.3 (ii),

&) = E[(X,, Tup — )]

dﬁ?: (X4, Toop = 0)*] + E [(X4, kD),

A = B [(X,, T — 6)°] + 3B [(X, Teo — ¢) (X, k)] + E [(X,, 3],

dy?) = B [(X,, so; $)'] + 6E [(X,, T — ¢)* (X;, k)] + 4E [(X,, Tutp — ¢) (X, k®)]
+E [(X0, k2)’| + E[(X0, )] (3.3.4)
ut = Ty,

ul(t2) =T; (¢*) + 2\T3¢ /t Ts0(0)ds
ul? =T, (¢°) + 3\ / (0)ds + 3AT; (¢%) / thng(O)ds
) 0
62T, T,6(0)ds |
+ o ( /0 ¢(0) s)

W = T, (6%) + 4T /0 T, (6%) (0)ds + 6XT: (¢7) / T, (¢%) (0)ds

0

T+ ANT, (69) /0 T6(0)ds + 24N Ty ( /0 t Ts¢<0>ds) ( /0 T, <¢>2(0>ds)
+ 12X°T, (¢°) (/Ot TS¢(0)ds)2 + 24X°T}¢p (/Ot qub(O)ds)&

Y ya que los primeros elementos de la sucesion u y k: ) estan relacionados por

3
kfg) = uf)’) — 3u§2)u§1) + 2 <u§1)> ,

2 2 4
k:t( ) — u§4) 4u§3)u£1) -3 <u£2)> + 12u§2) <u§1)> —6 <u£1)> ,
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se tiene
k" = Tio,

K =T, (¢7) — (10" + 23730 [ T.o(0)ds
0

kY =T, (¢°) = 3T0T; (¢7) + 2(Tu)" + 3ATi¢ / (¢%) (0)ds
2

O (0 [ To(0)ds — 6A(Tio) / H(0)ds + 6X°Tio ( / Ts¢<o>ds) ,
kY =T, (¢%) — AT T, (6°) — 3 (T, (67))° + 12T, (6°) (T9)* — 6 (T)"
+4>\Tt¢/ (¢°) (0)ds + 6AT; (¢ )/ ¢°) (0

T () [ T0(0ds — 200707 (57) [ Teo(0)ds
— 12\ (T19)” / t T, (¢%) (0)ds + 24X (T,¢") /0 t T, (0)ds

0

+ 24\°T}¢p < /0 t quﬁ(o)ds) ( /0 t T, (¢°) (0)d3>
+12X°T; (¢°) ( /0 t Tscb(O)OZS)2 —36)\°(T30)° ( /0 t qub(O))
+ 24X Ty < /0 t TS¢(0)ds>3 .

Lema 3.3.4. Sea C' una constante positiva cuyo valor numerico puede cambiar y puede
depender de ¢ y ¢'. Entonces

2

CS, V= 27

d)

<< C(s+s2+st), v =3
C(s¥+ts?+ (L +s+st+1) 2+ s+s24st), v=4

Demostracién. Sea ¢ € CH! (RT) y C' como antes. Entonces, de la expresion explicita
(v)

que se tiene de u; ’,

¢ (Il + Jy To(0)ds) §ov=2,

uf < C (101 +t (lol + [y To)dr))  siov=3,

o (1ol +t (loll+ ; To0)r)") s v=1

\
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Por otro lado, se observa que ‘fot (Tri50 — T10) (O)dr‘ es menor o igual que

/0 (exp{=A(r+ )} (6(r +5) — &(r)) + (exp{=A(r + s)} — exp{—Ar})o(r)) dr

_I_

Y

/ot /+ 6(v) A exp{—Av}dvdr

que a su vez, gracias al teorema de valor medio, es menor o igual que

(19'lle + 10lloc) s + 6]l 5,

es decir,

/0 (Trsstd — T6) 0)dr| < (6]l + 16llc) 5 + 6]l 5 < Cs.

De manera anéloga, se puede concluir que
T3¢ — ¢l < Cs. (3.3.5)

Ahora, con el fin de enfatizar la funciéon ¢ que se utiliza en la forma de la funcion de
momentos, se escribira u;[¢](x) por us(x). Con esta convencion, y recordando que X = dy,
se tiene

E[(X,, T — 9)'] = (u",uf” [T — ¢]).
Asi, los calculos anteriores implican

Cs, v =2,
|E (X, Tso — ¢)"]| < C(s* + st), v =3, (3.3.6)
C(s*+s%), v=4

Mas aun, de las formulas explicitas obtenidas anteriormente para k,g”), v=1,...,4, en
términos de T3, y usando nuevamente (3.3.5), se tiene

Ct, v =2,
k] < O+ 1), v=3,

Ct+t*+1t3), v=4,
y en consecuencia,

C's, V=2,
|E [(Xe, k)] | <4 C(s+ 87, v =3, (3.3.7)

C(s+s*+s%), v=4
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Ademss, ya que E [N7] = (1 + 2)t),

E [(Xs, Top — ¢) (X4, k)] | < CE [N7] s < O(s + st), (3.3.8a)
|E [(Xi,T:¢ — 6) (X0, kP)] | S CE[N7] (s + %) < C (s + 8° + st + s*t)  (3.3.8b)

E [(Xt,kf ) ] < CE [N ]s < O(s* + 2t). (3.3.8¢)
Finalmente, por la desiguladad de Schwarz, (3.3.6) y (3.3.8¢),

E [(X,, Ts6 — 6) (X0 k)] < E[(X,, Top — 6)'] B [(X,, 52)’] v
< O(s3 + s2)V2(s2 + 5212
= Cs*(t+ s+ st + 7). (3.3.9)

Luego, usando las estimaciones (3.3.6)-(3.3.9) en (3.3.4), se obtiene el resultado.
|

Lema 3.3.5. Sea ¢ € CHH(R™Y). Se asume que Zo = py. Bajo las hipdtesis (a) y (b) del
Teorema 3.1.3 se tiene, para 0 <t <7y 0<s<1,

B [[(Z7..0) - 2z0.0)'| < (s + %) (3.3.10)
Demostracién. Por el Lema 3.3.4 se cumple,
d(2 d(3)
nhns < O's, m’;s <C <s2 + st + f)
n n n

s s+t\'"? 24t s
ntém <C|s®+ts+s? (st—i—t?%—i) + i +—
n n n n
<C <52 + f) :
n
Ahora, insertando estas estimaciones en la identidad (3.3.1) del Lema 3.3.2, se obtiene

2 4
+s (dﬁ}t{ns> n (dﬁfﬁns) ) . (3.3.11)

Sin embargo, se tiene

d(l)

nt,ns

[‘<Zt+sa ¢) — Z??¢}]§C(SQ+%+S

Para finalizar, resta estimar dﬁw ns-

W= [ (Tavs0 = Tod) @)
0
= exp{—\nt} /0 ¢(x + nt + ns) (exp{—Ans}tg,(z) — gn(z + ns))dz

+ exp{—Ant} /Ons ¢(z + nt)(e(x) — gn(z))dz.
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Por consiguiente,

A, < Nl ( / " an(e) — an(z + ns)|e()dz + / " gula) - e(wwx) |

Asi, por las hipotesis (a) y (b) del Teorema 3.1.3,

1
sl < 16lls (lan(-) = an(- +ns), +nsllgn — el ) < Cs.

Esto, junto con (3.3.11), permite concluir la cota deseada. [ |

Proposicion 3.3.6. Se asume que Zg es igual a la medida exponencial py. Entonces, bajo
los supuestos (a) y (b) del Teorema 3.1.3, la sucesion {Z™} es tensa en D([0, 7), M (RT)).

Demostracion. Por [4], es suficiente probar que para cada € y 7 reales positivos, existe
un real positivo 0 y un entero ng tal que

P (w" ((Z",¢),0) > €) <n, n > no, (3.3.12)

donde w” denota el segundo modulo de continuidad definido en [0, 7](ver [4]). Aplicando
el Lema 3.3.1, es suficiente verificar convergencia sélo para ¢ € C;>'(RT)U1. Por el Lema
3.3.5, la cota expuesta en 3.3.10 se sostiene para ¢ € CH(RT). Asi, para 0 < v < sy
0<t<sT,

B[(Z6) ~ (B0 ) (Bl 0) — B0 <€ (242

Maés atn, lo anterior permite deducir

1
P ((Z},, 0) — (Z0,, 0)| = € (2, 0) — (2}, 6)| > )§€—40<s2+§>.

Esta tltima expresion, junto al Teorema 10.4 de [4], implica

n

P (w" ((Z",¢),6) > ¢) < 2(’;57) (25 + 1) .

El miembro de la derecha de esta desigualdad converge a 0 cuando n — ooy § — 0, lo
cual prueba (3.3.12). |

Ahora, se puede completar la prueba del Teorema 3.1.3. En la Proposicion 3.2.7 se esta-
blece la convergencia de todas las distribuciones finito dimensionales y en la Proposicion
3.3.6, bajo los supuestos adicionales, se muestra que la sucesion de procesos aproximantes
es tensa, por lo que la prueba se sigue del Teorema 2.2.20.
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