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Introducción

En el presente trabajo nos centramos en el estudio del modelo clásico de riesgo perturbado
por un movimiento Browniano en el cual el capital de la aseguradora se obtiene a partir de un
capital inicial, una prima constante en el tiempo, un proceso que captura las reclamaciones y
un proceso de Wiener que representa las fluctuaciones del mercado. Este modelo fue estudiado
por Gerber (1970), Gerber y Dufresne (1991) [10], Gerber y Shiu (1998) [4], Gerber y Landry
(1998) [3] y Wang (2001), entre otros.

El objetivo principal es definir la función de penalidades de Gerber-Shiu [4], que presenta
una medida de riesgo para el modelo, desarrollar la ecuación que ésta satisface, dada por Tsai y
Willmoot (2002) [1], y obtener resultados numéricos para las diferentes probabilidades de ruina
en algunos casos importantes de procesos perturbados.

La organización del trabajo es como sigue: en el Caṕıtulo 1 empezamos dando la descripción
del modelo a trabajar, aśı como algunos conceptos y teoremas básicos necesarios para el desa-
rrollo del trabajo.

En el Caṕıtulo 2 se demuestra el resultado principal de la tesis (Teorema 2.1) sobre la función
de renovación impropia que satisface la función de penalidades de Gerber-Shiu. Esta demos-
tración se obtiene en las secciones 2.1 y 2.2. En la sección 2.1 calculamos primero la función
de renovación impropia para la ruina ocasionada por el Movimiento Browniano, aśı como su
correspondiente transformada de Laplace. En la sección 2.2 proporcionamos la ecuación de
renovación impropia para la ruina ocasionada por una reclamación, dando al igual su trans-
formada de Laplace. La sección 2.3 presenta una prueba de la convergencia de la función de
penalidades de Gerber-Shiu para el caso cuando el coeficiente del movimiento Browniano tiende
a cero, hacia la función de penalidades de Gerber-Shiu del Proceso de riesgo clásico. Por último
en la sección 2.4, damos una fórmula asintótica para la función de penalidades de Gerber-Shiu,
aśı como la demostración de la misma.

Los cálculos numéricos se presentan en el Caṕıtulo 3, donde trabajamos con el caso particular
de las probabilidades de ruina. Aqúı presentamos resultados anteriores de Dufresne y Gerber
[10], y demostramos que estos se obtienen como un caso particular del Teorema 2.1 de la
tesis. A partir de ello en la sección 3.2 obtenemos la expresión expĺıcita para el cálculo de las
probabilidades de ruina en el caso importante de distribuciones que son mezcla de exponenciales.
Finalmente, en la sección 3.2.1 presentamos resultados numéricos y realizamos un estudio sobre
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Introducción

la dependencia de las probabilidades de ruina por salto y por difusión de los parámetros del
sistema.
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1. Resultados Preliminares

1.1. Antecedentes

Figura 1.1.: Proceso de Riesgo Clásico

Aqúı describimos el modelo de Riesgo Clásico, el número de reclamaciones se asume que
sigue un Proceso de Poisson {N(t) : t ≥ 0} con parámetro λ. Suponemos que las reclamaciones
Xi son independientes con distribución común P (x) = Pr(X ≤ x) sus momentos están dados
por pj =

∫∞
0
xjdP (x), para j = 0, 1, ..., n y transformada de Laplace p̃(x) =

∫∞
0
e−sxdP (x). La

prima por unidad de tiempo es la constante c. Por lo tanto el monto acumulado de reclamaciones
hasta el tiempo t se denota por {S(t) : t ≥ 0}, donde S(t) =

∑N(t)
i=1 Xi es un proceso de Poisson

compuesto. Tenemos entonces

U(t) = u+ ct− S(t), (1.1.1)

donde u = U(0) es el capital inicial. Denotemos por θ la carga de seguridad, θ = c−λp1
λp1

y
suponemos θ > 0. Esto es debido a que si θ < 0 la probabilidad de ruina del proceso es 1 para
todo u.
Sea

T = ı́nf{t : U(t) < 0}

3



1.1. Antecedentes

el tiempo de ruina, y

ψ(u) = E[I{T<∞}|U(0) = u] = Pr(T <∞|U(0) = u), u ≥ 0,

la probabilidad de ruina. Dos variables aleatorias de interés relacionadas con el tiempo de ruina
son |U(T )| , el deficit al tiempo de ruina, y U(T−) es el ĺımite por la izquierda de U(t) al
tiempo t = T (capital inmediatamente antes de la ruina).

Gerber y Shiu en 1998, definieron la función de penalidades descontada o función de Gerber-
Shiu para el proceso de riesgo clásico que involucra a T , U(T−) y |U(T )| como sigue. Para,
δ ≥ 0 una constante dada y una función determinista ω(x, y) : R2

+ → R+ llamada función de
penalidades,

φ0 = E[e−δTω(U(T−), |U(T )|)I{T<∞}|U(0) = u] (1.1.2)

Esta función se puede interpretar como la esperanza de la función de penalidad descontada
con una tasa de interés δ.
La probabilidad de ruina ψ(u), se obtiene como un caso caso especial cuando ω(x, y) = 1 y
δ = 0.
Posteriormente Gerber y Shiu (1998) obtuvieron una ecuación de renovación propia para φ0,
basados en el proceso de riesgo clásico (1.1.1) , que es la siguiente

φ0(u) =
λ

c

∫ u

0

φ0(u− x)
∫ ∞
x

e−ρ0(y−x)dP (y)dx+
λ

c
eρ0u

∫ ∞
x

e−ρ0x
∫ ∞
x

ω(x, y − x)dP (y)dx, (1.1.3)

donde ρ0 = ρ(δ, 0) es la única solución no negativa de la ecuación de Lundberg (ver Sección 1.2)

λp̃(ξ) = λ+ δ − cξ.

Aqúı suponemos que ρ(0, 0) = 0 .
El proceso de riesgo a trabajar es un proceso mas general propuesto por Gerber (1970), en el

cual extendió el modelo clásico de riesgo agregando un termino más, un movimiento Browniano
o proceso de Wiener independiente de {S(t), t ≥ 0}:

U(t) = u+ ct− S(t) + σB(t), t ≥ 0 (1.1.4)

donde σ > 0 es una constante y {B(t) : t ≥ 0} es un proceso estándar de Wiener independiente
del proceso Poisson compuesto {S(t), t ≥ 0} (ver Apéndice B).
En este modelo la ruina puede ser alcanzada de forma continua debido al movimiento Browniano
ó por una reclamación.
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1.2. Ecuación de Cramér-Lundberg

Figura 1.2.: Proceso de Riesgo Clásico con Difusión

Figura 1.3.: Ruina

Dufresne y Gerber (1991),Wang (2001) estudiaron la probabilidad de ruina de este proceso.

Gerber y Landry (1998), generalizaron la definición (1.1.2), basados en (1.1.4), considerando
un esquema de penalidad constante ω0, en caso de que la ruina ocurra por oscilación, y ω(T ),
si es por una reclamación, donde ω(x) ≥ 0 es una función dada .
La función de penalidad descontada esperada, que ellos definieron fue

φ(u) = ω0φd(u) + E[e−δTω(U(T )I{T<∞,U(T )<0})|U(0) = u]. (1.1.5)

Gerber y Landry obtuvieron una función de renovación impropia que satisface φ(u).

1.2. Ecuación de Cramér-Lundberg

En esta sección, definimos el coeficiente de Cramér-Lundberg ρ que es intŕınseco al modelo y
es necesario para formular varios resultados en las siguientes secciones. El número ρ esta definido
como la única solución no negativa de la ecuación de Cramér-Lundberg que definiremos en lo
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1.3. Ecuaciones de Renovación

que sigue.
Dado δ > 0, se desea encontrar un ξ, para el cual el proceso {e−δ+ξU(t); t ≥ 0} es una martingala.
Dado que {U(t); t ≥ 0} es un proceso estacionario con incrementos independientes, esto es
equivalente a que,

e−δE
[
eξU(1)

]
= eξu,

lo cual se simplifica al pedir que ξ satisfaga la ecuación:

Dξ2 + λ

[∫ ∞
0

e−ξxdP (x)− 1

]
+ cξ − δ = 0. (1.2.1)

donde D = σ2/2.
Como la parte izquierda de (1.2.1) es estrictamente convexa , continua para ξ ≥ 0, toma valor
−δ para ξ = 0 y tiende a ∞ cuando ξ → ∞, se sigue que la ecuación (1.2.1) tiene una única
solución no negativa. Si δ < 0, entonces ρ < 0 y si δ = 0, tenemos que ρ = 0. Esta solución, la
denotamos por ρ.
Cabe resaltar que bajo algunas condiciones de regularidad de la función p(x), (1.2.1) puede
tener una solución negativa. Para la cual es necesario definir,

τ(ξ) = λ− δ − cξ −Dξ2 = −D
(
ξ +

c

2D

)2
+

c2

4D
+ λ+ δ

= λp̃(ξ). (1.2.2)

Dado que

λp̃′(ξ) = −λ
∫ ∞
0

xe−ξxdP (x) < 0,

λp̃′′(ξ) = λ

∫ ∞
0

x2e−ξxdP (x) > 0,

se tiene que es una función convexa decreciente con λp̃(0) = λ; por el coeficiente negativo de ξ2,
τ(ξ) es una parábola. Por tanto la ecuación posee a lo máximo una ráız negativa ξ2 = −κ(δ,D).
Una condición necesaria para esto es que P sea una función de distribución de cola ligera (ver
Rolski [8] )

Definición 1.1 La ecuación (1.2.1) se llama ecuación de Cramer-Lundberg generalizada y bajo
condiciones de regularidad de P (x) tiene una solución negativa llamada coeficiente de Cramer-
Lundberg.

1.3. Ecuaciones de Renovación

Definición 1.2 Una ecuación integral de la forma

g(x) = z(x) +

∫ x

0

g(x− v)dF (v) (1.3.1)

6



1.3. Ecuaciones de Renovación

donde z : R→ R+ es una función localmente acotada y F es una distribución tal que F (0) = 0.
Si F es una función de distribución propia es llamada ecuación de renovación, pero si F es
una función de distribución impropia (F (∞) < 1) se conoce como ecuación de renovación
impropia.

Teorema 1.1 Suponga que z es una función acotada. Entonces existe una única función g
acotada en intervalos finitos, que satisface (1.3.1). Se cumple además

g(x) =

∫ x

0

z(x− v)dH0(v),

donde H0(v) =
∑∞

k=1 F
∗k(v) es la función de renovación1.

Definición 1.3 Sea h una función en R+. Para cada δ > 0 y n = 1, 2, . . ., sean

mn = min{h(t) : (n− 1)δ ≤ t ≤ nδ} ,mn = max{h(t) : (n− 1)δ ≤ t ≤ nδ}

σ(δ) = δ
∞∑
n=1

mn, σ(δ) = δ
∞∑
n=1

mn (1.3.2)

Entonces h se llama directamente Riemann integrable si ambas series σ(δ) y σ(δ) convergen
absolutamente para cada δ > 0, y se cumple

ĺım
δ→0

[σ(δ)− σ(δ)] = 0

Teorema 1.2 Sea F una función de distribución no aritmética de una variable aleatoria
positiva X con E[X] = µ. Suponga que z es una función directamente Riemann integrable
y que g es la solución de la ecuación de renovación

g(x) = z(x) +

∫ x

0

g(x− v)dF (v).

Entonces

ĺım
x→∞

g(x) =

{
1
µ

∫∞
0
z(v)dv, si µ <∞

0, si µ =∞

1Sea F ∗k(v) =
∫ v
0
F ∗k−1(v − x)dF (x)
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2. Ecuación de Renovación para la
función de Gerber-Shiu

Aqúı trabajamos con el modelo perturbado (1.1.4). Al generalizar la función de penalidad
descontada esperada (1.1.5), e involucrar las variables aleatorias |U(T )| y U(T−) se desea
obtener una ecuación de renovación impropia, para

φ(u) = φd(u) + φs(u), (2.0.1)

donde

φd(u) = ω0E
[
e−δT I{T<∞,U(T )=0}|U(0) = u

]
, (2.0.2)

y

φs(u) = E[e−δTω(U(T−), |U(T )|)I{T<∞,U(T )<0}|U(0) = u]. (2.0.3)

Aqúı consideramos nuevamente un esquema de penalidad constante ω0 si la ruina ocurre por
oscilación y función de penalidad ω(−y, x) ≥ 0 para y > 0 y x <∞ cuando la ruina ocurre por
un salto. Con lo cual obtendremos el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Para D > 0 si ĺımu→∞ e
−ρuφs(u) = 0 y ĺımu→∞ e

−ρuφ′s(u) = 0, entonces la
función Gerber-Shiu φ(u), definida en (2.0.1) satisface la ecuación

φ(u) =

∫ u

0

φ(u− y)g(y)dy + ω0e
−bu + gω(u), u ≥ 0 (2.0.4)

donde, D = σ2/2,

gω(u) =
λ

D

∫ u

0

e−b(u−s)
∫ ∞
s

e−ρ(x−s)w(s)dxds, (2.0.5)

y

g(y) =
λ

D
eρy
∫ y

0

e−( c
D
+2D)(y−s)

∫ ∞
s

e−ρxp(x)dxds (2.0.6)

con w(x) =
∫∞
x
ω(x, y − x) =

∫∞
0
ω(x, y)dP (x+ y).

Para su demostración primero encontraremos las ecuaciones de renovación que satisfacen φs
(2.0.3) y φd (2.0.2).
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2.1. Ecuación de Renovación para la función de Gerber-Shiu en el caso de ruina por oscilación

2.1. Ecuación de Renovación para la función de
Gerber-Shiu en el caso de ruina por oscilación

Teorema 2.2 Supongamos que ĺımz→∞ φρ(z) = 0, y ĺımz→∞ φ
′
ρ(z) = 0 donde φρ = e−ρuφd.

Entonces , para D > 0 la función φd(u), satisface la ecuación de renovación impropia

φd(u) = ω0e
−bv +

∫ v

0

φd(y)g(v − y)dy,

donde g(y) = λ
D
eρy
∫ y
0
e−α(y−s)

∫∞
s
e−ρxp(x)dxds.

Demostración .
Consideremos un tiempo t > 0 pequeño. El factor de descuento en este tiempo es pues e−δt.
Entonces condicionando al tiempo T1 del primer salto (si este ocurre), se tiene

φd(u) = e−δt (E [φd(u)|T1 > t]P(T1 > t) + E [φd(u)|T1 < t]P(T1 < t)) (2.1.1)

recordando que la probabilidad de que ocurra un salto antes de t en un proceso Poisson es
1− e−λt, mientras que la probabilidad de que ocurra después es e−λt,

φd(u) = e−δt
(
E [φd(u)|T1 > t] e−λt + E [φd(u)|T1 < t] (1− e−λt)

)
(2.1.2)

usando la propiedad de Markov y dado que el tamaño de la reclamación queda determinado
por el capital al tiempo t,

eδtφd(u) = E [φd (u+ ct+ σB(t))] e−λt

+ E

[∫ u+ct+σB(t)

0

φd(u+ ct+ σB(t)− y)dy

]
(1− e−λt). (2.1.3)

Calculemos
E [φd(u+ ct+ σB(t))] .

Podemos utilizar la fórmula de Îto (Teo.A.2), ya que el proceso Zt = u + ct + σB(t) cumple
con las hipótesis del teorema: σB(t) es una martingala y ct un proceso creciente . Además φd
es una función en C2, entonces

φd(θt) = φd(u) +

∫ t

0

φ′d(θs)dMs+

∫ t

0

φ′d(θs)dBs +
1

2

∫ t

0

φ′′d(θs)d〈M〉s

donde θt = u+ ct+ σB(t) y d〈B〉s = σ2ds.
Por lo tanto,

φd(θt) = φd(u) + c

∫ t

0

φ′d(θs)ds+

∫ t

0

φ′d(θs)dBs +D

∫ t

0

φ′′d(θs)ds,

10



2.1. Ecuación de Renovación para la función de Gerber-Shiu en el caso de ruina por oscilación

donde D = σ2

2
.

Tomando la esperanza en ambos lados, y utilizando que
∫ t
0
φ′d(θs)dBs es martingala por

hipótesis, por lo tanto, E
[∫ t

0
φ′d(θs)dBs

]
= 0,

E[φd(θt)] = φd(u) + cE
[∫ t

0

φ′d(θs)ds

]
+DE

[∫ t

0

φ′′d(θs)ds

]
.

Sustituyendo en (2.1.3)

eδtφd(u) =

(
φd(u) + cE

[∫ t

0

φ′d(θs)ds

]
+DE

[∫ t

0

φ′′d(θs)ds

])
e−λt

+ E

[∫ u+ct+σB(t)

0

φd(u+ ct+ σB(t)− y)dy

]
(1− e−λt),

a partir del cual,

φd(u) =

(
φd(u) + cE

[∫ t

0

φ′d(θs)ds

]
+DE

[∫ t

0

φ′′d(θs)ds

])
e−(δ+λ)t

+ E

[∫ u+ct+σB(t)

0

φd(u+ ct+ σB(t)− y)dy

]
(e−δ − e−(δ+λ)t).

usando que e−at = 1− at+ o(t) para a > 0

φd(u) =

(
φd(u) + cE

[∫ t

0

φ′d(θs)ds

]
+DE

[∫ t

0

φ′′d(θs)ds

])
(1− (λ+ δ)t+ o(t))

+ (λt)E

[∫ u+ct+σB(t)

0

φd(u+ ct+ σB(t)− y)dy

]
.

Cambiando el orden de integración,

φd(u) =

(
φd(u) + c

∫ t

0

E [φ′d(θs)] ds+D

∫ t

0

E [φ′′d(θs)] ds

)
(1− (λ+ δ)t+ o(t))

+ (λt)

∫ u+ct+σB(t)

0

E [φd(u+ ct+ σB(t)− y)] dy.

Restando φd(u) y dividiendo entre t

0 = −(λ+ δ − δλt)φd(u) + (1− λt− δt+ δλt2)c

∫ t

0

1

t
E [φ′d(θs)] ds

+ (1− λt− δt+ δλt2)D

∫ t

0

1

t
E [φ′′d(θs)] ds+ λ

∫ θt

0

φd(θt − x)p(x)d+ o(t)
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2.1. Ecuación de Renovación para la función de Gerber-Shiu en el caso de ruina por oscilación

Haciendo ahora t ↓ 0 y usando que ĺım
t→0

θt = u debido a la continuidad de las trayectorias del

movimiento Browniano,

(λ+ δ)φd(u) = cφ′d(u) +Dφ′′d(u) + λ

∫ u

0

φd(u− x)p(x)dx.

Multiplicando por e−ρu,

(λ+ δ)e−ρuφd(u) = ce−ρuφ′d(u) +De−ρuφ′′d(u)

+ λ

∫ u

0

e−ρ(u−x)φd(u− x)e−ρxp(x)dx. (2.1.4)

Denotamos por φρ(u) := e−ρuφd(u); entonces derivando con respecto a u

φ′ρ(u) = −ρe−ρuφd(u) + e−ρuφ′d(u), (2.1.5)

y la segunda derivada

φ′′ρ(u) = ρ2e−ρuφd(u)− 2ρe−ρuφ′d(u) + e−ρuφ′′d(u). (2.1.6)

Despejando e−ρuφ′d(u) de (2.1.5) para luego sustituir en (2.1.6) se obtiene,

e−ρuφ′d(u) = ρφρ(u) + φ′ρ(u)

y de la misma forma se obtiene,

e−ρuφ′′d(u) = φ′′ρ(u)− ρ2φρ(u) + 2ρ(ρφρ(u) + φ′ρ(u))

= φ′′ρ(u) + ρ2φρ(u) + 2ρφ′ρ(u)

Sustituyendo en (2.1.4) obtenemos

(Dρ2 + cρ− λ− δ)φρ(u) + (c+ 2Dρ)φ′ρ(u) +Dφ′′ρ(u)

+ λ

∫ u

0

φρ(u− x)e−ρxp(x)dx = 0,

y usando que ρ satisface la ecuación de Cramer-Lundberg (1.2.1)

−λφρ(u)

∫ ∞
0

e−ρxdP (x) + (c+ 2Dρ)φ′ρ(u) +Dφ′′ρ(u)

+ λ

∫ u

0

φρ(u− x)e−ρxdP (x) = 0.
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2.1. Ecuación de Renovación para la función de Gerber-Shiu en el caso de ruina por oscilación

Integrando sobre u de u = 0 a u = z, y usando que φd(0) = ω0

−λ
∫ z

0

φρ(u)du

∫ ∞
0

e−ρxdP (x) + (c+ 2Dρ)[φρ(z)− ω0]

+D[φ′ρ(z)− φ′ρ(0)] + λ

∫ z

0

∫ u

0

φρ(u− x)e−ρxdP (x)du = 0.

Haciendo un cambio de variable de u por y = u− x, podemos escribir∫ z

0

∫ u

0

φρ(u− x)e−ρxdP (x)du =

∫ z

0

φρ(y)

∫ z−y

0

e−ρxdP (x)dy,

y notemos además que
∫ z
0
φρ(y)

∫ z−y
0

e
−ρx

dP (x)dy −
∫ z
0
φρ(y)

∫ ∞
0

e
−ρx

dP (x)dy =

∫ z
0
φρ(y)

[∫ z−y
0

e
z−y

e
−ρx

dP (x) −
∫ ∞
0

e
−ρx

dP (x)

]
dy

=

∫ z
0
φρ(y)

{∫ z−y
0

e
−ρx

dP (x) −
∫ z−y
0

e
−ρx

dP (x) +

∫ ∞
z−y

e
−ρx

dP (x)

}
dy

=

∫ z
0
φρ(y)

∫ ∞
z−y

e
−ρx

p(x)dxdy

Por lo tanto,

D[φ′ρ(z)− φ′ρ(0)] + [c+ 2ρD][φρ(z)− ω0]

− λ

∫ z

0

φρ(y)

∫ ∞
z−y

e−ρxp(x)dxdy = 0. (2.1.7)

Haciendo z →∞, en (2.1.7) y utilizando las hipótesis , obtenemos

Dφ′ρ(0) + [c+ 2ρD]ω0 = 0,

es decir,
Dφ′ρ(0) = −ω0[c+ 2ρD].

Por lo tanto

Dφ′ρ(z) + [c+ 2ρD]φρ(z) = λ

∫ z

0

φρ(y)

∫ ∞
z−y

e−ρxp(x)dxdy,

y multiplicando ahora ambos lados por eαz, con α = c
D

+ 2ρ , obtenemos

D(eαzφρ(z))′ = λeαz
∫ z

0

φρ(y)

∫ ∞
z−y

e−ρxp(x)dxdy.

Integrando sobre z de z = 0 a z = v,

D(eαzφρ(v)− ω0) = λ

∫ v

0

eαz
∫ z

0

φρ(y)

∫ ∞
z−y

e−ρxp(x)dxdydz,

13



2.1. Ecuación de Renovación para la función de Gerber-Shiu en el caso de ruina por oscilación

de donde

φρ(v) = ω0e
−αv +

λ

D
λ

∫ v

0

e−α(v−z)
∫ z

0

φρ(y)

∫ ∞
z−y

e−ρxp(x)dxdydz.

Cambiando el orden de integración, usando el Teorema de Fubini,

φρ(v) = ω0e
−αv +

λ

D
λ

∫ v

0

φρ(y)

∫ v

y

e−α(v−z)
∫ ∞
z−y

e−ρxp(x)dxdzdy,

y haciendo el cambio de variable z − y = s,

φρ(v) = ω0e
−αv +

λ

D
λ

∫ v

0

φρ(y)

∫ v−y

0

e−α(v−y−s)
∫ ∞
s

e−ρxp(x)dxdsdy.

Finalmente multiplicamos por eρv ambos lados:

φd(v) = ω0e
−βv +

λ

D
λ

∫ v

0

φd(y)eρ(v−y)
∫ v−y

0

e−α(v−y−s)
∫ ∞
s

e−ρxp(x)dxdsdy,

donde b = α− ρ = c
D

+ ρ. Por tanto podemos abreviar la expresión anterior como

φd(v) = ω0e
−bv +

∫ v

0

φd(y)g(v − y)dy, (2.1.8)

donde

g(y) =
λ

D
eρy
∫ y

0

e−α(y−s)
∫ ∞
s

e−ρxp(x)dxds, (2.1.9)

la cual coincide con (2.0.6). La ecuación (2.1.8) es una ecuación de renovación impropia (ver
sección 1.3) para φd(v). En efecto (2.1.9) se puede escribir como

g(y) =

∫ y

0

h(y − s)γ(s)ds (2.1.10)

donde h(s) = c
D
e−bs y γ(s) = λ

c
eρs
∫∞
s
e−ρxp(x)dx. Además

∫ ∞
0

h(s)ds =

∫ ∞
0

c

D
e−bsds =

c

Db
=

c

c+Dρ

14



2.2. Ecuación de Renovación para la función de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

y ∫ ∞
0

γ(s)ds =
λ

c

∫ ∞
0

eρs
∫ ∞
s

e−ρxdP (x)ds

=

∫ ∞
0

∫ x

0

eρ(s−x)dsdP (x)

=
λ

c

∫ ∞
0

1

ρ
e−ρx(eρx − 1)dP (x)

=
λ

cρ

[
1−

∫ ∞
0

e−ρxdP (x)

]
=

λ

cρ

[
cρ+Dρ2 − δ

λ

]
=
cρ+Dρ2 − δ

cρ

Siendo que ρ satisface la ecuación de Cramer-Lundberg (1.2.1).De (2.1.10) obtenemos que∫ ∞
0

g(y)dy =

∫ ∞
0

h(s)ds

∫ ∞
0

γ(s)ds

=
c

c+Dρ

cρ+Dρ2 − δ
cρ

=
cρ+Dρ2 − δ
cρ+Dρ2

< 1, (2.1.11)

y por lo tanto (2.1.8) es una ecuación de renovación impropia.�

2.2. Ecuación de Renovación para la función de
Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

A partir de ahora, consideramos el caso cuando la ruina es ocasionada por un salto. Es decir,
consideramos solamente a φs(u). Denotamos la transformada de Laplace de φs(u) por φ̃s(s).
Para derivar entonces la ecuación de renovación para (2.0.3).

Teorema 2.3 Si ĺımu→∞ e
−ξuφs(u) = 0 y ĺımu→∞ e

−ξuφ′s(u) = 0. Se tiene que

φs(u) =

∫ u

0

φs(u− y)g(y)dy + gω(u) (2.2.1)

donde g y gω, están dadas por, (2.0.6) y (2.0.5).

Demostración .
Consideremos nuevamente un tiempo t > 0 pequeño . El factor de descuento en este tiempo es
e−δt. Entonces condicionando al al tiempo T1 del primer salto (si este ocurre), se tiene

φs(u) = e−δt (E[φs(u)|T1 > t]P (T1 > t) + E[φs(u)|T1 < t]P (T1 < t)) , (2.2.2)
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2.2. Ecuación de Renovación para la función de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

ahora, la probabilidad de que ocurra un salto antes de t es 1−e−λt, mientras que ocurra después
de t es e−λt,

eδtφs(u) = e−λtE[φs(u)|T1 > t] + (1− e−λt)E[φs(u)|T1 < t],

utilizando la propiedad de Markov y el tamaño del salto de la reclamación esta determinado
por el capital al tiempo t,

eδtφs(u) = e−λtE[φs(u+ ct+ σB(t))]

+(1− e−λt)E

[∫ u+ct+σB(t)

0

φs(u+ ct+ σB(t)− x)dP (x)

]

+(1− e−λt)E
[∫ ∞

u+ct+σB(t)

ω(u+ ct+ σB(t), u+ ct+ σB(t)− x)dP (x)

]
,

en este caso se presentan 2 posibles escenarios en caso de tener un salto: primero (2.2.3), el salto
es pequeño y no provoca la ruina, lo cual solo afecta al capital inicial y el proceso de riesgo la
ecuación de Gerber-Shiu se conserva; segundo (2.2.3), el salto lleva a la ruina el proceso, lo cual
nos deja solo con la penalidad que se ocasiona por llegar a la ruina al tiempo t (ω(U(t−), |U(t)|).
Calculamos

E[φs(u+ ct+ σB(t)].

Para ello como en la sección anterior utilizamos la fórmula de Îto, ya que el proceso Zt =
u+ ct+ σB(t) cumple con que σB(t) es una martingala y ct un proceso creciente , aśı como φs
es una función en C2. Entonces tomando θt = u+ ct+ σB(t),

φs(θt) = φs(u) +

∫ t

0

φ′s(θs)dMs +

∫ t

0

φ′s(θs)dBs +
1

2

∫ t

0

φ′′s(θs)d〈M〉s

donde d〈B〉s = σ2ds. Entonces, denotamos de nuevo D = σ2/2,

φs(θt) = φd(u) + c

∫ t

0

φ′s(θs)ds+

∫ t

0

φ′s(θs)dBs +D

∫ t

0

φ′′s(θs)ds,

y tomando la esperanza, en ambos lados

E[φs(θt)] = φs(u) + cE
[∫ t

0

φ′s(θs)ds

]
+DE

[∫ t

0

φ′′s(θs)ds

]
Sustituyendo en (2.2.2), y usando e−δ ≈ 1− δt+ o(t) cuando t ↓ 0,

φs(u) = (1− λt)(1− δt+ o(t))

[
φs(u) + c

∫ t

0

E [φ′s(θs)] ds+D

∫ t

0

E [φ′′s(θs)] ds

]
+ λt(1− δt+ o(t))E

[∫ θt

0

φs(θt)dP (x) +

∫ ∞
θt

ω(θt, x− θt)dP (x)

]
+ o(t).
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2.2. Ecuación de Renovación para la función de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

Simplificando,

0 = (−δt− λt+ λδt2)φs(u) + (1− λt)(1− δt)
[
c

∫ t

0

E [φ′s(θs)] ds+D

∫ t

0

E [φ′′s(θs)] ds

]
+ λt(1− δt)E

[∫ θt

0

φs(θt)dP (x) +

∫ ∞
θt

ω(θt, x− θt)dP (x)

]
+ o(t),

y dividiendo entre t y haciendo t ↓ 0

0 = −(δ + λ)φs(u) + cφ′s(u) +Dφ′′s(u) + λ

[∫ u

0

φs(u− x)dP (x) +

∫ ∞
u

ω(u, x− u)dP (x)

]
.

Sustituyendo
∫ u
0
φs(u− x)dP (x) = φs ∗ p(x), obtenemos

0 = −(δ + λ)φs(u) + cφ′s(u) +Dφ′′s(u) + λ

[
φs ∗ p(x) +

∫ ∞
u

ω(u, x− u)dP (x)

]
, (2.2.3)

donde por Teorema del Valor Medio,

ĺım
t→0

c

∫ t

0

1

t
E [φ′s(θs)] ds = cφ′s(u),

ĺım
t→0

D

∫ t

0

1

t
E [φ′′s(θs)] ds = Dφ′′s(u),

ĺım
t→0

θt = u.

Multiplicando por e−ξu e integrando con respecto a u de u = 0 a u = ∞ en (2.2.3) la
transformada de Laplace, φs:

(δ + λ)φ̃s(u) = c

∫ ∞
0

φ′s(u)e
−ξudu+D

∫ ∞
0

φ′′s (u)e
−ξudu+ λ(φ̃s(ξ)p̃(ξ) + ω̃(ξ)) (2.2.4)

donde ω̃(ξ) =
∫∞
0
e−ξuw(u)du y

w(x) =

∫ ∞
0

ω(x, y − x)dP (y)

=

∫ ∞
0

ω(x, y)dP (x+ y)

Para obtener (2.2.4) usamos, φ̃s ∗ p(ξ) = φ̃s(ξ)p̃(ξ) y

ω̃(ξ) =

∫ ∞
0

e−ξu
∫ ∞
x

ω(x, y − x)dP (y)du

=

∫ ∞
0

e−ξu
∫ ∞
0

ω(x, y)dP (x+ y)du =

∫ ∞
0

e−ξuw(u)du.
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2.2. Ecuación de Renovación para la función de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

Por hipótesis tenemos

ĺım
u→∞

e−ξuφs(u) = 0 ĺım
u→∞

e−ξuφ′s(u) = 0

además se cumple φs(0) = 0, debido a que el primer salto no ocurre de inmediato. Entonces
por integración por partes se obtiene∫ ∞

0

eξuφ′s(u)du = e−ξuφs(u)
∣∣u=∞
u=0

+ ξ

∫ ∞
0

e−ξuφs(u)du

= ξφ̃s(ξ).

Por lo tanto,
∫∞
0
e−ξuφ′′s(u)du = −φ′s(0) + ξ2φ̃s(ξ).

Entonces (2.2.4) puede simplificarse en la forma

D
[
−φ′s(0) + ξ2φ̃s(ξ)

]
+ cξφ̃s(ξ) + λφ̃s(ξ)p̃(ξ) + λω̃(ξ) = (λ+ δ)φ̃s(ξ),

[Dξ2 + cξ + λp̃(ξ)− λ− δ]φ̃s(ξ) = Dφ′s(0)− λω̃(ξ) (2.2.5)

Usando el hecho que ρ satisface la ecuación de Cramer-Lundberg (1.2.1) , tomando ξ = ρ en
(2.2.5) se obtiene

Dφ′s(0) = λω̃(ρ).

Entonces sustituyendo λ+ δ por Dρ2 + cρ+ λp̃(ρ) en (2.2.5), obtenemos,

[Dξ2 + cξ + λp̃(ξ)−Dρ2 − cρ− λp̃(ρ)]φ̃s(ξ) = λ[ρ̃(ξ)− ω̃(ξ)]

Notemos que Dξ2 + cξ − cρ−Dρ2 = D[(ξ − ρ)(ξ + b)], entonces de arriba,[
1− λ[p̃(ξ)− p̃(ρ)]

D[(ξ − ρ)(ξ + b)]

]
φ̃s(ξ) =

λ[ω̃(ξ)− ω̃(ρ)]

D[(ξ − ρ)(ξ + b)]
. (2.2.6)

Sean,

gω(u) = h ∗ γω(u) =
λ

D

∫ u

0

e−b(u−s)
∫ ∞
s

e−ρ(x−s)w(s)dxds (2.2.7)

y

γω(s) =
λ

c

∫ ∞
s

e−ρ(x−s)w(x)dx (2.2.8)

donde g(y) se da en la expresión (2.0.6) .
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2.2. Ecuación de Renovación para la función de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

Lema 2.4 Para D > 0, la función g(y) en (2.0.6) puede ser expresada como

g(y) =
λ

c+ 2ρD

[∫ y

0
e−b(y−x)dP (x) +

∫ ∞
y

e−ρ(x−y)dP (x)−
∫ ∞
0

e−by−ρxdP (x)

]
. (2.2.9)

La transformada de Laplace de g(y) es

g̃(ξ) =

∫ ∞
0

e−ξyg(y)dy =
λ[p̃(ξ)− p̃(ρ)]

D[(ξ − ρ)(ξ + b)]
. (2.2.10)

Cuando D → 0, se tiene

g(y) = h ∗ γ(y) →
D→0

γ0(y) :=
λ

c

∫ ∞
y

e−ρ0(x−y)dP (x), (2.2.11)

donde ρ0 es la solución de la ecuación de Cramer-Lundberg en proceso de riesgo clásico sin
difusión y γ(s) = λ

c
eρs
∫∞
s
e−ρxp(x)dx.

Demostración Recordemos que la expresión (2.0.6) es,

g(y) =
λ

D

∫ y

0

e−b(y−s)
∫ ∞
s

e−ρ(x−s)dP (x)ds

(2.2.12)

Cambiando el orden de integración por el teorema de Fubini,

g(y) =
λ

D

[∫ y

0

∫ x

0

e−b(y−s)−ρ(x−s)dsdP (x) +

∫ ∞
y

∫ y

0

e−b(y−s)−ρ(x−s)dsdP (x)

]
=

λ

D
e−by

[∫ y

0

e−bx
∫ x

0

es(b+ρ)dsdP (x) +

∫ ∞
y

e−bx
∫ y

0

es(b+ρ)dsdP (x)

]
=

λ

D(b+ ρ)
e−by

[∫ y

0

e−bx(e(b+ρ)x − 1)dP (x) +

∫ ∞
y

e−bx(e(b+ρ)y − 1)dP (x)

]
=

λ

c+ 2ρD
e−by

[∫ y

0

e−bx − e−ρxdP (x) +

∫ ∞
y

e−ρ(x−y)+by − e−ρxdP (x)

]
=

λ

c+ 2ρD

[∫ y

0

e−b(y−x)dP (x)− e−by
∫ y

0

e−ρxdP (x) +

∫ ∞
y

e−ρ(x−y)dP (x)− eby
∫ ∞
y

e−ρxdP (x)

]
=

λ

c+ 2ρD

[∫ y

0

e−b(y−x)dP (x) +

∫ ∞
y

e−ρ(x−y)dP (x)−
∫ ∞
0

e−by−ρxdP (x)

]
.

Notemos que cuando D → 0, entonces ρ → ρ0 por (1.2.1), b = c
D

+ ρ → ∞ con lo cual el
primero y tercer termino de (2.2.9) tienden a cero para y > 0. Por tanto para y > 0, cuando
D → 0, se tiene que

g(y)→ λ

c

∫ ∞
y

e−ρ(x−y)dP (x) = γ0(y).
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2.2. Ecuación de Renovación para la función de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

De manera similar obtenemos g̃(ξ). Para ello utilizamos la expresión (2.2.9):

g̃(ξ) =
λ

Dα

∫ ∞
0

e−ξy
[∫ y

0

e−b(y−x)dP (x) +

∫ ∞
y

e−ρ(x−y)dP (x)−
∫ ∞
0

e−by−ρxdP (x)

]
dy

=
λ

Dα

[∫ ∞
0

∫ y

0

e−(ξ+b)y−xbdP (x)dy −
∫ ∞
0

e−(b+ξ)ydy

∫ ∞
y

e−ρxdP (x)

]
+

λ

Dα

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e(ρ−ξ)y−ρxdP (x)dy

=
λ

Dα

[∫ ∞
0

e−xb
∫ ∞
x

e−(ξ+b)ydydP (x)− p̃(ρ)
∫ ∞
0

e−(b+ξ)ydy

]
+

λ

Dα

∫ ∞
0

e−ρx
∫ x

0

e(ρ−ξ)ydydP (x)

=
λ

Dα

[∫ ∞
0

e−xb
(
−e−(ξ+b)y

ξ + b

∣∣∣∣∞
x

)
dP (x)− −p̃(ρ)

b+ ξ
e−(b+ξ)y

∣∣∣∣∞
0

]
+

λ

Dα

∫ ∞
0

e−ρx

ρ− ξ

(
e(ρ−ξ)y

∣∣∣∣x
0

)
dP (x)

=
λ

Dα

[∫ ∞
0

e−ξx

ξ + b
dP (x) +

∫ ∞
0

e−ξx − e−ρx

ρ− ξ
dP (x)

]
=

λ

Dα

[
p̃(ξ)− p̃(ρ)

ξ + b
+
p̃(ξ)− p̃(ρ)
ρ− ξ

]
=

λ

D(b+ ρ)

[
(ρ+ b)[p̃(ξ)− p̃(ρ)]

(ξ + b)(ρ− ξ)

]
=

λ[p̃(ξ)− p̃(ρ)]
D(ξ + b)(ρ− ξ)

�

Lema 2.5 Para D > 0, la función gω en (2.2.7) se puede simplificar como

gω(u) =
λ

c+ 2ρD

[∫ u

0

e−b(u−x)w(x) +

∫ ∞
u

e−ρ(x−u)w(x)dx− e−bu
∫ ∞
0

e−ρxw(x)dx

]
(2.2.13)

y su transformada de Laplace de gω está dada por

g̃ω(ξ) =

∫ ∞
0

e−ξugωdu =
λ[ω̃(ξ)− ω̃(ρ)]

D[(ξ − ρ)(ξ + b)]
, (2.2.14)

donde ω̃(s) =
∫∞
0
e−sxw(x)dx con w(x) =

∫∞
0
ω(x, y)dP (x+ y) .

Por lo tanto, para u > 0,

gω(u) = h ∗ γω(u) →
D→0

γω,0(u) =
λ

c

∫ ∞
u

e−ρ0(x−u)w(u)dx. (2.2.15)
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2.2. Ecuación de Renovación para la función de Gerber-Shiu en el caso de ruina por salto

Demostración De la expresión (2.2.7), intercambiando el orden de integración se obtiene

gω(u) =
λ

D

∫ u

0

e−b(u−s)
∫ ∞
s

e−ρ(x−s)w(x)dxds

=
λ

D

[∫ u

0

∫ x

0

e−b(u−s)e−ρ(x−s)w(x)dsdx+

∫ ∞
u

∫ u

0

e−b(u−s)e−ρ(x−s)w(x)dxds

]
=

λ

D

{∫ u

0

e−(bu+ρx)w(x)

[
es(b+rho)

b+ ρ

∣∣∣∣x
0

]
dx+

∫ ∞
u

e−(bu+ρx)w(x)

[
es(b+ρ)

b+ ρ

∣∣∣∣u
0

]
dx

}
=

λ

D(b+ ρ)

[∫ u

0

e−(bu+ρx)w(x)
[
ex(b+s) − 1

]
dx+

∫ ∞
u

e−(bu+ρx)w(x)
[
ex(b+s) − 1

]
dx

]
=

λ

D(b+ ρ)

[∫ u

0

e−b(x−u)w(x)− e−(bu+ρx)w(x)dx+

∫ ∞
u

e−ρ(x−u)w(x)− e−(bu+ρx)w(x)dx

]
=

λ

c+ 2ρD

[∫ u

0

e−b(x−u)w(x)dx− e−bu
∫ ∞
0

e−ρxw(x)dx+

∫ ∞
u

e−ρ(x−u)w(x)dx

]
Notemos que cuando D → 0, entonces ρ→ ρ0 por (1.2.1), c+ 2ρD →∞ con lo cual el primero
y segundo termino de (2.2.13) tienden a cero para u > 0. Por tanto para u > 0, se tiene que

gω(u)→ λ

c

∫ ∞
u

e−ρ0(x−u)w(x)dx.

De manera similar obtenemos g̃ω(ξ), para ello utilizamos la expresión (2.2.13):

g̃ω(ξ) =

∫ ∞
0

e−ξugω(u)du

=
λ

b+ ρ

∫ ∞
0

e−ξu
[∫ u

0

e−b(u−x)w(x)dx+

∫ ∞
u

e−ρ(x−u)w(x)dx

]
du

− λ

b+ ρ

∫ ∞
0

e−ξu
[
e−bu

∫ ∞
0

e−ρxw(x)dx

]
du

=
λ

b+ ρ

[∫ ∞
0

e−bxw(x)

∫ ∞
x

e−(ξ+b)ududx+

∫ ∞
0

e−ρxw(x)

∫ x

0

e(ρ−ξ)ududx

]
− λ

b+ ρ

∫ ∞
0

e−(b+ξ)udu

∫ ∞
0

e−ρxw(x)dx

=
λ

b+ ρ

[∫ ∞
0

e−bxw(x)
e(ξ+b)x

(ξ + b)
dx+

∫ ∞
0

e−ρxw(x)
e(ρ−ξ)x − 1

ρ− ξ
dx

]
− λ

(b+ ρ)(b+ ξ)

∫ ∞
0

e−ρxw(x)dx

=
λ

(b+ ρ)

[
ω̃(ξ)

ξ + b
+
ω̃(ξ)− ω̃(ρ)

ρ− ξ
− ω̃(ρ)

b+ ξ

]
=

λ[ω̃(ξ)− ω̃(ρ)]
D(ξ + b)(ρ− ξ)

.
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2.3. Convergencias de las funciones de penalidades cuando D → 0

2.3. Convergencias de las funciones de penalidades cuando
D → 0

Teorema 2.6 Para u > 0, se tiene que si D → 0, entonces para t fijo

σB(t) ∼ N(0, 2Dt) ⇒ 0;

U(t) = u+ ct− S(t) + σB(t) → U(t) = u+ ct− S(t);

λp̃(ξ) → λ+ δ − cξ −Dξ = λp̃(ξ) = λ+ δ − cξ;
ρ → ρ0;

φS(u) = φS ∗ (h ∗ γ)(u) + e−βuφ0(u) → φ0 ∗ γ0(u) + γω,0(u);

φd(u) = φd ∗ (h ∗ γ)(u) + e−βu → 0;

φ(u) = ω0φd(u) + φS(u) → φ0(u)

Demostración .
Notemos que si D → 0 se tiene una convergencia de procesos. Esto dado que

B(t) ∼ N(0, σ2t)

Cambiando a la notación utilizada, B(t) ∼ N(0, 2Dt).
Por tanto el Proceso de Riesgo Clásico con difusión (1.1.4) se aproxima al Proceso de Riesgo
Clásico (1.1.2). Veremos que las correspondientes ecuaciones de renovación, también convergen.
La ecuación de renovación (2.2.1) para φs(u) converge a la ecuación de renovación (1.1.3) de
φ0(u), de (2.2.11) y (2.2.15), tenemos para φ0(u):

g(y) = h ∗ γ(y) →
D↓0

γ0(y) =
λ

c

∫ ∞
y

e−ρ0(x−y)dP (x),

gω(u) = h ∗ γω(u) →
D↓0

γω,0(u) =
λ

c

∫ ∞
u

e−ρ0(x−u)w(u)dx,

donde usamos las expresiones obtenidas en los Lemas 2.4 y 2.5.
Falta probar que φd(u) →

D→0
0. Por Lema 2.4, ĺım

D→0
g(y) = γ0(y). Entonces por Corolario 2.2,

φd(u) = φd ∗ g(u) + e−bu →
D↓0

φd ∗ γ0(u) para toda u ≥ 0. Entonces aplicando transformada de

Laplace, se tiene que,
φ̃d(s) →

D↓0
φ̃d(s)γ̃0(s),

para toda s ≥ 0. Entonces φ̃d(s)[1 − γ̃0(s)] →
D↓0

0, dado que γ̃0(s) 6= 1 , φ̃d(s) →
D↓0

0 lo cual

implica que φd(s) →
D↓0

0.
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2.4. Fórmula Asintótica

2.4. Fórmula Asintótica para la función de Penalidades de
Gerber y Shiu

Ahora procedemos a encontrar una fórmula asintótica para φ(u) en (2.0.4).
Para lo cual recordamos la ecuación (1.2.2):

τ(ξ) = λ+ δ − cξ −Dξ2 = −D
(
ξ +

c

2D

)2
+

c2

4D
+ λ+ δ

= λp̃(ξ). (2.4.1)

la cual tiene máximo dos ráıces que denotamos por ξ1 = ρ(δ,D) que es no negativa y existe
siempre, y ξ2 = −κ(δ,D), que es negativa, y existe solo para P (x) con cola ligera .
Diferenciamos (2.4.1) con respecto a D,

λp̃′(ξ)
dξ

dD
= −c dξ

dD
− 2ξ

dξ

dD
− ξ2,

despejando
dξ

dD
=

−ξ2

λp̃′(ξ) + c+ 2ξ
,

de donde al satisfacer ρ(δ,D) y −κ(δ,D) (2.4.1), se tiene que

dρ

dD
=

−ρ2

λp̃′(ρ) + c+ 2ρ
y

dκ

dD
=

κ2

λp̃′(−κ) + c− 2κ
.

Entonces , se tiene que

−κ(δ, 0) ≤ −κ(δ,D) ≤ 0 ≤ ρ(δ,D) ≤ ρ(δ, 0), (2.4.2)

es decir, las ráıces del proceso clásico de riesgo perturbado son menores en valor absoluto que
la ráıces del mismo proceso .Ahora al hacer δ → 0 se tiene que ρ(δ, 0) y κ(δ, 0) tienden a cero
y por (2.4.2), ρ(δ,D) y |κ(δ,D)| decrecen a cero ; al igual que si ĺım

δ→0
ρ(δ,D) = 0.

Entonces evaluando (1.2.1) en ρ(δ,D) = ρ y dividendo entre ρ

δ

ρ
= c+Dρ− λ

ρ
[1− p̃(ρ)]

= c+Dρ− λ

ρ

∫ ∞
0

1− e−ρxdP (x)

= c+Dρ− λ
∫ ∞
0

e−ρxP (x)dx
δ↓0→ c− λp1. (2.4.3)

donde P (x) = 1− P (x).

Sea φ̃s(ξ) =
∫∞
0
e−ξuφs(u)du; entonces de (2.2.1), calculando las transformadas de Laplace,

φ̃s(ξ) = φ̃s(ξ)g̃(ξ) + g̃ω(ξ).
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2.4. Fórmula Asintótica

Despejando,

φ̃s(ξ) =
g̃ω(ξ)

1− g̃(ξ)
. (2.4.4)

Usando (2.2.10) y que b = c
D

+ ρ,

g̃(ξ) =
λ[p̃(ξ)− p̃(ρ)]

(b+ ξ)(ρ− ξ)D
. (2.4.5)

Además,

g̃(ξ)− 1 =
λ[p̃(ξ)− p̃(ρ)]

(b+ ξ)(ρ− ξ)D
− 1

=
λp̃(ξ)− λ− δ + cρ+Dρ2 − [cρ+ ρ2D + ξρD − cξ − ρξD − ξ2D]

(b+ ξ)(ρ− ξ)D

=
λp̃(ξ)− λ− δ + cξ + ξ2D

(b+ ξ)(ρ− ξ)D

=
λp̃(ξ)− τ(ξ)

(b+ ξ)(ρ− ξ)D
. (2.4.6)

Entonces combinando (2.4.6) con (2.2.14),

φ̃s(ξ) =
λ[ω̃(ξ)− ω̃(ρ)]

τ(ξ)− λp̃(ξ)
.

Para encontrar una fórmula asintótica para φ(u) en (2.0.4). Es necesario obtener el coeficiente
de ajuste κ > 0, tal que ∫ ∞

0

eκxg(x)dx = g̃(−κ) = 1. (2.4.7)

Equivalente a obtener λp̃(−κ) = τ(−κ) por (2.4.6). Pero de (2.4.1), −κ = −κ(δ,D), es ξ2, la
única ráız negativa cuando ésta existe.

Teorema 2.7 Supongamos que existe −κ(δ,D). Para D > 0, la fórmula asintótica para la
función de Gerber-Shiu φ(u) es,

φ(u) ∼
λ
∫∞
0

(eκx − e−ρx)
∫∞
x
ω(x, y − x)dP (y)dx+ ω0(ρ+ κ)D

−λp̃′(−κ)− c+ 2κD
e−κu, u→∞, (2.4.8)

donde p̃′(−κ) =
∫∞
0
xeκxdP (x) .
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2.4. Fórmula Asintótica

Demostración Se ha probado que φ(u) satisface la ecuación de renovación impropia (2.0.4),

φ(u) =

∫ u

0

φ(u− y)g(y)dy + gω(u) + e−buω0

Multiplicando por e−κu, obtenemos una ec. de renovación propia: dado que
∫∞
0
eκxg(x) =

g̃(−κ) = 1 ,por el Teorema de Renovación (1.2) tomando dF (x) = eκxg(x) , se tiene que

ĺım
u→∞

e−κuφ(u) =

[∫ ∞
0

eκx[gω(x) + ω0e
−bx]dx

] [∫ ∞
0

xeκxg(x)dx

]−1
=

g̃ω(−κ) + ω0

b−κ

−g̃′(−κ)
, (2.4.9)

donde derivando con respecto a ξ, la expresión (2.4.5), obtenemos

g̃′(ξ) =
λp̃′(ξ)[(b+ ξ)(ρ− ξ)D] + λD( c

D
+ 2ξ)[p̃(ξ)− p̃(ρ)]

[(b+ ξ)(ρ− ξ)D]2

=
λp̃′(ξ) + [c+ 2ξD]g̃(ξ)

(b+ ξ)(ρ− ξ)D
.

Usando (2.2.14) y la expresión de arriba con g̃(−κ) = 1, tenemos

ĺım
u→∞

e−κuφ(u) =

[
λ[ω̃(−κ)− ω̃(ρ)]

(b− κ)(ρ+ κ)D
+

ω0

b− κ

] [
−λp̃′(−κ)− [c− 2Dκ]

(b− κ)(ρ+ κ)D

]−1
=

λ[ω̃(−κ)− ω̃(ρ)] + ω0(ρ+ κ)

−λp̃′(−κ)− c+ 2κD
.

Cuando D = 0, tenemos ρ = ρ0, κ = κ0 y (2.4.8) se reduce a la fórmula asintótica demostrada
por Gerber-Shiu (1998).

Corolario 2.8 Para D > 0, si ω(x, y) ≡ 1, la fórmula asintótica para φ(u) es,

φ(u) ∼ [δ + (ω0 − 1)ρκD](ρ+ κ)

ρκ[−λp̃′(−κ)− c+ 2κD]
e−κu, u→∞. (2.4.10)

Demostración Si ω(x, y) ≡ 1,

ω̃(ξ) =

∫ ∞
0

e−ξx[1− P (x)]dx =
1

ξ
[1− p̃(ξ)],

y entonces

λ [ω̃(−κ)− ω̃(ρ)] = λ

[
−1

κ
(1− p̃(−κ))−−1

ρ
(1− ρ̃(ρ))

]
= λ

[
δ + cκ−Dκ2

κ
+
δ − cρ−Dκ2

ρ

]
= λ

[
(δ −Dρκ)(ρ+ κ)

κρ

]
,
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2.4. Fórmula Asintótica

de donde obtenemos,

g̃ω(−κ) =
λ
[
(δ−Dρκ)(ρ+κ)

κρ

]
(b− κ)(ρ+ κ)D

=
δ −Dρκ

(b− κ)Dρκ
.

Por tanto, usando (2.4.9),

ĺım
u→∞

e−κuφ(u) =

[
δ −Dρκ

(b− κ)Dρκ
+

ω0

b− κ

] [
−λp̃′(−κ)− c+ 2κD

(b− κ)(ρ+ κ)D

]−1
=

[δ + (ω0 − 1)ρκD](ρ+ κ)

ρκ[−λp̃′(−κ)− c+ 2κD]

Si δ → 0 se tiene de (2.4.3),

δ(ρ+ κ)

κρ
=
δ

κ
+
δ

ρ
→
δ↓0

c− λp1,

y si D = 0 entonces por (2.4.10), obtenemos −κ0 = R, el coeficiente de Cramér-Lundberg para
el modelo de clásico de riesgo y

ĺım
u→∞

e−κ0uφ(u) =
c− λp1

λp̃′(−κ0)− c
,

que es la fórmula asintótica de Cramér-Lundberg para la probabilidad de ruina del modelo
clásico de riesgo.�
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3. Probabilidades de Ruina del modelo
perturbado

Como se comento en los antecedentes Dufresne y Gerber (1990), estudiaron el caso particular
de la probabilidad de ruina del proceso de riesgo clásico perturbado por un movimiento
Browniano, y obtuvieron una ecuación de renovación.
Para completez de la tesis, primero demostraremos sus resultados en el Teorema (3.1), para
posteriormente probar que el Teorema (3.1) es caso particular del Teoremas (2.1).

3.1. Ecuación de Renovación de Dufresne-Gerber

Retornando el modelo de clásico de riesgo perturbado por un movimiento Browniano con
carga de seguridad q = c−λp1

c
la cual pedimos este entre (0, 1] . Ahora estamos interesados en

estudiar a la probabilidad de supervivencia

ϕ(u) = P [U(t) ≥ 0,∀t ≥ 0|U(0) = u], (3.1.1)

y ψ(u) = 1− ϕ(u), la probabilidad de ruina. Esta se puede descomponer en

ψ(u) = ψd(u) + ψs(u),

donde ψd(u) es la probabilidad de que llegar a la ruina por oscilación, es decir, que el capital
al tiempo de ruina sea 0, y ψs(u) es la probabilidad de que la ruina ocurra por un salto, es decir
, el capital al tiempo de ruina es negativa: Tenemos que debido a que el movimiento Browniano,
oscila en todo intervalo [0, t], t ≥ 0

ϕ(0) = ψs(0) = 0 ψ(0) = ψd(0) = 1 (3.1.2)

Como se mencionó anteriormente ψ es un caso particular de la función de Gerber-Shiu (1.1.2),
cuando ω0 = 1, δ = 0 y ω(x, y) ≡ 1. En este caso de (2.4.1) tenemos que ρ(0) = 0.

Teorema 3.1 Sea ϕ(u), definida en (3.1.1), se tiene que

ϕ(x) = qH1(x) + (1− q)
∫ x

0

ϕ(z)h1 ∗ h2(x− z)dz. (3.1.3)
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3.1. Ecuación de Renovación de Dufresne-Gerber

donde, para x > 0

h1(x) = ζe−ζx, h2(x) =
1

p1
[1− P (x)],

y denotando las distribuciones por H1(x) y H2(x).
Es decir, es una ecuación de renovación impropia para la probabilidad de supervivencia.

Demostración .
Consideremos un tiempo t > 0 pequeño. Condicionado al tiempo del primer salto T1 del proceso
S(t), se tiene

ϕ(u) = E [ϕ(u)|T1 > t]P (T1 > t) + E [ϕ(u)|T1 < t]P (T1 < t)

donde el proceso tendrá un salto con probabilidad 1− eλt y no salta con probabilidad e−λt,

ϕ(u) = E [ϕ(u)|T1 > t] e−λt + E [ϕ(u)|T1 < t] (1− e−λt)

usando la propiedad de Markov,

ϕ(u) = E [ϕ(u+ ct+B(t))] e−λt + E

[∫ u+ct+B(t)

0

ϕ(u+ ct+B(t)− x)dP (x)

]
(1− e−λt)(3.1.4)

Calculemos
E [ϕ(u+ ct+B(t))] .

Para ello denotemos nuevamente θt = u+ ct+B(t), haciendo uso de la fórmula de Îto (A.2),
ya que el proceso Z(t) = u + ct + B(t) cumple con las hipótesis del teorema: B(t) es una
martingala y ct un proceso creciente . Además ϕ es una función en C2, entonces

E [ϕ(θt)] = ϕ(u) + cE
[∫ t

0

ϕ′(θs)ds

]
+DE

[∫ t

0

ϕ′′(θs)ds

]
.

Sustituyendo en (3.1.4),

ϕ(u) = eλt
{
ϕ(u) + cE

[∫ t

0

ϕ′(θs)ds

]
+DE

[∫ t

0

ϕ′′(θs)ds

]}
+(1− e−λt)E

[∫ u+ct+B(t)

0

ϕ(u+ ct+B(t)− x)dP (x)

]
,

donde al ser t un tiempo pequeño, podemos utilizar que e−at = 1− at+ o(t)

ϕ(u) = (1− λt+ o(t))

{
ϕ(u) + cE

[∫ t

0

ϕ′(θs)ds

]
+DE

[∫ t

0

ϕ′′(θs)ds

]}
+λtE

[∫ u+ct+B(t)

0

ϕ(u+ ct+B(t)− x)dP (x)

]
,
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3.1. Ecuación de Renovación de Dufresne-Gerber

dividiendo entre t y haciendo t ↓ 0,

λϕ(u) = cϕ′(u) +Dϕ′′(u) + λ

∫ u

0

ϕ(u− x)dP (x).

Integrando con respecto a u de 0 a v, usando (3.1.2),∫ v

0

λϕ(u)du = cϕ(u) +D [ϕ′(v)− ϕ′(0)] + λ

∫ v

0

∫ u

0

ϕ(u− x)dP (x)du.

Empleando que dP (x) = −d(1− P (x)) y haciendo el cambio de variable y = u− x∫ v

0

∫ u

0

ϕ(u− x)dP (x)du = λ

∫ v

0

(
λϕ(u)−

∫ u

0

ϕ(u− x)dP (x)

)
du

= λ

∫ v

0

ϕ(v − y)[1− P (y)]dy.

Entonces

Dϕ′(v) + cϕ(v) = Dϕ′(0) + λ

∫ v

0

ϕ(v − y)[1− P (y)]dy. (3.1.5)

Haciendo v → ∞ en (3.1.5), utilizando que la probabilidad de supervivencia es 1, se tiene
c = Dϕ′(0) + λ

∫∞
0

[1− P (y)]dy = Dϕ′(0) + λp1. De lo cual,

ϕ′(0) =
c− λp1
D

:= qζ,

donde denotamos por ζ = c
D

y q = c−λp1
c

la carga de seguridad .Sustituyendo en (3.1.5),
obtenemos

ϕ′(v) + ζϕ(v) = qζ +
λ

D

∫ v

0

ϕ(v − y)P (y)dy, v ≥ 0. (3.1.6)

Multiplicando ahora por eζv, tenemos

eζvϕ′(v) + ζeζvϕ(v) = qζeζv +
λ

D

∫ v

0

eζvϕ(v − y)P (y)dy

Integrando con respecto a v de 0 a x,∫ x

0

eζvϕ′(v)dv + ζ

∫ x

0

eζvϕ(v)dv = qζeζv +
λ

D

∫ v

0

eζvϕ(v − y)P (y)dy.

Utilizando, ∫ x

0

eζvϕ′(v)dv = eζvϕ(v)|xv=0 −
∫ x

0

eζvϕ(v)dv

= eζxϕ(x)− ζ
∫ x

0

eζvϕ(v)dv,
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3.1. Ecuación de Renovación de Dufresne-Gerber

y q
∫ x
0
ζeζvdv = q(eζx − 1). Obtenemos

ϕ(x) = q(eζx − 1) +
λ

D

∫ x

0

∫ v

0

eζ(v−x)ϕ(v − y)P (y)dydv, (3.1.7)

haciendo uso de las siguientes densidades,

h1(x) = ζe−ζx, x > 0

h2(x) =
1

p1
[1− P (x)], x > 0

y denotando las distribuciones por H1(x) y H2(x), vemos que (3.1.7) es de la forma,

ϕ(x) = qH1(x) + (1− q)
∫ x

0

ϕ(z)h1 ∗ h2(x− z)dz.

�

A partir de la cual podemos obtener la transformada de Laplace de la probabilidad de ruina
ψ̃.

Corolario 3.2 Usando la ecuación de renovación impropia de ϕ (3.1.3), para la transformada
de Laplace de ψ se tiene que,

ψ̃(s) =
s2D + λp1s− λ[1− p̃(s)]
s [s(c+Ds)− λ[1− p̃(s)]]

(3.1.8)

Demostración .
A partir de la definición ϕ y ψ, se puede obtener la siguiente relación de las transformadas de
Laplace,

ψ̃(s) =
1

s
− ϕ̃(s). (3.1.9)

De (3.1.3) se tiene que

ϕ̃(s) = qh̃1(s) + (1− q)ϕ̃(s)h̃1(s)h̃2(s), (3.1.10)

donde

h̃1(s) =

∫ ∞
0

e−xsζe−ζxdx =
ζ

ζ + s
=

c

c+Ds
,

h̃2(s) =

∫ ∞
0

e−sx
1

p1
P (x)dx =

1

p1s
[1− p̃(x)].
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3.1. Ecuación de Renovación de Dufresne-Gerber

Sustituyendo en (3.1.10), se tiene que

ϕ̃(s) =
c−λp1
c

c
c+Ds

1− λp1
c

c
c+Ds

[1−p̃(s)]
p1s

=
c− λp1

c+ cD − λ
s
[1− p̃(s)]

Por tanto de (3.1.9),

ψ̃(s) =
1

s

c− λp1
c+ cD − λ

s
[1− p̃(s)]

=
1

s
− sc− λp1s
s(c+Ds)− λ[1− p̃(s)]

=
s2D + λp1s− λ[1− p̃(s)]
s [s(c+Ds)− λ[1− p̃(s)]]

�

Corolario 3.3 El Teorema (3.1) es caso particular del teorema (2.1).

Demostración .
Tomando ahora la Ecuación de Renovación para la función de Gerber-Shiu (2.0.4) sacando su
transformada de Laplace

φ̃(s) = φ̃(s)g̃(s) +
ω0

b+ s
+ g̃ω(s),

de donde,

φ̃(s) =
ω0

b+s
+ g̃ω(s)

1− g̃(s)
. (3.1.11)

Entonces sean ω0 = 1, δ = 0 y ρ = 0,

ω̃(s) =

∫ ∞
0

e−sxP (x)dx =
1

s
[1− p̃(s)].

De (2.2.14) obtenemos, acordando que b = c
D

+ ρ = c
D

,

g̃ω(s) =
λ[ω̃(s)− ω̃(0)]

−s(b+ s)D

=
sλp1 − λ[1− p̃(s)]

s2(c+ sD)
,

y, de (2.2.10),
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3.2. Cálculos expĺıcitos para ψs y ψd en el caso de Mezcla de Exponenciales

g̃(s) =
λ[p̃(s)− 1]

−s
(
c
D

+ s
)
D

=
λ[1− p̃(s)]
s(c+ sD)

.

Por tanto, sustituyendo en (3.1.11)

φ̃(s) =

sλp1−λ[1−p̃(s)]
s2(c+sD)

+ D
c+sD

1− λ[1−p̃(s)]
s(c+sD

=
sλµ− λ[1− p̃(s)] +Ds2

s [s(c+ sD)− λ[1− p̃(s)]]
. (3.1.12)

Se obtiene que (3.1.8) y (3.1.12) son iguales, es decir, las funciones de renovación calculadas por
Dufresne y Gerber y el Teorema (2.1) de este trabajo coinciden. �

3.2. Cálculos expĺıcitos para ψs y ψd en el caso de Mezcla
de Exponenciales

Aqúı obtenemos una aplicación de los resultados obtenidos, cuando los montos de las
reclamaciones son una mezcla de exponenciales, es decir, tienen la densidad

p(x) =
n∑
i=1

Aiβie
−βix, x > 0,

donde
∑n

i=1Ai = 1, con Ai > 0 para toda 1 ≤ i ≤ n. Entonces

1− P (x) =
n∑
i=1

Aie
−βix, x > 0, (3.2.1)

de donde su transformada de Laplace, es

p̃(ξ) =

∫ ∞
0

e−ξx
n∑
i=1

Aiβie
−βixdx

=
1

p1

n∑
i=1

Ai
βi + ξ

,
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3.2. Cálculos expĺıcitos para ψs y ψd en el caso de Mezcla de Exponenciales

donde p1 =
∑n

i=1
Ai
βi

. Sustituyendo en (3.1.8) , y descomponiendo ψ̃(s) en fracciones parciales,
se tienen que la probabilidad de la ruina tiene la forma

ψ(u) =
n+1∑
k=1

Cke
rkx, x ≥ 0, (3.2.2)

Ahora para ciertos coeficientes rk y Ck, k = 1, ..., n + 1. Empecemos reemplazando ϕ(x) por
1− φ(x) en (3.1.6), con la cual se obtiene

Dφ′(x) + cφ(x) = λ

∫ x

0

φ(x− y)P (x)dy + λ

∫ ∞
x

P (y)dy.

Sustituyendo (3.2.1) y (3.2.2) y calculando las integrales se obtiene,

−D
n+1∑
k=1

Ckrke
−rkx + c

n+1∑
k=1

Cke
−rkx = λ

n+1∑
k=1

n∑
i=1

AiCk
βi − rk

(e−rkx − e−βix) + λ
n∑
i=1

Ai
βi
e−βix

Comparando los coeficientes de e−rkx de ambos lados, se tiene que r1, . . . , rn+1 son las soluciones
de la ecuación de grado n+ 1

λ
n∑
k=1

Ak
βk − r

+Dr = c.

Ahora comparando los coeficientes de e−βix, se tiene que C1, . . . , Cn+1 deben satisfacer el sistema
lineal

λ
n∑
k=1

βi
βi − rk

Ck = 1 i = 1, . . . , n., (3.2.3)

De que ψ(0) = 1 se sigue que

C1 + · · ·+ Cn+1 = 1. (3.2.4)

Obteniendo con ello un sistema lineal de n + 1 incógnitas para Ck, k = 1, . . . , n + 1.Podemos
calcular Ck expĺıcitamente, para ello utilizamos la función racional,

Q(x) =
n+1∑
k=1

Ckrk
x− rk

. (3.2.5)

Tenemos de (3.2.3) y (3.2.4) que Q(0) = −1 y Q(βi) = 0 para i = 1, . . . , n. Entonces, Q(x) se
expresa como

Q(x) =
n∏
i=1

(
x− βi
βi

) n+1∏
k=1

(
rk

x− rk

)
.
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3.2. Cálculos expĺıcitos para ψs y ψd en el caso de Mezcla de Exponenciales

De (3.2.5),
n+1∑
k=1

Ckrk
x− rk

=
n∏
i=1

(
x− βi
βi

)∏(
rk

x− rk

)
,

y multiplicando por rh y evaluando en x = rh, se obtiene que

Ch =
n∏
i=1

(
rh − βi
βi

) n+1∏
k=1,k 6=h

(
rk

rh − rk

)
h = 1, . . . , n+ 1. (3.2.6)

3.2.1. Resultados numéricos

De (3.2.6) hacemos un estudio comparativo de las probabilidad de ruina realizando cambios
en los parámetros. Las distribuciones que utilizamos, son una mezcla de dos exponenciales ,

1− P (x) = A1e
−β1x + A2e

−β2x.

La primera tabla presenta el modelo de riesgo clásico con los siguientes parámetros, Para obtener

Parámetros
u 4 D 2
c 2 β1 6
β2 8 λ 3

Cuadro 3.1.: Parámetros iniciales

los valores de la tabla (3.2) sea realizó un programa en R . Vaŕıamos los valores de Ai, i = 1, 2
para ver el efecto de distribución de las reclamaciones en la probabilidades de ruina.
Notemos que a mayor desviación en la reclamaciones la probabilidad de ruina por salto es

mayor que la probabilidad por difusión.
Tomando ahora los mismos parámetros pero modificando la desviación del movimiento
Browniano, se puede observar en la tabla (3.3) como la probabilidad de ruina por difusión
empieza siendo muy pequeña, pero crece con el aumento de D, hasta superar a la probabilidad
de ruina por salto.
Para ilustrar ahora el comportamiento de las probabilidades de ruina, conforme el capital

inicial varia, se presenta la siguiente gráfica.
La cual muestra que el efecto de las reclamaciones supera al movimiento Browniano, pero

para un capital inicial cercano al cero la ruina por difusión es mayor que la ruina por salto.
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3.2. Cálculos expĺıcitos para ψs y ψd en el caso de Mezcla de Exponenciales

V ar(Xi) A1 ψ(u) ψd(u) ψs(u)
0.011111 0.2 0.044631 0.043317 0.956683
0.010156 0.3 0.046005 0.044558 0.955442
0.010069 0.4 0.047415 0.045828 0.954172
0.010851 0.5 0.048861 0.047128 0.952872

0.0125 0.6 0.050344 0.04846 0.95154
0.015017 0.7 0.051866 0.049823 0.950177
0.018403 0.8 0.053426 0.051218 0.948782
0.022656 0.9 0.055026 0.052645 0.947355

Cuadro 3.2.: Probabilidades de ruina

D ψ(u) ψd(u) ψs(u)
0.5 0.000011308058 0.000009857053 0.000001451005
1.5 0.01525746 0.01472254 0.00053492
2 0.04214871 0.04106926 0.00107945
3 0.11886314 0.11688657 0.00197657
10 0.52395338 0.52143414 0.00251924
12 0.58330082 0.58096979 0.00233103
20 0.72329536 0.72157014 0.00172521

Cuadro 3.3.: Probabilidades de ruina variando D

Figura 3.1.: ψd(u) < ψs(u) a partir de u >.3
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A. Fórmula de Itô

Aqúı daremos algunas definiciones básicas y presentaremos un caso particular de la fórmula
de de Itô que se empleo durante este trabajo. Para más información consultar libro ().
Pero antes de introducir el teorema de Itô, es necesario presentar unas definiciones que serán
de utilidad.Para lo cual comenzamos con un espacio de probabilidad (Ω,F, P ).

Definición A.1 Una sucesión {Ft, t ≥ 0} de sub-σálgebras de F es una filtración, si es una
sucesión creciente, es decir,

F0 ⊂ Ft1 ⊂ . . . ⊂ Ftn−1 ⊂ Ftn ⊂ . . . ⊂ F.

para toda sucesión t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn.

Definición A.2 Una sucesión {Xt, t ≥ 0} es adaptada a {Ft, t ≥ 0} si Xt es Ft-medible para
todo t ≥ 0.

Definición A.3 Una sucesión de {Xt,Ft, t ≥ o} donde Xt son v.a integrables y Ft es una
filtración, es una martingala si Xt es adaptada a Ft y se cumple que

E(Xt|Fs) = Xs c.s ∀s ≤ t

o submartingala si

E(Xt|Fs) ≥ Xs c.s ∀s ≤ t

Teorema A.1 Toda submartingala continua {Xt,Ft, t ≥ 0} puede descomponerse de manera
única en la suma de una martingala continua {Mt,Ft, t ≥ 0} y un proceso creciente continua
{At,Ft, t ≥ 0},

Xt = Mt + At.

Aqúı por un proceso creciente nos referimos a que sus trayectorias son no decrecientes con
A0 = 0.

Definición A.4 Definimos el conjunto de martingalas continuas cuadráticas integrables como
M2, es decir,

M2 := {X = (Xt,Ft) : X es una martingala continua y E|Xt|2 <∞}
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APÉNDICE A. FÓRMULA DE ITÔ

Para toda M ∈ M2, usando la desigualdad de Jensen, es fácil verificar que M2 es una
submartingala, y por lo tanto, por el teorema de descomposición de Doob-Meyer existe un
proceso continuo no-decreciente, denotado por 〈M〉, tal que

M2 − 〈M〉

es una Ft-martingala. El proceso 〈M〉 es llamado el proceso de variación cuadrática de M .

Teorema A.2 Itô.Sea f : R → R una función de clase C2 1 y sea {Xt,Ft; 0 ≤ t < ∞} una
semimartingala continua, de la forma Xt = X0 + Mt + Bt, con Mt ∈ M2 y Bt de variación
finita adaptado, entonces

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f ′(Xs)dMs +

∫ t

0

f ′(Xs)dBs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Xs)d〈M〉s, (A.0.1)

la cual se puede expresar simbólicamente como,

df(Xt) = f ′(Xt)dMt + f ′(Xt)dBt +
1

2
f ′′(Xt)d〈M〉t

= f ′(Xt)dXt +
1

2
f ′′(Xt)d〈M〉t, 0 ≤ t ≤ ∞. (A.0.2)

1f ∈ C2 si su primera y segunda derivadas existen y estas son continuas
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B. Movimiento Browniano

El movimiento Browniano, a veces llamado el Proceso de Wiener, fue planteado originalmente
por el botánico inglés Robert Brown como un modelo para el movimiento de una pequeña
part́ıcula inmersa en un liquido y por tanto sujeta a colisión molecular.

Definición B.1 El proceso estocástico B = {B(t), t ≥ 0} es un movimiento Browniano
estándar, si cumple:

1. B tiene incrementos independientes

2. Para 0 ≤ s < t,
B(t)−B(s) ∼ N(0, t− s)

3. Con probabilidad 1, las trayectorias de B son continuas,

P [B ∈ C[0,∞]] = 1

4. B(0) = 0

El movimiento Browniano se puede obtener por medio de aproximaciones continuas de
caminatas aleatorias donde el tamaño de los saltos es pequeño y los tiempos de salto es
acelerado.

Teorema B.1 Sea {Xn, n ≥ 0} variables aleatorias i.i.d. con E(Xn) = 0 y V ar(Xn) = 1.
Definamos la caminata aleatoria por S0 = 0, y, para n ≥ 1, con Sn = X1 + · · ·+Xn, aśı como
el proceso continuo,

Bn(t) =
S[nt]√
n
, t ≥ 0 (B.0.1)

donde [t] es la parte entera de t, es decir, el mayor entero menor o igual a t. Entonces se tiene
que

Bn
d⇒ B (B.0.2)

entendiendo que es una convergencia de distribuciones finito dimensionales, es decir, para
cualquier k y 0 ≤ t1 ≤ · · · tk y x1, ..., xn números reales se tiene

lim
n→∞

P [Bn(t1) ≤ xi, i = 1, ..., k] = P [B(ti) ≤ xi, i = 1, ..., k].
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Demostración .

Para verificar esta convergencia, hacemos uso del Teorema de Ĺımite Central. Primero
notamos que para cualquier t > 0 se tiene que

S[nt]√
n

=
S[nt]√

[nt]

√
[nt]

n
.

Debido que
Sn√
n

d→ N(0, 1)

por el Teorema de limite central, donde N(0, 1), es una variable aleatoria normal, se tiene que
para todo t fijo,

S[nt]√
n

d⇒ tN(0, 1)
d
= B(t)

También, para t > s, se obtiene que

Bn(t)−Bn(s) =

∑[nt]
j=[ns]+1Xj
√
n

d
=

S[nt]−[ns]√
n

d→ (t− s)N(0, 1)
d
= B(t)−B(s)

Dado que las variables

(Bn(t1), Bn(t2)−Bn(t1), · · · , Bn(tk)−Bn(tk−1))

son independientes al estar compuestas de sumas de X´s de bloques disjuntos, se tiene la
convergencia conjunta:

P [Bn(t1) ≤ x1, Bn(t2)−Bn(t1) ≤ x2, . . . , Bn(tk)−Bn(tk−1) ≤ xk]

= P [Bn(t1) ≤ x1]P [Bn(t2)−Bn(t1) ≤ x2] · · ·P [Bn(tk)−Bn(tk−1) ≤ xk]

→
n→∞

P [B(t1) ≤ x1]P [B(t2)−B(t1) ≤ x2] · · ·P [B(tk)−B(tk−1) ≤ xk]

Por lo tanto ,

(Bn(t1), Bn(t2)−Bn(t1), . . . , Bn(tk)−Bn(tk−1))
d→

n→∞
(B(t1), B(t2)−B(t1), . . . , B(tk)−B(tk−1))
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APÉNDICE B. MOVIMIENTO BROWNIANO

en Rk. Aplicando el mapeo

(b1, b2, . . . , bk) 7→ (b1, b1 + b2, . . . , 7→ b1 + · · ·+ bk)

para Rk 7→ Rk nos da la convergencia

(Bn(t1), Bn(t2), . . . , Bn(tk))
d⇒

n→∞
(B(t1), B(t2), . . . , B(tk))

�
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