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Introduccion

Una vez que la teoria de integraciéon de Lebesgue fue establecida al inicio del siglo
pasado varios autores la generalizaron en distintas direcciones. Entre ellas encontramos
la que considera funciones que toman valores en espacios de Banach en lugar de funciones
escalares, desarrollada principalmente en la década de los 30’s. Asi es como surgen por
ejemplo la integral de Bochner, la integral de Dunford y la integral de Pettis, que podemos
encontrar en [16, Chap. ii], [25, Chap. 11] y [37].

Sin embargo, no es sino hasta la década de los 50’s que R. G. Bartle, N. Dunford
y J. Schwartz introducen el concepto de integracién de una funcién escalar respecto de
una medida definida en una o-algebra y que toma valores en un espacio de Banach X
[4], a la cual llamaremos medida vectorial cldsica y en adelante la denotaremos por v.
Miés adelante, en la decada de los 70’s D. R. Lewis [26] e I. Kluvédnek [23], contindan el
estudio de estas funciones integrables. Surgen asi, el espacio L!(v) de funciones integra-
bles respecto de la medida vectorial v y el espacio L. (v) de las funciones escalarmente
v-integrables, que son reticulos de Banach con respecto al orden puntal v-c.t.p. Ademas,
ya que cada medida vectorial definida en una o-dlgebra tiene una medida de Rybakov
[16, Chap. IX] que, entre otras caracteristicas, es una medida positiva, finita y con los
mismos conjuntos nulos que v, estos espacios resultan ser espacios funcionales de Banach.
A partir de entonces y hasta la actualidad los espacios L' (v) y L} (v) han sido estudiados
a profundidad por diversos autores entre ellos G. P. Curbera [10], [11], G. F. Stefansson
[37] y S. Okada, W. J. Ricker y E. Sanchez-Pérez [34].

La teorfa de integracién respecto de una medida vectorial v definida en un d-anillo,
que extiende la teoria de integracién respecto a medidas vectoriales cldsicas, empieza
a ser tratada desde 1972 por D. R. Lewis en [27] y més tarde, en 1989, se desarrolla
por P. R. Masani y H. Niemi en [31] y [32]. En estos trabajos, como en el caso clésico,
se definen y estudian los espacios L. (v) y L'(v). En [14] O. Delgado analiza algunas
diferencias entre estos espacios con los relativos a medidas vectoriales en o-algebras y
también estudia cémo afectan ciertas propiedades de v en el espacio L' (v). Por otra parte
E. Jiménez Fernandez, M. A. Juan y E. A. Sdnchez-Pérez proporcionan una descripcién
del espacio dual de L!(v) en [21]. Asimismo, J. M. Calabuig, O. Delgado, M. A. Juan
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y E. A. Sénchez-Pérez estudian propiedades reticulares de los espacios L} (v) y L(v),
por ejemplo la orden densidad de L'(v) en L} (v), la propiedad de Fatou y la propiedad
o-Fatou en L1 (v) [9].

En este trabajo consideraremos medidas vectoriales definidas en un d-anillo R de
subconjuntos de un conjunto €; a partir de R se define la o-4lgebra R!°¢. Esta contiene
a R y sirve de punto de partida. Asi trabajaremos con funciones escalares, reales o
complejas, definidas en  y que son medibles respecto de R!°¢. Para construir los espacios
de funciones integrables las identificaremos cuando sean iguales v-c.t.p. Dada una medida
vectorial v : R — X se definen, en R!°°, su variacién |v| y su semivariacién ||v||, funciones
que son de gran importancia.

Iniciamos, en el capitulo 1, haciendo un réapido recorrido sobre la teoria que utilizare-
mos a lo largo del trabajo. Asi, mencionaremos los principales conceptos y enunciaremos
los resultados fundamentales acerca de reticulos de Banach y de espacios funcionales de
Banach. También recapitularemos parte de la teoria conocida sobre medidas vectoriales
v definidas en J-anillos. Veremos que |v| es una medida de control local para v, esto
es, que la medida positiva |v| tiene los mismos conjuntos nulos que v. Asimismo enun-
ciaremos resultados importantes concernientes a los espacios de funciones integrables
correspondientes.

Como hemos mencionado, gran parte de la teoria de integracién respecto a medi-
das vectoriales cldsicas ha sido extendida al caso de medidas vectoriales sobre d-anillos.
Nuestro estudio considera ciertas propiedades que no habian sido analizadas y podemos
dividirlo en tres partes, las cuales describimos a continuacion.

Sea v una medida vectorial definida en R y f € L'(v). En [27], D. R. Lewis introdujo
la medida 7y definida en la o-dlgebra RI¢ como

p(A) = /Afdu, vV Ae R

De esta manera, a cada funciéon v-integrable f se le asocia una medida vectorial con
densidad f definida en una o-algebra. En el capitulo 2 retomaremos esta idea pero ahora
consideraremos aquellas funciones que son integrables en los elementos de R, a estas
funciones las llamaremos localmente v-integrables, concepto similar al que estudian P.
R. Masani y H. Niemi con medidas escalares. De la misma forma que en el caso de una
funciéon v-integrable, a una funcién localmente v-integrable le asociaremos una medida
vectorial vy con densidad f definida en el mismo d-anillo R. Analizaremos algunas pro-
piedades reticulares de los espacios de funciones integrables respecto de vy; veremos que
cada uno de los espacios L' (vf) y L'(vs) se pueden identificar (mediante una isometria
lineal reticular) con una banda de los espacios Ll (v) y L!(v) respectivamente (proposi-
cién 2.2.3). Ya que los espacios L (vy) y L (vy) se pueden ver como subespacios de L1 ()
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y L'(v), estudiaremos algunas propiedades que estos tltimos heredan a los mencionados
inicialmente. Como consecuencia de este andlisis obtenemos una caracterizacién de las
funciones v-integrables en términos del d-anillo R (proposicién 2.3.1), la cual utilizaremos
en algunas demostraciones posteriores.

Ya que toda funcién v-integrable es localmente v-integrable, para cada funcién f €
L(v) tenemos dos medidas vectoriales: la medida 7y definida en R¢ y la medida vy
definida en R que es ademas la restriccion de la primera. Con el proposito de estudiar la
conexién entre los espacios de funciones integrables que estas medidas generan, aparece
la necesidad de examinar el comportamiento de dos medidas vectoriales Uy v tales que
v es la restriccion a R de la medida vectorial 7 definida en un d-anillo R que contenga al
d-anillo R que ademads tenga la particularidad de que Rloc = Rlo¢, Veremos que si ambas
medidas tienen los mismo conjuntos de medida cero, entonces sus espacios de funciones
integrables son iguales como conjuntos y tienen normas equivalentes (proposicién 2.4.2).
Después concluiremos que los espacios L' (vy) y L' (V) son el mismo espacio, considerados
como espacios de Banach.

Ahora consideremos un espacio de medida (€2, %, 1) y una funcién vectorial F' : Q —
X integrable en el sentido de Pettis o de Bochner. Resulta entonces que su integral define
una medida vectorial vg : ¥ — X como

vr(A) ::/AFd,u, VAel,

donde la integral es la integral de Pettis o la integral de Bochner, segin sea el caso. En [37],
G. F. Stefansson estudio los espacios de funciones integrables que estas medidas generan
y su relacién con los espacios de funciones Dunford, Pettis o Bochner integrables. En el
capitulo 5 trabajaremos de nuevo con medidas con densidad pero ahora como lo hace
G. F. Stefansson. Empezaremos haciendo un breve repaso de la teoria de integracion de
Dunford, Pettis y Bochner conocida para aplicarla en nuestro contexto. Como en el caso
de funciones escalares, diremos que la funcién vectorial F' es localmente Pettis integrable
si es Pettis integrable en cada elemento de R; similarmente se define que la funcién
F sea localmente Bochner integrable. Naturalmente a estas funciones les asociaremos
medidas vectoriales con densidad F', definidas en d-anillos, y construiremos sus espacios
de funciones integrables. Conseguiremos asi dar una descripcién de cudndo una funcién
vectorial localmente integrable es integrable en el sentido de Dunford, de Pettis y de
Bochner en términos de su medida asociada vg (corolarios 5.1.12 y 5.2.9).

Como segunda parte de este trabajo, en el capitulo 3 estableceremos para d-anillos
varios resultados bien conocidos sobre espacios de funciones integrables respecto a me-
didas vectoriales clasicas. Tendremos en mente especialmente la presentaciéon que hacen
S. Okada, W. J. Ricker y E. Sédnchez-Pérez en [34, Chap. 3]. D. R. Lewis establecié que
LY(Jv]) € LY(v) y proporcioné una condicién bajo la cual una funcién v-integrable es
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integrable respecto de la variacion de v. Veremos que las condiciones para que la igualdad
se cumpla, consideradas en [34, Chap. 3|, siguen siendo vélidas en nuestro caso. Por otra
parte, S. Okada, W. J. Ricker y L. Rodriguez-Piazza establecieron en [33] que si v es
una medida vectorial definida en una o-algebra y el operador integral I,, es compacto,
necesariamente su variacién |v| es acotada y se cumple que L'(v) = L!(|v|). En el ca-
so de medidas definidas en un §-anillo puede suceder que v tenga variacion no acotada
aun cuando el operado I, sea compacto (ejemplo 3.3.5). Sin embargo, ain sin imponer
condiciones sobre la variacion de v, establecemos que si I, es compacto, se obtiene la
igualdad L!(v) = L(|v|) (teorema 3.3.6). Asimismo probaremos que si L!(v) es reflexivo
y de dimensién infinita, entonces el operador integral no es compacto (corolario 3.3.7).

Por otra parte, O. Delgado establecié que si v es una medida vectorial o-finita el espa-
cio L'(v) es reticularmente isométrico a un espacio L' de una medida vectorial definida
un una o-algebra [14]; razén por la cual la propiedad de ser o-finita es relevante. Asi,
buscamos condiciones para que v tenga esta propiedad y encontramos que si ||| es aco-
tada y el espacio X es separable, entonces v es un medida vectorial o-finita (proposicién
3.4.1).

Si v esta definida en una o-algebra y u es una medida de Rybakov, entonces el
espacio L!(v) es un p-espacio funcional de Banach o-orden continuo. Asi su espacio dual
L (v)* se puede representar como su espacio asociado. En la tercera parte de este trabajo
buscamos una representacion analoga en el caso de una medida vectorial definida en un
d-anillo. Con este objetivo se analiza la teoria conocida del espacio asociado al considerar
un espacio funcional de Banach respecto a una medida u definida en una o-dlgebra, sin
mas restricciones que ser positiva.

Asi, en el capitulo 4, consideraremos un espacio de medida positiva (2,3, u) y un
p-espacio funcional de Banach E. De forma analoga al caso en que p es o-finita, estable-
cemos que si E es saturado, entonces su espacio asociado E* siempre tiene la propiedad
o-Fatou. Ademaés proporcionamos una condicién bajo la cudl E* tiene la propiedad de
Fatou y, como consecuencia, se obtiene que en el caso o-finito el espacio asociado E*
siempre tiene la propiedad de Fatou (proposicién 4.1.7). Sin embargo, observaremos que,
a diferencia del caso en que u es o-finita, la propiedad de saturacién no garantiza que el
espacio asociado E* sea saturado, lo cual es necesario para poder considerar el espacio
doble asociado E**. Esto nos lleva a a buscar una clase de medidas adecuadas para
que lo anterior sea posible. Encontramos que éstas son las medidas positivas definidas
en d-anillos que son localmente o-finitas, concepto introducido por J. K. Brooks y N.
Dinculeanu en [6]. Asi pues estableceremos que si A es localmente o-finita y E es un |\|-
espacio funcional de Banach saturado, entonces su espacio asociado también es saturado
(teorema 4.2.9). En este nuevo contexto, se establecen algunos resultados importantes
similares a los conocidos en el caso o-finito, por ejemplo si E tiene la propiedad de Fatou,
entonces £ = E** (teorema 4.2.10).
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De manera similar al caso o-finito, definiremos un operador R : E* — E* que a cada
funcién g € £ le asigna el funcional ¢, definido por

wq(f) :=/ngdp,, V feE.

Ya que el espacio E* es un reticulo de Banach, probaremos que este operador es una
isometria reticular. Asi podremos identificar el espacio E* con un subespacio de E*.

Ahora, si v estd definida en un d-anillo y A es cualquier medida de control local para
v, sabemos que L'(v) es un espacio funcional de Banach respecto de |\|. De acuerdo a lo
que acabamos de describir, estamos interesados en las medidas de control local para v que
sean localmente o-finitas, a las cuales llamaremos medidas de Brooks-Dinculeanu para v.
Gratamente, resulta que cualquier medida vectorial definida en R posee una medida de
este tipo, lo que fue establecido muy recientemente en [21].

Al considerar una medida A de Brooks-Dinculeanu para v obtenemos que, para 1 <
p < 00, los espacios LP(v) y Lh,(v) son |\-espacios funcionales de Banach saturados
cuyos espacios asociados también son saturados. Tiene sentido entonces averiguar si
ciertas propiedades que se tienen con medidas vectoriales definidas en o-algebras se
siguen cumpliendo. Veremos que para 1 < p < oo la igualdad L}, (v) = LP(v)*”™ sigue
siendo vélida (proposicién 4.3.6). Como consecuencia de este resultado obtendremos que
si LE,(v) € LY()\), entonces L%, (v) tiene la propiedad de Fatou (corolario 4.3.8). Por otra
parte, si ' es un |A|-espacio funcional de Banach que contiene a las funciones simples
con soporte en R y v es una medida R-descomponible, concepto con el cual se trabaja
en [9], establecemos que el espacio E* tiene la propiedad de Fatou (proposicién 4.3.13).

Tenemos especial interés en dar condiciones para que la igualdad L(v)* = L'(v)* se
cumpla. Encontramos que si el espacio L'(v)* tiene la propiedad de Fatou, entonces se
puede identificar con un ideal en el espacio L'(v)*. Ademds en el caso en que v es una
medida vectorial R-descomponible (teorema 4.4.1) o cuando el espacio L!(v) es reflexivo
(proposicién 4.4.4) se satisface la igualdad. Puesto que todo reticulo de Banach o-orden
continuo es reticularmente isométrico a un espacio L!(v) donde v es R-descomponible
[22], veremos que si F es un reticulo de Banach o-orden continuo, entonces su espacio
dual E* se puede identificar (mediante una isometria reticular) con el espacio asociado
de un espacio L!(v), donde v es una medida vectorial R-descomponible (corolario 4.4.2).






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos la notacién, los conceptos y resultados sobre reticulos
de Banach, espacios funcionales de Banach, medidas vectoriales definidas en d-anillos e
integraciéon respecto de estas medidas, que necesitaremos para nuestra exposicion.

1.1. Reticulos de Banach

Todos los espacios vectoriales que consideraremos en este trabajo seran sobre K,
donde K = C, el campo formado por los nimeros complejos, o K = R, el campo de los
nimeros reales.

Sea X un espacio normado. Dados r > 0 y « € X, la bola abierta en X con centro
en z y radio 7 es Vi(z) := {y € X : [z — y[|x <r} y la bola cerrada en X con centro en
x y radio r es B.(z) :={y € X : [[x — y||x < r}. Ala bola cerrada de radio 1 y centro
en 0 la denotaremos por Bx. Asimismo, indicaremos por X* al espacio dual de X. Para
representar el apareamiento dual usaremos la notacién (-, ), esto es,

(x,x*) =a"(z),VezeXy "€ X"

Sea Y otro espacio normado. Para expresar que X y Y son iguales como espacios
normados, es decir, X =Y como conjuntos y ademads sus normas son iguales, usaremos
la notacion X =Y.

Definicion 1.1.1 Un reticulo vectorial real X es un espacio vectorial sobre R con un
orden parcial < que ademads satisface:

i) si f,g,h e Xy f<g,entonces f+h<g+h,
i) si f,ge X, f<gya>0,entonces af < ag,

iii) si f, g € X, entonces existen el supremo y el infimo de f y g con respecto al orden,
los cuales se denotaran por sup{f, g} e inf{f, g}, respectivamente.

1
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A un subespacio vectorial de X que es cerrado bajo el supremo y el infimo con el
orden heredado por X le llamaremos subreticulo vectorial.

Sea A C X. Denotamos por AT al subconjunto de X que consta de los f € A tales
que f > 0. Dado f € X, definimos la parte positiva de f como f*+ :=sup{f,0}, la parte
negativa de f como f~ :=sup{—f,0} y el mddulo de f como |f| := sup{f, —f}. Notemos
que fr, f7,|fl € X*. Ademds f = fT — f~, |fl = fT + f y se cumple la desigualdad
del tridngulo, esto es, |f + g| < |f| + |g|-

Para indicar que una sucesién {f,} C X es tal que fr+1 < fpn, ¥V n € N, usaremos la
notacion f, J. Si ademas existe inf f, = f € X entonces escribiremos f, | f.
n

Similarmente, a una sucesién {f,} C X tal que f, < fn4+1, V n € N, la denotaremos
por f, Ty si ademés existe sup f,, = f € X, usaremos la notacién f, 1 f.
n

Sea J un conjunto dirigido. Entonces una red {f;};c; C X es un sistema dirigido
crecientemente si dados 71 y T en J, existe 73 € J tal que fr, < fr, v fr, < fry. Denota-
remos un sistema de este tipo como fr 1. Ademads si existe f = sup fr € X escribiremos

T

1

Andlogamente un sistema dirigido decrecientemente es una red {f;},c; C X que
cumple que si 71,72 € J, entonces existe 73 € J tal que fr, < fr v frs < fr. Lo
denotaremos como f; |, y cuando existe f = inf f. € X usaremos la notacién f; | f.

T

Sea X un reticulo vectorial real. Se define la complejificacion de X como el espacio
Xe=X+iX={f+1ig: f,ge X, i :=v—-1},

con las operaciones dadas por

(fi +ig1) + (f2 +ige) :== (fi + f2) +i(g1 + g2), fi,9; € X, j=1,2,
(a+1ib)(f +ig) := (af —bg) +i(ag+bf), a,b € R, f,g € X.
Diremos que X es complejificable siV f,g € X existe sup |[(cos)f + (sen 0)g| € X.

0<6<2m
Entonces la funcién médulo en X se puede extender a X¢ de la siguiente manera:

|h| := sup{|(cosO)f + (sen )g| : 0 < 8 < 2w}, V h:= f+ig € Xc. (1.1.1)

Un reticulo vectorial complejo es un espacio vectorial de la forma Z := X¢, donde
X es un reticulo vectorial real complejificable. En Z se considera el médulo definido en
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(1.1.1) y el orden dado por f < gen Z,si f,g € Xy f < g [24, 1.1.7]. En este caso
llamamos a X la parte real de Z y usaremos la notacién X = Zg. Notemos que Z7 = X .

Sea X un reticulo vectorial (real o complejo).
a) Un elemento e € X es una unidad débil, si inf{e, f} = 0 implica que f = 0.

b) Un ideal Y de X es un subreticulo vectorial de X con la propiedad de que si f € X
y |f] < |g| para algin g € Y, entonces f € Y.

Definicion 1.1.2 Un reticulo normado real Y es un espacio normado sobre R que es
un reticulo vectorial y cuya norma || - ||y es reticular, esto es,

si f,g € Y cumplen que |f| < |g|, entonces || f|ly < |lg]ly- (1.1.2)

Si ademas el espacio es completo, diremos que Y es un reticulo de Banach real.

Observemos que en un reticulo normado X, el subconjunto X es cerrado [36, Prop.
5.2 ii)].

Un reticulo normado real Y tiene la propiedad de Fatou si para cada sistema di-
rigido crecientemente {f;} C YT tal que sup|/f-|ly < oo, existe f=supfr €Y y
T T

[flly = sup [[fally-
n

Similarmente, decimos que Y tiene la propiedad o-Fatou, si dada {f,} C Y tal que
fn Ty sup||fully < oo, entonces existe f =sup fr, € Y v || flly = sup || fully-
n n n

Sea X un reticulo normado real complejificable. Entonces Z := X¢ es un reticulo
vectorial complejo. En Z se define la norma || - ||z como

lhllz=11nlllx, VheEZ.

Asi Z es un espacio normado reticular, es decir, se cumple (1.1.2) con Y = Z. Defini-
mos entonces un reticulo normado complejo Z como la complejificacion de un reticulo
normado real complejificable X, con la norma || - || 2.

Supongamos ahora que X es un reticulo de Banach real, entonces X es complejificable
[39, Ch. 14; Thm. 91.2]. Luego, su complejificacién Z con la norma || - ||z es un reticulo
normado completo [36, p. 137]. En este caso llamamos a Z reticulo de Banach complejo.
En adelante diremos simplemente reticulo de Banach (normado) para referirnos a un
reticulo de Banach (normado), ya sea real o complejo.
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Sea X un reticulo normado.

» X es o-orden continuo, si para cualquier sucesién {f,} C X tal que f, | 0 se sigue
que || fnllx | 0. Denotaremos por X, la parte o-orden continua de X, es decir el
ideal més grande de X que es o-orden continuo.

= X tiene la propiedad de Fatou o la propiedad o-Fatou, si Xy la tiene.

Definicién 1.1.3 Sean X y Y reticulos de Banach y T': X — Y un operador lineal.

a) T es un homomorfismo reticular, si T(Xr) C Yr y T(sup{f,g}) = sup{T'f,Tg},
v f, g € Xgr.

b) T es positivo, si T(f) e YT,V fe XT.

Notemos que en el caso en que X y Y son reticulos de Banach reales, la primera
condicién en la definicién de homomorfismo reticular es redundante. Ademads, que se
cumpla

Tg| =Tlg|, Vg € X, (1.1.3)

es equivalente a la segunda condicién [36, Ch. II Prop. 2.5].

El siguiente resultado es fundamental en la teoria de operadores entre reticulos de
Banach [1, Lemma 3.22, Cor. 3.23].

Teorema 1.1.4 Sean X y Y reticulos de Banach y T': X — Y un operador lineal. Si T’
es positivo, entonces:

i T(X]R) C Yr.

iii) T preserva el orden, es decir, f < g en X implica que Tf <TgenY.

)
ii) T es continuo.
)
iv)

Se cumple
ITFI<TIfI, V feX. (1.1.4)

SiT: X — Y es un homomorfismo reticular inyectivo y R(7T') es cerrado, diremos que
T es un isomorfismo reticular y que los espacios X y R(T') son reticularmente isomorfos.
En este caso, del teorema anterior obtenemos que T'y T~ : R(T) — X son continuos.

Diremos que T': X — Y es una isometria reticular, si T' es un homomorfismo reticular
que ademads es una isometria. Luego, X y T'(X) son espacios reticularmente isométricos.
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Sea X un reticulo de Banach real. Puesto que R también es un reticulo de Banach
resulta que ¢ € X* es positivo si ¢o(f) >0,V f € XT. Asi X*, el espacio dual de X,
estd naturalmente ordenado de la siguiente manera:

¢ <, sip(f) SU(f), VfeXT, ppeXn. (1.1.5)

De esta manera X*, con su norma usual, es un reticulo de Banach, donde el supremo y
el infimo estdan determinados univocamente a partir de las condiciones

sup{p, Y} (f) := sup{e(g) +(h) : f =g+ h,g =0, h >0},
nf{p, Y}(f) = mf{e(g) +¢(h) : f =g+ h,g =0, h >0}

para todo ¢, € X*y f € XT [36, Chap II, Props. 4.2, 5.5].

(1.1.6)

Ya que X* es un reticulo de Banach real consideremos su complejificacién (X*)c.
Dado ¢ € X*, sea ¢ : X¢ — C su extensién canénica, esto es, o(z +iy) = p(x) + ip(y).
Resulta que la correspondencia ¢ +— ¢ es una isometria reticular. Esto permite identificar
X* con X* C (X*)c. Por otra parte si ® : X¢ — C es un funcional lineal acotado,
entonces ® es de la forma ® = ¢ + i), donde @ y 9 son las extensiones candnicas de
funcionales lineales p,1 € X. Asi ® € (X*)¢ si, y solo si, ¢, € X*. Luego, (X*)c =
X* +iX™ es un reticulo de Banach [36, § 11], [39, p. 207]. Ademads resulta que

D|(f) = sup |®(g)], ¥ f e XT. (1.1.7)
lgl<f

1.2. p-espacios funcionales de Banach

Dado un espacio medible (£2,X) denotaremos por L(X) al espacio de funciones f :
) — K que son Y-medibles. Si ademés contamos con una medida positiva p definida en
Y, indicaremos por Ny(u) a la coleccién de subconjuntos p-nulos, es decir, los conjuntos
A € ¥ tales que p(A) = 0. Decimos que una propiedad P se cumple p-c.t.p., si P se
cumple en el complemento de un conjunto en Ny(x). Denotamos por L°(j) al espacio
de clases de equivalencia de funciones en L°(X), donde dos funciones son identificadas
cuando son iguales p-c.t.p.

Observemos que, cuando K = C, el espacio L°(u1) es la complejificacion del espacio
vectorial real

L(u)g := {f € L°(p) : f toma valores reales p-c.t.p.}.

Consideraremos en LY(u)g el orden puntual definido p-c.t.p. Luego, L%(u) es un
reticulo vectorial complejo. Sea f € L(u). Asi Ref,Imf € L°(u)r v f = Ref +ilmf.
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Notemos que

|f|:= sup |(cos@)Ref + (sen §)Imf| = \/(Ref)2 + (Imf)2.
0<0<27

Observemos también que f es unidad débil si, y sélo si, f > 0 p-c.t.p.

Definicién 1.2.1 Sea (Q, Y, 1) un espacio de medida. Un espacio de Banach X c L°(y)
es un espacio funcional de Banach respecto de u (pu-e.f.B.), si X es un ideal de L°(u) y
su norma es reticular.

Observacion 1.2.2 Es pertinente observar que en la literatura aparecen otras defini-
ciones con el nombre de p-e.f.B., por ejemplo en [28, Def. 1.b.17] y en [5, Def. 1.1.3];
véase también [15, p. 2]. La definicién con la que trabajaremos no impone condiciones
sobre la medida p.

Consideremos un espacio normado X C L°(u) que es un ideal de L°(u) y cuya norma
es reticular. Si X tiene la propiedad o-Fatou, entonces X es completo [38, Ch. 15 §65
Thm. 1]. Luego, X es un u-e.f.B. con la propiedad o -Fatou.

Sea X un p-e.f.B. complejo, . Notemos que Xgp = X N L%(u)g, con el orden pun-
tual definido p-c.t.p., es un reticulo de Banach y X = Xg + iXg. Por lo tanto X es
la complejificacién de Xg. Ademds, f € X si, y sélo si, Ref,Imf € X si, y sélo si,
(Ref)™, (Ref)™, (Imf)*, (Imf)~ € XT. Luego f es una combinacién lineal de funciones
en XT.

De la propiedad reticular de la norma se obtiene el siguiente resultado.

Lema 1.2.3 Sean X un p-efB.y g € L(u). Entonces fge X,V fe Xy

Ifgllx < [[fllxlglloo- (1.2.1)

Luego, el operador lineal My : X — X, dado por My(f) = fg, es continuo y satisface
| Mgl < |lglloo- En particular, dado A € 3, x4 € L (). Se sigue que el operador lineal
My = M,, : X — X, es continuo y satisface ||[Mal| < 1.

El siguiente es un resultado importante en la teoria de espacios funcionales de Banach
(Véanse [39, Thm. 100.6], [15, p. 46], [32, Lemma 3.13]).

Proposicién 1.2.4 Sean X un p-e.f.B., {f,} C X una sucesiény f € X. Si f,, — f en
X, entonces existe una subsucesién { fy, } de {fn} tal que f,, — f p-c.t.p.
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1.3. Medidas definidas en un -anillo

1.3.1. Medidas escalares

Parte de la teoria presentada en esta seccion fue desarrollada por N. Dinculeanu en
[17] y otra parte por P. R. Masani y H. Niemi en [31].

Definiciéon 1.3.1 Sea ) un conjunto. Una coleccion R de subconjuntos de €2 es un
d-anillo, si R es un anillo y R es “cerrado” bajo intersecciones numerables.

En adelante y durante todo el presente trabajo R serd un d§-anillo de subconjuntos
de un conjunto no-vacio €2. A continuacién definiremos una o-algebra en 2 que contiene
a R y que nos servird de punto de partida.

Proposicion 1.3.2 La coleccién

Rl¢.={ACQ:ANBeR,VBeR}
es una o-algebra de subconjuntos de Q y R C Re.
Dado A € R, usaremos la notacién
Ra:={BeR:BCA}

Si A € R, notemos que R 4 es una o-algebra en A.

Observacién 1.3.3 Las siguientes propiedades son equivalentes:
i) R es una o-algebra en (.
i) R = Rlee.
i) Qe R.

Definicién 1.3.4 Una medida escalar (o-aditiva) en R es una funcién A : R — K tal

o
que si {B,} C R, donde B, N By, =0 cuando m # n y U B,, € R, entonces

n=1

i)\(Bn) — A (fj Bn> . (1.3.1)
n=1 n=1
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Observemos que la restriccién Ap := |z, : Rp — Kes una medida escalar, V B € R.

A una medida definida en un d-anillo R le asociaremos una medida positiva definida
en la o-dlgebra R'°, la cual nos permitird utilizar la teorfa de integracién respecto de
medidas positivas.

Notacién. Dado A € R!°°, denotaremos por 4 a la coleccién de familias {B; }?:1 CRa

tal que B;iNB; =0, i #j, neN.

Definicién 1.3.5 Sea A : R — K una medida. A la funcién |\| : R — [0, oo] definida
por

IA|(A) := sup Z INA))]: {A;} €ma

se le llama variacion de \.

Proposicion 1.3.6 Sea A : R — K una medida.
i) La variacién de A es la menor medida positiva |A| : R¢ — [0, o] tal que

IA(B)| < [A(B) = [Ag|(B) << ¥V B eR.

ii) Si A € R, entonces |A|(A) = sup |\|(B). Luego existe una sucesién creciente
BER4

{Bn} C R4 tal que |[A|(A4) = lim |A|(Br).

iii) Sea A € R, Si |A\|(A) < oo, entonces A = U B, UN donde {B,} C Ry N €
No([A])-

n=1

Definicién 1.3.7 Una funcién f € L°(R!°¢) es integrable con respecto de X si,

flin = /Q FldIA < oo. (1.3.2)

Al espacio de las clases de equivalencia que se obtienen al identificar dos funciones
integrables con respecto de A, que son iguales |A|-c.t.p., lo denotaremos por L!(\).
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Observacién 1.3.8 Sea Qp = U B. Fijemos B € R. Dado que B C Qg resulta que
BeR
QrNB = B € R. Luego Qr € R!°°. Ademss (Q\Qr)NB =0,¥ B € R. De la definicién
de la variacién de X se sigue que 2\ Qr € Np(J\|). Luego, para propdsitos de integracion,
los subconjuntos que interesan son los de Q. Por lo tanto, de ser necesario, podemos
suponer que {2 = U B.
BeR

A las funciones simples en L°(R!¢) con soporte en R las llamaremos funciones R-
simples y al conjunto de estas funciones lo denotaremos por S(R). Notemos que S(R)
es un espacio vectorial.

Teorema 1.3.9 El espacio L*()\) con la norma |-|; ) es un |A|-e.£.B., donde S(R) C L'(\)
es un conjunto denso. Ademéas L!()\) es o orden-continuo y tiene la propiedad o-Fatou.

n
Sea s € S(R). Si s = ZXijl?ja donde z; € K, B; € R,j=1,...,n, entonces
j=1

/ sdh = > A(B))xj.
Q =

Proposicién 1.3.10 El operador integral define un funcional lineal acotado en S(R) C
L'()\), de norma menor o igual a 1.

La densidad de S(R) en L'()\) y la continuidad del operador integral en S(R) per-
miten definir

/ fdX:= lim SpdA, (1.3.3)
QO n—o0 Q
donde {s,} es una sucesién de funciones R-simples tal que s, — f en L'()).

El siguiente resultado es el teorema de la convergencia dominada para la integral
respecto de .

Teorema 1.3.11 Sean {f,} C LO(R!*®), g € L}*(\) y f € LY(R"°) tales que f, — fy
|fnl < lg| |M-c.t.p., ¥V n € N. Entonces f € L*(\), f — fen L'(\) y

/ fdr = lim [ fud) (1.3.4)
Q n—oo Q
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Los resultados que vienen a continuacién juegan un papel basico en la teoria. P. R.
Masani y H. Niemi los prueban en [31, Lemma 2.30, Thm. 2.32].

Proposicién 1.3.12 Si f € LO(R!%°), entonces

/|f]d|/\|: sup / |fldI)], V¥ A € R (1.3.5)
A BeRAs JB

Luego, f € LY()\) si, y sélo si, sup / |fldIA| < oo.
BeR JB

La definicién que viene a continuacién fue considerada por P. R. Masani y H. Niemi
en [31, Def. 2.14 ¢)].

Definicién 1.3.13 Una funcién f € L°(R!°°) es localmente \-integrable si fxp es in-
tegrable respecto de |A|, V B € R.

Denotaremos por Llloc()\) al espacio de las clases de equivalencia que se obtienen al
identificar dos funciones localmente A-integrables, que son iguales |\|-c.t.p.

Teorema 1.3.14 Sea f € L}, .(\). La funcién A\ : R — K definida por

loc
Af(B) ::/ fdA:/fXBd)\,VBeR,
B Q

es una medida escalar tal que

\)\f|(A):/A|f|d\)\, vV A e RY" (1.3.6)

Diremos que una funcién A : R — [0, 00] es una medida positiva en R si cumple con
la igualdad (1.3.1) para cualquier coleccién disjunta { B, } de elementos en R cuya unién
permanece en R. De la misma forma que en el caso de una medida escalar se define
IA| : R — [0,00], la variacién de A. Ya que |A| es una medida positiva definida en
una o-4lgebra, se construye el espacio L'(])\|). Procediendo similarmente se obtienen los
siguientes resultados.

Proposicién 1.3.15 Si f € LO(R!¢), entonces

/|f]d|>\|: sup / |fldI)], ¥ A € RY. (1.3.7)
A BeR4s JB

Luego, f € LY(|)\]) si, y sdlo si, sup/ | fIdIA| < oo.
BeR JB
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Teorema 1.3.16 Sea f € Li (A). La funcién A : R — K definida por

loc

M(B) = [ faN = [ FxsdNv B eR,
B Q
es una medida escalar tal que

Afl(A) = /A FldIN, ¥ A € Rl (1.3.8)

1.3.2. Medidas vectoriales

En esta seccion presentamos la teoria béasica respecto a medidas vectoriales definidas
en J-anillos. Esta es andloga a la que se conoce para medidas vectoriales definidas en
o-dlgebras, a las que, en ocasiones, llamaremos medidas vectoriales clasicas. Como en la
seccién anterior, la mayoria de estos resultados fueron desarrollados por N. Dinculeanu
en [17] y por P. R. Masani y H. Niemi en [31] y [32].

Definicion 1.3.17 Sea X un espacio de Banach. Una funcién v : R — X es una
medida vectorial si para cualquier sucesién de conjuntos {B,} C R tal que B, N B, = ()

y U B, € R se cumple

n=1

> u(Bn) =v(| ] Bn).
n=1

n=1

En el siguiente lema vemos un par de caracterizaciones de las medidas vectoriales que
resultan ser muy utiles. En el caso de medidas vectoriales definidas en o-dlgebras son
bien conocidas.

Lema 1.3.18 Sea v : R — X una funcién aditiva. Son equivalentes:

i) La funcién v es una medida vectorial.

oo
ii) Si {B,} C R es una sucesién creciente de conjuntos tal que U B, € R, entonces

n=1

lim v(By) = v(|_J Bn).
n=1

n—oo

iii) Si {B,} C R es una sucesién decreciente de conjuntos, entonces

lim v(By) = v({"] Bn).
n=1

n—oo
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Definicion 1.3.19 Sea v : R — X una medida vectorial.

a) La variacion de v es la funcién |v| : R"¢ — [0, oc] definida por
[(A) = sup ¢ Y Iv(45)llx : {45} € ma
J

b) La semivariacion de v es la funcién ||v|| : R" — [0, o] definida por
[V1[(A) == sup{[{v,2")[(A) : 2" € Bx~},
donde |(v, x*)| es la variacién de la medida (v, z*) : R — K, definida por
(v,2*)(B) = (v(B),z"), V B R.
¢) La cuasivariacion de v es la funcién |||v||| : R — [0, oc] definida por

I[711(A) := sup{|l»(B)|x : B € Ra}-.

Proposiciéon 1.3.20 Sea v : R — X una medida vectorial.

i) La variacién de v es la menor medida positiva |v| : R!°¢ — [0, o] tal que

Iv(B)|lx < [v|(B), ¥ B €R. (1.3.9)

ii) Se cumple |v|(A) = sup |v|(B), ¥V A € R!*°. Luego existe una sucesién creciente
BER 4

{Bn} C R4 tal que |V|(A) = lim |v|(By).

iii) Sea A € Rl°. Si |v|(A) < oo, entonces A = U B,UN, donde {B,} C Ry
n=1
N € No(|v]).

Proposicién 1.3.21 ([32, Lemma 3.4 c)]) Si A € R, entonces

|lv]|(A) = sup ZajV(Bj) :{a;}1 C Bk, {Bj}T €may. (1.3.10)
Jj=1 X
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Proposicién 1.3.22 ([32, Lemma 3.4, Cor. 3.5]) Se cumple que:

i) La semivariacién de v es una funcién mondtona-creciente, o-subaditiva y finita en

R.

ii) Para cada A € R, |||v||(A) < ||v[[(4) < 4||v|||(A) en el caso complejo y en el
caso real [|[v][|(A) < [lv][(4) < 2{[[v[[[(A).

Observaciéon 1.3.23 Notemos que, de ii) en la proposicién anterior, se sigue que v es
acotada si, y sélo si, ||v||(Q) < co. Ademads

lv(B)llx < |vI(B), ¥ B € R.

Notacién. Usaremos la notacién A, T A para referirnos a una sucesiéon creciente de
conjuntos {A,} tal que UA" = A. Asimismo, utilizaremos A,, | A para indicar una

n
sucesion decreciente de conjuntos {A,} tal que ﬂAn = A.

n

Proposicién 1.3.24 ([32, Lemma 3.4, Cor. 3.5]) Sea A € R!°°. Entonces:
i) IvlI(A) < [v](4).

ii) ||[¥||[(A) = sup ||v||(B). Luego existe una sucesién creciente {B,} C R4 tal que
BER 4

w1 (4) =l [u|(Ba).

Definicién 1.3.25 Un conjunto A € R!¢ es v-nulo si ||v||(A) = 0. A la coleccién de
conjuntos v-nulos lo denotaremos por Ny(v).

De la o-subaditividad y la monotonia de la semivariacién se sigue el siguiente resul-
tado.

Lema 1.3.26 Sea v una medida vectorial definida en R.

i) Si{A,} C My(v), entonces UA” € My(v).

ij) Si Ac No(z/) yC e (RZOC)A, entonces C € ./\/0(1/) .
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Proposicién 1.3.27 Sea A € R!°°. Son equivalentes:
i) A es v-nulo.
ii) A es |v|-nulo.
iii) ¥(B) =0,V B € Ry4.

Diremos que una medida positiva A : R — [0, 00| es una medida de control local para
v, st No(|A|]) = Mo(v) [14, p. 437].

Asi, por la proposicién anterior, |v| es una medida de control local para v.

Finalmente definimos L°(v) como el espacio de clases de equivalencia que se obtiene
al identificar dos funciones R'°*-medibles, que son iguales v-c.t.p. Asi, LO(v) = LO(|\]),
siendo A cualquier medida de control local para v.

1.4. Integracion respecto a medidas vectoriales definidas
en J/-anillos
1.4.1. Funciones escalarmente integrables

En esta seccién recordaremos el concepto de integrabilidad débil respecto de una
medida vectorial v : R — X, donde R es un §-anillo de subconjuntos de  y X es un
espacio de Banach.

Definicién 1.4.1 Una funcién f € LO(R!°°) es escalarmente integrable respecto de v, si
para cada z* € X* se cumple que f € L'((v, 2*)). Denotaremos por L} (v) al espacio de
clases de equivalencia que se obtiene al identificar dos funciones escalarmente integrables,
que son iguales v-c.t.p.

En L. (v) definimos la funcién

fll = sup{/Q |f| d|{v,x™)| : ¥ € BX*}, (1.4.1)

la cual resulta ser una norma.

Teorema 1.4.2 ([32, Lemma 3.13], [22, p. 19]) El espacio L. (v), con la norma ||-||,,
es un |v|-espacio funcional de Banach que posee la propiedad o-Fatou.
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Como lo hemos mencionado en el teorema anterior L} () es un |v|-e.f.B. Sin embargo,
|v| puede no ser una buena medida de control local para v, como se discutird en el cédpitulo
4. Por otra parte, recordemos que en el caso de medidas vectoriales definidas en o-algebras
siempre existe una medida de Rybakov i, esto es, existe x(; € Bx~ tal que la medida finita
positiva p = [(v,x{)| : R — [0, 00) cumple que No(v) = Ny(p) [16, Ch. IX, Thm. 2.2].

1.4.2. Funciones v-integrables

En esta seccion recordaremos cuando una funcion es integrable respecto a una medida
vectorial en un §-anillo, asi como los resultados fundamentales relacionados con el espacio
que forman estas funciones. La gran mayoria de estos fueron desarrollados por D.R. Lewis
en [27] y por P. R. Masani y H. Niemi en [32].

Definicién 1.4.3 Una funcién f € Ll (v) es v-integrable, si para cada A € R!°° existe
un vector x4 € X, tal que

(xp,2") = /Afd<l/, ), Vot e X*. (1.4.2)

Al vector x4, que es tnico y estd bien definido, lo denotaremos por f 4 Jdv y al
subconjunto de L. (v) formado por las funciones integrables respecto de v por L!(v).

Notemos que/fXA d{v, x* /f d(v, z*) (/f dv,z*). Luego fxa € L'(v) y
A
dv = dv.
| adv=[ tav

Teorema 1.4.4 ([32, Thm. 4.5]) L'(v) es un subespacio cerrado de L} (v) y el ope-
rador integral I, : L'(v) — X definido por

L= [ fav
Q
es lineal y acotado con norma menor o igual a 1.
Proposicién 1.4.5 Sea p =37, ajx4, € S(R). Entonces ¢ € L(v)y

/apdV—Za] (A;jNA), VA € RI°c.

7j=1
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Teorema 1.4.6 ([27, Thm. 3.5]) S(R) C L'(v) es denso.

Teorema 1.4.7 ([27, Thm. 5.1]) Si X no contiene una copia de cg, entonces L'(v) =
LL(v).

Teorema 1.4.8 ([27, Thm. 3.3] Convergencia dominada) Sean f, f, € L°(R/"°),
V n € N, tales que f, — f v-c.t.p. y g € L*(v) tal que |f,| < |g], ¥ n € N. Entonces
feLl(v)y

/ fdv= lim [ fodv, VA € Rl

A A

n—o0

Lema 1.4.9 ([32, Thm. 4.9]) Sea f € L'(v). Entonces existen conjuntos N € R!*¢ y
B, € R,V neN, tales que:

i) B, CBpy1y NNB,=0,¥VneN.
i) N €MNo(v).

o
iii) sopf=NU U B,,.

n=1
Teorema 1.4.10 El espacio L'(v) es un |v|-e.f.B. o orden-continuo.

Observacién 1.4.11 Sean f € L'(v) y {pn} C S(R!°) tal que 0 < ¢, 1 |f]. Del lema
o0
1.4.9 resulta que sopf = N U R, donde R = U B,, B, € R, B, C Byt1, V/n € N|

n=1

NNR=0y N € Ny(v). Definamos

Sn = PnXB,

Asf 0 < sp < spt1 ¥ sn 1 |flxgr. Como |f| = |f|xr v-c.t.p. y L(v) es o-orden continuo,
resulta que s, — |f|. Puesto que s,, es R-simple, V n € N, concluimos lo siguiente:
Dada f € L'(v) existe una sucesién {s,} C S(R) tal que

0 < s, 1 |f| v-c.t.p., sp — |f] en L' (v).
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Lema 1.4.12 ([32, Lemma 4.16]) Sean v : R — X una medida vectorial, Z un espacio
de Banach y T': X — Z un operador lineal continuo.

i) La funcién T ov : R — Z es una medida vectorial tal que No(v) € No(T o v).
Ademss si f € L'(v) entonces f es T o v-integrable y

(AfﬂTmO:T<[ymO,VA€Rm.

ii) Si T es inyectivo, entonces Ny(v) = No(T o v). Luego L*(v) C LY(T ov).

Teorema 1.4.13 ([14, Prop. 2.3]) Una funcién f € LO(R!¢) es integrable respecto de
v si, y s6lo si, existe una sucesion {s,} € S(R) que cumple:

i) {sn} converge a f v-c.t.p.

ii) {/ sndu} converge en X,V A € Rl°c,
A

Teorema 1.4.14 ([27, Thm. 3.2],[27, Thm. 4.2]) Sea f € L'(v). La funcién
Ug Rl°¢ — X definida por

M@:Af@ (1.4.3)

es una medida vectorial, a la cual llamaremos medida vectorial asociada a f. Ademds,
[7¢1(A) = [ fxalls v [74(A) = /A |fldlv], VA € R,

Se sigue que L(|v|) € L'(v). Més atin, una funcién f € L'(v) es |v|-integrable si, y
sélo si, la medida 7y tiene variacién finita, en cuyo caso

1f 1l = [17£1(€2) < [7¢[(2) = | £l < oo (1.4.4)

Las siguientes son dos propiedades importantes que puede tener una medida vectorial
v definida en un ¢ anillo.

Definicion 1.4.15 Sea v : R — X una medida vectorial.
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a) La medida v es o-finita, si existen una sucesién { B,} C R y un conjunto N € Ny(v)

o0
tales que = U B, UN.
n=1
b) La medida v es fuertemente aditiva, si para cada coleccién disjunta {B,} C R se

cumple que lim,,_, v(By) = 0.

Observemos que si R es una o-algebra, entonces v es fuertemente aditiva. Ademads
toda medida vectorial definida en un J-anillo que es fuertemente aditiva es o-finita [6,
Lemma 1.1].

Teorema 1.4.16 ([14, Cor. 3.2]) Sea v — X una medida vectorial. Entonces v es
fuertemente aditiva si, y sélo si, xyo € L'(v).

Teorema 1.4.17 ([14, Prop. 3.4, Thm. 3.5]) Sea v — X una medida vectorial
o-finita. Entonces:

i) Existe una unidad débil g € L'(v).

ii) Si g € L'(v) es una unidad débil, entonces L!'(v) es reticularmente isométrico a
LY(7,), donde 7, : R — X es la medida vectorial asociada a g.



Capitulo 2

Medidas vectoriales con densidad
escalar f

Sean R un J-anillo de subconjuntos de 2 y X un espacio de Banach. Consideremos
una medida vectorial v : R — X. En el teorema 1.4.14 hemos visto que a cada funcién f
en L!(v) le podemos asociar una medida vectorial 7;. En este capitulo extenderemos este
resultado a una clase de funciones mas general, que es el de las funciones localmente v-
integrables. Asi, dada una funcién localmente v-integrable f, definiremos en R la medida
vectorial vy y analizaremos sus propiedades.

Asimismo describiremos los espacios de funciones escalarmente integrables e integra-
bles respecto de esta medida; veremos que cada uno de ellos se puede identificar con
un subespacio de L. (v) y L'(v) respectivamente; ademés estudiaremos algunas de sus
propiedades reticulares. Como consecuencia de esta descripcién obtendremos una carac-
terizacién de las funciones en L!(v) que resulta ser muy ttil.

Por otra parte consideraremos otro ¢ anillo en el que R este contenido y una me-
dida vectorial definida en él de tal forma que v sea su restricciéon a R; estudiaremos el
comportamiento de los espacios de funciones integrables respecto de estas dos medidas.
Ya que toda funcién v-integrable es localmente v-integrable, el desarrollo anterior nos
ayudard a analizar la relacién que guardan los espacios L (¢) y L'(vf) en el caso en que
f es una funcién v-integrable.

2.1. La medida vy

Consideremos un §-anillo R de subconjuntos de €2, un espacio de Banach X, una
medida vectorial v : R — X y el espacio de funciones v-integrables L!(r). Como se ha
mencionado extenderemos el teorema 1.4.14 al considerar una clase de funciones mas
general. Asi pues iniciemos definiendo a las funciones localmente v-integrables.

19
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Definicion 2.1.1 Una funcién f : @ — K es localmente v-integrable si V B € R,
fxs € L' (v).
1

Denotamos por L, .(v) al conjunto que consta de las (clases de equivalencia de)
funciones localmente v-integrables.

Dado V C K, resulta que f~Y(V)N B = (f|g)~'(V), V B € R. Luego f es Rl*-
medible si, y sélo si, f|p es Rp-medible, V B € R. Por otra parte f|p = (fx5)|5, ¥
B eR. Asi

f es R°-medible si, y sélo si, fxp es RI°°—medibley B € R. (2.1.1)

Notemos que si f € L (v), entonces fxp € L°(R!*°), V B € R. Por lo anterior

loc

f € LO(R!*). Se sigue que L} (v) es un ideal de L°(v). Ademds L'(v) C L} (v).

loc loc

Antes de presentar un ejemplo donde se muestra que la contencién anterior puede ser
propia, hagamos la siguiente observacién.

Observacion 2.1.2 Sean Y. una o-algebra y R C X un d-anillo tales que AN B € R,
(o]
VAcXyBecR. Entonces ¥ C R, Supongamos que Q = U B,,, donde B, € R,

n=1

o

¥V n € N. Tomemos A € R, Asi A = U ANB,. Yaque ANB, e RC X, Vnel,
n=1

resulta que A es un elemento de ¥. Se sigue entonces que, en este caso, R¢ = ¥,

Ejemplo 2.1.3 Sean 2 = (0, 1), ¥ la o-algebra de Lebesgue en Q y p : ¥ — R la medida
de Lebesgue. Entonces la coleccion definida por

R:={Ae€X:3a,be(0,1) tales que A C [a,b]}

o
es un J-anillo en 2. Puesto que €2 = U [%, 1- %], de la observacion anterior se sigue que

n=2

Rloe = 5,

Consideremos la funcién v : R — R definida como la restriccion de g a R. Entonces
v es una medida vectorial. Ademés de la proposicién 1.3.6 i) se sigue que |v| < u. Ahora,
para cada A € ¥,

p(A) = lim p(AN [, 1= 3]) = lim v(AN[5,1-23]) < lim [[(AN[5,1-3]) = [v|(4)

n n—o00 n
Por lo tanto |v| = . Ya que v es una medida escalar, se sigue que L'(v) = L(p).

Sea f:Q — R, dada por f(z) =1,V € Q. Asf, f € L} _(v), sin embargo f ¢ L'(v).

—z loc
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Teorema 2.1.4 Sea f € Li, (v). La funcién vy : R — X definida por

:/dey

es una medida vectorial. Ademés, para cada A € R,

) = swp [ 1dan) v gl = [ Ifapl 2a2)

z*EBx*

Demostracién. Sea { B, } C R una coleccién subconjuntos tal que B, C By11,Vn € Ny
o0

B = | B, € R. Entonces fxs, fxB, € L'(v),¥Yn €N, fxp, = fxsy |fxs.| < |fxsl,

n=1
V n € N. Del teorema de convergencia dominada en L'(v) obtenemos

:/ fdv = lfm/ fdv = lim vi(Bp).
B " n—oo

n—oo B

Del lema 1.3.18 se sigue que vy es una medida vectorial.
Fijemos x* € Bx~. Notemos que, para B € R, se cumple

(vg,x*)(B) = </B fdv,x*) = /de<y, z*) = (v, 2%) ¢(B).

Del teorema 1.3.14,

(v, 2)[(A) = [(v,27%) 5 |(A / |fld|{v,2*)], ¥ A € R (2.1.3)

De aqui se obtiene la igualdad para la semivariacion de vy.

Ahora fijemos B € R. Entonces fxp € L'(v), y de (1.4.14) resulta que

Vi |(B) = /B Fldlv].

Por otro lado notemos que |vf|(B) = |vsy,|(B). Asi, de la proposicién 1.3.20 ii) y la
proposicién 1.3.12, se sigue

l(4) = sup / fldly| = / fldl). m

Sea A € R!°°. De (2.1.2) resulta que [|vf|(4) < oo si, y s6lo si, fxa € LL(v). En
este caso || fxally = |lvfl|(A). Ademds si N € Ny(v), entonces fxy = 0 € L'(v). Asi,
lvf|I[(N) = 0. Por lo tanto

N(](V) C No(Vf). (2.1.4)
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Ejemplo 2.1.5 Sean €2, R y v como en el ejemplo 2.1.3. Hemos visto que la funciéon dada

por f(z) = %, YV x €  es una funcién localmente v-integrable. Consideremos su medida

vectorial asociada vy : R — R. Veamos que xo ¢ L!(vs). Luego, por el teorema 1.4.16

obtendremos que vy no es fuertemente aditiva. Procedamos por contradiccién. Asi su-
1

pongamos que xo € L!(vf). Definamos B,, = [%, 1 — -], paran = 3,4,.... Observemos

que xB, T Xq, entonces por el teorema de la convergencia dominada y la definicién de v

1—=
1
/XQde = lim /XBnde = lim " Zdr = oo,

n—oo f L1
n

Lo que es una contradiccion.

Sife Lllo (), el ejemplo anterior muestra que, atin cuando v sea fuertemente aditiva,
la medida vectorial vy puede no serlo. Sin embargo de (2.1.4) se obtiene el siguiente
resultado.

Proposicién 2.1.6 Sea f € Li, (v). Si v es o-finita, entonces vy también lo es.

2.2. El espacio L'(vy)

Lo que haremos ahora sera describir y estudiar el espacio de funciones integrables
respecto de la medida vy, donde f es una funcién localmente v-integrable.

Notemos que si N € Ny(v¢), entonces fxn = 0, v-c.t.p. Sean g, h € LO(R™) tales
que g = h vp-ct.p. y N € Ny(vy) tal que gxne = hxne. Se sigue que fgxne = fhxne
v fagxy = fhxy = 0 v-c.t.p. Por lo tanto fg = fh, v-c.t.p. Luego, el operador
My : L%(vy) — LY(v), dado por

My(g) :==fg, Vg€ Lo(yf), (2.2.1)

esta bien definido y claramente es lineal.

Teorema 2.2.1 Sean f € L}, (v) y g € L°(vy). Entonces:

loc

i) La funcién g es escalarmente vy-integrable si, y sélo si, fg € Ll (v). Ademss la
restriccion My : LY (vy) — LL (v) del operador definido en (2.2.1) es una isometria
lineal.

ii) La funcién g es v¢-integrable si, y sélo si, fg € L' (v). Ademds My : L' (vy) — L(v)
es una isometria lineal tal que I, ;= I, o Mjy.
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Demostracién. i) Primero observemos lo siguiente: si {g,} € LO(R!¢) y g € L°(R"*)
son tales que g, — g, vy-ct.p. y N € Ny(vy) tal que goxne — gxne. Se sigue que

fonxne = fgxne vy fonxn = fgxn = 0, v-c.t.p. V n € N. Luego, fgn — fg v-c.t.p.
Similarmente si g, — g, |(vf,2*)|-c.t.p., entonces fg, — fg |(v,z*)|-c.t.p., para cada
e X.

n
Consideremos s = ZanAJ € S(RZOC), por (2.1.3), para cada z* € X*,
j=1

/Q Fsldl (v, 2] = Z 051 /A )] = /Q [sld| g, )]

Asf s € LY (vg) si, y slosi, fs € LY (v). Ahora sea g € L°(vy). Tomemos {s,} C S(R!*)
tal que 0 < s, 1 |g|. Por el teorema de la convergencia monétona y lo anterior, para
¥ e X,

[ 1fgldltnz) = tim [ (sulalwat)] =l [ fsaldltvg o] = [ loldlvg.a%)L.

Se sigue que g € L} (vf) si, y sélo si, fg € LL(v) y
Il = X flsallo, = tim (|5l = [ £l (2.2:2)

Lo cual indica que M} es una isometria lineal.

n
ii) Supongamos que g € L(vy). Si s = ijXB]. € S(R), claramente fs € L'(v) y
j=1

/ sdvp =Y bjvp(ANBy) = ij/ fxp,dv = / fsdv, ¥ A € Rl (2.2.3)
A = = /A A

Ahora sea {s,} C S(R) tal que s, — g en L'(vs) y vg-c.t.p. De la observacién hecha
al inicio, fs, — fg v-c.t.p. Por otra parte ya que s, € LL(vs), V n € N, de (2.2.2)
obtenemos que {fs,} es una sucesién de Cauchy en L!(v). Tomemos h € L(v) tal que
fsn — hen LY(v) y {sn,} subsucesién de {s,} tal que fs,, — h v-c.t.p. As{ h = fg
v-c.t.p., se sigue que fg € L'(v) y fs, — fgen L'(v).

Ahora supongamos que fg € L'(v). Observemos que f|g| € L'(v). Consideremos
oo

{Bn} C Rtalquesopfg = U By, v-c.t.p. Tomemos {p,} C S(R!°) tal que 0 < ¢, 1 |g]

n=1
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y definamos s, := @,xB,. Asl, fs, — flg|, v-c.t.p. Del teorema de la convergencia
dominada y de (2.2.3), para cada A € R,

A|g|fdvznlirgollsnfduz lim spdvy € X.

n—o0 A

Por el teorema 1.4.13 concluimos que |g| € L*(vy), luego g € Lt (vy).

Puesto que las normas de L} (vf) y Ll (v) son las mismas que de L'(vy) y L'(v)
respectivamente, resulta que la restriccién de My a Ll(yf) sigue siendo una isometria
lineal. Ademas si {s,} C S(R) es tal que s, = g, vy-c.t.p., de (2.2.3) se sigue

I,,oMf(g):/fng: lim /fsndl/:/gdylel,f(g).l

Corolario 2.2.2 Sean f,h € L (v). Si |f| = |h| v-c.t.p., entonces

loc

1) Ly (vp) = Lyy(vn) y Mp(Lyy(vy)) = My(Ly, (vy))
ii) L'(vs) = L'(vn) y Myp(LY(vy)) = My (L (vy)).

Demostracién. Sea g € LO(R!¢). Dado que |f| = |h| v-c.t.p., entonces |gf| = |gh|
v-c.t.p. Lo que implica que gf € L. (v) si, y sélo si, gh € LL (v) y gf € L*(v) si, y sélo
si, gh € L'(v). Del teorema anterior se sigue que L} (vf) = LY (vy) y L' (vf) = L' (1p).

Para establecer las ultimas igualdades probaremos sélo una contencién, para las
demds se procede ansdlogamente. Asi tomemos f,h € LO(v) tales que |f] = || = 1,
f = |fIf v |h| = hh. Por la reticularidad de L'(v¢), fg,hfg € L'(vs), ¥V g € L'(vy).
Luego, ~ o

fg=\f|fg=nhhfg, ¥ ge L' (vy).

Esto nos indica que M¢(L(vs)) C Mp(L(vy)). A

Ya que My es una isometria lineal, obtenemos que Ms(L'(vy)) y Ms(LL (vf)) son
subespacios de Banach de L'(v) y L (v), respectivamente. A continuacién estudiamos
algunas propiedades reticulares de estos subespacios y de M.

Recordemos que un ideal Y de un reticulo de Banach Z, es una banda, si para cualquier
conjunto D C Yg tal que existe g = sup D € Zg, entonces g € Yg.

Proposicién 2.2.3 Si f € L}, (), entonces

i) La isometria Mz : L}, (vy) — Ly, (v) es reticular y My(L}(vs)) C Li,(v) es una
banda. Luego, M¢(L,(vf)) es un |v]-e.f.B. con la norma || - [|,..
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ii) La isometrfa Mz : L'(vy) — L'(v) es reticular y My(L'(vf)) C L'(v) es una
banda. Luego, M(L'(vf)) es un |v|-e.f.B. con la norma || - ||,.

Demostracién. i) Tomemos g,h € (L. (vs))r. Puesto que |f| > 0, se obtiene que
sup{|flg,|f|h} = |f|sup{g, h}, asi M| es un homomorfismo reticular. Del teorema 2.2.1
se sigue que M|y es una isometria reticular. Asi M,z (L, (vf)) es un reticulo de Banach.
Por el corolario anterior M¢(L} (vf)) es un reticulo de Banach.

Sean g € LY (vs) y h € L°(v) tales que |h| < |fg|, v-c.t.p. Definamos § := %Xsopha
entonces |§| < |g|. Asi g € L, (vf) y h = gf € Ms(LL(vy)). Por lo tanto Ms(L. (vf)) es
un ideal de LY(v). De aqui se sigue que My(LL (vf)) es un |v|-e.f.B.

Finalmente probemos que My (L., (vf)) es una banda. Sea D C M(L. (vs))r tal que
~ h ~
h =sup D € L} (v)g. Definamos g := meon € L°(v). Asi |f|§ = hXsops € LL(V)r. Del

teorema 2.2.1 obtenemos que § € L (vf). Por otro lado como cada h € D se expresa
como h = |f|g para alguna g € L (vf)r resulta que soph C sopf. Luego, h < |f|g < h,
V h € D. Entonces h = | f|g € M (Ly,(vf))r. Por el corolario anterior h € My (Ly,(vf))r.

ii) Se prueba analogamente. l

A continuacién estableceremos que la propiedad de Fatou es una propiedad que L. (v)
transmite al espacio L (vy).

Proposicién 2.2.4 Si L (v) tiene la propiedad de Fatou, entonces L., (vf) tiene la pro-
piedad de Fatou, V f € L} (v).

loc

Demostracién. Supongamos que Ll (v) tiene la propiedad de Fatou y que f # 0. Note-
mos que Q\sopf € No(vy). Sea {g-} C L}, (vf) tal que 0 < g 1y sup||g-|l,, < oo. Enton-
T

ces gr|f] € Mf(quu(yf)) CLL(w),V7,0<g:|f]1ysup|g-fll, < co. Puesto que L}U(Z/)
T
tiene la propiedad de Fatou, existe h € L} (v) tal que h = sup, g-|f| v ||l = sup ||lg- f|.-
T

Ya que My(L}(vs)) es una banda, entonces h € My(LL (vs)). Asi existe g € L} (vy) tal
que h = |f|g. Ademas como g-|f| < h, se sigue que gr < g v¢-c.t.p. V 7. Supongamos que
existe ¢’ € L}, (vy) tal que g- < ¢’ vy-c.t.p. V 7. Entonces h < ¢| f|. Luego g < ¢ vs-c.t.p.
Por lo tanto g = sup g-. Finalmente ||g||,, = ||k, = sup [|g- f|, = sup [|g-.,. B

Por el teorema 2.2.1, el espacio Ll(uf) es isométricamente isomorfo a un subespacio
cerrado de L'(v). Asi L'(v¢) tiene todas aquellas propiedades que L'(v) hereda a sus
subespacios cerrados. Una de estds propiedades es la de ser débilmente secuencialmente
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completo. Recordemos que un espacio de Banach X es débilmente secuencialmente com-
pleto si para cada sucesién {z,} C X tal que la sucesién {¢(z,)} C K es de Cauchy,
YV ¢ € X*, entonces existe x € X tal que para cada ¢ € X*, {¢(x,)} converge a p(x).

Por otra parte, el operador I, es la composicion del operador I, con un operador aco-
tado. Luego, las propiedades de I, estdn directamente relacionadas con las propiedades
de I,,. A continuacién senalamos algunos casos de lo mencionado.

Corolario 2.2.5 Sea f € Li (v).
i) Si L'(v) es reflexivo, entonces L'(vy) es reflexivo.
ii) Si L'(v) es separable, entonces L!(vf) es separable.
iii) Si L'(v) es débilmente secuencialmente completo, entonces L!(vy) también lo es.
) Si I, es un operador compacto, entonces I,, es un operador compacto.

v

Proposicién 2.2.6 Sea f € Li (). Son equivalentes:

# 0 v-c.t.p.
o(v) = No(vy).

La isometrfa lineal My : L} (vf) — L. (v) es sobreyectiva.

i)
i) M
iii)
iv) La isometria lineal My : L'(vy) — L(v) es sobreyectiva.

Demostracién. i) = ii) Como hemos observado, se cumple Ny(v) C Np(v¢). Resta
verificar que Ny(vy) C Np(v). Sea A € Ny(vy). Entonces del teorema 1.4.14 || fxall, = 0,
luego fxa = 0 v-c.t.p. Dado que f # 0 v-c.t.p. se sigue que A € Ny(v).

ii) = i) Estableceremos la contrapositiva. Asi, supongamos que existe A € Rloc tal
que A ¢ No(v) y fxa = 0. Entonces fxa € LL(v) y |lvl[(A) = || fxally = 0. Luego
No(v) # No(vy).

h
i) = iii) Sea h € LL(v), entonces 7 € LY(R'®). Por lo que ya se probé No(v) = No(vy),
h h
se sigue que 7 € L°(v) = L(vy). Ademés ?f =h € L. (v). Por el teorema 2.2.1 i) esto
h h
implica que 7 € Ly,(vs) y My <f> = h. Por lo tanto M/ es sobreyectiva.

iii) = iv) Sea h € L*(v). Ya que h € LY (v) y My : L (vs) — LL(v) es sobreyectiva,
tomemos g € L (vf) tal que fg = h. Entonces por el teorema 2.2.1 ii) g € L (vy). Luego,
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se obtiene la conclusién.

iv) = ii) Puesto que siempre se cumple No(v) C Ny(v¢) resta verificar la otra contencién.
Supongamos que existe A € Ny(vf) tal que A ¢ Np(v). Tomemos B € Ry tal que
[v||(B) > 0. Como xp € L'(v) C L. (v) y My es sobreyectiva existe g € L'(vy) C L1 (vy)
tal que fg = xpB. Asi f(z) # 0 para casi toda € B. Por otro lado, como B € Ny(vy)
resulta que fxp = 0, v-c.t.p. Lo que es una contradicciéon. B

Ejemplo 2.2.7 Sea A € R!°°. Entonces x4 € L .(v)y
vya(B)=v(ANB), VBeR.

Ademss L(vy,) =

{g € L%v) : gxa € L*(v)}. Notemos que es posible que x4 ¢ L'(v),
en este caso L'(v) C L} (v).

)

2.3. Caracterizaciones en términos de R

Las definiciones de los espacios de funciones escalarmente integrables y v-integrables
estan dadas en términos de la o-dlgebra R!°°. En esta seccién veremos cémo se pueden
expresar considerando sélo el d-anillo R.

Proposiciéon 2.3.1 Sea f: ) — K. Entonces:
i) f € LL(v) si, y sélo si, para cada B€ R, fxp € LL(v) y sup ||fxsl, < co. En
BeR
este caso || f]l, = sup || fxBlv-
BeR
ii) f € LY(v) si, y sdlosi, f € Li,.(v) y sumedida vectorial asociada vy : R — X es
fuertemente aditiva.

Demostracién. i) Supongamos primero que f € L. (v). Puesto que L. () es un reticulo
de Banach resulta que fxg € LL(v) v | fx8l. < |Ifll., ¥V B € R. Luego,

sup [|fxglly < [If[l, < oo.
BeR

Ahora supongamos que fxp € LL(v),V B € Ry que M := sup ||fxgl, < oo.
BeR

Notemos primero que, por (2.1.1), f € LY(R¢). Sea z* € Bx~, entonces

sup / Fld)(a*,v)| < M.
BeR JB
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Por la proposicién 1.3.12, f € L(|(z*,v)|), V 2* € Bx«. Luego f € LL(v) y ||fll, < M.

ii) Supongamos que f € L'(v). Asi f € L}, .(v), ademds vy es la restriccién a R de la
medida vectorial Uy : R!¢ — X, definida en (1.4.3) por lo que vy es fuertemente aditiva.

Ahora supongamos que f € Li, (v) y vy es fuertemente aditiva. Del teorema 1.4.16

obtenemos que xo € L'(vf). Por el teorema 2.2.1, f = fxq € L'(v). R

2.4. Comportamiento respecto de otro d-anillo

Dada una funcién f € L}, (v), hemos estudiado la medida vs y el espacio L' (vy). Si

ahora suponemos que f € L!(v), entonces por el teorema 1.4.14, a f se le asocia también
la medida 7y que estd definida en Rlo¢. Estamos interesados en analizar la relacién entre
el espacio L' (vy) y el espacio L!(77f). Con este objetivo veamos un caso mds general.

Supongamos que existen otro d-anillo R en O tal que R C R y Rloc = Rloc y otra
medida vectorial 7 : R — X tal que v es la restriccién de v a R, esto es v(B) = V(B),
V B € R. Teniendo presente la proposicién 1.3.20 i) resulta que |v| < |V|. Luego,

No(/v\) C N()(V).
Similarmente

(v, 2*)| < |(D,2%)], ¥ 2* € X*.

El siguiente ejemplo nos muestra que es posible que Ny(7) € No(v).

Ejemplo 2.4.1 Sean Q = Ny := NU {0}, R = 22. Definimos 7 : R — R como

o)=Y o

neA

Entonces ¥ es una medida positiva tal que No(v) = {0}. Consideremos R := 2N AsT R
es un d-anillo en Q tal que R € R y R = R = R. Definamos v : R — R como
v(B) := (B). Resulta que Ny(v) = {0, {0}}. Luego, No(v) C No(v).

Supongamos que No(7) € Ny(v). Tomemos A € RYC tal que A € No(v) y A & No(D).
Entonces x4 = 0, v-c.t.p. sin embargo x4 # 0, D-c.t.p. Luego, L(v) # L°(D).
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Proposicién 2.4.2 Si NVy(V) = Ny(v), entonces L' (¥) = L' (v) con normas equivalentes
y, para cada A € Rl

/fdﬁ:/fdy, Y feL'D). (2.4.1)
A A

Demostracién. Primero observemos que, como Ny(7) = Ny(v) entonces los espacios
LL(v), LL (D), L*(v) y L' (?) son subespacios de L°(v). Fijemos A € Rl° y x* € X*. Ya
que |(v, x*)| < |V, x*)| resulta que

/ Fldl(w, )] < / 1D, )], ¥ f € LORI"),
A A

esto nos indica que |||, < ||flls, ¥ f € L°(R¢). Luego, LL (D) C LL(v).

Consideremos ahora f € L'(¥) y B € R, entonces

</de3~@*>Z/de<”=x*>=/§2f><3d<u,x*>.

Por lo tanto fxp € L'(v) con / fdv = / fdv. Luego, f € L, .(v) y
B B

I/f(B) ::/deU:/de/V\:/V\f(B), VBeR.

Puesto que f € L(7), resulta que Uy es una medida vectorial fuertemente aditiva. Luego,
vy es fuertemente aditiva. Por el lema 2.3.1, f € L'(v).

Notemos que para cada s = ) bjxp, € S(R) C S(ﬁ) y cada A € R,
j=1

/ sdv =Y biD(ANB;j) =Y biy(ANB;) = / sdv. (2.4.2)
A = = A

Ahora consideremos f € L'(v) y tomemos {s,} C S(R)™ tal que s, — |f| en L'(v)

y $n T |f] v-c.t.p. Asi, s, T |f| V-c.t.p. Por (2.4.2), {/ sndﬁ} converge en X. Ya que
A

S(R) C S(R), del teorema 1.4.13 obtenemos que |f| € L'(D). Luego f € L*(7).

La equivalencia de las normas es consecuencia de que tanto L'(v) como L'(7) son
reticulos de Banach y la inclusiéon de uno en el otro es un operador positivo.

Resta verificar que se cumple (2.4.1). Consideremos A € R!¢ y f € L'(¥). Como
LY(¥) = L'(v), tomemos {s,} C S(R) tal que s, — f en L'(v), de la equivalencia de
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las normas se sigue que s, — f en L'(?). Ahora de la continuidad de los operadores I,
e I; y de (2.4.2), obtenemos

/fdﬁ: lim $p,dV = lim snduz/fdu. |
A A A

n—oo A n—o0

Corolario 2.4.3 Si No((7,2*)) = NMo({v,2*)), V 2* € X*, entonces L'(V) = L'(v) y

LY (¥) = L. (v) con normas equivalentes. En particular, si |(v, z*)| = (D, 2*)|, ¥ 2* € X*,
entonces L' (V) = L'(v) y LL (V) = LL (v).

Demostracién. Supongamos que No((7,z*)) = No({v,z*)), V 2* € X*. Esto implica
que No(¥) = No(v), por la proposicién anterior L' (D) = L(v).

Ahora notemos que (v, z*) es la restriccién a R de (v, z*). Luego, aplicando la pro-
posicién anterior a cada una de las medidas (v, z*), resulta que L' ({7, 2*)) = L*((v, 2*)),
Vot e X*. Asi

L,@)= (] L'(@a") = (] L'((na") = Ly).

T*eX* T*eX*

Para la tltima afirmacién resta verificar la igualdad de las normas || - ||z y || - ||v, lo
que se sigue de la hipdtesis. B

Corolario 2.4.4 Sean ¥ una o-édlgebra en Q y v : ¥ — X una medida vectorial. Supon-
gamos que R C ¥ es un d-anillo tal que R!°° =¥ y sea v : R — X la restriccién a R de
v. Entonces:

i) Si No(?) = No(v), entonces LY(D) = L (v).
i) Si No((D,2%)) = No({v, %)), V a* € X*, entonces L' (V) = L'(v) y LL (V) = L. (v).

Ejemplo 2.4.5 Sabemos que xg € L'(v), V B € R. Sin embargo la coleccién de los
conjuntos A € R tales que x4 € L'(v) puede ser méas grande. En [32, Def. 5.1], P.R.
Masani y H. Niemi denotan esta colecciéon por

R:={AcR":yaecL'(v)}

y prueban que es un d-anillo. Asimismo definen la medida vectorial 7 : R — X

v(A) = / xadv, VAETR. (2.4.3)
Q



2.4. Comportamiento respecto de otro d-anillo 31

Entonces esta medida es una extensién de la medida original v : R — X y Rl = R [32,

Lemma 5.3]. La cuestién natural es determinar que los espacios de funciones integrables
respecto de estas dos medidas son iguales y asi lo establecen en [32, Thm. 5.8]. También
prueban que |(7,z*)| = |(v,2*)|, V * € X*. El resultado antes mencionado también se
puede obtener directamente del corolario 2.4.3 y la proposicion 2.4.2:

Corolario 2.4.6 Sean R := {A € R°: x4 € L'(v)} y 7: R — X la medida vectorial
definida en (2.4.3). Entonces L. (v) = LY (v) y L'(¥) = L (v).

A continuaciéon proporcionamos condiciones para que se cumpla la igualdad de las
colecciones de los subconjuntos nulos. Antes observemos lo siguiente.

Observacién 2.4.7 Sea B € R. Ya que R C Rl‘f, resulta que ANB e R,V A€ R.
Luego, A=ANBeRp,VAcRp. Porlotanto Rg =Rp,V BeR.

Lema 2.4.8 Sean R C R un d-anillo en € tal que R = Rloc yU: R — X tal que v
es la restriccion de v a R.

i) No(D) = No(v) si, y sélo si, para cada A € R\ Ny(D) existe B € R4 tal que
B ¢ No(V).

ii) Siexisten {B,} C Ry N € Ny(V) tales que Q = |J;2, B, UN, entonces para cada
x* € X* |(v, 2*)| = [(7, 2*)], ademds |v| = |P|. Luego No(P) = No(v).

Demostracién. i) Supongamos que Np(?) = Ny(v). Tomemos A € R\ Ny(R).
Asi ||v]|(A) # 0. Luego, existe B € R4 tal que v(B) = v(B) # 0.

Para establecer la segunda implicacién resta verificar que se cumple Ny(v) C Ny(D).
Para esto probaremos que R\ Np(D) € R\ Ny(v). Sean A € R\ Noy(V) y B € Ra
tal que B ¢ Ny(v). Entonces 7(C) # 0 para algin C € Rp = Rp. Pero v(C) =v(0),
asi A ¢ No(v).

ii) De la definicién de la variacién y de que 7%3 = Rp se sigue que si B € R, entonces

w[(B) = [v[(B).
Sean {B,} C Ry N € Ny(V) tales que Q = |J22, B, UN y tomemos A € R, Asi,
ANB,eR,¥YneNy ANN € Ny(v) C No(v). Luego,

P1(4) = > IPI(ANBa) = Y (AN By) = [v|(A).
n=1 n=1

Por lo tanto |7| = |v|. Similarmente se prueba que |(v,z*)| = [(V,z*)|, V * € X*. R
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Observacion 2.4.9 Bajo el contexto en el que estamos trabajando, J. M. Calabuig, O.
Delgado y E. A. Sdnchez Pérez consideraron en [8] la siguiente condicién sobre la medida
v. Sea z* € X*.

Si C € R es tal que sup |(7,2*)(B)| =0, entonces (7, 2*)(C) = 0. (2.4.4)
BeRc

Ahora veamos que esta condicién es equivalente a que Ny(|(D, 2*)|) = No(|(v, z*)]).

Sea z* € X*. Supongamos que No(|(7,2*)]) = Ny(|(v,z*)]). Tomemos C' € R tal que

sup [(7,x2*)(B)| = 0. Puesto que v es la restriccién de 7 a R, obtenemos que
BeRc

sup |(v,2")(B)| = sup [(V,z")(B)| = 0.
BER 4 BeRc

Lo que implica que (v,2*)(B) =0,V B € R¢. Asi C € No(|(v, 2*)|) = No(|(7, z*)]). Por
lo tanto (v, z*)(C) = 0.

Supongamos que se cumple (2.4.4). Probaremos que No(|(v,z*)|) € No(|(D,z*)|).
Luego, como la otra contencién se tiene siempre habremos establecido la igualdad. Con-
sideremos primero C' € Ny(|(v, z*)|) tal que C € R. Entonces (v, z*)(B) =0,V B € R¢.
Asi,

sup |[(v,2")(B)| = sup [(v,z")(B)| = 0.

BER¢ BeR¢
De la hipétesis se sigue que (7, 2*)(C) = 0. Como lo anterior se cumple para cualquier
C € Rtalque |(v,z*)|(C) = 0y [{v,z*)|(D) = 0,VD € R¢, resulta que C € No(|(D, 2*)]).

Ahora sea A € Ny(|(v, z*)|). Entonces para cada C' € R 4 se cumple C' € No(|(v, z*)]).
De lo que ya se prob6 obtenemos que C' € Ny(|(7, z*)|). Luego,

(7, 27)|(A) = sup |(7,2)[(C) =0
CeR

En [8, Lemma 2] se establece que si la condicién 2.4.4 se cumple para cada z* € X*,
entonces L' (V) C L'(v). Ya que No(|(D,z*)|) = NMo(|(v,2*)|), V =* € X* implica que
M(D) = Ny(v), este resultado se obtiene también como consecuencia de la proposicién
2.4.2.

Ademss en [8, Lemma 3] se prueba que bajo ciertas condiciones L'(7) = L'(v). Bajo
estas condiciones esta igualdad también se puede obtener aplicando el lema 2.4.8 iii) y
la proposicion 2.4.2.



2.5. Caso en que f es v-integrable 33

2.5. Caso en que f es v-integrable
Dada una funcién f € L'(v) le podemos asociar las medidas vectoriales
vp iR — X yip: R = X,

En esta seccion estableceremos que la variacion, la semivariacion y la cuasivariacién de vy
y Uy son iguales; también haremos unas tutiles caracterizaciones de las mismas. Finalmen-
te comprobaremos que sus respectivos espacios de funciones integrables y escalarmente
integrables son iguales.

Hemos visto que dada una funcién f € Llloc(u) es posible que la medida vy no sea fuer-

temenete aditiva. Sin embargo, por la proposicién 2.3.1 ii), resulta que v¢ es fuertemente
aditiva siempre que f € L!(v). Luego, si f € L'(v), entonces v es o-finita.

Consideremos f € L'(v). De los teoremas 1.4.14 y 2.1.4 resulta
lvsll(A) = [[74]l(A), ¥ A € R
Luego, de las proposiciones 1.3.21 y 1.3.24 se sigue que

1271(A) = supq (Y arp(4y)| :{as}T € By, {4;} € ma
j:l X

= sup{|[vfl[(B) : B € Ra}.

El siguiente resultado se sigue directamente de los teoremas 1.4.14 y 2.1.4.

Lema 2.5.1 Sea f € L'(v). Entonces

lﬁf\(A)ZIVf!(A)Z/ |[fldlv] = sup / |fldlv|, v A e R
A BeERA JB

Lema 2.5.2 Sea f € L'(v). Entonces

174 111CA) = lllvgl1(A) = sup{[llwfll(B) : B € Ra}, ¥ A € R
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Demostracién. Sea A € R, Por definicién
17 [[1(A) == sup{||v(C)|1x : C € (R*°)a}-
Puesto que R4 C RY¢, se sigue |||v¢][|(A) < |||7¢]]|(A). Ahora definamos

a:= sup |[[|ve[[[(B).
BER4

Como la cuasivariacién es creciente se sigue que a < |||vy|[[(A).
Estableceremos que |||7¢][[(A) < |[|vf]]|(4) < a.

Consideremos C € (R!¢) 4. Dado que f € L'(v), por el lema 1.4.9 existen N € Ny(v)
o0

y una sucesién creciente de conjuntos {B,} C R tales que sopf = N U U B,,. Luego
n=1

fxs, — f v-c.t.p. Ademsas |fxp,| € L'(v),V n € N. Por el teorema de la convergencia

dominada se cumple que

ﬂf(C):/Cde: lim /CfXBndV:nlingoﬂf(CﬂBn).

n—oo

Dado que C N B, € R,V n € N, se sigue entonces que
174(C)llx = lim [s(C 1 Ballx < gl (A): (25.1)
Al tomar el supremo sobre C € (R!°¢) 4 resulta que |||7¢||(A) < |||vf]||(A).
Fijemos ahora B € R 4. De la igualdad en (2.5.1) y la definicién de la cuasivariacién
y de a resulta que
lvs(B)llx = lm [lvs(B N By)llx < a.
n— o0

Tomando el supremo sobre B € R4 obtenemos que |||v¢]||(A) < a. B

Notemos que si f € L'(v), entonces para cada A € Rlo¢ y cada 2* € X*

(v, 2%)|(A) = /A [fld[{v, 2)| = [(7p, 27)[(A). (2.5.2)
Luego, de la proposicién 2.4.2 y el corolario 2.4.3 se obtiene el siguiente resultado

Corolario 2.5.3 Si f € L'(v), entonces L. (vy) = L} (vy) y L' (vy) = L (vy).



Capitulo 3

Generalizacion de otros resultados

En este capitulo estableceremos para d-anillos, resultados que son bien conocidos para
medidas vectoriales definidas en o-dlgebras [34, Section 3.1]. En la mayoria de los casos
las pruebas se hacen de manera andloga, atn asi las incluimos para que el trabajo sea
autocontenido. Asimismo analizaremos algunos ejemplos que ilustran el desarrollo.

3.1. Una norma equivalente en L'(v)

Sea v : R — X una medida vectorial definida en un d-anillo y con valores en un
espacio de Banach. Consideremos f € L'(v). Resulta que, como pasa ya en medidas
definidas en o-algebras [34, p. 112], con la cuasivariaciéon de v; obtenemos una norma
equivalente en L!(v). Esto es, definimos la funcién ||| - ||| : L*(v) — [0, 00) como

/del/

Por el lema 2.5.2 resulta que |||v¢]|| = |||7¢]]|. Ya que la medida vectorial 7y estd defi-
nida en la o-algebra R!°° se sigue que su cuasivariacién es finita. Luego, la funcién ||| -],
estd bien definida.

(3.1.1)

1Al o= 1) = sup \
BeR X

Proposicién 3.1.1 La funcién ||| - |||, define una norma equivalente a || - ||, en L(v).

Demostracién. Sea f € L'(v). Basta probar que |||f||, = 0 implica que f = 0, pues
las demds propiedades se siguen de la linealidad del operador integral y las propiedades
de la norma en X.

Observemos que ||| f|||l, = |||v¢]]|(€2). De la desigualdad ii) en la proposicién 1.3.22
resulta que, en el caso complejo

A < WAl < 4l Al (3.1.2)

35
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y en el caso real
Al < 11 < 2011 (3.1.3)

Supongamos que |||f||l, = 0. De lo anterior resulta | f|l, = 0 y también se sigue la
equivalencia de las normas. l

Aunque la norma ||| - |||, es equivalente a la norma || - ||,, es posible que ||| - |||, no
sea reticular [34, Ex. 3.10]. El siguiente resultado, andlogo al correspondiente cuando se
trabaja con medidas vectoriales clésicas, nos proporciona condiciones para que la norma
|| - ||, sea reticular. Antes es preciso hacer notar que como |lv¢|[(2) = [|7¢||(2) = || fl].,
de la proposicién 1.3.21 se sigue

T :sup{H [ ssar

igualdad similar a la que se considera en [8, p. 90].

15 € S(R), |Is]leo < 1}, vV feL'(v), (3.1.4)
X

Proposicién 3.1.2

i) La norma ||| - |||, es reticular si, y s6lo si, |||f||l, = | fll., ¥V f € L' (v).
i) Si / fdv|| =|fll.,V f € L*(v), entonces la norma ||| - |||, es reticular.
Q X
Demostracién. i) Supongamos que ||| - |||, es reticular. Fijemos f € L'(v) y tomemos

s € S(R) tal que sup |s(w)| < 1. Como |sf| < |f], de la hipétesis se sigue

H/stdu

De lo anterior y (3.1.4) obtenemos que ||f||, < |||f||l.. La otra desigualdad se sigue de
(3.1.2) 0 (3.1.3) en la proposicién 3.1.1. La implicacién contraria es clara.

| sav

Ill - [l ¥ la proposicién 3.1.1 se cumple que

1l = H /Q fdv

Asi |[|fll, = [ £, ¥V f € LY(v). De i) se sigue el resultado. B

< lsfMlv < M-
X

= || f||,- Entonces de la definicién de
X

ii) Sea f € L'(v). Supongamos que

<Al < 1l
X

Hemos visto que el operador integral es lineal y continuo con norma menor o igual a
1. Enseguida estableceremos que, como en el caso de medidas vectoriales cldsicas [34, p.
152], cuando L!(v) # {0} de hecho tiene norma igual a 1.
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Proposicién 3.1.3 Si v : R — X es una medida vectorial tal que v # 0, entonces
1] = 1.

Demostracién. Sea f € L'(v). De (3.1.4) y (1.2.3) obtenemos
Il = sup{liL(sf)llx : s €SR), [Isllc <1}

Il sup{llfllolislleo = s € S(R), lIslloo <1} < [[LNII£1]-

Se sigue la conclusion. B

IN

3.2. Medidas vectoriales positivas

En la teoria de integracion de medidas vectoriales clasicas encontramos resultados
interesantes si a la medida vectorial se le agrega la propiedad de ser positiva. En esta
seccidén veremos como estos resultados permanecen al considerar medidas vectoriales
definidas en d-anillos.

Definicion 3.2.1 Sea X un reticulo de Banach. Una medida vectorial v : R — X es
positiva si v(A) >0,V A€ R.

Enseguida estudiamos un ejemplo de una medida vectorial positiva que nos serd ttil
mas adelante.

Ejemplo 3.2.2 Dada una medida vectorial v : R — X, definimos [v] : R — L!(v) como
[V](A) = xa. (3.2.1)

De la o orden-continuidad de L!(v) se sigue que [v] es una medida vectorial; claramente
es positiva. Ya que v(B) = 0 si, y sblo si, xg = 0, V B € R, resulta Ny(v) = Ny([v]).

Si s € S(R), entonces s € LY([v]) y / sd[v] = s. Ahora sea f € L'([v]). Entonces existe

{sn} C S(R) tal que s, — f [V]-c.t.p. ¥y / spd[v] — / fd[v]. Dado que / spd[V] = sp,
Q Q Q
V n € N, obtenemos que s, — [ fd[v] en L!(v). Luego existe {s,, } subsucesién de {s,}

tal que s, — / fd[v] v-c.t.p. Por lo tanto / fd[v] = f. De esto, concluimos que
Q Q

110 = sup {] [ sa

} = sup I/ x5l = 11l
y BER
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Se sigue entonces que ||| -||,] es una norma reticular. De la proposicién 3.1.2, obtenemos
que

1 1lp = WA Hllwy = 1 f 1l ¥ f € LY.
Ya que S(R) es denso tanto en L'(v) como en L!([v]), resulta que L'(v) = L'([v]). A

Atn en el caso de o-dlgebras, la semivariacién puede no ser o-aditiva, como lo han
hecho notar S. Okada, W. J. Ricker y E. Sdnchez-Pérez. De igual manera que en medidas
vectoriales definidas en o-algebras [34, p. 104], veamos que

|lv|| es o-aditiva si, y sélo si, ||v]| = |v].
De las proposiciones 1.3.20 y 1.3.24 i) se sigue que si ||v| es o-aditiva entonces ||v|| = |V|
en R'¢. Reciprocamente, es claro que si ||v|| = |v| en R'¢, entonces ||| es o-aditiva. En

este caso tenemos que |V|(4) < o0, V A € R.
Recordemos que un reticulo de Banach X es un espacio L'-abstracto si
lz +yllx = llzllx + lylx, ¥VzyeX .

Un ejemplo de espacio L!-abstracto es cualquier espacio L' (1), donde p es una medida
positiva.

En el siguiente ejemplo veremos que si una medida vectorial positiva toma valores en
un espacio L'-abstracto, entonces resulta que ||v|| = [v| en R, [34, Ex. 3.1].

Ejemplo 3.2.3 Sean X un espacio L'-abstracto y v : R — X una medida vectorial
positiva. Consideremos A € R"¢y {A;}} € 74, entonces

n

SllvANlx =D v =v A4 < [lv|[(A).
j=1 j=1

J=1 X X

Tomando el supremo sobre w4 obtenemos que |v|(A) < ||v||[(A). Dado que siempre se
cumple la otra desigualdad, resulta que

v = [lvll-

Por lo tanto en este caso ||v]| es o-aditiva.

Veamos que ademas

lv|(B) = |lv(B)|lx = ||[¥|[(B) < oo, VBEeTR. (3.2.2)
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Para establecer la igualdad anterior consideremos B € R y {B;}] € 7p, asi

ZI/(BJ') =||lv UBj < lv(B)lx-

7j=1 X X

Luego [v[(B) < |lv(B)|[x < [[v[|(B) = [v|(B).

La observacién y el lema siguientes son la generalizacion de los resultados conocidos
para medidas vectoriales positivas definidas en una o-algebra [34, Lemma 3.13; p. 152].
Atn cuando se mencionan en [22, p. 7] consideramos apropiado presentar las demostra-
ciones.

Observacion 3.2.4 Supongamos que X es un reticulo de Banach. Es claro que si el
operador integral I, es positivo, entonces la medida v es positiva. Ahora si v es positiva, se
sigue que I,,(s) € X,V s € S(R)". Consideremos f € L'(v)". Por la observacién 1.4.11,
existe s, € S(R)" tal que s, 1 f, v-c.t.p. Del teorema de la convergencia dominada
obtenemos que I,(f) = nh_}rrolo I,(sp). Luego I,(f) € XT. Lo que nos indica que I, es un

operador positivo. Asi, por la desigualdad (1.1.4)

/Q fdv

1
S/Q|f|du, V feL(v).

Lema 3.2.5 Supongamos que X es un reticulo de Banach. Si v : R — X es una medida
vectorial positiva, entonces
171 = | [ 1s1ar
Q

Demostracién. Sea f € L'(v). Puesto que v es una medida vectorial positiva y | f| > 0,
se sigue que vy : RI°¢ — X es una medida vectorial positiva. Del teorema 2.2.1 y el caso
correspondiente para o-algebras, resulta que

IFallo = ol = | [ alaing| = [ 150las
Q X Q

Como xq € L'(74)), de lo anterior se sigue la igualdad. B

.Y feLv).
X

, Vge Ll(l/|f‘)
X
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3.3. Funciones |v|-integrables

En esta seccién veremos que unas relaciones bien conocidas entre los espacios L(v) y
L'(Jv|) para medidas vectoriales definidas en o-algebras [34, seccién 3.1], se conservan al
considerar d-anillos. Asimismo estudiaremos algunos ejemplos donde ciertos resultados
vélidos para medidas vectoriales clasicas dejan de cumplirse cuando pasamos medidas
vectoriales en d-anillos.

Como hemos mencionado en el teorema 1.4.14, D. R. Lewis prob6 que para cada
funcién v-integrable f, la variacién de la medida 7y esta dada como la integral de |f]|
respecto de |v|. De lo cual se sigue que L*(|v|) € L!(v). Enseguida veremos algunos casos
en los que se cumple la igualdad.

Proposicién 3.3.1 Sean X un espacio L'-abstracto y v : R — X una medida vectorial
positiva. Entonces:

i) L'(|v|) = L' (v). Adem&s

HmeX=AWWL

W(B)lx = IVI(B) = [v|(B) = (v,a3)(B), BeR.

ii) Existe zf, € (X*)T tal que

Luego, las medidas |v| y (v, z;) coinciden en R y como consecuencia

LY(v) = L' (Iv]) = L' (v, 7).

Demostracién. i) Sea f € L'(v). Consideremos primero el caso en que f € L'(v)*.
Entonces vy : Rl°¢ — X es una medida vectorial positiva definida en una o-dlgebra. Por
lo tanto la semivariacién de 7y es finita. Dado que X es un espacio L'-abstracto, del
ejemplo 3.2.3 se sigue que |7f|(€2) < co. Por el teorema 1.4.14 resulta que f € L!(|v]).
Ast f € LY(Jv]), ¥V f € L'(v).

Ahora notemos que 7|7 es una medida vectorial positiva. Del teorema 1.4.14 y el
ejemplo 3.2.3 resulta que

£l = 11217 11(2) = 12151 (€2) = [1F [l

Finalmente del lema 3.2.5 y lo anterior

Hémw

X=wm=mm:AWWL
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ii) Dado que X es un espacio L'-abstracto, entonces es orden isométrico al espacio
L'(n) para alguna medida escalar 7 : S — [0, 00], definida en un espacio medible (A, S).
Podemos suponer entonces que X = L!(n), con su norma usual || - [|,,.

Sea B € R. Entonces

(Bl = /A v(B)dn = (v(B), xa) = (v, xa)(B).

Considerando zj, = xa € X*, se obtiene el resultado.
De (3.2.2) se sigue que, para B € R

lv(B)lx = [vI(B) = [v[(B) = (v, 25)(B).

De la ultima igualdad se sigue que |v| y (v, ) coinciden en R. Luego, para cada A € Rloe,
[V|(A) = [(v,z§)|(A). De lo anterior y de i) se obtiene la conclusién. l

Proposicién 3.3.2  El espacio L'(v) es reticularmente isomorfo a un espacio L'-
abstracto si, y sélo si, L'(|v|) = L'(v). En este caso L'(v) = L. (v).

Demostracién. Supongamos primero que L!(v) es reticularmente isomorfo a un espacio
L' abstracto Z. Sea T : L*(v) — Z el isomorfismo reticular. Consideremos f € L'(v)* y
A € R°¢. Notemos que fxa € L*(v)" y T(fxa) € Z*. En R definimos la funcién 7
como nf(A) := T(fxa). Por lo tanto 1y es una medida vectorial positiva. Del ejemplo
3.2.3 se sigue que |n7|(£2) < oo. Dado que T' es un isomorfismo resulta que

1p(Allx = || Jo Fxadv| < IFxalls
1T T (fxa)llz = 1T lng(Allz < 1T Hlngl(A).

IN

De la proposicién 1.3.20 obtenemos que |7¢[(A) < || T7Y||ns|(A), ¥ A € R, Luego
[7¢|(Q) < oco. Por el teorema 1.4.14 concluimos que f € L!(|v]). Resulta entonces que
L*(v)* < LY(|v]), luego L*(v) € L'(|v|). Siempre se cumple la otra contencién, por lo
tanto L'(v) = L'(|v|).

Dado que L'(]v|) es un espacio L' abstracto se cumple la segunda implicacién.

Ya que L!(|v|) es o-orden continuo y tiene la propiedad o-Fatou, resulta que L!(v)
también. Luego, L!(v) = L1 (v) [9, Prop. 5.4]. B

Proposicién 3.3.3  El espacio L'(r) es un espacio L'-abstracto si, y sélo si,
Li(lv]) = L (v).
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Demostracién. Supongamos que L'(v) es un espacio L' abstracto. De la proposicién
anterior resulta que L'(v) = L'(|v|). Resta verificar la igualdad de las normas. Considere-
mos la medida [v] : R — L'(v) introducida en el ejemplo 3.2.2; de éste y el ejemplo 3.2.3
se sigue que ||x5|l, = [[xBllp) = [[¥]|(B). Por otro lado [[v(B)| x < [[v[(B) = [Ix5|, por
la proposicién 1.3.20 resulta que |v|(B) < |[xg||»- Por lo tanto |[x 5|, = [¥|(B) = |[xBllv
VY B € R. Ya que L'(v) es un espacio L!-abstracto, de lo anterior se sigue que

HSHM = HSHm Vse S(R) (3.3.1)

Puesto que S(R) es denso tanto en L'(v) como en L!(|v|), de (3.3.1) se obtiene la
conclusién. W

Consideremos nuevamente una funcién f € Ll (v) y su medida vectorial asociada

vy. Es natural preguntarse si los espacios L'(|vf|) y L'(vy) son iguales en caso de que
L' (v) y L'(|v]) lo sean. Asi surge el siguiente resultado.

Corolario 3.3.4 Si L'(v) = L(|v]), entonces L' (vy) = L (lvy]), V f € L}, .(v).

Demostracién. Ya que L'(|vf|) € L'(vy), sélo probaremos la otra contencién. Sea
s € S(R), de (2.1.2) se sigue que

/sd\yf\ :/ flsdlv], ¥ A € Rlee, (3.3.2)
A A

Ahora tomemos g € L' (vy) y una sucesién {s,} € S(R) tal que 0 < s,, 1 |g|, v¢-c.t.p.
Por el teorema 2.2.1 ii) fg € L'(v); ademés |f|s, 1 |fg|, v-c.t.p. Por el teorema de la
convergencia monétona y (3.3.2),

/|g]d|uf|: lim /snd|1/f|: lim / |f|snd|1/|:/ |fgldlv|.

De lo anterior y la hipétesis se sigue la conclusién. l

A diferencia de los operadores integrales asociados a medidas vectoriales definidas en
o-algebras, para los operadores integrales respecto a medidas definidas en §-anillos no
es necesaria la condicién de que la variacién sea finita para que el operador integral sea
compacto [33, Thm. 1], como lo podemos ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.5 Consideremos el espacio de medida (Q,%, i) donde Q =N, ¥ =2%y p
la medida de contar. Sea R := {B C N: y(B) < oo} y v : R — R definida por

v(A):=u(A), VAeR.
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Entonces R'¢ = ¥ y L'(v) = I'. Notemos que |v(B)| = u(B), V B € R. Lo que implica
que |||v|]|(2) = oo, luego |v|(Q2) = co. Por otra parte I, : I* — R es un operador compacto
pues es de rango finito.

Sin embargo, aun sin imponer condiciones a la variacién de v, se sigue cumpliendo el
siguiente resultado.

Teorema 3.3.6 Sea v : R — X una medida vectorial. Si I, : L'(v) — X es un operador
compacto, entonces L!(v) = L!(|v|).

Demostracién. Ya que siempre se cumple que L!(|v|) € L!'(v), resta probar la otra
contencién. Sea f € L!(v). Consideremos la medida vectorial asociada vy : R — X. Por
el teorema 2.2.1 sabemos que I,,, = I,, o My, donde el operador My : L' (vy) — L*(v),
definido por My(g) = fg, es continuo. Como I,, es compacto resulta que I, ; €s compacto.
Del lema 2.5.1 |vf| = |7¢|. Ya que Uy estd definida en una o-dlgebra, esto implica que
su variacién es finita [33, Thm. 4]. Teniendo presente el teorema 1.4.14, concluimos que

felL(v]).m

Corolario 3.3.7 Sea v : R — X una medida vectorial. Si el espacio L'(v) es reflexivo
y dim L'(v) = oo, entonces el operador integral I, no es compacto.

Demostracién. Ya que L!(|v|) es reflexivo sélo si su dimensién es finita [18, Ch. IV Ex.
13.2], de la hipétesis se sigue que L'(v) # L'(|v|). Asi, del teorema anterior obtenemos
que I, no es compacto. B

De la teoria de operadores sabemos que si un operador lineal es compacto, entonces
es completamente continuo. Cuando v estd definida en una o-algebra, en [34, p. 153] se
prueba que I, completamente continuo implica que el rango R(v) de v es relativamente
compacto. En el siguiente ejemplo vemos que esto no necesariamente ocurre cuando v
estd definida en un d-anillo.

Ejemplo 3.3.8 Sean R y v : R — R como en el ejemplo 3.3.5. Hemos visto que
Illv]]](€2) = oo, esto implica que R(r) C R es un conjunto no-acotado. Por lo tanto
R(v) no es relativamente compacto. No obstante I, es compacto.
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3.4. Medida v o-finita

Hemos mencionado que una propiedad importante que puede tener una medida vec-
torial v : R — X es la de ser o-finita. En esta secciéon analizaremos esta propiedad.

Considerando las proposiciones 1.3.20 iii) y 1.3.27 resulta que si |v| es o-finita, en
particular si |v|(2) < oo, entonces la medida v es o-finita. Sin embargo, que la semiva-
riacién de una medida vectorial v sea acotada no garantiza que v sea o-finita [14, Ex.
2.2.

Es conocido que si X no contiene una copia de ¢g y [|v|| es acotada, entonces v
es fuertemente aditiva y, en consecuencia v es o-finita [15, p. 36]. Por otra parte atin
cuando ¢y C X, si v es acotada y X es separable, se obtiene la misma conclusién, como
se establece a continuacion.

Proposicién 3.4.1 Sea v : R — X una medida vectorial. Si ||v||(Q) < co y X es
separable, entonces v es o-finita.

Demostracién. Dado que X es separable, de acuerdo a [3, Chap. VIII, Thm. 4] tomemos
{23} C Bx- tal que para cada 2™ € Bx- existe {27, } C {2},} que satisface

(z,2%) = lm (z,2;, ), Vo € X,

j—o0

Por otra parte como |[[v||(£2) < oo, entonces |(v,z})|(Q) < oo, V n € N. Tenien-
do presente la proposicién 1.3.20 iii), para cada n € N, escojamos {A,;} C Ry

N, € No([{v,z)|) tales que Q= U Apk UN,. Luego Q = U U A, UN, donde
k=1 n=1k=1

o0
N = ﬂ N,,.
n=1

Para establecer la conclusién resta probar que N € Np(v). Tomemos z* € Bys,
{a3,,} C {zh.} tal que 2}, — 2™ y B € Ry. Puesto que

(v,*)(B) = lim (v,27, )(B),

Jj—00

y (v,ay,,)(B) =0,V j €N, resulta que (v,z*)(B) = 0. Se sigue que N € No({v, z*)),
V x* € Bx+. Luego |[v]|(N)=0. 1
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Proposicién 3.4.2 Sea v : R — X una medida vectorial. Si L!(v) = L!(|v|), entonces
v es o-finita si, y sélo si, su variacién lo es.

Demostracién. Supongamos primero que v es una medida vectorial o-finita y tomemos
oo

{B.} CRy N € Ny(v) tales que Q = | | B, UN. Asf x, € S(R) C L'(v) = L'(|v).
n=1

Lo que implica que |v|(B) < oo, ¥V n € N. Por el lema 1.3.27 Ny(|v|) = No(v). Entonces

|v|(N) = 0. Por lo tanto |v| es una medida o-finita.

Como hemos observado la otra implicacién siempre se cumple.ll

El siguiente ejemplo muestra que no es suficiente con que se cumpla la igualdad
L'(v) = L*(|Jv|) para garantizar que la medida vectorial v sea o-finita.

Ejemplo 3.4.3 Sean I' un conjunto no-numerable y  : 21" — [0, o0] la medida de contar.
Consideremos el d-anillo R := {B C I' : u(B) < oo} y el espacio de Banach X := [}(T).
Definamos v : R — X como v(A) = x4,V A € R. Es claro que R = 2U' AVy(v) = {0} v
p < [v|. Ademds como |[v(B)|[;ry = p(B), V B € R, la proposicién 1.3.20 i) nos indica
que |v| = . Se sigue entonces L'(|v]|) = I1(T") = L'(v) [14, Ex. 2.2]. Sin embargo v no
es o-finita.

Recordemos que un espacio de Banach X es débil compactamente generado si existe
K C X débilmente compacto tal que el espacio generado por K es denso en X.

Al considerar una medida vectorial clasica G. P. Curbera probé que el espacio L!(v) es
un espacio débil compactamente generado [11, Thm. 2] . En el siguiente ejemplo veremos
que esto puede dejar de ser valido cuando se considera un medida vectorial definida en
un d-anillo.

Ejemplo 3.4.4 Consideremos de nuevo las hipdtesis del ejemplo 3.4.3. Hemos visto que
L'(v) = I1(T"). Ahora mostraremos que [*(I') no es débil compactamente generado.

Puesto que I' es no-numerable, resulta que I*(I") no es separable. Ahora consideremos
un subconjunto K C I1(T") débilmente compacto. Dado que en I*(T) la convergencia débil
y la convergencia en norma son equivalentes [13, Cor. 11.2.2], se sigue que K es compacto.
Luego, K es separable. Por lo tanto K no puede ser total. Dado que K es arbitrario,
concluimos que L'(v) = I*(T") no es débil compactamente generado.

Por otra parte se cumple lo siguiente.



46 3. Generalizacion de otros resultados

Proposicién 3.4.5 Si v es una medida vectorial o-finita, entonces L!(v) es un espacio
débil compactamente generado.

Demostracién. Supongamos que v es o-finita. Por el teorema 1.4.17, L'(v) es reticular-
mente isométrico a L!(v,), donde v, es una medida vectorial definida en una o-algebra.
Puesto que L!(v,) es débil compactamente generado se sigue que L' (1) es débil compac-
tamente generado. M



Capitulo 4

Espacio asociado y representacion
del espacio L!(v)*

Estamos interesados en dar una descripcién del espacio dual de L!(v). Con este fin
iniciamos este capitulo presentando la teoria de espacio asociado respecto de una medida
o-finita pero ahora considerando una medida sin mas requisitos que ser positiva. Veremos
que en este caso el espacio asociado puede ser trivial; por lo que se considerara una medida
positiva A ahora definida en un d-anillo y con la propiedad de ser localmente o-finita.
Veremos que en este nuevo contexto se resuelve este problema y la teoria conocida se
puede generalizar un poco més. Para terminar, dada una medida vectorial definida en un
d-anillo mostraremos que siempre existe una medida de control local que es localmente
o-finita a la que llamaremos medida de Brooks-Dinculeanu. Estableceremos que bajo
ciertas condiciones, el espacio L!(v)* se puede representar como el espacio asociado de
L'(v), considerado como un espacio funcional de Banach respecto de una medida de
Brooks-Dinculeanu.

4.1. Espacio Asociado

Sea (2,3, 1) un espacio de medida positiva y consideremos un u-e.f.B. E. La teoria
del espacio asociado a E es bien conocida y se desarrolla usualmente para el caso en que
p es una medida o-finita, véase por ejemplo [38, Ch. 15] y [5, Ch. 1]. En esta seccién
empezaremos a mostrar que esta teoria sigue siendo de interés cuando la medida no es
o-finita. Aun cuando varias pruebas son analogas presentamos algunas de ellas para que
el trabajo quede autocontenido.

Naturalmente, definimos el espacio asociado de un p-e.f.B. E como

EX:={geL’n):gf € L'(n), vV f € E}.

47
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Claramente E* es un espacio vectorial. En E* consideremos la funcién

9]l gx := sup {/Q lgfldu: f € BE}, (4.1.1)
la cual resulta ser finita y una seminorma.

A continuacién enunciamos una desigualdad fundamental.

Proposicién 4.1.1 (Desigualdad de Hélder) Sea E un p-efB. Si f€ Ey g€ EX,
entonces

/Q l9f1d < llglo £ 115-

Fijemos g € E*. Entonces ¢, : E — K definida como

pg(f) = /ngdu, (4.1.2)

es un funcional lineal. Veremos que es acotado y calcularemos su norma.

Lema 4.1.2 Sea F un p-efB. Si g € EX, entonces |[¢q]| = ||g]/gx-

Demostracion. Consideremos g € E*. Si g = 0, p-c.t.p. se tiene el resultado. Supon-
gamos que g # 0, p-c.t.p. Asi tomemos A := {x € Q: g(x) # 0} € R™°. Ya que

\ / gfdu‘ < [ lofld < gl 11, ¥ 1 € B,

resulta que [[¢g4|| < [|g||px. Para establecer la desigualdad que nos falta fijemos f € Bg

lgf]

x4- Entonces h € L) y h € Bg. Asi,
g

/ l9f |yt = / ghdps < oyl
Q Q

Concluimos que [|g|[gx < [|¢g]|.- W

y definamos h :=

Para estudiar cuédndo ||-||zx es una norma es necesario recordar la siguiente definicién
[38, p. 454].

Definicién 4.1.3 Un p-e.f.B. F es saturado si, para cada A € 3 con medida positiva
existe B € ¥4 tal que u(B) >0y xp € E.
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Recordemos que si X es un reticulo de Banach, un ideal Y de X es orden denso si
para toda f € X existe un sistema dirigido crecientemente {f.} C Yt tal que f; 1 f.

Lema 4.1.4 Sea FE un p-e.f.B. Son equivalentes:
i) El espacio E es saturado.
ii) El espacio E es orden denso en L%(p).
iii) La funcién || - ||gx definida en (4.1.1) es una norma.

Demostracién. i)< i) Puesto que E es un reticulo de Banach resulta que E es
arquimediano.Asi, bastaré establecer que E es saturado si, y s6lo si, para cada f € L%(u)
distinta de cero existe g € E tal que 0 < [g] < |f] [29, Thm. 22.3 vi)]. Supongamos
entonces que E es saturado. Sea 0 # f € L%(u). Definamos

An:{er:%g\f(x)\},VneN.

Fijemos N € N tal que pu(An) > 0. Ya que E es saturado existe B C Ay tal que pu(B) >0
y xp € B. Luego, g := yx5 € Ey 0<|g| <|f].

Finalmente supongamos que para cada f € L°(u) distinta de cero existe g € E tal
que 0 < |g| < |f]. Sea A € ¥ tal que u(A) > 0. Entonces 0 # x4 € LO(u). Asf existe
g € E tal que 0 < |g| < xa. Como 0 # g € L°(u) podemos tomar ¢ € S(¥) tal que
0 < ¢ < |g|. Por la reticularidad en E, obtenemos que ¢ € E. Ademds existe B € ¥ tal
que B C sopp, u(B) >0y xp € E.

i)< iii) Supongamos primero que FE es saturado. Ya que || - ||z es una seminorma, de
acuerdo al lema 4.1.2 para establecer que es una norma resta probar que ¢4 # 0, cuando
g # 0. Asi consideremos 0 # g € E*. Entonces existe A € ¥ tal que pu(A) >0y gxa #0
p-c.t.p. Puesto que E es saturado, existe B € ¥4 tal que u(B) > 0y xp € E. Luego,

como gxg # 0, h := @XB € E. Se sigue entonces que p4(h) = [, [g|xpdp > 0. Lo que
g

indica que ¢4 # 0.

Para probar la otra implicacién estableceremos la contrapositiva. Supongamos que F
no es saturado y tomemos A € ¥ tal que u(A4) >0y xp ¢ E,V B € ¥4 con u(B) > 0.
Sea f € E vy, para cada n € N, definamos

A, ={x e A: = <|f(x)|}.

S|

Fijemos n € N. Entonces %XAn < |f|. Asi, x4, € E'y obtenemos que p(A,) = 0. Luego,
f=0p-ct.pen A, estoes, fxa =0, u-c.t.p. Ya que f es arbitraria, resulta que y4 € E*
v lIxallgx = 0. Puesto que p(A) > 0 concluimos que | - ||px no es una norma. W
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Proposiciéon 4.1.5 Sea E un p-e.f.B. Si E es saturado, entonces E* es un p-e.f.B. con
la propiedad o-Fatou.

Demostracién. Supongamos FE es saturado. De la proposicién 4.1.4 obtenemos que
| - ||zx es una norma. Una vez que probemos que E* tiene la propiedad o-Fatou, se
seguird que es completo.

Consideremos una sucesién creciente {g,} C (E*)T tal que sup||gn||lpx < ooy
n

g = sup, gn. Ahora fijemos [ € B, asi guf € L), gulf] < gamalfl, ¥ 1 € Ny
glf] = sup(gn|f])- De la desigualdad de Holder y la hipétesis se sigue que
n

/Q!gnf!du <Mlgnlle<lIflle < (sup lgnll )l 1l

Ya que L!(p) tiene la propiedad o-Fatou, resulta que gf € L'(u) y

/Q 19|y = sup /Q lgnfldi < (sup lgnll )l /1l

Resta probar que g < oo pu-c.t.p. Sea A := g~!(c0) € ¥ y supongamos que p(A) > 0.
Puesto que FE es saturado, tomemos B € ¥4 tal que xp € F'y u(B) > 0 . Entonces
/ lgxBldp = o0, lo cual es una contradiccion.

N Por lo tanto g € E* y ||g||px < sup||gn|/gx. De la propiedad reticular de la norma
en L'(u) obtenemos que sup ||gn || gx % llgllgx- Por lo tanto ||g||gx = sup||gn|/gx. Esto
n n

es, B tiene la propiedad o-Fatou. B

Sea E un p-e.f.B. saturado. Consideremos el operador
R : E* — E* definido como R(g) := ¢,. (4.1.3)

Puesto que FE es saturado, la proposicién anterior sefiala que E* es un p-e.f.B. Asi,
por el lema 4.1.2 R es una isometria lineal, a la cual llamaremos isometria candnica.
Analicemos si R también conserva la estructura reticular.

Fijemos 0 # g € E*. Tomemos f € ET. De (1.1.7), se sigue
Ral(f) = sl < 11 < 1) = s { | [ a0l < } < [ ol
Q Q
Por otra parte, procediendo como la prueba del lema 4.1.2, definimos h := MX A
g
Asi h € LO%(u) y |h| < f. Luego,

Rlg|(f) = /Q ofldp = /Q ghdyt < |Rg|(f).
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Por lo anterior y teniendo presente (1.1.5) obtenemos que |Rg| = R|g|, V g € E*. En
particular la igualdad anterior se cumple si g € (E*)r. Ya que R((EX)r) C (E*)g, de
(1.1.3) concluimos que R es un homomorfismo reticular.

Por lo tanto podemos identificar E* con un subespacio de E* que es un reticulo de
Banach. Estamos interesados en investigar cudndo esta isometria es sobreyectiva, lo cual
permite representar el espacio dual de E como el espacio asociado a FE.

Como hemos visto, el espacio E* siempre tiene la propiedad o-Fatou. A continuacién
proporcionamos una condicién suficiente bajo la cual E* tiene la propiedad de Fatou.

Lema 4.1.6 Sea F un p-e.f.B. saturado. Si E* C L!(u), entonces E* tiene la propiedad
de Fatou. En particular, si xo € E, entonces E* tiene la propiedad de Fatou.

Demostracién. Sea {g.} C E* tal que 0 < g, 1y sup ||g-|| px < 0o. Asf {g,} € L' (u)*
T

es un sistema dirigido crecientemente tal que sup / grdp < co. Como L'(u) tiene la
T JQ

propiedad de Fatou g := sup g, € L*(p). Puesto que L!(1) es super Dedekind completo

[39, Thm. 113.4], existe una sucesion {g,} C {g-} tal que g, T g [29, Thm. 23.2.(iii)].
Ya que E* tiene la propiedad o-Fatou se sigue que g € E*. Ademas por la reticularidad
de la norma en E*, sup ||g-|| gx < |lgllgx-

T

Ahora consideremos f € Bp. Usando el teorema de la convergencia monétona y la
desigualdad de Holder obtenemos

/ |g.fldp = sup/ |97, fldp < sup ||gr, [ ex || flle < sup [|gr || zx-

Q n Q n n

Luego, ||g]|gx < sup ||g-||gx. Por lo tanto E* tiene la propiedad de Fatou. B
T

En seguida estableceremos que el espacio asociado de un e.f.B. saturado respecto de
una medida o-finita siempre tiene la propiedad de Fatou. Antes hagamos un pequena
discusion.

Sean E un p-e.f.B. saturado y A € 3. Consideremos la g-algebra ¥ 4 de subconjuntos
de A. Denotemos por 114 a la restriccion de p a X 4. Resulta entonces que (A, X 4, 114) es
un espacio de medida.

Dada f € L%(X4) definimos la funcién f©¢ : Q — K por f(z) = f(z),siz € A
y f%(z) = 0 en otro caso. Entonces f es una funcién Y-medible. A esta funcién la
llamaremos la extension candnica de f. Consideremos

Ey:={feLQun):f*ekE} (4.1.4)
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Claramente F4 es un espacio vectorial. Si h € F, entonces (hA)Q = hxa € E, donde ha
es la restriccién de h a A. Luego, hg € E 4.
Ahora definamos || - ||4 : E4 — [0,00) como

I£lla =11, ¥ f € Ea. (4.1.5)
Puesto que E es un p-e.f.B.; se sigue que E4 es un pa-e.f.B. Notemos también que

[e.e]
si u(A) > 0, entonces F4 es saturado. Por otro lado si A = U A,, donde A, € ¥y
n=1
n(Ay) < oo, Vn €N, resulta que pg es o-finita. En este caso si p(A) > 0, obtenemos
que E% := (Ea)™ es saturado [38, Ch.15 §71 Thm. 4]. Ademés E = (E*)a y

lgllzx = sup { [ tatldna: s € BEA} = g%, Vo€ EX. (416)

Proposiciéon 4.1.7 Sea E un p-e.f.B. saturado. Si p es o-finita, entonces E* tiene la
propiedad de Fatou.

Demostraciéon. Ya que si 4(€2) = 0 la conclusion se sigue trivialmente, supondremos que
u(€2) > 0. Puesto que u es o-finita, existen {Q2,} C Xy N € Ny(u) tales que ,, C Qy41,
o0

0# xq, €E,VneNyQ=|]JQ,UN 38 Ch. 15§67 Thm. 4].
n=1
Fijemos n € N. Tomemos X, := 3q, y tn : 2p — [0,00) la restriccién de p. Entonces
(Q, Xy 1) €s un espacio de medida finito. Luego el espacio F, := Eq_ con la norma
||l == 1 llq, es un u,-e.f.B. saturado tal que xq, € E,. Del lema anterior se sigue que
E) tiene la propiedad de Fatou.
Ahora tomemos un sistema dirigido crecientemente {g;}rer C E* tal que g > 0,
V1 € I ysupl|g-||px < oo. Denotemos por gr, a la restriccién de g, al conjunto
T

,. Entonces {grn}rer C E;¢ es un sistema dirigido crecientemente que cumple que
Sup [|grnl px < sup||gr|[gx < oo. Por lo tanto existe g,) € Ey tal que g(,) =supgrn y
-

T T
Hg(n)HEg = Sup HQT,nHE;-
T

Sea g, 1= (g(n))Q la extensién canénica de g(,). Entonces {gn} C E* es una sucesién
creciente. Por (4.1.6),

sup [|gn | px = sup [|g(n) | g < sup [|grllpx- (4.1.7)
n n T
De que E* tiene la propiedad o-Fatou y de (4.1.7), se sigue que

g:=supgn € EX v |lgllgx <supllg-|gx- (4.1.8)
n T
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Probemos ahora que g = supg,. Fijemos 7 € I. Ya que ¢g-xq, < gn < g para cada
T

n € N, obtenemos que g, < g. Supongamos que ¢’ € E* es tal que g, < ¢’. Entonces
grxa, < 9xa,, asi g, < ¢,V n € N. Luego, g < ¢ y obtenemos que g = sup g,.
T

Finalmente de (4.1.8) y la reticularidad de la norma en E’ se sigue el resultado. B

Sea E un pu-e.f.B. saturado. Entonces E* es un p-e.f.B. y podemos considerar ahora
el espacio asociado de E*, al cual llamaremos el espacio doble asociado de E y lo
denotaremos por E**. Asi

B = (EX)* ={he L%n): hg € L'(n) V g € E*}

y la funcién || - || gxx : EX* — [0, 00) definida como

e = sup{ /Q Ihgldu : g € BEX},

es una seminorma.

Corolario 4.1.8 Sea E un p-e.f.B. saturado. Si E* es saturado, entonces E** es un
pu-e.f£.B. con la propiedad o-Fatou. Ademds £ C E** y

Il <Ilflle Vv feE. (4.1.9)

Corolario 4.1.9 Sea E un p-e.f.B. saturado. Si p es o-finita, entonces
i) el espacio E** tiene la propiedad de Fatou;
ii) si ademés FE tiene la propiedad o-Fatou, entonces E tiene la propiedad de Fatou.

Demostracién. Puesto que p es o-finita resulta que E* es un p-e.f.B. saturado [38,
Ch.15 §71 Thm. 4]. Luego, de la proposicién 4.1.7 obtenemos 1i).

Ahora como E tiene la propiedad o-Fatou se sigue que £ = E** [38, Ch. 15 §71
Thm. 1]. Asi de i) se sigue ii). B

Observacion 4.1.10 Del corolario anterior resulta que cuando p es o-finita, las pro-
piedades o-Fatou y Fatou son equivalentes para un p-e.f.B. saturado.
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4.2. Medida definida en un J-anillo

En esta secciéon continuaremos nuestro estudio del espacio asociado a un p-e.f.B.
saturado . Ahora supongamos que ¥ = R y 1 = |)|, donde X : R — [0,00] es una
medida definida en un d-anillo. Recordemos que S(R) C L°(|A|) denota el subespacio

de funciones simples con soporte en R y Llloc()\) es el espacio de funciones localmente

A-integrables. Iniciamos estudiando algunos casos en que E'y E* son saturados.

Lema 4.2.1 Sea E un |A|-e.f.B.
i) Si S(R) C E, entonces E es saturado.

ii) Si E es saturadoy E C Li ()), entonces EX es un |\|-e.f.B. saturado.

loc

Demostracién. Sea A € R tal que |A|(A) > 0. Entonces existe B € R4 tal que
A(B) > 0.
i) Ya que B € R, resulta que xp € E. Por lo tanto E es un M-e.f.B. saturado.

ii) Tomemos f € E. Por hipétesis f € L}, .(\), asi fxp € L*(\). Luego, xp € E*. R

Observaciéon 4.2.2 Cuando S(R) C F, el espacio E es un e.f.B. respecto de (2, R, \)
en el sentido introducido por O. Delgado en [15, Def. 3.1]. Luego, de i) en el lema anterior,
estos espacios siempre son saturados.

Sean v : R — X una medida vectorial y A : R — [0, oo] una medida de control local
para v. Dado 1 < p < oo se definen los espacios L%, (v) y LP(v) como

Lh(v) == {f € L'(v) : |[fIP € Ly,()} y LP(v) := {f € L°(v) : | P € L'(v)}.

A las funciones en L%, (v) se les llama escalarmente p-integrables respecto de v y a las
funciones en LP(v) p-integrables respecto de v.

Notemos que LP(v) C Lk,(v). Ademés LE,(v) y LP(v) son |A|-e.f.B. con la norma

1

1 P

o= 17212 = s ([ irpdiwa)l)” ¥ 1 € 230
r*EBxx* Q

Asimismo S(R) C LP(v) es un subespacio denso, LP(v) es o-orden continuo y L%, (v)

tiene la propiedad o-Fatou [22, p. 37].

El siguiente resultado se obtiene de i) en el lema anterior y la proposicién 4.1.7.
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Proposicién 4.2.3 Sea 1 < p < oo. Entonces el espacio LP(v) es saturado. Luego,
LP(v)*, con la norma || - [[,x := || - [[Lr(s)x, s un |A|-e.f.B. con la propiedad o-Fatou. Si
ademds A es o-finita, entonces LP(v)* tiene la propiedad de Fatou.

Observacién 4.2.4 Puesto que L!(v) siempre es saturado respecto de cualquier medi-
da de control local para v, del lema 4.1.4 se sigue que L'(v) es orden denso en LY(|\]).
Este resultado fue probado de manera distinta por J. M. Calabuig, O. Delgado, M. A.
Juan y E. A. Sanchez-Pérez [9, 4.2].

Consideremos como medida de control local para v a su variacién |v|. Asi L!(v) es un
|lv|-e.£.B. saturado, luego L'(v)* es un |v|-e.f.B. con la propiedad o-Fatou. Sin embargo
puede suceder que L'(v)* no sea saturado.

Por ejemplo, consideremos la o-dlgebra X que consta de los subconjuntos de [0, 1] que
son Borel medibles y sea p la medida de Lebesgue. Entonces la funcién v : ¥ — L2([0, 1])
definida por v(A) := x4 es una medida vectorial tal que L'(v) = L?([0,1]) y el rango de
lv| es {0,000} [10, p. 57]. Por lo tanto L!(|v|) = {0}. En este caso

L) = {g € LAR™) : gf =0, ¥ f € L'(v)} = {0}.

Luego, L'(v)* no es saturado y el estudio de los espacios asociado y doble asociado de
L (v) no proporciona informacién de interés.

Como hemos visto, a diferencia del caso en que u es o-finita, aunque un p-e.f.B. E sea
saturado es posible que su espacio asociado no lo sea. Sin embargo, cuando el espacio con
el cual estemos trabajando sea L!(v), respecto de una medida vectorial definida en un
d-anillo, en el teorema 4.2.9 veremos que para ciertas medidas de control no se presenta
el problema anterior.

La siguiente definicién fue introducida por J. K. Brooks y N. Dinculeanu en [6, p.
162].

Definicién 4.2.5 Una medida A : R — [0,00] es localmente o-finita, si para cada
o

B € R, existe una coleccién {B,, }neny C R que satisface que B = U B,y A(B),) < o0,

n=1

¥V néeN.

Observaciéon 4.2.6 En [22, p. 13] se define un concepto distinto al anterior pero con
el mismo nombre.
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Ejemplo 4.2.7 Supongamos que R = ¥ es una o-algebra. Si p: ¥ — [0, o0] es o-finita,
entonces u es localmente o-finita.

Ejemplo 4.2.8 Consideremos un conjunto no-vacio I'. Sean R := {B C I' : B es finito}
y A : R — [0,00] la medida de contar. Entonces R es un d-anillo y A es una medida
localmente o-finita. Ademads: Si I' no es numerable, entonces A\ no es o-finita.

Sean A : R — [0,00] una medida localmente o-finita y E un |A|-e.f.B. Tomemos
A € Rl¢ y supongamos que

A:=|J B,UN con {B,} CR, A(By) <o0, Yn €Ny NeNp(A). (421

n=1

Consideremos el d-anillo R4 de subconjuntos de A y su o-dlgebra asociada (R 4)"°.
Denotemos por A4 a la restriccién de A a Ra. Asi (A4, (Ra)"¢,|A4|) es un espacio de
medida o-finito. Por lo tanto, si |A|(4) > 0, resulta que el espacio E4 definido en (4.1.4),
con la norma || - |4, es un |\g|-e.f.B. saturado. En este caso, como |A4| es o-finita,
obtenemos que E, con la norma || - HEX’ es un |A4l-e.f.B. saturado.

Notemos que si B € R, entonces es de la forma (4.2.1). Ademés Rp = (Rp)"¢. Luego
(B,Rp,AB) es un espacio de medida o-finito.

Teorema 4.2.9 Sea E un |A|-e.f.B. saturado. Si A es localmente o-finita, entonces E*
es un |A|-e.f.B. saturado.

Demostracién. Sean A € R tal que |A\[(A) > 0y B € R4 tal que A(B) > 0. Hemos
visto que el espacio Ep definido en (4.1.4) es un Ap-e.f.B. saturado. Como Ag(B) > 0
existe C' € Rp tal que 0 < Ag(C) = A(C) y xc € Ej. Ahora sea f € E. Entonces
fBEERY

/ FlxcdAl = / Falxedis] < oo.
Q B

Por lo tanto xc € E*. B

En el caso en que u es o-finita es bien conocido que si E tiene la propiedad o-Fatou,
entonces £ = E**. Partiendo de este hecho, a continuacién probaremos el resultado
correspondiente en el contexto que se ha introducido.
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Teorema 4.2.10 Sean A\ una medida localmente o-finita y E un |A|-e.f.B. saturado. Si
E tiene la propiedad de Fatou, entonces ' = E**.

Demostracién. Del corolario 4.1.8 obtenemos que E C E** y || fllgxx < ||fll&,V f € E.
Probaremos entonces la otra contencién y la igualdad de las normas.

Sea 0 < f € EX*. Fijemos B € R. Entonces A\p es o-finita y Ep es un A\g-e.f.B.
Ademas como E tiene la propiedad de Fatou resulta que Epg tiene la propiedad de Fatou
(por lo tanto la propiedad o-Fatou). De [38, Ch. 15 §71 Thm. 1] obtenemos Ep = Ej5*.
Por lo tanto la restriccién de f a B, fp € Ep v ||fBllB = HfB||E§x. Observemos que

(fB)* = fxs, asi fxp € By |[fxsle = |fxBlpxx-

Por otra parte, es sencillo verificar que un d-anillo R es un conjunto dirigido con el
orden dado de la siguiente manera

B<C s, BCcC,VB,CeR.

Consideremos la red {fxp}tper C E. Sean B,C € R. Entonces BU C € R; ademds
fB < feucy fo < feuc. Por lo tanto {fxB}Ber es un sistema dirigido crecientemente
v Ifxelle = IfxBllexx < ||fllgxx, ¥V B € R. Ya que E tiene la propiedad de Fatou,

existe h € E C E** tal que h = sup fxgB ¥y
BeR

7l = sup ||fxBlle = sup |[fxsllexx < |[flExx- (4.2.2)

BeR BeR
Probaremos a continuacién que h = f, |A|-c.t.p. Puesto que fxp < f,V B € R,
resulta que h < f. Ahora supongamos que existe A € R tal que hxya < fxa y
|IA[(A) > 0 y tomemos B € R4 de medida positiva tal que hxp < fxp. Lo cual es una

contradiccién. Por lo tanto h = f, |A|-c.t.p. Luego, f € E y de (4.2.2) obtenemos la
igualdad de las normas. W

El siguiente resultado es bien conocido cuando u es o-finita. Demostraremos que sigue
siendo vélido considerando una medida localmente o-finita.

Proposicién 4.2.11 Sean E un |A|-e.f.B. saturado y A una medida localmente o-finita.
Si h e LY(\):

i) entonces dado € > 0 existen f € E'y g € E* tales que
h=tg v Iflelalls < (1+2) [ blaAL

ii) si ademds E tiene la propiedad o-Fatou, entonces existen f € E'y g € E* tales
que

h=1g v Iflellglex = /Q hldIAL
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Demostracién. Si h = 0, la cunclusién se obtiene trivialmente. Asi supongamos que

h # 0. Como h € LY()\), A := soph = U B, UN,donde {B,} C Ry N € Ny(\). Ya que
n=1

A es localmente o-finita podemos suponer que A(B,,) < 0o, V n € N. Ahora consideremos

el |\a|-e.f£.B. E. Entonces ha € L'(\4).

i) Dado € > 0, por [20, Thm. 1, ii)], existen feEayge E’ tales que

ba=Fi v 1Flealil; < 0 +0) [ haldial

ii) Como E tiene la propiedad o-Fatou se sigue que E4 también la tiene. De [20,
Thm. 1 i)] obtenemos f € E4 y g € E’ tales que

ha=Fi v 1Flealile; = [ Ihaldiaal

Ya que h = haxa, f:=fPe Eyg:=g?e EX, sesigue el resultado. W

4.3. Medida de Brooks-Dinculeanu

Veremos ahora que siempre existe una medida de control local A : R — [0, co| para
v : R — X que es localmente o-finita. Asi por la proposicién 4.2.9 el espacio L!(v)*
respecto de A sera saturado.

Definicién 4.3.1 Una medida A : R — [0,00] es una medida de Brooks-Dinculeanu
para v, si es una medida de control local para v que ademés es localmente o-finita.

Ejemplo 4.3.2

1. Sea v : ¥ — X una medida vectorial definida en una o-édlgebra. Si p: ¥ — [0, 00)
es una medida de Rybakov, entonces i1 es una medida de Brooks-Dinculeanu.

2. Sea v : R — X una medida vectorial o-finita. Entonces v tiene una medida de
control local acotada A : R — [0,00) [14, Thm. 3.3]. Luego, A es una medida de
Brooks-Dinculeanu.

3. Sea v : R — X una medida vectorial. Supongamos que I, : L'(v) — X es un
operador compacto. Tomemos B € R. Denotemos por vp la restriccién de v a la
o-algebra R . Notemos que L'(vp) = L'(v)p. Entonces I, : L'(vg) — X es un
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operador compacto. Como vp estd definida en una o-algebra, de [33, Thm. 4] se
sigue que |v|(B) = |vp|(B) < co. Por lo tanto, en este caso |v|, la variacién de v,
es una medida de Brooks-Dinculeanu.

El siguiente resultado fue establecido por E. Jiménez Ferndandez, M. A. Juan y E. A.
Sénchez-Pérez en [21, p. 3|, dada su importancia para nuestro desarrollo, incluimos su
prueba.

Teorema 4.3.3 Si v: R — X es una medida vectorial, entonces v tiene una medida de
Brooks-Dinculeanu.

Demostracion. Fijemos B € R. Entonces vg : Rp — X es una medida vectorial
definida en una o-algebra. Por lo tanto existe una medida de Rybakov Ap : Rp — [0, 00).

Ahora tomemos B’ € R tal que B C B’ y Apr : Rp — [0,00) una medida de
Rybakov para vg. Asi Rg C Rpr. Consideremos la restriccién de Ap: a Rp. Ya que
No(vp) = Mo(AB) vy No(vpr) = No(Apr), resulta que A € Ny(Ap) si, y sélo si, A € Ny(v)
si, y s6lo si, A € No(Ap/), V A € Rp.

A partir de las condiciones que acabamos de establecer, en [6, Thm. 3.1] Brooks y
Dinculeanu prueban la existencia una medida A : R — [0, oo] localmente o-finita tal que
si A € R, entonces \(A) =0 si, y s6lo si, \pg(ANB) =0,V BeR.

Consideremos la variacién de A, [A| : R!°¢ — [0,00]. Tomemos A € R!°°. Ya que
v(AN B) =0si, y sélo si, A\p(AN B) = 0si, y sélo si, \(AN B) =0,V B € R, resulta
que No(v) = Np(|A]), esto es, A es una medida de control local para v. B

De ahora en adelante consideraremos siempre una medida de Brooks-Dinculeanu
A: R — [0, 00]. Definamos entonces

R:={BeR:\B)< o}

Claramente R es un d-anillo contenido en R.

Lema 4.3.4 Rlec = Rloc,

Demostracién. Sean 4 € R!¢ y B € R. Entonces ANB € R y A(ANB) < A\(B) < .

(o9}
Luego, A € Rl°¢. Tomemos ahora A € Rl¢ y B € R. Entonces B = U B,,, donde
n=1

{Bn} C R. Ya que AN B, € R C R,V n € Ny R es una o-algebra que contiene a R,
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oo
resulta que AN B = U AN B, € R". Por lo tanto ANB = (AN B)N B € R. Se sigue
n=1

que A e Rc. |

Ahora probemos que
(v, z*)| = |(V,2™)|, V 2 € X7, (4.3.1)

donde 7 es la restriccién de v a R. Fijemos z* € X* y A € R"°. Tomemos B € R 4.
Puesto que A es localmente o-finita, existe una sucesién creciente, {B,} C R tal que

o0
B = | Bn. Asi,

|, 29(B) = sup|{v,2")[(Bn) = sup [(7, ") |(Bn)

< sup [(0,29)|(C) = [(w,27)[(A).
CeRA

Se sigue que |(v,x*)|(A) < [(V,2*)|(A). En la seccién 2.4 vimos que la otra desigualdad
siempre se cumple, con lo que establecemos (4.3.1).

Asi de la proposicién 2.4.2 y el corolario 2.4.3 obtenemos que L'(v) = Ll(i/;) y
LL(v) = LL (V). Luego, cuando sea conveniente podremos trabajar sobre el d-anillo R en
lugar de R.

Hemos visto que si F es un p-e.f.B, el rango de la isometria canénica R : E* — E*
es un subreticulo de Banach. Enseguida estableceremos que si L!(v)* tiene la propiedad
de Fatou, el rango de R es ademds un ideal.

Proposicién 4.3.5 Si L'(v)* tiene la propiedad de Fatou, entonces R(L!(v)*) es un
ideal de L' (v)*.

Demostraciéon. Antes de iniciar la prueba cabe mencionar que la primera parte es
como la demostracién en el caso cldsico. Sean 0 < ¢ € L*(v)* y 0 < g € L*(v)* tales
que ¢ < ¢,4. Ya que R(L*(v)*) es un subreticulo de Banach de L'(v)*, resta probar que
¢ € R(L'(v)*). Definamos my, : R — [0, 00) como

my(B) = ¢(xB), VB €R.

1 . . . oy . .
Ya que L*(v) es o-orden continuo y ¢ es lineal, continua y positiva se sigue que m, es
una medida positiva.
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Fijemos B € R. Denotemos por m,, a la restriccién a R de la medida m. Entonces
My es acotada. Por otra parte ya que X es localmente o-finita, su restriccién a Rp, Ap
es una medida positiva o-finita.

Ahora si A € Rp es tal que Ag(A) = |A|(A) = 0, entonces

0<mgy(A) < / gd|A| = 0.
A

Esto es my,,, (A) = 0. Por el teorema de Radon-Nikodym [35, p. 121] existe hp € L°(Rp)
tal que

QD(XA) = mgOB(A) = / hpd\p = / th|)\‘, VAecRg.
A A

Se sigue que

ols) = /Athd])\], Vs € S(R). (4.3.2)

Consideremos ahora 0 < f € L'(v)p. Tomemos {s,} C S(Rp) tal que 0 < s, 1 f,
Ap-c.t.p. De la continuidad de ¢, de (4.3.2) y del teorema de la convergencia mondtona
obtenemos

o(f) = lim p(s,) = lim / hpsnd|A| :/ hpfd|A|.

Luego,
e(f) =/ hpfdig, ¥ f € L'(v)p. (4.3.3)
B

Por lo tanto hg € L! (v)5. Veamos que hp es tnica. Supongamos que existe hp en
LY(v)} tal que o(f) = / hpfdip, ¥ f € L'(v)p. Entonces 0 < / (hg — hp)fd\p = 0,
V f € L' (v)5. Dela deifnicién de || - ”Ll(u)g resulta que ||hp — ﬁihl(y)é = 0. Puesto
que L'(v) es saturado se sigue que hp = iLB, Ap-c.t.p.

Denotemos por Hp a la extension canénica de hg. Entonces Hg € Ll(u)x. Ademads
como ¢ < g4 resulta que ¢, < @q. Asi,

1HBllx = leasll < llegll = llgllx-

Construimos entonces un sistema {Hp}per C L'(v)* tal que sup ||Hpl||,x < oo.
BeR
Veamos que este sistema es dirigido crecientemente.

Sean B,C € Ry f € L'(v)". Entonces 0 < o(fxc\p) = ¢(fxBuc) — ¢(fxB), por
lo tanto

/ (Hpoe — Hi) fd)A| = 0.
BuC
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Lo anterior indica que Hg < Hpyc. Similarmente Ho < Hpyc. Ya que BUC € R,
concluimos que {Hp}per es un sistema dirigido crecientemente. Puesto que L!(v)*

tiene la propiedad de Fatou, existe h = sup Hp € L*(v)*.
BeR

Sea f € L'(v)*. Para probar que o(f) = / fhd|\| estableceremos primero que
Q

Hp = hxp, V B € R. Fijemos B € R. Es claro que Hg < hxp. Ahora supongamos que
Hp < hxp, y tomemos C € Rp de medida positiva tal que Hp(t) < hxp(t), ¥Vt € C.
Definamos k = hxa\c + Hpxc- Es claro que k € L'(v)*, ademés si D € R, entonces

Hp = Hpxo\c + Hpne < hxaoc + Hexe =k,

asi k es una cota superior de { Hg}per, lo que contradice que h = sup Hp. Concluimos
BeR
que Hg = hxp.

o
Por la observacién 1.4.11, sopf = U B, UN donde {B,} C Ry N € Ny(v). Por lo

n=1

o) = S elxm) =) / FHpd
n=1 n=1 Q

— ;/thXBdl)\\:A;fxghd|A|:AfhdyA|,

Esto prueba que ¢ = ¢p € R(L'(v)*). B

tanto,

G. P. Curbera y W. J. Ricker determinaron que LP(v)** = L%,(v) cuando se considera
una medida vectorial definida en una o-algebra y una medida de control de Rybakov [12,
Prop. 2]. Veremos que esta igualdad permanece al pasar a una medida vectorial definida
en un J-anillo y trabajar con una medida de Brooks-Dinculeanu.

Proposicién 4.3.6 Sea 1 < p < oo. Entonces LP(v)** = LL,(v).
X

* y ||f||p,l/><>< < ||f||P7V7
si pxp € S(R) C LP(v).

(
Demostracién. Estableceremos primero que L, (v) C LP(v)
V f € LB(v). Sean ¢ € S(R) tal que ¢ € LL(v) y B€ R. A
Por la desigualdad de Hoélder, para cada g € LP(v)*

/B lgeldIAl < Nlgllpox lexBllpw < N9l ll@lp-

Teniendo presente la proposicion 1.3.15 resulta

/ lg¢ldI\| = sup / el < gl o]
Q BeR /B

b,
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Se sigue entonces que ¢ € LP(v)** y

[@llpx < l[@llpw- (4.34)

Consideremos ahora f € L%, (v) y tomemos {@,} C S(R!) tal que 0 < ¢, 1 |f|. Asi,
{¢n} C Lip(v). Por (4.3.4), [l¢nllppxx < lenllpy < | fllpy, ¥ 1 € N. Puesto que LP(v)**
tiene la propiedad o-Fatou resulta que f € LP(v)** v [ fll,0xx < | fllpw-

Probemos ahora la otra contencién y la otra desigualdad. Fijemos B € R y denotemos
por vp la restriccién de v a la o-dlgebra Rp. Como L'(vp) = L'(v)p, se sigue que
LP(vg) = LP(v)p. De [12, Prop. 2] obtenemos que LP(vp)** = LL,(vp).

Sea f € LP(v)** y denotemos por fg a su restriccién a B, entonces fp € L%, (vp) y
| fBllpvs = ||fBHp’yl>3<>< < fllp,uxx. Asi, para cada x* € By

[ 10Pdl ) < 151 e
B

De la proposicién 2.3.1 i) obtenemos que |f|P € LL (v P, < P . Porlo tanto
w y P
feLu@)y I fllpw < 1fllppxx. B

Aunque el siguiente resultado es conocido y aparece en [9, p. 77], lo obtenemos como
consecuencia de la proposicién anterior y el corolario 4.1.9.

Corolario 4.3.7 Sea 1 < p < c0. Si v : R — X es una medida vectorial o-finita,
entonces L%, (v) tiene la propiedad de Fatou.

El siguiente corolario se sigue de la proposicién anterior y el lema 4.1.6.

Corolario 4.3.8 Sean A : R — [0,00| una medida de Brooks-Dinculeanu para v y
1 <p<oo. SiLh(v) C LY(\), entonces LL,(v) tiene la propiedad de Fatou.

La prueba del siguiente resultado es analoga al caso o-finito.

Lema 4.3.9 Sean E y F p-e.f.B. tales que E C F y existe a > 0 con || f|lr < a| f| g,
vV f € E. Entonces F* C E* y

l9llgx < allgllpx, ¥V geF~.

Corolario 4.3.10 Sea 1 < p < co. Entonces LP(v)* = Li,(v)*.



64 4. Espacio asociado y representacion del espacio L'(v)*

Demostracién. Por el lema anterior, Ly, (v)* C LP(W)* v [lgllp0x < lgllzn,o)<, ¥V 9 €
LE,(v)*. Ahora sean f € Li,(v) y g € LP(v)*, teniendo presente la desigualdad de Holder
y la proposicién anterior resulta que

b,

/Q|gf‘d’)" < Hng,VX Hf”p,uxx = ”ng,VX ”f

Por lo tanto g € LE,(v)* y HQHL{’U(V)X <llgllp~. M

Establecimos en la proposicion 4.1.7 que el espacio asociado de un p-e.f.B. tiene la
propiedad de Fatou cuando u es o-finita. A continuacién veremos que este resultado se
sigue cumpliendo para ciertas medidas de Brooks-Dinculeanu. Para esto consideremos
la siguiente propiedad de una medida vectorial, con la que trabajan J. M. Calabuig, O.
Delgado, M. A. Juan y E. A. Sanchez Pérez en [9, p. 77].

Definicién 4.3.11 Una medida vectorial v : R — X es R-descomponible si € se pue-
de escribir como Q = U QuUN, donde N € Ny(v) v {Qa}aca C R es una coleccién

aEA
disjunta que cumple:

a) si Ay € Rq,, V o € A, entonces U Ay € Rl¢ y
a€A

b) si Ny € Rq, es (v,z*)-nulo, ¥ a € A, entonces U Ny € No((v, z*)), para cada

aEA
¥ e X*.

Observacién 4.3.12 Sean v una medida vectorial R-descomponible y A € Rl°¢. Si
ANQy € Np(v), V a € A, entonces ANQ, es (v,z*)-nulo, Vo € Ay V a* € By«. De
b) en la definicién se sigue que A es v-nulo.

Como se puede ver en [9, Lemma 4.6, p. 77] las medidas vectoriales o-finitas y las
medidas vectoriales discretas son ejemplos de medidas R-descomponibles. Sin embargo
existen medidas R-descomponibles que no son o-finitas ni discretas [9, p. 85].

Proposicién 4.3.13 Sean v : R — X una medida vectorial R-descomponible, A : R —
[0, oo] una medida de Brooks-Dinculeanu para v y E un |A|-e.f.B. Si S(R) C E, entonces
E* tiene la propiedad de Fatou.
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Demostracion. Puesto que v es R-descomponible, expresemos §2 = U Qo UN, donde

acA
N € No(v) vy {Qa}aeca C R es una coleccién disjunta que cumple a) y b) en la definicién

4.3.11. Ademas como X es localmente o-finita consideraremos que A\(€2y) < 00, V o € A.
Notemos que por el lema 4.2.1, E es un |A|-e.f.B. saturado.

Sea I C A un conjunto numerable y tomemos 25 := U Qo, Rr = Raq, y Ar la
acl
restriccién de A al d-anillo R;. Entonces (7, (R7)"¢,|A;]) es un espacio de medida o-
finito y Et := Eq, un |Ar]-e.f.B. Luego, por la proposicién 4.1.7, E* es un |Ar]-e.f.B. con
la propiedad de Fatou.

Ahora tomemos un sistema dirigido crecientemente {g;},cx C E* tal que g, >
0,V7e Ky M:=suplg-|px < oo. Denotemos por g, a la restricciéon de g, al
T

conjunto Q7. Luego {grr}rex C E es un sistema dirigido crecientemente, y de (4.1.6),
sup HgT71||EIX < M < o0. Como E} tiene la propiedad de Fatou g; :=supg, s € E[ y
T T

lgrll gx = sup lgrill gx < M. (4.3.5)
T

Asi para cada o € A existe ggq) € E{Xa} tal que gray = SUP gr oy ¥
-
x = su X .
Hg{a}HE{a} Tp Hg‘r,{a}HE{a}

Denotemos por g% la extensién candnica de g;,} y definamos g := Z g%. Puesto que

aEA
No(v) = No(]A]) ¥ se cumple a) en la definicién 4.3.11 resulta que g € LO(|A]).

Probemos ahora que g = sup g,. Consideremos o € Ay 7 € K. Ya que ¢g-xq, <
T
g“ < g, se sigue que g, < g. Supongamos que g’ € LY(]\|) es tal que g, < ¢’. Entonces
9rX0. < 9'xq.- Luego, g* < ¢'. Por lo tanto g < ¢’ y g = sup g-.
T

Finalmente estableceremos que g € E*. Para esto fijemos f € Bg y tomemos

un conjunto numerable I C A. Notemos que la extensién canénica de gr = sup grs
-

estd dada por ¢' = Zg“ y fr € Bg,, donde fr es la restriccién de f a ;. Ademads
acl

/ lg fldI\| = / lgr frd|\1]. Por el teorema de la convergencia monétona
Q Qr

S [lasian= [[1g's1dx = [ larfildia < il
Q Q Qp

acl
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De esto y (4.3.5) obtenemos que Z/ g% f|d\| < M, para todo conjunto finito I de
Q
acl

A. Luego, existe un conjunto numerable J C A tal que / lg®fldIAN| =0,V ae A\ J. Se
Q

sigue que

_ o _ J
Llasidni =X [ 1ans1dni = [ 19" fla) < o (4.3.6)

acJ

Ya que f es arbitraria concluimos que g € E*; ademds de la reticularidad de la norma
en EX y (4.3.6), obtenemos ||g||gx = sup ||g-|| gx. W
T

4.4. Espacio dual de L'(v)

Hemos visto que el operador R definido en (4.1.3) es una isometria reticular del
espacio L!(v)* en el espacio dual de L!(v). En el caso en que v es o-finita, resulta que v
tiene una medida de control local acotada A : R — [0,00) [14, Thm. 3.3]. Luego, L' (v)*
es un |A|-e.f.B. saturado. Ademds, puesto que L!(v) es un |\|-e.f.B. o-orden continuo, R
es suprayectiva [38, Ch. 15 §72 Thm. 5]. Asi L'(v)* = L'(v)*.

A continuacién veremos otros casos en que la isometria R es suprayectiva.

Teorema 4.4.1 Sean v : R — X una medida vectorial y A : R — [0.00] una medida
de Brooks-Dinculeanu para v. Si v es R-descomponible, entonces la isometria candnica
R: L'(v)* — LY(v)* es suprayectiva.

Demostraciéon. Sea v una medida R-descomponible. Asi ) = U Qo UN, donde N €

aEA
M V) v {Qa}aca € R es una coleccién disjunta que cumple a) y b) en la definicién

anterior.

Fijemos o € A. Tomemos R, := Rq,, y denotemos por v, y A\, a las restricciones a
Ro de v y A, respectivamente. Ya que 2, € R resulta que R, es una o-algebra y A, es
o-finita. Obtenemos asf el espacio L!(v,), que es un Ay-e.f.B. o-orden continuo. Por lo
tanto L' (v4)* = L' (v4)* [38, Ch. 15 §72 Thm. 5].

Tomemos ahora ¢ € L'(v)*. Entonces ¢, : L'(vy) — K definida por o (h) =
¢(hxa.), ¥ h € L' (vy) es un funcional lineal acotado. Luego, existe g,, € L(vq)* tal
que

palh) = [ goihdal, ¥ he L)
Qq

Sea g, la extensién canénica de gy, . Entonces g, € L' (v)*.
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Ahora definamos g := Z Jo- Puesto que {Q4 }aea es una coleccién disjunta, resulta
acA
que g estd bien definida. Verifiquemos que g € LY(R'"). Sea C' C K abierto y B € R.
Entonces
g (C)nB=]J@."(C)nB),
aEA

como g, (C)N B € R, para cada a € A, a) de la definicién 4.3.11 implica que g=1(C) N
B e R, asf g71(C) N B € R. Por lo tanto g~ (C) € R*.

Resta probar que p(f) = [, gfd|A[,V f € L'(v). Para esto hagamos antes la siguiente
observacion.

Consideremos B € R, entonces I := {a € A : A(BN Q) > 0} es un conjunto a lo

més numerable. Definamos Z := U BNy v Zy = 2Ny Asi Z, =0,V a el
aceA\I

Y Zoa = BNQy, Va e A\ I Por lo tanto Z, € R, para cada a € A. Fijemos

x* € X*. Entonces |(v,2*)|(Zy) =0,V a € A. Por b) en la definicién 4.3.11, resulta que

Z es |(v, x*)|-nulo. Se sigue que Z € Ny(v). Por lo tanto B = U (BN Q) U Ny, donde

acl
No:=ZU(BNN) € Ny(v). )

[o¢]

Ahora fijemos f € L'(v). Entonces A :=sopf = U B, UN’ donde {B,} C R y
n=1

N’ € Ny(v). Por la observacién hecha antes podemos suponer que para cada B,, existe

oo
an € A tal que B, € R,,,. Luego, f = Z [XQa, ,» A-c.t.p. Puesto que L'(v) es o-orden
n=1
continuo resulta que la serie converge en L!(v). De la linealidad y la continuidad de ¢ se
sigue

o(f) = D (X)) =D Pan(fan)
n=1 n=1

= Y[ gntdN = [ g0 sdN = [ gfdir. @
n=1 Qanp, Qn:l Q

M. A. Juan probé que si E es un reticulo de Banach real o-orden continuo, entonces es
reticularmente isométrico a un espacio de funciones integrables respecto de una medida
vectorial v : R — E que es R-descomponible [22, Thm. 4.1.5]. Asi del teorema anterior
se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.4.2 Si FE es un reticulo de Banach o-orden continuo, entonces existen una
medida vectorial R-descomponible v : R — E y una isometrfa reticular de L*(v)* sobre
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E*. Més precisamente si T es la isometrfa reticular de E sobre L'(v), A : R — [0, o]
una medida de Brooks-Dinculeanu para v y ¢ € E*, entonces existe g € L'(v)* tal que

o(f) = /Q (TFlad. ¥ f € E.

Demostracion. Basta con verificar que se sigue cumpliendo el resultado antes mencio-
nado en el caso complejo. Como E es un reticulo de Banach o-orden continuo, entonces
ER también es un reticulo de Banach o-orden continuo. Asi existen una medida vectorial
R-descomponible 7 : R — Eg y una isometrfa reticular sobreyectiva S : L'(v) — Eg.
Definamos entonces v : R — E, como

v(B) = #(B), V B € R.

Se sigue que v es una medida vectorial R-descomponible y que L'(v)g = L'(¥). Sea
T : L'(v) — E la extensién candnica de S, resulta que 7 es una isometria reticular
suprayectiva [34, Lemma 3.8]. B

Otro caso en el que se cumple que la isometria R : L'(v)* — L'(v)* es suprayectiva
es cuando L!(v) es reflexivo. Para establecer este resultado es necesario probar antes el
siguiente lema.

Lema 4.4.3 Si B € R y z* € X*, entonces existe 9B+ € LY (v)* tal que

/gB,x*fdm :/ fdl{v,z*)|, vV f € L'(v).
Q B
Ademas si (v, 2*)|(B) > 0, entonces 0 < [|g.o+|[,x < 1.

Demostracién. Sean B € R y z* € X*. Entonces |(v,2*)|(B) < co. Denotemos, respec-
tivamente, por |(v,z*)|p y por |\|p las restricciones de |(v,z*)| y de |A| a la o-dlgebra
RBp.

Ya que No(Ag) C No(|(v, 2*)| B), por el teorema de Radon-Nikodym [35, p. 121] existe
k € L*(|\|g) tal que d|(v,z*)|p = kd|\|p. Sea f € L'(v), entonces la restriccién de f a
B, fz € LY(|(v,2*)|B). Sea gp o+ := kP la extensién canénica de K. Luego,

/QQB,x*fd’M:/kaBd])\]B:/BdeHV,a:*HBZ/de|<l/,a:*>]. (4.4.1)

Puesto que f € L'(|(v,z*)|) se sigue que gp .+ € L*(v)*. Ahora

/Q 950 fdIA] = /B Fold|(v, 2|5 < /Q Al )] < (1]l

Finalmente si |(v, z*)|(B) > 0, entonces gp 4+ # 0. Luego, 0 < ||gp 2+, x <1. R
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Proposicién 4.4.4 Si el espacio L!(v) es reflexivo, entonces la isometria canénica
R: L'(v)* — L'(v)* es suprayectiva.

Demostracién. Como L'(v)* es un espacio de Banach, entonces R : L'(v)* — L'(v)*
es una isometria reticular. Luego, R(L'(v)*) es un subespacio cerrado de L!(v)*. Para
establecer que R es suprayectiva probaremos que R(L'(v)*) es denso. Ya que L!(v) es
reflexivo bastard verificar que R(L!(v)*) separa puntos de L!(v).

Sea 0 # f € L'(v) y tomemos B € R tal que A(B) > 0y fxp # 0. Luego,

existe z* € Bx~ tal que [ fd|(v,z*)| # 0. Teniendo presente el lema anterior elijamos
B

/Q gfd|| = /B Fl(v, 2.

Por lo tanto ¢4(f) = /ngd|/\| #0. 1

g:=gpa € L'(v)* tal que

Observacion 4.4.5 E. Jiménez Fernandez, M. A. Juan y E. A. Sdnchez-Pérez estable-
cieron una representacién de L!(v)* en [21, p. 4]. La proposicién 4.4.1 y la proposicién
anterior muestran que el espacio L'(v)* también se puede representar como el espacio
asociado de L'(v) cuando v es R-descomponible y cuando L!(v) es reflexivo.






Capitulo 5

Medidas vectoriales con densidad
vectorial F

Dada una medida vectorial v, en el capitulo 2 hemos trabajado con medidas vecto-
riales con densidad f, donde f es una medida localmente v-integrable. En el presente
capitulo estudiaremos de nuevo medidas con densidad F', pero ahora se considerara una
funcién vectorial F' que serd, segun sea el caso, localmente Pettis integrable o local-
mente Bochner integrable. El objetivo es generalizar los resultados correspondientes al
considerar funciones Pettis o Bochner integrables, establecidos por G. F. Stefansson en
[37].

5.1. F Pettis integrable

5.1.1. Integral de Dunford y de Pettis

En esta seccion recordaremos los conceptos y resultados basicos sobre p-medibilidad e
integracién de Dunford y de Pettis de funciones vectoriales; en el caso en que se considera
una medida finita estos resultados se pueden encontrar en [16, Chap. II] y [37]. Las prue-
bas son analogas cuando se considera una medida positiva arbitraria, ain asi incluimos
algunas de ellas para que el trabajo sea autocontenido.

Sean (€2, ¥, 1) un espacio de medida positiva y X un espacio de Banach. Consideremos
una funcién F' : @ — X y denotemos por ||F|x a la composicién de F' con la norma
definida en X. Asi ||F||x es una funcién real. Asimismo, para cada z* € X*, la funcién
escalar (F,z*) : Q — K esta dada por

(F,x*)(t) := (F(t),z%), Vt €.
Definicion 5.1.1 Sea S : Q — X una funcién.

71
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a) La funcién S es una funcidn simple, si toma un ntimero finito de valores y, para cada
r € X, S71(x) € X. Al conjunto de estas funciones lo denotaremos por S(3, X).

b) La funcién S es una funcion escalonada, si S es simple y ademds p(sopS) < oc.
Denotamos por St(u, X) al conjunto de estas funciones.

Sea S € S(X,X). Si{x1,za,...,2,} C X es el conjunto de valores distintos que toma
Sy A; = S‘l(xj), j=1,...,n, entonces S se puede representar como

S=> xa,z;. (5.1.1)
j=1

A esta representacion la llamaremos la representacion canonica de S.

Notemos que cuando X = K entonces S(X, X) = S(X). Asimismo observemos que si
p es una medida finita, entonces St(u, X) = S(2, X).

Definicion 5.1.2 Sea F': ) — X una funcion.

a) La funcién F es fuertemente p-medible, si existe una sucesion {S,} C St(u, X) tal
que S, — f, p-c.t.p.

b) La funcién F es escalarmente p-medible, si para cada x* € X*, la funcién (F, z*)
es fuertemente p-medible.

Notemos que si S € St(u, X), entonces S es fuertemente pu-medible. Ademads si F' es
fuertemente p-medible, entonces F' es escalarmente p-medible.

Al conjunto de funciones escalarmente p-medibles lo denotaremos por W L(u,X).
Asi W L(u, X) es un espacio vectorial.

Lema 5.1.3 Sean F': Q — X una funcién y g : 2 — K una funcién medible.
i) Si F es fuertemente p-medible, entonces gF' es fuertemente p-medible.
ii) Si F' es escalarmente p-medible, entonces gF' es escalarmente p-medible.

Demostracién. i) Notemos primero que si ¢ € S(X) y S € St(u, X), se sigue que
©S € St(u, X). Supongamos que F es fuertemente p-medible. Tomemos {p,} C S(X)
y {Sp} C St(u,X) tales que ¢, — gy S, — F, p-c.t.p. Entonces ¢,S, € St(u,X),
VneNyp,S, = gF, u-c.t.p. Por lo tanto gF es fuertemente pu-medible.

ii) Si F es escalarmente p-medible, entonces, para cada z* € X*, la funcién (F(-),z*) es
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fuertemente p-medible. Aplicando i) obtenemos que (gF,z*) = g(F,z*) es fuertemente
p-medible, V z* € X*. l

Consideremos dos funciones escalarmente p-medibles F,G : @ — X. Diremos que
F = G escalarmente p-c.t.p. si

/ [(F —G,z*)|du =0, V2" € X*.
Q

Notemos que F' = G escalarmente u-c.t.p. si, y sélo si, (F,z*) = (G, z*), p-c.t.p., para
cada x* € X*.

Denotamos por W L%(u, X) al conjunto de clases de equivalencia de las funciones
escalarmente p-medibles que se obtiene al identificar dos funciones cuando son iguales
escalarmente p-c.t.p.

Definicion 5.1.4 Sea F': ) — X una funcién escalarmente p-medible.
a) Diremos que F es Dunford integrable si (F,z*) € L'(u), para cada x* € X*.

b) Decimos que F' es Peltis integrable si F' es Dunford integrable y, para cada A € ¥,
existe x4 € X tal que

/(F,x*)du = (za,2"), Vo' e X
A

El vector x 4 es unico y se le llama la integral de Pettis de F' sobre A; lo denotaremos
por P— / Fdu.
A

Representaremos por D(y, X) al subconjunto de W L%(u, X) que consta de las fun-
ciones que son Dunford integrables. Asimismo denotamos por P(u, X) al subconjunto de
D(p, X) formado por las funciones Pettis integrables.

Fijemos F' € D(u, X). Definamos T : X* — L'(11) como
T(z*):= (F,z%), Vz* € X*.

Claramente T es lineal. Usando el teorema de la grafica cerrada [19, Tma. 4.2.2], veremos
que es continua. Asi, sean {z}} C X* y 2* € X* tales que =} — z*. Supongamos que
existe ¢ € L'(p) tal que Tz — g en L'(u). Teniendo presente la proposicién 1.2.4
tomemos una subsucesion {z;, } C {z},} tal que (F,z}, ) =Tz}, — g p-c.t.p.
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Por otra parte (F'(t),z}) — (F(t),z*), V t € Q. Luego, T'(z*) = (F(t),z*) = g,
p-c.t.p. Por el teorema de la gréafica cerrada obtenemos que 1" es acotado. Por lo tanto

/QKF, ) dp = 1T prgy < T 2" x-

Luego,
sup /\(F,x*)]d,u,< 0.
Q

CC*EBX*

Una vez establecida la desigualdad anterior la prueba del siguiente teorema es directa
de la definicién.

Teorema 5.1.5 El conjunto D(u,X) es un espacio vectorial y la funcién
| Ip : D(p, X) — [0, 00) definida como

IFllo = sup /Q (F,a*)|du, ¥ F € D(, X)

CE*GBx*
es una norma. Ademés P(u, X) es un subespacio de D(u, X). A la restriccién de || - ||p al
subespacio P(u, X) la denotaremos por || - ||p.

Dada una funcién F' € P(p, X), definimos g : ¥ — X por

p(A) = IP—/ Fdp, ¥ A €. (5.1.2)
A

El siguiente resultado es bien conocido en el caso de una medida finita [16, Thm.
I1.3.5]. En general, se puede probar de manera semejante, a partir del teorema de Orlicz-
Pettis [16, Cor. 1.4.4].

Teorema 5.1.6 La funcién g definida en (5.1.2) es una medida vectorial.

5.1.2. La medida vg

Consideremos ahora un d-anillo R de subconjuntos de €2 y una medida positiva A :
R — [0,00]. Tomando ¥ = R el teorema anterior nos indica que si F' € P(|)\[, X),
entonces Vg es una medida vectorial. De forma similar al desarrollo en el capitulo 2, ahora
extenderemos el resultado anterior al considerar funciones localmente Pettis integrables.
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Definicién 5.1.7 Una funcién escalarmente |A|-medible F' : @ — X es localmente
Pettis integrable, si xpF € P(|\|, X), para cada B € R.

Denotamos por Pj,.(A, X) a la coleccién de clases de equivalencia de funciones local-
mente Pettis integrables, que obtenemos cuando identificamos dos funciones si son igua-
les escalarmente |A|-c.t.p. Observemos que Py,.(A, X) es un espacio vectorial. Ademas se
cumple

P(|A], X) C Proe(A, X).

Dada una funcién F' € Py,.(), X) , ademés de extender el teorema 5.1.6, en el siguiente
resultado proporcionamos una representacién de la semivariacién de la medida vectorial
vp.

Corolario 5.1.8 Sea F' € Pj,.(A\, X). Entonces la funcién vp : R — X definida como

vr(B) = IP’—/ Fd|\|, (5.1.3)
B
es una medida vectorial tal que
el (A) = sup / (F,2)d]\], ¥ A € R, (5.1.4)
ZE*GBx* A

Demostracién. Probemos primero que vz es una medida vectorial. Sea {B,} C R una

o0
coleccién disjunta tal que B := U B, € R. Ya que Fxp € P(|]\], X), del teorema 5.1.6

n=1
se sigue

ve(B) = IP’—/ Fd\)\\_}P’—/ Fxsd)\
B B
= ZP—/ FXBd])\]—ZIP—/ Fd|\ = vp(B).
n=1 Bn n=1 Bn n=1

Fijemos ahora z* € X*. Entonces (F,z*) € L} (\). Del teorema 1.3.16 se sigue que

loc
])\]< Fz+) - R = K es una medida escalar cuya variacion estd dada por

el (4) = [ 1B A, ¥ A € R
Por otro lado observemos que la medida escalar (vp,2*) : R — K tiene la forma

(vp,z*)(B) = <IP’—/BFd|)\|,:c*> - /B<F,x*)d\)\] — Ay (B), VBER.  (5.1.5)
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Por lo tanto

[(vr, 27)|(A) = /A [(F %) |d[ Al (5.1.6)
De aqui obtenemos (5.1.4). B

A partir de (5.1.4) observemos que si A € Ny(|A]), entonces ||vp|[(B) =0,V B € Ra.
Asi
No(|A]) € No(vr).

También de (5.1.4), notemos que
lvrll(B) = lIxsF e,V B € R.

Luego, de la definicién de integrabilidad de Dunford se obtiene el siguiente resultado:

Corolario 5.1.9 Sea F' € Pj,.(\, X). Entonces F € D(|A], X) si, y s6lo si, vp es de
semivariacién acotada. En este caso,

lvrll(A) = [ xaF|p, ¥V A € Rl

En particular si F' € P(|\|, X), entonces ||vp|[(A) = || xaF|lp, ¥V A € Rc.

5.1.3. El espacio L'(vp)
Dada F € WL(u,X), del lema 5.1.3 ii) obtenemos que gF € WL(u,X), V g €

LO(R!*). Nos interesa estudiar el operador Mp, que a una funcién g le asigna la funcién
gF, definido en varios espacios. Empezamos estableciendo que esté bien definido cuando
Mp : L°(vp) — WL (u, X).

Lema 5.1.10 Sean F € Py,.()\, X), {gn} C LO(R!®) y g,h € LY(R!*). Se cumple lo
siguiente

i) Si g = h, vp-c.t.p., entonces gF = hF', escalarmente |A|-c.t.p.
ii) Sig, — g, vp-c.t.p., entonces (g, F,x*) — (¢F,z*), |\|-c.t.p., V =" € X*.

Demostracién. i) Notemos primero que si N € Ny(vp), de (5.1.4) se sigue que xyF = 0,
escalarmente |\|-c.t.p. Elijamos N € ANy(vr) tal que g(t) = h(t), V t € N°. Entonces
gxneF' = hxneF; ademéas como xynyF = 0 escalarmente |A|-c.t.p., se sigue que gynyF =
hxnF = 0, escalarmente |A|-c.t.p. Por lo tanto gF = hF, escalarmente |\|-c.t.p.
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ii) Supongamos ahora que g¢,(t) — ¢(t), V¢t € N¢ donde N € Ny(vp). Entonces
gnXNeF = gxneF y gnXNF = gxnF = 0, escalarmente |A|-c.t.p. Luego, para cada
¥ e X,

(gnxneF, ") = (gxneF,2%) y (gaxnF.2") = (gxnF,z") = 0, [Al-c.t.p.
Concluimos que (g, F,z*) — (gF,z*), |A\]-c.t.p.,, Vz* € X*. 1
El lema anterior nos indica que el operador My : L°(vp) — W L"(u, X) dado por
Mrp(g) := gF, (5.1.7)

estd bien definido. Ademds claramente este operador es lineal.

El resultado que viene a continuacién fue establecido por G. F. Stefansson en el caso
en que F € P(u,X) y p es una medida finita positiva definida en una o-élgebra [37,
Prop. 8 b)].

Proposicién 5.1.11 Sean F € Py,.(\, X) y g € L°(R"*). Entonces:

i) g € LL(vp) si, y solo si, gF € D(|A|, X). Ademés la restriccién a L. (vr) del
operador My definido en (5.1.7) es una isometrfa lineal entre L. (vr) y D(|A], X).

ii) g € LY(vp) si, y s6lo si, gF € P(|A\[, X). Ademis Mp : L*(vp) — P(|)\], X),
la restricciéon del operador definido en (5.1.7), es una isometria lineal tal que
IVF = IP o) MF.

n
Demostracién. Fijemos z* € X*. Sea s = ZanAJ' € S(R'*). De (5.1.6) obtenemos
j=1

n

> lajll(ve, 2*)[(4;) = ;Iajl /Aj [{E ") [d|A]

J=1

— / S Jaglxa, [(F, 2%} d]A] = / [(sF, )| dIA-
Q= Q

/ |s|d|(vr, z")]|
Q
(5.1.8)

Por lo tanto s € L} (vr) si, y sélo si, sF € D(|\|, X).

Procediendo similarmente, de (5.1.5) se sigue que

/Qsd<yF,x*> :/Q<3F,x*)d\)\]. (5.1.9)
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Ahora tomemos g € LO(vp)t v {s,} C S(RY) tal que 0 < s, 1 g, vp-c.t.p. Del
lema 5.1.10 obtenemos que (s, F,x*) — (gF,x*), |A|-c.t.p. Luego, |(sp, F,z*)| 1 [(gF, z*)|,
|A|-c.t.p. Por el teorema de la convergencia monétona y (5.1.8) resulta que

[ apndn = i [ (s FatldN = i [ sadltvea) = [ lgldlve,a).
(5.1.10)
Esto nos indica que g € Ll (vr) si, y sélo si, gF € D(|A], X).

Por el teorema de la convergencia dominada y (5.1.5)

/(gF,a:*>d|/\| = lim /(snF,x*>d|)\| = lim [ s,d(vp,z") :/gd<up,x*>.

n—o0 Q

De aqui se sigue que g € L'(vp) si, y sdlo si, gF € P(|A\|, X) y

/gduF:P—/ gFd|\|. (5.1.11)
Q Q

Como los conjuntos involucrados son espacios vectoriales y cada g € L°(vp) es com-
binacién lineal de funciones no negativas, obtenemos la primera afirmacion en i) y ii).

Finalmente sea g € L. (vr), ya que |g| > 0 obtenemos la igualdad (5.1.10) con una
sucesién {s,} C S(R!*°) tal que 0 < s, 1 |g|, vr-c.t.p. Al tomar el supremo sobre
x* € By- resulta que |g/l,, = ||gF|p. Esto es, la restricién de Mp al espacio Ll (vr)
es una isometrfa. Ya que L'(vg) y P(]A], X) son subespacios de Ll (vr) y D(|\|, X),
respectivamente, concluimos que My restringida a L'(vp) tambien es una isometria.
Ademas, de (5.1.11) se sigue que I, = Ipo Mr. R

Corolario 5.1.12 Sea F': 2 — X una funcién escalarmente p-medible. Entonces F' €
P(|\[, X) si, y sblo si, F' € Pie(A, X) y vp es fuertemente aditiva.

Demostracién. Sea F' € P(|\], X) y tomemos la medida 7r : R — X definida en
(5.1.2). Puesto que R!°® es una o-dlgebra, resulta que 7 es fuertemente aditiva. Como
vr es la restricicién de U a R, entonces sigue siendo fuertemente aditiva.

Supongamos ahora que F' € Pj,.(A\, X) y que vp es fuertemente aditiva. De 1.4.16 se
sigue que xq € L'(vr). Asi, por el teorema anterior F = yoF € P(|A\[, X). &

Corolario 5.1.13 Sea F' € Pj,.()\, X). Si X no contiene una copia de ¢y y v es acotada,
entonces F' € P(|A], X).

Demostracion. Puesto que X no contiene una copia de ¢y y vr es acotada resulta que
vr es fuertemente aditiva [15, p. 36]. Asi por el corolario anterior F' € P(|A[, X). B
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5.2. F Bochner integrable

5.2.1. Integral de Bochner

En esta seccién trabajaremos con funciones Bochner integrables; veremos ademas
cdmo estas funciones se relacionan con las funciones Pettis integrables. Haremos primero
un repaso de los conceptos y resultados que necesitaremos (en [25, Chap. 11] se desarrolla
la teoria para un espacio de medida positiva arbitrario y en [16, Chap. II] en el caso de
una medida positiva finita).

Consideremos de nuevo un espacio de medida positiva (2, X, ) y un espacio de Ba-
nach X. Dada S € St(u, X), consideremos su representacién canénica S = 2?21 XA; T
Definimos entonces

IB%—/ Sdp = Z/J,(Aj)ﬂ?j eX (5.2.1)
Q =
donde co - 0x = 0x.

Por otra parte, para S € S(X, X), definimos la funcién

1]l = / 1Sl xdu,
Q

la cual resulta ser una seminorma en St(%, X).

Definicion 5.2.1 Una funcién F':  — X es Bochner integrable, si existe una sucesién
{Sn} C St(u, X) que es de Cauchy bajo la seminorma | - |1 y Sp — F, p-c.t.p. En este
caso definimos su integral de Bochner como

IB%—/ Fdy = lim IBB—/Snd,u.
0 n—oo 0

A la coleccién de clases de equivalencia que se obtiene al identificar funciones Bochner
integrables que son iguales pu-c.t.p., la denotamos por B(u, X).

Notemos que
1. St(%,X) C B(p, X).
2. Si FeB(p,X)y G=F, p-c.t.p., entonces G € B(p, X).

3. Si F € B(u, X), entonces F' es fuertemente p-medible.

Los siguientes resultados son bésicos en la teoria de la integral de Bochner.
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Teorema 5.2.2 Sea F' :  — X una funcién fuertemente p-medible. Entonces F' €
B(u, X) si, y sélo si, ||F||x € L'(u). En este caso

HIB%—/ quH s/ 1P|l xdi. (5.2.2)
Q X Q

Teorema 5.2.3 B(u, X) es un espacio de Banach con la norma dada por
Pl = [ [Fllxdu, ¥ F € L. ).
Ademés B(, X) C P(1, X), con |[Flls < |F|l y

IB%—/ Fd)\ = ]P’—/ Fd\, ¥ F € B(g, X). (5.2.3)
A A

Teorema 5.2.4 (de convergencia dominada) Sean F' : Q@ — X y {F,} C B(u, X). Si
F, — F, p-ct.p. y existe g € L'(p) tal que ||F,|x < g, p-c.t.p., V n € N, entonces
F e B(u,X) y {F,} converge a F' en la norma || - |;.

Corolario 5.2.5 Sea F' € B(u, X). La funcién vp : ¥ — X definida como
vp(A) = ]B%—/ Fdu, vV AeX. (5.2.4)
A

es una medida vectorial de variacién acotada y

lvp|(A) :/ |F||xd|A, V AeX. (5.2.5)
A

5.2.2. La medida vp

Sea R un J-anillo de subconjuntos de 2 y A : R — [0,00] una medida positiva.
Consideremos nuevamente ¥ = R!°° y u = |A|. A continuacién estableceremos una
versién andloga del resultado anterior bajo este contexto y considerando una funcién
localmente Bochner integrable. Asimismo, como lo hicimos para las funciones localmente
Pettis integrables, estudiaremos su espacio de funciones integrables correspondiente.
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Definiciéon 5.2.6 Una funcién F' : Q@ — X es localmente Bochner integrable, si xpF €
B(|Al, X) para cada B € R.

Denotamos por Bj,.(\, X) a la coleccién de clases de equivalencia de funciones local-
mente Bochner integrables al ser identificadas |A|-c.t.p. Igual que para Py,.(), X), resulta
que Bjoe(A, X) es un espacio vectorial. Ademéds se cumple

B(p\‘,X) C Bloc()\,X) C Ploc()\yX)-

Enseguida presentamos un ejemplo sencillo que nos muestra que las contenciones
P(|A, X) C Pioc(X, X) y B(|A|, X) C Bioe(A, X) pueden ser propias.

Ejemplo 5.2.7 Fijemos f € L} (\)y x € X. Definimos entonces F : Q — X como

loc
F(t) == f(t)z. (5.2.6)

Veamos que xgF € B(|A|, X), V B € R. De (2.1.1) obtenemos que f € L°(R"). Tome-
mos {s,} C S(R°) tal que s, — fy |su] < |f], ¥V n € N. Fijemos B € R. Para cada
n € N definamos Sy, : © — X como S, (t) := s,(t)xszr. Ya que fxp € L*(|\|), entonces
snxB € LY(|A]). Luego, S, € St(|A|, X); ademas S, (t) — xsF(t), V t € Q. Por lo tanto
Fxp es fuertemente |\|-medible. Observemos también que

[ s = [ isitetsan = ([ i) pels (5.2.7)

Teniendo presente el teorema 5.2.2, esto nos indica que F'xp € B(|\|, X). De la arbitra-
riedad de B € R, resulta que F' € Bj,.(A, X) C Proe(A, X).

Notemos que F € B(|A|, X) si, y sélo si, f € L'(|)\]).

Proposicién 5.2.8 Si F' € By,.()\, X), entonces su medida asociada v estd dada por
vp(B) = IBB—/ Fd|)\|, V B eR.
B
Ademas la variacién de vg satisface

wel(A) :/ IFxdAl, ¥ A € R (5.2.8)
A
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Demostracién. De (5.2.3) se sigue la primera afirmacion.

Ahora si B € R, notemos que
vp(BNA) =1y ,r(A), V A c R

Asi, como xpF € B(|A], X), del corolario 5.2.5 se sigue que

vrl(B) = vy rl(B) = /B 1Pl xd]

. Luego, teniendo presente la proposicién 1.3.15

Wel(4) = sup vrl(B) = sup / |F)lxdlA = / |FllxdAl, ¥ A€ R, m
BERA JB A

BER4

Del teorema 5.2.2 y de (5.2.8) obtenemos:

Corolario 5.2.9 Sea F' : Q@ — X una funcién fuertemente |A|-medible. Entonces
F e B(|A], X) si, y s6lo si, F' € Bioe(A, X) vy vr es de variacién acotada.

5.2.3. El espacio L'(vr)

Por el teorema 1.4.14 sabemos que L'(|vp|) C L'(vp); asi podemos restringir el
operador My definido en (5.1.7) y el operador integral I, a este subespacio vectorial.
El siguiente resultado nos proporciona la relaciéon entre estos operadores cuando
F € Bjye()\, X). Asimismo veremos que también en este caso el espacio L'(|vr|) se puede
identificar con un subespacio de B(|A[, X).

Proposicién 5.2.10 Sean F € Bj,.(\, X) y g € L°(Jvp|). Entonces g € L(|vr|) si, v
s6lo si, gF € B(|A|, X). Ademéds M : L*(Jvp|) — B(JA|, X) es una isometria lineal tal
que I, (9) = Ip o Mp(g), ¥ g € L' (|vpl).

Demostraciéon. Hemos visto que Mg es un operador lineal, veremos que al restringirlo
a L'(Jvp|) su imagen es un subconjunto de B(|A|, X). Observemos primero que si
N € No(vp), entonces xyEF = 0 |\|-c.t.p. Procediendo andlogamente al lema 5.1.10
obtenemos que

si g = h vp-c.t.p., entonces gF' = hF' |A|-c.t.p.

Asf la restriccién de Mg : L' (|vgr|) — B(|A|, X) estd bien definida.
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Por otra parte, puesto que las normas en L!(|vr|) y en B(|A|, X) son distintas a las
normas de L!(vr) y de P(|A|, X) respectivamente, necesitamos establecer que bajo estas
normas MFr es también una isometria.

n

Ademés para cada s € S(R!°¢) con representacién canénica s = Z ajxa; se cumple

j=1

[istdoel = [ 3 laglvel(4) = S losl [ IF L)
Q Q53 =1 A;
= [ Y lasbea, IFlxaN = [ sF AL
Qi Q

Luego, s € L'(|vr|) si, y sélo si, sF € B(|A|, X). Consideremos ahora g € L°(|vpg|).
Tomemos {s,} C S(R") tal que 0 < s, 1 |g|, vp-c.t.p. Entonces |5, F|lx T |gF]x,
|A|-c.t.p. Por lo que se ha probado y el teorema de la convergencia monétona

/ lgFllxdiAl = lim / lsnFllxdlAl = lim / suldjvr| = / gldlvel.
Q n—oo o n—oo Jo Q

Del corolario 5.2.5 obtenemos que gF € B(|\|, X) si, y sélo si g € LY(Jvp|). Ademas
19lljve) = g Fll1-

La igualdad entre los operadores integrales se sigue de la proposicién anterior y de la
proposicién 5.1.11. W

Ejemplo 5.2.11 Retomemos el ejemplo 5.2.7. Hemos visto que la funcién F' definida
en (5.2.6) es localmente Bochner integrable; estudiemos entonces la medida vp y sus
espacios de funciones integrables relacionados. Primero veamos que

vp(B) :IB%/ Fd|)\ = </ fd|)\|) x, VBeTR.
B B
Ahora tomemos A € R"¢, de (5.1.4) y (5.2.8)

lvr|[(A)

sup /A (F,z")dA| = sup /A Il 2 dIA

T*EBx* r*EBx*

() s teri=( f 17103 el

— | IFLxd] = o)
A
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Por lo tanto |vp| = |vp|.

Sea g € L'(vr), de la proposicion 5.1.11

/diyF _]P—/Qng])\] _ (/ngd\/\\> .,

ast gf € L'()\). Luego,

/Q lgFllxdIA| = /Q g flllzllxdlA] < oo. (5.2.9)

Ademads por el lema 5.1.3 i) gF es fuertemente |\|-medible. Del teorema 5.2.2, se sigue
que gF € B(|\|, X) y por la proposicién 5.2.10, g € L*(Jvr|). Concluimos que L' (|vg|) =
LY(vr). Ya que L'(Jvp|) es o-orden continuo y tiene la propiedad o-Fatou, resulta que
L(vg) también. Luego, L'(|vp|) = LY (vp) = LY (vr) [9, Prop. 5.4].

Fijemos zy € X tal que [|zg||x = 1. De (5.2.9) resulta que la correspondencia que a
cada f € L'(|)\]) le asigna fz¢, es una isometria lineal entre L1(|A|) y B(|A|, X). Si ahora
fijamos fo € Bri(y)), de nuevo por (5.2.9) se obtiene que la correspondencia = — fox
entre X y B(]\], X) es también una isometrfa lineal. Concluimos entonces que L*(|\]) y
X se identifican con subespacios de B(|\|, X).
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