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Introduccién

Un proceso de Lévy es un proceso estocdstico & = {&, : 1 > 0}, que tiene trayectorias
continuas por la derecha con limites por la izquierda y en donde los incrementos

511 ) 512 - étl?"') éln - éln,]a 0 S 51 S t2 S S tnv

son estacionarios e independientes. Por si sola, la definicién anterior no muestra qué tan
variada es la clase de los procesos de Lévy, sin embargo, su estrecha relacion con las
distribuciones infinitamente divisibles da una buena impresion de la enorme variedad de
procesos que realmente la forman.

El desarrollo de nuevas técnicas para el estudio de estos procesos durante la dltima
década, ha originado un renovado interés en varios de sus aspectos y propiedades, asi
como en sus aplicaciones, especialmente en matemadticas financieras con la modelacién
de fluctuaciones de mercado, y en fisica matematica. De particular utilidad para estos
propdsitos ha sido el estudio de algunos sus funcionales asociados, tales como el supremo
en algtn intervalo, el infimo, tiempos de primera pasada sobre un nivel fijo, etc.

Este trabajo tiene como objeto de estudio a los funcionales exponenciales de procesos
de Lévy, llamados asi ya que tienen la forma

t
5= / o ds, 1€ [0,00], o))
0

con & = {&: s >0} un proceso de Lévy. Originalmente, el estudio de estos funcionales
fue motivado durante la década de los 90’s, cuando la valuacién de opciones asiaticas era
un problema emergente y los esfuerzos se enfocaban principalmente en encontrar identi-
dades distribucionales explicitas en el caso particular de un movimiento browniano lineal
(ver [YorO1]). Actualmente su estudio se ha diversificado y los funcionales exponenciales
aparecen de manera natural en varios dmbitos de la teoria de procesos estocdsticos, por
ejemplo, en los procesos de ramificacion, procesos del tipo Ornstein-Uhlenbeck, o en el
estudio de procesos de Markov autosimilares, donde . es el primer tiempo de llegada a
cero para un proceso de Markov autosimilar positivo.

Particularmente, en algunas dreas como la teoria de extremos, un problema interesante
es conocer la probabilidad con la que un fendmeno aleatorio toma valores relativamen-
te grandes, es por ello que en el caso de los funcionales exponenciales, el estudio del
comportamiento asintético de la cola de distribucién

]P’(/we@ds>t>, t — oo, )
0
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X INTRODUCCION

resulta de gran interés e importancia. Sin embargo, obtener expresiones analiticas expli-
citas para la cola (2) es bastante dificil, por lo que en muchos casos tener aproximaciones
para su comportamiento en infinito, asi como estimaciones para el error cometido en tales
aproximaciones, resulta necesario.

Por la descomposicion de Lévy-Ito (teorema 1.8), es posible darse una idea de la gran
diversidad de trayectorias t — & que pueden tener diferentes procesos de Lévy y ya que
el funcional [;° ¢%ds se define con base en toda la trayectoria del proceso, es natural
pensar en la dificultad que involucra obtener expresiones explicitas o resultados generales
que determinen el comportamiento de la cola de distribucion (2). Por lo anterior, existen
estimaciones cuando se consideran casos especiales de procesos de Lévy, por ejemplo,
procesos que satisfacen la condicién de Cramér ([Mej02], [Riv05]); procesos que en el
tiempo uno, &;, satisfacen una condicién de sub exponencialidad ([MZ06]); o cuando el
proceso & es hipergeométrico ([KP13]).

Cuando el proceso de Lévy satisface la condicién de Cramér (definicién 1.27), Méjane
[Mej02] y Rivero [Riv05] demostraron que si el proceso de Lévy & es no aritmético, tiene
indice de Cramér 0 y E[éﬁ eeél] es finito, entonces, esta cola decrece al menos como una
funcién potencia de orden 6, es decir

IP(/ e‘gsds>t) ~Ct7 Y 1 oo, 3)
0

con C una constante estrictamente positiva (proposicién 3.2). Este trabajo de tesis preten-
de dar un panorama del problema de estimar la cola de distribucién (2) cuando se satisface
la condicién de Cramér, haciendo las siguientes dos contribuciones:

I. Se desarrolla en el capitulo 3 una demostracién alternativa del resultado de Méjane
y Rivero, que difiere de la original en el siguiente aspecto: la demostracion original
es una aplicacion directa de los resultados de Kesten [Kes73] y Goldie [Gol91] para
ecuaciones afines aleatorias (la cual se explica en la seccién 4.1), en contraparte, la
demostracién que se presenta en la seccidn 3.2 no apela a estos resultados. La idea
principal en la demostracién es ocupar la identidad

[ k(y)dy = /R k(te )Ug (dy), cs., @)

donde k es la densidad del funcional /'y Ug es la medida potencial del proceso de
un proceso de Lévy & que deriva a menos infinito (proposicién 3.1), para escribir a

la transformacion integral
te_l/]P’ (/ ¢ ds >t) dt
0

en forma de convolucién con una medida de renovacién. Esto permite, a su vez,
utilizar en la transformacion integral anterior, algunos resultados de la teoria de re-
novacién de manera més clara y directa que en los argumentos originales de Kesten
y Goldie. Cabe resaltar que la identidad 4 es una generalizacién de la proposicién
2.3 de [PRvS13].

11. En el resultado original, Méjane y Rivero proporcionan una estimacién de la cola
de distribucién derecha de I.. pero no se hace una andlisis del error cometido en
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la aproximacion (3). El objetivo del capitulo 4 es estudiar este problema. Primero,
ya que el teorema 3.2 de [Gol91] proporciona estimaciones que pueden ser direc-
tamente utilizadas para cuantificar este error, se enuncia una primera estimacién de
este error enunciada en la seccion 4.1; luego, en la seccién 4.2 se establece una
segunda estimacion utilizando otro resultado establecido por D. Buraczewski, E.
Damek y T. Przebinda en su articulo atin no publicado On the rate of convergence
in the Kesten renewal theorem (2014) que también estudia la velocidad de con-
vergencia de la cola de distribucién derecha para soluciones de ecuaciones afines
aleatorias. Finalmente, en la seccién 4.3 y usando las expresiones que se obtuvie-
ron en la demostracién principal del capitulo 3, se establece una dltima estimacién
via la descomposicién de Stone para medidas de renovacion y algunos lemas de la
teoria tauberiana.

La estructura de la tesis es como sigue. En el capitulo 1 se introducen los conceptos de
proceso de Lévy y sus funcionales exponenciales asociados, asi como aquellas propieda-
des basicas que son necesarias para continuar con el trabajo de los tres capitulos restantes.
Ademds, se describen varios ejemplos del tipo de procesos de Lévy que se consideran en
este trabajo, como por ejemplo los procesos espectralmente negativos, los estables tem-
perados generalizados y los procesos hipergeométricos. Cabe sefialar que a diferencia
de las dos primeras secciones del capitulo, en donde los lemas y proposiciones pueden
encontrarse en literatura estandar como [Kyp06] o [Sat99], la mayoria de los lemas en el
resto del capitulo son resultado del trabajo de investigacion personal y bisqueda realizado
durante la elaboracién de la tesis.

El capitulo 2 estd dividido en dos partes, la primera abarca de la seccién 2.1 a la
2.3.2 y el objetivo ahi es presentar sin demostracion algunos resultados de la teoria de
renovacion en el caso real para caminatas aleatorias. Los teoremas de Blackwell y clave
de renovacién se enuncian para el caso de distribuciones que no necesariamente tienen
soporte en el conjunto [0,0) y se introduce la descomposicién de Stone para medidas
de renovacidn asociadas a distribuciones “spread-out”, esto ultimo es de gran utilidad
en el capitulo 4. Nuevamente, es dificil encontrar en los textos basicos de la materia, la
presentacion del material anterior con la generalidad necesaria para su aplicacién en los
capitulos 3 y 4, es por esto que se procedid a una busqueda bibliografica exhaustiva de
estos resultados, concluyendo ésta con el descubrimiento de una excelente referencia que
desarrolla todos los resultados anteriores y muchos mds, en el caso mas general posible.
Se trata del libro atin no publicado Renewal, recurrence and regeneration por G. Alsmeyer
(ver [Als]).

En la segunda parte del capitulo 2, se introduce el concepto de medida potencial de
un proceso de Lévy y se construye el puente entre la teoria de renovacion desarrollada en
la primera parte del capitulo y los dos capitulos finales.

El capitulo 3 contiene la demostracion alternativa que se explicé en el inciso I arriba.
Ademis, en la primera seccién se generaliza la proposicién 2.3 de [PRvS13], esta pro-
posicion afirma que la densidad del funcional exponencial . satisface cierta ecuacién
integral en términos de la medida potencial del proceso de Lévy &, donde & es el negativo
de un subordinador. Aqui se presenta el resultado andlogo pero generalizado a procesos de
Lévy & que derivan a menos infinito, es decir, que satisfacen la condicién lim, ., & = —o
(proposicién 3.2). También se describen algunas consecuencias de esta generalizacion.

El capitulo 4 tiene como finalidad desarrollar lo comentado en el inciso 1I. Especi-
ficamente, contiene todos los avances y resultados que se obtuvieron al respecto de la
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velocidad de convergencia en la aproximacién (3). Si bien los resultados presentados se
consideran interesantes, ain se requiere trabajo de investigacion para refinarlos, lo cual
se hard posteriormente a la tesis como parte de un proyecto de investigacién. Lo anterior
con la finalidad de redactar un articulo con los resultados obtenidos.

Finalmente, existe un tnico apéndice de cardcter técnico y que se usa exclusivamente
como referencia. Al final de cada capitulo se incluyeron algunas notas que enriquecen en
diversos aspectos la informacién presentada en esta introduccién y en los capitulos, por
ejemplo, se compara el material encontrado en las distintas referencias bibliograficas y se
orienta hacia una lectura mas profunda sobre algunos aspectos presentados.



CAPITULO 1

Procesos de Lévy y funcionales exponenciales

Este capitulo estd destinado principalmente a desarrollar aquellas propiedades de los
procesos de Lévy que se utilizan en los capitulos 3 y 4, ademas, en la dltima seccién
se introduce uno de los conceptos principales de este trabajo que son los funcionales
exponenciales de procesos de Lévy.

1.1. Propiedades basicas de los procesos de Lévy

Definicion 1.1. Un proceso estocdstico & = {& : t > 0} definido en un espacio de
probabilidad (Q,.%,P) es un proceso de Lévy con valores en R, si posee las si-
guientes propiedades:

L. Las trayectorias de & son cadlag (continuas por la derecha con limites por la
izquierda) c.s., es decir

PloeQ:t— &(w) escadlag })=1.

II. Para cualesquiera 0 < s <t, & — & es igual en distribucién a & _;.

L Para cualesquiera 0 < s <1, & — & es independiente de {&, : u < s}.

Una primera consecuencia de la definicién es que si & es un proceso de Lévy necesa-
. . D
riamente se cumple &y = 0 c.s. pues la propiedad Il con s = ¢ afirma que & — & = &, por
D
lo tanto &y = 0y entonces &y = 0, c.s.

Por otro lado, es importante mencionar que en algunas ocasiones, para facilitar la
notacién es conveniente pensar que la medida de probabilidad P de la definicion 1.1 es
de hecho la distribucion del proceso &, formalmente esto quiere decir que se considera a
Q como el espacio canénico D = D([0,00),R) de las funciones cadlag con dominio [0, o)

1



2 1. PROCESOS DE LEVY Y FUNCIONALES EXPONENCIALES

y codominio R, las funciones & (®) = w(r) para todo @ € D, ¢ > 0, son las funciones
coordenadas y .Zp es la minima o-dlgebra en D que hace a todas las funciones {& : 7 > 0}
medibles, P es entonces una medida en (D,.%p) que hace al proceso de coordenadas
& ={& :1 >0} un proceso de Lévy.

Como una consecuencia del teorema de extensién de Kolmogorov, es conocido que la
distribucién de cualquier proceso estocdstico estd caracterizada por su familia de distribu-
ciones finito dimensionales. Una caracteristica interesante de los procesos de Lévy es que
se puede decir incluso mds: la distribucién queda totalmente caracterizada por su familia
de distribuciones uno dimensionales.

Lema 1.2. Si & y &' son dos procesos de Lévy, entonces & 2 & siy solosi & 2 &,
vt > 0.

Demostracion. Laimplicacién de ida es consecuencia de lo comentado antes de lema, por
.¢ D D . .
ello, basta demostrar que si & = 5;, VYt > 0, entonces & = ‘g'/. La propiedad de incrementos

. D Dy Do D
estacionarios implica que Vi,s > 0, &, — & = & 2 & 2 & = g, por lo tanto, de la
propiedad de incrementos independientes se obtiene que para cualesquiera 0 <y < ... <
t, €R

(étmétl - éfov“'vétn - 5;,1,1) 2 (ét/oaétll - ét/(w""étln - ‘gt/n,l)' (1.1)

Ahora bien, ya que los vectores aleatorios (&,,&;,,...,&,) ¥ (5,/0,5;1,...,5,/") se pueden
escribir como

(éloagfw"'?éln) :f((étovéﬁ 7510)"'7&% 761,1_1)) y
(b &) = (&6 =& s =& ),

con f(xy,x2,...,X%,) = (x1,%1 +x2,..., 4, %;) una funcién medible, entonces, de (1.1) es
posible concluir que

(Eigr &y &) 2 (60 &0 s &)

Por lo tanto, los procesos & y & tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales,

luego, & 2 &
O

Naturalmente, el lema anterior permite afirmar que la distribucién del proceso & puede
ser caracterizada por toda la familia de funciones caracteristicas de las variables aleato-
rias {& : 1 > 0}, es decir, por la familia de funciones {E[¢/()%] : 7 > 0}. Como se verd a
continuacién, esta familia de funciones, a su vez, se puede expresar en términos unica-
mente de la funcién caracteristica de &; y, por lo tanto, serd posible afirmar finalmente
que la distribucién del proceso & queda totalmente determinada por la distribucion de la
variable aleatoria &;. La siguiente definicién y el lema posterior son de particular utilidad
para este proposito.
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Definicion 1.3. La variable aleatoria X es infinitamente divisible si para cada
n > 1 existe una sucesion de variables aleatorias i.i.d. X1, ..., X, tales que

D
XZ2Xi 0+ ..+ Xon

Lema 1.4. Si & es un proceso de Lévy, la variable aleatoria & es infinitamente
divisible, para cada t > 0.

Demostracion. Seat >0y n > 1, de laigualdad

& =&+ (Gaupn—Em) + o+ (& —Entyi/n) (1.2)

y de la propiedad de incrementos independientes y estacionarios se obtiene el resultado.
O

Para variables aleatorias infinitamente divisibles, es posible expresar a sus funciones
caracteristicas por medio de la celebrada féormula de Lévy-Khinchine (ver [Sat99, sec-
cion 2.8]). El lema 1.4 permite entonces utilizar esta formula para describir explicitamente
la forma de la funcidn caracteristica de &, parat > 0, como se enuncia a continuacion.

Teorema 1.5. Para cadat > 0

E[e*%] = exp {iatl = %0,2/12 +/ (e —1— i?Lxl{|x<1})H,(dx)} , LER,
R
(1.3)

donde a; € R, 6; > 0y I1; es una medida en R que satisface
m({0})=0 y /Ru AT, (dx) < oo.

La condici6n de finitud de la integral [ (1Ax?)I1;(dx) en el teorema anterior, asegura
que la integral en (1.3) es absolutamente convergente (lema 1.12). Para cada ¢t > 0, a la
funcién
1
2
se le conoce como el exponente caracteristico de & y por (1.3), es la dnica funcién que
satisface ¥;(0) =0y

W(L) = —iah+ o,2a2+/(1—em+mx1{|x‘<l})n,(dx)
R

E {e’“’] =e W) 2 eR.

El exponente caracteristico W1 de &; tiene un papel fundamental. Al utilizar (1.2) dos
veces, se tiene que para cualesquiera m,n € N

e m1(A) (E[eilil])m _ E[ei’lé"’} _ (E[eilim/n])n — e*”‘l’m/n(/l)’

y por lo tanto, ¥/, = (m/n)¥;. Entonces, para cualquier niimero racional # > 0, se
cumple la relacién

¥, =Y. 1.4)
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Si ahora ¢t > 0 es un ndmero irracional, es posible tomar una sucesién decreciente de
nimeros racionales {#, : n > 1} tal que #, tiende a ¢ por arriba, cuando » tiende a infinito;
asi, para cada A real, se tiene (por la continuidad por la derecha c.s. de &) que A
converge c.s. a ¢*% y, como las variables sin(A&, ) y cos(A&, ) estan acotadas por 1 c.s.,
el teorema de convergencia dominada asegura que E[e*%n] converge a E[¢*%], cuando n
tiende a infinito. Ya que (1.4) se cumple para racionales, lo anterior implica que e (A)
converge a ¢~ *'A) y por la continuidad de la funcién exponencial, e #*1(4) también
converge a e ‘Y1) luego, por unicidad de los limites, e *¥1(*) = ¢=¥1(4)Se concluye
finalmente que la relacién (1.4) es vélida para cualquier nimero irracional 7 > 0.
En conclusion, si & es un proceso de Lévy se cumple que para todo ¢t > 0

E[e?%] = e *) | A R,

donde ¥ := ¥ es el exponente caracteristico de la variable aleatoria &;. Todo lo anterior
se resume en la siguiente definicién.

Definicion 1.6. A la funcion con valores complejos ¥ := W se le conoce como el
exponente caracteristico del proceso de Lévy &. ¥ satisface

E[e?%] =™ H) | vr >0, A €R,

donde
1 .
W(A) = —iah + 50°27+ / (1—e™ f it o) (dx),  (15)
R
cona € R, 0 > 0yIluna medida en R que cumple

I({0}) =0 y /Ra Ax2) T(dx) < .

La terna (a,o,11) es tnica', el nimero real a recibe el nombre de coeficiente lineal,
o es el coeficiente gaussiano y IT es la medida de Lévy del proceso.

Observacion 1.7. Salvo que se mencione lo contrario, de ahora en adelante el sim-
bolo & denota un proceso de Lévy a valores reales & = {& : t > 0}, con exponente
caracteristico dado por (1.5) y & denota su posicion al tiempo t > 0.

Por todo lo anterior, es claro que a cada proceso de Lévy & es posible asociarle una
distribucién infinitamente divisible (la distribucién de la v.a. &;). La afirmacién recipro-
ca también es vdlida, es decir, dada una distribucién infinitamente divisible, es posible
construir un proceso de Lévy & tal que & tiene esa distribucion; este tltimo resultado es
consecuencia de otro mds general conocido como la descomposicion de Lévy-Ito y se
enuncia a continuacion.

1Es tinica dada la funcién de truncacién c(x) = 1¢|x<1) que aparece dentro de la integral en (1.5), no hay nada
1
1+x2

especial en esta funcion, una alternativa es usar ¢(x) =
de 1— e 4 idc(x) bajo IL

ya que lo importante es asegurar la integrabilidad
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Teorema 1.8 (Descomposicion de Lévy-Itd). Sean a € R, 6 > 0 y I una medida
concentrada en R\ {0} tal que

/(1Ax2)H(dx) <o,
R

Entonces existe un espacio de probabilidad (Q, % ,IP), sobre el cual estdn definidos
tres procesos de Lévy independientes E1), E?) y EG): donde €M) es un movimiento
browniano lineal

it(l) :=0B;+at, t >0,

(ver (1.16)), 5(2) es un procesos de Poisson compuesto
N
£ =Y X, 1>0,
i=1

(con {N; :t >0} un proceso de Poisson de pardmetro ITI(R\ (—1,1)) y {X; :i > 1} son
v.a.i.i.d. con distribucion comiin I1(dx) /TI(R \ (—1,1)) concentrada en R\ (—1,1))
y 5(3) es una martingala cuadrado integrable con un niimero a lo mds numerable c.s.
de discontinuidades (de longitud menor a la unidad) sobre cada intervalo de tiempo
finito.

Mas aiin, si se escribe & := EM) + E@) L EO) entonces & es un proceso de Lévy
en (Q,.7,P) con exponente caracteristico

o .
W(;L):_,aHEaZAZJr/R(l—M iAo 1) T(d),

para A € R.

Demostracion. La demostracion es larga y escapa de los fines de este trabajo, sin embar-
g0, ésta puede consultarse de manera detallada en [Sat99] o [Kyp06].
O

La descomposicion de Lévy-1t6 es de gran utilidad dentro de la teoria de los procesos
de Lévy, por ejemplo, permite caracterizar ciertas propiedades trayectoriales del proceso
a través de su terna caracteristica asociada (a, 0,II). En este trabajo resulta importante un
tipo especial de procesos conocidos como subordinadores.

Observacion 1.9. Un subordinador es un proceso de Lévy con trayectorias cre-
cientes casi seguramente. Por el teorema de descomposicion de Lévy-Ito, & es un
subordinador si y solo si su coeficiente gaussiano es cero (0 =0), su medida de Lévy
tiene soporte en (0,00) (6 I1((—0,0)) =0) y

/ (1 AX)TI(dx) < oo, 5::a—/ ATI(dx) > 0.
(02) 0.1)

El término 0 es conocido como la deriva del subordinador.
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Se enuncian a continuacién algunas propiedades de la medida de Lévy II, que serdn
utiles mds adelante.

Lema 1.10. TI(A) < oo, para todo boreliano A tal que 0 ¢ A, donde A denota la
cerradura de A. En particular, TI({|x| > a}) < oo para todo a > 0.

Demostracion. Yaque 0 ¢ A siy solosi0 € Int(A), sea € > 0 tal que (—¢,€) C R\ A. Si
€ > 1 el resultado es inmediato pues

1) < = e}) = [ 1 1) < [ (102 TI(d) <o

ahora, si € < 1 se tiene €%1y),>¢} < 1 Ax* para todo x € R, por lo tanto

HM)SHHMZE”ﬁﬁ?@OAfﬂH&)<m

O
Corolario 1.11. Toda medida de Lévy es o-finita.
Demostracion. Es consecuencia de que R se puede expresar como
R={0}uU (O {|x| > 1})
n=1 n
y la medida de Lévy IT satisface TI({0}) = 0 y TI({|x| > 1}) < o, para todo n > 1.
O

Lema 1.12. La integral en la expresion (1.5) es absolutamente convergente para
toda A € R.

Demostracion. Para A = 0 la afirmacién es inmediata, sea pues A # 0. Si z € C, por el
teorema de Taylor se tiene ¢ = 1 +z+ O(|z|?) cuando |z] — 0, por lo que existe 0 < & <
|A| tal que para todo z € C con |z| < € se cumple |1 — e+ z| < C|z|? para alguna C > 0; de
esta manera es posible asegurar que para |x| < £/|A| < 1 se tiene |1 —e** 4- iAx<1y] <
C|A|?|x|* y por lo tanto

1 — ™ 4 idxd gy <1y [T1(dx gcxz/ 1A |x*)II(dx) < oo.
Auxwmu' i<t SCAR fo |y (A RTIE)

Fuera del intervalo {|x| < £/|4|} la funcién 1 — e'** + iAx1yx <1} es acotada y el lema
1.10 implica la integrabilidad con respecto a IT.
O

Para finalizar esta primera seccidn, es importante describir algunas caracteristicas de
los procesos de Lévy, primero referentes a sus propiedades como procesos de Markov, y
segundo, relacionadas al comportamiento asintético de sus trayectorias.
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Propiedad fuerte de Markov

Sea % una o-édlgebra de subconjuntos de un espacio Q. Una familia {.%; : t > 0} de
sub o-dlgebras de .# es llamada una filtracién si

Fs C Fy, siempreque s<t.

Si & es un proceso de Lévy en el espacio de probabilidad (Q,.%#,P), se dice que & es
adaptado a la filtracién {% : t > 0} si & es % -medible, para cada t > 0. Considérese

la filtracién {.%,” : t > 0} asociada al proceso &, es decir, para cada t > 0, 5@5 es la o-
dlgebra P-completa’ generada por {&; : s < t}; es claro que el proceso & es adaptado a
esta filtracion, la cual es usualmente llamada la filtracion natural.

Ahora bien, una funcién 7 : Q — [0,0] se llama tiempo de paro con respecto a la
filtracion {%; :t > 0} si T es Fw := 0(F : t € [0,0))-medible y ademds

{T<t}eZF#, vt>0.

Si & es un proceso adaptado y T es un tiempo de paro (con respecto a la misma filtracion)
entonces, si se define a la funcién & en el evento {7 < oo} por

&r(0) := &r(w) (@),
y también al conjunto
Fr={Ac.Z :AN{T <t} €%, Vt>0},

es posible demostrar que .%7 es una o-édlgebra de .% vy, ya que un proceso de Lévy tiene
trayectorias cadlag, &r definida en el conjunto {7 < oo} € F7 es Fr-medible.

Una aplicacién fundamental de los conceptos anteriores es el siguiente theorema (ver
[App09]).

Teorema 1.13. Si & es un proceso de Lévy y T es un tiempo de paro, entonces, en
{T < oo}:

I. el proceso E dado por _
& = &re —&r,

es un proceso de Lévy independiente de Fr;
1. para cadat > 0, E, tiene la misma ley que &;;

III. E es {Fr 2t > 0}-adaptado.

Recurrencia y transitoriedad

Sea B, la bola abierta con centro en cero y radio a > 0.

2Sea (Q,.7, 1) un espacio de medida, si se definen los conjuntos de medida cero como .4 = {A C Q:3N €
F con U(N) =0y A C N}, entonces Jf,é =o({& :s<tjus).
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Definicion 1.14. El proceso de Lévy & se dice transitorio si, para todo a > 0,

/ 1p,(&)dt < oo c.s.,
0

y recurrente si, para todo a > 0,

/Ow 15,(&)dt = c.s.

De la definicién anterior es claro que & no puede ser transitorio y recurrente al mismo
tiempo, atin mejor, una propiedad dicotémica de los procesos de Lévy es que éstos siem-
pre satisfacen ser transitivos o recurrentes ([Sat99, seccién 7.35]). El siguiente criterio
clasico para el caso unidimensional es debido a Chung y Fuchs [CF51].

Teorema 1.15. Sea & un proceso de Lévy. Si la media E[&)] estd definida, es decir,
E[§] < 6E[&] < oo, entonces

& es recurrente si'y solo si E[£;] =0.

Luego,
& es transitorio si 'y solo si E[&(] # 0.

En términos del comportamiento asintético de & en infinito, la dicotomf{a anterior tie-
ne las siguientes implicaciones (ver [Sat99, seccién 7.37]).

Proposicion 1.16. Sea & un proceso de Lévy no idénticamente cero. Entonces

L. Si & es recurrente,

limsup& = —liminf& =, c.s.
t—o0 p=e

1. Si & es transitorio, los siguientes casos son posibles

a) limy_e & =0 c.s.
b) lim; ;.. § = — c.s.

c) limsup,_,., & = —liminf, . & = o c.s.

Se usard la siguiente terminologia para las propiedades de la proposicién anterior. Un
proceso de Lévy no idénticamente cero, deriva a mas infinito si a) se cumple, deriva a
menos infinito si sucede b) y se dird que el proceso oscila si se cumple ¢). Combinando
el teorema 1.15 y la proposicién 1.16 se tiene el siguiente resultado.
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Proposicion 1.17. Supdngase que la media E[£;] estd definida. Entonces
L si E[§]=0, limsup, & = —liminf,& =o0 c.s.
IL si E[§] >0, lim_ & =00 c.s.y

L si E[§] <0, lim_e& =—c c.s.

Demostracion. Ya que E[&;] estd definida, por la ley fuerte de los grandes nimeros para
procesos de Lévy (teoremas 36.5 y 36.6 de [Sat99]), se tiene que

limé =E[§], cs. (1.6)

t—oo
Si E[&] =0, el teorema 1.15 afirma que & es un proceso recurrente y en este caso la

proposicién 1.16 dice que

limsup& = —liminf&, = o, c.s.
t—o0 [—reo

Si0<E[£] <o, de(1.6)es claro que paratodo ® € {® € Q : lim . & (@) /t =E[&]},
existen reales estrictamente positivos M, y ¢4, tales que para todo ¢ > ¢,

Myt < & (o),

por lo tanto, 1imy_,e & (@) = 0. Como el conjunto {® € Q : lim,, & (@) /t =E[&]} es
de probabilidad uno, & deriva a mas infinito c.s. Un argumento similar demuestra el inciso
III.

O

El teorema 1.15 contempl6 un criterio de recurrencia y transitoriedad cuando la media
E[&] esté definida; si no estd definida, se tiene el siguiente resultado (ver [Don07, teore-
ma 15] o [Kyp06, teorema 7.2]).

Teorema 1.18 (Erickson). Sea & un proceso de Lévy con E[§F] = E[§ ] = oo,
Entonces uno de los siguientes casos se cumple
L & soocs, t7E s ocs, cuandot — ooy

a— [ [x{T1(dx)
(o) J3 T(y,00)dy

I & — —cocs., t71E — —coc.s., cuandot — ooy

_ xI1(dx)
(1) Jo TI(—o0, —y)dy

L SiAT =A" = oo, € oscila, i.e.

limsup&, = —liminf& = oo c.s.
1—ro0 =
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1.2. Momentos exponenciales y martingalas

Antes de pasar a definir los momentos exponenciales de un proceso de Lévy, de ma-
nera general, se introduce a continuacion el concepto de g-momento asociado a una dis-
tribucion W.

Definicion 1.19. Sean g una funcion medible no negativa y |1 una medida en R. El
g-momento de la medida |1 se define como el niimero real (posiblemente infinito)

[ stna.
R
Andlogamente, E[g(X)] es el g-momento de la variable aleatoria real X.

Una funcién g es llamada submultiplicativa si es no negativa y existe una constante
¢ > 0tal que

glx+y) <cglx)g(y), ¥x,y eR. (1.7

Una funcién acotada en cada conjunto compacto es llamada localmente acotada. El si-
guiente teorema proporciona un criterio para garantizar la finitud de los g-momentos
E[g(&)], paratodot > 0.

Teorema 1.20. (g-Momentos) Sea g una funcion medible, submultiplicativa y local-
mente acotada. Entonces

E[g(&)] <o, V>0, siysolosi / g(x)II(dx) < oo.

[x[>1
Es decir, & tiene g-momento finito, para todo t > 0, si y solo si I'I|{|x‘21} tiene g-
momento finito.
Demostracion. Ver [Sat99, pag. 159] O

La siguiente proposicion muestra la gran utilidad del teorema anterior.

Proposicion 1.21. . El producto de dos funciones submultiplicativas es submul-
tiplicativa.

L. Si g(x) es submultiplicativa entonces también lo es g(dx+7v)* cond,y€ Ry
o > 0.

1L Si >0y f €(0,1], las siguientes funciones son submultiplicativas: x V1,
x®V 1, x| V1, [x]* V1, exp(|x|?), log(|x| Ve), loglog(|x| V e°).

Demostracion. 1.Si g1 y g» son dos funciones submultiplicativas, el producto g;g»> es una
funcién no negativa y ademas

g182(x+y) == g1(x+y)g2(x+y) <creagi(x)g1(y)g2(x)g2(y) = [c1c2]g182(x)g182(y).
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1. Sea g una funcién submultiplicativa, i.e. g(x+y) < cg(x)g(y). Sean ademds g (x) =
g(dx), g2(x) = g(x+7) y g3(x) = g(x)®. Se sigue de (1.7) que

gix+y) <cgi(¥)g1(y), g2(x+y) < [*g(—V)g2(x)g2(y)
g(x+y) < c%g(x)g(y),

por lo tanto, la composicién g(cx+ ¥)* es una funcién submultiplicativa.

1L Sea h una funcién en R, positiva y no decreciente, tal que para algin b > 0, h(x) es
constante en (—eo,b] y logh(x) es céncava en [b, ). Se demostrard que & es una funcién
submultiplicativa. Para x,y > b, la funcién f(x) = logh(x) satisface

flx+b)— f(x) < f(2b) — f(b),
fx+y) = f(y) < flx+b) = f(b),

y por lo tanto
fx+y) S flx+b) = f(b)+f(y) < f(2b) =2f(b) + f(x) + f(¥),
lo que muestra
h(x+y) < D h(x)h(y) (1.3)

con D constante. Luego, (1.8) se cumple para todo x,y € R y & es una funcién submul-
tiplicativa. Ya que las funciones x V 1, x* V 1 satisfacen las condiciones impuestas en la
funcion 4, se obtiene el resultado.

O

En particular, cuando se consideran las funciones g(x) = e* con A € R, los g-momentos

de las variables aleatorias &, r > 0, son comiinmente conocidos como los momentos ex-
ponenciales del proceso de Lévy &. Considérese el conjunto

C:{AGR:]E[elé’]<oo7 wzo}. (1.9)

Ya que g(x) = e* es una funcién medible, submultiplicativa y localmente acotada, del
teorema 1.20 se desprende inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 1.22. Para todo A € R,

AeC siysolosi / M1 (dx) < oo
[x|>1

El conjunto C es no vacio pues siempre se cumple que 0 € C y ademds es un conjunto
convexo ya que si Aj,A; € C, entonces para todo 6 € (0, 1) se tiene por la desigualdad de
Holder

E [o(0h+0-008] < [ 48] °n 4] " e V>0 (1.10)

Esto implica que C es necesariamente un intervalo de la recta real que contiene al origen.
Este conjunto C resultard muy util para estudiar el exponente caracteristico del proceso
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de Lévy asociado y por lo tanto, para conocer algunas propiedades asociadas al proceso.
La siguiente proposicién permite extender precisamente el concepto de exponente carac-
teristico introducido en la seccién anterior.

Proposicion 1.23. Sea & un proceso de Lévy con caracteristicas (a,0,I1) y C el
conjunto que se definié en (1.9). Si z € C es tal que R(z) € C, entonces la expresion

1
0(2) = az+ 507+ /R(ezx — 1 — 2l ) TI(dx)

estd bien definida, E[|e || < oo para todot >0y

E[e?¥] = /90,

Demostracion. Ver [Sat99, pag. 165].
O

SiD={z€ C:R(z) € C} entonces a la funcién ¢ : D — C definida en la proposicién
anterior se le conoce como el exponente de Laplace del proceso de Lévy &, ademds, ya
que para todaz € D

1
(P<Z) =az+ EO'ZZ2 +A(€u —1 —Z,xl{‘x|§1})H(dx)

1 i(—iz .o
= ia(—iz) — 5c;2(—iz)2Jr/R(e’(*)"— 1 —i(—iz)xl <1y TT(dx) (1.11)
= —‘P(—iZ),
esta funcién puede entenderse como una extension del exponente caracteristico ¥ al con-
junto {z € C: —S(z) € C}. Obviamente C C D por lo que abusando de la notacién se
denotard por la misma letra ¢ a la restriccién de ¢ en el conjunto C, y también se le lla-

mard exponente de Laplace. Con esto en mente, ¢ es una funcién con dominio C C Ry
codominio R tal que paratodo A € C

1
O() =ah+ 50227+ [ (€M~ 1= Axl gy TI(dx) € R

E[e*%] = /%), (1.12)
Si ademds se define @(A) = oo para A ¢ C, entonces ¢ : R — RU{eo} es una funcién que
satisface (1.12) para toda A € R. Nétese que en términos del exponente de Laplace, la

discusion anterior implica que el conjunto C de (1.9) también puede escribirse como

C={AeR:(A) <oo}.
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Observacion 1.24. Cuando & = & es un subordinador; se dijo en la seccion anterior
que I1((—c0,0)) = 0, por lo tanto para todo A > 0

/ e M T(dx) = / ¢ M TI(dx) < oo,
x[>1 [1,20)

es decir, (—,0] CCy ¢(—A) < e para todo A > 0. Para seguir con la convencion
de la mayoria de la literatura, en este tinico caso se definird el exponente de Laplace
@g, del subordinador o, como

Os(A) :=—@(—1), VA >0,

y es entonces la tinica funcion que satisface E [e”l"l] = ¢ 95(A), para todo A > 0.

Algunas propiedades ttiles del exponente de Laplace ¢ se describen a continuacion.
Lo primero que vale la pena mencionarse es que ¢ es una funcién estrictamente convexa
en C, esto como consecuencia de que C es un conjunto convexo y por (1.10) y (1.12), se
tiene
PN +(1-8)h) < ef5¢(/11)ef(]*5)¢(12)’
por lo que

(8% +(1—8)h) < 5(M)+ (1 - 8)p(ha), (1.13)

con igualdad si y solo si 8 € {0,1}. Otra cosa importante es que ¢ es infinitamente dife-
renciable en el interior de C, con derivadas dadas por

o(A)=a+0’A+ /R(xelx — x1jy<13)T1(dx)
@A) =02+ / XM TI(dx)
R

(1) = / PMTI(dx), n > 3.
R

Los elementos del conjunto C dan la posibilidad de hacer cambios de medida me-
diante la construccién de martingalas. Lo que se pretende es pasar de la medida IP a otra
medida P*, bajo la cual & continde siendo un proceso de Lévy. Para esto, es necesario el
siguiente lema.

Lema 1.25. Si A € C y se denota por M(1) al proceso
My () := 5100 v >,
entonces, M(A) es una martingala.

Demostracion. Sea (%; :t > 0) la filtracién natural del proceso & (). Por la proposicién
1.23, M;(A) es integrable para todo ¢ > 0. Por la propiedad de incrementos independientes
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y estacionarios del proceso de Lévy & es posible hacer los siguientes cdlculos para s < ¢

E[M,(A)|.Z,]) = E[*& 19| 2]
_ EJeM&-Et8)-1000)| 2]
_ s AE-8)-(-990(4)| 7]
— G ODR[AEE)-(-9)0(h)]

_ AEPMIR[AE o (-)0(0)].

Ahora bien, de la relacién (1.12) se tiene que E[e?% ] = ¢("=9)9(4)_por lo tanto
E[e*-se(=9)0()] = |

y finalmente
E[M,(A)|F] = 57500 = my().

O

Como se menciond anteriormente, para trabajar con procesos de Lévy, en ocasiones es
conveniente utilizar el espacio canénico D = D([0,<),R) de las funciones con dominio
los reales no negativos y codominio R, que son continuas por la derecha y que tienen
limites por la izquierda; en este sentido, dada una medida de probabilidad P en (D,.%p),
la dupla (&,P) es un proceso de Lévy si bajo IP el proceso de coordenadas & es un proceso
de Lévy.

Por el lema 1.25, para cada A € C, el proceso M(A) es una martingala, por lo tanto
existe una tinica medida de probabilidad P* en (D,.%p) tal que

P*| 7 = M,(A)P|, 1 >0. (1.14)

Para ver esto, definase la familia de medidas de probabilidad {P} : t > 0} como P} :=
M;(A)P|g,, para cada t > 0, explicitamente

P} (A) = E[1,M,(A)], VA € Z,.

Esta familia es consistente ya que por la propiedad de martingala de M(A), para todos
s,;t >0yAeZ

Pl (A) = E[1aM; (1))
= E[1,M;(1)] = P}(4),

es decir, ]P’fﬂrx\ F = ]P’,}”. El teorema de extensién de Kolmogorov garantiza entonces la
existencia y unicidad de una medida de probabilidad P* en (D, %p) tal que se cumple
(1.14).

Lo relevante de la descripcidn anterior es que bajo la medida de probabilidad P2, Ees
nuevamente un proceso de Lévy.
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Teorema 1.26. Sea (&,P) un proceso de Lévy con caracteristicas (a,0,I1) y A € C,
entonces (&, P*) es un proceso de Lévy con caracteristicas (a*, 6™, IT*) donde

a*=a+0°A+ x(e* — 1)I(dx), c'=06 y II'(dx) = ™ TI(dx).

[x]<1

Demostracion. Sea t > 0 fijo, ya que la densidad M,(A) = ¢*5—'9(4) es positiva casi
seguramente, entonces P y P* son medidas equivalentes en .%;. Si para cada t > 0 se
define

A = {Vs € (0,1], Elh’%néu y Vs € [0,1), lf?]éu = és},
utls uls

entonces P* (A;) =1, paratodo ¢ > 0, pues P(4;) = 1 paratodo t > 0. Ademds, si {¢,, : n >
1} es una sucesién de nimeros racionales estrictamente creciente y no acotada, se tiene
que {A;, :n > 1} es una sucesion decreciente tal que

ﬂAtn {Vs € (0,0), Im¢&, y Vs €[0,00), lim&, = éy},
n>1 uts uls

y por lo tanto
p* ({Vse (0,c0), 311'?1@ y Vs e[0,00), h’inéu :g}) =1.
urs uLs

Es decir, bajo la medida P, & tiene trayectorias continuas por la derecha con limites por
la izquiera c.s.

Ahora, sean 0 <u < s <t <oy f3 € R, se denotara por E* ala esperanza con respecto
ala medida P*. Ya que (£, P) es un proceso de Lévy, para todo B € .%,, se tiene utilizando
el lema 1.25 que

E)L [lBeiﬁ(gt—és)} —E _lBeiﬁ(é’_é-f)gléf_"l’(l)}
-K '1Bexl~’§x—sgo(/l)e(iﬁM)<§,7¢S)7(H>¢(,1)}

= {1Bexc:s—s<p<mE[ (iB+2)(& &)~ (1 sxow‘ 7]

—F :1Bex£s—s<p( 'R [ (iB+A)&—s— ”

— :guﬁu)ém—o—s)w(M:]E 15eE 50 }
:E[e(iﬁﬂ)érfr(f*s)fp(l)}]]g[lBefs E[el H

—E :euﬁm&tfx—v—syp(m: E [15e4Eu0() ]E{ (&) m‘ 9]}
:E:g(iﬁ‘M)ét—s—(t—S)(P(M:]E_lis—u— - ] [lBexgu uo( )]

— E [eliB+1)&-—(=5)9(0)] p (p)

g |5 P (B),
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Por lo tanto, bajo P2, & tiene incrementos independientes y estacionarios, luego, (& ,IP”I)
es un proceso de Lévy.
Finalmente, al tomar B=1R, r =1 y s = 0 en los célculos anteriores, se obtiene que

B eiB41] = E[eBH1&-0)] — o~ oW R[(iB+1)a]

por lo que la proposicién 1.23 permite escribir

B {eiﬁél} — ¢ PR +OUB+A)

luego, por las observaciones hechas en (1.11), el exponente caracteristico de & bajo la
medida P* estd dado por

Yi(B) = @A) —o(if+A) = —¥(—id)+¥(B—iA), VB R,
donde W es el exponente caracteristico de & bajo P. Si se escribe explicitamente el expo-
nente ¥ en términos de su tripleta (a, 0,I1), después de algunos cdlculos algebraicos se
llega a que

¥, (B) =—ip (a+ oA+ x(eh — l)H(dx)) + %cﬂlﬂ

[x|<1

+ /]R(l —ein+iﬁx1{‘x‘<1})eb‘ﬂ(dx), BeR

por lo que la tripleta (a*,6*,IT*) del proceso de Lévy (&,P*) es como se indica en el

enunciado del teorema.
O

1.3. Condicion de Cramér y ejemplos

En la seccién anterior se definié el conjunto C como el conjunto de todos los nimeros
reales A tales que el proceso de Lévy & tiene g;-momento finito, con g (x) = ¢**. En
particular, se tiene la siguiente definicion.

Definicion 1.27. Se dice que el proceso & satisface la condicién de Cramér si existe
0 > 0 tal que

E[ef] = 1. (1.15)
Al niimero positivo 0 se le llamard indice de Cramér.

Por la definicién anterior es claro que 0 € C'y, en términos del exponente de Laplace
¢ de &, (1.15) se cumple si y solo si ¢(6) = 0.

Supdngase entonces que & satisface la condicion de Cramér (1.15), por lo visto en la
seccion anterior, al ser C un conjunto convexo se tiene [0, 8] C C y entonces ¢(1) € R al
menos para A € [0, 0], ademds, 6 es el tinico nimero real que satisface ¢(6) =0 pues @
es estrictamente convexa en C.
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Ya que ¢ es infinitamente diferenciable en el interior de C, lo es en (0,0) y también
es derivable por la derecha en 0 y por la izquierda en 8 como lo indica el siguiente lema.

Lema 1.28. Si & satisface (1.15) entonces

E[&1] = ¢'(0+) € [-=,0)
E[&1%] = ¢/(6-) € (0,20].

Demostracion. La primera afirmacion es directa pues

_ 4 o0

_ — o 0(0+) _
=0+ dt 1=0+ ¢ (0t)e ¢'(0+),

B[] = %E [e’ﬂ

que @' (0+) € [—o0,0) es consecuencia de la convexidad estricta de ¢ en [0, 0].

Para la segunda afirmacién, considérese la medida PP del teorema 1.26, con la misma
notacién, (&,1P?) es un proceso de Lévy con medida de Lévy dada por IT* (dx) = ®*TI(dx)
y sit € [—6,0] entonces

/ IT (x) = O (dx) < oo,
|x[>1 [x[>1

asf, para ¢ € [—0,0] el exponente de Laplace de & bajo P? esta dado por

Po(t) = —Wo(—it) =¥

por lo que

Nuevamente, que ¢'(60—) € (0, 0| es consecuencia de la convexidad estricta de ¢ en [0, 6].
O

Ya que los procesos de Lévy que satisfacen la condiciéon de Cramér serdn aquellos
para los cuales se estudiardn algunas propiedades distribucionales en los capitulos 3 y 4,
a continuacién se dan ejemplos de procesos que cumplen esta condicion, en la mayoria
de ellos se da de manera explicita el exponente de Laplace correspondiente asi como su
dominio.
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1.3.1. Procesos de Lévy espectralmente negativos

Se dice que & es un proceso de Lévy espectralmente negativo si su medida de Lévy
tiene soporte en (—e0,0), es decir, I1(0,00) = 0. Por la descomposicién de Lévy-Ito, la
medida de Lévy estd asociada a los saltos del proceso, por lo tanto, si £ es espectralmente
negativo, entonces el proceso no tiene saltos positivos.

Siempre que se hable de un proceso de Lévy espectralmente negativo se excluird el
caso en que & tenga trayectorias mondétonas c.s., es decir, cuando & = —o con ¢ un su-
bordinador. Debe notarse que bajo esta definicién, un movimiento browniano lineal es
un proceso de Lévy espectralmente negativo. Las siguientes propiedades se desprenden
inmediatamente de la definicion.

Lema 1.29. Sea & espectralmente negativo con caracteristicas (a,o,I1) y ¢ su ex-
ponente de Laplace, entonces

L [0,00) C{A €R: @A) <o} =C.

Il. Para cada A >0, (1) tiene la forma

1
p(A) =ak+0°A7+ /(7 ) (** =1 = Axl o _p))TI(d).

1L @(A) — oo cuando A — .

V. Silim, .. & = —oo entonces & satisface la condicién de Cramér.

Demostracion. 1. Por el colorario 1.22 basta notar que para todo A > 0

/ MTI(dx) = / TI(dx) < TI((—o0, —1]) < oo.
=1 (—eo—1]

El inciso II es una consecuencia inmediata de la proposicién 1.23. Para el inciso III, ya que
& no es el negativo de un subordinador, entonces P(&; > 0) > 0 y entonces

AN, ) {eml} >E [61511{51>0}} )

Luego, al utilizar el lema de Fatou se tiene

liminfe?™) > liminf [e’l‘gll{gpo}} >E {lilxxljgfelﬁll{gl>o}] = oo
por lo que ¢(A) tiene a infinito cuando A también lo hace.

Iv. Ya que el exponente de Laplace estd definido en el conjunto [0,e0), de manera
similar a la demostracién del lema 1.28, es posible asegurar que la media de &; estd
definida y

E[&i] = ¢'(0+).
Ahora bien, como & deriva a menos infinito c.s., por la proposicién 1.17 se tiene nece-
sariamente que @'(0+) = E[£;] < 0. Esta dltima condicién junto con la propiedad de
convexidad estricta del exponente de Laplace y el inciso III, garantizan que ¢ cruce el eje

real en algdn 6 > 0, es decir, ¢(0) =0.
O
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Los dos ejemplos siguientes son casos particulares de procesos de Lévy espectralmen-
te negativos y por lo tanto las afirmaciones del lema anterior son validas en estos casos,
sin embargo, debido a su importancia y utilidad se estudian en secciones independientes.
Movimiento browniano lineal

Se desarrollan a continuacién de manera explicita algunos de los términos y constantes
involucrados en el lema 1.29 para el caso particular de un movimiento browiano lineal.
Sea B = {B, : t > 0} un movimiento browniano estdndar con valores reales, B es un
proceso de Lévy y si 0 20y d € R, el proceso & = {& : ¢t > 0} definido por

& = 0B, +dt, t >0, (1.16)

es llamado movimiento browniano lineal. £ es un proceso de Lévy ya que por las propie-
dades respectivas de B, tiene incrementos independientes y estacionarios asi como trayec-
torias continuas c.s. Por los resultados de la seccién 1.1, la distribucién de & = 6By +d
es infinitamente divisible y como &; ~ N(d, 62), es conocido que

]E[e"’lil] _ idA—50?A% _ e—(—id1+%6212)’
por lo que el exponente caracteristico de £ es
‘P(k):—idlﬁ-%czlz, A eR. (1.17)
Entonces, sus caracteristicas sona =d, c = o y [I =0.
Lema 1.30. Sea & = 6B, +dt, t >0 con o >0yd € R, entonces

L R={AeR: (1) <e}=C

II. Para A € R, el exponente de Laplace de & estd dado por

P(A) =dA + %6212.

1L El proceso & satisface la condicion de Cramér si y solo si d < 0, en este caso,
el tinico 6 > 0 tal que ©(6) = 0 estd dado por

Demostracion. 1. Ya que Il = 0 entonces
/ ATI(dx) < o0, VA €R,
. |x‘21

luego, R = C. Las relaciones (1.11) y (1.17) permiten escribir el exponente de Laplace de
& como

QL) = —W(—id) = id(—il) — %02(—11)2 —dA+ %GW,
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lo cual es el inciso II. Para el inciso III es suficiente utilizar la expresion para el exponente
de Laplace que se obtuvo en el inciso anterior y observar que

1
¢@):O¢$ww+56%220

1
— 0(d+ 5629) =0

1
¢$9=Oéd+§¥9:0
2d
~— 0=006 0=——,
o
por lo que & satisface la condicién de Cramér si y solo si —% >0siysolosid <O0.
O

o

8 4

-

o _|

[c0)

o |

©

o |

<

o |

N

o

6
T T T T T
0 2 4 6 8 10
A

Figura 1.1: Exponente de Laplace de un movimiento browniano lineal 6B; +df con d =
—10y 6 =2.Eneste caso = —2d /0% =5.

Procesos con trayectorias de variacion acotada

Cuando se definieron los procesos de Lévy espectralmente negativos se hizo la acla-
racioén que no se considerarian procesos con trayectorias mondtonas c.s., esto implica que
no se consideran procesos de la forma & = —o con o un subordinador. A pesar de lo an-
terior, atin es posible tener procesos de Lévy espectralmente negativos que involucren al
negativo de un subordinador, esto se consigue agregandole un término de deriva positiva
al proceso, especificamente, en esta seccion se considerardn procesos de la forma

ét:dt_o-l‘a 120»

donde o es un subordinador sin deriva 'y d > 0, es claro que en este caso & si es un proceso
espectralmente negativo y las afirmaciones del lema 1.29 son validas.
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Lema 1.31. Sea & =dt — oy, t > 0, donde o es un subordinador sin deriva 'y d > 0.
Entonces

L. El exponente de Laplace ¢ de & estd dado para cada A > 0 por
@A) =Ad—s(A),
donde Qg es el exponente de Laplace del subordinador G.

1. Si E[o1] > d entonces & satisface la condicion de Cramér.

Demostracion. 1. Ya que & es espectralmente negativo, entonces, por el lema 1.29, su
exponente de Laplace ¢ estd dado para todo A > 0 por

e?RM) = E[H81] = E[Hd-01)]

— e)LdE[ef)LGl]

— g0 (A) — d—po(A),
es decir, (A1) = Ad — @ (A). Para el inciso 11, nétese que E[o}] > d siy solo si E[&;] <0,
en este caso, la proposicién 1.17 afirma que el proceso & deriva a menos infinito y por el
inciso 1v del lema 1.29, £ satisface la condicién de Cramér, .

O

El considerar este tipo de procesos, brinda la posibilidad de utilizar distintos ejem-
plos de subordinadores para los cuales es posible trabajar analiticamente, por ejemplo
subordinadores gama o subordinadores estables, por mencionar algunos. Para describir
un ejemplo explicito, considérese ¢ un subordinador gama, es decir

obf

I(B)

WP lem gy

]P’(G] € dx) =

con a,f3 > 0. Yaque

oo B
E[e 0! :/ oM X Bl o,
=l )

B oo
o
_ B—1 —(l—&-a)xd
= — X' e X
F(ﬁ)/o

ob 1 o
- - B—1_—u
masard,
ok
A+ a)f’

entonces, el exponente de Laplace de 6 es ¢(A) = —Plog (o /(A + a)), paratodo A > 0.
Luego, el lema 1.31 afirma que el exponente de Laplace del proceso & = dt —o;,t > 0,
se escribe como

(04
= - >
o) ld—l—ﬁlog(l_i_a),V?L_O,
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donde, como se menciond al inicio, se pide que d > 0. Finalmente, por el inciso 1I del
lema 1.31, para que el proceso anterior satisfaga la condicién de Cramér es suficiente que
d sea estrictamente menor a la media de o, y como E[o] = /0, entonces se puede
concluir que el proceso & = dt — oy, con ¢ un subordinador gama, satisface la condicién
de Cramér si

B> ad.
o -
-
o
0
— _|
|
I I I I I
0 2 4 6 8 10
A

Figura 1.2: Exponente de Laplace de un proceso de la forma dt — o; con ¢ un subordina-
dor gamma. Los pardmetros sond =1,a =1y  =3.

1.3.2. Procesos estables temperados generalizados

Un proceso estable temperado generalizado es un proceso de Lévy con coeficiente
gaussiano 0 = 0 y medida de Lévy dada por

C

1 2
x1+a2

(dx) = rorrgre M ey +

e M gy dx (1.18)

con ci,¢p > 0; 0,0 € (—0,2) y A1,A2 > 0. Estos procesos toman su nombre de los
procesos estables que tienen medidas de Lévy de la forma

C1l 2
H(dx) = Wl{x<0}dx+ Wl{x>0}dx

con indice a € (0,2). Como puede notarse, los procesos estables temperados generaliza-
dos difieren principalmente de los anteriores en los términos exponenciales en la medida
de Lévy, esto trae consigo algunas propiedades “buenas” que se describen en los siguien-
tes dos lemas.
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Lema 1.32. Si & es un proceso estable con indice o € (0,2) entonces, para B > 0,
E[|&|B] < e para todo t > 0 si y solo si B € [0,a). Si & es un proceso estable
temperado generalizado entonces

E[|&[F] <o, VB 20.

Demostracién. Sea B > 0, para ambos casos debe notarse que E[|&|P] < oo si y solo
si E[|&|P V1] < o. Por lo tanto, ya que la funcién g(x) = |x|P v 1 es submultiplicativa
(proposicién 1.21) el teorema 1.20 afirma que

E[|&|P V1] <o, Vt >0 siy solosi /

I

[x|P T1(dx) < oo.
>1
Para el caso en que & es un proceso estable se tiene que

-1 oo
/ lx|P TI(dx) = cl/ |x|ﬁ_a_1dx+cz/ xPe gy
[x|>1 —oo0 1

= (c1+¢2) /waﬁfafldx
1
B—
y la expresién anterior es finita siy solosi B —a < 0, siy solosi § < a.
Cuando & es un proceso estable temperado generalizado se tiene

=(c1+c2) KB

1

~1 -
/l“ |x|ﬁ H(dx) = Cl/ eill x| ‘x‘ﬁia'fldx—‘ch/ e*lzxxﬁfazfldx
x|>1 1

:61/ e_}”"‘xﬁ_“l_ldercz/ e PPl gy (1.19)
1 1

el calculo de ambas integrales es el mismo por lo que al considerar la primera integral se

tiene
/ooe*l‘xxﬁf’xlfldx = /oo </Wllell"du> Bl gy
1 1 x
oo u
= ll/ e M (/ xﬁ_o‘l_ldx) du
1 1
= M /me_llu (uﬁ_al — l) du
B—o i
ll ” —Au, f—oy eikl
— u d —
- (/1 e My u s

- AP (/m e P dt) _eh
B—ai \Jx B—ou

yyaque B —oq € (B —2,00), la tltima integral de la derecha satisface

- F(f—ai+1)<eo, si f—ou#—1
/e*’tﬁ*"‘ldtg
M

Cy, +e ! <oo sii B—ag =—1
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conCy =0siA >1yCy = supklgtgl{e_’t_l} si A1 < 1. Todo lo anterior es para
asegurar finalmente que

/oo e M P-n-lgy < oo (1.20)
1

y lo mismo ocurre con la segunda integral de (1.19), por lo tanto f\x|21 |x[PTI(dx) < ooy

como no hubo ninguna restriccién en 8 lo anterior se cumple para todo § > 0.
O

Lema 1.33. Si & es un proceso estable, entonces C = {1 € R : E[e*%] < oo, V1 >
0} = {0}. Si & es un proceso estable temperado generalizado con medida de Lévy
(1.18), entonces

= {JL eR:E[e*¥] < oo, V1 > 0} = (~ 1, ).

Demostracion. Por el corolario 1.22 se tiene que A € C'siy solo si [~ M TI(dx) < oo,
por lo tanto, en el caso en que & es un proceso estable se tiene A € C si 'y solo si

oo

=1 1 1
Ax Ax .
01[ e 7|x|1 adx—&—cz./l e x—l adx<°°,

cuando A > 0 la segunda integral diverge ya que

oo

/ ehxfa*lde/ xaﬂx*a*ldx:/ xdx =oo (1.21)
J1 1 J1

y cuando A < 0 la primera integral es la que diverge ya que un cambio de variable nos
regresa al caso anterior

71 oo
/ e’lx|x|7a71dx = / e My gy = oo,
oo 1

por lo tanto C = {0}.
Cuando & es un proceso estable temperado generalizado, A € C si y solo si

-1 1 = 1

c1 / MMl ; dx—i—cz/ e My < oo;

oo x| 1+ 1 x

el célculo de las integrales anteriores es muy parecido al que se hizo en la demostracién
del lema 1.32 por lo que a continuacién solo se desarrollan los pasos principales. Al hacer

un cambio de variable en la primera integral se tiene

—o0

-1 1 o
Ax ,—Aq|x| _ —(A+Au,,—oy—1
/ e e |x|1+06| dx = : e u du,

y esta integral es finita si y solo si A +4; > 0 (lo cual es una consecuencia de cdlculos
andlogos a los hechos para obtener (1.20) del lema anterior y a (1.21)), si y solo si

}l>—ﬁ41.
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De manera similar, la segunda integral

R S S WU RV S A
1 l+a2

es finita siy solo si A — Ay < 0siy solo si
A< }127

luego, C = (—A1,42).
]

Sea & un proceso estable temperado generalizado con medida de Lévy (1.18), coefi-
ciente lineal @ € R y ¢ su exponente de Laplace, como se explicé en la seccién 1.2, el
lema anterior implica que

C={ucR:o(u) <ew}=(-A1,4),
es decir, para cualquier u € (—A;,47) se tiene
u) :au—|—/(e”x—l—uxl{‘xKl})H(dx) eR, (1.22)
. <

ademds, ya que en la demostracion del lema 1.32 se probd

/ x| TT(dx) <
21

entonces resulta mas conveniente expresar (1.22) en la forma

faqu/ *—1—ux)I1(dx)

cond =a-+ f  xII(dx). En este caso, en la proposicién 4.2 de [CT04] se prueba que

|x|>
o(u) = du+A|+A4,, (1.23)
donde
o u\" uQ .
F(—OL])AIIQ 14— —-1- si oy ¢{0,1}
M M
A=< —ucy+ci(A+u)log (1 + f) si o =1 (1.24)
1
—er [~ +log (14— i =0
Cl )‘1 Og a,l S1 1=Y,
o u\* 1710%) .
(=)Ao | | 1— = —1+——] si op¢{0,1}
A A
Ay =1 ucy+cr(Ady—u)log <1 — ;:) si o =1 (1.25)
2
u u .
—c <M—Hog <1—/12>> si o =0.
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Con todo lo anterior, ahora es fécil construir un proceso estable temperado generali-
zado que satisfaga la condicién de Cramér, para ello, es suficiente hacer lo siguiente:

1. Elijase 6 € (0,1,).

1. Ya que el término @’ en (1.23) puede tomar cualquier valor real (pues el coefi-
ciente lineal a también), definase

d e Al +A
0

1. De (1.23) es claro que @(6) = 0.

1.3.3. Procesos de Lévy hipergeométricos

Los procesos de Lévy hipergeométricos fueron introducidos inicialmente por Kypria-
nou et al. [KPR10] y Kuznetsov et al. [KKPvS11], en ambos casos utilizando la teoria
de Vigon de la filantropia (ver [Vig02]). De manera general, la construccion original de
estos procesos es como sigue: se consideran dos subordinadores, H y H, pertenecientes a
la clase de los fB-procesos de Lévy, es decir, tales que sus exponentes de Laplace, ¢ y @,
tienen la forma
c

5 {B(l—a+y,—y)—B(1—a+7+7—7’)}7

o(u)=n+0u+ B

para u > 0, donde
eaﬁx

H(dx) = CWI(O@)(M’

con y € (—o0,0)U(0,1), B,c >0y 1— o+ 7y > 0. La misma expresién para ¢ es vélida
con pardmetros respectivos ], 6, 8, ¢, &, ¥ y medida de Lévy IT. Por el teorema de
filantropia de Vigon, es posible asegurar que existe un proceso de Lévy & con exponente

caracteristico W que satisface’

ni+y(A)=e(—id)p(iA), L €R.

Por la unicidad de la descomposicién de Wiener-Hopf (véase [Kyp06, teorema 6.15]), el
proceso & es Unico y es nombrado un proceso de Lévy hipergeométrico.

Apelando a un conjunto especial de pardmetros, Kuznetsov y Pardo [KP13] mostraron
que

[(l—a+b—z)T(a+b+z)
[(1—a—z) T(a+z) ’

y(z) =— ZE, (1.26)

con (a,b,d, 13) pertenecientes al conjunto admisible de pardmetros

o ={a<1,be(0,1),a>0,be(0,1)},

3Por la observacién 1.24, el exponente de Laplace de un subordinador puede definirse para todo z € C tal
que R(z) € [0,00).
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corresponde al exponente de Laplace de un (posiblemente matado) proceso de Lévy hiper-
geométrico, para el cual la medida de Lévy asociada puede ser calculada analiticamente.
Si se utiliza la notacién

k=1—a+b+a+b,

ellos mostraron que la medida de Lévy es absolutamente continua con densidad

fli#e_(l_‘”b)xzﬂ (1 +b,k;k713;e_x) six >0,
n(x) = I'(k _Fb)k (—b)
—(7Ae(d+b)x2F1(l+l37k;k—b;ex) six <0,
I'(k—b)['(—b)

— =

donde ,F} es la funcion hipergeométrica, definida para z € C, |z| < 1, por

2F(a,b;c;7) := Z(’)(azz;f:)n:;,

y (a), =T(a+n)/I'(a) es el simbolo de Pochhammer.

Ademads de lo anterior, esta subclase de procesos de Lévy hipergeométricos posee
otras propiedades interesantes que se resumen en la siguiente proposicion, la demostra-
cién puede consultarse en el articulo original [KP13].

Proposicion 1.34. I. Cuando a <17y a >0, el proceso & es matado a un tiempo
exponencial de pardmetro

(1 —a+b)T(a+b)
T(1—-a) TI(a) °

p=y(0)=
Cuandoa=1ya>0{resp.a<1ya=0}, & derivaa +o {—co}y

E[&]= —F(b)ll:((g;r b) {]E (&)= _—F(b)li“((ll:z)+ b) } :

Cuando a=1y a =0, se tiene E[£;] =0y el proceso & oscila.

IL. El proceso & no tiene componente gaussiano. Tiene trayectorias de varia-
cion acotada y su coeficiente lineal es cero {resp. trayectorias de variacion
no acotada’} cuando b+b < 1 {resp. 1 <b+b < 2}.

. El proceso & := —& también pertenece a esta subclase de procesos hipergeo-
métricos, y tiene pardmetros (1 —a,b,1 — a,b).

Sea & un proceso de Lévy hipergeométrico con pardmetros (a,b,d,b) € <. Por razo-
nes que quedardn claras en la siguiente seccion, es de especial interés considerar el caso
en que a < 1, pues por la proposicion 1.34, en este caso se tiene que & es matado a un
tiempo exponencial de pardmetro p = y(0) (cuando 4 > 0) o £ deriva a menos infinito:

Him g = =
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(cuando @ = 0). Noétese que en ambos casos, por la definicién del exponente de Laplace
(1.26), es posible asegurar que el proceso & satisface la condicién de Cramér con indice
1 —a, es decir,

E [eU*“)’?l} ~1.

1.4. Funcionales exponenciales de procesos de Lévy

Los objetos centrales en este trabajo son las variables aleatorias
't
I = / &5 ds, t >0,
Jo
y especialmente su valor terminal
[:= / 5 ds, (1.27)
0

donde & = {& :t > 0} es un proceso de Lévy. A estas variables se les conoce como
funcionales exponenciales asociados al proceso &.

Como andlisis preliminar, es importante conocer es bajo qué condiciones es posible
asegurar la finitud casi segura del funcional exponencial /. El siguiente teorema propor-
ciona condiciones para poder asegurar esta finitud, la mayoria de ellas relacionan el pro-
blema a través de algunas propiedades trayectoriales del proceso & y naturalmente, de sus
caracteristicas (a, o, II).

Teorema 1.35. Para un proceso de Lévy & no idénticamente cero, las siguientes
afirmaciones son equivalentes.
L I <o cs.
1. P(I <e0)>0.
1L 1lim; & = —o0 c.s.
. —1
v. lim; .t '& <0 cs.
V. [Tt IP(E > 0)dt < .

VI. Se cumple que

/( )xn(dx)<oo y a+ | xI(dx) € [~,0),
1700

[x[>1

o bien,

/( i = /( 1

Demostracion. Primero se demostrard que Il < IV <> V1. Supdngase primero que la media
E[&;] estd definida.

xI1(dx)
x(dx) =o0 y / < oo,
oy ) (1) (=)

)
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1 = 1v. Por la proposicién 1.17 se tiene que, si E[£;] =0,

limsup &, = —liminf& = oo, c.s.,
t—oo0 [—re0

lo que contradice el hecho que £ deriva a menos infinito c.s. Si E[£] € (0,0, & deri-
va a mas infinito c.s. y nuevamente contradice la hipétesis. Asi, la Unica posibilidad es
que E[&;] € [—,0) y por la ley fuerte de los grandes nimeros para procesos de Lévy
(teoremas 36.5 y 36.6 de [Sat99])

lim = =E[§] € [—,0), c.s. (1.28)

IV = VI Ya que la media [E [&;] esté definida, en este caso se tiene por hipétesis (1.28).
Por el teorema 1.20 se tiene que

E[£)] estddefinida <= E[{f] <o 6 B[] <o

= /( : |x|TI(dx) < e 6 /(l )xH(dx) < oo,
700771 ]700
Ademds, como E[&;] € [—e0,0), se tiene

a+ x(dx) =E [EF] +E[E] =E[&1] € [—,0). (1.29)

[x[>1

VI= I Ya que la media E [&;] esté definida, la hipétesis es

/ W(dx) <oy at [ adI(dx) € [,0),

(—o0,—1) [x|>1

Con lo anterior, (1.29) afirma que E[&;] € [—o0,0) y por la ley fuerte de los grandes
nimeros para procesos de Lévy, se tiene

lim = =E[§)] € [-,0), c.s.

De la condicién anterior es claro que para todo @ € {@ € Q : —oo < 1im,_,o0 & (@) /1 < 0},
existe un nimero real estrictamente negativo Ny, y un real ¢, > 0 tal que para todo ¢ > ¢,

&(@) <Nyt (1.30)

Ya que el conjunto mencionado tiene probabilidad uno, se tiene 1im, ., & = oo c.s.

Ahora bien, en el caso en que la media E [£] no esta definida, la equivalencia entre los
incisos III, IV y VI se debe a una version del teorema de Erickson para procesos de Lévy
(teorema 1.18).

La equivalencia Il < V es el criterio de Rogozin ([Ber96, teorema VI.12]). Para ter-
minar, lo que se hard es demostrar las siguientes implicaciones: IV = 1=>11=-TII.

IV = 1. Suponiendo IV, nétese que se tiene entonces (1.30). Por lo tanto

oo tw oo
/ o55(0) gg — / &@ ggy [ b gy
0 0 o

to 0o
< / &@gs [ Nosgs, (1.31)
0

1)
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Ya que toda funcién cddlag definida en un compacto es acotada, la primera integral del
lado derecho de (1.31) es finita y

1
/ e>(@ds < 1, max {1+ < oo,

0<s<tg (—Ng)
Asi,

{weQ:—oo<tlg£1°§t(a))/t<0}c{weQ / ds<oo}

y ya que el conjunto del lado izquierdo es de probabilidad uno, entonces
1= / eSds < oo cas.
0

I=1I. Obvia.
11 = 11I. Por contrapuesta, si no se cumple III, entonces, por la proposicién 1.16 nece-
sariamente alguno de los dos siguientes casos ocurre

lim& =o0 cs. 6 limsup& = —liminf§ = c.s.
t—oo 00 t—roo

En el primer caso, se tiene que para @ € {® € Q : lim; o & (W) =} y M > 0, existe
tp > 0 tal que para todo s >t

y por lo tanto

fo o
> / S @gs 1M | ds = oo,
0

to

Si limsup,_,, & = —liminf,_,. & = oo, c.s., entonces, para a > 0, los siguientes tiempos
de paro son finitos c.s.

Tr = inf{r >1:& >a}

T, =mf{r > 0§ < —a}
‘L'+2 =mf{t >1,,:& >a}
T, =f{t > 1, & < —a}

Y por lo tanto, es posible escribir

oo o T hd
[ Eas= Y [Febdsz e Y g5,
i=1 Ta,i 1 7 ’

0 =

donde, por la propiedad fuerte de Markov (teorema 1.13), las variables 7, ; — ’L’;i son i.i.d.
y entonces, por el teorema de las tres series de Kolmogorov, la serie de la derecha diverge

c.s. Luego, I = oo c.s.
O
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Naturalmente, es interesante conocer algunas propiedades distribucionales de los fun-
cionales exponenciales. En este sentido, Bertoin, Linder y Maller ((BLMOS, teorema 3.9])
demostraron lo siguiente: sea & es un proceso de Lévy transitorio con medida de Lévy no
cero I1, g : R — R es una funcién medible y supdngase que la integral

/Owg(‘gt)df

es finita casi seguramente, si existe un intervalo cerrado J C R\ {0} con I1(J) > 0 y una
constante fy > 0 tal que

L({|t| >10:g(t) =g(t+2)}) =0, paratodo z€J, (1.32)

entonces la distribucion de I es absolutamente continua (con respecto a la medida de Le-
besgue). Una consecuencia inmediata de lo anterior es lo siguiente.

Corolario 1.36. Si & es un proceso de Lévy que satisface lim, . & = —co y tiene
medida de Lévy no cero, entonces la distribucion del funcional exponencial

I:/ e ds
0

es absolutamente continua.

Demostracion. Si el proceso & deriva a menos infinito, entonces necesariamente es tran-
sitorio (proposicién 1.16). Témese cualquier intervalo cerrado J C R\ {0} con II(J) >0
y cualquier constante #y > 0, entonces, ya que la funcién g(z) = €' es inyectiva, es claro
que la condicién (1.32) se satisface.

O

Otro aspecto que serd importante mas adelante es la finitud de los momentos reales
del funcional exponencial /, el siguiente lema relaciona lo anterior con los momentos ex-
ponenciales del proceso de Lévy & introducidos en la seccién 1.2.

Lema 1.37. Sea B € (0,1) tal que E[eP%1] < 1, entonces E[IP~] < oo. Ademds, para
todo 3 >0
E[If] < oo siysolosi E[eP®] < 1.

En este caso, se cumple la identidad

Bp#) =~ B,

donde @ es el exponente de Laplace de &.

Demostracion. El lema tiene tres afirmaciones y para la demostracion serd importante
seguir el orden en el que aparecen. Se probard primero que si § € (0,1), entonces

E[eP4] <1 implica E[IP™'] < co.
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Sea B € (0,1) y supéngase que E[eF%1] < 1. Para t > 0 se denotara por I, a la variable
aleatoria
t
L= / e‘gsds,
0

el primer paso es probar que IE[I,ﬁ ] < oo, para todo ¢ > 0. Ya que por hipétesis
B —E[PE) < 1,

entonces @(f3) < 0. La convexidad estricta de ¢ (ver (1.13)) implica necesariamente que
para p > 1 fijo, (B /p) < 0y por lo tanto e *?(B/P) > 1 para todo s > 0. Esto tltimo, la
desigualdad de Doob y el hecho que M;(B/p) = e(B/P)5s—50(B/P) es una martingala (lema

1.25) implican que
B
(t sup {e‘gf})
0<s<t

=PE | sup {6553}]

LO<s<t

r p
_ PR < sup {e(ﬁ/p>és}> }

0<s<t

E[lﬂd@

<PE < sup {ew/méye—w(ﬁ/p)})p}

0<s<t

p P
< () sup E [{elB/75=s0(8/0)y]
—1 0<s<t

_ B <P> "& [chs-srote/n]
P

— 4B ( p )petp(P(ﬁ/P)E {eﬁf?]y < oo, (1.33)
p—1

Por otro lado, para todo 3 € (0,1) se tiene la desigualdad
5P =P < lx=)IP, vxyeR,

por lo que

E <E [lﬂ < . (1.34)

Ademas, utilizando el teorema fundamental del célculo, el teorema de Fubini y la propie-
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dad de Markov del proceso de Lévy & (teorema 1.13), se tiene

([ ([ ) el [ ([ o)
_E _B /Ofe@ (/Oweéwdz)ﬁ_lds]
—E -B /Ot ePs (/()weélﬂ‘;dz)ﬁlds]

E

T - B—1
— ﬁ / E eﬁés (/ e‘gzﬂgsdz) ds
JO i 0
t | o B—1
:ﬁ/ E |E | P~ (/ e‘gZ”‘gsdz) ds
0 i 0 x:é’
-
_ Bx B—1
_ﬁ/OIE_e E[F] xzéjds
1 -
:B/ E [P B[oS] as
0 L
t
= pE ("] / 9By, (1.35)
0

en donde ambos lados de las igualdades se entienen como infinito si las integrales no
son convergentes. Cuando f8 € (0,1), (1.34) afirma que el término de la izquierda en las
igualdades anteriores es finito, de donde se concluye inmediatamente la finitud del lado
derecho, en particular, el término E [I B’l] es finito. Esto prueba la primera afirmacién del
lema.

Para la segunda afirmacidn, se tiene que probar que para todo 8 > 0

E[If] <o siysolosi E[ePé] < 1.

Sea B > 0 y supéngase primero que E[eP%1] < 1, se debe probar que E[If] < co. Las
igualdades en (1.35) son vélidas para 8 > 0 (la dnica diferencia es que en el caso 8 > 1
no se puede asegurar la finitud c.s. del lado izquierdo), por lo que utilizando esto y el lema
de Fatou se puede asegurar que

1fmglf<<[;me5Sds)B ) </t'°°e~’§sds)ﬁ>]

< BE [lﬁﬂ /Ow 2B s (1.36)

- Sl

donde el lado derecho se entiende como infinito si E[ ﬁ’l] = oo, Con esto en mano, si se
restringe al caso 8 € (0, 1), la primera afirmacién del lema asegura la finitud de E[78~!]
y entonces (1.36) implica la finitud de E[I#]. Ademds, haciendo tender 7 a infinito en

E[lﬁ}zE
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(1.35), el teorema de convergencia dominada implica a su vez la igualdad

E {Iﬁ} - _(f(ﬁ)IE [lﬁ—l] . (1.37)

Resta asegurar la finitud de E[IP] en el caso B € [1,c0). Para ello, al iterar la férmula
(1.36) se obtiene que

n, (%) si pefl1,2,..}

B[] < B[P (<L) s B2,

donde | B | denota la parte entera de 8. Si B € {1,2,...}, la finitud de E[/?] es inmediata
de la ecuaci6n anterior; si B ¢ {1,2,...} entonces B — | B] € (0,1) y E[e(B~[BD&1] < 1, por
lo que de la férmula de arriba, la finitud de E[I? ] se reduce al caso anterior. Para obtener
la relacion (1.37) el mismo argumento que en el caso f € (0, 1) es valido.

Finalmente, se demostrara que para todo 8 > 0, si [ ] es finito entonces E[¢P%1] < 1.
Supdngase entonces que E [IB] es finito. Por la propiedad de Markov del proceso & se
tiene

©>E|I!| =E (/Omeéds)ﬁ]

>E _(/lweéds)ﬁl

o B
— T | P (/ e§u+151du> 1
0
oo B
(/ eiuﬂ—ildu)
0

=K :63'51}[[4:[13},

—E :eﬁ’?l} E

por lo que necesariamente [E [eﬁ 51} < 1; esto concluye la prueba.

0
Corolario 1.38. Si existe 6 > 0 tal que E[eeél] = 1, entonces para todo 3 > 0
E[If] < oo siysolosi B€]0,0).
Demostracion. Si e?®) = E[e%$1] = 1 entonces @(6) = 0 y, por la convexidad estricta

del exponente de Laplace, se tiene que @(f8) < 0siy solosi 8 € (0,6). Por lo tanto, para
>0
E[ePe] = ?B) <1 siysolosi B e (0,6),

y por el lema anterior, E[I# ] < oo si y solosi B € [0,8).
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Observacién 1.39. Si en lugar de E[e®%1] = 1 se satisface la condicion E[e®%1] < 1,

entonces, la misma afirmacion del corolario anterior es vdlida para 3 € [0, 0].

35
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Notas

Las secciones 1.1y 1.2 se basaron casi en su totalidad en los libros [Sat99] y [Kyp06].
Para un primer acercamiento al tema de los procesos de Lévy, los primeros dos capitulos
de [Kyp06] son especialmente recomendables. En este trabajo, el tratamiento que se dio
al exponente de Laplace descrito en la proposicién 1.23 fue basado en el capitulo 5 de
[Sat99] y precisamente esta referencia se recomienda para una lectura mds técnica de los
resultados clasicos de procesos de Lévy.

La mayor parte de la secciénes 1.3 y 1.4, por otro lado, son un compendio de varias
propiedades y resultados que fueron consecuencia del trabajo realizado durante el tiempo
de desarrollo de la tesis. En particular, los enunciados de los lemas 1.29, 1.30, 1.31, 1.32,
1.33 y 1.37 fueron escritos con la generalidad necesaria para que puedan ser ttiles como
referencia en trabajos futuros.

En [CT04] pueden encontrarse muchos ejemplos de procesos de Lévy no comunes en
la literatura estdndar y que pueden complementar a la seccién 1.3.

Con respecto a la tiltima seccién 1.4, se recomienda consultar el articulo [BYO05] para
un panorama general y muy completo acerca de los funcionales exponenciales de procesos
de Lévy.



CAPITULO 2

Medidas de renovacién y medidas potenciales

En este capitulo se establecen los conceptos y resultados generales de la teoria de
renovacion que se utilizan en los capitulos posteriores. Es importante resaltar que la teoria
expuesta concierne al caso de distribuciones con soporte en toda la recta real, a diferencia
de la mayoria de la literatura estdndar, en donde solo se considera el caso positivo. En este
sentido, la mayor parte del tratamiento que se hace en esta parte estd basada en el libro
atn no publicado Renewal, recurrence and regeneration de G. Alsmeyer (ver la seccién
Notas al final del capitulo).

En la primera parte del capitulo se introduce el concepto de medida de renovacion
(necesaria para establecer la identidad fundamental de la seccién 3.1) y se postulan sin
demostracién los teoremas de renovacion cldsicos cuya utilidad se ve reflejada en la de-
mostracion de la proposicion 3.2 del capitulo 3. La segunda parte del capitulo inicia en la
seccién 2.4 y estd destinada a estudiar algunas propiedades de la medida potencial aso-
ciada a un proceso de Lévy, que como se verd, es el concepto andlogo al de una medida
de renovacidn para caminatas aleatorias. Los resultados presentados en esta dltima parte
son el puente para la presentacién del capitulo 3.

2.1. Medidas de renovacion

Cualquier sucesién S = {S,, : n > 0} de variables aleatorias con valores reales definidas
en un espacio de probabilidad (Q,.%#,P), con incrementos i.i.d.

X =8y —S8n-1, n=>1,

y valor inicial Sy independiente de éstos, es conocida como una caminata aleatoria con
demora Sy.
Si para cada w € Q se define

N(w):=Y &, (a)

n>0

37
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entonces, para @ fijo, N(®) es una medida puntual sobre la recta real. N es entonces una
funcién de Q que toma valores en el conjunto .# de todas las medidas puntuales en R.
La medibilidad de esta funcién se obtiene dotando a .# con la minima o-dlgebra 2% que
hace medibles a todas las proyecciones

ng: M — NU{e}, nu— u(B).

Por lo tanto, N : (Q,.%,P) — (. ,90) es un elemento aleatorio, el cual es conocido como
medida puntual aleatoria o proceso puntual aleatorio asociado a la caminata S.

Una consecuencia de lo anterior es que, para cada B € Z(R), N(-)(B) es una variable
aleatoria que cuenta el niimero de “puntos” S, en el conjunto B. Al tomar esperanzas, la
medida intensidad de N es una medida en R dada por

n>0

U(B) :=E[N()(B)]=E [Z‘al{sﬂeg}] =Y P(S.€B), 2.1)

para todo B € #(R).
Recuérdese que para i y v dos medidas o-finitas en R, se define la convolucién de u
y v como la medida ¢ x v, en R, dada por

(s v)(B) = [ v(B=y)udy) = [ 1aley)vidnu@),

con B—y={x—y:x € B}, Bc #(R); se denota también por u*(®) = & a la delta de
Dirac en cero y para n > 1, se define

”*(n) — ‘u*”*(n—l).

Entonces, si F es la distribucién comdn de los incrementos X, y A es la distribucién de la
demora Sy, la medida intensidad (2.1) puede expresarse como

UB)= Y A«xF*"(B).

n>0

Para los propdsitos de este trabajo, es util introducir la siguiente definicién sin hacer
referencia explicita a las caminatas aleatorias. La igualdad anterior motiva lo siguiente.

Definicion 2.1. Sean A y F distribuciones en R, la medida de renovacion U A aso-
ciada a F con distribucion inicial A es la medida en R definida por

UF = ¥ AxF0).
n=0

Si A = §, para algin x € R, se escribe U* en lugar de U 8 y siempre se supone que
F +# &. Los casos particulares A = 8y y A = F son de especial interés y para éstos se tiene

U0 — iF*(n) y Uf = iF*(n).
n=0 n=1
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Ademds, para cualquier distribucién inicial A se cumple
U =Y AxF®W =2+ Y F® =2x0°.
n=0 n=0

Debe notarse que la definicién de medida de renovacion que se da aqui no se restringe
a distribuciones con soporte en los reales positivos, esta generalidad tiene como conse-
cuencia que algunas propiedades que se cumplen en el caso positivo, no necesariamente se
cumplen en el caso real. Por ejemplo, mientras que en el caso positivo siempre se cumple
que para todo B € #(R) acotado

U*(B) < oo, (2.2)

en el caso real esto no siempre sucede. Una medida con la propiedad (2.2) es llamada
localmente finita.

Muchas propiedades, sin embargo, tienen su extension andloga para el caso real. Una
propiedad muy conocida de las medidas de renovacion en el caso positivo es el principio
del méaximo, éste establece que

supU°([t, +h]) <U°([0,h]), Vh>O0.

t>0

En el caso real se tiene una afirmacién similar:

Lema 2.2. Sea A cualquier distribucién inicial. Si U A es localmente finita, entonces
U* es localmente uniformemente acotada, es decir, para todo h > 0

sup U* ([t,1 +h]) < U°([—h,h]).
teR

2.2. Teoremas de renovacion: teorema de Blackwell y teo-
rema clave de renovacion

La finalidad de esta seccidn es enunciar de la manera mds general y precisa posible
los dos principales resultados de la teorfa de renovacion, llamados comtinmente teoremas
de renovacion, éstos serdan una herramienta muy importante en el capitulo 3.

El teorema de Blackwell y el teorema clave de renovacidn son, como ya se ha dicho,
los teoremas mds importantes de esta teoria ya que permiten determinar el comporta-
miento asintético de muchas cantidades de interés en modelos estocasticos. El teorema
de Blackwell es la versién simple del teorema clave de renovacién y, gracias al concep-
to de directamente Riemann integrabilidad (introducido por el destacado mateméatico W.
Feller), es posible demostrar que incluso son teoremas equivalentes.

Teorema de renovacion de Blackwell

Antes de establecer el teorema de renovacion de Blackwell, al cual suele llamarse
la version two-sided del resultado original de Blackwell (1948), es importante hacer una
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clasificacién de la distribucién F' de acuerdo a su soporte; en este sentido, si se establece
Go:=R,G,:=dZ parad > 0y G := {0}, el span de F se define como

d(F):=sup{d € [0,0] : F(G4) =1},
F es llamada no aritmética si d(F) = 0 y aritmética si d(F) > 0. Con la finalidad de
facilitar una formulacién unificada para los dos casos anteriores, se define parad > 0

limf(1) si d=0,

t—roo
d-lim f(¢) :=
e lim f(nd) si d>0.
n—yoo
Se denota también a la medida de Lebesgue en R por ¢y; mientras que para d > 0, {; se
define como ¢, := du,, con u, la medida de conteo en dZ.

Teorema 2.3 (Teorema de renovacion de Blackwell). Sea F una distribucion en R
con span d > 0y media | € (0,0|. Entonces

mmmmwmz%%@y

[—ro0

. A _
tim UM (t,e+4]) =0,

1

para todo h > 0y cualquier distribucion inicial A. Aqui, se interpreta a L~ como 0

Si U = oo

Antes de pasar a la formulacion del teorema clave de renovacidn, es interesante notar
lo que afirma el teorema de renovacién de Blackwell bajo un contexto de teoria de la
medida. Como se recordard, se dice que una sucesién {Q, : n > 1} de medidas localmente
finitas en R converge vagamente a una medida localmente finita Q (denotado Q, - 0),
si para cada funcién continua g : R — R, con soporte compacto (g € %5(R)), se cumple

n—oo

lim ngfZ/ng. (2.3)
R R

Ya que cualquier funcién g € y(R) puede ser aproximada puntualmente por funciones
simples de la forma h = Z?:] ajly;, cona; € Ry I; intervalos acotados, y reciprocamente,
cualquier funcién simple es un elemento de %, (R), una condicién equivalente a (2.3) es

V}I;HDIOQn(I) = Q(I),

para todos los intervalos acotados Q-continuos, es decir, todos aquellos intervalos acota-
dos para los cuales Q(dI) =0, donde 91 es la frontera de I. Con lo anterior es posible notar
que las dos afirmaciones del teorema de renovacion de Blackwell pueden ser descritas de
la siguiente manera

v L
Ul(t+-)—>ﬂd cuando f — e, 'y

U*(t4-) = 0 cuando ¢ — —oo,

para cualquier distribucién inicial A.
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Teorema clave de renovacion

Dada una distribucién F en R con span d > 0 y media positiva i, el hecho que

U=t = [ Tou=3)U(dy) = U Loy (1), ¥ €,

con h > 0y A cualquier distribucién inicial, muestra que la primera afirmacién del teore-
ma de Blackwell puede reescribirse como

d- llmU *1[0]1 /IOh]ded (24)

o0

Es decir, el teorema de Blackwell puede entenderse como un resultado limite para convo-
luciones de la medida de renovacién con funciones indicadoras de conjuntos compactos.
Lo anterior motiva el interés de conocer una clase & de funciones g : R — R para la cual
es posible extender (2.4) en el sentido que

[—ro0

d-1fm U™ % g(1) /gded, Vg € .

En [Fel71], W. Feller prob6 que que la relacién anterior se cumple para una clase amplia
de funciones, a las que denominé directamente Riemann integrables, y es de hecho, a
través de este ultimo concepto, que el teorema de Blackwell y el teorema clave de reno-
vacion resultan equivalentes.

Definicion 2.4. Sea g una funcion definida en R con valores reales. Para § >0 y
n € Z, sean

s = (6m,8(n-+1)]
mys: =1in f{g( ) xelnﬁ}v n5 —sup{g( ) xeln,ﬁ}
g ) —5Zmn5 y O' 1=82Mn75.

nez nez

La funcion g es llamada directamente Riemann integrable (dRi) si 6(6) y 6(8) son
absolutamente convergentes para todo 6 >0y

1im (3(8) — &(8)) = 0.

Ahora es posible formular el teorema clave de renovacion, nombrado asi por W. Smith
(1954) en alusién a su gran utilidad y trascendencia.

Teorema 2.5 (Teorema clave de renovacion). Sea F una distribucion en R con span
d > 0y media p € (0,)|. Entonces

d-1limU%xg(r) = i / gdly vy (2.5)

t—roo

lim U%xg(r) =0,

t——o0

para toda funcion g : R — R directamente Riemann integrable.
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Al desarrollar los casos aritmético y no aritmético separadamente, si d = 0 entonces
(2.5) toma la forma

1
. 0 _
}L“;U xg(t) = m /Rg(x)dx,

donde la integral del lado derecho se entiende como el limite limg_, 6 (6), 0 como una
integral de Lebesgue si g es una funcién integrable. Por el contrario, si d > 0, (2.5) toma
la forma

lim U° x g(nd) =

d
lim m Y g(ka).

ke

Para finalizar, una observacién que vale la pena mencionarse es que todas las funcio-
nes indicadoras de la forma 1}y ;) con & > 0 son directamente Riemann integrables, en-
tonces (2.4) asegura que el teorema clave de renovacién implica el teorema de Blackwell;
reciprocamente, por medio de aproximaciones por funciones simples es posible demos-
trar que el teorema de Blackwell también implica el teorema clave de renovacion, es decir,
ambos teoremas son equivalentes (ver [Fel71, pag. 362]).

2.3. Comportamiento asintético de la funcion de renova-
cion
Como es natural, un objeto de importancia en el estudio de las medidas de renovacion
U* = Yoo xF ) es su correspondiente “funcién de distribucién”

UM (1) := U ((—o0,1]), Vi €R,

que comunmente es conocida como la funcién de renovacion asociada a F (y a A). En
general, no necesariamente se cumple que la funcién de renovacién es finita, para todo
t positivo; sin embargo, es conocido que en el caso de distribuciones con soporte en los
reales positivos, éste siempre es el caso (ver [Res02, pag. 186]).

Ya que este trabajo es concerniente al caso real, el primer problema que se presenta es
conocer bajo qué condiciones se puede garantizar

UM (1) < oo, VreR. (2.6)

Al respecto, se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.6. Sea F una distribucion en R con media |1 € (0,0) y medida de renovacion
U=U%=Y,5 F*")_ Entonces U (t) < oo para todo t > 0 si y solo si

Uy ::/ x? F (dx) < oo.
: (_W!O]

En particular, por el lema anterior es claro que (2.6) se cumple si la distribucién F
tiene segundo momento finito (varianza finita) o F tiene soporte en los reales positivos.
El primer resultado cldsico concerniente a la funcién de renovacioén es el siguiente.
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Teorema 2.7 (Teorema elemental de renovacion). Sea F una distribucion en R con
media i € (0,00 y i, < co. Su funcién de renovacion U satisface

Si se reescribe el teorema anterior en la forma

o
fim LBt
f—yo0 t

:07

entonces, naturalmente surge el interés de encontrar informacién mds precisa sobre el
comportamiento de U(¢) — i~ 't cuando ¢ — . Este es el contexto de la siguiente propo-
sicion.

Proposicion 2.8. Sea F una distribucion en R no aritmética con media L € (0,0),
varianza 6? finita y medida de renovacién asociada U. Entonces

) 1\  u*+o?
(0= S

Si ademds, A es una distribucion en R con media finita [y, entonces la funcion de
renovacion U*(t) = A U (t) satisface

; t TR LT
imluvrt—— )= 20 2.
o °°< ®) u) 2u? u e

En el caso de distribuciones F' con soporte en los reales positivos, la expansion (2.7)
fue derivada originalmente por Tacklind (1945) bajo la suposicién mds restrictiva

/ PO F (dx) < oo,

para algin 8 > 0, y después por Smith (1954) y Karlin (1955) si F tiene varianza finita. El
caso de distribuciones en la recta real que se ha considerado aqui, el resultado es debido
a Smith (1960).

La expresion en (2.7) puede reescribirse como el siguiente desarrollo

t o ur4or
UMt)= —+ -2 40(1), t > oo, (2.8)
pooo2pr op
y si la distribucién inicial es A = F, entonces
t o2
Uf(t)= —+ —— 1), t — oo.

2.3.1. Caso positivo: decaimiento exponencial en los teoremas de re-
novacion

Para obtener el desarrollo (2.8) fue suficiente suponer que F' tiene varianza finita. Na-
turalmente, si se desean obtener estimaciones mds precisas del término o(1) es necesario
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hacer mds suposiciones en la distribucién F. A continuacién se describen algunos resulta-
dos establecidos por J. Teugels en su tesis doctoral [Teu67] al respecto de la velocidad de
convergencia en los tres teoremas basicos de renovacién, cuando la distribucién asociada
tiene soporte en los reales positivos.

Sea F una distribucién con soporte en [0,), F se dice exponencialmente acotada
(en +o0) si existen constantes A > 0y 0 < K < oo tales que para todo t > 1y > 0

1—F(t) <Ke ™, (2.9)
y F es fuertemente no aritmética si es no aritmética y

liminf|1 — F(it)| > 0, (2.10)

lt|—ee

con F(s) = [;e™*dF(t), s € C. En particular, si F es absolutamente continua entonces
es fuertemente no aritmética.

Se enuncian a continuacioén los tres teoremas bésicos de renovacién que incluyen una
estimacion de la velocidad a la cual se da la convergencia. La constante p que aparece es
la misma en los tres enunciados, ademas, los nombres de los teoremas van antecedidos
por una letra R para distinguirlos de los teoremas de renovacién originales.

Teorema 2.9 (R-teorema elemental de renovacion). Sea F una distribucion que
satisface (2.9) y (2.10). Entonces existe una constante p < A tal que

Ut =24+ K

m 2—#2+0(€_pt), 1 — oo,

Teorema 2.10 (R-teorema de renovacion de Blackwell). Sea F una distribucion
que satisface (2.9) y (2.10). Entonces existe una constante p < A tal que para cada
h>0

Ut (e +1[0,h]) = %Jro(fp’), I — oo,

Teorema 2.11 (R-teorema clave de renovacion). Sea F una distribucion que sa-
tisface (2.9) y (2.10). Sea g una funcion en R con valores reales que satisface las
siguientes condiciones:

. g(t) =0parat <0,
1. g(t) >0parat >0,
L. g es decreciente parat >0y
V. para algiin p' >0, [y eP1g(1)dt < oo,

entonces existe una constante 3 = min{p,p’} tal que

/Otg(t—y)dUF(dy): %/Owg(t)dhm(e*ﬁf), £ — o0,
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2.3.2. Caso general: distribuciones spread-out y descomposicion de
Stone

Definicién 2.12. Una distribucion F en R es llamada spread-out si F*") es no
singular con respecto a la medida de Lebesgue fy, para algin n € N; esto es, si
existen medidas Fy # 0y F; tales que Fy es absolutamente continua con respecto a

loy
FW = F + B,

para algiin n € N.

De la definicién, es claro que cualquier distribucién F que sea absolutamente continua
con respecto a {y es spread-out, y a su vez, es posible demostrar que cualquier distribucién
spread-out es fuertemente no aritmética (ver (2.10)) y en particular, no aritmética. De esta
manera, se impone en F una condicién extra que el solo ser no aritmética, pero como se
menciona en [Asm03, seccién VIIL.1], esto no es demasiado restrictivo y la teoria gana
generalidad y simplificaciones.

Ahora bien, la medida de renovacion asociada a una distribucién spread-out F tiene
las mismas propiedades que la distribucién F e incluso mejores, como puede notarse en
el teorema 2.14. Ademads, al considerar medidas de renovacion de este tipo, es posible de-
rivar versiones mds fuertes de los teoremas de Blackwell y clave de renovacidn (teoremas
2.16y 2.17 respectivamente).

Lema 2.13. Una distribucion F es spread-out si y solo si su medida de renovacion
asociada U es no singular con respecto a .

En vista del lema anterior, es natural preguntar por mas informacién sobre la medida
de renovacién asociada a una distribucién spread-out. El teorema siguiente (debido a Sto-
ne [Sto66]) proporciona una descomposicion de la medida de renovacidn en este caso.

Teorema 2.14 (Descomposicion de Stone). Sea F una distribucion spread-out con
media | € (0,|. Entonces, para cada distribucion inicial A en R, la medida de
renovacion asociada a F, U*, se puede escribir como

vt =ut +U},

donde le es una medida finita y Uz’l tiene densidad u), (con respecto a {y) continua
y acotada que satisface

lim uy () =0 y h’mu,l(t)zé. @.11)

1——oco 1—>o0

Si se imponen mds condiciones en la distribucién F, es posible obtener una estima-
cion de la velocidad de convergencia en (2.11). La siguiente proposicion considera esta
situacién, la demostracién para el caso A = & puede consultarse en el articulo original
[Sto66], mientras que el caso general se obtiene sin mucha dificultad de este dltimo.
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Proposicion 2.15. Sea F una distribucion spread-out con media i > 0 y momento
entero m-ésimo finito, con m > 2. Entonces, en la descomposicion de Stone se tiene

(1) =~ +o(E= "), t oo,

up (1) = o(x~ "), t— —oo,

y Ull tiene momento m-ésimo finito.
Si ademds, la cola de distribucion derecha de F decrece exponencialmente, i.e.

L=F(t)=o(e™®), t = e,

para algin 8 > 0, entonces

1
u(t) = m +o(e™), 1 — oo,

Ul ([t,) = o(e™), 1 e,

para algin € > 0. Las afirmaciones andlogas se cumplen si la cola de distribucion
izquierda decrece exponencialmente.

Teoremas de renovacion en el caso spread-out

Como se mencion6 al inicio de la seccidén, una ventaja de considerar distribuciones
spread-out es que es posible dar versiones mas generales del teorema de renovacién de
Blackwell y del teorema clave de renovacion. Estas versiones pueden derivarse utilizando
la técnica de acoplamiento junto con la descomposicién de Stone que se presentd ante-
riormente (ver [Als, seccion 4.6]) y también usando propiedades ergédicas para cadenas
de Markov ([MT09, seccion 14.5]).

Teorema 2.16. Sea F una distribucion spread-out con media |t € (0,0]. Entonces
para cualquier distribucion inicial A y para todo h > 0 se tiene

Iim [[U* (- N[t +R]) = g o (-0 [1,2+A])]| =0,

—roo

o0, equivalentemente

lim sup |U*(@t+A)—pu"'4(A)] =0.
17 A 2([0,a])

Con respecto al teorema clave de renovacion, la siguiente version extiende al teorema
clasico en dos maneras: la primera es que la convergencia es uniforme dentro de una clase
especial de funciones y la segunda es que se suavizan las condiciones en la funcién g, en
particular, no se requiere la propiedad de directamente Riemann integrabilidad.
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Teorema 2.17. Bajo las mismas hipotesis que en el teorema anterior, sea g > 0
una funcion definida en R, acotada, integrable con respecto a {y y que satisface
limy;| ., g(t) = 0. Entonces

lim sup
t—oo0
lhl<g

=0, y

U’l*h(t)—% /R h(x) o (dx)

lim sup |u* % h(t)| =0,

’_)""\h\gg

para cualquier distribucion inicial A.

2.4. Medida potencial de un proceso de Lévy

La primera parte de este capitulo estuvo destinada al estudio de varios resultados de
la teoria de renovacién para caminatas aleatorias, ahora el objetivo es introducir algunos
conceptos de la teorfa de procesos de Lévy que en cierto sentido son una generalizacién
de los anteriores y que serdn de gran utilidad en todo lo que resta del trabajo.

En total analogia con las medidas de renovacion para caminatas aleatorias (ver (2.1)),
se define lo siguiente.

Definicion 2.18. Sea & un proceso de Lévy, la medida potencial asociada a & es la
medida Ug en #(R) definida por

Ue(B) =E [/0 1{§;€B}dt:| € (0,09,
para cada B € B(R).

Ya que la definicion anterior estd en términos de una doble integral es claro que U es
una medida. Ademads, por el teorema de Tonelli la definicién anterior es equivalente a

Ué(B):/OmP(éz € B)dt,

para cada B € Z(R). Al reescribir la igualdad anterior es inmediato que

/RIB()’)U!; (dy)=E {/Om 13(51)54 = /OmE[IB(é)]dt, (2.12)

por lo que utilizando la maquinaria bésica de aproximacién de funciones medibles posi-
tivas mediante funciones simples, (2.12) es vdlida para toda f : R — [0,00) medible, es
decir

[ 0)Ug(an £ {/wa(é)dt} - /:E[f(g,ﬂ dr. 2.13)
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La medida potencial anterior es un concepto importante para determinar la recurrencia
o transitoriedad del proceso de Lévy &£. A la cantidad

U}; (B) =E |:/() 1{§,€B}dt:| ,

en ocasiones se le suele llamar tiempo medio de permanencia en el conjunto B. El si-
guiente criterio complementa el que se dio en el teorema 1.15 (para su demostracién, ver
[Sat99, seccidn 7.35]).

Teorema 2.19. Sea B, la bola centrada en cero'y de radio a > 0. El proceso de Lévy
& es recurrente si y solo si para todo a > 0

Ug(By) = oo
Y transitorio si y solo si para todo a > 0

Ue (Bg) < oo.

En este trabajo, una propiedad de la medidas potenciales que serd muy util es su re-
lacién con las medidas de renovacién para caminatas aleatorias, que se definieron en la
primera seccién del capitulo. En los siguientes capitulos quedaran de manifiesto todas las
ventajas que esta relacion implica.

Proposicion 2.20. Sea e una variable aleatoria exponencial de pardmetro A =1 e
independiente del proceso &, si F es la distribucion en R dada por F (dy) =P(& €
dy), entonces

Us(dy) = ¥ F*)(dy).
n=1

Demostracion. Sea {e, : n > 1} una sucesion de variables aleatorias i.i.d. exponenciales
de parametro A = 1, e independientes también del proceso &. Ya que

n+1
Th1=) e ~gama(n+1,1),
k=1
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entonces al utilizar el teorema de convergencia mondtona se tiene

Us(ay) = [ P& € dy)ar

-[(x ( )'P(@edw
—/ ( (é,edy))dt

:,,Z(')/ —e P(& € dy)dt

ZP &, €dy) = Z (ér, €dy). (2.14)
n=0 n:

Ahora, si se define I'y = 0 es posible escribir

Z 5rk érk | (2.15)

por lo que de (2.14) y (2.15) es claro que para demostrar la proposicién basta probar
que la sucesion de variables aleatorias {érk — érk—l :1 <k <n} esii.d. con distribucién
comiin P(&, € dy). Pues bien, para cada 2 < k < n sea g la densidad de una v.a. gama de
pardmetros (k, 1), para toda funcién no negativa y acotada f se tiene por la propiedad de
incrementos estacionarios del proceso & que

por lo que la sucesién es idénticamente distribuida con distribucién comin P(&, € dy).
Para la independencia supdngase que n = 2 y sean hy,hy : R — R funciones medibles y
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acotadas, entonces, por la propiedad de incrementos independientes del proceso &

E[h1(Ery — &r)h2(Er,)] = Efh1 (Eeyver — ey ) 12 (&e,)]
= [l G~ ) (&)

_ /Ome—’ (/Om el (Ever— &) I (@)]ds) dt
= [t ([ R G- Bl ) )

= /Ow e "Ehy (E)]E [hy (Eeysr — &) dt

=Ehy (&) E 1 (&ey e, — )]
=E [k (&r)IE 11 (&r, — &ry)]

por lo que &r, — &r, y &r, son independientes. El caso n > 2 es totalmente andlogo al
anterior con la diferencia que aparecen n integrales interadas.
O

Corolario 2.21. La medida potencial Ug es una medida de renovacion asociada a
la distribucion F (dy) = P(&. € dy).

Demostracion. Es inmediato de la proposicion 2.20 pues ahf se establece que
Ug(dy) = Y F*"(dy),
n=1

donde F(dy) = P(&. € dy), luego, por definicién Ug es la medida de renovacién asociada
a F con distribucién inicial F.
O

Ahora bien, es importante relacionar propiedades de los momentos de la distribucion
anterior F, con algunas propiedades asociadas al proceso de Lévy &, lo cual se describe
en el corolario 2.24. Para ello, serén utiles los siguientes lemas.

Lema 2.22. SiE[§] < ey Var|&] < o, entonces, para todo t > 0

E&] =E[&],
Var[&] =tVar[&].

Demostracion. SiE[&]] < e, por el teorema 1.20 se tiene entonces que E [&] < oo, V¢ > 0.
En este caso, sea f(r) =E[&] parat > 0, f asi definida es una funcién aditiva ya que

f+5) =E[S] =ElGs — &I+ E[&] =E[&]+E[G] = /() + f(s)

y ademds es continua, luego f(t) = cf para alguna ¢ € R, en particular, c = f(1) = E[&]
y se tiene la primera identidad. Ahora bien, nuevamente por el teorema 1.20 se tiene que
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la finitud de Var[&;] implica la finitud de todas las varianzas Var[&], ¢ > 0, luego, un
argumento similar al anterior se puede aplicar para la funcién g(r) = Var[&], t > 0.
O

Lema 2.23. Sea e, una variable aleatoria exponencial de pardmetro A > 0 inde-
pendiente del proceso &, si E[&] < ooy Var[&;] < e, entonces

i [gea] =E[e,]E[&],
Var [éel] =E [el] Var [é]] +E [é]]ZVar [el] .

Demostracion. De acuerdo al lema 2.22, para la primera igualdad nétese que

E[&, ] = /Omle_MIE[@] dt :E[gl]/:me-hdt —E[&1]E[e;].

La segunda igualdad es ligeramente mas complicada, para reducir la notacién sean a =
E[&1] y b=E]e,], entonces al utilizar la primera igualdad se tiene

Var [ ] =E[ (&, ~E [&,])]
=E {(éel —ae; +ae;, —ab)z]
—E (&, —aer)’] +a’E (e —b)°| +2aE [(&, —aes) (e ~b)]
y desarrollando por separado cada término, por el lema 2.22 se obtiene
E[(&, —aer)’] = /0 A ME[(G —ar] di
—E[(&1 - ay’] /O T ihe Mar

=E[e;)E[(& —a)®] =Eez] Var[£1],

@B (e b’ =E[&]*Varles]. y

24E [ (&, —ae;) (€3 —b)] =2a /Ow Are ME[(E —at) (1 — b)) dt

~2a [ "R M (1= B)E((& ~E[5]))dr =0,

por lo tanto
Var [&, ] = Eley] Var[&] +E [&]* Var[e;] .
O

Corolario 2.24. Sea F(dy) = P(& € dy) la distribucion asociada a la medida de
renovacion (potencial) Ug. La media | y varianza 62 de F son finitas si y solo si la
media y varianza de & son finitas, respectivamente, y en este caso

u=E[&] y o*=E[e}].
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Demostracion. Ya que E[e] = 1, la afirmacién es inmediata del lema anterior.

2.5. Mas sobre la condicion de Cramér

En la secci6n anterior se demostr6 que la medida potencial Ug de un proceso de Lévy
es una medida de renovacion en el sentido usual para caminatas aleatorias y que estd
asociada a la distribucién

F(dy) =P (& €dy).

Considérese ahora 6 > 0 tal que
/ eF(dy)=1. (2.16)
R

Entonces Fy(dy) := % F(dy) es nuevamente una distribucién en R y su medida de reno-
vacion asociada (con distribucidn inicial Fy) es

1(69y F)""(dy) = ® ; F*"(dy) = % Ug (dy).

[ ngki

Y Fy " (dy) =
n=1

n

De lo anterior se desprende lo siguiente.

Proposicion 2.25. Sea & un proceso de Lévy que satisface la condicién de Cramér,
es decir, existe 0 > 0 tal que
E[e%1] =1.

Entonces, Ug(dy) := % Ug (dy) es una medida de renovacion asociada a la distri-
bucién Fo(dy) = e% F(dy), especificamente

Fy " (dy).

gk

Up(dy) =

n=1

Ademds, la media [ y varianza Gg de Fy satisfacen

Ho =E [&1¢%] € (0,99,

o2=E [55«:"51] € (0,e0].

Demostracion. Por el andlisis anterior a la proposicion, para la primera parte es suficiente

verificar que la condicién de Cramér implica (2.16). Pues bien, si E[ee‘gl] = 1 entonces
{es] {es] r
/ OV F (dy) = E[e%%] — / e E[e%dr = / e (B dr=1.
R 0 0

Para la segunda afirmacién, sea P? la medida de probabilidad del teorema 1.26, (&,P9)
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es un proceso de Lévy por lo que utilizando nuevamente el lema 2.22 se tiene
Ho = / yFg(dy) = / ye® F(dy)
R R
=E {éeee‘ge}
:/ e 'E {f,eeé’] dt
0
= [ B
0
= / e "tRO [&]dr
0
=E°[5]E[e]
= E |:€leeél:| A
Que E[£%%1] € (0,00] se demostr6 en el lema 1.28. Por otro lado
05 = /R(y—#e)zFe(dy)
= /R (v—He)*e®F (dy)
=B [(&— o)’ ]
= / ¢ 'E {(ﬁt _ue)zee(:,} dt
JO
0

y procediendo de manera andloga a la demostracion del lema 2.23, si a = E? [£] se tiene

oo

o5 = / e 'E° [(éz —at)z} dt +a2/ e '(t— l)zdt—|—2a/ e ' (t—1)E?[& —ar)dt
0 0 0
=E° [(&—a)] +
=E°[&7]
—E [ggeeél} 7
finalmente, ya que
1/2 1/2
B[] =B [f] <0 [£7]'7 =B [g2e0]
es claro que también se cumple E [&126951} € (0,00].
O

Ademads de lo expuesto en la seccién 1.3, cuando un proceso de Lévy satisface la
condicién de Cramér, se tienen algunas consecuencias mds. Sea & un proceso de Lévy
con indice de Cramér 6 > 0, por el lema 1.28, la media E [£] estd definida y satisface

E[&1] € [=2,0).



54 2. MEDIDAS DE RENOVACION Y MEDIDAS POTENCIALES

Utilizando el teorema 1.15 y la proposicion 1.17, es posible asegurar que el proceso & es
transitorio, deriva a menos infinito, i.e.

fimb == cs
y, de acuerdo al teorema 2.19,
U‘: (B) < oo

para todo B € #(R) acotado, es decir, Ué es una medida localmente finita.

Cuando se considera el cambio de medida P? del teorema 1.26, las propiedades de &
y Up son las siguientes.

Lema 2.26. Sean & y 6 como en la proposicién anterior. Entonces, bajo P?, & es un
proceso de Lévy transitorio y deriva a mas infinito, es decir

lim& = o c.s.
o0

Ademds, su medida potencial es Ug(dy) := €% Ug(dy) y también es una medida lo-
calmente finita.

Demostracion. En el lema 1.28 se demostr6é que
B[] = E [&1e%] € (0,99,
por lo que el proceso &, bajo P, es transitorio y por la proposicién 1.17

lim& = c.s. 2.17)

t—ro0

Por las identidades en (2.13), para todo B € #(R)
%@=/m®%@)
_ / 15(y)e® Ue (dy)
— / 13 (&) 95’} dt
—/ (1(&)]d
=E° {/0 1{§[€B}dt:| :

por lo que Uy es la medida potencial del proceso & bajo P?. Que Uy (dy) := % Ug (dy)
sea localmente finita es consecuencia de (2.17).
O
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Notas

Como se menciond en la descripcion inicial del capitulo, las secciones 2.1, 2.2, 2.3 y
2.4 se basaron casi en su totalidad en el libro atin no publicado Renewal, recurrence and
regeneration de Gerold Alsmeyer, y que puede descargarse desde la pagina personal del
autor. Este libro confiere tnicamente el caso de caminatas aleatorias pero en el aspecto
mds general posible, es decir, cuando el soporte de la distribucién asociada no necesaria-
mente esta restringido a los reales positivos, ademds, dedica un capitulo exclusivamente
para retomar diferentes pruebas del teorema de renovacién de Blackwell y las adapta para
el caso general antes mencionado, utilizando lo que denomina la descomposicion cliclica
de las medidas de renovacion.

Después de una biisqueda entre la literatura clasica de teoria de renovacién para ca-
minatas aleatorias, es posible que el libro antes mencionado se convierta en una excelente
referencia a futuro en el tema.

En las secciones 2.5 y 2.6 se pretendié conectar la teoria de caminatas aleatorias de
las secciones anteriores con la teoria de procesos de Lévy, introduciendo el concepto de
medida potencial. Estas secciones no se basaron en referencias especificas pero el capitulo
5 de [Kyp06] y la seccién 1.4 de [Ber96] pueden ser muy utiles para profundizar en los
conceptos de la seccién 2.5






CAPITULO 3

Una estimacién de la cola de distribucién derecha para
funcionales exponenciales

En la dltima seccion del capitulo 1 se probé que si & es un proceso de Lévy que deriva
a menos infinito, es decir, que satisface la condicién

lim& = —o, c.s.,
{—ro0

entonces el proceso £ es transitorio y, por el lema 1.35, se tiene que el funcional expo-

nencial
I= / eéfdt,
0

es finito c.s. Mds atn, bajo estas condiciones es posible asegurar que la distribucién del
funcional / tiene densidad k(x) con respecto a la medida de Lebesgue (ver seccién 1.4).
Sin embargo, en general no existe una férmula explicita que permita determinar a la fun-
cién k(x) (y por lo tanto a la distribucién de I), principalmente debido a que el funcional
exponencial [ estd definido a partir de toda la trayectoria del proceso &.

Es posible, sin embargo, obtener en algunos casos que la densidad k(x) satisface cierta
ecuacion integral. Si Ug es la medida potencial asociada al proceso &, entonces, en la
seccion 3.1 se prueba que la densidad k(x) satisface la ecuacién

/tmk(y)dy:/Rk(te*y)Ué(dy)7 c.S.,

que en términos del funcional /, se puede reescribir como

]P’( /0 eésds>r> - /R k(te™)Ug (dy), c.s. G.1)

La identidad (3.1) permite ahora abordar el problema de estudiar la cola de distribucién
derecha del funcional exponencial I = [; ¢%ds, esto mediante la manipulacién de la in-
tegral en el lado derecho, en donde las propiedades asintéticas de la medida potencial U,

57
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vista como medida de renovacién para caminatas aleatorias (teorema 2.19), serdn las he-
rramientas principales. La descripcion detallada de estas tdltimas afirmaciones anteriores
es el objetivo de la seccién 3.2.

3.1. Una identidad fundamental

En [PRvS13, proposicién 2.3], Pardo, Rivero y van Schaik, demostraron que cuando
& = —o0, con o un subordinador, entonces la densidad k(x) del funcional I = [;° e~ %ds
satisface la ecuacién integral

/lwk(J’)dy = /Oook(tey)UG(dy), c.s.,

donde Us es la medida potencial del subordinador o. La proposicién que se enuncia a
continuacién generaliza el resultado anterior para el caso en que & es un proceso de Lévy
que deriva a menos infinito.

Proposicion 3.1. Sea & un proceso de Lévy que deriva a menos infinito, es decir,
limy o0 & = —oo. Si Ug es la medida potencial asociada a &, entonces

/, ) = /R k(te™)Ug (dy), cs. (3.2)

Demostracion. Sean f'y g las funciones dadas por

f(@):=[Tk(y)dy y g(t):= Jgk(te?)U(dy), paratodot > 0.

Se demostrard que f y g tienen la misma transformada de Laplace, ya que en este caso,
por unicidad (ver [Fel71, pag. 432]) se tiene que

La transformada de Laplace %, de g estd dada para A > 0 por
Z(2) = / e Mg(0)ds
< / k(te™) ) dt
_ / ( / e Mi(te y)dt) U(dy)
_ /R ( /0 eyelze"k(z)dz) U(dy), (3.3)

donde en la tdltima igualdad se hizo el cambio de variable z = fe™”. Ahora bien, para
cada v > 0 sea & := {&, — & : s > 0}, entonces &" 1 &, y £ 2 & por lo que 1" :=
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I ¢5+~Svds tiene la misma distribucién que / y es independiente de &, para cada v > 0.
Ya que / tiene densidad k, al utilizar (2.1) en la expresién (3.3) se obtiene

Zy(A) = /OmIE {/Ooo eéve_}”zeévk(z)dz} dv

= /OOOIE {E [exefmvex] ngv] dv

= /OOOIE {egvefmvegv} dv

~lim | E [e’?ve*“"eg"} dv, (3.4)
u u

cada término del limite anterior se puede reescribir como

/W]E [eé"evaeév] dv = /OQIE [e‘g"efleév ﬁ;o(eg‘w_év)ds] dv

u u

-F |:/°c e};vef},ggv fo‘”(e‘gs#»v'év)dsdv:|
=E [/W et fscegsdsdv}

_ l * —l.["‘,x’e‘i‘ds

=2k [/ d (e )}

_ l A ebsds

= AE [1 e ]

por lo que al retomar (3.4) y utilizando el teorema de convergencia dominada se tiene
finalmente

Z(4) = lim %]E [1 e fl«”f‘;ﬂ - %E [1 _ e*“} . 3.5)

Por otro lado la transformada de Laplace . de f evaluadaen A > O es

200 = [ e s

— /0 Tk ( /[ ; k(y)dy) di

:/ e MP(I>1)dt
0

=K {/Ome_hl{bl}dt]

y casi seguramente se tiene la igualdad [§" e/, dt = § (1 — ™)

, por lo tanto

> 1
_ —At _ - A
Z(A)=E Uo e 1{,>[}dt} = E [1 e } (3.6)
asf, de (3.5) y (3.6) se concluye que Zr = %, y por lo tanto

/t " k(y)dy = /R k(te)U (dy), cs.
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La identidad anterior es la herramienta fundamental para la demostracién de las dos
proposiciones principales de esta tesis (proposiciones 3.2 y 4.8), es por ello que de ahora
en adelante la identidad (3.2) siempre se referird como la identidad fundamental.

Para finalizar esta seccidn, se describen a continuacién otras consecuencias intere-
santes de la identidad (3.2) que resultan féciles de deducir con base en el trabajo de los
capitulos anteriores.

I.

II.

I11.

Como ya se coment6, en el caso en que & = —0, con ¢ un subordinador, se recupera
la identidad de Pardo, Rivero y van Schaik [PRvS13, proposicién 2.3].

En el lema 1.37 se obtuvo una identidad sobre los momentos positivos del funcional
I. Con ayuda de (3.2) se puede obtener la misma identidad de manera mucho mds
directa. Si ¢ es el exponente de Laplace de &, para § > 0 se tiene que

E[r] :ﬂ/:sﬁ’lIP(l> 5)ds
zﬁ/owsﬁ*l </Rk(sey)U§(dy) ds
-8/ ( / msﬁlk(sey)ds> Us (dy)
_B /R BTy ( /O mtﬁ'k(z)dt) Us (dy)
= pE[1"] /R PIU (dy). (3.7)

Por lo tanto, la finitud de E[/#] implica también la finitud del término E[IP~!].
Supéngase ahora que E[eB%1] < 1, equivalentemente @(f) < 0. En este caso, las
identidades en (2.13) implican

n o) oo 1
By, (d :/ E [oB& dt:/ 10(B) gy —
JyPustan = [ E[eHe]ar= [Te ~o(B)’

por lo que retomando (3.7) se tiene

E[P] = B(B)E[]Bl}, (3.8)

-9
que es la identidad en el lema 1.37.

Incluso es posible extender (3.8) a momentos complejos, de la siguiente manera.
Recuérdese que parat € R* y z € C, z = a+ib, se define

1= ezlog(z) _ laeiblog(t).
Ya que las igualdades en (3.7) son vdlidas en el caso complejo, entonces

E[F] =zE [F'] /R e“Ug (dy).
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Ademas, las identidades en (2.13) pueden generalizarse a funciones con valores
complejos, por lo que si R(z) € C (con C el conjunto en (1.9)) y R(ep(z)) <0,
entonces

: - - |
YU, (dy) = / E [e%| dr = / 1906) gy — .
Jevsa = [ E[es]a= "o ~o00)

En resumen, para cualquier z € C tal que R(z) € Cy R(@(z)) < 0, se tiene

E[F] = %(Z)E[lz’l].

3.2. Estimaciones bajo la condicion de Cramér

Se ha dicho que otra manera de escribir a la identidad fundamental, demostrada en la
seccidn anterior, €s

IP( /0 meésds>t) - /R K(te™)Us (dy), cs., (3.9)

y por lo tanto, es posible abordar el problema de obtener estimaciones en infinito para la

cola de distribucién
zm@</ eésds>t>. (3.10)
0

Especificamente, en esta seccién se muestra que la identidad fundamental (3.9) permite
dar una demostracion alternativa de un resultado de Méjane [Mej02] y Rivero [Riv05],
que proporciona una estimacion en infinito para la cola (3.10), cuando el proceso de Lévy
satisface la condicién de Cramér (proposicion 3.2)

Como andlisis preliminar para estudiar el comportamiento en infinito de (3.10), usan-
do el corolario 1.38 es posible obtener que, si B € (0, 8), entonces (3.10) decrece al menos
como una funcién potencia de orden f3, es decir

P(n/:e@ds>t> :o(fﬁ), t — oo,

Para ver esto, considérese 3 > 0, ya que

./Oiwsﬁfl]}"(1>s)ds:./(;wsﬁfl (/xmk(v)dv> ds
:/:k(v) </Ovsﬁlds) dv

= %/Ow Vk(v)dv

1
— _E[F), 3.11
EU”] (3.11)

y, por el corolario 1.38,

E[IP] < siysolosi B €]0,6), (3.12)
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entonces, combinando (3.11) y (3.12) se tiene que para todo € (0, 0) y para todo 7 > 0
t
ﬁpu>ngg/w4pu>@m
0
< [3/ SPTIP(I > 5)ds = E[IP] < oo
0

Lo anterior implica que el conjunto {t¥P (I > 1) : 1 > 0} estd acotado superiormente por
E[78] y por lo tanto
0 <limsup PP (I > 1) <E[IP] < co.
f—yo0
Ya que las afirmaciones anteriores fueron para todo 8 € (0,0),si 0 < ff; < B2 < 6, en-
tonces
0 < limsupP P (I > t) = limsuprP PP P (1 > 1) =0

t—yo0 t—o0

pues B1=B2 decrece a cero, de esta manera se obtiene que para todo B €(0,0)

0 < liminfPP (I > 1) < limsup PP (1 > 1) =0,
t—o0

1—ro0

y por lo tanto

P(/Oweésds>t):o(tﬁ), t— oo

Esta aproximacién quiere decir que la cola de distribucién ¢ — P(I > ) puede escri-
birse como la funcién # multiplicada por una funcién f (t) que tiende a cero cuando ¢
tiende a infinito, es decir

P (/meévds > t) =17 Pr(), (3.13)
0

donde f(¢) — 0 cuando ¢ — . En realidad esta no es una muy buena aproximacién ya
que lo anterior no proporciona practicamente ninguna informacién sobre la funcién f(z).

Cuando el proceso de Lévy & satisface la condicién de Cramér, Rivero ([Riv03, le-
ma 4]) y Méjane ([Mej02, teorema 1.1]), aplicando algunos resultados de Kesten y Goldie
en ecuaciones afines aleatorias', obtuvieron una estimacién més precisa que la descrita
en (3.13). El objetivo principal de esta seccion es dar una demostracion alternativa de este
resultado (proposicion 3.2), que tiene la ventaja de no apelar a los resultados de Kesten
y Goldie como se hizo originalmente, y que se basa fundamentalmente en la identidad
enunciada en la proposicion 3.1.

Proposicion 3.2. Sea & un proceso de Lévy no aritmético que satisface la condicion
de Cramér con 6 >0y E[£; €%€1] < oo, Entonces existe una constante C > 0 tal que

]P’(/ eésds>t> ~Ct Y =, (3.14)
0

]E[IG—I]

Ademds, C = B AT

!'Ver la seccién 4.1 del siguiente capitulo.
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Demostracion. La prueba se dividird en tres casos, de acuerdo a lo siguiente
0€(0,1), 6=0 6 0 €(1,00).

Caso 6 < 1. Por el lema 1.37, el término E[I°~'] es finito. Ya que E[£;%%1] es finito
siy solo si E[éf 6951] lo es, entonces, por la proposicién 2.25, también es posible asegurar
que

Ho = E[£1¢°%1] € (0,9).

Para obtener el limite (3.14), serd suficiente probar
E[lefl}
Lo(1—0)’

pues en este caso, el teorema A.1 de los apéndices asegura

t
h'mt"*'/ P(I>s)ds = (3.15)
0

t—ro0

E[19—1]
Iim®P(I>1)= ———(1—-0) = ,
Hn B> 1) #9(1—9)( ) Heo

que es justo (3.14). Pues bien, al usar la identidad de la proposicién 3.1 se tiene, para todo

t>0
[IP’(I > s5)ds = ’ k(se™)U(dy) | ds
0 0o \/rR
= tk(seﬂ’)ds U (dy)
o (fweas)
:/R (/Otey eyk(v)dv> U(dy),

por lo tanto

te‘l/OtIP’(1>s)ds=t9_l/Rey (/Oteyk(v)dv> U(dy).

Haciendo t = ¢* con x € R, es posible reescribir lo anterior como

el /OEX]P’(I > s)ds = e(efl)x/Rey </0e"ey k(v)dv) U(dy)
&
_ /R %) ( /0 k(v)dv) U(dy)
e
_ /Ree(x—y)e—<x—y) (/0 k(v)dv> U (dy)

- /R Yo (x — y)Us (dy), (3.16)

donde yp (x) = e(®—1x foex k(v)dv es la funcién descrita en el lema 3.3 y

Ug(dy) = €U (dy),
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es la medida de renovaci6n asociada a la distribucién Fy (dy) = €% F (dy) (ver proposicién
2.25).
Entonces, se requiere determinar el limite, cuando x tiende a infinito, de la expresion

/IR Wo (x— ¥)Us (dy). (3.17)

Para ello, el lema 3.3 afirma que Yy es una funcién dRi y nuevamente por la proposiciéon
2.25, Fy es una distribucién con media pg := E[£€%51] € (0,0), por lo tanto, el teorema
clave de renovacion (teorema 2.5) aplicado a la expresion (3.17) da como resultado

E[1°1]
T 1e(1-9)°

Ademds, por el lema 3.4 se cumple que Yy (x) — 0 cuando x — o, por lo tanto

+/ Wo (x —y)Us (dy) =5 — /llfe

e<9_1)x/ex]P’(1>s)ds:/ l//g(x—y)Ug(dy))H—O;M.
0 R Ho(1—0)

Asi, cuando ¢ = ¢* tiende a infinito, se tiene finalmente el limite (3.15):

E[[G—l]
to(1—6)

Caso 6 > 1. El corolario 1.38 garantiza que el término E[/%~!] es finito y también
garantiza que, para todo ¢ > 0

1
te_l/ P(I > s)ds —
0

/wP(1>s)ds < /OwIP)(I>s)ds:E[I] < oo,

Por lo tanto, de manera similar al caso anterior, serd suficiente probar

]E[19 1}
A 61
lim¢ / P> s)ds = s, (3.18)
pues el teorema A.1 implica inmediatamente
E 1671 E 1971
lim °P(1 > 1) = —Q( -0)= [ },
to0 He(6—1) Mo

que es el limite (3.14). Nuevamente por la identidad de la proposicion 3.1, se tiene

/IMP(1>stf/ </kse ) )ds
_ /R < /t k(sey)dS> U(dy)
= [ ([ ko) vian.

9! /INP(I > s)ds =1°~ I/Rey ( z:y k(v)dv> U(dy).

por lo que
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Haciendo t = ¢* con x € R, se puede reescribir lo anterior como

0= 1% / P(I > s)ds = e®~ 1)/ey</m k(V)dv)U(dy)
X R efe™V
= / O ) g () </°° k(v)dv) e®U(dy)
R ex—y

- /]R o (x —y)Up (dy), (3.19)

con g = e®~* [Tk(v)dv y Up(dy) la misma medida de renovacion del caso anterior.
Por los lemas 3.3 y 3.4, {y es una funcién dRi y se anula en infinito, asi, de manera
similar al caso anterior, al aplicar el teorema clave de renovacidn a (3.19) se obtiene

E[19—1]
He(6—1)
Por lo tanto, cuando ¢ tiende a infinito, se tiene el limite (3.18):

]E[Ie—l]

1o (6 —1)

[ Bl =3)0a(a) =5 - [ wotw)as =

te_l/ P(I > s)ds —
t

Caso 0 = 1. Por el teorema A.2 de los apéndices, bastara verificar que para todo A > 1

At 1
lim P(I > s)ds = — -logA,
1= Jt Ue
pues en este caso se tiene

1
limP(I > 1) = —,

[=reo e

que es el limite (3.14) para el caso 6 = 1.
Sea pues A > 1, por la identidad de la proposicion 3.1 se tienen las igualdades

./t.ﬂp(1>s)ds:/tl’ (/Rk(sey)U(dY)> ds
= /R (/thk(sey)ds) U(dy)
=L (/A >dv> Udy).

Haciendo 7 = " con x € Ry, como antes, Ug (dy) = ¢*U (dy), entonces

he
P(I > s)ds :/R (/ . k(v)dv) Uy (dy)

&Y

:/ </ l{ex>'<v</1exy}k(v)dv> Up(dy)
R \/R
:/ k(v) </ 1{10g(e"/v)<y<log(e"/v)+logk}U@ (dy)> dv

—/ v)Ug((log(e*/v),log(e*/v) +1ogd))dv (3.20)

Ae

eX
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Para obtener la convergencia en infinito de esta ultima integral, naturalmente el primer
recurso que se quisiera utilizar es el teorema de convergencia dominada (TCD). Pues
bien, por el lema 2.2 se cumple que para todo v > 0

sup k(v)Us ((log(e*/v), log(e" /v) +log )| < k(v)Us([~log ,logA]),  (3.21)

xeR
y, por el teorema de renovacién de Blackwell (teorema 2.3), para todo v > 0

k(v)Ug ((log(e*/v),log(e /v) +1logA)) =3 k(v) - k;il . (3.22)

De esta manera, (3.21) y (3.22) garantizan que es posible aplicar el TCD en la identidad
(3.20) y asegurar que

Ae* . | o0
/ P(I > s)ds =5 ogl/ k(v)dv,
Jex Ho Jo

lo cual implica finalmente la convergencia

At « logA
P(I > 5)ds —> o8 ,
t Ho

que es lo que se queria probar.

3.3. Resultados auxiliares

Para la demostracion de la proposicién 3.2 son necesarios los siguientes lemas de ca-
racter técnico.

Lema 3.3. Sea & un proceso de Lévy que satisface la condicién de Cramér con
0 > 0. Si 0 <1 la funcién Yo : R — R dada por

s
Vo(x) =e® V" [* k()a,
0

es directamente Riemann integrable (dRi), si 0 > 1 la misma afirmacion es vdlida
para la funcion g : R — RT

Vo (x) = €O~ x /m k(v)dv.
et

Demostracion. Caso 8 < 1. Yy es una funcién integrable pues utilizando el lema 1.37 se



3.3. RESULTADOS AUXILIARES 67

tiene

[ wewax= [ (e““)x I k(V)dv> dx
= Ow (sel /Osk(v)dv> s~ lds
= /Owk(V) (/vmsezds> dv
- [u ()
= ﬁfomve’lk(v)dv = ﬁm"*l] < oo

Se deben verificar ahora todas las condiciones para que Wy sea una funcién dRi (definicién
2.4). Ya que Yy es no negativa, para cualquier 6 > 0 se cumple 0 < o(8) < G(9) v,
como Yy es el producto de una funcién decreciente hg(x) = e(0-1x por una creciente
g(x) = foex k(v)dv, para todo n € Z se tiene

M, 5 = sup{hg(x)g(x) : x €I, 5}
<sup{hg(x):x €1, 5} sup{g(x):x €1, 5}
= hg(nd)g((n+1)3)

0= f{g() X€h1s}
25 (p(0-1)(n+2)5 -inf{g(x) :x € L115})
2 (inf{hg(x) 1 x € L1 5} - f{g(x) : x € L1 5})
< (0= 1)25.1nf{h9(x)g(x):xEIn+175}

—(6-1)26
=e ( ) 'mn+l,5‘

Por lo tanto, al utilizar la integrabilidad de yy

G(8):=8 ) Mys<e OVRE Y my 5= V200(8) <en @710 /R Yo (x)dx <=,

nez nez

y entonces los términos 6(6) y 6(6) son absolutamente convergentes para todo § > 0.
Por célculos similares a los anteriores se tiene

e g (5)*2(5)
= (e —1)o(8)
(e

IN

lo que muestra que Yy es dRi.
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El caso 6 > 1 es similar, g también es integrable pues

/]R er(X)dx:./ﬂ;\] (ewnx /‘” k) dv) "
=i4w<fﬂ[mkwyh>slds
= [ ([ 2as) s

L7 e 1 -1
=— k(viJdv= ——E|I oo
6_1/0 v (V) v 0_1 [ }< ’

donde 1a finitud de E[I9!] es asegurada por el corolario 1.38. Luego, como { es no
negativa y es el producto de una funcién creciente hg(x) = e(®=1x por una decreciente
(x) = [ k(v)dv, se tiene que para todo n € Z

M, 5 :=sup{hg(x)g(x) : x €1, 5}

< ho((n+1)8)g(nd)

=@V inflg(x) ix €1, 1 6}
=l D2 (inf{hg(x) :x €I,y 5} Inf{g(x) 1 x €L, 1 5})
Se(@-l)zf;,mrH N
Por lo tanto

5(8)1=8 Y My5 < el V5(8) <l [ y(x)dr <o
nez R

yﬁntonces

G(8)—0(8) < (e 1) /R Vo (x)dx 229 0.

Esto muestra que ¥y es dRi, segtin la definicién 2.4.
0

Lema 3.4. Cualquier funcion directamente Riemann integrable se anula en infinito
y menos infinito. Es decir, si g : R — R es dRi, entonces

lim g(x) = 0.

[x[ e

Demostracion. Supéngase que g : R — R es una funcién dRi. Sea § > 0, de acuerdo a la
definicion 2.4, los términos

g(a) =08 Z Mmps Y 6(6) =0 Z Mn,S

nez nez

son absolutamente convergentes, donde para todo n € Z se define I, 5 := (6n,8(n+1)] y

my s = inf{g(x):x € L5}, M,s:=sup{g(x):xcl,s}.
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Por lo tanto

im [M, 5[ =0y lim |m,s|=0. (3.23)
Sea € > 0, por lo anterior existe N € N tal que paratodon > N
linf{g(x) :x€ L5} <€ y |sup{g(x):x€l, 5} <e
y entonces se cumple que para cualquier real x > SN
lg(x)| <e,

es decir, lim,_,. g(x) = 0. Utilizando nuevamente (3.23) y de manera similar a la anterior

se demuestra que g se anula en —oo.
O
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Notas

Como se menciond después de la demostracion de la proposicién 3.2, ésta dltima es
una generalizacion de la proposicion 2.3 de [PRvS13].

Puede leerse que la demostracion presentada aqui se basa en el uso directo de la trans-
formada de Laplace, mientras que en [PRvS13], al tener el caso particular £ = —0 con
o un subordinador, la demostracion utiliza principalmente la siguiente igualdad para los
momentos enteros positivos del funcional / evaluado en un tiempo exponencial e,

i1 k!
E [qu} T (g os(1)---(g+os(k)’

Para el enunciado estricto y la demostracién de la igualdad anterior, consuiltese el teorema
2 de [BYO05].

para k=1,2,...



cAPITULO 4

Velocidad de convergencia

En el capitulo anterior se demostro la siguiente estimacion para la cola de distribucion
derecha del funcional exponencial I = [;° e%ds:

lim t°P (/ €5 ds > t) =C, .1
0

o0

con C > 0. Ahora, en este tltimo capitulo se estudia la velocidad de convergencia en esta
aproximacion.
Como ya se ha mencionado, la aproximacién (4.1) se puede reescribir como

P(/Owe@ds>t) =1797(r)

donde f(t) — C cuando t — oo, y atin cuando esta descripcion da cierta idea sobre el com-
portamiento en infinito de la cola de distribucién, es necesario obtener estimaciones que
contribuyan a mejorar esta aproximacion de la funcién f(z), cuando ¢ es suficientemente
grande.

En las siguientes secciones se obtienen algunos resultados al respecto del problema
anterior. Especificamente, en las primeras dos secciones se utilizan resultados ya esta-
blecidos para ecuaciones afines aleatorias y se aplican al caso particular de funcionales
exponenciales de procesos de Lévy, mientras que en la seccién 4.3 se engloban algunos
resultados obtenidos a raiz del trabajo realizado en el tiempo de elaboracion de la tesis.

4.1. Resultados de Goldie

Para poder utilizar los resultados de Goldie [Gol91] en el estudio de la velocidad de
convergencia de (4.1), es necesario dar la idea general de la demostracion original de
Rivero [Riv05] y Méjane [Mej02] de la proposicién 3.2. Con esto, serd posible aplicar
directamente el teorema 4.7 de [Gol91] y obtener asi una primera estimacion.

71
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La propiedad fuerte de Markov (teorema 1.13) tiene una util consecuencia para el
funcional exponencial /. Sea T un tiempo de paro finito c.s. con respecto a la filtracién
natural (% ),;>0 del proceso &, entonces

gtl = éT—H _gTa t Z Oa

es un proceso independiente de %7 y tiene la misma ley que £. Luego, por la linealidad
de la integral

. T oo
/ eé"ds:/ ef"der/ S ds
0 0 T

T o0
— / eévds_’_ / eév*éTJrgTds
0 T

T 00
:/ €§5ds+€5T/ 55T s
0 T

T o0
= / eé’dere'gT/ 5T+ 8 gy
0 0

T 0y
— / eérds + e&T / eét dl7
0 0

lo que origina la ecuacion afin aleatoria:
I=0+MI,

donde, en el lado derecho, la variable I’ es igual en distribucion al funcional exponencial
1, y es independiente del vector

(0.M) = (/OTeésds’ eir).

En otras palabras, el funcional exponencial / es solucién de la ecuacién

x2 O+MX, X independiente de (Q,M). 4.2)

Uno de los resultados mds importantes sobre ecuaciones afines aleatorias, como la
anterior, es el siguiente teorema a veces llamado el teorema de renovacion de Kesten.
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Como una aplicacidn del teorema anterior, la demostracion original de la proposicién
3.2, proporcionada por Rivero [Riv05] y Méjane [Mej02], es como sigue: sea T el tiempo
de paro constante 7 = 1, entonces, el funcional exponencial / satisface la ecuacién afin
(4.2) con

1
Q:/O egxds y M:eél' (44)

Los supuestos de la proposicién 3.2 son los siguientes:

H.1 el proceso de Lévy & satisface la condicién de Cramér con 6 > 0,
H.2 E[£e] < oo,

H.3 & es no aritmético,

por lo tanto, es facil notar que los tres supuestos anteriores corresponden respectivamente
a las condiciones L, 11 y 1l del teorema 4.1, luego, para poder utilizar el teorema, la Ginica
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condicion que falta garantizar es 1v, es decir, falta garantizar

([ )] <o

Afortunadamente, esto no es problema ya que esta condicién se probd dentro de la de-
mostracién del lema 1.37 (especificamente, en las igualdades (1.33)).

E[l0°| =E

Asi, utilizando el teorema de renovacién de Kesten se tiene que la distribucion del
funcional exponencial / es la tnica que satisface la ecuacion afin

x2 O+MX, X independiente de (Q,M), 4.5)
con (Q,M) dados por (4.4), y mds importante adin:

lim°P (1 > 1) =C, (4.6)

o0

donde, después de algunos cdlculos, también puede probarse que la constante C tiene la
forma

B E[le—l]
 E[§e81]

(ver el articulo original [Riv05, lema 4]). Né6tese que en el caso del funcional exponencial
I, no es interesante conocer el comportamiento en menos infinito de su cola izquierda, ya
que al ser I > 0 c.s., naturalmente se cumple que

lim P(I <t)=0.

t——o0

En cambio, otro problema interesante es el comportamiento del funcional exponencial
para valores muy cercanos a cero, es decir, el limite

lim P(I <1).
t—0+

El problema que concierne a este capitulo es el estudio de la velocidad de conver-
gencia en la aproximacion (4.6). Al respecto, reforzando los supuestos en las variables
Q y M del teorema general 4.1, Goldie [Gol91] incluye la siguiente cuantificacion de la
velocidad de convergencia en el teorema de renovacion de Kesten.
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La intencién en esta seccion es utilizar el teorema anterior y aplicarlo directamente
para el caso de los funcionales exponenciales, de esta manera, se obtendra una primera
estimacidn de la velocidad de convergencia en el limite

lim P (/ e ds > t) =C.
t—yo0 0

El resultado se enuncia a continuacién.
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Demostracion. Es consecuencia directa de aplicar el teorema 4.2 y reescribirlo en funcién
de los términos X =1,

1
Q:/e‘isds y M=e5.
0

Lo utnico que hay que aclarar es que, de acuerdo el teorema 4.2, la condicién en (4.7):

1 0+p
/ eSds ] < oo) ,
0

]E[|Q|9+/’] < oo, (IE

queda asegurada por la condicién

E [e(e+ﬁ>5l] < o,
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ya que por la desigualdad de Doob y de manera similar al desarrollo en (1.33), para p > 1

se tiene
0+pB
<E l( sup {eé“}) ]
0<s<1

1
El/ e>ds
0

0+p

IN

P\ retesBing e+,
p—1

4.2. Una segunda estimacion

Nuevamente, considerando el teorema de renovacion de Kesten y en general, ecuacio-
nes afines aleatorias en dimensiones mayores, D. Buraczewski, E. Damek y T. Przebinda
en su articulo atn no publicado On the rate of convergence in the Kesten renewal theorem
(2014), también estudian la velocidad de convergencia en el limite

lim 1°P (X > 1) =C, (4.8)

t—ro0

sin embargo, bajo condiciones menos restrictivas que las de Goldie (teorema 4.2).

La idea general en este articulo (y también en el trabajo de Goldie) es controlar la ve-
locidad de convergencia en (4.8), mediante la descripcion de la velocidad de convergencia
en los teoremas cldsicos de renovacion. Para enunciar su resultado principal (teorema 4.4),
si M > 0, definase

n(dy) := eey]P’(logM €dy),

yseaU =3"_, N la correspondiente medida de renovacién. En la seccién 2.3 se esta-
blecié una aproximacién de segundo orden para la funcién de renovacién asociada a U;;
especificamente, si 1] tiene media y € (0,00) y varianza o2 finita, entonces

+o(1), t— 0.

En sintesis, el siguiente resultado dice que si el término o(1) es de orden O(t %), en-
tonces la velocidad de convergencia en (4.8) es de orden logaritmico.
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Como en la seccion anterior, la siguiente proposicién proporciona otra estimacion de
la velocidad de convergencia en

lim P (/ e‘?sds>t> =C,
t—roo 0

y que es el resultado de aplicar directamente el teorema anterior al funcional exponencial
I'y alas variables aleatorias

1
Q:/O eSds y M = e, 4.9)

Debe notarse que las condiciones impuestas en la distribucion Fy(dy) = %P (&, € dy)
son ligeramente menos restrictivas que en la proposicion 4.3, mientras ah{ se requiere que
la distribucién F’ tenga momentos exponenciales finitos y que sea spread-out, la siguiente
proposicién pide que Fg tenga momento absoluto finito de orden ¥ > 2 y que su funcién
de renovacién decrezca como una funcién potencia.
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Suponiendo la existencia de momentos exponenciales para la distribucién Fy, es posi-
ble deducir el siguiente resultado que simplifica las hip6tesis impuestas en la proposicién
anterior. Sin embargo, aunque se gana simplicidad en las hipdtesis, se desperdicia la ge-
neralidad que proporciona la proposicién 4.5.
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Demostracion. Lo primero que se debe hacer es demostrar que 1y 11 implican las condi-
ciones (4.10) y (4.11) de la proposicién 4.5. Pues bien, ya que para todo f3 > 0

E [|§1|Ye951} <E [eﬁ|§1|69'51]
=E [635189511{51>0}} +E [e_ﬁgleeéll{é‘lﬁO}]
) [6(6+B)511{§1>0}] +E [e(e_ﬁ)§11{§1§0}:| ,

entonces, por convexidad, para cualquier f < 6,
E [e(9+ﬁ)€1] <o = E [|51 |vee§1] < oo,

Por otro lado, nétese que

0
Seeél + sup 9% <2 sup eeé‘,
0<s<1 0<s<1

9) (1 +

081 +

1
/ eSds
0

por lo tanto, la expresion

1
(eeél + ‘/ eds
0

1
E log / eSds
0

X
)] (4.12)



4.3. OTRA ESTIMACION VIA DESCOMPOSICION DE STONE 81

estd acotada superiormente por

2E { sup %% (|§1x +

0<s<1

1 X
log/ eSds )] .
0

Asi, para garantizar la finitud de (4.12) serd suficiente demostrar que

1
log/ eSds
0

Considérese primero la esperanza del lado izquierdo, por la desigualda de Holder se tiene
que para cualesquiera p,q € [1,00] tales que 1/p+1/g=1

X
sup e%} < oo, (4.13)
0<s<1

E[Iéll" sup eeﬂ <oy E[

0<s<1

1
E [Iéll" sup e%} <E[|&[*]7 E [ sup eeq@]",
1

0<s< 0<s<1

luego, sig= (60 +f3)/0 > 1y se considera su conjugado p = (0 + f)/f, se tiene

1
E {|§1 |* sup eeé‘} <E[|& |7“’]117IE { sup e(9+ﬁ>§} ! ) (4.14)
0<s<1

0<s<1

De las igualdades en (1.33), se tiene que

E { sup 6(9+ﬁ)§’:| <o si E [e(9+l3)51} < oo,

0<s<1

y la condicién T en el enunciado del teorema garantiza justamente esto tltimo. Por su parte,
la finitud del término E [|£;|¥”] queda garantizada por la condicién I, asf, el término (4.14)
es finito y por lo tanto, la primera esperanza en (4.13) es finita.
Un argumento similar es valido para probar la finitud de la segunda esperanza en
(4.13).
O

4.3. Otra estimacion via descomposicion de Stone

En esta seccidn se intenta establecer otra estimacién para la velocidad de convergencia
en el limite

lim %P (/ e ds > z) =C. (4.15)
0

[—o0

De manera similar a Goldie [Gol91], la idea de la demostracién es descomponer la medi-
da potencial Uy del proceso de Lévy, utilizando la descomposicién de Stone, para después
estimar la diferencia entre tP (I > ) y C; esto tltimo mediante las estimaciones corres-
pondientes que se tienen de la velocidad de convergencia en la descomposicidon de Stone
(proposicién 2.15).

Ya que no se trabaja el caso general de ecuaciones afines aleatorias, la ventaja que se
tiene con respecto a los resultados de Goldie, es el tratamiento mas simple y directo a la
hora de utilizar los teoremas de renovacién y obtener las estimaciones. Cabe mencionar
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que la identidad presentada en la seccion 3.1, es en gran medida la responsable de estas
simplificaciones.

La proposicion 4.8 describe los resultados que se obtuvieron con el objetivo de estu-
diar la velocida de convergencia en (4.15), el enunciado y la demostracién hacen uso de
las expresiones utilizadas en la prueba de la proposicion 3.2 y del lema siguiente.

Lema 4.7. Sean UfL, uy), y W como en la proposicion 2.15. Entonces, paratodot € R,

1
uy (t ——‘ <Me ©,
0~
U (1,000 | < e,

para algunas constantes positivas €, M y M'.

Demostracion. Por la proposicién 2.15 ya se sabe que existe 7 > 0 tal que paratodot > T

1
uy (1) — u‘ < Ke |

Ut (o) <K',

para constantes positivas €, K y K’. Ahora bien, parat < T, al ser u; una funcién continua
y acotaday U 1}” una medida finita, se tiene que existe C > 0 tal que

1
U (t) - ’ S C S Ceig(f*T) — CeETe—gt,

Uk (1) < U R) < UF®)e#T) < UF (R)eT e,

Poniendo M := mix{K,Ce¢"} y M := max{K’,U}* (R)e*" } se tiene el resultado.
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Proposicion 4.8. Sea & un proceso de Lévy que satisface la condicion de Cramér
con 6 > 0. Supdngase que P (&, € dy) es spread-out y que su cola de distribucion
derecha decrece exponencialmente.

L Si0 <1yE[&] < oo, entonces existe € < 1— 0 tal que

-1 (' _ C e
t IP’(I>s)ds—1 9+O(t ), t—>e.
. -

. Si 0 > 1, existe € < 1 tal que

[(6—1)/ P(I>s)ds=%+0(t‘£), t — oo,
| -

1L Si 6 =1, existe € < 1 tal que para todo A > 1

At
P(I > s)ds=ClogA+0(17%), t—>oo.
t
Demostracion. Si la distribucion P (& € dy) es spread-out, entonces

Fy(dy) = e”P (& € dy)

también es spread-out. Ahora bien, por la proposicién 2.25, Ug (dy) = % Ug es la medida
de renovacidn asociada a la distribucién Fy, por lo que utilizando la descomposicién de
Stone (teorema 2.14) es posible escribir a la medida Ug como

Ug = Uy + Uy,

donde U; es una medida finita y U, tiene densidad u (con respecto a £p) continua y acotada
que satisface

t——o0 t—ro0

1
lim u(r)=0 y limu(t) = m (4.16)

Caso 0 < 1. Con la descomposicion anterior, se tiene que

[ wotx=Uatay) = [ wolx=y)Ui(@)+ [ wolx—Ua(dy)
R R R

= [ vols=)Ui(@)+ [ volx—y)uls)ay.
R R

con Yy (x) = e(@— 1 j(fx k(v)dv. Por lo tanto, utilizando la estimacién dada en la proposi-
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cién 2.15, para la velocidad de convergencia en el limite 4.16, y el lema 4.7, se tiene

[ wolr=3)Uo @) = [ wolx=3)U(@y) + [ wautx~ydy
R R R

:/ wg(x—y)Ul(dY)+/ e (y) <'u19 +0<ge(xy)))dy

—/llfox y)Ui(dy) +*/llfe )dy+e*© /llfe (e)dy

EIG 1
= [ vots Ui + s e [ vablo(e)dy
por lo que restando de ambos lados el término %, se obtiene
E[197)
[ yole—)Uaay) — s = [ wale— (@) e [ yols

Con la igualdad anterior, la intencién ahora es obtener una estimacion de la diferencia de
la izquierda cuando x es suficientemente grande, y esto se hard mediante la manipulacién
de las integrales que aparecen del lado derecho. Para ello, primero considérese la integral

R
Sustituyendo explicitamente el término Wy (y) = (0= 1Y f(fy k(v)dv, se tiene que
/ Vo (y)o (™) dy‘ /R e Yo (y)dy
2
= / <e<9+81>>’ / k(v)dv> dy, (4.17)
R 0

y haciendo célculos similares a la demostracién del lema 3.3, se obtiene que la dltima
integral es finita si 0 +€—1 <0y E[£;] < oo, en cuyo caso

e 1
(6+&—1)y _ 0+e—1 oo
/R <e /0 k(v)dv) dy - SE [1 ] < oo,

Por lo tanto, denotando por M a la constante anterior, de (4.17) se sigue que

/We () dy’ <Mye ™
y entonces es posible escribir

/ o ()0 (e2)dy = 0 (), x— oo, 4.18)

Por otro lado, para la integral

/l//e(x*y)Ul(dy),
R
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nétese que Yo (y) = e(@1 foe) k(v)dv es una funcién de variacién finita (pues es el pro-
ducto de una funcién decreciente por una creciente), por lo tanto, se puede escribir

[ wole=»)i(dy) /( [ avote )m(dy)
-/ ( /X_MU1(dy)>dy/9(u)

_ —/RUI([JC_“vw))dWG(M)’

donde dyg(u) = e%k(e*)du+ (6 — 1) wg (u)du. Asi

\ / w(x—y)m(dy)] < [ e ayy)

— /e(9+8)uk(6”)du+(91)/e£u‘l/9(”)d“}
L R R

= / O+ () du+ (6 1) / (e“’”‘”“ / k(V)dV) du}
/r ® ’

— X _E [19+£71} + 61 E |:19+871:|
i 1-6-¢

_ex| € {9%71}
= —E|l
¢ |0+e—1 ’

denotando por M| a la constanste del lado derecho, se concluye que

[ vt yitan)| < e
y entonces

/Rlllg(xfy)Ul(dy):0(e_8X), X — oo, 4.19)
Finalmente, (4.18) y (4.19) implican la estimacién en infinito

E[7°7)

/R‘I/G(X—y)Ue(dy) - m = 0(67”)7 X — oo,

que es lo que se deseaba obtener.
Caso 6 > 1. De manera similar que en el caso anterior, es posible conseguir la si-
guiente igualdad

. E[19 1 ev
/WG(X—Y)Ue(dy)—i /llfe x—y)Ui(dy) + /llfe ) dy,
R U (0

con g (x) = €@ D¥ [T k(v)dv. Sustituyendo la expresién anterior para Wy en la segunda
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integral del lado derecho, se tiene que

/ Vo (y)o () dy’ /Res“"life (y)dy
:e_ex/ <e<6+£_1))’/ k(v)dv> dy
R ey
1
oo L gl o,
© Bre—1
siempre y cuando 0 + & — 1 < 0, y esto ultimo pasa si y solo si € < 1. Denotando por
M, = 9+i.71 E [197¢71] se tiene entonces
/ IVG ey dy‘ < Mse™ sx7
es decir,
eﬂ/ Wo()o(e™)dy=0(e™), x— oo (4.20)
R

Para la integral
/R% (x=y)U1(dy),

debe notarse que la funcién P (x) = e(®~ ¥ [ k(v)dv también es de variacion finita, por
lo tanto, al igual que en el caso anterior

/Wex YUi(dy) = /Ul X —u,%0))dy(u),

con d g (u) = —e%"k(e")du+ (8 — 1) Pgdu. Sustituyendo g se tiene
[ wte—nunian]| < [ e anm)
JrR Jr
=e & —/ O () du+ (6 — 1)/ egulilg(u)du}
L /R R

— et | / O () du+ (6 — 1) / (e“”g‘”“ / wk(v)dV> du}
L R R “

— ¢ & |_E [19+£—1:| + -1 E[le—ke—l}
0+e—1

—&x € [9+£71}
= —E|I
¢ |[1-60—¢ ]’

denotando por M} a la constante del lado derecho, se obtiene

'/R Wolx— Uy (dy)‘ < M,
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es decir
/R Vo(x—y)U(dy) =0 (e™®), x—oo. (4.21)

De (4.20) y (4.21) se concluye finalmente la estimacion

E[1°-1]

/R%(x—y)Ue(dy) T he(0=1)

=0(e®), x—oo

Caso 6 = 1. Este caso es un poco diferente de los anteriores, la expresion principal es

/Owk(V)Ue((10g(eX/V)710g(ex/V) +logA))dv (4.22)

por lo que utilizando la descomposicién de Stone se tiene que (4.22) es igual a
/Owk(v)Ul((log(ex/v),log(ex/v) +10g7L))dv+/Owk(v)Uz((log(ex/v),log(ex/v) +1logQ))dv.
Para la segunda integral se tiene que

/Owk(v)Ug((log(ex/v),log(ex/v) +logA))dv

= /Owk(v) (/R 1{1og<e~v/v)<y<1og(ex/v)+1og/1}M(Y)dY) dv

= /0 wk(v) (“19 logA + /R L{iog(et /v)<y<log(et/v)+1oga} O€ ™ )dY> dv

= i logA + /0 ) k(v) < /]R L{jog(et /v)<y<log(et /v)+log 1} O€™ )dy) dv

= ﬁ logA + /0 B k(v) ( /R 1{0<u<lon A}O(e*("“‘)g(e‘/")))du> dv

_ i logA + e~ & /0 " 00E k() ( /R 1o-ucto ;L}e_g”du) dv

l oo
= —1logA —|—e_€xK/ O(v®)k(v)dv
He 0
con K = [ 1jo<y<iogrye” *du constante (que depende de A). Por lo tanto

/ " k() Up ((log(¢* /), log(e* /v) + og A))dv — — log A
0 Heo

= /Omk(v)Ul((log(ex/v),log(é“/v)Jrlogl))dvJre_‘c’)‘K/ODo o0 )k(v)dv  (4.23)

Para obtener una estimacion de (4.23) cuando x es suficientemente grande, primero se
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trabajara con la primer integral. Por la proposicién 2.15 se tiene

’/Owk(v)Ul ((log(e*/v),log(e*/v) +1ogA))dv

< /0 " k() UL ((log(e /), =))dv

< M/ook(v)efglog(ex/")dv
0

—M /0 k() (e /v)Edv
=Me & /Om vek(v)
=ME[[f]e &
y E[I%] es finito si y solo si € < 6 = 1. Por lo tanto
/0' " k(UL ((log(¢*/v),log(¢*/v) +log A))dv = O (&%), x — co. (4.24)

Ahora bien, para la segunda integral de (4.23) basta notar que

/0 " 00 )k(v)dv

< /000 Vek(v)dv =E[IF],
y nuevamente E [/?] < oo si € < 0 = 1, luego

e ¥K /Om OV )k(v)dv=0(e"®), x—oo. 4.25)
De (4.24) y (4.25) se concluye finalmente

/Oook(v)Ug((log(ex/v),log(é“/v) +logA))dv— ilogl =0(e®), x—oo

4.4. Supuestos basicos

Como puede notarse en los enunciados de las proposiciones 4.3 y 4.8, algunas de las
condiciones que se imponen para garantizar las respectivas estimaciones de la velocidad
de convergencia de t9P (I > 1) a C, es que las distribuciones

P(&iredy) y P(&edy), (4.26)

sean spread-out. Segtn la definicién 2.12, una distribucion F es spread-out si existe n € N
tal que la n-ésima convolucién de F' consigo misma, F' ) se puede escribir como

F = F 4+ B,

donde F; # 0 es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. La pre-
gunta natural es saber si existen procesos de Lévy & tales que alguna de las distribuciones
en (4.26) sean spread-out y que por lo tanto puedan aplicarse las proposiciones 4.3 0 4.8.

Sea & un proceso de Lévy £ fijo, considérese primero la distribuciéon G(dy) =P (&; € dy)
de la proposicién 4.3. La pregunta es ;es posible dar condiciones (relacionadas al proceso
£) al menos suficientes para garantizar que la distribucién G sea spread-out?
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L. Al ser & un proceso de Lévy, entonces su distribucién infinitamente divisible aso-
ciada es G y claramente una condicién suficiente para que G sea spread-out es que
G sea absolutamente continua (con respecto a la medida de Lebesgue).

1I. Por el teorema de inversion de Fourier, si G tiene una funcién caracteristica inte-
grable, entonces G tiene una densidad acotada g dada por

1

() = o

/ e R[5 )dx.
R

Para simplificar lo anterior, si se cuenta con una expresion explicita para el expo-
nente caracteristico ¥ del proceso &, entonces, utilizando la igualdad

E[e™®] = Y™ vxeR,

para asegurar la integrabilidad de la funcién caracteristica de G es suficiente garan-
tizar la condicién
/ ‘efw
R

Y en este caso, en particular G serd spread-out.

dx < oo,

Ahora considérese la distribucién F(dy) = P (& € dy) de la proposicién 4.8, donde,
recuérdese, e es una variable aleatoria exponencial de pardmetro A = 1 independiente de
&. Nuevamente lo que se buscan son condiciones suficientes para asegurar que la distri-
bucién F' sea spread-out.

I. Si la distribucién de &, ¢ > 0, tiene densidad p(z,y) medible en (z,y), entonces, la
medida potencial del proceso £ satisface que para todo B € B(R)

Us (B) :/WIP(é € B)dr

= /:w (/Bp(t,x)dx> dt
:/B(/:p(t,x)dt> dx,

es decir, Ug es absolutamente continua y su densidad estd dada por

u(x) = /Omp(t,x)dt.

Ahora bien, por la proposicion 2.20 se tiene que Ug = )., F *n), por lo que si Ug
es absolutamente continua entonces F' también lo es. En particular, F es spread-out.

1. Nuevamente por el teorema de inversion de Fourier, si la funcidn caracteristica de
F es integrable, entonces F' es absolutamente continua. Supéngase que ¥ es el
exponente caracteristico del proceso de Lévy &, la funcidn caracteristica de F estd
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dada por

&=
NN
=
sy
%
I

/m ¢ "Ele™%dr
0

(P +1)]

donde la dltima igualdad se cumple ya que R(¥(x)) > 0. Por lo tanto, una condicién
suficiente para que la distribucién F sea absolutamente continua (y en particular
spread-out), es que se cumpla la siguiente condicion de integrabilidad

J

dx < oo,

1
Y(x)+1
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Notas

Ver el inciso Il en las Conclusiones (capitulo 5).
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CAPITULO B

Conclusiones

Para concluir, sera ttil describir las conclusiones finales a las que se han llegado des-
pués de todo el trabajo realizado en las paginas anteriores.

De manera general, este trabajo tuvo dos partes esenciales en su desarrollo. La prime-
ra, que abarc6 basicamente los capitulos 1 y 2, se relacioné con un trabajo de busqueda
entre varios libros y articulos, seleccién de aspectos principales, andlisis y sintesis de la
informacidn relevante; luego, con base en los conocimientos adquiridos antes y durante
el desarrollo de los primeros capitulos, la segunda parte de la tesis, que comprendi6 los
capitulos 3 y 4, buscé aplicar estos conocimientos para resolver un problema nuevo, in-
teresante, y que naturalmente conllevo otro tipo de habilidades y hdbitos de trabajo un
tanto desconocidos hasta el momento.

De manera mads precisa, es posible decir que se cumplieron todos y cada uno de los ob-
jetivos planteados en la presentacion de los avances de tesis en el seminario de titulacién,
que se describen a continuacion.

I. El primer objetivo era entender la demostracién original de Méjane [Mej02] y Ri-
vero [Riv05] de la proposicién 3.2, lo cual fue descrito de manera detallada en la
seccién 4.1, después del teorema 4.1.

11. El segundo obtetivo era proponer una demostracion alternativa de la proposicion
3.2, sin apelar directamente a los resultados de Kesten [Kes73] y Goldie [Gol91]
para ecuaciones afines aleatorias. Esto se hizo completamente en el capitulo 3, co-
mo puede leerse ahi, la manera de lograrlo fue utilizando una identidad fundamental
descrita y demostrada en la seccién 3.1, y que después de mucho trabajo y diferentes
versiones infructuosas de demostracion, la version final es la que aparece descrita
en la seccién 3.2.

1. Finalmente, el tercer objetivo era estudiar el error en la aproximacién
lim °P (/ eésds>t> =C, 6D
[—ro0 0
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establecida en la proposicién 3.2. El capitulo 4 se dedicé exclusivamente a estudiar
este problema. Como se mencioné desde la presentacién de los avances de tesis, la
intencién en esta parte era obtener todos los resultados posibles que contribuyeran
de alguna manera con el objetivo de proporcionar una estimacién para el error en
(5.1), y, si bien los resultados presentados en las proposiciones 4.3, 4.5, 4.6 y 4.8
resultan interesantes, alin se requiere trabajo de investigacion para refinarlos.

Particularmente, la proposicién 4.8 se bas6 en la demostracion alternativa que se
presentd de la proposicion 3.2 y en una versién con estimaciones de la velocidad de
convergencia en la descomposicién de Stone (proposicion 2.15). Es posible que el
método anterior de la posibilidad de obtener un refinamiento de la proposicion 4.8
que mejore las estimaciones hechas en las proposiciones 4.3, 4.5 y 4.6; un nuevo
objetivo es lograr este refinamiento y queda pendiente para un trabajo futuro.



APENDICE A

Lemas tauberianos

Una funcién medible g : [d,) — [0,00), d > 0, es de variacién regular en infinito
con indice p € R (denotado por g € VR)), si para todo A > 0

tim S5 _ g0,
e g(x)

Si p =0 se dice que g es de variacion lenta.

Para dos funciones g y /, se escribe g(x) ~ h(x) cuando x — oo, si

Claramente lo anterior implica que existe una vecindad de o en la cual % no es cero. La
demostracion de los siguientes dos teoremas pueden consultarse en [NHBT89], pdginas
39 y 159 respectivamente.
Teorema A.1 (Teorema de la densidad monétona). Sea U(x) = [ u(y)dy. Si
U(x) ~cxPl(x) cuando x — o,
conc R, p eR, [ € VRyy si u es monotona en alguna vecindad de infinito, entonces

u(x) ~ cpxP(x) cuando x — oo.
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