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Resumen

Dinamica de la Funcién h) = 1/,
Parametrizada sobre Reticulas
Cuadradas Reales

Pablo Pérez Lucas

Bajo la direccién de

Dra. Moénica Moreno Rocha

En este trabajo se estudia la dindmica asociada a la iteracién de funciones elipticas hy(z) =

1/pa(z), parametrizadas sobre reticulas cuadradas reales 2 = [A,iA], A € C — {0}.

Se demuestran tres resultados originales. Primero, se obtiene un Teorema de Dicotomia para
la familia h) sobre reticulas cuadradas reales, extendiendo el resultado publicado en 2009 por
L. Koss para reticulas triangulares. También se demuestra que ningin elemento en la familia
exhibe ciclos de anillos de Herman, por lo que la dindmica de h) es similar a la dindmica polino-
mial. Aplicando la teorfa Polynomial-like mappings (funciones tipo polinomiales) de A. Douady
y J.H. Hubbard, se demuestra que sobre reticulas cuadradas h) presenta un comportamien-
to tipo cuadrético cuando es restringida a discos topolégicos del plano complejo, extendiendo

resultados similares de J. Clemons en el 2010 para la familia p) sobre el mismo tipo de reticulas.

Abstract: In this work we study the dynamics associated with the iteration of elliptic functions
hx(z) = p%(z), parametrized on real square lattices Q = [\, A € C — {0}.

We prove three original results. First, we obtain a Dichotomy Teorem for the family h) on real
square lattices, extending the result published in 2009 by L. Koss over triangular lattices. Also
we shown that no elements in the family exhibit cycles of Herman rings, so that the dynamics
of h) is similar to the dynamics of a polynomial. Applying the Polynomial-like mappings theory
of A. Douady and J.H. Hubbard, we show that on square lattices h) exhibits a cuadratic like
behavior when restricted to topologic disks in the complex plane, extending similar results
obtained by J. Clemons in the 2010 for the family py on the same type of lattices.
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Introduccion

En este trabajo se estudia la dindmica asociada a la iteraciéon de elementos en las familias me-
romorfas de funciones elipticas hy(z) = 1/pr(z), A € C — {0} parametrizada sobre reticulas
cuadradas reales Q = [\, i)].

A continuacion se hace un desglose de los capitulos que conforman esta Tesis.

En el Capitulo 1 hacemos un estudio de las funciones meromorfas doblemente periédicas respec-
to a una reticula en el plano complejo, mejor conocidas como funciones elipticas. Se muestran
algunas propiedades generales de estas funciones y con el fin de estudiar la dinamica de la fun-
cion eliptica hy(z) = p%(z) se da la construccién de la funcién p—Weierstrass. Como resultados
sobresalientes de este capitulo es que cualquier funcién eliptica se puede obtener apartir de la

funcién p—Weierstrass y su derivada (Teorema 1.7.4).

En el Capitulo 2 abordamos la iteracién de funciones meromorfas y exponemos algunos de los
principales resultados de esta teoria. En particular hacemos énfasis en resultados respecto a
funciones de la clase S ya que las funciones elipticas forman parte de esta clase. Todos los re-
sultados expuestos en este capitulo se deben a personas que han trabajado en esta area y que

han logrado sentar las bases de la Dindmica Holomorfa.

En el Capitulo 3 se discuten las propiedades dindmicas de la familia h) y las simetrias que sus
conjuntos de Julia y Fatou presentan sobre reticulas cuadradas y rémbicas. Dos de los resul-
tados principales de la tesis aparecen aqui: se demuestra que h) no tiene ciclos de anillos de
Herman (Teorema 3.3.10) y el Teorema de Dicotomia para la conectividad de conjuntos de Julia
(Teorema 3.4.4). Si los tres valores criticos de hy estdn contenidos en una tnica componente
de Fatou, entonces el conjunto de Julia es totalmente disconexo. En otro caso, es conexo. El

capitulo cierra con una breve discusion de la conectividad de componentes de Fatou.

Finalmente, en el Capitulo 4 se proporciona una breve introduccién a la teoria Polynomial-like
mappings desarrollada por A. Douady y J.H. Hubbard en [DH]. Se proporcionan conceptos
respecto a familias holomorfas de funciones meromorfas y familias analiticas de funciones tipo
cuadréticas. En base a ello, y aplicando el Teorema de Rectificacién (Teorema 4.1.6) se obtiene

el tercer resultado principal de la tesis, el cual garantiza que sobre reticulas cuadradas la funcién

11



hy presenta un comportamiento tipo cuadratico restringida a ciertos discos topoldgicos del plano

complejo (Teorema 4.5.3).
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Capitulo 1
Funciones Elipticas

En este capitulo estudiaremos las funciones elipticas como funciones meromorfas del 2-toro a la
esfera de Riemann. Primero consideramos funciones elipticas en general, para luego concentrar

nuestra atencion en las propiedades de la funcién eliptica p-Weierstrass.

1.1. Preliminares de analisis complejo.

Las demostraciones de los siguientes resultados pueden ser consultados en libros clasicos de

andlisis complejo como [Ah] o [G].

Definicién 1.1.1. Diremos que una funcién f(z) es meromorfa en un dominio U si f(z) es
analitica en U excepto posiblemente en singularidades aisladas, cada una de las cuales es un

polo.

Teorema 1.1.2. (Teorema de Montel) Sea § una familia de funciones meromorfas definidas
en un dominio U. Supongamos que existen puntos distintos a,b,c en C tal que para toda f € §,
f(U) c C\ {a,b,c}. Entonces § es una familia normal en U.

El Teorema de Picard se ocupa para caracterizar los conjuntos de Julia y Fatou que definiremos

en capitulos posteriores.

Teorema 1.1.3. (Teorema de Picard) Sea f(z) una funcidn meromorfa en una vecindad U =
{0<|z— 20 |< 8} de zy. Si f(z) omite tres valores en zy, entonces f(z) se extiende meromor-

famente a zg.

Definicién 1.1.4. Una funcién f entre dos espacios topoldgicos es llamada abierta si la imagen

de cada conjunto abierto bajo f es abierto.
Las funciones meromorfas cumplen la siguiente propiedad.

Proposicion 1.1.5. Las funciones meromorfas no constantes son abiertas.

13



1.1. Preliminares de analisis complejo.

El siguiente teorema serd utilizado cuando tratemos resultados acerca de cubrientes ramificadas
en el Capitulo 5.

Teorema 1.1.6.

s Sea R C C una region y sea f una funcién analitica no constante definida en R. Entonces

f: R — C define una funcién abierta.

» Sizg € Ry si f(z0) = wp con multiplicidad m, entonces existe una vecindad N de z, tal

que para todo w € f(N)\ {wo} el conjunto f~!(w) contiene m puntos en N.

Definicién 1.1.7. Un dominio anular D, es un dominio 2-conexo de C. Si las fronteras de D
son circunferencias decimos que D es un anillo. Un anillo candnico es el dominio A, gp = {z €
C:0<r<|lz|<R<+oc0}.8ir=006R = oo entonces decimos que A, g es un anillo

degenerado.
Respecto a dominios anulares se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.1.8 (Representacién de dominios anulares). Sea D C C un dominio anular. Enton-
ces existe una aplicacion conforme g: D — A, g donder >0y R <+o0. Sir >0y R < 400,
g es llamada la aplicacion candnica de D.

Corolario 1.1.9. Todo dominio anular es conformemente equivalente a uno de los siguientes
anillos:

1. Apoo ={2:0<| 2 |< 400} = C\ {0},
2. Aloo={2:1<|2|<+x}=C\D,
3. Air={z:1<|z|< R}, con R < +c0.

Definicién 1.1.10. El mddulo de un dominio anular D C C, se define por

_logR

mod(D) o
i

donde R < oo tal que existe una equivalencia conforme g : D — A; r. Si D es equivalente a
C\ {0} 6 a C\ D entonces el mod(D) := oo.

El médulo de un dominio anular resulta ser un invariante conforme como lo establece el siguiente

teorema.

Teorema 1.1.11. Sea A C U wun anillo y f: U — V una aplicacion conforme, entonces
mod(f(A)) = mod(A).

Mas ain también se tiene lo siguiente.

14



1.2. Periodos.

Teorema 1.1.12. Sea f : Ay — Ay una funcidn cubriente holomorfa de grado d entre dos
anillos. Entonces 1
mod(Ay) = Emod(Ag).

Otro resultado importante respecto a dominios anulares es el siguiente.

Lema 1.1.13 (Criterio de Branner-Hubbard). Sean
KiD>DKyD>DKgD---

subconjuntos compactos no vacios de C con cada K, 41 contenido en el interior de K,, para todo
n € N. Si suponemos que int K, es simplemente conexo, A, = int K, \ K,4+1 es un dominio

anular. Siy 7" mod(A,) = co entonces (. K, es un solo punto.

1.2. Periodos.

Definimos el concepto de periodo y posteriormente mencionaremos dos propiedades importantes
del conjunto de periodos de una funcién f que denotamos por €2¢. Proporcionamos también una
clasificacién de las funciones f de acuerdo al conjunto €.

Los siguientes resultados pueden ser consultados en [JS].

Definiciéon 1.2.1. Sea f una funcién definida en el plano complejo C, entonces un nimero
complejo w es llamado un periodo de f si f(z + w) = f(z) para todo z € C. f es llamada
periddica si tiene un periodo w # 0.
El conjunto €y tiene dos propiedades importantes, una algebraica (vélida para toda funcién f)
y una topoldgica (vdlida para funciones meromorfas no constantes).
Teorema 1.2.2. Sea Qf el conjunto de periodos de una funcién f definida en C, entonces {2f
es un subgrupo del grupo aditivo C.

DEMOSTRACION. Sean «, 3 € Qf entonces f(z+(a+3)) = f((z4+a)+8) = f(z+a) = f(z),
asi o + B € Q. Por otro lado f(z — a) = f((z — a) + @) = f(z), de esta forma —a € Q.
Finalmente, f(z+ 0) = f(2), asi 0 € Qy, por lo tanto €; es un subgrupo de C. O

Teorema 1.2.3. Sea 1y el conjunto de periodos de una funcidn meromorfa f no constante

definida en C. Entonces Q0 es un subconjunto discreto de C.
Lo cual nos lleva a que el conjunto de periodos de una funcién meromorfa no constante es un

subgrupo discreto de C.

Teorema 1.2.4. Sea Q) un subgrupo de C, entonces se tiene uno de los siguientes:

i) Q@ ={0}.

ii) Q@ = {nwy : n € Z} para algin w; fijo que pertenece a C\{0}, y asi 2 es isomorfo a Z.

ii1) Q = {mwy +nws : m,n € Z} para puntos fijos wy, wy € C linealmente independientes sobre
R. En este caso Q) es isomorfo Z X 7.

Definicién 1.2.5. Si una funcién f tiene un conjunto de periodos Q2 del tipo ii) entonces f es

simplemente periddica; si Qf es del tipo iii) entonces f es doblemente periddica.
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1.3. Reticulas y regién fundamental.

1.3. Reticulas y region fundamental.

Denotemos por €2 6 Q(w;,wy) un grupo del tipo iii) definido en la seccién anterior. Estos grupos
son llamados reticulas y {wy, wa} es una base para 2, es decir un par de generadores de 2. Sin
embargo, hay otras bases para ) ademds de {wy,ws}; por ejemplo {wy,w; + we} es también
una base, pues si w € Q(w1,ws) tenemos que w = mw; + nwy = (M — n)w; + n(w; + ws) con
m —n,n € Z. En general, si w},w) € Q(wy,ws) entonces why = aws + bwy y wi = cwa + dwy
donde a, b, ¢, d son enteros.

Nuestro principal objeto de estudio seran las funciones doblemente periddicas también conocidas
como funciones elipticas.

Dada una reticula €2, decimos que 21,22 € C son congruentes mod (2, escribiendo z; ~ 29,
si 21 — 2o € Q. La congruencia mod €) es una relacién de equivalencia en C y las clases de
equivalencia son las clases laterales z + 2 de Q en el grupo aditivo C. También, podemos
observar que 2 actia sobre C como un grupo de transformaciones, donde cada w € ) induce
la transformacién ¢, : 2z — 2z + w en C, como ty, 4w, = tw, © tw,. Entonces tenemos que
{tw | w € Q}, con la operacién de composicién, es un grupo isomorfo a . Asi dos puntos

z1, 29 € C son congruentes mod € si y sélo si ellos estan en la misma 6rbita bajo esta accién de
Q.

Definicién 1.3.1. Un subconjunto P C C cerrado y conexo es una region fundamental para €2

si:

1. Para cada z € C, P contiene al menos un punto en la misma 2—érbita de z (es decir todo

punto z € C es congruente a algin punto en P).

2. Dos puntos en el interior de P pertenecen a distintas —drbitas (es decir, ningtin par de

puntos en el interior de P son congruentes).

Si, como es usualmente el caso, P es también un poligono Euclidiano con un numero finito de
lados, entonces a P se le llama poligono fundamental de €2; en particular si P es un paralelogramo
entonces es llamado paralelogramo fundamental de Q. Por ejemplo el paralelogramo P con
vértices 0, w7, wq, w1 + we es un paralelogramo fundamental para la reticula Q(w;,ws), ver
figura 1.1.

Figura 1.1: Paralelogramo fundamental.
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1.3. Reticulas y regién fundamental.

Las condiciones 1 y 2 de la Definicién 1.3.1 garantizan que si P es cualquier regién fundamental
para una reticula €, entonces P y las imégenes bajo la accién de Q (esto es, las traslaciones
P+ w, w € Q) cubren el plano C completamente, superponiendo sélo las fronteras; a este tipo
de cubriente se le conoce como teselacion de C.

Dado que una reticula tiene infinitas bases entonces podemos obtener paralelogramos funda-

mentales de diferentes formas y por lo tanto diferentes teselaciones de C.

Si P es cualquier regién fundamental de 2, entonces para t € C fijo, el conjunto P+t = {z +1 |
z € P} es también una regién fundamental. Esto es 1til cuando necesitamos encontrar una regién
fundamental que contenga o evite ciertos puntos especificos. Por ejemplo, podemos encontrar

siempre un paralelogramo fundamental para €2 con 0 en su interior. La region de Dirichlet
D(Q)={z€C:|z|<|z—w|para todo w € Q}

es un ejemplo de regién fundamental para una reticula €2. Con un procedimiento adecuado po-
demos obtener regiones fundamentales las cuales no son paralelogramos ni poligonos, como se

realiza en la demostracién de la Proposicién 3.3.9 en el Capitulo 4.

Si una funcién f es doblemente periédica con respecto a una reticula Q = Q(wq, ws), entonces el
comportamiento sobre C esta determinado por su comportamiento sobre una regién fundamental
P de Q, el cual puede ser el paralelogramo con vértices 0, w1, wo, w1 + wa; este comportamiento
se repite sobre todos los trasladados P + w (w € Q). Como podemos considerar a f como
una funcién definida sobre P, y como ésta toma los mismos valores en puntos congruentes de
la regién fundamental entonces los podemos identificar y considerar asi una funcién sobre un
espacio T conocido como el 2-toro, ver figura 1.2 . Inversamente, cualquier funcién definida sobre

T puede ser considerada como una funcién doblemente periédica en C.

0=wi +wr=wi tws
Figura 1.2: El 2-toro.

Por la definicién de region fundamental, sabemos que para toda 2—o6rbita en C existe justamente
un punto de T y viceversa, podemos pensar a T como el conjunto de (2—drbitas, esto es el
conjunto C/Q de clases laterales de 2 en C. Dado que Q es un subgrupo normal del grupo
aditivo C, el conjunto cociente T = C/Q tiene estructura de grupo. Como existe una funcién
continua del conjunto cerrado y acotado P sobre T (dada por la identificacién de puntos) se

sigue que T es compacto.
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1.4. Formas de reticulas .

La construccién de T mediante la accién de 2 sobre C puede ser generalizada como sigue.
Sea X un espacio topoldgico y G el grupo de homeomorfismos de X. Entonces la accién de
G sobre X descompone a X en G—drbitas. Denotamos la G—drbita de x por [z]g, por lo que
y € [z]g siy sblo si g(x) = y para algin g € G. El conjunto de G—érbitas es denotado por
X/G y es llamado el espacio de drbitas o espacio cociente de X por G. Definimos la proyeccién
canédnica p : X — X/G por p(z) = [z]g; entonces hemos dado una topologia a X/G definiendo
el conjunto V' C X/G abierto si y sélo si p~1(V) es abierto en X. Con esta definicién, p es

claramente continua y abierta, pues si U es abierto en X entonces

p ) = 9(U)

geG
es también un conjunto abierto.
En el toro T = C/Q vemos que para cada punto [z] = [zl € T, p~*([2]) es la Q—6rbita
[2] = 2+ Q de z, y por lo tanto es discreto. Sea d la menor distancia entre cualesquiera dos

puntos de p~1([z]), y sea U un disco abierto de radio a lo mds d/2, centrado en cualquier punto
de p~1([z]), por ejemplo en z mismo. Entonces U contiene a lo mas un punto de cada Q—drbita,
por lo que si definimos V' = p(U), la funcién p : U — V es biyectiva, abierta y continua, y por lo
tanto un homeomorfismo. Asf todo punto [z] € T tiene una vecindad homeomorfa a un conjunto
abierto en C.

Observese que p~ (V) consiste de conjuntos abiertos disjuntos de la forma U +w ,w € ), cada
uno de los cuales es homeomorfo a V' bajo p, ver figura 1.3. Asi, C es un espacio cubriente de

T, y p es una transformacion cubriente.

Figura 1.3: Transformacién cubriente.

1.4. Formas de reticulas .

Por lo regular, nos referimos a la forma de la reticula como la forma geométrica de sus corres-
pondientes regiones fundamentales. Para una reticula (w1, ws), su apariencia estd determinada
por el cociente T = % Generalmente escogemos los generadores de tal manera que Im(7) > 0.
Si Q(wy,w2) es una reticula y k € C\ {0}, la reticula kQ es {kw : w € Q(wy,w2)}, en tal caso
diremos que Q y k€ son similares . En general Q(wq,ws) y Q' (w],w)) son similares si para
algin k € C\ {0}, @' = kQ.

Definimos el mddulo de la base {w1, w2} parala reticula (w1, w2) como 7 = £2, con Im(2) > 0
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1.4. Formas de reticulas .

(si no, intercambiamos el orden de los generadores). Cada reticula €2 determina un conjunto de

sz — w2
kwl wl’

modulos, los médulos de sus diferentes bases. Como se tiene que reticulas similares

determinan el mismo conjunto de mddulos.
’

Ahora si Q(wy,ws) y Q' (w},wh) son reticulas con médulos 7 = 32, y 7/ = 7%, se tiene que Q y
1

Q' son similares si y sélo si

wh = k(awsy + bwy)
w) = k(cws + dwy)

para algunos a, b, ¢,d € Z con ad — bc = %1. Si tratamos esto en términos de 7y 7’ se tiene que

las reticulas son similares si y sélo si
,_at+b
cT+d
para algunos a, b, c,d € Z con ad — bc = +1. Notemos que 7 y 7/ estdn en el semiplano superior
Ht ={2e€C:Im(z) >0} siysdlosit/ = ZTTIZ con a,b,c,d € Z'y ad—bc = 1. La propiedad de
similitud es una relacién de equivalencia entre reticulas, y una clase de equivalencia de reticulas

es llamada una forma.

El grupo modular es T = PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{xId}, donde SL(2,Z) es el conjunto de

czzj_d con a,b,c,d € Zy ad — bc = 1. T acttia en HT de la

transformaciones de Mébius T'(z) =
siguiente manera:
I xHY - HT

(T,z) = T(2)

Como el grupo modular es discreto y actia discontinuamente, para u € H se define la regién de

Dirichlet de I' centrada en w como
D,(T)={z e H" : p(z,u) < p(2,T(w)) para todo T € I'}

donde p(z,w) es la distancia hiperbélica en H', que se define por

p(z,w):log('z_w+|z_w|).

|z—w|—|z—w|

La accién clésica del grupo modular T' en H* nos da la relacién entre las posibles elecciones de
T para una misma forma. Una propiedad de una region fundamental de I' es que, como es un
conjunto simplemente conexo en H, tiene exactamente un punto de la I'—érbita para cada 7.

Por ejemplo, si consideramos la region fundamental definida por

1
F={zecH:|z|>1y |Re(z)|§§} (1.1)
entonces cualquier forma esta representada por exactamente un punto en F, ver figura 1.4.

Definicion 1.4.1.

1. La reticula Q = [A\1, \a] es real si Q = Q.
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1.5. Algunas propiedades generales de funciones elipticas.

2. Q = [A1, A2] es rectangular real si existen generadores A1 y A2 tal que A\ es real y Ay es

imaginario puro. Cualquier reticula similar para una reticula rectangular es rectangular.

3. Q = [A1, Ao] es rdmbica real si existen generadores A1 y Ay tal que Ay = A;. Por conven-
cién consideramos A; como el generador con parte imaginaria negativa. Cualquier reticula

similar es rombica.

4. Una reticula Q = [A1, A2] es cuadrada si 2 = i§2. Es decir, Q es cuadrada si ésta es similar

a una reticula generada por [\, )], para algin A > 0.

5. Una reticula Q = [A1, Ao] es triangular si Q = e’ Q, en este caso un paralelogramo de

periodos puede ser formado por dos tridngulos equilateros.

En los casos de 2 a 4 el paralelogramo de periodos cuyos vértices son 0, A1, Ao v Az := A1 + Ao,
pueden ser elegidos de tal manera que, geométricamente, el paralelogramo sea rectangular,

rémbico o cuadrado, respectivamente.

e

Figura 1.4: Regién fundamental para T'. Figura tomada de [CL].

Terminamos enunciando un resultado que caracteriza las reticulas reales.

Teorema 1.4.2. Una reticula ) es real si y solo si es rectangular real o rombica real.

1.5. Algunas propiedades generales de funciones elipticas.

Definicién 1.5.1. Una funciéon meromorfa f : C — C es eliptica con respecto a una reticula

Q C Csi f es doblemente peridédica con respecto a 2, esto es, si
f(z+w) = f(z) paratodo z€ C, we

por lo que cada w € €2 es un periodo de f.
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1.5. Algunas propiedades generales de funciones elipticas.

Si f es una funcién eliptica con respecto a {2 entonces podemos pensar a f como una funcién
f:T— C donde T es el toro C/Q. Cuando consideramos funciones meromorfas g : C—=Cla
compacidad del dominio ® permitié el uso del teorema de Liouville para mostrar que si g es
analitica y acotada entonces g es constante. Ahora como el dominio de f también es compacto
se podran probar resultados similares para funciones elipticas. Supongamos que f es eliptica
con respecto a una reticula €2 tal que f no es identicamente igual a ¢ con ¢ € @, entonces las
soluciones de f(z) = ¢ son aisladas y las soluciones congruentes tienen la misma multiplicidad.
Como las soluciones son aisladas, cualquier poligono fundamental P para ) contiene solo un
numero finito de soluciones (pues P es compacto), por lo cual, cada solucién tiene multiplicidad
finita y reemplazando P por P+t (t € C) si es necesario, podemos asumir que no hay soluciones
en OP.

Sean z = zp,...,%z- las soluciones dentro de P con multiplicidades ki,...,k,. y sea N =
k1 + -+ + k,, entonces diremos que hay N soluciones de f(z) = ¢. Como z1,...,2, son re-
presentantes de las clases de congruencias de soluciones de f(z) = ¢ para todo z € C podemos
pensar que N es la suma de las multiplicidades de las soluciones f([2]) = ¢ donde [z] € T = C/Q.
Con esto en mente, definimos el orden, ord(f), de una funcién eliptica f como el ntimero de so-

luciones de f(z) = oo, esto es, la suma de los érdenes de las clases de congruencias de polos de f.

Para el resto de esta seccién, asumiremos que f es eliptica con respecto a €, que ord(f) = N y
que P es el paralelogramo fundamental para ) con vértices ¢,t + wy,t + wo, t + wy + wo donde
{w1, w2} es base para Q y t es elegido de tal forma que OP no contenga ceros o polos de f, ver

figura 1.5.

t+w +ws

f‘l‘w’l

Figura 1.5: Nuevo paralelogramo fundamental.

Teorema 1.5.2. Sea f una funcion eliptica en C. Entonces f es constante si y sélo si N =0

(ast una funcién eliptica analitica debe ser constante).

DEMOSTRACION. Si f es constante y meromorfa, entonces ésta no tiene polos en C, asi N =
0. Inversamente, supongamos que N = 0 entonces f no tiene polos, asi f es analitica en C.
Ahora P es compacto y f es continua asi f(P) es un subconjunto compacto de C y por lo tanto
acotado. Como f(C) = f(P) se sigue que f es acotada en C entonces el Teorema de Liouville

implica que f, siendo analitica y acotada, debe ser constante. O

Teorema 1.5.3. La suma de los residuos de f dentro de P es cero.
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1.5. Algunas propiedades generales de funciones elipticas.

DEMOSTRACION. Como f es meromorfa y analitica en 0P, entonces ﬁ fBP f(2)dz es igual
a la suma de los residuos dentro de P.
Ahora sean I'1, '3, '3 y I'y los lados de P de t at 4+ wy, ¢t +wy at+ wy +we, t+w; + ws a
t+wo y de t + wo a t, respectivamente. Asi que

- f(z)dz = ;/F] f(z)dz

donde la direccién de integracién a lo largo de I'; es en el sentido positivo (es decir, en el sentido
contrario de las manecillas del reloj) de la orientaciéon de 0P, ver figura 1.6. Ahora utilizando

que wy es periodo de f y que I's = I'y + ws, con orientacién inversa, tenemos que

f(z)dz = fz4+weo)dz = f/ fz+w)d(z + we) = — f(z)dz.
I3 I's I'1+ws2 N1
Similarmente se obtiene que fl‘4 f(z)dz = —fm f(2)dz, en este caso utilizando a w; como
periodo de f, asi faP f(z)dz = 0, por lo que la suma de los residuos es cero. O

Corolario 1.5.4. No hay funciones elipticas de orden N = 1.

DEMOSTRACION. Si f fuera eliptica de orden 1 tendria un polo simple de orden 1 en P, es
decir para z =c € P

o0

f(z) = Z aj(z —c)? cercade z=c con a_j #0.

j=—1
Asi la suma de los residuos de f dentro de P es igual a a_1, el cual es distinto de cero, contra-

diccién al Teorema 1.5.3. O

4w +wa

t+w’1

Figura 1.6: Orientacién positiva para integrar sobre P.
A continuacién s6lo mencionamos unas propiedades més de las funciones elipticas, cuyas demos-
traciones pueden ser consultadas en [JS].
1. Si f tiene orden N > 0 entonces f toma cada valor ¢ € C exactamente N veces.

2. Sean f y g funciones elipticas con respecto a €2 con polos en los mismos puntos en C y con
la misma parte principal en estos puntos, entonces f(z) = g(z) + ¢ para alguna constante

C.
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1.6. La funcién p-Weierstrass.

3. Sean f y g funciones elipticas con respecto a €2, con ceros y polos de los mismos 6rdenes

en los mismos puntos de C, entonces f(z) = ¢ g(z) para alguna constante ¢ # 0.

4. Sean [a1],...,[ar] y [b1],- .-, [bs] las clases de congruencia de ceros y polos de una funcién

eliptica f, con multiplicidades ki,..., k. y l1,...,[ls respectivamente. Entonces

zr:kjaj = il]bj mod §).
j=1 j=1

1.6. La funcién p-Weierstrass.

Sea Q = Q(wy,ws) una reticula con base {wy,ws} y sea P un paralelogramo fundamental que
no contenga elementos de 2 en dP. Necesitamos construir funciones f no constantes las cuales
sean elipticas con respecto a 2. Sabemos que tal funciéon f no puede ser analitica y por tanto
ésta debe tener polos en P. También sabemos que f no puede tener justamente un polo, luego
la funcién eliptica no constante mas simple es de orden 2, es decir, debe tener 2 polos simples o
un polo doble en P.
En esta seccién introduciremos la funcién p(z) de Weierstrass la cual es eliptica de orden 2 con
respecto a {2 y con un polo de orden 2 en P. Esta serd nuestra funcién eliptica basica en el
sentido que, toda funcién eliptica con respecto a €, es una expresién racional de p y ¢’ (ver
Teorema 1.7.4).
No es dificil construir funciones elipticas de orden N > 3 directamente, pero el método de cons-
truccién no se aplica facilmente para el caso N = 2. En lugar de construir p(z) directamente,
la obtendremos de la funcién o(z) de Weierstrass la cual esta relacionada a p(z).
Veremos que la convergencia de los productos y series que definen la funcién Weierstrass de-
penden de una suma de indices sobre la reticula 2. Claramente para que tenga sentido la suma
sobre €2, debemos describir primero un orden particular en €.
Los conjuntos

II, = {aw; + bws | a,b € R y méx(|a|,|b]|) =7},

para enteros r > 1 son paralelogramos semejantes centrados en cero, ver figura 1.7.

Figura 1.7: Paralelogramos centrados en cero.

Definiendo €2, = Q N 1II,., tenemos

Q, = {mw; +nwy |m,ne€Z y max(|ml,|nl|)=r}
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1.6. La funcién p-Weierstrass.

Ahora, Q es una unién disjunta @ = {0} UQ; UQs U ..., y para cada r > 1 tenemos que la
cardinalidad de €, es

| Q, |=8r. (1.2)
Podemos ordenar los elementos de €2 empezando en cero y listar los elementos de Q1,s,... en
turno, rotando alrededor de cada €2, en el orden rwy, rwy +ws, ..., rw; —ws, asi que la sucesién

de espirales sale hacia afuera de cero, ver figura 1.8.

Figura 1.8: Secuencia en espiral para dar un orden.

D =wy, w® =w; +wo,

Si denotamos este orden por w(o), w(l), w(z), ... entonces w(®) = 0, w'
w® = wy, ..., w® = w; —wy,w® = 2w, w1 = 2w 4+ wo,.... Es claro que | w®) |= oo

cuando k£ — oo.

Por 3, cq (respectivamente Y/ _) denotamos la suma sobre todos los puntos de la reticula

(distintos de cero) tomados en el orden arriba descrito; asi Y . h(w) = > .7, h(w®) para
;;GQ h(w) = > 32, h(w®). Similarmente denotamos
por II,cq ( respectivamente II' ) el producto sobre todos los puntos de la reticula (distintos

cualquier funcién h, y de igual manera )
. . 1 . .z !
de cero). Por conveniencia muy a menudo utilizaremos abreviaturas en la notacién para y .,
etcétera, para la reticula 2.
. / _s . , .
Teorema 1.6.1. Sis € R, entonces ), .o | w|™° converge si y sdlo si s > 2.

DEMOSTRACION. Si D y d son los médulos mayor y menor de los elementos del paralelogramo

II; que contiene a €27, entonces como
Q. Cll, ={rz|zeIl}
tenemos que D >| w |> rd, para todo w € ..

Definiendo
Or,s = Z |w |7°
weN,
vemos que por (1.2), o, estd entre 8r(rD)~% = 817°D~% y 8r(rd)=* = 8r'=5d%. Asi,
> o2 o5 converge siy sélosi Yy oo 7' converge, esto es, siy s6lo si s > 2. Como los términos
de 3" | w |~* son positivos y pueden ser agrupados para dar Y oo | 0., se sigue que >’ | w |~*

converge si y sélo si s > 2. O

Ahora es facil construir funciones elipticas de orden N > 3.
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1.6. La funcién p-Weierstrass.

Teorema 1.6.2. Para cada entero N > 3, la funcion Fy(z) =3, cq(z —w)™ es eliptica de

orden N con respecto a S).

Claramente, el Teorema 1.6.2 falla para producir una funcién eliptica F5(z) de orden 2, dado
que el Teorema 1.6.1 no puede ser usado para mostrar la convergencia de Y (z — w) 2.
Para garantizar la convergencia, podemos hacer los términos de esta serie méas pequenos, reem-

2

plazando (z — w)~2 por (2 — w)~2? — w2 para cada w # 0. La serie resultante es

1 ! 1 1

y representa una funcién eliptica de orden 2, la funcién p-WEIERSTRASS.
Como p(z) no tiene la forma ) . f(z —w), la periodicidad de p(z) no es obvia, y se demos-
trard indirectamente integrando la derivada p'(2), la cual es la funcién eliptica —2F3(z). Ahora

obtendremos la funcién p(z) de la funcién o de Weierstrass

o(z)=z H /g(w, 2) (1.4)

weN

g(w,z) = (1 - %) exp <§) + % (51>2> . (1.5)

El factor (1 — (Z)) es incluido en g(w, z) para que o(z) tenga un cero simple en cada punto w

donde

de la reticula, mientras que el factor exponencial es incluido para garantizar la convergencia del
producto infinito.

Si K C C es un compacto, entonces dado que K es acotado y como | w®) | = oo si k — o0, se
sigue que g(w”, z) — 1 uniformemente sobre K cuando k — oo.

Entonces existe un entero Nj tal que para toda k > Ny, log(g(w(’“)7 z)) estd bien definido para
z € K y satisface

log(g(w®, z)) = log (1 - ﬁ) + log [GXP (wiﬂ) + % (wfk)f)]
:kg(l—;%5>+@%j+%<a%ﬂ2-

Mis atin, como K es acotado, entonces existe un entero Ny tal que | w®) |> 2 | z | para todo
z € K, k > Nj. Asi para todo z € K y k > méx(Ny, N3), tenemos

| 1 z z 1 z \2
o8 (1= o) + o * 3 (5w)
71 z \3 1 z \4

= E(w(m) *1(@@) T

e taty
st

| log(g(w™, 2)) |=

1
<

=3

z

wk)




1.6. La funcién p-Weierstrass.

PERE!
‘w(g’) ‘

Por lo tanto Y, log(g(w®), z)) converge uniformemente en K, entonces z-[[ ., g(w, z) converge
uniformemente sobre K. Este producto converge a la funcién o(z), la cual es analitica en C.
Como g(w, —z) = g(—w, z), se sigue que o(—z) = —o(z), esto es o(z) es una funcién impar. La

analogfa entre o(z) y la funcién

que converge uniformemente en subconjuntos compactos, es mas clara si S(z) la escribimos como

S(z)==z- ﬁ (1—%>exp(§>, n # 0.

La derivada logaritmica de o(z) da una serie infinita que converge uniformemente en subcon-
juntos compactos de C a una funcién meromorfa, la cual denotamos por {(z). Esta es la funcién
zeta de Weierstrass dada por

L) g (L L
()= T8 = Tt =1+ X (2t p s ) (1.6

2
z w w w
we

Como la funcién o(z) es una funcién impar, ((z) es también impar. Esta tiene polos simples en
los puntos de la reticula y es analitica en C/€2. Como ((z) es una serie de funciones meromorfas,
entonces converge uniformemente en subconjuntos compactos de C, por lo que podemos dife-
renciar término a término y obtenemos una funcién meromorfa ¢’(z).

Escribiendo p(z) = —(¢’(z) tenemos
1 / 1 1
o=t <<w>z - wz) 7

que es una funcién par la cual es analitica en C/Q y tiene polos de orden 2 en cada w € Q.

Teorema 1.6.3. p(z) es una funcidn eliptica cuya reticula Q es igual al conjunto de periodos
Q.

DEMOSTRACION. Primeramente tenemos que ver que p(z) es meromorfa, esto es equivalente
a mostrar que Q = €,.
Como la serie (1.7) definida por p(z) es uniformemente convergente en subconjuntos compactos

de C, entonces podemos diferenciar término a término, obteniendo asi

V@)= 5 Y o = 2 2 e — ) = 2R()

we we

donde F3(z) es la funcién eliptica de orden 3 que hemos definido en el Teorema 1.6.2. De esta

forma se sigue que para cada w € Q la funcién ©'(z + w) — p’(2) es idénticamente cero, y
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1.7. La ecuacién diferencial de p(z).

como p(z + w) — p(z) es constante, escribimos p(z + w) — p(z) = C,, para todo z € C. Si
hacemos z = —¥ tenemos que Cy, = (%) — p(—%) = 0 pues p(z) es una funcién par. Asi,
p(z+w) = p(z) para todo z € Cy w € £, por lo que Q@ C Q,,. Como 0 es un polo de p(z), hay
un polo en cada punto en §,; como p(z) no tiene polos en C/ se sigue que 2, C Q, obteniendo
Q=0 O

Teorema 1.6.4. ©(z) tiene orden 2 y ¢ (z) tiene orden 3.

DEMOSTRACION. p(z) solo tiene una clase de congruencias de polos (los puntos de la reticula
w € Q) cada uno de orden 2, de esta forma p(z) tiene orden 2; similarmente @'(2) = —2F5(z)

tiene una sola clase de polos de orden 3, as{ p'(2) tiene orden 3. O

Es importante notar que la funcién p(z) de Weierstrass, ((z) y o(z) dependen de la reticula 2.

1.7. La ecuacién diferencial de p(z).

En esta seccién derivamos una importante ecuacién y encontramos una relacién entre p(z) y
©'(2), obtenida de la serie de Laurent para g(z) cerca de z = 0.
Definimos la serie de Laurent

g(z)i+z/(z_lw+;+;2). (1.8)

weR

Seam =min{| w| :w e Q\{0}}, ysea D = {z € C:| z |< m} el disco abierto mds grande
centrado en cero y que no contiene otros puntos de la reticula.

Como
1 1 z 22

z—w E—Fﬁ_wz(z—w)

z

tenemos que al comparar con > | w |73, la serie ' ((z —w) ™' + 2 + %

) converge absoluta-
mente para cada z € C/Q. Mas atin para cada w € ©/{0} la serie binomial

Z—Ww w w

converge absolutamente para z € D. De acuerdo a ello podemos sustituir ésto en (1.8) para

obtener
2 3

C(z)=i+zl(—;—;—...>

1
:7—G322—G4Z3_...
z

para todo z € D, donde
!
G = Gk(Q) = E wk,

weN
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1.7. La ecuacién diferencial de p(z).

La serie Gy, es la serie de Fisenstein para € la cual converge absolutamente para k > 3. Para k
impar los términos w=* y (—w)~* se cancelan, dando G}, = 0, de este modo la serie de Laurent
para ((z) es

1 o0
C(2) =2 =D Gon 2™ (1.9)
n=2
y como p(z) = —¢'(z), tenemos que
1 oo
p(x) = 5+ > (20— 1)Gap - 227 (1.10)
n=2

es la serie de Laurent para p(z), valida para z € D. Ahora el célculo es directo y tenemos

2
¢'(2) = == + 6G4z +20Ge2" + ...,
z

y asi

424G

0(2)° = 5 = 5~ —80Gs +2°01(2),
436Gy

- 2

4@(2) _ 276 + 2 + 60Gg + z ¢2(Z)’

60G
60Gap(z) = —5~ + 220 (2),

donde ¢1(z), p2(2) v ¢3(z) son series de potencias convergentes en D.

De las ultimas tres ecuaciones obtenemos
0 (2)* — 4p(2)® + 60G4p(2) + 140Gs = 2%¢(2)

donde ¢(z) = ¢1(2) — P2(2) + ¢3(z) es una serie de potencias convergente en D. Como p y ¢
son elipticas con respecto a €2, entonces la funcién f(z) = ¢'(2)? — 4p(2)3 + 60G4p(z) + 140G

es también eliptica. Como f(2) = 22¢(2) en D, con ¢(z) analitica, f se anula en cero y entonces

se anula en todo w € €. Sin embargo por la construccién, f puede tener polos donde g o &

tengan polos, es decir, en los puntos de la reticula. Entonces f no tiene polos y por lo tanto
debe ser la constante cero. Con todo esto hemos mostrado el siguiente teorema.

Teorema 1.7.1. ¢(2)% = 4p(2)® — 60G4p(2) — 140Gs.

Esta es la ecuacion diferencial para p(z). Si hacemos

Vi !
g2 =60G, =60 w™' y g3=140Gs = 140> w° (1.11)

tenemos
©'(2)? = 4p(2)° = g20(2) — g3. (1.12)

Ahora haciendo z = p(t), entonces tenemos que

dz\’
<dt> = 42" — g2z — g3
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1.7. La ecuacién diferencial de p(z).

por lo que

B / dz
- T
V(p(2))
donde p(z) es el polinomio cibico 42% — goz — g3. Notemos que la inversa de una funcién eliptica

aparece como una integral indefinida.

Teorema 1.7.2. Sea Q2 una reticula con base {wy,ws} y sea ws = wy + wa. Si P es un para-
lelogramo fundamental con 0, %wh %wg Y %wS en su interior, entonces %wl, %wz Y %wg son los

ceros de @' en P.

DEMOSTRACION. Sabemos que g’ tiene orden 3 y en consecuencia 3 ceros en P. Si w €

entonces, como %w = —%w (mod Q) tenemos que g’ ( ) = (—fw) como g’ es una funcién
impar se tiene que g’ (l ) = —p ( ) de esta forma g (%) =0 6 0o. Como el unico polo de
p' dentro de P es el triple polo en cero, tenemos que g’ (% ) =0 para j =1,2,3. O
Definimos e; = p(iw;) para j = 1,2, 3. Si definimos S = [$w;]U[2w,] U [3ws] como el conjunto

de las clases de equivalencia de ceros de p’ en C, vemos que {e1, ea,e3} = ©(S) es independiente

de la base {w;, w2} asociada a Q.
Teorema 1.7.3. e1,es y e3 son mutuamente distintos.

DEMOSTRACION. Sea fj(z) = p(z) — e; para j = 1,2,3. Como los polos de f; son los
mismos que los de @, entonces f; es una funcién eliptica de orden 2 y por lo tanto tiene dos
clases de ceros, contando multiplicidades. Como f;(3w;) = fi (3w;) = 0, f; tiene ceros dobles
en [1wj] y en consecuencia no tiene otros ceros. En particular f]( wg) # 0 para j # k. Dado

que fj(§ k) = p(gwk) —e; = e, — e; entonces tenemos que e; # ey para j # k. O

Finalizamos enunciando algunos resultados que relacionan la funcién p(z) y p’(2), asi como sus

propiedades de homogeneidad y relaciones algebraicas para los valores criticos de .
Teorema 1.7.4. Sean Ry y Re funciones racionales de grado d > 1. Entonces:

1. Si f es una funcién eliptica par, entonces f = Ry (p).

2. Si f es una funcién eliptica entonces f = Ry(p) + o' Ra(p).

Anteriormente vimos que la funcién eliptica p—Weierstrass satisface la ecuacion diferencial

o = /p(p) donde p es un polinomio ctbico de la forma
p(z) = 42% — coz — c3, (c2,c3 € C). (1.13)

Un polinomio de la forma (1.13) se dice que estd en la forma normal Weierstrass . Si aplicamos
una sustitucién 0 : z — az + b (a,b € C), cualquier polinomio ctibico puede ser escrito en esta
forma. Notemos que 6 : C — C es una biyeccion y preserva la multiplicidad de las raices, por lo
que sin pérdida de generalidad podemos restringir nuestra atencién a un polinomio ciibico p en

la forma normal Weierstrass.
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1.7. La ecuacién diferencial de p(z).

Si ey, e y e3 son las raices del polinomio p en (1.13) entonces definimos el discriminante de p

como
Ap = 16(61 — 62)2(62 — 63)2(63 — 61)2. (1.14)

Claramente las raices son distintas si y sélo si A, # 0.
Teorema 1.7.5. A, = c3 — 27¢3.

DEMOSTRACION. Haciendo
p(z) =4(z —e1)(z — e2)(z — e3) (1.15)

e igualando coeficientes entre éstos y (1.13) tenemos

—C C3

e1 +ex+e3 = O, e1€2 + ege3 + esze; = TQ, €1€9€3 — Z (116)

Las funciones simétricas restantes de las soluciones se pueden obtener de (1.16). Por ejemplo

c
e? +e2+ed= (e +extesz)? —2(eren +eges +ezer) = 52,

2

c
22, 292, 22 2 2
eje; + ezes + ese; = (erea + eses + eze1)” — 2e1eaes(eq + ea + e3) = 16

Ahora diferenciando (1.13) y (1.15) y evaluando en z = e; tenemos
4(e; — eg)(e; —e3) = P'(eg) = 12e3 — ¢y,

con expresiones similares para P’'(es) y P’(e3). De donde tenemos que

A, = —iP’(el)P’(eg)P'(eg) = —i 1:[(1283 — )

1
=-1 (1728(616263)2 — 14462(6%6% + egeg + 6%6%) + 1203(6% + e% + eg) - cg)

1
= —2(108¢2 — 9¢3 + 6¢2 — 3) = 2 — 272,
4 3 2 2 2 3

Inmediatamente obtenemos
Corolario 1.7.6. p tiene raices distintas si y solo si ¢y —27c¢3 # 0.

La funcién eliptica p y su derivada satisfacen las siguientes propiedades de homogeneidad , la
verificacion de estas propiedades se hacen por medio de sustitucion en las series que definen a

estas funciones.
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1.7. La ecuacién diferencial de p(z).

Proposicién 1.7.7. Para cualquier reticula Q y cualquier k € C\ {0} la funcion eliptica p-

Weierstrass y su derivada satisfacen las siguientes propiedades de homogeneidad
ka(kZ) = k72pQ(Z). (117)

pra(kz) = k™ 4 (2).

DEMOSTRACION. Para la primera propiedad:

1 / 1 1 1 ! 1 1
@kﬂ(kz):ﬁ""z R 2 = 22+Z 2 2T 2.2
(kz) werin (kz — kw) (kw) k2z eri k% (z — w) k2w

1 1 / 1 1 1
=@ (2 - Z _w? w) = 2 9el®):

Para la segunda propiedad:

, / 1 1
Phalkz) =~2 ) Uz — k)~ 2 > Bl —w)p
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1.7. La ecuacién diferencial de p(z).
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Capitulo 2

Interacion de Funciones

Meromorfas

2.1. Definiciones de los conjuntos de Fatou y Julia.

Sea f:C — C una funcién meromorfa. Denotamos por f" la enésima iterada de f, esto es,
f2) =2y f*(2) = f(f*1(z)) paran > 1. Por ser f meromorfa, f(z) estd definida para todo
z € C excepto en un conjunto numerable de puntos, los cuales son los polos de f, f2,..., f*~L.
Cuando f es racional, sabemos que f tiene una extensién meromorfa en C. Esto no ocurre
cuando f es trascendental, pues en este caso, la expansion analitica de la funcién es infinita. Las
funciones que trataremos de ahora en adelante seran las funciones meromorfas trascendentales

, v por simplicidad, nos referiremos a ellas simplemente como funciones meromorfas.

En la teoria de iteracién de funciones, los objetos bésicos de estudio son el conjunto de Fatou, F =
F(f), v el conjunto de Julia, J = J(f). Para definir formalmente estos conjuntos recordaremos

la definicién de familia normal.

Definicién 2.1.1. Sea U C C un conjunto abierto y conexo. Sea § = {f|f : U — C} una
familia de funciones analiticas en U. La familia § es normal en zy € U si para toda sucesion
{fn} C & existe una subsucesién {f,, } que converge uniformemente en subconjuntos compactos

de una vecindad de zg, a una funcién fy. Notemos que fy puede ser idénticamente igual a co.

De esta forma el conjunto de Fatou es
F={zeC:{f"}nen esta definida y es normal en alguna vecindad de z}

y el conjunto de Julia es el complemento del conjunto de Fatou en la esfera de Riemann, esto

es

J(f) = C\F(f).
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2.1. Definiciones de los conjuntos de Fatou y Julia.

Notemos que la condicién de que f™ esté definida en una vecindad de z puede ser omitida de la
definicién cuando f es una funcién racional o entera. Por supuesto en este caso siempre se tiene

que oo € J.

Definicién 2.1.2. Un nimero complejo zg es llamado valor omitido de una funcién meromorfa
f, st f(z) # zo para todo z € C.

Cuando f es una funcién meromorfa con exactamente un polo en zy y éste es un valor omitido,
se tiene que {zg,00} C J, asi f"(z) estd definida para todo z € C \ {20, 00}. Pero si f tiene més
de dos polos o un polo que no es un valor omitido, entonces hay una infinidad de puntos que

son llevados bajo iteraciéon a un polo de f.

Dado z, € C, al conjunto

O (z) = U f7"(20), donde f7"(z0) = {z: f"(2) = 20}

n>0

se le llama la drbita hacia atrds de zg bajo f. Entonces, lo anteriormente dicho para una funcién
meromorfa con mas de 2 polos o con un polo que no es un valor omitido, se expresa diciendo
que O~ (00) es un conjunto infinito, lo cual se sigue inmediatamente del Teorema de Picard
(Teorema 1.1.3).

De esta forma el abierto més grande donde las iteradas de f estén definidas es C \ 0= (o0) =
C\ Upsof~"(0) y como f(C\ Ups0f~"(00)) C C\ Upsof~"(c0) se tiene que f omite mas de
3 valores. Por lo que el Teorema de montel (Teorema 1.1.2) garantiza que la familia {f"} es

normal en C \ U, >0 f~"(c0), asf

F(f) = C\ Unzof"(c0)

J(f) = Unz0f~"(00).

La teoria de iteraciéon de funciones enteras y de funciones meromorfas con un polo omitido es
en general, bastante diferente de la de funciones meromorfas que tienen por lo menos 2 polos
0 un unico polo el cual no es un valor omitido. En los 2 primeros casos, es claro dénde las
iteradas estan definidas, y nos interesa saber dénde forman una familia normal. En el tercer
caso, solo buscamos donde las iteradas estan definidas, pues ahi forman una familia normal. Por
lo tanto, debido a las diferencias entre dichos casos, dividimos la clase de funciones meromorfas

trascendentales en tres subclases (ver [Be]).
» E ={f: f es una funcién entera transcendental};

» P ={f: f es una funcién meromorfa transcendental, tiene exactamente un polo y éste es

un valor omitido};

s M ={f: f es una funcién meromorfa transcendental y tiene ya sea al menos dos polos o

exactamente un polo el cual no es un valor omitido}.
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2.2. Propiedades elementales de los conjuntos de Fatou y de Julia.

2.2. Propiedades elementales de los conjuntos de Fatou y
de Julia.

A continuacién enunciamos algunas propiedades importantes de los conjuntos F y J para fun-

ciones meromorfas, sus demostraciones pueden ser consultadas en [XC].

Propiedades :

1. Si f esracional, f € P o f € E entonces F(f) =F(f™) y J(f) = J(f™) para todo n > 0.
Notemos que se ha excluido el caso cuando f € M, porque f™ puede no ser meromorfa en
C por lo que F(f™) y J(f™) no estan definidos. Sin embargo, como hemos visto al final de
la seccién anterior, podemos definir estos conjuntos cuando f™ es meromorfa en C excepto

en un numero finito de puntos, y asi extender también la propiedad cuando f € M.

2. F y J son completamente invariantes, es decir,

y lo mismo para J(f).
3. J es un conjunto compacto, perfecto y no vacio.

4. Si zg € J entonces para todo valor finito a, existe una sucesiéon de puntos (x — 2o y una

sucesion de enteros positivos ny — oo tal que
(k) = a, k=1,2,..., (2.1)
excepto para a lo méas dos valores.

La siguiente propiedad la utilizaremos en algunos resultados del proximo capitulo, por lo que

incluimos su demostracién.

5. J es denso en ninguna parte o J = C.

DEMOSTRACION. Ya que la propiedad de ser denso en ninguna parte implica que int(J) = @,
demostraremos que si J(f) tiene un punto interior entonces J(f) = C. Sea zy € int(J). De esta
forma, tenemos que existe un disco D = {z :| z—zy |< r} para r > 0 suficientemente pequerio tal
que D C J(f). Sea a un valor finito que satisface la condicién (2.1). Entonces podemos obtener
un entero positivo k tal que (x € D. Como f™ ({;) = a # oo y a es un valor arbitrario en C

excepto para a lo més 2 valores, se sigue de la propiedad 3 que J = C. O

Existen ejemplos de funciones trascendentales donde J = C. El primer ejemplo de una funcién
entera con esta propiedad fue dado por L. Baker [Ba), quien demostré que J(Aze?) = C para un
valor adecuado de A. El ejemplo en la clase P estd dado por la funcién f(z) = Ae®,/z para un
valor adecuado de A y en M por la funcién f(z) = Atan z también para un valor adecuado de
A. Ambos ejemplos se comentan con mayor detalle en [Be, §4.8].

Una propiedad més para J estd dada en términos de un punto excepcional.
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2.3. Puntos peridédicos.

Definicién 2.2.1. Decimos que z € C es excepcional si O~ (z) es finita.

De esta forma, la propiedad es:

6. Si zp € J y no es excepcional, entonces J = O~ (zp).

2.3. Puntos periddicos.

Los puntos fijos y los puntos periédicos de una funcién f juegan un papel muy importante en

la dindmica global de f.

Definicién 2.3.1. Un punto z € C es un punto periddico de f de periodo p si fP(z) = z y
fi(z) # z para 0 < j < p.
Dado z € (C, al conjunto

Of(z) ={w e C: w = fP(z) para algin p € NU {0}}

se le llama la drbita positiva de z bajo f. Cuando z es periddico, este conjunto es finito y se le

llama drbita periddica.

Definicién 2.3.2. Sea z un punto periddico de f de periodo p con multiplicador A = D fP(z),

donde D fP(z) denota la derivada compleja de fP en z.
Un punto periédico puede clasificarse segin el médulo del multiplicador como:
1. atractor si | A |< 1; si A = 0 diremos que z es superatractor.
2. repulsor si | A [> 1.
3. indiferente si | A |= 1.

El multiplicador de un punto periédico indiferente es de la forma 2™ donde 0 < a < 1. De-
cimos que z es racionalmente indiferente si « es racional e irracionalmente indiferente en otro
caso. También, un punto z es llamado preperiddico si f™(z) es periédico para algin n > 1.

Finalmente, un punto periédico de periodo 1 es llamado un punto fijo.

En este contexto se pueden enunciar otras propiedades de los conjuntos F y J.

7. Si z es atractor, entonces z € F.
8. Si z es repulsor, entonces z € J.

9. Si f es una funcién meromorfa, entonces J(f) es la clausura del conjunto de puntos pe-

riédicos repulsores de f.
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2.4. Clasificacién de componentes periddicas.

2.4. Clasificacién de componentes periédicas.

Denotaremos por Crit(f) el conjunto de puntos criticos de una funcién f , es decir, Crit(f)={z :
f'(2) = 0}. Si 2z es un punto critico, entonces f(zp) es un valor critico . Diremos que w es un
valor asintdtico de f siy sélo si existe una curva continua « : [0,00) — C tal que

lim |a(t) |=c0 vy lm f(at)) =w.

t—o0 t—o00

El conjunto singular denotado por Sing(f~1), es el conjunto de valores criticos, valores asintéti-

cos finitos y sus puntos limites. El conjunto postsingular de f se define por

P(f) = f(Sing(f~1)).

n>0

Supongamos que U es una componente conexa del conjunto de Fatou. Entonces f™(U) estéd con-

tenida en una componente de F la cual denotaremos por U,.

Definicién 2.4.1. Una componente U es llamada preperiddica si existen n > m > 0 tal que
U, = U,,. En particular, si se da el caso que m = 0 (donde Uy = U) y n > 1, entonces
U es llamada componente periddica con periodo n, y {U,Uy,...,U,_1} es llamado un ciclo de
componentes periddicas. Al n mas pequeno que hace que esta propiedad se cumpla se le llama
periodo minimo de U. En el cason = 1, es decir, f(U) = U, U es llamada componente invariante.
Finalmente, una componente de F que no es preperiddica es llamada componente errante o

dominio errante.

Para una funcién f meromorfa, la dindmica de f™ sobre componentes periddicas esta bien
entendido. El siguiente teorema fue primeramente establecido por I. Baker, J. Kotus y Y. Lii en
[BKL1], la prueba se basa en el trabajo de H. Cremer [C] y P. Fatou [F].

Teorema 2.4.2. (Teorema de Clasificacion de componentes de Fatou ) Sea f una funcidn me-
romorfa trascendental y Uy C F una componente de periodo p. Entonces tenemos las siguientes

posibilidades:

1. Up es una componente atractora si contiene un punto periédico atractor zg de periodo
p. Si para todo z € Fo, el lim,, o0 [ (2) = 20, se dird que Uy es la cuenca de atraccién
inmediata de zy. En este caso, si el punto es superatractor se llamard dominio de

Bottcher, en otro caso se llamarda dominio de Schroder.

2. Up es una componente de Leau o componente parabdlica si existe un punto periédico

zo de periodo p en la frontera de Uy y tal que f"P(z) — 2o para toda z € Ug.

3. Up es un disco de Siegel si f : Uy — Uj es analiticamente conjugada a una rotacién

euclidiana con angulo irracional del disco unitario en si mismo.

4. Uy es un anillo de Herman si f : Uy — Uy es analiticamente conjugada a una rotacién

con angulo irracional de un anillo no degenerado en si mismo.
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2.5. Algunas clases de funciones sin dominios errantes o sin dominios de Baker.

5. Uy es un dominio de Baker si existe zp € 9Ug tal que f™P(z) — 2o para z € Uy pero
fP(z0) no estd definido.

El siguiente teorema relaciona la importancia del conjunto singular de f y las componentes

periddicas y es la versién meromorfa del Teorema de Fatou para funciones racionales, [Be].

Teorema 2.4.3. Sea f una funcién meromorfa y C = {Uy, Un,...,Up_1} un ciclo periddico de

componentes de F. Entonces

» 5i C es un ciclo de cuencas inmediatas de atraccion o dominios de Leau, entonces Uj N
Sing(f~1) # 0 para algiin 0 < j <p—1.

v Si C es un ciclo de discos de Siegel o un ciclo de anillos de Herman entonces OU; C

Unso f*(Sing(f=1)) = P(f), para todo 0 < j <p —1.
En particular, los puntos singulares siempre estdn presentes en cualquier tipo de compo-

nente preperiodica del conjunto de Fatou.

El siguiente lema es un resultado respecto a las componentes del conjunto de Fatou que frecuen-

temente utilizaremos en este trabajo.

Lema 2.4.4 (Maximalidad). Toda componente de Fatou es la mdzima componente de norma-
lidad.

DEMOSTRACION. La maximalidad mencionada en el lema es en el sentido de que si U y V
son dos componentes de Fatou tal que U NV # @) entonces U = V. En efecto, si UNV # 0,
entonces existe al menos un z € U NAJV. Pero OV € J, entonces z € FNJ, lo cual nos conduce a
una contradiccién ya que F NJ = (). Notemos que OV # ) de lo contrario tendriamos que J = ()

lo cual es una contradiccion. O

2.5. Algunas clases de funciones sin dominios errantes o

sin dominios de Baker.

Cuando se estudia la dindmica sobre el conjunto de Fatou, la posible existencia de componentes
errantes hace mas dificil el trabajo. Esta dificultad la eliminé D. Sullivan a principios de los
anos 80 para el caso de funciones racionales. Demostrado en [S2], este teorema es uno de los

resultados méas importantes en la iteracion de funciones racionales.

Teorema 2.5.1 (Sullivan). FEl conjunto de Fatou de una funcidn racional no tiene dominios

errantes.
Para las siguientes clases de funciones :
» S ={f: f tiene un nimero finito de valores criticos y valores asintéticos};

» [ ={f: f tiene una representacién de la forma f(z) = z+7(2)e?*) donde r es una funcién

racional y p es un polinomio};
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2.5. Algunas clases de funciones sin dominios errantes o sin dominios de Baker.

= N ={f: f tiene orden finito y f'(z) = r(z)e?*)(f(z) — z) donde r es una funcién racional

y p es un polinomio};

s R={f: f'(2) =r(2)(f(2) —2)% o f'(2) = r(2)(f(2) — 2)(f(2) — 7) donde 7 es una funcién

racional y 7 € C}.

El Teorema de Sullivan se ha extendido a todas estas clases de funciones trascendentales como
lo expresa el siguiente teorema que puede consultarse en [Be].

Teorema 2.5.2. Las funciones en las clases S, F', N y R no tienen dominios errantes.
Notemos que la clase de funciones racionales estd contenida en la clase S.
Respecto a funciones sin dominios de Baker, A. Emerenko y M. Lyubich consideraron la

clase

B = {f:Sing(f!) es acotado}
y demostraron los siguientes resultados que se encuentran en [EL].

Teorema 2.5.3. Si f € EN B, entonces no existe una componente U € F(f) tal que f™* — oo
en U cuando n — co.

De aqui se desprende el siguiente corolario.
Corolario 2.5.4. Si f € EN B, entonces f no tiene dominios de Baker.
El siguiente resultado es una generalizacién del Corolario 2.5.4 para funciones meromorfas.

Teorema 2.5.5. Sea f una funcion meromorfa y {Uy,Un,...,Up_1} un ciclo periddico de

dominios de Baker de f. Entonces oo es un punto de acumulacion de

U 7 (Sing(7 ).

j=0
Obtenemos entonces el siguiente resultado para la clase S.
Corolario 2.5.6. Las funciones de la clase S no tienen dominios de Baker.

El Corolario 2.5.6 conjuntamente con el Teorema 2.5.2 de alguna forma nos anuncian que la
iteracién de funciones en la clase S en muchos aspectos es andlogo al de las funciones racionales
y pueden ser analizadas de manera similar.

Recordemos que la funcién eliptica gpq respecto a una latiz de periodos €2, solamente tiene 3
valores criticos e;, ez y e3, ademds por ser doblemente periédica respecto a ) no tiene valores
asintéticos, por lo que pq pertenece a la clase S. En este caso el conjunto Sing(pgl) ={e1,ea,e3}

y P(pa) = Un>of™ ({e1,e2,e3}). Asi, los resultados para las funciones en la clase S obtenidos

aqui, seran de crucial importancia para la teoria que desarrollamos en el siguiente capitulo.
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2.6. Conectividad de componentes de Fatou.

2.6. Conectividad de componentes de Fatou.

A continuacién enunciamos algunos resultados relacionados a la conectividad de componentes
de Fatou. Las demostraciones pueden ser consultadas en [BKL3]. Estos serdn ttiles més ade-
lante para obtener resultados sobre conectividad respecto a componentes de Fatou de funciones

elipticas.

Definiciéon 2.6.1. Decimos que una region R C C es simplemente coneza si para todo punto
20 € C\ R se tiene que el indice Ind(vy, zg) = 0, donde

1
Ind(’y,zo):—/ dz =0
v

21 zZ— 2
y 7 es cualquier curva cerrada simple (de clase C') contenida en R.

Definicién 2.6.2. Una region R es multiplemente coneza si no es simplemente conexa. En este
caso C\ R no es conexo, si este conjunto tiene n componentes conexas, diremos que R es de

conectividad n y tiene conectividad infinita si ¢ \ R tiene una infinidad de componentes.

De acuerdo a la definicion, los discos de Siegel son simplemente conexos y los anillos de Herman

son doblemente conexos.

El siguiente resultado caracteriza las componentes invariantes del conjunto de Fatou de una
funcién meromorfa y estd dado en [BKL3, Teorema 3.1].

Teorema 2.6.3. Sea f una funcion meromorfa y sea U una componente invariante del conjunto
de Fatou. Entonces la conectividad de U es 1, 2 0 0o. La conectividad 2 se cumple sélo cuando

U es un anillo de Herman.

Cuando U C F es una componente completamente invariante se tiene que U no puede ser un
anillo de Herman, ya que f : U — U no es inyectiva. Asi, se obtiene el siguiente lema [BKL3,
Lema 4.1].

Lema 2.6.4. Sea f una funcion meromorfa y sea U una componente completamente invariante

de Fatou. Entonces la conectividad de U es 1 o oco.

Los resultados anteriores no se pueden enunciar para componentes estrictamente preperioédicas;
de hecho, I. Baker, N. Kotus y Y. Lii demuestran el siguiente resultado al respecto en [BKL3,

Teorema 6.1].

Teorema 2.6.5. Para todo n € N existe una funcion meromorfa f tal que F(f) tiene compo-
nentes Uy y Uy, con las siguientes propiedades: Uy es simplemente conexo, Uy tiene conectividad

n y ademds f(Uy) C Uy y f(Ur) C Us.

M4s atin, en [BKL2] se proporcionan ejemplos de funciones meromorfas que tienen dominios

errantes de cualquier conectividad preasignada.
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2.6. Conectividad de componentes de Fatou.

Ahora la pregunta es: si consideramos una funcién meromorfa y una componente U del conjunto
de Fatou que sea periddica jserd cierto que la conectividad de U es 1,2 0 co?.

La respuesta es afirmativa y es A. Bolsch (utilizando la teorfa de Ahlfors de superficies cubrien-
tes) quien extiende el Teorema 2.6.3 para funciones con un conjunto contable de singularidades
esenciales.

Finalmente, el siguiente resultado respecto a componentes completamente invariantes de fun-

ciones de clase S es importante para nosotros, ya que las funciones elipticas son de clase S.

Teorema 2.6.6. Si f es una funcidn meromorfa en la clase S, entonces F(f) tiene a lo mds 2

componentes completamente invariantes.

La conectividad del conjunto de Julia de funciones meromorfas es un problema importante
que discutiremos en el siguiente capitulo en el contexto de la funcién hg. En particular nos
interesa saber cuando puede ser J(hg) totalmente disconexo. Un resultado debido a I. Baker,
P. Dominguez y M. Herring para funciones en la clase M SR (esencialmente son funciones cuyo

conjunto de singularidades totalmente disconexo satisface una condicién técnica) es el siguiente.

Teorema 2.6.7. Sea f € M SR y supongamos que existe un punto fijo atractor cuya componente

de Fatou contiene todos los puntos singulares de f~1. Entonces J(f) es totalmente disconezo.
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Capitulo 3
Iteracion de Funciones Elipticas

Algunos resultados sobre la dindmica de funciones de clase S han sido obtenidos por I. Baker,
A. Eremenko, J. Kotus, M. Lyubich entre otros. Sin embargo, fueron L. Koss y J. Hawkins
quienes han trabajado de cerca la dindmica de funciones elipticas, en particular, la dindmica
de las funciones p, o' y é. En este capitulo incluimos por completez algunos resultados y
demostraciones que las Gtimas dos autoras han obtenido y hacemos referencia a los articulos de

los cuales han sido tomados.

3.1. Propiedades de la funcién hqg(z) = ml(z).
Nuestro objeto de estudio en este capitulo serd la funcién eliptica hq = p—ln respecto a una

reticula Q = [A1,4A\1] cuadrada real.

Denotemos como A, el periodo sobre R de las funciones oo vy hq; en este caso, como {2 es

cuadrada real se tiene que A\, = A;. También denotamos como e, = pg(%) al valor critico més

grande en norma de pgq.

Lema 3.1.1 ([HKO]). Si Q es una reticula rdmbica real, entonces existe exactamente un valor
critico real es el cual es negativo st y sélo si g3 < 0. En otro caso, existe al menos un valor
critico no negativo y en cualquier caso la imagen del punto critico real es el minimo de pq sobre
R. En particular, o |[g: R — [e,, 00] es mondtona por pedazos y sobreyectiva. Especialmente, pq

es estrictamente decreciente sobre [0, 2] y estrictamente creciente sobre [22, \,].
Del Lema 3.1.1 se obtienen las siguientes propiedades de la funcién hgq.

Lema 3.1.2 ([K1]). SiQ es una reticula cuadrada real entonces:

» La funcidn hq es una funcion eliptica par, de grado 2 y con reticula de periodos €.

» ho [r: R — [0, 2] es mondtona por pedazos y sobreyectiva.
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3.2. Simetria de los conjuntos de Julia y Fatou.

» hq es estrictamente creciente en el intervalo [0, %] y estrictamente decreciente en [)‘7, Ar].

DEMOSTRACION. Claramente la funcién hq es eliptica, par y de grado 2 porque gq lo es.
Luego, por el Lema 3.1.1 sabemos que pgq |r: R — [e,, 00] es mondtona a pedazos y sobreyectiva.
Como e, > 0 se tiene que hq [g: R — [0, -] es monétona y sobreyectiva. La tltima afirmacién

se sigue también del Lema 3.1.1. O

Otra propiedad de la funcién hg se obtiene de la accidén que realiza la funciéon pq sobre R en

reticulas reales.
Lema 3.1.3. Si Q es una reticula real entonces hg manda el eje imaginario al eje real.

La figura 3.1 muestra el comportamiento de la funcion hg restringida a R con invariantes
92(©2) = 0.39379 y g3(Q) = 0.

-4l

Figura 3.1: Grafica de hg restringida a R.

3.2. Simetria de los conjuntos de Julia y Fatou.

J(hq) v F(hq) denotaran los conjuntos de Julia y de Fatou de hq con respecto a la reticula €,
respectivamente. Estos conjuntos exhiben algunas simetrias importantes, por ejemplo, los con-
juntos de Julia y Fatou de una funcién eliptica sobre cualquier reticula A resultan ser conjuntos

periddicos con respecto a ella.

Teorema 3.2.1 ([HKO0]). Si fa es una funcidn eliptica definida sobre cualquier reticula A,

entonces

J(fa) +A=J(fa) y F(fa) +A=F(fa).
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3.3. Conjuntos de Julia disconexos y anillos de Herman.

DEMOSTRACION. Supongamos que z € F(fp) y sea w € A, entonces [} estd bien definida
para todo n € Z y existe una vecindad U de z donde {f} : n € N} es una familia normal.
Como f}(z 4+ w) = f{(z) para todo z € U y para todo w € A se tiene que f{ (U +w) = f{(U)
como conjuntos, por lo que U + w es una vecindad de z +w donde {f$} es una familia normal,
asi z +w € F(f}). La propiedad se cumple para el conjunto de Julia por ser el complemento

del conjunto de Fatou. O

Cuando la funcién eliptica es par, los conjuntos de Julia y Fatou son simétricos con respecto al

origen.

Teorema 3.2.2 ([HKO]). Si fao es una funcidn eliptica par definida sobre cualquier reticula A,
entonces

(=D J(fa) =J(fa) y (“1)F(fa) = F(fa)-

DEMOSTRACION. Tomamos z € F(fa), por definicién f} estd bien definida para todo n € Z.
Sea U una vecindad alrededor de z y sea V. = —U, como f es par, tenemos que f(V) =
fr(=U) = fR(U) para todo n > 1, por lo que {f3} es una familia normal en V' y como V = -U
es una vecindad de —z, entonces —z € F(fa); reciprocamente si —z € F(fa) entonces z € F(fy).
De esta forma, el conjunto de Fatou es simétrico con respecto al origen, esto obliga a que el
conjunto de Julia sea también simétrico con respecto al origen, pues es el complemento del

conjunto de Fatou. O

Para la funcién pg también se tienen simetrias de los conjuntos de Fatou y Julia que dependen

de la forma de la reticula.

Teorema 3.2.3 ([HKO0]). Si Q es una reticula cuadrada real, entonces F(pq) = iF(pa) v
J(pa) = i (pa)-

DEMOSTRACION. Sea z € F(pq), entonces por definicién pg estd bien definida y en una
vecindad de z la familia {©{} es normal para toda n € N. Por la propiedad de homogeneidad de
pq, tenemos que po(iz) = —pa(z) y como pq es una funcién par se tiene que g (iz) = pG(2)
para todo n > 2. Asi, pg(iz) existe para todo n € N. Sea U una vecindad de z tal que {pg}
es una familia normal en U. Si hacemos V = iU y tomamos en cuenta lo anterior tenemos que
pa(V) = pa(iU) = —pa(U) por lo que g (V) = p¢(U) para todo n > 2, asi {pg} forma una
familia normal. La otra contencién se prueba de manera analoga. De esta forma z € F(pq) si
y s6lo si iz € F(pgq). Por la simetria alrededor del origen tenemos que —z, —iz € F(pgq), por
lo que el conjunto de Fatou es simétrico con respecto a rotaciones de dngulo 7. Esto obliga a
que el conjunto de Julia también sea simétrico por este tipo de rotaciones por ser conjuntos

complementarios. O

3.3. Conjuntos de Julia disconexos y anillos de Herman.

Iniciamos esta seccién demostrando lo siguiente.
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3.3. Conjuntos de Julia disconexos y anillos de Herman.

Lema 3.3.1. Sea fq una funcidn eliptica con respecto a una reticula de periodos 2 con un ciclo
de anillos de Herman {Uy, Uy, ...,U,_1}, entonces existe n € N tal que U,, contiene un polo en

su complemento acotado.

DEMOSTRACION. Sea {Uy,Us,...,U,—1} un ciclo de anillos de Herman de periodo p para
fa. Por definicién para cualquier i = 0,1,...,p — 1, f& : U; — U; es conjugada analitica a
una rotacién z + ez con dngulo irracional sobre un anillo regular A = {z : 1 <| z |< R}.
Sea v C U; una curva de la foliacién inducida por la conjugacion con la rotacién. Luego, 7 es
invariante bajo f&. Sea B, la componente acotada de C\~y y supongamos que B, no contiene un
polo, entonces fép es holomorfa en B, para todo k& > 0. Més atin, por el Principio del Médulo
M4éximo, fgp (By) C B, para cada k > 0, es decir, la familia de iteradas { fép } es una familia
de funciones holomorfas uniformemente acotadas. Asi, por el Teorema de Montel, B, es una
componente de Fatou de f§, lo cual contradice que B, contiene la frontera interna del anillo U;

la cual estd en el conjunto de Julia de f y por lo tanto de fP. O

En el Capitulo 2, seccién 2.7 obtuvimos la siguiente ecuacién e identidades

(9a(2))* = 4(pa(2))® = g200(2) — gs. (3.1)

e1+ex+e3 = 0, ei1e3 + eze3 + e1e9 = %, €1€2€3 — 9473 (32)
La siguiente proposicién y corolario pueden ser consultados en [D].

Proposicion 3.3.2. Sea Q una reticula cuadrada real, entonces gz = 0; en particular, si ) es

rectangular cuadrada, entonces go > 0 y si ) es una reticula rémbica cuadrada, entonces go < 0.
Ahora, utilizando (3.1), (3.2) y la Proposicién 3.3.2 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.3.3.

1. Si ©Q es una reticula rectangular real, entonces todos los valores criticos de pq son reales.
Si g3 > 0 entonces es < e3 < 0 < ey, y sigs <0 entonces ex <0< ez < eg.

2. Si Q es cuadrada real entonces e; = % >0,e9=—e1yes3=0.

3. Si € es rombica real entonces e =eé1 € iRy e3 € R. Si g3 > 0 entonces e3 > 0y si g3 <0
entonces ez < 0.

En la siguiente proposicion probaremos que los puntos de la reticula y sus puntos medios estan
contenidos en el conjunto de puntos criticos y polos de hq (Comparar con la demostracion de
la Proposicién 3.3 en [K1]).

Proposicion 3.3.4. Si Q = [A1, Aa] es una reticula real entonces tenemos lo siguiente:
= 5iQ no es cuadrada, entonces C’rit(hg):{O, %, %, %} + Q.

= 5i Q es cuadrada, entonces C’m’t(hQ):{O, %, )‘72} +Qy % —+ % + Q son polos de hq.

46



3.3. Conjuntos de Julia disconexos y anillos de Herman.

s 0 es un punto fijo superatractor.

DEMOSTRACION. Observese que hg(z) = @ff%, entonces hg,(z) = 0 si:

Logh(2) =0 v 0#gpa(s) £o0 osi
2. pa(z) =00y 0# ph(z) # .

Ahora, por el Teorema 1.7.2 sabemos que pf, se anula cuando z € %, %, %} y cuando

Q no es cuadrada el Corolario 3.3.3 garantiza que p no se anula en estos puntos y p(z) # oo

pues estos puntos no son polos. Por otra parte pa(0) = co y 0 # pg(0) # oo por lo tanto las

A A2 /\1+)\2}

’ 207 20 2 .

/\1+/\2)
2

condiciones 1 y 2 se se satisfacen cuando z € {0
Si Q es cuadrada, entonces por el Corolario 3.3.3, e3 = pq = 0, por lo que hgq tiene polos
en % + €. Luego, por el Teorema 1.7.2 sabemos que g, se anula cuando z € {%, %} y
por el Corolario 3.3.3, po no se anula en estos puntos y pq(z) # oo pues estos puntos no son

polos. Nuevamente, pa(0) = 0oy 0 # pg(0) # oo por lo tanto en este caso las condiciones 1y

2 se se satisfacen cuando z € {0, %, %
Finalmente, como h(0) = 0y hg,(0) = 0 se tiene que cero siempre es un punto fijo superatractor.

O

Sea f una funcion eliptica arbitraria sobre una reticula A. Cuando los conjuntos de Fatou y Julia
son proyectados hacia el toro T = C/A, la periodicidad de f, conjuntamente con las simetrias

con respecto a A hacen variar la conectividad de las componentes de Fatou. Si consideramos
mp: C— C/A
como la proyeccién usual, se da pie a las siguientes definiciones.

Definicién 3.3.5 ([HK2]). Una componente de Fatou F de una funcién eliptica f es una
banda toral si Fy contiene un subconjunto abierto U el cual es simplemente conexo en C, pero
tal que mA (U) no es simplemente conexo en C/A. Esto es, U se proyecta a una banda topoldgica

alrededor del toro y contiene una curva homotépicamente no trivial.

Definicién 3.3.6 ([HK2]). Supongamos que tenemos una funcién eliptica f con su respectiva
reticula de periodos A. Si existe una componente W C F(f) la cual contiene una curva cerrada
simple que forma la frontera de una regién fundamental para A, entonces decimos que W es una
doble banda toral .

En la Seccién 3.2 mencionamos que el conjunto de Julia es compacto, perfecto y distinto del
vacio, por lo que, cuando ademads es totalmente disconexo, éste es llamado conjunto de Cantor,
ya que es homeomorfo al conjunto ternario de Cantor. En este caso, el Teorema 3.3.8 muestra que
para funciones elipticas hay exactamente una componente de Fatou la cual es completamente

invariante, por lo que hay un punto fijo no repulsor, [HK2].

Definicién 3.3.7. Decimos que una funcién eliptica f es hiperbdlica si J(f) N P(f) = 0, donde

P(f) es el conjunto postsingular de f definido en la seccién 3.4.
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3.3. Conjuntos de Julia disconexos y anillos de Herman.

El siguiente teorema fue demostrado en [HK2, Teorema 3.15], el cual da una condicién para

garantizar cuando un conjunto de Julia de una funcién eliptica f es un conjunto de Cantor.

Teorema 3.3.8. Si W es una doble banda toral para f que contiene todos los valores criticos y
f es hiperbdlica, entonces F(f) =W y J(f) es un conjunto de Cantor.

Bosquejo de la demostracion: Por hipotesis, tenemos una curva simple y cerrada ¢ contenida en
F(f) tal que ¢ forma la frontera de una regién fundamental para una reticula A.

Denotamos por () la regién cerrada y acotada en el plano con frontera q. Sea K la componente
no acotada del complemento de q. Como cada regién fundamental debe contener al menos un
polo de orden n > 2, tenemos al menos un polo en @, digamos pg. Por lo tanto pg € J(f) y no
pertenece a K. Pero entonces, ¢ es una curva en el conjunto de Fatou que separa a pg € J(f)
de oo € J(f), asi que J(f) no es conexo.

Enseguida se debe demostrar que cada componente de J(f) consiste de justamente un punto
usando la hiperbolicidad de la funcién; para esto es suficiente trabajar en la regién fundamental
Q y demostrar que si C' es una componente de J(fx) N Q, entonces diam(C) =0 o C es exac-
tamente un prepolo.

En particular, como todos los valores criticos estan contenidos en W podemos encontrar una
curva 0 en () que acote una vecindad U de J(f) N Q, la cual estd en la componente acotada
de J, y que todos los puntos criticos y valores criticos estén en la componente no acotada de §.
Como la funcién f es n a 1 en regiones fundamentales, se tiene que para cada (i,j) € Z X Z, el
conjunto f~'(U; ;) consiste de n conjuntos disjuntos en la regién fundamental @, , para cada
m,p € Z donde n es el orden de fy Q = Qo.0, Qm.n = Qoo + mMA1L + pAa, con Q = [A1, Ag]. El
resto de la demostracién sigue utilizando las propiedades de hiperbolicidad de la funcién f.
Como el conjunto de Julia es totalmente disconexo, se sigue inmediatamente que el conjunto de

Fatou tiene exactamente una componente, la cual es completamente invariante.

En el contexto de la funcién hg = piﬂ podemos demostrar lo siguiente.

Proposicién 3.3.9. Sea Q = [A1, \2] una reticula cuadrada real y hg = p—lﬂ. Si la componente

B(0) C F(hq) que contiene al cero también contiene otro valor critico, entonces los tres valores

criticos estan en B(0) y J(hq) es un conjunto de Cantor.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 3.3.4 sabemos que Crit(hg) = {0, %, %} + Q y que

/\ILQ)Q } 4+ €. Observese que como cero es polo de pq se tiene que es un punto

fijo superatractor de hg. Denotemos por v el valor critico hsz(%) = ﬁ = é, entonces el
pal 3

los polos son {)‘73 =

segundo valor critico estd dado por

1 1 1

= — = — = —

pa(3) e —e

Vo =
dado que e; = —ey por el Corolario 3.3.3. Supongamos que v € B(0), como B(0) es abierto y

conexo se tiene que es conexo por trayectorias. Considerese la curva v que une 0 con v. Entonces

iy = —v es una curva que une 0 con —v y por la simetria con respecto a la reticula, Teorema
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3.3. Conjuntos de Julia disconexos y anillos de Herman.

3.2.3, se tiene que —y C F'(hq), pero 0 € B(0) N —v por lo tanto por el Lema 2.4.4 se tiene que
—v = B(0), es decir —v € B(0) por lo tanto los tres valores criticos estdn en B(0). Notemos
que todos los valores criticos se aproximan al punto fijo superatractor cero, por lo que hq es
hiperbdlica.

Por otra parte, sabemos que B(0) C F'(hq) es la cuenca inmediata de atraccién del origen, por
lo que, 0 € B(0) C hy'(B(0)). Entonces una componente o C hg,' () es una curva que une a
cero con %, por lo que % € B(0). Luego por el Teorema 3.2.1 se tiene que B(0) contiene a A;
y también a la trayectoria § = U (—a + A1) que une cero con ;. Finalmente utilizando los
Teoremas 3.2.1 y 3.2.2 se tiene que la curva § Uid U (6 + A2) U (0 + A1) C B(0); dicha curva
forma la frontera de una regién fundamental de periodos, ver figura 3.2, por lo que B(0) es una

doble banda toral. Si agregamos a esto que todos los valores criticos estdn en B(0) y que hg es

hiperbdlica tenemos que J(hg) es un conjunto de Cantor por el Teorema 3.3.8. O
1R
O+ A
Az
10 o+ Ay

X iﬁ

L a0 R

N \ 1
2l 2

Figura 3.2: Regién fundamental de periodos formada por la curva dUidU(d+X2)U(id+ A1) C B(0).

Para una reticula A arbitraria, la funcién eliptica pa no tiene ciclos de anillos de Herman [HK1],
este mismo resultado se demostrd para la funcién hq sobre reticulas triangulares en [K], ahora

extendemos este resultado para reticulas cuadradas reales.

Teorema 3.3.10. Si Q es una reticula cuadrada real y hg = p—ln, entonces hq no tiene ciclos

de anillos de Herman.

DEMOSTRACION. Sea = [w,iw] para algin w > 0 y supongamos que hg tiene un ciclo
de anillos de Herman {Up, Ux,...,Up_1} de periodo p. Entonces por definicién para cualquier
n=0,1,....,p—1, hf, : U, — U, es conjugada a una rotacién con éngulo irracional de grado
uno de un anillo regular en si mismo. Las preimagenes de los circulos | n |=7, 1 < r < R bajo
esta conjugacién folian el anillo con hojas positivamente invariantes bajo h{, sobre las cuales
h¥, es inyectiva por ser conjugada a una rotacién irracional. Ahora, por el Lema 3.3.1 sabemos
que existe n € {0,1,...,p — 1} tal que By C U, contiene un polo u + v con v € 2. Aqui, v
es una hoja hf)-invariante de U,, y B, es la componente acotada del complemento de ~. Dado

que las propiedades topoldgicas se mantienen para cada regién fundamental podemos, mediante
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3.4. Teorema de dicotomia para hq sobre reticulas cuadradas reales.

la aplicacién z — z — v, con v € 2, trasladar el ciclo de anillos de Herman de tal forma que
i € By, , By, esla componente acotada en el anillo de Herman U; = U, — v. Luego, por el
Teorema 3.2.3 sabemos que iU; es una componente de Fatou alrededor del polo iy, por lo que
existe un punto de la reticula [ € 2 tal que p estd en iB,, + [. Por lo tanto ¢U; +1 y U; son
anillos de Herman que contienen curvas cerradas simples 7, y ¢, +[ respectivamente y cada una
de las cuales contiene a p en su complemento acotado. Asi, B, N (iB,, + 1) # (. Notemos que
B, N(iB,, +1)NF # 0 pues de lo contrario tendriamos una vecindad V' de p tal que z € J(hq)
para toda z € V implicando que J(hq) = C, es decir, F(hg) = 0 lo cual es una contradiccién
pues estamos suponiendo la existencia de anillos de Herman. Entonces U; N (iU; +1) # 0 y por
el Lema 2.4.4 U; = iU; + . De esta forma, si z € Uj;, entonces i*(z — ) € Uj, luego usando la
paridad y la periodicidad de hq(z) tenemos que ho(z) y ha(i®(z — 1)) = —hq(z) estdn en Uj41.
Observese que z # i3(z + 1) pues z # u; ademds hq(z) # —hq(z) de lo contrario 2hq(z) = 0,
es decir, ho(z) = 0 € Crit(hq) por la Proposicién 3.3.4, lo cual es una contradiccién ya que los
anillos de Herman no pueden tener puntos criticos. Finalmente, como hq es par tenemos que
h%,(h(z)) = h{)(—h(z)), esto contradice que hf, es inyectiva en Ujyq. O

El siguiente teorema fue demostrado para la funcién eliptica p-Weierstrass en [HK2], basados
en un resultado similar para polinomios dado por J. Milnor en [J]. Como la demostracién en
[HK2] es un argumento local y las funciones pqo v hq se comportan localmente 2 a 1 en cada
paralelogramo de periodos, la prueba es andloga para hg.

Teorema 3.3.11. Supongamos que ) es una reticula para la cual hg no tiene anillos de Herman
y cada valor critico de hq que estd en alguna componente del conjunto de Fatou es el unico valor
critico en dicha componente. Entonces J(hg) es conexo. En particular, si cada componente de

Fatou contiene uno o ningin valor critico, entonces J(hg) es conezo.

3.4. Teorema de dicotomia para hg sobre reticulas cuadra-

das reales.

En [K] L. Koss obtiene un resultado de dicotomia para la familia de funciones elipticas de la
forma hg = i sobre reticulas ) triangulares. En esta seccién consideramos la funcion eliptica
hq sobre reticulas cuadradas reales, de esta manera, teniendo en cuenta que hg siempre tiene
al origen como punto fijo superatractor, a partir de la simetria de las reticulas cuadradas reales
y las propiedades algebraicas de la funcién eliptica p-Weierstrass, obtenemos una extensién del
resultado de L. Koss siguiendo como referencia su exposicién.

Las propiedades de conectividad del conjunto de Julia de hq estan estrechamente relacionadas
con el nimero de valores criticos que se encuentran en cada componente de Fatou, (ver por
ejemplo, Teorema 2.6.7). Sin embargo, la simetria de la forma de las reticulas y las propiedades

algebraicas de hq facilitan la localizacion de sus valores criticos en el conjunto de Fatou.
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3.4. Teorema de dicotomia para hq sobre reticulas cuadradas reales.

Lema 3.4.1 (Simetria 4-rotacional). Sea U C F(hq) y p una raiz primitiva cudrtica de la
unidad. Si existen zg € U y N € N tal que p™Nzg # 20 y u™N 29 € U entonces para todo z € U,
—z, iz e U .

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad supongamos que zp y —zg estdn en una misma
componente de Fatou U. Como U es conexo por trayectorias podemos considerar § la curva
completamente contenida en U y que une zy con —zg. Entonces —¢§ es una curva que une —z
con zg en U. Luego, v = 6U—§ C U y Ind(~,0) = 1. Por el Teorema 3.2.3 sabemos que iy C iU.
Notemos que +izg € iy y que Ind(iy,0) = 1, afirmamos que yNiy # (. En efecto, de lo contrario
tenemos que iy C C\ v, pero iy es conexo, esto nos da dos posibilidades, ya sea que iy Clnt(v)
o que iy CExt(y). Si iy CInt(y), entonces para todo z € 7 se tiene que | z | > | iz |, lo cual
claramente nos lleva a una contradiccién. Un razonamiento andlogo se usa para el segundo caso.
Por lo tanto se sigue que v Niy # 0. De esta forma obtenemos que U N iU # () y por el Lema
2.4.4 tenemos que U = iU por lo que +izyg € U. Notemos que todo z € U se puede conectar
con zp mediante una trayectoria en el interior de U, por lo tanto podemos repetir el argumento

anterior para justificar que —z, iz € U. O

La siguiente proposicién se demuestra en [K] para la funcién hq sobre reticulas triangulares. A
continuacién presentamos la demostracion para reticulas cuadradas reales. Cabe mencionar que
los argumentos en esta prueba cambian considerablemente en comparacién a la demostracién
en [K].

Proposicion 3.4.2. Si Q es una reticula cuadrada real, entonces toda componente de Fatou de

hq contiene uno, tres o ningun valor critico.

DEMOSTRACION. Primero demostraremos que si existe una componente de Fatou que con-
tiene dos valores criticos, entonces contiene a los tres. Denotemos como B(0) la componente de
Fatou que contiene al origen. Por la Proposicién 3.3.9, si algin valor critico v # 0 estd en B(0)
entonces los tres valores criticos estdn en B(0).

Supongamos entonces que v 'y —v (ambos distintos de cero) estdn en una misma componente
de Fatou. Por otra parte, recordemos que 0 es un punto fijo superatractor por lo que todos los
valores criticos de hq estdn en el conjunto de Fatou. Més ain, el Teorema 3.3.10 elimina la
existencia de anillos de Herman y dado que no podemos tener discos de Siegel (pues estos no
pueden tener puntos criticos en el interior del disco) el Teorema de Clasificacién de Componentes
de Fatou nos dice que todos los ciclos periédicos de Fatou son atractores, superactractores o
parabdlicos.

Afirmamos que el punto fijo superatractor 0 es el tinico ciclo no repulsor. Para demostrar esta
afirmacion vamos a considerar un ciclo de componentes invariantes hacia adelante y demostrare-
mos que si dicho ciclo existe, s6lo consta de una componente. En efecto, seald = {Uy,Us, ..., Uy}
un ciclo de componentes de Fatou invariantes hacia adelante que corresponden a un ciclo
{p1,p2,...,pn} con p; # 0 para todo j = 1,2,...,n. Supongamos sin perder generalidad que
U; es la componente de Fatou que contiene los dos valores criticos v y —v, ambos distintos

de cero. Por el Lema 3.4.1 sabemos que U; tiene 4-simetria respecto al origen y por lo tanto
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3.4. Teorema de dicotomia para hq sobre reticulas cuadradas reales.

+iv € U;. Notemos que U; también tienen 4-simetria, ya que las propiedades de homogeneidad
de la funcién pq permiten asegurar que hq(v) y —hq(v) = hq(+iv) estdn en Us, luego, por
el Lema 3.4.1 se concluye que U, tiene 4-simetria respecto al origen. Un proceso de induccién
matematica nos permite afirmar que cada U; tiene 4-simetria respecto al origen.

Por el Teorema de Fatou (Teorema 3.3.10) sabemos que existe un punto critico ¢ en el ciclo .
Entonces tomamos dos casos:

Caso 1. Si ¢ € U; sabemos por la 4-simetria de Uy que —¢, zic € Uy por lo que U; es no acotado
a lo largo de la linea L (que pasa por el origen y los puntos +c) y a lo largo de iL. Esto se debe
a que si Aj es el generador de la reticula  entonces | Ay | nc € Uy NU; +n | A | para todo
n € Ny, por el Lema 2.4.4 tenemos que Uy = Uy +n | Ay |. Como cada U; es simétrico respecto
al origen se tiene entonces que U; N Uy # 0 y por el Lema 2.4.4 concluimos que U; = Uy para
ji=1,2...,n.

Caso II. Como por hipétesis tenemos que +v € Uy entonces el punto critico ¢ esta en U,, y por
el Lema 3.4.1 se sigue que —c, +ic € U,. Por lo tanto, U,, es no acotado a lo largo de la linea L
y nuevamente concluimos como en el caso anterior.

Consideremos entonces la tunica componente U; asociada al punto fijo p; y como primer ca-
S0 supongamos que p; es un punto fijo parabdlico. Recordemos que +v € U; y por el Lema
3.4.1 sabemos que +iv € U;. Entonces en U; (que es abierto y conexo) podemos considerar
una curva simple « totalmente contenida en U; y con puntos finales v e 4v. Entonces la curva
Y0 = aUta U —a U —ia es una curva simple, cerrada, con 4-simetria y contenida en U; que
pasa por los puntos tv, +iv. En particular, Ind(vp,0) = 1. Definimos las curvas v, = hg(7)-
Si tomamos el complemento acotado de cada curva -, vemos que tenemos una sucesiéon de
conjuntos compactos K, anidados, mas ain estas curvas definen dominios anulares A, con
0A,, = Yn U Yny1. Dado que p; es parabdlico se tiene que hg(v) — p; cuando n — oo, esto
hace que las curvas 7, (y en consecuencia los dominios anulares A4,) se acumulen a 9B(0). Por
otra parte, notemos que las curvas ~, poseen 4-simetria respecto al origen (la justificacién es
igual como cuando se justific6 la 4-simetria de Us), ademés podemos elegirlas de tal manera que
AnNA,+1 = Y41 (redifiniendo sobre preimégenes si es necesario). Por lo tanto ho(A,) = A, 41.
Como la funcién hg es holomorfa y actia 2 a 1 en estas regiones, entonces por el Teorema 1.1.12

tenemos que

1
mod A, = §mod Ant1,

de lo cual recursivamente obtenemos que
mod Apy1 = 2" mod A,.

Asi, tenemos que Y " smod A,i1 = mod Ay Y oo ;2" = oo y por Lema 1.1.13 se tiene
N2, K, en un tnico punto, lo cual es una contradiccién ya que B(0) C K, para todo n > 0.
Con un razonamiento analogo se obtiene el mismo resultado para el caso cuando p; es punto
fijo atractor.

Para el tercer caso (cuando p; es punto fijo superatractor) consideramos un punto yo € (¢, A,.)

donde A, es el periodo de la funcién hg |g (ver Seccién 3.0.14). Denotemos por g € (0,¢) a la
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3.4. Teorema de dicotomia para hq sobre reticulas cuadradas reales.

reflexion del punto yg respecto al punto critico c. La 4-simetria de U; permite como en los casos
anteriores considerar una curva y9 C U; que pasa por los puntos +yg, £igyg que tiene 4-simetria
respecto al origen y en particular Ind(o,0) = 1. Definimos %,, = h{}(%0) (salvo redefinicién de
Fo si es necesario), de esta manera obtenemos dominios anulares A,, acotados por las curvas 7,
YV Yn+1, ver figura 3.3. Por otra parte, la imagen de las curvas v, = A\, — 4, bajo la funcién hq

son las curvas 7,41 para cada n > 0, ya que por la periodicidad y la paridad de hq tenemos que

hQ(771) == hQ(p)\r - :}/n) - hQ(:Yn) == :}/n+1~

Por lo que podemos considerar la funcién R(z) = A, — z para definir las regiones anulares A,, :=
R(A,), ver figura 3.3. Como la funcién R es conforme tenemos que mod A, = mod R(A,) =
mod A,. Ademds por construcién tenemos que hq(A,) = An+1 y acttia 2 a 1 en estas regiones,
por lo tanto

mod A,4+1 = mod /Nln_H =2 mod A,.

Y por recursividad,
mod A1 = 2" mod Ao,

por lo que
oo [ee]
Z mod An+1 = mod Ag Z ot — 0.
n>0 n>0

Finalmente si nos fijamos en los complementos acotados de las curvas -y, tenemos para cadan > 0
subconjuntos compactos K, los cuales forman una sucesién de conjuntos compactos anidados.
Entonces el Lema 1.1.13 implica que ﬂz‘;oKn es un unico punto lo cual es una contradiccion ya
que B(0) C K,, para todo n > 0.

Por lo tanto, 0 es el tinico ciclo no repulsor. Asi, h) (U1) = B(0) para algtin N > 0. Resta verificar
que N = 0. Vamos a considerar dos casos respecto a B(0), uno es cuando B(0) estd contenido
dentro una regién fundamental R, y el otro es cuando no.

Sea B(0) C R, por el Teorema 3.2.1 sabemos que B(0) 4+ 7 es una componente de Fatou tal que
B(0)+n C R+ny que ho(B(0) +n) = B(0) para cada 1 € Q. Como hg"(0) = Q, tenemos que
ho'(B(0)) = {B(0) +n :n € Q}. Entonces si N > 0, hN"1(U;) = B(0) +n C R+n para algin
n € €, pero como consecuencia de la 4-simetria de Uy, existe una curva alrededor del origen,
yn—1 = h¥"1(59) en B(0) + n. Por lo tanto B(0) 4+ 7 no puede estar contenido en una regién
fundamental y por simetria, B(0) no estd dentro de R. Por lo que este caso no puede ocurrir (y
en particular N = 0).

Consideremos entonces que B(0) no estd dentro de R, entonces existen z y z + 7 en B(0) para
algin punto n € Q. Més ain, por el Teorema 3.2.1 tenemos que z + mn € B(0) para todo
m € Z. Observese que de esta forma el complemento acotado y el no acotado de la curva 7 en
U, contiene puntos de la forma z +mmn, esto implica que Uy N B(0) # (), por lo que, por el Lema
2.4.4, se concluye que N = 0 y por lo tanto U; = B(0). Concluimos que los tres valores criticos
estdn en B(0). O
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3.4. Teorema de dicotomia para hq sobre reticulas cuadradas reales.

Yo+l ¥n *R

Figura 3.3: Accién de las funcién hq sobre los anillos A,, y fln+1.

Hablar de dicotomia en la topologia del conjunto de Julia para funciones arbitrarias es de por
maés dificil, sabemos que para los polinomios cuadraticos si hay un Teorema de Dicotomia y que
para polinomios de grado mayor no, debido a que la existencia de mas de un punto critico hace
dificil esta labor. Nosotros con la teoria desarrollada hasta este momento podemos enunciar un
importante resultado concerniente a la dicotomia en la topologia del conjunto de Julia de la

funcién hg sobre reticulas cuadradas reales.

Teorema 3.4.3. Sea ) una reticula cuadrada real. Si los 3 valores criticos de hq = @%z estdn
contenidos en una componente del conjunto de Fatou, entonces el conjunto de Julia de hg es un

conjunto de Cantor. En otro caso, el conjunto de Julia es conexo.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 3.4.2 toda componente de Fatou de hq contiene 1, 3 o
ningun valor critico. Si existe una componente de Fatou que contiene a todos los valores criticos,
entonces el conjunto de Julia de hq es un conjunto de Cantor, por la Proposicién 3.3.9. De otra
forma, toda componente de Fatou contiene uno o ningtn valor critico, entonces por el Teorema

3.3.11 se tiene que J(hg) es conexo. O
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3.5. Conectividad de componentes de Fatou de hq(z) = 2ol
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Figura 3.4: Ejemplos de conjuntos de Julia conexo (izquierda) y totalmente disconexo (derecha).

3.5. Conectividad de componentes de Fatou de hg(z) =

1
pa(z)”

En esta seccién utilizamos los resultados sobre conectividad de componentes de Fatou de fun-
ciones meromorfas dados en el Capitulo 3 y el Teorema de Dicotomia para la funcién hqg para

demostrar el siguiente resultado.

Corolario 3.5.1. Sea Q una reticula cuadrada real, ho = @%z y U una componente de Fatou,

entonces la conectividad de U es 1 6 co.

DEMOSTRACION. La prueba la dividimos en 4 casos:
Caso I: Si U C F(hq) es una componente invariante, entonces la conectividad de U es 1, 2 6 oo
por el Teorema 2.6.3. Pero para nuestro caso, sabemos que no tenemos anillos de Herman por
lo que la conectividad de U es 1 6 oco.
Caso II: Por el Teorema 2.6.6 sabemos que U puede ser una componente completamente inva-
riante. Si este es el caso, por el Lema 2.6.4 estas componentes tienen conectividad 1 o co.
Caso III: Si U C F(hq) es una componente periédica, entonces la conectividad de U es 1, 2 6 oo
por [Bo]. Nuevamente, el Teorema 3.3.10 garantiza que la conectividad de U debe ser 1 6 oco.
Caso IV: Sea U C F(hg) una componente preperiédica. Si la conectividad de U es 1 hemos
terminado. Supongamos que U tiene conectividad p # 1 entonces por el Teorema 3.4.3 sabemos
que J(hq) es totalmente disconexo; esto implica necesariamente que p = oo. Por lo tanto U
tiene conectividad 1 6 co.

Los 4 casos terminan la prueba. O

Este resultado es conocido para funciones racionales, pero una aplicacién del Teorema de Dico-

tomia nos ha permitido extenderlo para la funcién hq que pertenece a la clase S.
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Capitulo 4

Funciones Tipo Polinomiales

En [C]] Joshua J. Clemons como parte de su trabajo doctoral demostrd que la funcién pq sobre
reticulas cuadradas actia como una funcién tipo cuadratico. En este capitulo demostraremos,
siguiendo su exposicién como referencia, que la funcién eliptica hq sobre reticulas cuadradas es
una funcién tipo polinomial de grado 2. Para ello, también utilizamos resultados de A. Douady
y H. J. Hubbard [DH] acerca de polynomials-like mappings o funciones tipo polinomiales y el
Teorema de Rectificacién.

Primero proporcionamos las herramientas necesarias para proporcionar la conexién entre la
dindmica de la funcion eliptica hq en reticulas cuadradas con la familia cuadratica polinomial
pe(z) =22 +¢,ceC.

4.1. Funciones tipo polinomiales.

Definicién 4.1.1. Sea U un conjunto abierto de C. Sean % = a% + z'a% y 8% = 8% — ia%. Sea

d(x,y) = ¢1(x,y) +id(x,y) donde z =  + iy se identifica como (z,y) y supongase que ¢ tiene
derivadas parciales continuas en U. Una transformacion ¢ : U — C es cuasiconforme si

0 ( )3¢
=)=
oz~ "o
donde p es una funcién Lebesgue medible definida en U y || < 1 con la norma esencial.

Las transformaciones cuasiconformes se pueden pensar como transformaciones que mandan
circulos pequefios en T.U a elipses pequenas en Ty, .y¢(U). Si ¢ es conforme, entonces pu(z) = 0
para todo z € U, as{ que u(z) se puede pensar como una forma de medir que “tan lejos” estd ¢

de ser conforme.

Definicién 4.1.2. Considérese U, V conjuntos propios, abiertos y simplemente conexos de C
tal que U estd compactamente contenido en V. Una funcién f : U — V se dice que es tipo
cuadrdtico si ésta es una funcién cubriente doble ramificada con un punto critico en U. En este

caso escribimos (f,U, V).
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4.2. Familias holomorfas de funciones meromorfas.

Una familia de funciones tipo cuadrdticas es una coleccion de funciones tipo cuadraticas donde
el dominio y el rango de éstas funciones varfan continuamente con cambios en el espacio de

parametros.

Definicién 4.1.3. Sea I" una superficie de Riemann y sea B = {f : Ux — V) } una familia de
funciones tipo cuadraticas. Consideramos

U={(\z): AeT,zeU,},
V={\z): el,zeW}, vy
A 2) = (A fa(2)).
La familia ‘B es analitica si:
1. U y V son homeomorfismos de I' a I'' x D,
2. la proyeccién de la clausura de U en V a I' es propia y
3. la funcién f : U — V es holomorfa y propia.

Recordemos que una funcion propia es una funcién continua tal que las preimédgenes de conjuntos

compactos son conjuntos compactos.

Definicion 4.1.4. Definimos el conjunto lleno de Julia de fy : Uy — V) de una familia analitica

de transformaciones tipo cuadraticas como

Ky =Ky = ﬂ "(UN) ={2€Ux: fi(z) € Uy, paratodon > 0}.

n>0

Definicién 4.1.5. Dos transformaciones tipo cuadrdticas f : U — V' y g : U" — V' son hibrido
equivalentes si existe un homeomorfismo cuasiconforme ¢ que transforma una vecindad W de
K a una vecindad W' de K, tal que go¢ = ¢ o f y ¢ es conforme en K.

El principal teorema que utilizaremos en este capitulo fue demostrado por A. Douady y J.
Hubbard en [DH] y lo enuciamos a continuacién.

Teorema 4.1.6. [Teorema de Rectificacion] Sea f : U — V una transformacidn tipo cuadrdtica.
Entonces la transformacion f es hibrido equivalente a p. : U. = V. para algin c € C. Si Ky es

conexo, entonces p. es unico salvo conjugacion afin.

4.2. Familias holomorfas de funciones meromorfas.

Hablar de familias holomorfas de funciones meromorfas es hablar de R. Mane, P. Sad y D.
Sullivan, pues fueron ellos quienes crearon esta teoria. Nosotros aprovecharemos que esta teoria
se ha extendido para funciones meromorfas de clase S por L. Keen y J. Kotus en [KK]. Més

aun, J. Hawkins y L. Koss adaptaron esta teorfa en [HK1] para la familia parametrizada gy
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4.2. Familias holomorfas de funciones meromorfas.

sobre una reticula cuadrada 2 = [\, )] con generador .

Una manera de estudiar el espacio de pardmetros para la funcién eliptica hq es fijar una forma
de reticula 7 € F, donde F esta definida como la regién fundamental del grupo modular en el
semiplano superior HT (ver ecuacién (1.1)) y después examinar el espacio de todas las reticulas

determinadas por el valor 7.

Definicién 4.2.1. Para una reticula dada Q = [1,7], con 7 € F, se define el A-espacio como el

conjunto de puntos A € C — {0} que representan la reticula AQ y por lo tanto a la funcién hygq.

Definicion 4.2.2. Una familia holomorfa de funciones meromorfas f) sobre una variedad com-

pleja M es una funciéon holomorfa en A y meromorfa en z, de M x C en C dada por la realacién

(A, 2) = fa(2)-

Definiciéon 4.2.3. Sean f,g : C — C funciones meromorfas. Si existe un homeomorfismo
w:C — C tal que fop = ¢pog, decimos que f y g son topolégicamente conjugadas . Si  es
conforme decimos que tales funciones son conformemente conjugadas .

Definicién 4.2.4. Diremos que el espacio de pardmetros M es reducido si A\ N € M y X # N

implica que f) no es conformemente conjugada a fy:.
Para la familia h) podemos demostrar lo siguiente.

Lema 4.2.5. Para A\, € C* las funciones hy y hy son idénticamente iguales si y solo si
N =¥\ para algin k € Z.

DEMOSTRACION. Sabemos que las latices [A, 4] y [\, i)\] son equivalentes si y sélo si

()= (2 0) ()
-t

ver [JS, §3.4]. De esta forma obtenemos,
)\7’ 1Y [a b 1
A\i ) \e d i)

. / . v . .
Si hacemos s = ’\7 y lo consideramos como un niimero complejo s = s; + ¢sy obtenemos

()= s ()

lo que implica que @ = $1, b = s2, ¢ = —s2 y d = 1. Como X € SL(2,Z) tenemos que det

X =352+53=1y 81,52 €Z. Porlo tantos:%':l,—l,i,—i. O

para algin

b
SL(2,7),
d)e 2.2)

o
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4.2. Familias holomorfas de funciones meromorfas.

Lema 4.2.6. Sean I' y A reticulas cuadradas reales. Si hr es conformemente conjugada a hy

via una transformacion de Mdobius ¢ entonces ¢(z) = az y ¢(T') = A.

DEMOSTRACION. Supongamos que ambas funciones son conjugadas por una funcién ¢(z) =

az+b
cz+d’

elegimos que ¢(00) = 0o. De esta forma ¢ es una funcién que va de C en C y ¢ = 0, por lo que ¢

es decir ¢pohr(z) = hpo¢(z) para todo z € C. Como hr(z) no estd definida en oo entonces

es una transformacién afin de la forma ¢(z) = az+t con a # 0. Debido a la conjugacién sabemos

que puntos criticos de hr son enviados a puntos criticos de hp y que valores criticos también
son enviados a valores criticos bajo ¢. Por lo tanto, si denotamos como vy r = ﬁ, Vor = 5o ¥
0 como los valores criticos de hp respecto a la reticula I' entonces éstos son enviados por ¢ a los

valores criticos v A = ﬁ, Ug A = %, 0, no necesariamente en este orden. Pero ear = ez p =0

por Corolario 3.3.3 (2), entonces

1 1 ear +eir —e3r
vir U= —+ — == == — =0
€1,r €217 €1 réar €1,ré2.r

) )

y como
d(vir) + d(var) =via +v24 +0=0,

por Corolario 3.3.3 (2)tenemos que
0= (vi,r) + ¢(v2r) = avir +t + avar +1,

=a(vir +var) + 2t = 2,

por lo tanto t = 0 y asi ¢(z) = az. Obsérvese que ¢ induce un isomorfismo entre los grupos C/T

y C/A, por lo que en particular ¢(I") = A. O

Teorema 4.2.7. Las funciones hy y hy son conformemente conjugadas si y sélo si X = i* )\

para algin k € Z.

DEMOSTRACION. Supongamos que hy y hy son conformemente conjugadas. Por el Lema
4.2.6 sabemos que la conjugacién conforme es de la forma ¢(z) = az, por lo que tenemos la
siguiente ecuacion

hxo@(z) = ¢pohy(z)
1 1
= a s
palaz)  pa(2)

y utilizando la propiedad de homogeneidad de la Proposiciéon 1.7.7, tenemos que

o (2) = apx (2).

Como px y px comparten los mismos polos, las reticulas sobre las que estan definidas son

idénticas, por lo que px = ) v de esta manera a = 1. Ahora por el Lema 4.2.5 tenemos que

A

2= i* Xy como a = 1 entonces se sigue que A\ = i* ). El regreso se cumple trivialmente con la

transformacion identidad. O
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4.3. Familias analiticas de funciones tipo cuadraticas .

Si definimos
M=C"/~, (4.1)

donde A\; ~ X si A1 = i®)y, entonces por el teorema anterior tenemos que la familia hy con
A € M forma una familia holomorfa reducida de funciones sobre M.

4.3. Familias analiticas de funciones tipo cuadraticas .

En esta seccién denotaremos por hy a la funcién hg(z) = p%(z) con reticula de periodos © = [1, i
y utilizaremos la familia de funciones dada por W,(z) = py?h;(z), cada funcién serd confor-
memente conjugada a una unica hy. Ademds, para simplificar el estudio de hy sobre todos los
parametros A se demuestra que esta funcién se puede pensar como un miltiplo de h; bajo una

conjugacién conforme.

Definicién 4.3.1. Para u € C* definimos
z
W, (2) = uhs (7) = 1 (2), (4.2)

donde v est4 definida como la rafz positiva de 72 = p;(3).

En seguida se demuestra que las funciones W), y hy son dindmicamente equivalentes.

Proposicién 4.3.2. Sea A\ # 0 y sea d»(2) = Az. La funcidn hy(z) = ml(z) es conformemente
conjugada bajo ¢x a W, con p = »%2

DEMOSTRACION. Sea A € C*, si consideramos las propiedades de homogeneidad de pq(z)

tenemos que

1 2 1 —_ )2
M@ = = T e e M

A
~Z

y por otra parte, para p =
P 0 W, (2) = AW, (2) = Muy?ha(2) = ARy (2)

lo cual demuestra el resultado. O

Proposicién 4.3.3. Para todo 1 € C* la funcion W_,, es conformemente conjugada a la funcion
W,.

DEMOSTRACION. La demostracién es casi inmediata, si consideramos 1)(z) = —z y la paridad

de la funcién h)y entonces tenemos que

b o Woy 0p(2) = =(Wa(=2)) = —(—ur?hi(=2)) = p7° i (2) = W

lo cual prueba la afirmacion. O
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4.4. Comportamiento tipo cuadratico.

Ahora, vamos a definir

N:{zEC*:—%<Arg(z)<%}. (4.3)
Considerando M como en la ecuacién (4.1) definimos la funcién o : M — N dada por
(2) L (4.4)
o = —Z. .
42

Claramente la funcién o estd bién definida en M y es uno a uno. Notemos que hemos obtenido

la siguiente proposicién respecto a W, y hy.

Proposicion 4.3.4. Sea A € M, entonces la funcion W,y es conformemente conjugada a hy
bajo ¢x(z) = Az.

Ademids, como ¢ realiza un cambio analitico de coordenadas se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.5. La familia W, parametrizada sobre N forma una familia holomorfa redu-

cida.

4.4. Comportamiento tipo cuadratico.

Definamos || z ||=| Re(z) | + | Im(z) |, la cual es una norma sobre C considerado como un

espacio vectorial sobre R. Sean

1 .
A 5 Tm+ in y cyt= % +m+in para m,n € Z. (4.5)

Obsérvese que estos puntos son los puntos criticos de W, y que son independientes de la eleccién
de p.
Ahora consideremos: .

U]m’”—{z:Hzc;ﬁ’" II< 5 j—1,2} (4.6)

las cuales son regiones con forma de rombo centrados en c;”’” (ver figura 4.1). También consi-

deremos

V. = {pz : Re(z) > 0}.

Vamos a trabajar principalmente con la funcién Wi, debido a que W, = puW;. Por lo que si
Wy : A— B entonces W, : A — uB, para € N.
Una consecuencia inmediata de que la funcién pq acttia 2 a 1 sobre regiones fundamentales es

la siguiente proposicién:
Proposicién 4.4.1. La funcion W, actia 2 a 1 sobre regiones fundamentales.

Definicién 4.4.2. La reflexion de un punto zg + z respecto del punto zy es zg — z. Decimos

que una funcién F es simétrica respecto a un punto zg € C si F'(zp + 2) = F(20 — 2).

Proposicién 4.4.3. La funcion W, es simétrica con respecto a los puntos c}n’", o lo que es lo

mismo Wy, (c;"" + 2) = W, (c]"" — 2), para todo j = 1,2 y m,n € Z.
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T T
\Y
[
'y ° u??
11 21
4 ul v
0* 10 20
Ul Uy Ui
4 « u! W
ot . * . Ui
1 Il Il 1 Il
-2 -1 0 1 2 3

Figura 4.1: Los rombos U;"" como subconjuntos de V}, 6 V_,,. Figura tomada de [Cl].

DEMOSTRACION. Tomemos en cuenta que 2¢;"" es un punto de la reticula, que W), es par
y que es doblemente periddica respecto a puntos de la reticula. Asi

W ("™ —2) = Wy(z — c;n") =Wyu(z— c;n’n + 2(:;”’") = Wu(cgn’" +2)

O
Lema 4.4.4. La funcion Wy : OU{""™ — iR U {oo} es 2 a 1 y sobreyectiva.
DEMOSTRACION. Observemos que Wy(cy™" + 1) = ’YQW%%) =0y que Wi(c["" £ 4) =

2 1
T ol D)
de U;"". Primeramente demostraremos que la imdgen de estas lineas es el eje imaginario. Para

= 00, ademads Wi no tiene puntos criticos sobre las lineas que conectan los vértices

ello consideremos los puntos de la forma eTt y et para 7? <t < ?, t # 0. Haciendo

uso de las propiedades de homogeneidad de pg(z) tenemos lo siguiente:

in in 1 i 1 1
Wi(edt) =7 h(e®t) =7 ——F— =e7y° =iy’
pi(et) P =ix (t) P =i (t)
Wile ™ t) =7’hi(e* t) =y ——5— =2 ¥*———~ = —iy’
p1(e7it) ©_ir (t) o iz (1)
Como para h —ix y h_iz las reticulas son reales se tiene que h —ix (t) y h_iz (t) son niimeros
e € e e
reales, por lo tanto se obtiene el resultado. O

Ademids, también se tiene el siguiente teorema.
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4.4. Comportamiento tipo cuadratico.

Teorema 4.4.5. Las funciones Wy : U™ — Vi y Wy : Uy"™ — V_y son cubrientes ramificadas

que actiian 2 a 1.

DEMOSTRACION. Primeramente, sabemos que W es una funcién meromorfa y por lo tanto

continua, por lo que la imagen de U;™" debe ser conexa y por otra parte tenemos que

WA(E™) = 12ha(¢") = 72— = -1
1 1 o1 (C{nm’) 72

Ahora, vamos a demostrar que Re(W;(z)) > 0 para z € U;"", ver figura 4.2. Supongamos que
no es asi, es decir, supongamos que existe zg € U;™" tal que Re(W1(z9)) < 0. Consideremos una
curva o C U;™"™ que conecta ¢"" con z. Entonces Wi (a) debe intersectar el eje imaginario, lo
cual nos lleva a una contradiccién, ya que por el Lema 4.4.4 sabemos que Wy : 9U{"™ — iRU{oo}
es 2 a 1 y sobreyectiva, ademés de que W; es una funcién eliptica de orden 2 en U;™" ya que
estd contenido en un paralelogramo de periodos. Luego, por la simetria de U;™" respecto a
c1"™ se tiene por la Proposicién 4.4.3, que la funcién W; es simétrica respecto al punto critico
"™ y por lo tanto actia 2 a 1 en U{"". Con un argumento similar se demuestra que la
funcién Wy : U3""™ — V_;, actda 2 a 1. Para terminar, debemos demostrar que las funciones

Wy U™ = Vi y Wy U™ — V_; son sobreyectivas.

Figura 4.2: Wy : OU{""™ — iR U {00} y Re(W1(z)) > 0 para todo z € U;"™".

Observemos que U™ UUS"" es la cerradura de una regién fundamental para Wy (ver figura
4.3) asf por la Proposicién 4.4.1 la funcién Wy : U U U™ — V3 UV_; es sobreyectiva. Si

analizamos la funcién por regiones tenemos que:
Wy U™ =V,

W1 : Uém’n — Vfl,
Wy 0U™™ U oUy"™ — iR U {oo},

64



4.4. Comportamiento tipo cuadratico.

por lo que Wy : U™ — Vj es sobreyectiva, y por lo tanto una funcién cubriente ramificada 2
a l. O

Fundamental

Figura 4.3: Ul1 Oy Uy, 1.0 65 la cerradura de una regién fundamental para Wp y se cumple para
todo m,n € Z\ {0}.

Con estos resultados se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.4.6. Para p € C*
W, :U"" =V, y W,:U"" =V_,
son cubrientes ramificadas 2 a 1.

Ahora debemos garantizar que U;™" C V,, y que Uy"" C V_,, para ello basta determinar
qué valores de m y n hacen esto posible. La siguiente proposiciéon muestra que la eleccién de m
v n se deben esencialmente a la eleccién de N.

Proposicién 4.4.7. Sea € N es decir, | Arg(u) |< §, entonces se tiene que

U™ cV, siysilosim>0y —m<n<m.

También, cuando | Arg(p) |< 7,

U c Vo, siysdlosim<0ym<n<-—m-—1

DEMOSTRACION. La prueba es inmediata luego de observar que

ﬂ v z{z:|Arg(z)|< %}

[Arg(w)|<F

ya que esto implica que U™ C V, si y sélo si m > 0y —m < n < m. La prueba de la segunda
parte se obtiene de manera similar cambiando p por —pu. O
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4.4. Comportamiento tipo cuadratico.

Hacemos la observacion que Uf 0 V.. pero que W contiene el origen y éste no estd en V,,. En
otras palabras, Ui]’o no estd compactamente contenido en V,,. Por lo que este caso lo tratamos
como un caso especial a continuacién.

Sabemos que la funcién W), tiene un punto fijo superatractor en z = 0 para todo p € C\ {0}.
Sea B(0) la cuenca inmediata de atraccién de z = 0. Por ser un dominio de Béttcher sabemos
que existen € > 0 y una funcién 0(z) = ¢ que va de una vecindad D.(0) de cero a B(0) la cual
conjuga W, con la aplicacién ¢ — ¢ 2. Consideremos ahora un circulo o; en D, con radio menor
que € y centrado en el origen, entonces o = 0~ 1(;) es una curva cerrada simple en B(0) con 0

en su interior, ver figura 4.4.

1+i

IS i polo

[a] J R M1 = palo

D.(0)
(D)=
&=

Figura 4.4: Cambio de coordenadas en la cuenca inmediata de atraccién de 0.

Definicion 4.4.8. Definimos
U2(0) = U\ (By U Bay1),

donde B, y B,+1 son el complemento acotado de a y a4+ 1 en C, respectivamente, ver figura
4.5.

Recordemos que 0 es analitica y conforme, por lo que tiene distorsién acotada y eligiendo € > 0
suficientemente pequenio podemos garantizar que « es una curva que corta las fronteras de U{) 0
exactamente en dos puntos.

Sea ay la curva W, (a) y debido a que la funcién W, contrae alrededor de cero, se tiene que
o estd completamente contenida en B, (ver figura 4.4). Finalmente sabemos por el Corolario
4.4.6 que la funcién W, : U™ — V), es una cubriente ramificada 2 a 1, por lo que la funcién

W, : U 0) — Vi \ Ba, también es una funcién cubriente ramificada 2 a 1. Ademads, se ha
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4.4. Comportamiento tipo cuadratico.

garantizado que U}"°(0) € W, (U}°(0)) = V,, \ Ba,. Por lo que concluimos con el siguiente

teorema:
Teorema 4.4.9. Para i € N, las siguientes funciones son tipo cuadrdtico
W, U™ =V, param > 0,—m <n <m,
W, :U"" = V_, param < 0,m <n<-—m—1,
0,0
W, : UP(0) =V, \ Ba,.

DEMOSTRACION. La demostracién se sigue inmediatamente de la Proposicién 4.4.7 y el
Corolario 4.4.6, ya que las conclusiones de estos resultados es lo que pide la Definicién 4.1.2
para que una funcién sea tipo cuadratico. O

15t =polo

Figura 4.5: UL(0) = UP?\ (B, U Bay1).

Para dar resultados en términos de la funcién hg tomamos en cuenta que la funcién o : M — N
es biyectiva (en particular es un homeomorfismo) entonces las propiedades topoldgicas de W,
se preservan bajo o~'. Ademas, por la Proposicién 4.3.4 sabemos que para A € M la funcién
Wo(x) es conformemente conjugada a hy bajo ¢x(z) = Az, por lo que se obtiene el siguiente

teorema.

Teorema 4.4.10. Para X\ € M, las siguientes funciones son tipo cuadrdtico
by dA(U™") = éA(Vo(ny)) param > 0,—m <n < m,

b oA (U3"") = da(V_ony) param > 0,—m < n < m,

Bt oA(UL(0)) = éa(Vi \ Bay)-
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4.5. Comportamiento tipo cuadratico en el origen.

4.5. Comportamiento tipo cuadratico en el origen.

Como queremos demostrar que la familia hq es tipo cuadrética en vecindades del origen, de-
bemos encontrar regiones U y V que satisfagan la Definicién 4.1.2. Por facilidad, supondremos
que J(hgq) es conexo para garantizar el comportamiento tipo polinomial asociado a un punto fijo
superatractor. Proponemos U como un conjunto dentro de una regién fundamental de periodos
para hqg y V = hqo(U).

Proposicién 4.5.1. Sea B(0) la cuenca inmediata de atraccidn del origen. Entonces ocurre

uno de los siguientes casos:
1. R C B(0) y por lo tanto J(hq) es totalmente disconezo ¢

2. si J(hq) conexo, entonces OB(0) intersecta a RY en un tinico punto xq que es punto fijo

repulsor ¢ parabdlico para hg.

DEMOSTRACION. Por el Lema 3.1.2 respecto al comportamiento de la funcién hy(z) restrin-
gida a R podemos elegir A, como el periodo de hy(z) sobre R. Sea ¢ = % el punto critico real
positivo de hy(x) en el intervalo I = [0, A.], el cual es un méximo de la funcién sobre todo R.
Denotemos como v = hy(c).

Recordemos que 0 siempre es un punto fijo superatractor de la funcién hy y de acuerdo al com-
portamiento periddico de hy(x) sobre R (ver figura 3.1) se tiene que hy(x) con x € R puede
tener 1, 2 6 3 puntos fijos en el intervalo .

Supongamos que cero es el tnico punto fijo en I, entonces para la primera afirmacién basta
demostrar que h%(xz) — 0 para todo x € I pues por la periodicidad de h) tendremos que
R C B(0). Observemos que hy(z) < x para todo x € Ry como hy(z) < v < A, entonces se
tiene que 0 < hy(x) < A, para todo x € (0, ¢). Asi, la sucesién de iteradas

0< hf“(m) < hY¥(x) <...< A, paratodo z € (0,c) y para todo n € N,

siendo decreciente y acotada implica que h%(z) — 0 cuando n — oo. Por otra parte, si z € [c, Ay]
entonces hy(x) € [0,v] C [0, ¢] por lo que podemos repetir el argumento anterior para justificar
que h%(z) — 0 cuando n — oo para todo = € [c, A,]. As{ obtenemos que h%(x) — 0 cuando
n — oo para todo x € I que es lo que querfamos demostrar. Como B(0) es una componente no
acotada, J(hq) es disconexo, por lo tanto por el Teorema de Dicotomia (Teorema 3.4.3) se tiene
que J(hq) es totalmente disconexo.

Supongamos ahora que hay al menos dos puntos fijos en I. Por el Lema 3.1.2 h) es estricta-
mente creciente sobre [0, ¢] entonces existe un primer punto xzg € (0,¢) tal que hy(zg) = wo.
Demostremos ahora que zo € 9B(0) N (0, A).

Como zg es el primer punto tal que h(zg) = z( entonces para todo z € (0,z9) se tiene que
hx(z) < x debido a la concavidad de la funcién en (0,¢) y como hy(z) es creciente en (0, x¢)

obtenemos que

0 < Ayt (x) < WY (z) < ... < x, para todo = € (0,z0) y para todo n € N.
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4.5. Comportamiento tipo cuadratico en el origen.

Si suponemos que

nh_{rgo hY(z) = ', para 2’ € (0, z),

entonces hy ™! (z) — h(z") cuando n — oo pero por la continuidad de la funcién se tiene que
hx(z") = 2’ lo cual es una contradiccidén, ya que zq se eligié como el primer punto fijo en (0, ¢).
Se sigue que zg € 9B(0) N (0, A\.).
Para demostrar que z es el inico punto en dB(0) N (0, A.) consideraremos [ = 9B(0) N (0, A,)
y demostraremos que | = {xg}. Como z( es punto fijo de hg y pertenece a J(hg) entonces xg es
repulsor 6 parabdlico.
Si zg es parabdlico, de la dindmica de la funcién hq |g (Lema 3.1.2) es sencillo verificar que el
intervalo (xg, A\, — xg) estd contenido en el pétalo atractor de xg. Esto implica que [ = {x¢}.
Supongamos que xg es repulsor, entonces existe otro punto fijo z1 € (xg, A\, —xp). Sizg < 21 < ¢,
entonces x7 es (super)atractor y como en el caso anterior, se puede demostrar que el intervalo
(zo, \r — x0) estd en la cuenca de atraccién de z1, por lo que z es el tinico punto en I.
Finalmente, supongamos que 1 > ¢. En este caso ho(z) > x para todo = € (z0,¢) y hq |(z,c) €8
estrictamente creciente. Por lo tanto, existe una sucesién decreciente ¢, € (xg, ¢) de preimagenes
de c en el intervalo (z,¢), esto es, 79 < ... < ¢ < g1 < ... < ¢1 < ¢y tales que h¥(c;) = c. Si
existe y € [ tal que y # x(, podemos pues encontrar N > 0 tal que cy < y < ¢y_1, por lo que
yn = hV(y) > c
Tomemos entonces yy € 9B(0) N (0,,) tal que yy > ¢ = 2. Por simetrfa, —yy € 0B(0) N
(=, 0). Dada una vecindad D, de yy elegimos z € B(0) N D,. Por la 4-simetria, —z € B(0)
y estd sufientemente cercano a —yy. Luego d(Re(z), Re(—z)) > A, implicando que B(0) no
estd contenida en R, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto {zo} = 0B(0) N (0, A,.).

O

Proposicién 4.5.2. Sea J(hg) conexo, entonces B(0) estd compactamente contenida en el

interior de una region fundamental.

DEMOSTRACION. Primeramente sabemos que B(0) estd completamente contenida en el in-
terior de una regién fundamental. Supongamos ahora que existe z € 9B(0) y un elemento
w € Q, w # 0 tal que z +w € dB(0). Luego, por el Lema 3.4.1, sabemos que —z y —z — w
estan en 9B(0), entonces por la periodicidad de hq tenemos que hq(+z) = hq(+(z4w)) lo cual
contradice que hq actia 2 a 1 sobre regiones fundamentales a menos que z = z4+w 6 —z = z+w.

De aqui se obtiene que 2z = w, w € €, esto es:

1
z = i(n)\l + imA1) para ciertos n,m € Zy A1 el generador de §.

Notemos que z no puede ser un polo ya que si lo fuese ho(z) = oo y por la invarianza hacia
adelante de J(hg) se tendria que co € 9B(0), luego, B(0) seria no acotado, contradiccion.
Entonces, 6 n = 0 6 m = 0. Se sigue entonces que z € {£c;,+ca}, lo que contradice la
Proposicién 4.5.1. Por lo tanto, B(0) estd compactamente contenido en el interior de una regién
fundamental. U
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Para finalizar, daremos las regiones adecuadas para garantizar el comportamiento tipo cuadrati-
co de la funcién hq alrededor del origen. Supondremos que xg es un punto fijo repulsor. En este
caso, existe otro punto fijo 1 tal que zg < x1 < A\ — g el cual, en principio puede ser atractor,
superatractor, repulsor, etcétera.

Trabajaremos tnicamente los casos cuando z; es atractor (y por lo tanto zo < x1 < ¢) o super-
atractor (zg < 1 = c¢).

Sea R la region fundamental cuya frontera estd dada por la siguiente parametrizacién

Ri(t)=1+i, -1<t<1
Ro(t)=%L+ik, -1<t<1
Rt = Ryt)=L1—il, —1<t<1
Ry(t)=—3+i%, —-1<t<1

Por la Proposicién 4.5.2, B(0) se encuentra compactamente contenida en R, ver figura 4.6.

iR
= polo 4

| Rs(t) N

=1+ .
2 % = FJLJJI[J

Rs(t) B(0)

N Ra(h)

=1-i _ polo

Figura 4.6: B(0) compactamente contenido en R.

Caso I. Supongamos que x; es un punto atractor.

Sea B(x1) la cuenca inmediata de atraccién de 1, por ser un dominio de Schroder sabemos que
existen € > 0 y una funcién conforme 6(z) = ¢ que va de una vecindad D.(z1) de cero a B(z1)
la cual conjuga hq con la aplicacién ¢ — A(. Consideremos ahora un circulo C7 en D, con radio

menor que € y centrado en el origen, entonces C' = 671(C}) es una curva cerrada simple en
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B(z1) con x; en su interior. Elegimos una curva suave 8 que une el punto ¢; de la curva C' con
el punto g2 del lado R;(t) de R en el semiplano superior como en la figura 4.7. La reflexién de
B respecto al eje real es una curva B que une a ¢; en C con el punto ¢z en el lado Ry (¢) en el
semiplano inferior. Sean 7 el segmento de recta que une el punto % con g2 y T el segmento de
recta que une el punto % con qo.

Si consideramos en arco de curva <y que une el punto ¢; con ¢ y que contiene a x en su interior,
podemos formar una nueva curva § = 7U S U~yUBU7T y con ello la regién Uy que es el comple-
mento acotado de la curva § Uid U —d U —id (ver figura 4.7) que nos serd 1til para garantizar el
comportamiento tipo cuadratico de la funcién hq alrededor del origen.

1R

a

=1+
sl
e

= polo

= palo

2

h_/%" = polo

K\ n
—11—‘ = ;mio

“a

Figura 4.7: Nueva regién Uj.

Ya que la funcién hq contrae alrededor de z; y debido a que hq(R1(t)) C R se garantiza que
la imagen de la curva S U~y U B es una curva « totalmente contenida en B (1) que cierra en el
punto 7 = hq(g2) € R, mientras que la imagen de los segmentos 7 y 7 van sobre el intervalo
(r,00). La simetria de Uy respecto al origen y la paridad de la funcién hacen que la accién de
ha |u, sea 2 a 1, pues hqg(—0) = a U (r, 00).

Con un argumento andlogo y sabiendo que hq(R2(t)) C iR se justifica que hq(£id) = —a U
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(—r, —00), ver figura 4.7. Por lo tanto, hq : Uy = hq(Up) es una funcién cubriente ramificada
que actia 2 a 1, mds ain como Uy C hq(Up), concluimos que (hg, Uy, ho(Up)) es una funcién
tipo cuadrética.

Caso II. El caso cuando x; es un punto superatractor, se sigue exactamente como el procedi-
miento que se realiz6 con la regiéon Uf’o.

Observacién. Para el caso cuando ;1 > ¢ conjeturamos la existencia de una regién U definida
como en la figura 4.8. Aqui tomamos el disco D, (¢) centrado en el punto critico ¢ y de radio
c1 € (x, ), donde ¢; es una preimdgen de ¢ (la existencia de ¢; se ha garantizado al final de la
prueba de la Proposicién 4.5.1). Salvo la propiedad de Ui C hq(Ug), es facil verificar todas las

otras propiedades que hacen que (hq, U, hq(Ug)) sea una funcién tipo cuadratica.

43 iR
—1+i _ .
E == }M!{)‘_Ih % = Ipua'u
e Tx
U V
‘0
" B(0) L% De,(c)
— . : wi—— R
‘..( 0 Xg N 1
Vs W P

A

L =polo’ T

=1
:
Figura 4.8: Regién U(T.

En este capitulo se ha demostrado que la funcién hg parametrizada sobre reticulas cuadradas
reales es una funcién tipo cuadratica sobre ciertos discos topoldgicos contruidos en las secciones
anteriores. Esto nos permite concluir este trabajo de tesis enunciando el siguiente teorema cuya
demostracién se sigue inmediatamente del Teorema de Rectificacién.

Teorema 4.5.3. Consideremos la funcidn eliptica hy(z) = p%(z) parametrizada sobre Q) =
[\, iA], una reticula cuadrada, N € C — {0}. Si (hy,Ux, Vi) denota una funcion tipo cuadrdtica
definida en el Teorema 4.4.10 o denota (hy, Uy, ha(Up)), entonces (hy,Ux, Vy) es hibrido equi-
valente a p.(z) = 22 + ¢ para algin ¢ en el conjunto de Mandelbrot, esto es, c € M = {c :
K,, es conexo } .

Debido a que el origen es un punto fijo superatractor de hy, se sigue directamente el siguiente
resultado.
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Corolario 4.5.4. Si Ky denota el conjunto lleno de Julia de (hy, Uy, ha(Uy)) entonces Ky es

la imagen cuasiconforme de D.

Figura 4.9: Conjunto de Mandelbrot.
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