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Introducción

La toma de decisiones es un proceso tan común en las actividades humanas que es
dif́ıcil apreciar qué acciones no están relacionadas con la elección de una opción, dado
un conjunto posible de ellas. Más aun, lo deseable es que sea la mejor opción posible de
acuerdo a ciertas circuntacias; esto último es una inminente fuente de problemas para
el quehacer matemático, en particular para la teoŕıa de juegos.

Las implicaciones de tomar o no la mejor decisión posible pueden ir desde llegar a
un acuerdo por la venta de un art́ıculo usado, conducir al éxito una compañ́ıa e incluso
desatar una guerra entre naciones, por mencionar algunas. Parte del trabajo de la teoŕıa
de juegos es estudiar y modelar estas situaciones como un problema general, y proponer
soluciones matemáticas que tengan propiedades razonables. Al respecto, la riqueza en
los modelos es amplia, puesto que cuando se desea que las soluciones sean en cierto
sentido, justas, ideas diferentes de justicia suelen conducir a soluciones diferentes.

Las reflexiones acerca de cuál es la solución adecuada para determinada situación
de conflicto es algo que ha ocupado a los pensadores en todo momento de la historia.
Por ejemplo, los textos antiguos del Talmud1 relatan entre sus pasajes que

dos mujeres pelean por una prenda, la primera reclama la prenda completa
y la segunda reclama la mitad de la prenda.2

Uno puede preguntarse ¿cómo repartir la prenda entre las dos mujeres de manera
justa? Las respuestas, por supuesto, dependen de qué se entiende por justicia. El mismo
pasaje determina la siguiente solución sin explicación aparente alguna: dar 3/4 de la
prenda a la mujer que la reclama toda y 1/4 a la mujer que reclama la mitad.

Otro ejemplo interesante ocurre en la siguiente situación contenida también en los
pasajes del Talmud:

Un hombre, que tiene deudas por 100, 200 y 300 (en algunas unidades),
muere y lo que deja como herencia no es suficiente para pagar el total de sus
deudas.3

En este caso, sin explicación alguna, el Talmud indica cómo se debe pagar a los
acreedores en tres casos posibles: cuando la herencia es 100, 200 y 300. La solución
sugerida se muestra en la siguiente tabla

1Conjunto de libros antiguos que son la base de las leyes civiles, criminales y religiosas jud́ıas.
2La forma de citar esta parte del pasaje es estándar entre diversos autores.
3Lo mismo que la nota anterior.
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xii Introducción

Herencia \ Reclamos Acreedor 1 Acreedor 2 Acreedor 3
100 200 300

100 33 1/3 33 1/3 33 1/3
200 50 75 75
300 50 100 150

Uno se pregunta ¿qué criterio fue usado en cada caso para repartir la herencia exis-
tente? Observemos que si el valor de la herencia es de 100 se procede a pagar de forma
igualitaria y si la herencia es 300 se paga, inconsistentemente con lo ya observado, de
forma proporcional. Además, el pago en el caso de que la herencia tenga un valor de 200
no corresponde a las soluciones ya observadas. No hay principio evidente que relacione
a las tres asignanciones sugeridas en los tres casos.

Por mucho tiempo la pregunta anterior quedó sin contestar. Fue hasta 1985 cuando
Aumann y Maschler publicaron un análisis, basado en teoŕıa de juegos cooperativos,
que respond́ıa a las preguntas ¿qué criterio de reparto se ajusta a la solución sugerida
por el Talmud? y ¿por qué usarlo?

El resultado principal de Aumann y Maschler es, en términos de teoŕıa de juegos,
que la repartición sugerida en los pasajes del Talmud corresponde a una solución que
ellos denominaron la regla de la prenda en disputa y que además coincide con el nucleolo
del juego cooperativo definido por

w(S) = máx {0, E − c(N \ S)} , S ⊆ N. (1)

En este juego, c(N \ S) es la suma de los reclamos de los agentes en N \ S y la suma
total de dichos reclamos es mayor que el estado E; la cantidad sobre la cual se hacen
los reclamos.

En este trabajo estudiamos la regla de la prenda en disputa y, motivados por esta
solución, determinamos dos nuevas soluciones a juegos cooperativos. Tales soluciones
tienen por coordenadas a las expresiones

ψi(v) =
v(N)

n
+
∑
S3i
S 6=N

(s− 1)!(n− s)!
(n− 1)n!

[v(S)− v(N \ S)] (2)

y

ηi(v) =
2n−1(n− 1)!

(2n− 2)!

∑
P∈PB

φPi (v). (3)

Donde v es un juego cooperativo al que se le aplica cada solución, i representa al i−ési-
mo jugador y n = |N | es la cardinalidad del conjunto de jugadores.

En este escrito deducimos que la solución (2) es una combinación convexa del valor
de Shapley y la solución igualitaria, mientras que la segunda depende del conjunto de
particiones binarias anidadas PB que tiene un conjunto de jugadores N = {1, 2, . . . , n}.
Siendo este último, un concepto que introducimos en este escrito.

Respecto al problema de bancarrota, construimos un conjunto de juegos convexos
V que sirven de modelo a esta situación y demostramos que el juego (1) es el único en
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V cuyo núcleo es el conjunto de asignaciones que son solución al problema de bancarrota.

Como aplicaciones de nuestros resultados, sugerimos dos nuevas soluciones a pro-
blemas de bancarrota. La primera de ella es η(ϑ), que resulta de aplicar la solución (3)
al juego

ϑ(S) = mı́n{c(S), E}

y la segunda es

ρϕi ([E; c]) =
1

1− E/C

∫ 1

E/C
ϕi(vfα) dα,

donde ϕ(vfα) es una asignación que siempre está en el nucleo del juego convexo vfα ,
para todo α ∈ [E/C, 1].

Para deducir los resultados anteriores nuestro trabajo se divide en cuatro caṕıtu-
los cuyo contenido describimos en seguida. En el primer caṕıtulo se presentan algunas
definiciones básicas de la teoŕıa de juegos cooperativos, aśı como una discusión de las
propiedades básicas del valor de Shapley y del nucleolo, ya que son dos soluciones a las
que se hace referencia en los caṕıtulos posteriores.

Al final del caṕıtulo abordamos algunos problemas de bancarrota contenidos en los
pasajes del Talmud y estudiamos brevemente estos problemas y sus soluciones.

En el segundo caṕıtulo comparamos las soluciones que se obtinen aplicando los si-
guientes principios de reparto a problemas de bancarrota.

Primer principio de reparto. Cada persona debe conceder lo que no quiere para
śı, a la otra. La parte sobrante, en caso de haber, se reparte en forma igualitaria.

Segundo principio de reparto. Partes igualmente reclamadas son igualmente di-
vididas. La parte sobrante, en caso de haber, se reparte en forma igualitaria.

Para problemas bipersonales, la aplicación de ambos principios nos lleva a la misma
solución. En particular, ambos principios conducen a la asignación que sugieren los pa-
sajes del Talmud al problema de la prenda en disputa. Sin embargo, si los agentes que
intervienen en el problema son más de dos, la generalización de estos principios conduce
a soluciones diferentes.

La primera de las soluciones resultantes es

α([E; c]) =

{
γ([E; 1/2 c]), E ≤ 1/2C;

1/2 c+ π([E − 1/2C; 1/2 c]), E > 1/2C,

donde γ y π son las conocidas soluciones de iguales ganancias e iguales pérdidas, para
el primer principio. La segunda solución es

βi([E; c]) =
i∑

j=1

mı́n{E, cj} −mı́n{E, cj−1}
n− j + 1

+
(E − cn)+

n
,



xiv Introducción

donde c0 = 0 y la función θ+ está definida por

θ+ =

{
θ, θ ≥ 0;

0, θ < 0,

para el segundo principio de reparto.

Estas soluciones resultan de aplicar, respectivamente, el nucleolo al juego (1) y el
valor de Shapley al juego

u(S) =

{
mı́n{máxi∈S ci, E}, S ( N ;

E, S = N.

Mostramos que α es la única solución consistente con el principio de la prenda en
disputa y que, en general, β no es una solución a problemas de bancarrota.

En el caṕıtulo tres se demuestra que una solución ϕ satisface los axiomas de aditi-
vidad, simetŕıa y eficiencia si y sólo si es de la forma

ϕi(v) =
v(N)

n
+
∑
S3i
S 6=N

(n− s)[λsv(S)− λn−sv(N \ S)] (4)

para algunos números λ1, . . . , λn−1. Lo cual implica que la solución ψ dada por (2) sa-
tisface estos tres axiomas; incluso, al igual que el valor de Shapley, esta solución puede
ser interpretada como la esperanza de cierto proceso aleatorio.

Introduciremos el concepto de partición binaria anidada y mostraremos que la so-
lución (3) es lineal, simétrica y eficiente en el conjunto de los juegos superaditivos. De
donde se sigue que η puede ser escrita expĺıcitamente de la forma (4), para ciertos coe-
ficientes λs, con s = 1, 2, . . . , n− 1.

Mostraremos que si se aplica la solución (3) al juego

ϑ(S) = mı́n{c(S), E}

entonces se obtiene una solución al problema de bancarrota, que denotamos por η(ϑ).
Un caso particular muy interesante es que si se aplica esta solución al problema de la
herencia incompleta, se obtienen exactamente las mismas asignaciones que sugieren los
pasajes del Talmud.

En el último caṕıtulo consideramos que un problema de bancarrota [E; c], donde c
es el vector de reclamos y E es el estado, puede ser modelado por varios juegos como
sigue: sea C la suma de los reclamos y F el conjunto de las funciones f : [0, C]→ [0, E],
continuas, crecientes, tales que f(0) = 0 y f(C) = E. A cada f ∈ F le asociamos el
juego

vf (S) = f(c(S)), S ⊆ N.
En primera instancia demostramos que si se define f∗ mediante

f∗(τ) = f(C)− f(C − τ)

entonces se satisfacen las siguientes propiedades
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1. f∗ ∈ F y (f∗)∗ = f .

2. v∗f = vf∗

3. Si g es la función
g(τ) = máx{0, E − C + τ}, (5)

entonces f(τ) ≤ g(τ) si y sólo si f∗(τ) ≥ g∗(τ), y f(τ) ≥ g(τ) si y sólo si
f∗(τ) ≤ g∗(τ) para todo τ ∈ [0, C].

4. f es convexa si y sólo si f∗ es cóncava, y f es cóncava si y sólo si f∗ es convexa.

5. Si f es convexa entonces el juego vf es convexo.

Estas propiedades sirven para demostrar que si

Fc = {f ∈ F : f es convexa} y V = {vf : f ∈ Fc}

entonces (1), el juego asociado a (5), es el único juego en V tal que su núcleo satisface
la siguiente propiedad: la asignación x está en el núcleo del juego vf si y sólo si x es
solución al problema de bancarrota original [E; c].

Demostramos que si

vf ∈ V1 = {vf ∈ V : Eτ/C ≥ f(τ) ≥ g(τ), τ ∈ [0, C]}

entonces toda asignación en el núcleo de vf es solución al problema [E; c] y, si vf está en
el conjunto

V2 = {vf ∈ V : g(τ) ≥ f(τ), τ ∈ [0, C]},

entonces toda solución al problema [E; c] es un elemento del núcleo de vf .

Basados en esta clasificación de juegos proponemos una nueva solución a problemas
de bancarrota. Sea

W = {vfα : fα(τ) = máx{0, E − α(C − τ)} y α ∈ [E/C, 1]} ⊂ V1;

si ϕ es una solución a juegos cooperativos tal ϕ(v) ∈ C(v) para juegos convexos, se
tiene que ϕ(vfα) ∈ C(vfα) para todo α ∈ [E/C, 1] y, por tanto ϕ(vfα) es una solución
al problema [E; c] para todo α ∈ [E/C, 1].

Concluimos que la fórmula

ρϕi ([E; c]) =
1

1− E/C

∫ 1

E/C
ϕi(vfα) dα,

provee una solución a problemas de bancarrota.





Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Juegos cooperativos

A menudo, los integrantes de un conjunto N colaboran para conseguir un objetivo
común. Cada grupo S ⊆ N no vaćıo de individuos que participan en la consecución de
dicho objetivo es importante en virtud de su cardinalidad o de las caracteŕısticas de sus
miembros, por ello cada uno de los subconjuntos de estos individuos tiene un valor v(S).

Dicho valor puede expresar ganacias o costos; lo cual puede servir de motivación
para que un individuo colabore con otros pues frecuentemente ocurre que en conjunto
se logra una mayor ganancia (menor costo) que actuando por su propia cuenta.1

En el presente escrito consideramos que el conjunto N es finito, N = {1, 2, . . . , n},
y denotamos al conjunto potencia de N por 2N , es decir,

2N = {S : S ⊆ N}.

A cada S ∈ 2N se le llama coalición y al conjunto N , la gran coalición. La notación,
estándar, a usar es R, S, T, . . . para coaliciones y |R| = r, |S| = s, |T | = t, . . . para sus
respectivas cardinalidades.

Definición 1.1. Un juego cooperativo de utilidad transferible, es un par (N, v) donde
N es el conjunto de jugadores y v : 2N → R asigna a cada coalición S ⊆ N un valor
v(S), con v(∅) = 0.

A (N, v) se le denomina también juego en función carateŕıstica. Por brevedad, en
adelante nos referiremos a un juego de utilidad transferible simplemente como juego sin
indicar el conjunto de jugadores, ya que será entendido por el contexto de las situaciones
a estudiar. Denotamos al conjunto de juegos de utilidad transferible por G.

Una de las tareas fundamentales de la teoŕıa de juegos cooperativos es estudiar
cómo dividir el valor total, v(N), conseguido por la gran coalición entre los jugadores
involucrados en el juego v.

1Este es el ejemplo t́ıpico de la cooperación entre individuos. A lo largo de este trabajo suponemos
que todos los jugadores en N están dispuestos a cooperar entre śı.

1



2 Preliminares

Definición 1.2. Una solución a juegos cooperativos es una función ϕ : G → Rn que
asigna a cada v ∈ G un vector de pagos ϕ(v), donde la coordenada ϕi(v) es el pago
correspondiente al jugador i.

Ejemplo 1.1. Andrés, Beatriz y Carlos desean acordar cómo pagar la instalación de
cierto servicio en sus casas. Ellos saben que, de acuerdo a la distancia de sus casas
con la red pública existente, gastarán 30, 50 y 60 unidades respectivamente, si es que
cada uno paga el trabajo por su cuenta. También saben que si se forma la coalición S
entonces sus miembros pagarán el máximo costo unitario.

Los costos individuales del servicio son c1 = 30, c2 = 50 y c3 = 60 respectivamente,
por lo que el juego u que modela esta situación es

u(S) = máx
i∈S

ci.

Discusión. En vista de que v(N) = 60, una solución de este juego podŕıa ser la
asignación x1 = (20, 20, 20) determinada por un juez que cree ser justo. Sin embargo
Andrés podŕıa replicar que por vivir más cerca de la red pública le corresponde pagar
menos que a los otros dos; aśı, él propone la solución x2 = (0, 55, 5). Esta solución no le
conviene a Beatriz, puesto que paga más de lo que pagaŕıa individualmente, por lo que
ella podŕıa sugerir como solución x3 = (0, 10, 50), en este caso Carlos podŕıa argumentar
que con esta nueva solución Beatriz ahorra 40 y él sólo ahorra 10 y eso no le parece
justo. ¿Qué solución es la más adecuada?

Una solución ϕ puede depender de un cierto principio de reparto o bien ser determi-
nada por un conjunto de propiedades denominadas axiomas. Destacamos las siguientes
soluciones a las que se hará referencia posteriormente.

1.2. El valor de Shapley

Lloyd S. Shapley introdujo lo que él denominó el valor de un juego cooperativo [20].
En su escrito de 1953, Shapley considera a los juegos superaditivos.

Definición 1.3. Se dice que el juego v es superaditivo si para todo par de coaliciones
S, T tales que S ∩ T = ∅, se satisface la desigualdad

v(S ∪ T ) ≥ v(S) + v(T ).

Si la desigualdad se satisface para todo S, T ⊆ N en el sentido contrario entonces deci-
mos que el juego es subaditivo y si es igualdad siempre entonces el juego es aditivo.

Ejemplo 1.2. El dueño de m máquinas (jugador 1) fabrica un producto por cada obre-
ro que contrata; cada obrero ocupa una máquina y el valor de cada producto es de p
unidades. La utilidad obtenida por la cooperación del jugador 1 con los obreros es

v(S) =

{
p(s− 1), si 1 ∈ S;

0, en otro caso.
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El juego v es superaditivo, ya que si S ∩ T = ∅ y 1 ∈ T entonces

v(S ∪ T ) = p(s+ t− 1) ≥ p(t− 1) = v(S) + v(T ),

lo mismo se tiene, cambiando s por t, si 1 ∈ S. Todo se anula si 1 /∈ S ∪ T.

El valor de Shapley es una solución que se determina bajo cuatro axiomas: simetŕıa,
eficiencia, nulidad y aditividad. Para presentar dichos axiomas necesitamos algunas
definiciones.

Definición 1.4. Se dice que i es un jugador nulo en el juego v si para todo S ⊆ N \ i
se tiene que

v(S ∪ i) = v(S).2

Un jugador nulo, i, no cambia el valor de ninguna coalición a la cual se une, es decir,
la cooperación del jugador i es nula en v.

Definición 1.5. Sea Sn el conjunto de permutaciones σ : N → N. Para (v, w) ∈ G×G,
(α, v) ∈ R×G y (σ, v) ∈ Sn ×G se definen los juegos v + w, αv, σv ∈ G mediante

(v + w)(S) = v(S) + w(S), (αv)(S) = αv(S) y (σv)(S) = v(σ(S)), S ⊆ N,

donde σ(S) = {σ(i) : i ∈ S} es la imagen de S bajo σ.

Definición 1.6. La solución ϕ satisface el axioma de

1. Simetŕıa. Si para cada σ ∈ Sn,

ϕi(σv) = ϕσ(i)(v).

2. Eficiencia. Si ∑
i∈N

ϕi(v) = v(N).

3. Nulidad. Si para cada jugador nulo, i, en v

ϕi(v) = 0.

4. Aditividad. Si para cada par de juegos (v, w) ∈ G×G,

ϕi(v + w) = ϕi(v) + ϕi(w).

Si una solución satisface los primeros dos axiomas entonces el monto total a pagar
es el valor de la gran coalición y los montos a pagar a los jugadores no depende de las
etiquetas que se les asignen. Si además se satisfacen los últimos dos axiomas, entonces
la forma en que hay que pagar se puede determinar de forma expĺıcita.

Para calcular la fórmula del valor de Shapley introducimos una base de juegos su-
peraditivos de G.

2Por brevedad en la notación, sustituimos N \ {i} y v(S ∪ {i}) por N \ i y v(S ∪ i).
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Definición 1.7. Para cada T ∈ 2N \∅ el juego de T−unanimidad se define mediante

uT (S) =

{
1, T ⊆ S;

0, en otro caso.

Lema 1.1. Para todo v ∈ G se tiene que

v(S) =
∑
T⊆N

∆T (v)uT (S),

donde

∆T (v) =
∑
R⊆T

(−1)t−rv(R).

Demostración. Sustituyendo el valor de ∆T (v) en la primera suma e intercambiando el
orden de las sumas involucradas se tiene que, por la definición de juego de unanimidad∑

T⊆N

∑
R⊆T

(−1)t−rv(R)uT (S) =
∑
R⊆T

∑
T⊆S

(−1)t−ruT (S)v(R)

=
∑
R⊆S

(
s∑
t=r

(−1)t−r
(
s− r
t− r

))
v(R)

= v(S).

Puesto que la suma entre paréntesis es cero excepto para r = s.

En virtud del lema (1.1), para determinar el valor de Shapley en todo v ∈ G, basta
calcularlo en los juegos de T−unanimidad y extenderlo usando el axioma de aditividad.

Lema 1.2. Para todo c ∈ R el valor de Shapley, ϕ, satisface

ϕi(c uT ) =

{
c/t, i ∈ T ;

0, i ∈ N \ T.

Demostración. Observemos que todo i ∈ N \T es un jugador nulo en el juego c uT , que
es el producto de c por el juego uT . Por el axioma de nulidad ϕi(c uT ) = 0. Luego, si se
elige σ ∈ Sn tal que σ(T ) = T , σ(i) = j y σ(j) = i para i, j ∈ T , entonces por simetŕıa

ϕi(c uT ) = ϕi(σc uT ) = ϕσ(i)(c uT ) = ϕj(c uT ).

De donde, por eficiencia, ϕi(c uT ) = c/t para todo i ∈ T .

Por los lemas (1.1) y (1.2) se tiene que, por aditividad, si v ∈ G el valor de Shapley
satisface

ϕi(v) =
∑
T3i

∆T (v)

t
=
∑
T3i

∑
S⊆T

(−1)t−sv(S)

t

=
∑
S3i

∑
T⊇S

(−1)t−sv(S)

t
+
∑
S 63i

∑
T⊇S∪i

(−1)t−sv(S)

t
.
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Ahora, usando el hecho de que∑
T⊇S

(−1)t−s

t
=

(s− 1)!(n− s)!
n!

,

la expresión anterior nos conduce a

ϕi(v) =
∑
S3i

(s− 1)!(n− s)!
n!

v(S)−
∑
S 63i

s!(n− s− 1)!

n!
v(S)

=
∑
S 63i

s!(n− s− 1)!

n!
(v(S ∪ i)− v(S)).

Teorema 1.1 (Shapley, 1953). La solución ϕ satisface los axiomas de simetŕıa, nulidad,
eficiencia y aditividad si y sólo si ϕ es el valor de Shapley

ϕi(v) =
∑
S 63i

s!(n− s− 1)!

n!
(v(S ∪ i)− v(S)).3 (1.1)

Demostración. Por los lemas 1.1 y 1.2 se tiene que si ϕ satisface los cuatro axiomas
citados, entonces ϕ es el valor de Shapley y está determinado de forma única por (1.1).
Rećıprocamente, es sencillo verificar que (1.1) satisface los axiomas mencionados.

El valor de Shapley es una solución cuya deducción se basa fuertemente en el axioma
de aditividad; este supuesto es lo que le da forma al modelo sugerido originalmente por
Shapley en [20].

Aparte del axioma de aditividad, los otros tres axiomas que determinan al valor
de Shapley son naturalmente deseables en situaciones de la vida real: asignar cero a
aquellos cuya cooperación es nula, repartir lo conseguido por la gran coalición y pagar
igual a aquellos jugadores cuya cooperación es la misma, como se indica a continuación.

Definición 1.8. Los jugadores i, j ∈ N son sustitutos en el juego v si para todo S ⊆
N \ {i, j} se tiene que

v(S ∪ i) = v(S ∪ j).

Proposición 1.1. Si i, j ∈ N son jugadores sustitutos en v entonces

ϕi(v) = ϕj(v).

Demostración. El resultado se obtiene sustituyendo directamente en (1.1) al jugador i
por el jugador j.

Ejemplo 1.3. El valor de Shapley de los ejemplos 1.1 y 1.2 es

ϕ(u) = (10, 20, 30) y ϕi(v) =

{
pm/2, i = 1;

p/2, i 6= 1,

respectivamente.

3En adelante reservamos la letra ϕ para denotar al valor de Shapley, a menos que se indique lo
contrario.
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1.3. El núcleo y el nucleolo

Si v ∈ G es superaditivo entonces para todo i ∈ N se tiene

v(S ∪ i) ≥ v(S) + v(i), S ⊆ N, (1.2)

con igualdad si y sólo si i es un jugador nulo. De esta desigualdad se sigue la

Proposición 1.2. Si v ∈ G es superaditivo, el valor de Shapley satisface

ϕi(v) ≥ v(i), i ∈ N,

con igualdad si y sólo si i es un jugador nulo.

Demostración. Si i es un jugador nulo en v tenemos que v(i) = 0 y ϕi(v) = 0 por
nulidad. Si ϕi(v) = v(i) = 0 entonces en la suma de términos no negativos (1.1) se tiene
que v(S ∪ i) = v(S) para todo S que no contiene a i, luego i es un jugador nulo. Si i no
es un jugador nulo entonces insertando (1.2) en (1.1) se tiene que

ϕi(v) ≥
∑
S 63 i

s!(n− s− 1)!

n!
v(i) =

n−1∑
s=0

(
n− 1

s

)
s!(n− s− 1)!

n!
v(i) = v(i).

La proposición anterior indica que el valor de Shapley asigna más de lo que logran
por su propia cuenta los jugadores de un juego superaditivo; esta es una propiedad
deseable desde el punto de vista individual, por ello se dice que el valor de Shapley
satisface racionalidad individual.

Sin embargo si se considera que x ∈ Rn satisface racionalidad de grupo, es decir, que
para todo S ⊆ N

x(S) ≥ v(S),

donde
x(S) =

∑
i∈S

xi, S ⊆ N,

con la convención usual x(∅) = 0, entonces resulta que el valor de Shapley no siempre
es una de estas asignaciones.

Definición 1.9. Dado un juego v ∈ G su núcleo, C(v), es el conjunto de asignaciones
eficientes que satisfacen racionalidad de grupo,

C(v) = {x ∈ Rn : x(N) = v(N) y x(S) ≥ v(S) para todo S ⊆ N}.

Existen juegos que tienen núcleo vaćıo y cuando éste es no vaćıo, no necesariamente
contiene al valor de Shapley.

Ejemplo 1.4 (Juego de los guantes). Hay n ≥ 3 jugadores. El jugador 1 tiene un guan-
te izquierdo mientras que cada jugador en N \ 1 tiene un guante derecho. El valor de
la coalición S es 1 cuando sus miembros pueden formar un par de guantes (izquierdo y
derecho) y cero si no.
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El juego que modela la cooperación descrita está dado por

v(S) =

{
1, S 3 1 y s > 1;

0, en otro caso.

Se tiene que C(v) = {(1, 0, . . . , 0)} y

ϕi(v) =


n− 1

n
, i = 1;

1

n(n− 1)
, i 6= 1,

luego ϕ(v) /∈ C(v).

Existe una clase de juegos que siempre tienen nucleo no vaćıo.

Definición 1.10. El juego v ∈ G es convexo si para todo par de coaliciones S, T ⊆ N
se satisface la desigualdad

v(S ∪ T ) + v(S ∩ T ) ≥ v(S) + v(T ).

Notemos que v(S ∩ T ) = 0, para todo v ∈ G cuando S, T, son coaliciones disjuntas.
De lo cual se sigue que si v es convexo entonces v es superaditivo.

Teorema 1.2 (Shapley, 1971). Si v ∈ G es convexo entonces tiene núcleo no vaćıo y

ϕ(v) ∈ C(v).

Comentario. La idea central en la demostración de Shapley es la siguiente. Para
v ∈ G convexo y toda permutación σ ∈ Sn el pago marginal mσ(v), cuyas coordenadas
son

mσ
i (v) = v(σ(1), . . . , σ(i))− v(σ(1), . . . , σ(i− 1)),

está en C(v), lo cual demuestra que C(v) 6= ∅. Además el valor de Shapley satisface

ϕ(v) =
1

n!

∑
σ∈Sn

mσ(v).

Luego, por la convexidad del núcleo, se tiene que ϕ(v) ∈ C(v); véase [21].

Si v ∈ G es tal que C(v) 6= ∅ existe una solución, ν(v), tal que ν(v) ∈ C(v). Tal
solución es el nucleolo y fue propuesto por Schmeidler en 1969.

Definición 1.11. Dado un juego v se define la función exceso e : Rn×2N \{∅, N} → R
por

e(x, S) = v(S)− x(S).

Con la función de exceso definimos θ : Rn → R2n−2 como sigue. Para x ∈ Rn fijo, las
coordenadas en forma ascendente del vector θ(x) ∈ R2n−2 son los 2n − 2 elementos en
{e(x, S) : S ∈ 2N \ {∅, N}} ordenados de forma descendente.

En Θv = {θ(x) : x ∈ Rn} se define el orden lexicográfico 4L. Para x, y ∈ Θv, se
dice que x 4L y si xi ≤ yi para i ∈ {1, 2, . . . , k} y xk+1 < yk+1.
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Mediante el orden lexicográfico podemos comparar los elementos de Θv y obtener el
siguiente

Teorema 1.3 (Schmeidler, 1969). Sea v ∈ G. Si

N(v) = {x ∈ Rn : θ(x) 4L θ(y) para todo y ∈ Rn},

entonces N(v) = {ν(v)}. A ν(v) se le conoce como el nucleolo de v.4

Comentario. La demostración de este teorema depende esencialmente de que el orden
lexicográfico es un orden completo y por tanto N(v) no puede contener más de un
elemento. Véase [18].

Corolario 1.1. Si v ∈ G es tal que C(v) 6= ∅ entonces ν(v) ∈ C(v).

Demostración. Notemos que para todo x1 ∈ C(v) y x2 /∈ C(v) se tiene que e(x1, S) ≤ 0
para toda S ⊂ N y e(x2, S) > 0 para algún S ⊂ N ; por lo que θ(x1) 4L θ(x2). Luego,
ν(v) ∈ C(v).

El resultado anterior es útil cuando el núcleo de v consiste de un sólo punto.

Ejemplo 1.5. Sea v el juego del ejemplo 1.4. Por el corolario 1.1 se tiene que el nucleolo
de v es ν(v) = (1, 0, . . . , 0) ya que C(v) = {(1, 0, . . . , 0)}.

1.4. Algunos problemas de bancarrota

Contrario a la repartición de utilidades se puede tratar con la repartición de costos
o pérdidas; a manera de ejemplo, considérese la siguiente situación contenida en [5, 12].

Ejemplo 1.6 (Tarifas de aterrizaje en un aeropuerto). En un aeropuerto se construye
una pista donde aterrizarán n aviones, ¿cómo repartir el costo total de construcción
entre los aviones que la usaran?

Solución de Owen y Littlechild (1973). Primero se considera el costo de construir
la pista para el avión más pequeño que la usará; este costo se divide entre todos los
aviones. En seguida se considera el incremento del costo que tendra construir la pista
suficientemente grande para que pueda aterrizar el siguiente avión más pequeño; este
incremento se divide entre todos los aviones menos el más pequeño, y aśı sucesivamente
hasta llegar al avión más grande.

El problema de repartición de costos es un caso particular de un conjunto de pro-
blemas llamado problemas de bancarrota y el procedimiento de Owen y Littlechild esta
relacionado con la solución de algunos de ellos.

Definición 1.12. Un problema de bancarrota [E; c] consiste en una cantidad positiva
E, denominado el estado, y un vector de reclamos c ∈ Rn tal que sus coordenadas son
todas positivas y satisfacen c1 + c2 + · · ·+ cn > E.

Al conjunto de entes N que hacen los reclamos se les denomina agentes, y al conjunto
de problemas de bancarrota se le denota por BN .

4En adelante reservamos la letra ν para referirnos al nucleolo, a menos que se indique lo contrario.
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Ejemplo 1.7 (La prenda en disputa). La siguiente situación de conflicto se describe
en los pasajes del Talmud

dos mujeres pelean por una prenda, una de ellas reclama la prenda completa
y la otra sólo la mitad.

¿Cómo repartir la prenda, dado que no se alcanza a satisfacer la demanda total del
bien?

Discusión. El vector de reclamos es c = (1/2, 1) y el estado es E = 1. Al igual
que cuando se considera un juego cooperativo; la solución de este problema no parece
evidente: en primera instancia uno podŕıa sugerir que la solución es dar la mitad de la
prenda a cada mujer. De inmediato, la mujer que reclama la prenda completa protes-
taŕıa. Más aun, quedaŕıa inconforme con cualquier solución que asigne más de la mitad
de la prenda a la mujer que reclama sólo la mitad.

Los pasajes del Talmud sugieren dar 3/4 de la prenda a la mujer que la reclama
toda y 1/4 a la mujer que reclama la mitad. ¿Por qué se sugiere esta solución?

Para fijar ideas, necesitamos saber que se entiende por solución a un problema de
bancarrota.

Definición 1.13. Una solución a problemas de bancarrota es una función ϕ : BN → Rn
que satisface

0 ≤ ϕi([E; c]) ≤ ci y
∑
i∈N

ϕi([E; c]) = E.

Ejemplo 1.8 (La herencia incompleta). Otro ejemplo interesante ocurre en la siguiente
situación, contenida también en los pasajes del Talmud.

Un hombre, que tiene deudas por 100, 200 y 300 (en algunas unidades),
muere y lo que deja como herencia no es suficiente para pagar el total de sus
deudas.

El Talmud indica cómo se debe pagar a los acreedores en tres casos posibles: cuando
la herencia es 100, 200 y 300. La solución sugerida se muestra en la siguiente tabla

Herencia\ Reclamos Acreedor 1 Acreedor 2 Acreedor 3
100 200 300

100 33 1/3 33 1/3 33 1/3
200 50 75 75
300 50 100 150

Uno se pregunta ¿qué criterio fue usado en cada caso para repartir la herencia
existente? Observemos que si el valor de la herencia es de 100 se procede a pagar de
forma equitativa y si la herencia es 300 se paga, inconsistentemente con lo ya observado,
de forma proporcional. Además, el pago en el caso de que la herencia tenga un valor de
200 no es equitativo ni proporcional y no hay principio evidente que relacione a las tres
asignanciones sugeridas en los tres casos.
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Ejemplo 1.9 (La subasta cancelada). Cinco personas hacen pujas de 10, 20, 30, 40
y 50 para obtener un art́ıculo. Al final todos ellos rechazan comprar el art́ıculo y éste
es vendido a una persona diferente por 5 unidades. La pérdida de 45 debe ser repartida
entre los cinco postores.

La solución es como sigue: los cinco postores ofrecieron al menos 10, aśı que todos
son responsables por 5 unidades, que es la diferencia entre 10 y el valor en el que fue
vendido el art́ıculo. Estas cinco unidades se dividen igualmente entre los cinco postores.
Por las siguientes 10 unidades de la pérdida sólo son responsables cuatro personas:
aquellas que ofrecieron al menos 20, aśı que estas 10 unidades son pagadas por estas
cuatro personas. Continuando con este proceso, la pérdida debe ser cubierta de acuerdo
al vector de pagos (1, 31

2 , 6
5
6 , 115

6 , 215
6).

El procedimiento con el cual se resuelve el problema anterior es idéntico a la solución
de Owen y Littlechild al problema de las tarifas de aterrizaje en un aeropuerto; éste no
es el único problema de bancarrota donde se da esta coincidencia [2]. Sin embargo, dicho
procedimiento aplicado al problema del ejemplo 1.8 no conduce a la solución prescrita
por los pasajes del Talmud.

La razón de esta discrepancia es que las asignaciones resultan de aplicar principios
de reparto distintos. En el siguiente caṕıtulo estudiaremos ambos principios de reparto
y describiremos cómo son obtenidos mediante el valor de Shapley y el nucleolo de ciertos
juegos cooperativos.



Caṕıtulo 2

El principio de la prenda en
disputa

2.1. Dos principios de reparto bipersonales

La solución al problema de la prenda en disputa propuesta en el Talmud puede in-
terpretarse como resultado de aplicar el siguiente razonamiento.

(P1) Primer principio de reparto. Cada mujer1 debe conceder lo que no quie-
re para śı, a la otra. La parte sobrante, en caso de haber, se reparte en forma igualitaria.

Este procedimiento evidentemente conduce a la solución 3/4− 1/4, sin embargo, no
es el único que nos lleva a la misma solución.

(P2) Segundo principio de reparto. Partes igualmente reclamadas son igual-
mente divididas. La parte sobrante, en caso de haber, se reparte en forma igualitaria.

Resolvamos otro problema aplicando ambos principios de reparto.

Ejemplo 2.1. Un hombre muere y deja intestado un terreno. Su esposa reclama el
terreno completo y su único hijo reclama la tercera parte. ¿Cómo se debe repartir el
terreno?

Aplicando el primer principio tenemos que la esposa concede 0 a su hijo, mientras
que este concede 2/3 del terreno a su madre. Como queda 1/3 del terreno sin asignar, se
reparte igualitariamente. Dando la asignación final: 5/6 para la esposa y 1/6 para el hijo.

Por otro lado, si aplicamos el segundo principio tenemos que 1/3 del terreno es
la parte disputada por ambos. Luego, de esta fracción se le da la mitad a cada per-
sona, 1/6 − 1/6. Como los otros 2/3 del terreno sólo están siendo reclamados por la
esposa, se le asignan a ella. La asignación final es: 5/6 para la esposa y 1/6 para el hijo.

También en este ejemplo ambos principios nos conducen a la misma solución, lo cual
no es coincidencia.

1Agente en general. Usamos el término mujer debido al relato original.

11
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Proposición 2.1. Si en el problema de bancarrota [E; c] se tiene que N = {A, B}
entonces la aplicación de cualquiera de los dos principios de reparto P1 y P2 conducen
a la misma solución.

Demostración. Notemos que si c = (c1, c2), con ci ≥ E, entonces la solución obtenida
con la aplicación de cualquier principio es E/2 − E/2. Ya que, de acuerdo a P1 nadie
concede nada y el estado se divide igualitariamente. Aplicando P2 se tiene que el es-
tado completo está siendo reclamado por ambas personas, por lo que se debe repartir
igualitariamente.

Si c1 < E ≤ c2. Entonces, según P1, B no concede nada a A y A concede E − c1 a
B. Como sobra c1, esto se reparte igualitariamente. Lo anterior da lugar a la solución
c1/2 para A y E − c1/2 para B. Según P2, ambos están reclamando c1 por lo que esta
cantidad se reparte igualitariamente. El sobrante E − c1 se asigna a B ya que sólo él lo
está reclamando; se obtiene la misma solución que con P1. Lo mismo sucede, intercam-
biando los jugadores, si c2 < E ≤ c1.

Si c1 ≤ c2 < E entonces P1 indica que A concede E − c1 a B y B concede E − c2 a
A. Como sobra c1 + c2−E se le da a cada uno la mitad, al sumar, los pagos finales son

E

2
+
c1 − c2

2
y

E

2
+
c2 − c1

2
(2.1)

para A y B respectivamente. Por otro lado ambos jugadores disputan c1, de acuerdo
a P2, se les asigna c1/2 a cada uno. En seguida, el incremento c2 − c1 sólo lo reclama
B, por lo que se le asigna a él. Aún queda E − c2 sin asignar, esta porción se reparte
igualitariamente. Al sumar, uno verifica que los pagos están dados por (2.1). El mismo
anaĺısis es válido, intercambiando los jugadores, si c2 ≤ c1 < E.

Se podŕıa pensar que P1 y P2 son el mismo principio de reparto, sin embargo
posteriormente presentaremos una generalización de estos dos principios con la cual
mostraremos que si N consta de más de dos jugadores entonces nos conducen a resul-
tados diferentes.

Uno puede pensar en los principios P1 y P2 como consejos de dos jueces diferentes,
sugeridos a dos partes en conflicto. El primero de ellos resuelve el conflicto cediendo lo
que no quiere una persona a la otra, el segundo lo hace repartiendo igualitariamente las
partes en disputa.

Lo anterior motiva la aplicación de estos principios de reparto para obtener solucio-
nes a juegos cooperativos.

2.2. Generalización

Una vez vista la forma en que se resuelven problemas de bancarrota bipersonales
con P1 y P2, es natural preguntarse si existe una extensión de estos principios para
hallar una solución cuando el problema es n−personal.
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Primero abordemos el caso de P2. La forma en la que procedemos es interpretando
a los reclamos ordenados; sin pérdida de generalidad c1 ≤ c2 ≤ · · · ≤ cn, digamos. En
seguida se eligen n intervalos anidados

[0, c1] ⊆ · · · ⊆ [0, cn]

y uno extra [0, E].

Las partes disputadas ocurren en la intersección de los primeros n intervalos con
el intervalo [0, E]. Notemos que el intervalo [0,mı́n{E, c1}] está disputado por las n
personas y P2 indica que partes igualmente disputadas deben ser igualmente divididas;
por lo que la cantidad

mı́n{c1, E}
n

se asigna a cada persona en N .

Se ha repartido mı́n{c1, E}. Si E > c1, n − 1 personas, todos menos el primero,
disputan el intervalo [mı́n{E, c1},mı́n{c2, E}]. Por lo que, aplicando P2 de nuevo, se
asigna

mı́n{c2, E} −mı́n{c1, E}
n− 1

a cada persona en N \ 1.

El proceso sigue hasta llegar a mı́n{cn, E}. Si cn < E entonces el intervalo [cn, E]
no es reclamado por nadie y según P2 se debe repartir igualitaramente, por lo que, si
este es el caso, se asigna

E − cn
n

a cada persona en N .

Sumando sobre las asignaciones hechas con el proceso anterior se tiene que la gene-
ralización de P2 es

βi([E; c]) =
i∑

j=1

mı́n{E, cj} −mı́n{E, cj−1}
n− j + 1

+
(E − cn)+

n
, (2.2)

donde c0 = 0 y la función θ+ está definida por

θ+ =

{
θ, θ ≥ 0;

0, θ < 0.

Una nota importante acerca de esta solución es que la fórmula encontrada no es
solución a todo problema de bancarrota.

Ejemplo 2.2. Tres socios invierten 99, 201 y 300 unidades, respectivamente, en un
negocio. Al cabo de cierto tiempo no se obtienen los resultados esperados y, tras cerrar
el negocio, sólo pueden recuperar 501 unidades. ¿Cómo se debe repartir este monto entre
los socios? Solución. Tenemos el problema de bancarrota [E; c] = [501; 99, 201, 300].
Empleando (2.2) se tiene la solución

β([E; c]) = (100, 151, 250),
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la cual indica que el jugador 1 recibe más de lo que reclama. Esto, según la definición
1.13, no es admitido como solución.

Existe otro problema con la fórmula (2.2).

Proposición 2.2. Si C = c1 + c2 + · · ·+ cn y n > 1, entonces la solución (2.2) satisface

βi([C; c]) = ci (2.3)

si y sólo si c1 = c2 = · · · = cn−1.

Demostración. Si todos los reclamos ci son iguales, excepto quizá cn, entonces

βi([C; c]) =
c1

n
+

(n− 1)c1

n
= c1

para todo i ∈ N \ n y
βn([C; c]) = c1 + cn − cn−1 = cn.

Si se satisface (2.3), entonces

ci+1 − ci =
ci+1 − ci
n− i

por lo que ci = ci+1 para todo i ∈ {1, 2 . . . , n− 2}.

El ejemplo 2.2 y la proposición anterior indican que, cuando E ∈ (cn, C], la solu-
ción (2.2) no es necesariamente una solución a problemas de bancarrota. Lo cual si se
garantiza cuando E ∈ (0, cn].

Proposición 2.3. La solución

βi([E; c]) =
i∑

j=1

mı́n{E, cj} −mı́n{E, cj−1}
n− j + 1

,

que es consecuencia de (2.2), cuando E ≤ cn, es una solución a problemas de bancarrota.

Demostración. Notemos que

∑
i∈N

βi([E; c]) =
i∑

j=1

n∑
i=1

mı́n{E, cj} −mı́n{E, cj−1}
n− j + 1

=
n∑
j=1

mı́n{E, cj} −mı́n{E, cj−1}

= mı́n{E, cn} = E.

Además

βi([E; c]) =
i∑

j=1

mı́n{E, cj} −mı́n{E, cj−1}
n− j + 1

≤
i∑

j=1

mı́n{E, cj} −mı́n{E, cj−1}

= mı́n{E, ci} ≤ ci
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En particular, tenemos que si E = cn entonces la fórmula (2.2) se reduce a

βi([E; c]) =

i∑
j=1

cj − cj−1

n− j + 1
. (2.4)

Esta fórmula conduce a la solución de Owen y Littlechild para el problema de costos
del ejemplo 1.6.

Mejor aun, si el problema del ejemplo 1.1 es modelado como un problema de ban-
carrota [cn; c], y se aplica (2.4), entonces se obtiene el valor de Shapley del juego

u(S) = máx
i∈S

ci, (2.5)

según el ejemplo 1.3.

Es decir,
ϕ(u) = β([cn; c]), (2.6)

para todo problema de bancarrota [cn; c] ∈ BN . Lo cual es un caso particular del si-
guiente

Teorema 2.1 (Aumann, 2010). Si [E; c] ∈ BN y se define el juego u por

u(S) =

mı́n{máx
i∈S

ci, E}, S ( N ;

E, S = N,
(2.7)

entonces el valor de Shapley del juego u está dado por

ϕi(u) =
i∑

j=1

mı́n{E, cj} −mı́n{E, cj−1}
n− j + 1

+
(E − cn)+

n
.

Demostración. Por casos. Si E = cn, sea c0 = 0 y

wi(S) =

{
ci − ci−1, i ≤ máx S;

0, en otro caso,

entonces, por la definición de u se sigue que

u(S) = máx
i∈S

ci =

máxS∑
i=1

(ci − ci−1) =

n∑
i=1

wi(S).

Notemos que en el juego wj los jugadores 1, . . . , j − 1 so nulos y los jugadores j, . . . , n
son sustitutos, por lo que

ϕi(wj) =

0, i < j;
cj − cj−1

n− j + 1
, i ≥ j,

De donde, por la aditividad del valor de Shapley, se sigue que

ϕi(u) =
n∑
j=1

ϕi(wj) =
i∑

j=1

cj − cj−1

n− j + 1
,
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es decir, la generalización de P2.

Cuando cn > E, los argumentos siguen válidos reemplazando ci por mı́n{ci, E}. En
el caso E > cn se usa la descomposición

u(S) = (E − cn)uN (S) + máx
i∈S

ci,

donde uN es el juego de unanimidad sobre N y, por la aditividad del valor de Shapley,
se sigue que

ϕi(u) =
(E − cn)

n
+

i∑
j=1

cj − cj−1

n− j + 1
,

verificando la generalización del principio P2 como valor de Shapley del juego u.

Corolario 2.1. Si E = cn en el Teorema 2.1 entonces el juego u se reduce al juego
(2.5) y en ese caso el valor de Shapley de u es (2.4), por lo que (2.6) se verifica.

Una consecuencia importante es que las soluciones a los problemas de bancarrota
planteados en los ejemplos 1.1, 1.6, 1.7 y 1.9 son casos particulares del teorema 2.1. En
todos ellos se tiene que E ≤ cn y, por ende, no hay ningún problema como en el caso
del ejemplo 2.2.

Los problemas de la solución (2.2) señalados por la proposición 2.2 y el ejemplo 2.2
cuando E ∈ (cn, C] no se tienen en soluciones como el valor de mı́nima superposición.2

Dicha solución está dada por

µi([E; c]) =
i∑

j=1

mı́n{ci, t} −mı́n{ci−1, t}
n− j + 1

+ máx{ci − t, 0},

donde t = E si E < cn y si E ≥ cn entonces t es la única solución a la ecuación

n∑
k=1

máx{ck − t, 0} = E − t.

Consúltese [1].

Notemos que la solución sugerida en los pasajes del Talmd al problema de bancarrota
del ejemplo 1.8 no corresponde a la generalización de P2 ya que

β([300; 100, 200, 300]) = (33 1/3, 83 1/3, 183 1/3).

Esto indica que la solución propuesta en los pasajes del Talmud a este problema pro-
viene de otro principio de reparto.

Para escribir la generalización de P1 al caso de más de dos agentes debemos tomar en
consideración dos soluciones clásicas a problemas de bancarrota. La solución de iguales
ganancias

γi([E; c]) = mı́n{ci, t}
2Minimal overlap value.



2.2 Generalización 17

donde t > 0 es el único número tal que
∑n

i=1 mı́n{ci, t} = E, y la solución de iguales
pérdidas

πi([E; c]) = máx{0, ci − t},

donde t ≥ 0 es el único número tal que
∑n

i=1 máx{0, ci − t} = E.

La generalización de P1, α, es por inducción sobre n−el número de personas−
como sigue. Supongamos que conocemos la solución para problemas (n−1)−personales
en los cuales se considera a los agentes {2, . . . , n}. Si 1 es un agente extra entonces
dependiendo de E y c1 tratamos al problema n−personal [E; c] de acuerdo a uno de los
siguientes tres casos

1. Si E ≤ nc1/2 entonces aplicar la solución de iguales ganancias, γ, al problema
[E; c].

2. Si nc1/2 ≤ E ≤ C − nc1/2, entonces repartir E entre las coaliciones 1 y N \ 1
usando P1. Luego, usar la solución conocida para repartir el monto asignado a la
coalición N \ 1 entre sus miembros.

3. Si C−nc1/2 ≤ E, entonces aplicar la solución de iguales pérdidas, π, al problema
[E; c].

Ejemplo 2.3. El problema del ejemplo 1.8 es [E; 100, 200, 300] para tres posibles ca-
sos de E. Con E = 100 tenemos que E = 100 < 3c1/2 = 150, por lo que, según la
generalización de P1, al aplicar iguales ganancias

α([100; 100, 200, 300]) = (33 1/3, 33 1/3, 33 1/3).

Si E = 200 entonces 3c1/2 = 150 < E < c− 3c1/2 = 450, por lo que, al aplicar P1 dos
veces se tiene que

α([200; 100, 200, 300]) = (50, 75, 75). (2.8)

De forma similar al caso anterior, por la doble aplicación de P1, se tiene que

α([300; 100, 200, 300]) = (50, 100, 150).

Hemos revisado la forma en que se puede generalzar P1 y además mostramos que la
generalización de este principio nos da la solución sugerida por los pasajes del Talmud
al problema de la herencia en el ejemplo 1.8.

Además, se puede demostrar [10, 22] que

α([E; c]) =

{
γ([E; 1/2 c]), E ≤ 1/2C;

1/2 c+ π([E − 1/2C; 1/2 c]), E > 1/2C.
(2.9)

En esta expresión es notable la simetŕıa de la solución α con respecto a E = 1/2C. Una
familia de soluciones que preservan esta simetŕıa con respecto al estado E = θC, con
θ ∈ [0, 1], puede verse en [8].
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2.3. Consistencia

Para caracterizar a la solución α que generaliza a P1 veamos que la asignación
dada por (2.8) satisface la siguiente propiedad. A la coalición {1, 2} se le asignó 125, si
reasignamos este monto conforme a P1 encontramos que

α([125; 100, 200]) = (50, 75).

Lo mismo sucede para las coaliciones {1, 3} y {2, 3},

α([125; 100, 300]) = (50, 75), y α([150; 200, 300]) = (75, 75).

Es decir, el vector (50, 75, 75) posee la propiedad de que sus coordenadas, como solu-
ciones de todos sus subproblemas bipersonales, se preservan de acuerdo a P1.

Definición 2.1. Decimos que la solución a problemas de bancarrota φ es consistente
con el principio de la prenda en disputa (c.p.p.d., por brevedad), si para todo [E; c] ∈ BN
se tiene que

φ([φi([E; c]) + φj([E; c]); ci, cj ]) = (φi([E; c]), φj([E; c])), i, j ∈ N.

Esta caracteŕıstica que acabamos de observar es suficiente para caracterizar a la
generalización de P1.

Teorema 2.2 (Aumann y Mashler, 1985). La solución φ es consistente con el principio
de la prenda en disputa si y sólo si φ = α.

Demostración. Primero mostraremos que la solución α dada por (2.9) es c.p.p.d. Si
E ≤ C/2 entonces existe un único t tal que

αi([E; c]) = γi([E; c/2]) = mı́n{ci/2, t},

con mı́n{c1/2, t}+ · · ·+mı́n{cn/2, t} = E. Además para problemas bipersonales se tiene
que

αi([E; ci, cj ]) =
1

2
(E + (E − cj)+ − (E − ci)+) (2.10)

y

αj([E; ci, cj ]) =
1

2
(E + (E − ci)+ − (E − cj)+) . (2.11)

Sin pérdida de generalidad, si ci ≤ cj entonces

αi([E; c]) + αj([E; c]) =


2t, t ≤ ci/2 ≤ cj/2;

ci/2 + t, ci/2 ≤ t ≤ cj/2;

ci/2 + cj/2, ci/2 ≤ cj/2 ≤ t,

de donde, al sustituir cada una de estas expresiones por E en (2.10) y (2.11), se sigue
que

α([αi([E; c]) + αj([E; c]); ci, cj ]) = (αi([E; c]), αj([E; c])),

de forma análoga se obtiene la expresión anterior cuando E > C/2.
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Antes de mostrar que α es única, observemos que es una solución monótona respecto
a E. Si E1 ≤ E2 y

αi([E1; c]) > αi([E2; c]),

entonces por consistencia

αi([E1; ci, cj ]) > αi([E2; ci, cj ]), j ∈ N,

de donde, al usar (2.10)

E1 − E2 + (E1 − cj)+ − (E2 − cj)+ + (E2 − ci)+ − (E1 − ci)+ > 0,

lo cual es imposible por la monotonicidad de la función θ+.

Si existen dos soluciones, x, y, c.p.p.d. entonces existen i, j ∈ N tales que yi > xi,
yj < xj y yi + yj ≥ xi + xj . Consistencia implica que (2.11) asigna xj a j cuando
E = xi + xj y yj cuando E = yi + yj . Como yi + yj ≥ xi + xj la monotonicidad recién
mostrada indica que yj ≥ xj , lo cual es imposible.

Una de las cosas que mostramos es que la generalización de P2, la solución β, es el
valor de Shapley del juego (2.7). Para la generalización de P1, la solución α, también
se cumple algo análogo [3].

Teorema 2.3 (Aumann y Maschler, 1985). Si [E; c] ∈ BN y el juego w se define
mediante

w(S) = máx{0, E − c(N \ S)} (2.12)

entonces el nucleolo de w es la solución α c.p.p.d. que generaliza a P1.

Comentario. La demostración de este teorema se basa en el hecho de que la solución
α está contenida en el conjunto denominado el kernel3 de w y además para este juego
dicho conjunto consiste de un solo punto. Como el nucleolo de un juego cooperativo es
una asignación de su kernel se tiene que α es el nucleolo de w.

Una consecuencia del Teorema 2.3 es que (2.9) es una fórmula expĺıcita para en-
contrar el nucleolo de todos los juegos de la forma (2.12), lo cual es un logro teórico
importante.

Ejemplo 2.4. Se sabe que el nucleolo es estándar para juegos bipersonales, es decir,
que para todo juego v ∈ G donde |N | = 2 se tiene que

νi(v) = v(i) +
1

2
(v(12)− v(1)− v(2)).

Por lo que en el caso v = w se tiene que

νi(v) = (E − c3−i)+ +
1

2
(E − (E − c1)+ − (E − c2)+)

=
1

2
(E + (E − c3−i)+ − (E − ci)+)

= αi([E; c1, c2]),

según (2.10) y (2.11). Verificando el Teorema 2.3 para juegos bipersonales.

3Véase [3], página 209.
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Cuando uno desea obtener la solución (2.9) para un problema de bancarrota, los
cálculos no son tan directos como cuando se determina (2.2), ya que es el nucleolo de un
juego. Esta dificultad nos lleva a pensar que la recomendación del Talmud a la solución
del problema de la herencia incompleta no está relacionada del todo con la solución α.

Sin embargo, en [7] se puede consultar un ingenioso método que Mashler ideó pa-
ra explicar de forma sencilla como obtener la solución α para cualquier problema de
bancarrota. Tal procedimiento no requiere de ningún concepto de teoŕıa de juegos.



Caṕıtulo 3

Dos nuevas soluciones a juegos
cooperativos

En el presente caṕıtulo se determinan dos nuevas soluciones a juegos cooperativos
basados en el principio de la prenda en disputa para problemas bipersonales. En tales
soluciones las dos partes en conflicto son coaliciones.

Las dos soluciones que proponemos, cuando los juegos son superaditivos, pertenecen
a una clase de soluciones que estudiamos brevemente.

3.1. Soluciones no nulas

A partir de los axiomas que caracterizan al valor de Shapley, se obtiene que éste es
una solución única. Si uno considera aquellas soluciones que satisfacen sólo los axiomas
de aditividad, simetŕıa y eficiencia, y no necesariamente el axioma de nulidad, entonces
la unicidad mencionada se pierde y lo que se tiene es una familia de soluciones.

Tal familia de soluciones tiene una expresión expĺıcita [9] y es resultado del siguiente

Teorema 3.1. Una solución φ satisface los axiomas de aditividad, simetŕıa y eficiencia
si y sólo si es de la forma

φi(v) =
v(N)

n
+
∑
S3i
S 6=N

(n− s)[λsv(S)− λn−sv(N \ S)] (3.1)

con λ1, . . . , λn−1 arbitrarios.

Demostración. Es sencillo verificar que si una solución es de la forma (3.1) entonces es
aditiva, simétrica y eficiente.

Para demostrar la otra dirección observemos que la solución continua φ es lineal en
G si y sólo es aditiva.

Para cada S ⊆ N, sea χS el juego definido por

χS(T ) =

{
1 T = S;

0 en otro caso.

21
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Puesto que los juegos χS son una base de G; la aditividad de φ y la observación
anterior implican que, con ρiS = φi(χS), para cada i ∈ N

φi(v) =
∑
S⊆N

v(S)ρiS .

Sean P, Q coaliciones de la misma cardinalidad con i ∈ P, j ∈ Q y σ ∈ Sn tal que
σ(P ) = Q, σ(i) = j, σ(j) = i. Por simetŕıa

φi(χP ) = φσ(j)(χP ) = φj(σχP ) = φj(χQ),

luego ρiP = ρjQ si |P | = |Q| y i ∈ P, j ∈ Q. Lo mismo se tiene, usando un argumento
similar, si |P | = |Q| y i /∈ P, j /∈ Q. Luego, la solución φ puede ser escrita como

φi(v) =
∑
S3i

ρsv(S) +
∑
S 63i

ρ̃sv(S)

para algunas constantes {ρs}ns=1 ∪ {ρ̃s}
n−1
s=0 .

Además, por eficiencia, se tiene que si S ( N∑
i∈N

φi(χS) = sρs + (n− s)ρ̃s = 0

y ∑
i∈N

φi(χN ) = nρn = 1,

de donde ρ̃s = −sρs/(n− s) y ρn = 1/n y, por tanto,

φi(v) =
∑
S3i

ρsv(S) +
∑
S 63i

s

n− s
ρsv(S)

=
∑
S3i

ρsv(S) +
∑
S3i

n− s
s

ρsv(S).

Finalmente, reemplazando λs = ρs/(n− s) en la expresión anterior obtenemos

φi(v) =
v(N)

n
+
∑
S3i
S 6=N

(n− s) (λsv(S)− λn−sv(N \ S)) .

Naturalmente el valor de Shapley es una de las soluciones (3.1), sus coeficientes son

λs =
(s− 1)!(n− s− 1)!

n!
. (3.2)

También el denominado valor de solidaridad

ζi(v) =
∑
S3i

(n− s)!(s− 1)!

n!
Av(S),
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donde

Av(S) =
1

s

∑
k∈S

(v(S)− v(S \ k)),

ya que es una solución que satisface los axiomas de aditividad, simetŕıa y eficiencia [15].
Los coeficientes del Teorema 3.1 para esta solución son

λs =
(s− 1)!(n− s− 1)!

(s+ 1)n!
.

Insertando éstos en (3.1) se obtiene la siguiente expresión alternativa para el valor de
solidaridad

ζi(v) =
v(N)

n
+
∑
S3i
S 6=N

(n− s)!(n− 1)!

n!

[
v(S)

s+ 1
− v(N \ S)

n− s+ 1

]
.

Esta es una solución razonable en algunos juegos, por ejemplo, considérese la si-
guiente situación.

Ejemplo 3.1 (Tres hermanos). Los jugadores 1, 2 y 3 son hermanos y viven juntos.
Los jugadores 1 y 2 pueden conseguir un ingreso de una unidad trabajando juntos, pero
por separado no consiguen nada. El jugador 3 está inválido y no puede contribuir nada
a ninguna coalición. Por lo que v(1, 2, 3) = v(1, 2) = 1 y v(1, 3) = v(2, 3) = v(i) = 0.

Notemos que el juego v que modela esta situación es el juego de unanimidad u{1,2}
y su valor de Shapley es

ϕ(u{1,2}) = (1/2, 1/2, 0).

Con el anaĺısis anterior ¿se podŕıa concluir que el tercer hermano debe abandonar la
familia? Si los jugadores 1 y 2 toman la responsabilidad de su hermano (el jugador 3),
entonces el valor de solidaridad es

ζ(u{1,2}) = (7/18, 7/18, 4/18).

Esta es una “mejor”solución a esta situación, puesto que el jugador 3 no tiene posibi-
lidad de contribuir. Véase [15].

Otro caso particular de esta clase de soluciones es el valor de consenso

κi(v) =
1

2
ϕi(v) +

1

2

(
v(i) +

v(N)−
∑

i∈N v(i)

n

)
(3.3)

que resulta ser el promedio del valor de Shapley y el valor de iguales ganancias [11]. Los
coeficientes del Teorema 3.1 para esta solución son

λ1 =
1

2(n− 1)
y λs =

(s− 1)!(n− s− 1)!

2n!
, s = 2, . . . , n− 1.

Un ejemplo en el cual esta solución es razonable es el siguiente.

Ejemplo 3.2. Considere el juego de los guantes en el ejemplo 1.4. Su valor de Shapley
es

ϕ(v) =

(
n− 1

n
,

1

n(n− 1)
, . . . ,

1

n(n− 1)

)
;
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mientras que el valor de iguales ganancias es φi(v) = 1/n para todo i ∈ N, luego

κi(v) =

(
1

2
,

1

2(n− 1)
, . . . ,

1

2(n− 1)

)
.

Por un lado el valor de Shapley parece resaltar la importancia que tiene el jugador 1
en el juego, mientras que el valor de consenso trata por igual a las partes “derecha” e
“izquierda” ya que le asigna la mitad de la utilidad a cada una y luego reparte igualita-
riamente esta utilidad entre cada uno de sus miembros.

3.2. Un valor esperado que involucra al principio de la
prenda en disputa

Dado un juego v ∈ G, consideremos el siguiente problema. Las coaliciones no vaćıas
S y N \ S, reclaman v(S) y v(N \ S), respectivamente sobre el estado E = v(N).

Sin considerar que tenemos un problema de bancarrota [v(N); v(S), v(N\S)], puesto
que para ello se debe satisfacer v(S) + v(N \S) > v(N) y en general no es éste el punto
de vista que queremos adoptar, la solución que recomiendan los principios P1 y P2, del
caṕıtulo anterior, es pagar

φS =
1

2
(v(N) + (v(N)− v(N \ S))+ − (v(N)− v(S))+)

a S y v(N)−φS a la coalición N \S. En part́ıcular, si el juego es superaditivo, los pagos
son

φS =
1

2
(v(N) + v(S)− v(N \ S))

para S y v(N)− φS para la coalición N \ S.

Estos pagos junto con el siguiente proceso aleatorio, sirven para obtener nuestra
primera solución a juegos superaditivos.

1. Empleando la distribución uniforme se elige un cardinalidad s sobre el conjunto
{ 1, . . . , n− 1}.

2. Se elige aleatoriamente una coalición cuya cardinalidad sea s, con distribución
uniforme sobre las

(
n
s

)
coaliciones posibles.

3. A cada jugador i ∈ S se le paga

v(N) + v(S)− v(N \ S)

2s
,

es decir, φS/s.

Proponemos como solución, ψ, al juego superaditivo v, el pago esperado del jugador
i respecto al proceso aleatorio descrito anteriormente. Como i puede estar en S ó en
N \ S tenemos que
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Ei(φS/s) =
∑
S3i

v(N) + v(S)− v(N \ S)

2s(n− 1)
(
n
s

) +
∑
N\S3i

v(N) + v(S)− v(N \ S)

2(n− s)(n− 1)
(
n
n−s
)

=
∑
S3i

v(N) + v(S)− v(N \ S)

s(n− 1)
(
n
s

)

=
v(N)

n
+
∑
S3i
S 6=N

(s− 1)!(n− s)!
(n− 1)n!

(v(S)− v(N \ S))

= ψi(v).

Note que esta solución es un caso particular de (3.1) con los coeficientes

λs =
(s− 1)!(n− s− 1)!

(n− 1)n!
, s = 1, . . . , n− 1,

por lo que ψ es una solución aditiva, simétrica y eficiente según el Teorema 3.1.

Ejemplo 3.3. La remodelación de una casa es pagada si se termina a tiempo; para esta
tarea el contratista requiere de dos ayudantes. El primer d́ıa de trabajo uno de ellos sufre
una lesión y queda incapacitado, aśı que los otros dos trabajadores deciden terminar el
trabajo laborando horas extras.

Si consideramos a 3 como el jugador incapacitado y que el valor de la coalición S
es el indicador del pago por el trabajo completo tenemos que v(1, 2) = v(1, 2, 3) = 1 y
v(S) = 0 en otro caso.

El juego v es el juego de unanimidad u{1,2} y su valor de Shapley es

ϕ(u{1,2}) = (1/2, 1/2, 0),

la pregunta que hacemos es, otra vez, en el sentido del ejemplo de los tres hermanos:
¿merece este pago el jugador 3 si ya estaba contratado?

La solución ψ a este juego es

ψ(u{1,2}) = (5/12, 5/12, 1/6),

lo cual da evidencia de que ψ puede ser interpretada como una solución de solidaridad.

Ahora calculemos la solución ψ para los problemas de costos de los ejemplos 1.1 y
1.6. Para hacer más sencillos los cálculos notemos que insertando los coeficientes (3.2)
en (3.1) tenemos que
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ϕi(v) =
v(N)

n
+
∑
S3i
S 6=N

(n− 1)!(n− s)!
n!

(v(S)− v(N \ S))

=
v(N)

n
+ (n− 1)

(
ψi(v)− v(N)

n

)
,

de donde

ψi(v) =

(
n− 2

n− 1

)
v(N)

n
+

(
1

n− 1

)
ϕi(v). (3.4)

Esta ecuación indica que, al igual que el valor de consenso (3.3), la solución ψ es una
combinación convexa de dos soluciones eficientes: el valor de Shapley y la solución
igualitaria

ι(v) = (v(N)/n, . . . , v(N)/n).

Ahora, si u es el juego de costos (2.5) tenemos que el valor de Shapley es

ϕi(u) =

i∑
j=1

cj − cj−1

n− j + 1

y por (3.4), se tiene que

ψi(u) =
(n− 2)cn
n(n− 1)

+
1

n− 1

i∑
j=1

cj − cj−1

n− j + 1
,

≤ (n− 2)cn
n(n− 1)

+
ci

n− 1

≤ 2cn
n
.

Lo cual indica que si n > 2 y ci > 2cn/n, entonces ψi es una buena opción a cosiderar
en los juegos de costos, ya que en este caso, ψi(v) ≤ ci.

Ejemplo 3.4. Según lo expuesto arriba, la solución ψ al juego u del ejemplo 1.1 es

ψ(u) = (15, 20, 25).

Este ejemplo y (3.4) nos permiten intuir que, cuando n es grande, la asignación ψ(v)
está cerca de ι(v). Muestra de ello es el siguiente ejemplo donde se considera un juego
particular del gran jefe. Véase [13].

Ejemplo 3.5. Sea v el juego del ejemplo 1.2. Según el ejemplo 1.3 su valor de Shapley
es

ϕi(v) =

{
pm/2 i = 1;

p/2 i 6= 1,

de donde, al hacer uso de (3.4),

ψi(v) =


p(3m− 1)

2(m+ 1)
, i = 1;

p(2m2 −m+ 1)

2m(m+ 1)
, i 6= 1.
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Notemos que si i 6= 1 entonces ψ1(v) > ψi(v) para todo m > 1 y, son iguales si y sólo si
m = 1. Esto indica que el dueño de las máquinas gana más que cada uno de los obreros,
sin importar cuantos trabajadores emplee.

Además, observamos que

ĺım
m→∞

ψ1

ψi
=

3

2

para todo i 6= 1, sin embargo el porcentaje de sus ganancias es

ρi =
ψi(v)

pm
=


(3m− 1)

2m(m+ 1)
, i = 1;

(2m2 −m+ 1)

2m2(m+ 1)
, i 6= 1,

el cual tiende a cero para todo i, cuando m tiende a infinito. Esto no pasa con el valor
de Shapley puesto que

ϕ1(v)/pm = 1/2

para todo m, es decir, no importa cuantos empleados haya, el jugador 1 tendrá la mitad
de las ganacias siempre.

Los argumentos anteriores muestran que la solución ψ es más apropiada en socie-
dades donde, si el trabajo y las inversiones se valoran por igual, entonces las ganancias
debeŕıan ser repartidas por igual entre los que las generan.

Uno puede verificar que la solución ψ(v) del ejemplo anterior es un elemento del
núcleo del juego; esta es una propiedad general de la solución ψ.

Proposición 3.1. Si v ∈ G es un juego convexo tal que la solución igualitaria está en
el núcleo de v entonces ψ(v) ∈ C(v).

Demostración. Por el Teorema 1.2, C(v) 6= ∅ y ϕ(v) ∈ C(v). Usando (3.4) se tiene
que ψ es una combinación convexa del valor de Shapley y la solución igualitaria. El
resultado se sigue por la convexidad del núcleo de v.

Para terminar esta sección resaltamos el hecho de que, aparte de (3.4), el valor de
Shapley también es un valor esperado. Considere el siguiente proceso aleatorio.

1. Se elige un tamaño de coalición que no contenga al jugador i, con distribución
uniforme sobre el conjunto {0, 1, . . . , n− 1}.

2. Con la cardinalidad elegida en el paso anterior, se elige aleatoriamente una coali-
ción S, con distribución uniforme, sobre las

(
n−1
s

)
coaliciones posibles.

3. Se paga al jugador i la utilidad marginal que aporta al incorporarse a S, es decir,
v(S ∪ i)− v(S).

El pago esperado del jugador i bajo este proceso aleatorio es

E(v(S ∪ i)− v(S)) =
∑
s3i

v(S ∪ i)− v(S)

n
(
n−1
s

) = ϕi(v).
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3.3. Particiones binarias anidadas

Nuestra segunda solución a juegos cooperativos, se basa en aplicar el principio de la
prenda en disputa para problemas bipersonales a un juego cooperativo; usando un con-
cepto que introducimos en este trabajo, las particiones binarias anidadas del conjunto
N = {1, 2, . . . , n}.

La motivación de nuestra propuesta es la siguiente. Considere que n personas están
disputando el monto v(N) y no saben cómo repartirlo, sin embargo, si sólo se tratara de
un problema bipersonal aplicaŕıan el principio de la prenda en disputa para resolverlo.
¿Cómo resolver el problema n personal si sólo se tiene una regla de reparto bipersonal?

En la sección anterior vimos cómo extender esta regla bipersonal a juegos coopera-
tivos mediante la esperanza de un proceso aleatorio. Sin embargo las partes en conflicto
eran coaliciones. Ahora nuestro fin es que las partes en conflicto sean, en última instan-
cia, los jugadores, sin dejar a un lado la estructura del juego cooperativo.

La idea es la siguiente. Consideramos que N = S∪(N \S) para S y N \S coaliciones
no vaćıas; como ya vimos en la sección anterior, el problema de dividir v(N) entre estas
dos partes con el principio de la prenda en disputa tiene por solución los pagos

φS =
1

2
(v(N) + (v(N)− v(N \ S))+ − (v(N)− v(S))+)

para S y v(N)− φS para la coalición N \ S.

Luego S y N \S se dividen en dos coaliciones no vaćıas. Supongamos S = S1 ∪S2 y
que el estado φS se reparte nuevamente conforme al principio de la prenda en disputa,
obteniendo

φ1 =
1

2
(φS + (φS − v(S2))+ − (φS − v(S1))+)

para S1 y φS − φ1 para S2. Lo mismo se hace para N \ S y se continua con el proceso
hasta que las coaliciones constan de un solo jugador. Al final obtenemos un pago efi-
ciente. Como el número de particiones que podemos hacer vaŕıa en cada paso, el pago
que resulta no es único. Proponemos como solución el promedio de todos los pagos que
se pueden obtener mediante el proceso descrito.

Para determinar de forma precisa nuestra solución necesitamos algunas definiciones.

Definición 3.1. Una partición de S ⊆ N es una colección de coaliciones

P = {S1, S2, . . . , Sk}

no vaćıas, disjuntas y tales que su unión es S.

Definición 3.2. Una partición P de S es binaria si |P | = 2.

Definición 3.3. Una partición binaria anidada de N es una colección finita de parti-
ciones de N , P1, P2, . . . Pk tales que

1. P1 = {{1, . . . , n}} y Pk = {{1}, . . . , {n}}.
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2. Para todo S ∈ Pi se tiene que S ∈ Pi+1 si y sólo si |S| = 1. De otro modo Pi+1

contiene una única partición binaria de S.

3. |Pi| < |Pi+1|.

Al conjunto de particiones binarias anidadas lo denotamos por PB.

En seguida determinamos la cantidad de particiones binarias anidadas distintas que
se pueden generar, dado un conjunto finito N .

Proposición 3.2. Si N = {1, 2, . . . , n}, entonces

|PB| =
(2(n− 1))!

2n−1(n− 1)!
.

Demostración. Sea p(n) = |PB|. Por la definición de partición binaria anidada se tiene
que p(1) = 1. Suponiendo que n ≥ 2 y que p(1), . . . , p(n−1) son conocidos, notemos que
hay

(
n
i

)
particiones binarias P = S ∪ (N\S) de N tales que |S| = i, con 1 ≤ i ≤ n− 1.

Con cada una de tales particiones se obtienen p(i)p(n− i) particiones binarias anidadas,
luego

p(n) =
1

2

n−1∑
i=1

(
n

i

)
p(i)p(n− i), n ≥ 2. (3.5)

Para terminar basta mostrar que la sucesión

s(n) =
(2(n− 1))!

2n−1(n− 1)!
(3.6)

satisface (3.5), en virtud de que s(1) = 1.

Derivando, obtenemos que

−
√

1− 2x = −1 +

∞∑
n=1

s(n)

n!
xn, x ∈ (−1/2, 1/2),

según el Teorema de Taylor.

Por tanto, al poner s(0) = −1, se tiene que

f2(x) = 1− 2x =

( ∞∑
n=0

s(n)

n!
xn

)2

=

∞∑
n=0

cnx
n.

Igualando coeficientes en esta última expresión, c0 = 1, c1 = −2 y si n ≥ 2 entonces

cn =

n∑
i=0

s(i)

i!

s(n− i)
(n− i)!

=
1

n!

(
−2s(n) +

n−1∑
i=1

(
n

i

)
s(i)s(n− i)

)
= 0.

Al despejar s(n), la sucesión (3.6) satisface (3.5) para n ≥ 2.
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Según la proposición anterior, existen

(2(n− 1))!

2n−1(n− 1)!

particiones binarias anidadas, con cada una de ellas el jugador i obtiene un pago.

Definición 3.4. Sea P = {P1, . . . , Pk} ∈ PB y m el entero más pequeño tal que
{i} ∈ Pm, por la definición 3.3 existen m coaliciones Sj ∈ Pj , j = 1, . . . ,m, tales que
la cadena de contenciones

S1 = {1, 2, . . . , n} ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sm = {i}

es única. Iniciando con E1 = v(N), calculamos recursivamente los estados

Ej = α1([Ej−1; v(Sj), v(Sj−1 \ Sj)]), j = 2, . . . , m, (3.7)

donde α es la solución (2.10), que proviene del principio de la prenda en disputa. El
pago del jugador i con respecto a la partición P es

φPi (v) = Em.
1

Definimos la solución

ηi(v) =
2n−1(n− 1)!

(2(n− 1))!

∑
P∈PB

φPi (v), (3.8)

como el promedio de los pagos obtenidos por i con todas las particiones binarias anida-
das.

Es pertinente señalar que una solución similar a (3.8) ya hab́ıa sido propuesta por
Quant et al. en [16] usando las permutaciones σ ∈ Sn. La expresión que estos autores
deducen es completamente diferente a la que nosotros acabamos de presentar.

Para el siguiente ejemplo sea [E; c] ∈ BN y ϑ el juego definido por

ϑ(S) = mı́n{c(S), E} (3.9)

Ejemplo 3.6. Consideremos el problema de bancarrota [E; 100, 200, 300], para los tres
estados E ∈ {100, 200, 300}, el cual surge del ejemplo 1.8.

Los valores del juego 3.9 para E = 200 son

E ϑ(1) ϑ(2) ϑ(3) ϑ(12) ϑ(13) ϑ(23) ϑ(123)

200 100 200 200 200 200 200 200

Como n = 3 tenemos que |PB| = 3. Las particiones binarias anidadas a considearar
en este caso son

P1 = {{1, 2, 3}, {{1}, {2, 3}}, {{1}, {2}, {3}}},
1El valor de consenso (3.3) también se define recursivamente de un modo similar [11], pero usando

permutaciones σ ∈ Sn
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P2 = {{1, 2, 3}, {{2}, {1, 3}}, {{1}, {2}, {3}}},

y
P3 = {{1, 2, 3}, {{1, 2}, {3}}, {{1}, {2}, {3}}}.

Calculemos φP2(ϑ). Se tiene que

α([v(123); v(2), v(13)]) = (100, 100) y α([100; v(1), v(3)]) = (50, 50)

por lo que φP2(ϑ) = (50, 100, 50). De la misma forma

φP1(ϑ) = (50, 75, 75) y φP3(ϑ) = (50, 50, 100),

de donde, al sacar el promedio de estos tres pagos,

η(ϑ) = (50, 75, 75).

Análogamente

η(ϑ) = (33 1/3, 33 1/3, 33 1/3) y η(ϑ) = (50, 100, 150)

para los casos E = 100 y E = 300, respectivamente.

Comparando el ejemplo 1.8 con el ejemplo que acabamos de presentar, la coinci-
dencia de las soluciones es en extremo interesante. Pues la solución η(ϑ) coincide con
los pagos exactos que sugieren los pasajes del Talmud al problema de bancarrota de la
herencia incompleta.

Tenemos una nueva interpretación de las soluciones que recomienda el Talmud al
problema de la herencia incompleta.

Teorema 3.2. Si ϑ es el juego definido por (3.9) entonces η(ϑ) es una solución al
problema de bancarrota [E; c].

Demostración. Es claro que, del modo en que está construida la solución, cada uno de
los pagos de la definición 3.4 son eficientes y, por tanto, la solución η es eficiente. Luego∑

i∈N ηi(ϑ) = E.

Si S, T son coaliciones disjuntas, entonces se verifica que

ϑ(S) + ϑ(T ) ≥ ϑ(S ∪ T ).

Suponiendo c(S) ≤ c(T ) y revisando los casos E ≤ c(S) ≤ c(T ), c(S) ≤ E ≤ c(T ) y
c(S) ≤ c(T ) ≤ E. El resultado también se tiene cambiando los papeles de S y T . Esto
muestra que ϑ es un juego subaditivo.

De la forma recursiva (3.7) en que se construyen los pagos φPi y por la subaditividad
de ϑ se sigue que

0 ≤ Ej ≤ ϑ(Sj) j = 1, . . . , m, (3.10)

en particular
0 ≤ φPi (ϑ) = Em ≤ ϑ(Sm) = ϑ(i) ≤ ci, P ∈ PB,

de donde ηi(ϑ) ≤ ci
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Otra propiedad que satisface η se verifica cuando v es superaditivo.

Teorema 3.3. Sea G′ ⊆ G el conjunto de juegos superaditivos. Si v ∈ G′ entonces η
satisaface racionalidad individual y es una solución aditiva, simétrica y eficiente sobre
el conjunto G′.

Demostración. Notemos que (3.7) y la subaditividad de ϑ nos condujo a (3.10). Si se
supone que el juego v ∈ G es superaditivo entonces la desigualdad que obtenemos es

Ej ≥ v(Sj) j = 1, . . . , m,

y por tanto φPi ≥ v(i), para todo P ∈ PB, de donde ηi(v) ≥ v(i) para todo juego
superaditivo v ∈ G.

Además, los estados Ej se pueden calcular recursivamente, como E1 = v(N) se tiene
que

E2 =
1

2
(v(N) + v(S2)− v(N \ S2)),

y si |N | > 2 entonces

Em = φPi (v) =
v(N) + v(S2)− v(N \ S2)

2m−1
+
m−1∑
k=2

v(Sk+1)− v(Sk \ Sk+1)

2m−k
.

De esta igualdad se tiene que si v = v1 + v2, con vi ∈ G′, entonces

φPi (v1 + v2) = φPi (v1) + φPi (v2),

luego el pago φPi como solución a juegos superaditivos es aditivo para todo P ∈ PB de
donde se sigue que η es una solución aditiva en G′.

Para verificar la simetŕıa de η note que si σ ∈ Sn entonces las particiones binarias
anidadas de N son las mismas y los pagos φPi (σv) permutan las coordenadas de φPi (v)
de acuerdo a σ, es decir, φPi (σv) = φPσ(i)(v) de donde se sigue la simetŕıa de η. La
eficiencia se tiene por definición.

Corolario 3.1. Si v es superaditivo entonces existen constantes λs, s = 1, . . . , n − 1,
tales que

ηi(v) =
v(N)

n
+
∑
S3i
S 6=N

(n− s)(λsv(S)− λn−sv(N \ S)).

Demostración. El resultado se sigue de los teoremas 3.1 y 3.3

Para terminar este caṕıtulo mostramos que la solución η(ϑ), no presenta el mismo
problema que la solución (2.2), cuando E = C = c1 + c2 + · · ·+ cn.

Corolario 3.2. Si en el problema de bancarrota [E; c] se tiene que E = C entonces

ηi(ϑ) = ci.

Demostración. Con E = C, el juego (3.9) es el juego aditivo

ϑ(S) =
∑
i∈S

ci.

Como todo juego aditivo es subaditivo y superaditivo, siguiendo las demostraciones de
los teoremas 3.2 y 3.3 se tiene que v(i) ≤ ηi(ϑ) ≤ v(i) = ci.



Caṕıtulo 4

Juegos de bancarrota

Por la naturaleza del problema, al tipo de juegos que coinciden con (2.12) para cier-
tos reclamos ci se les denomina juegos de bancarrota. Esos juegos fueron introducidos en
[14] y han sido ampliamente estudiados, por ejemplo en [4] Curiel et al. proponen una
nueva solución a problemas de bancarrota usando el valor τ introducido a la literatura
por Tijs [23]. Esta nueva solución es denominada la solución proporcional ajustada.

Respecto a estos avances, notamos que el modelo (2.12) permanece fijo y lo que
cambia es la solución a juegos coopertivos usada para obtener nuevas soluciones al
problema de bancarrota. Nosotros proponemos un conjunto de juegos definidos mediante
funciones, encontrando que el juego (2.12) pertenece a este conjunto y que es único por
las caracteŕısticas de su núcleo.

4.1. Un conjunto de juegos convexos

El Teorema 2.3 garantiza que el nucleolo del juego (2.12) es la solución que da la
regla de la prenda en disputa al problema de bancarrota [E; c], es decir, ν(w) = α([E; c]).

Recientemente, Quant et, al. [17] demostraron que los juegos a los cuales se les pue-
de calcular el nucleolo aplicando la regla de la prenda en disputa son aquellos que son
estratégicamente equivalentes1 a un juego de bancarrota.

Es decir, los juegos que satisfacen el Teorema 2.3 son esencialmente2 los juegos del
tipo (2.12) que provienen de un problema de bancarrota.

Nuestra investigación sigue una dirección complementaria. Proponemos un conjunto
de funciones con las cuales se podŕıa modelar el problema de bancarrota y nos fijamos
en el núcleo de tales juegos; el resultado es que en tal conjunto de juegos, no hay un
juego aparte de (2.12), tal que su núcleo coincida con todas las asignaciones que son
soluciones al problema de bancarrota original.

1Dos juegos v1 y v2 son estratégicamente equivalente si existen α > 0 y x ∈ Rn tales que para toda
coalición S, v1(S) = αv2(S) + x(S).

2Salvo cambio de escala.

33
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En adelante usaremos la siguiente notación. Sea [E; c] ∈ BN un problema de banca-
rrota y C = c1 + · · ·+ cn. Denotamos por F al conjunto de funciones

f : [0, C]→ [0, E],

tales que f es continua, creciente y satisface

f(0) = 0 y f(C) = E.

Definición 4.1. La función dual de f ∈ F está definida por

f∗(τ) := f(C)− f(C − τ).

La imagen de f∗ es la imagen de f bajo una rotación respecto a la ĺınea `(τ) = Eτ/C;
como se aprecia en la siguiente figura donde

f(τ) =
Eτ4

C4
y f∗(τ) = E − E(C − τ)4

C4
.

f∗

`

f

τ

Figura 4.1: Imagen de f y f∗.

Definición 4.2. El juego asociado a f ∈ F , vf , está definido por

vf (S) := f

(∑
i∈S

ci

)
, S ⊆ N.

Ejemplo 4.1. Observemos que si

g(τ) = máx{0, E − C + τ},

entonces
g∗(τ) = mı́n{τ, E}.

Los juegos asociados a estas funciones son, respectivamente, (2.12) y (3.9). Como estos
juegos son el dual uno del otro se sigue que

vg∗ = ϑ = w∗ = v∗g .

La igualdad de los extremos en la última ecuación sigue siendo válida con cualquier
otra f ∈ F .
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Lema 4.1. Si f ∈ F las siguientes propiedades se cumplen

1. f∗ ∈ F y (f∗)∗ = f .

2. v∗f = vf∗

3. Si f es convexa, entonces f∗ es cóncava, y si f es cóncava, entonces f∗ es convexa.

4. Si g es la función

g(τ) = máx{0, E − C + τ},

entonces se satisfacen las desigualdades f(τ) ≤ g(τ) si y sólo si f∗(τ) ≥ g∗(τ) y
f(τ) ≥ g(τ) si y sólo si f∗(τ) ≤ g∗(τ) para todo τ ∈ [0, C].

Demostración. Notemos que f∗ es continua por ser resta de dos funciones continuas.
Por la definición de f∗ se tiene que f∗(0) = 0, f∗(C) = E y si 0 ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ C tenemos
que

f∗(τ1)− f∗(τ2) = f(C − τ2)− f(C − τ1) ≤ 0,

por lo que f∗ es creciente y en consecuencia f∗ ∈ F , además se tiene que para todo
τ ∈ [0, C]

(f∗)∗(τ) = f(C)− f(C − C)− f(C) + f(C − C + τ) = f(τ).

El enunciado 2 es cierto en virtud de que para todo S ⊆ N se tiene que

v∗f (S) = vf (N)− vf (N \ S) = f(C)− f

(
C −

∑
i∈S

ci

)
= f∗

(∑
i∈S

ci

)
= vf∗(S).

Finalmente, si f es convexa se tiene que para todo t ∈ [0, 1]

tf∗(τ1) + (1− t)f∗(τ2) = t(f(C)− f(C − τ1)) + (1− t)(f(C)− f(C − τ2))

= f(C)− (tf(C − τ1) + (1− t)f(C − τ2))

≤ f(C)− f(t(C − τ1) + (1− t)(C − τ2))

= f(C)− f(C − (tτ1 + (1− t)τ2))

= f∗(tτ1 + (1− t)τ2),

por lo que f∗ es cóncava. Si f es cóncava la desigualdad anterior se invierte y se obtiene
la convexidad de f∗. Esto demuestra 3.

Si f(τ) ≤ g(τ), entonces

f∗(τ) = f(C)− f(C − τ) ≥ g(C)− g(C − τ) = g∗(τ);

y si f∗(τ) ≥ g∗(τ) entonces f∗(C−τ) ≥ g∗(C−τ), de donde f(C)−f(τ) ≥ g(C)−g(τ).
Luego g(τ) ≥ f(τ). Cambiando la desigualdad se completa la demostración del último
enunciado.

Ya que queremos tratar con el núcleo de los juegos vf , limitemos nuestra atención a
una clase de juegos que tienen núcleo no vaćıo.
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Lema 4.2. El juego v es convexo si y sólo si para todo i ∈ N y todo par de coaliciones
S, T tales que S ⊆ T ⊆ N \ {i} se satisface la desigualdad

v(T ∪ i)− v(T ) ≥ v(S ∪ i)− v(S). (4.1)

Demostración. Si v es convexo y S ⊆ T ⊆ N \ {i} entonces con S′ = S ∪ {i} se tiene
que

v(T ∪ i) + v(S) = v(S′ ∪ T ) + v(S′ ∩ T ) ≥ v(S′) + v(T ) = v(S ∪ i) + v(T ).

Por otro lado, si se satisface (4.1), entonces para todo R ⊆ S ⊆ T se tiene que

v(T )− v(T \R) ≥ v(S)− v(S \R)

y, al usar la igualdad R = (S ∪ T ) \ S = T \ (S ∩ T ), se obtiene

v(S ∪ T )− v(S) ≥ v(T )− v(S ∩ T ).

Lema 4.3. Si f ∈ F es convexa entonces vf es convexo.

Demostración. Primero probamos que para todo x, y, z ∈ [0, C] tales que x+y+z ≤ C,

f(x+ z)− f(x) ≤ f(x+ y + z)− f(x+ y). (4.2)

Con y = 0 se tiene la igualdad en esta ecuación. Supongamos que y > 0 y recordemos
que si f es convexa en [a, b] y a < u1 < u2 < u3 < b entonces

f(u2)− f(u1)

u2 − u1
≤ f(u3)− f(u1)

u3 − u1
≤ f(u3)− f(u2)

u3 − u2
. (4.3)

Si z = y entonces x < x+ y < x+ y + z y al hacer uso de (4.3) se tiene

f(x+ z)− f(x)

z
≤ f(x+ y + z)− f(x+ y)

z
,

de la misma forma si z > y entonces x < x+ y < x+ z < x+ y + z, luego

f(x+ z)− f(x)

z
≤ f(x+ z)− f(x+ y)

z − y
≤ f(x+ y + z)− f(x+ y)

z

y si 0 < z < y entonces x < x+ z < x+ y < x+ y + z, de donde

f(x+ z)− f(x)

z
≤ f(x+ y)− f(x+ z)

y − z
≤ f(x+ y + z)− f(x+ y)

z
.

Por tanto, (4.2) es cierta, en particular para x = c(S), y = c (T \ S) y z = ci donde
S ⊆ T ⊆ N \ i. El resultado se sigue del lema 4.2 ya que, con estos valores, (4.2) es
equivalente a

vf (S ∪ i)− vf (S) ≤ vf (T ∪ i)− vf (T ).
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En seguida mostramos que el núcleo del juego w coincide con el conjunto de solu-
ciones al problema de bancarrota original; para ello haremos uso del conjunto

Ĉ(v) = {x ∈ Rn : x(N) = v(N) y x(S) ≤ v(S) para todo S ⊂ N}.

Proposición 4.1. La asignación x es solución al problema [E; c] si y sólo si x ∈ C(w),
donde w es el juego definido por

w(S) = máx {0, E − c(N \ S)} .

Demostración. Primero mostraremos que x ∈ C(w) si y sólo si x ∈ Ĉ(w∗). Si x ∈ C(w),
entonces x(N) = w(N) = w∗(N) y

x(N \ S) ≥ w(N \ S) = w∗(N)− w∗(S).

Luego,

w∗(S) ≥ w∗(N)− x(N \ S) = x(S)

para todo S ⊂ N . Si x ∈ Ĉ(w∗) se tiene que

x(N \ S) ≤ w∗(N \ S) = w(N)− w(S),

por lo que

w(S) ≤ w(N)− x(N \ S) = x(S),

para todo S ⊂ N.

Ahora, si x es una solución al problema [E; c], entonces para toda S ⊆ N se sigue
que

x(S) ≤ x(N) = w(N) = w∗(N) = E

y de la desigualdad xi ≤ ci se tiene que

x(S) ≤ c(S).

Por tanto

x(S) ≤ mı́n{c(S), E} = w∗(S),

de donde x ∈ Ĉ(w∗) y por la observación inicial x ∈ C(w).

Notemos además que si x ∈ C(w), entonces

x(N \ i) = w(N)− xi ≥ w(N \ i).

Por lo que xi ≤ w(N)− w(N \ i). Luego, si x ∈ C(w) tenemos que

xi ≤ w(N)− w(N \ i) = E −máx{0, E − ci} = mı́n{ci, E} ≤ ci

y además x(N) = w(N) = E, de donde x es una solución al problema de bancarrota
[E; c].



38 Juegos de bancarrota

Ahora, consideremos el conjunto de funciones

Fc = {f ∈ F : f es convexa}.

Mostraremos en seguida que si

V = {vf : f ∈ Fc},

entonces w ∈ V es el único juego que satisface la Proposición 4.1.

Teorema 4.1. El juego v ∈ V satisface la proposición 4.1 si y sólo si v = w.

Demostración. Ya se demostró que w satisface la proposición 4.1. Si vf ∈ V para cierta
función f ∈ Fc, con vf 6= w, satisface la proposición 4.1, entonces existe una coalición
S ⊂ N tal que vf (S) 6= w(S).

Si vf (S) < w(S), entonces, de la definición 4.2, se tiene que

f(c(S)) < g(c(S))

y, por la monotonicidad de f , se debe tener necesariamente que

C − E < c(S) < C.

Esta desigualdad implica que existe k ∈ N tal que ck < E, ya que si ci ≥ E para
todo i ∈ N entonces se tendŕıa que c(S) ≤ c(N \ i) = C − ci ≤ C −E, para todo i ∈ N
contradiciendo la desigualdad anterior. Luego, existe k tal que

C − E < c(S) ≤ C − ck < C

y por la convexidad y continuidad de f y g se sigue que f(C − ck) < g(C − ck).

Según el Lema 4.3 vf es convexo y por tanto C(vf ) 6= ∅; según el Teorema 1.2 todo
pago marginal mσ

i (vf ) está en el núcleo de vf , en particular aquel cuyo pago al jugador
k es

xk = vf (N)− vf (N \ k) = E − f(C − ck) > E − g(C − ck) = ck.

Luego esta asignación no es solución al problema [E; c], lo cual da una contradicción.

Por otro lado, si existe S ⊂ N tal que

f(c(S)) > g(c(S)),

entonces por continuidad existe un intevalo abierto (α, β) donde f(τ) > g(τ) para todo
τ ∈ (α, β). Esto junto con la convexidad de f implica que C − E ∈ (α, β).

Si
α < c(S) ≤ C − E < β,

entonces E ≤ c(N \S), luego toda asignación donde xi = 0 para i ∈ S, y x(N \S) = E
no está en el núcleo de vf ya que

vf (S) = f(c(S)) > g(c(S)) = x(S) = 0,



4.1 Un conjunto de juegos convexos 39

obteniendo una contradicción.

Finalmente, si
α < C − E < c(S) < β,

entonces E > c(N \ S), luego toda asignación tal que xi = ci para i ∈ N \ S y
x(S) = E − c(N \ S) no está en el nucleo de vf ya que

vf (S) = f(c(S)) > g(c(S)) = E − c(N \ S) = x(S),

obteniendo una contradicción nuevamente. Por tanto, no existe un juego vf ∈ V, v 6= w,
que satisfaga la proposición 4.1.

En seguida determinamos dos conjuntos de juegos convexos, en el primero de ellos los
elementos de su núcleo son soluciones al problema [E; c] y en el segundo tales soluciones
son elementos de su núcleo.

Teorema 4.2. Sean

V1 = {vf ∈ V : Eτ/C ≥ f(τ) ≥ g(τ), τ ∈ [0, C]}

y
V2 = {vf ∈ V : g(τ) ≥ f(τ), τ ∈ [0, C]}.

Si vf ∈ V1 entonces todo elemento del núcleo de vf es solución al problema [E; c] y si
vf ∈ V2 entonces toda solución al problema [E; c] está en el núcleo de vf .

Demostración. Todo vf ∈ Vi es convexo puesto que f es convexa. Luego tiene núcleo
no vaćıo. Si x ∈ C(vf ) con vf ∈ V1, entonces x(N) = vf (N) = E y

0 ≤ xi ≤ E − f(C − ci) ≤ E −máx{0, E − ci} ≤ ci.

Luego x es solución al problema de bancarrota.

Si v2 ∈ V2 y x es solución al problema de bancarrota, entonces x(N) = E = vf (N)
y x(S) ≤ c(S) para todo S ⊂ N . De donde

x(S) ≤ mı́n{E, c(S)} = g∗(c(S)) ≤ f∗(c(S)).

Es decir, x ∈ Ĉ(vf∗) = C(v∗f ) y por tanto x ∈ C(vf ).

El Teorema anterior tiene como aplicación sencilla la obtención de una nueva solu-
ción a problemas de bancarrota.

Dado un problema de bancarrota [E; c], sea

W = {vfα : fα(τ) = máx{0, E − α(C − τ)} y α ∈ [E/C, 1]};

notemos que, en este conjunto, f1 = g y fE/C(τ) = Eτ/C. Además fα es convexa para
toda α ∈ [E/c, 1] por lo que W es un conjunto de juegos convexos y, por tanto, todos
tienen núcleo no vaćıo.
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Si ϕ es una solución a juegos cooperativos tal que posee la propiedad de que
ϕ(v) ∈ C(v) para juegos convexos (e.g. el nucleolo o el valor de Shapley) se tiene
que ϕ(vfα) ∈ C(vfα) para todo α ∈ [E/C, 1].

Luego, por el Teorema 4.2 se sigue que ϕ(vfα) es una solución al problema [E; c]
para todo α ∈ [E/C, 1]. Proponemos como solución al problema [E; c]

ρϕi ([E; c]) =
1

1− E/C

∫ 1

E/C
ϕi(vfα) dα. (4.4)

Proposición 4.2. La solución (4.4) es una solución a problemas de bancarrota.

Demostración. Puesto que ϕi(vfα) es solución al problema [E; c] se tiene que

0 ≤ ϕi(vfα) ≤ ci, α ∈ [E/C, 1],

y por la monotońıa de la integral se sigue que

ρϕi ([E; c]) ≤ ci.

Además, como ϕ(vfα) ∈ C(vfα) se tiene que la suma de sus coordenadas es E y, por
tanto,

n∑
i=1

ρϕi ([E; c]) =
1

1− E/C

∫ 1

E/C

n∑
i=1

ϕi(vfα) dα = E.



Conclusiones

Desde la publicación del Análisis de un problema de bancarrota del Talmud con
teoŕıa de juegos de Aumann y Maschler, el estudio de los problemas que hemos con-
siderado en este trabajo es parte del quehacer de la teoŕıa de juegos cooperativos [1, 14].

El trabajo de Aumann y Maschler [3] constituyó una especie de piedra angular para
el estudio de los problemas de bancarrota del Talmud que hab́ıa iniciado con O’neill [14],
pero que no hab́ıa encontrado una relación directa con las soluciones que se propońıan
en los pasajes del Talmud y las soluciones de teoŕıa de juegos.

Los resultados subsecuentes, al igual que como pasó con el valor de Shapley, siguie-
ron las mismas ideas del Análisis. Modelar el problema de bancarrota como un juego
cooperativo y obtener una nueva solución aplicando alguna solución a juegos coopera-
tivos.

Nosotros seguimos otra dirección, complementaria a la forma clásica de abordar el
problema. A partir de considerar que la regla de la prenda en disputa da solución a
juegos bipersonales, hemos propuesto dos nuevas soluciones a juegos n−personales ex-
tendiendo con dos herramientas distintas esta solución.

Para deducir la primera solución ψ, propusimos un proceso aleatorio con el cual se
elige una coalición no vaćıa y se paga a esta coalición usando la regla de la prenda en
disputa. Luego deducimos que esta solución es aditiva, simétrica y eficiente en el espacio
de juegos cooperativos G.

Además, observamos que ψ es una combinación convexa del valor de Shapley y la
solución igualitaria, en consecuencia nuestra solución es una asignación del núcleo de un
juego convexo cuyo núcleo contiene a la solución igualitaria. En este sentido es válido
decir que, para esta clase de juegos, ψ es una buena solución si la racionalidad de grupo
y la equitatividad son socialmente importantes.

La segunda solución, η, es el promedio de los pagos que resultan de usar la regla
de la prenda en disputa y las particiones binarias anidadas de un conjunto finito, un
concepto que introducimos en este escrito. La solución η es aditiva, simétrica y eficiente
en el conjunto de los juegos superaditivos.

Usamos η para obtener una nueva solución a problemas de bancarrota. Encontran-
do que, cuando el problema de bancarrota es el problema de la herencia incompleta, se
tiene que nuestra nueva solución conduce al mismo reparto que sugieren los pasajes del
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Talmud. Obteniendo por tanto una nueva interpretación de esta recomendación.

Algo que siempre es deseable cuando se descubre una solución a juegos cooperativos
es tener una caracterización bajo la cual sea única. Sin embargo es un trabajo que re-
quire de un tiempo considerable de reflexión. Por ello, las soluciones η y ψ sólo poseen
una caracterización incompleta que puede ser mejorada en un trabajo futuro.

Para completar nuestra investigación propusimos un conjunto de juegos convexos V
con los cuales se podŕıa modelar un problema de bancarrota. Este conjunto contiene a
los juegos (2.12) y (3.9) que ya hab́ıan sido considerados en resultados anteriores [2]. La
conclusión a la que llegamos es que el juego (2.12) es el único juego en V cuyo núcleo
es exactamente el conjunto de soluciones del problema de bancarrota [E; c].

Nuestra contribución final es una nueva solución ρ a problemas de bancarrota que
puede interpretarse como un promedio continuo de asignaciones que dependen de una
solución ϕ. Al respecto, el valor de Shapley y el nucleolo no son los únicos casos a
considerar, por ejemplo en [6] se estudia una solución a juegos cooperativos que tienen
núcleo no vaćıo: el centro del núcleo. Un análisis que reporte cuál es la mejor ϕ bajo
ciertas circunstancias parece ser un buen problema a considerar posteriormente.
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