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Capitulo 1

Introduccion

Cualquier estudio de confiabilidad se lleva a cabo bajo restricciones de costos y tiempo,
por lo cual es importante llevar a cabo una planeaciéon adecuada del diseno. En la
planeacién se deben considerar las siguientes caracteristicas (o variables): tipo de prueba,
tiempo de duracién de la prueba, también llamado tiempo de censura, niimero de unidades
en muestra, y la varianza o precisién en la inferencia o prediccion.

En confiabilidad es de interés estimar algunos valores de la distribucién del tiempo
a la falla, como son, probabilidades de falla evaluadas en cierto tiempos, cuantiles de la
distribucién de vida, tasas de falla; ademds de otras. Estas inferencias y predicciones
involucran extrapolacion en el tiempo.

Para los fabricantes, el conocimiento de los cuantiles, en particular, es de gran utilidad
para determinar acertadamente tiempos de garantia de sus productos y también para

conocer el desempeno de estos a través del tiempo. Esta informacién es relevante también



en la etapa de desarrollo de los productos, en donde se requiere elevar la confiabilidad
hasta alcanzar y superar niveles de confiabilidad de la competencia.

En la planeaciéon del estudio de confiabilidad se debe escoger la prueba adecuada
que resuelve el problema de interés. Algunas de las prueba de vida que se utilizan en
confiabilidad son las siguientes: pruebas tradicionales de vida, pruebas de vida acelerada
y pruebas de degradacién; entre otras.

En pruebas tradicionales de vida se registran unicamente los tiempos de falla de las
unidades. Cuando la duracién de esta prueba es corta, o bien cuando las unidades con
las cuales se trabaja son altamente confiables, el porcentaje de unidades que fallan es
pequeno o cero. En estos casos, se suelen censurar los tiempos de falla de las unidades
que no fallaron.

En las pruebas de vida acelerada las unidades se someten a niveles altos de esfuerzo.
El esfuerzo se da en alguna variable ambiental como temperatura, voltaje, etc., que
aceleran la presencia de fallas al aumentar su valor. Las pruebas de vida acelerada
permiten obtener informacién de la confiabilidad en un tiempo reducido.

Las pruebas de degradacién son ttiles en sistemas altamente confiables y cuando
existe alguna caracteristica de las unidades cuya degradacién sobre el tiempo o el uso
esta relacionada con la confiabilidad. Estas pruebas pueden proporcionar informacién
sobre el tiempo de vida de productos altamente confiables y los cuales no fallan bajo
pruebas de confiabilidad tradicionales.

En estudios sobre confiabilidad, es comin que se quiera conocer la vida media de



los productos o un percentil de la distribucién del tiempo de vida, ¢, con una cierta
precision especificada con anterioridad y al menor costo. En la planeacién de cualquier
prueba de vida existen factores como la duracién del experimento, niimero de unidades
en la muestra, etc. que afectan la precisién de las estimaciones, asi como los costos de la
prueba.

En las pruebas de vida acelerada, existen criterios para determinar planes de prueba
o6ptimos. Los criterios consideran el tiempo de duracién de la prueba, el niimero de
unidades, los niveles de esfuerzo adecuados; entre otros. En particular para este tipo de
pruebas se cuenta con herramientas para determinar el tiempo de duracién de la prueba.

En pruebas de degradacién, existen pocos estudios para determinar criterios 6ptimos
de planes de vida. En la literatura revisada se encontraron los siguientes articulos que
tratan sobre criterios para planes de vida. En Tseng and Yu (1997) se describe una
regla de paro para experimentos de degradacién. En Yu y Tseng (1998) se considera una
extension del articulo de Tseng y Yu (1997), para pruebas de degradacion acelerada. En
Yu y Tseng (1999) y Yu y Chiao (2002) se presentan disenios de degradaciéon 6ptimos,
tomando como base los factores de duracién del experimento, frecuencia de observacién
y nimero de unidades. En el primer articulo, bajo la restriccién de que el costo del
experimento no exceda una cantidad fija, se minimiza la varianza de la estimacién del
cuantil ¢, de la distribucién del tiempo de vida. En el segundo, se minimiza el costo bajo
la restriccién de que la probabilidad de identificar correctamente los factores que afectan

la confiabilidad de los productos sea mayor a un valor dado.



Debido al reducido niimero de criterios que existen, este trabajo tiene como objetivo
presentar criterios para determinar tiempos de paro en experimentos de degradacion.

En la tesis se proponen dos criterios para determinar el tiempo de paro de un exper-
imento de degradacién. El primer criterio consiste en detener el experimento cuando la
varianza estimada del estimador %, se estabiliza alrededor de un valor o cuando alcanza
un valor deseado. El segundo criterio se fundamenta en una funcién de costo y consiste
en parar la prueba, cuando el costo global del experimento, como funcién del tiempo sea
minimo. El costo global esta dado como la suma del costo econémico generado por la
precisién en la inferencia més el costo de experimentacién. Para un mismo estudio de
degradacion se comparan ambos criterios.

Para probar los criterios propuestos, se simularon diferentes escenarios para tres tipos
de modelos lineales de efectos mixtos. Para cada tipo de modelo se programaron los dos
criterios anteriores. Los programas se construyeron utilizando funciones de S-Plus; en
particular la funcién LME, Linear Mixed-Effects.

El trabajo que se presenta esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 2
se presentan conceptos y teorfa general de modelos de degradacion y de modelos lineales
de efectos mixtos. También se muestran los modelos que se van a utilizar en la tesis. En
el Capitulo 3 se presenta el planteamiento técnico de los criterios que se proponen. En el
capitulo 4 se obtiene la herramienta técnica que le da soporte a los criterios de tiempos
de paro. En este mismo capitulo se obtienen los cuantiles ¢, y los estimadores de las

varianzas de 7, que se requieren para aplicar los criterios a los modelos: de intercepto



aleatorio y pendiente fija, intercepto fijo y pendiente aleatoria e intercepto y pendiente
aleatorios.

En el Capitulo 5, para ilustrar el procedimiento propuesto en este trabajo se aplican
los criterios propuestos a un conjunto de datos reales, los cuales provienen de un estudio de
confiabilidad que se llevé a cabo en MABE. En el Capitulo 6 se muestran las conclusiones
y problemas abiertos.

Finalmente, en el Apéndice se presentan el desarrollo algebraico utilizado para obtener

los resultados que se manejan a lo largo de la tesis.



Capitulo 2

Degradacion

Las pruebas de degradacién se utilizan en estudios sobre productos de alta confiabilidad
que posean alguna caracteristica que mida su desgaste en el transcurso de tiempo o el
uso. Esta caracteristica debe estar relacionada con la confiabilidad del producto.

Al contar con mediciones repetidas, el analisis de degradacién aporta més informacién
del proceso de desgaste de un producto que observar sélo los tiempos a la falla.

Por otra parte, para reducir el tiempo de observaciéon de la degradacién, es usual
aplicar pruebas de vida acelerada. Ya que, aiin bajo técnicas de censura, el porcentaje de
unidades que fallan puede ser pequeno, aun cuando el tiempo de duracién de la prueba
es razonable.

La degradacion fisica puede ser medida en forma directa como funcién del tiempo o
de manera indirecta como funcién del desempeno del producto. En general, los datos

obtenidos en un estudio de degradacién son dificiles de modelar, ya que en el desempeno



D(t)

Figura 2-1: Trayectorias generales de degradacion.

del producto puede existir mds de una caracteristica que este relacionada con el desgaste.
Las trayectorias de degradacién de las unidades pueden tener diversas formas. Tres
formas generales de curvas de degradacion son: lineal, concava y convexa; las cuales se
muestran en la Figura 2-1.
Los factores que influyen en la variabilidad de la degradacién de las unidades son:
condiciones iniciales, propiedades del material, condiciones de operacién y ambientales y

la variabilidad natural de las propias unidades.



2.1 Modelo general de degradacion

Considere M unidades observadas en los tiempos 0 < t;; < -+ < t;,,; parai =1,..., M.

El modelo general que representa un proceso de degradacién es de la forma

K]:D(tzpﬁz)_’_gz]a izl,...,M, jzl,...,ni, (21)

donde Y;; es la observacién j de la unidad 7 en el tiempo ?;;, €;; el término residual y
D (t,3) es una funcién conocida que depende del tiempo ¢ y del vector de efectos 3.

La variable ¢ puede ser el tiempo real, o tiempo de operacién, o cualquier otra medida
de uso adecuada. El vector de efectos B determina la forma de la funcién D (¢,3) y
contiene efectos fijos (pardmetros comunes a todas las unidades) o efectos aleatorios
(asociados a cada unidad) o ambos. M es el nimero de unidades en la prueba y n; es el

total de mediciones de la i-ésima unidad. Ademds se asumird que

/6 ~ N(H'Bazﬁ) y

Eij N(0,0'2),

para cierto vector de medias pg y matriz de covarianza Y., y que los errores €;; son
independientes e identicamente distribuidos, e independientes de (. Para los
efectos fijos de 3 se asume que tienen varianza cero. Los pardmetros del modelo general

(2.1) son pg, ¥z y 0. A 0® y alos pardmetros funcionalmente independientes de Xg, se



les conoce como componentes de varianza.

En la especificaciéon de un modelo de degradacién se requiere:

1. Determinar la forma de la funcién D (¢, 3) ; la cual es sugerida por la teoria fisica

0 quimica.

2. Escoger la escala adecuada de la respuesta y y del tiempo ¢, para simplificar la
forma de D (t,3). Las trayectorias de D (t,3) pueden ser lineales o no lineales.
La transformacion logaritmo para y o t permite simplificar el modelo, ya que en

algunos casos reduce D (t, 3) a la forma lineal.

3. Especificar cuales de los elementos de B son efectos fijos y cuales son aleatorios.
Para un primer andlisis inferencial simple, se considera el supuesto de normalidad
en los componentes aleatorios de 3. Existen otros tipos de modelos para los efectos

aleatorios de 3 como la distribucion lognormal, Weibull, valor extremo, entre otros.

Si el tiempo entre las mediciones es corto, es posible que los errores ¢;; de las degrada-

ciones Y;;, tomadas secuencialmente en la ¢-ésima unidad, presenten algin tipo de au-

ij
tocorrelacién. La autocorrelacién se puede reducir o hacer insignificante al alejar los
tiempos de observacién dentro de cada individuo, preferentemente con tiempos equidis-
tantes. En algunos casos la autocorrelacion es pequena con respecto a la variabilidad de

los efectos aleatorios. Cuando la autocorrelacién entre los errores no es insignificante, se

puede utilizar un modelo de series de tiempo para el término residual del modelo.



2.2 Distribuciéon del tiempo a la falla

En las unidades de desgaste progresivo se asume que la falla ha ocurrido cuando la
degradacién alcanza un nivel critico, Dy, definido previamente. Asi, el tiempo de falla
T se define como el tiempo cuando la trayectoria de degradacién D (¢, 3) cruza el nivel
critico Dy; como se muestra en la Figura 2-2. Por lo anterior, un modelo D (¢,3) y un

nivel critico Dy definen la distribucién del tiempo de falla como

Fr(t)y=P(T'<t)=P(D(t,8) > Dy), t>0.

Esta funcién depende de la distribucién de los efectos aleatorios B y de los pardametros del
modelo, excepto o2. En algunas ocasiones es posible obtener expresiones cerradas para
Fr(t), pero en general dichas expresiones no existen. Por ejemplo cuando D (¢, 3) es no
lineal y més de uno de los (3, son aleatorios, solo se puede evaluar a Fr (t) por métodos
numéricos como el método Monte Carlo. En la Seccién (4.6) se obtienen expresiones
analiticas de Fr (), cuando se tienen trayectorias de degradacién lineales.

Por la definicién de Fr, un percentil ¢, de la distribucién del tiempo de vida esta dado

CO1mo

p:P(TStp>:FT(tp§5) :P(D(tzﬁﬂ) ZDf)-

En secciones posteriores se mostrara la importancia que tiene un percentil en el drea de
confiabilidad.

Para evaluar Fr(t) y hacer inferencia se requiere estimar los pardmetros del mod-

10
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Figura 2-2: Nivel critico de falla

elo de degradacién. En este trabajo se utiliza la rutina LME de S-Plus para estimar
los pardmetros del modelo. Dicha rutina, utiliza el método de méxima verosimilitud o

mdxima verosimilitud restringida.

2.3 Funcién de verosimilitud

Los pardmetros del modelo 2.1 son los efectos fijos 3,, el vector de medias y la matriz de
covarianza de los efectos aleatorios pg y g y el pardmetro del término residual o. La
estimacién de los pardmetros se puede realizar por el método de méxima verosimilitud
(MV) o méxima verosimilitud restringida (MVR). Siguiendo el enfoque de Meeker y

Escobar (1998), la funcién de verosimilitud se puede obtener de la siguiente manera.

11



Sea

Y= (Ya,...,Ym)

(3

el vector de observaciones para la unidad ¢. Del modelo general de degradacién se tiene

que

Y| B~ N (D) 0L

donde

e I,,, es la matriz identidad de n; x n;. Por lo que la densidad condicional de Y; dado 3,

y la densidad marginal de Y; son

r ij — Dij
frus (vi | B) = H %cﬁ (yf)

J=1

fv. (i) = /fm yi..) dB; = /fm (v: | B) f5 () dB

- & o (222 ey as

Re J=1

respectivamente. Donde ¢ (y) es la densidad de la distribuciéon Normal esténdar y ¢ es la

dimension del vector de efectos aleatorios en 3. Luego, la funcién de densidad conjunta

12



de las M unidades Y = (Y1,...,Yy) es

fr ) =ﬁfyi (yi) = %ﬁ/m (M) 1 (8)dB.

. . o
z:qu 7j=1

Entonces la funcién de verosimilitud esta dada como

L6030 datos) =~ T [ TLo (2522 ) s (9:03) o

n . g
z:qu 7j=1

donde 05 = (uﬁ, EB) y 18 (B) = fz(B;65) es una densidad Normal multivariada. Como
se puede observar, la funcién de verosimilitud tiene una forma compleja y computacional-
mente es dificil de maximizar. Meeker y Escobar (1998), mencionan que cuando D (¢, 3)
es lineal, es méds facil obtener estimaciones por méxima verosimilitud.

Para obtener estimaciones por méxima verosimilitud, Pinheiro y Bates (2000) desar-
rollan una modificacién del método de Lindstrom y Bates (1990), la cual se considera
en las rutinas LME (Linear Mixed Effects) y NLME (Nonlinear Mixed Effects) que se
encuentran implementadas en S-Plus.

El trabajo de tesis se enfocara en el estudio de los modelos de degradacién con trayec-
torias lineales.

Cuando en un estudio de degradacién se tienen observaciones sucesivas sobre cada
una de las unidades en estudio, los datos son de tipo longitudinal. Esto implica que
estos modelos de degradacion caen dentro de la clase de modelos de efectos mixtos con

un nivel de agrupacion. Las trayectorias de degradacién lineal que se estudian en este

13



trabajo se analizardn bajo el enfoque de modelos lineales de efectos mixtos, para un nivel

de agrupacién. En la siguiente seccién se presenta una descripcion de tales modelos.

2.4 Modelo lineal de efectos mixtos

Siguiendo el enfoque de Laird y Ware(1982) para un nivel de agrupacién, el modelo lineal

de efectos mixtos para el vector de respuesta Y; de la unidad i, esta dado como

bi ~ N(O> lII)?

g; ~ N(O,O'2E) ,

by,..., by, €1,...,€) son independientes,
\ Vs

donde 1 < ¢ < M, B es el vector de efectos fijos de dimensién p y b; es el vector de
efectos aleatorios de dimensién q. Ademds X; y Z; son matrices de covariables conocidas
de dimensiones n; X p y n; X ¢, respectivamente y €; es el vector de componentes del error
del grupo 7 de dimensién n;. Los efectos aleatorios b; no son observables. En algunos
textos, a este modelo se le llama un modelo jerdarquico. En el modelo se asume que la
matriz de covarianzas W es positiva definida. En algunas ocasiones se suele restringir la
tltima suposicién al considerar o2I,,, en lugar de o?%. En el presente trabajo se considera,

que los errores son independientes, lo cual permite considerar o°1,,,.

14



2.4.1 Propiedades Basicas

Del modelo (2.2) y dado que

E [bz] =0 y war [bz] =W,

se sigue que

Luego

EY|=Xi8 y var[Y]=ZYZ] + 0L,

Por las propiedades de la distribucién Normal se tiene que

Y; | b~ N (X8 + Z;b;, 0°1,,)

Y; ~ N (Xi8,Z,9Z] +0°1,,).

A la distribucién no condicional de Y; se le llama la representacién marginal del mod-
elo (2.2). Note que los resultados anteriores son anslogos a los del modelo general de
degradacion.

En modelos lineales de efectos mixtos, los efectos fijos sirven para modelar la media

de Y;; mientras que los efectos aleatorios modelan la estructura de covarianza de Y;.

15



Estas caracteristicas se pueden observar en el vector de medias y la matriz de covarianza
del modelo marginal.

A partir de ahora, se denotard como 6 al vector que contiene los pardmetros distintos
de la matriz de covarianza ¥ y o2y como ¢ = (3, ) . Note que 6 contiene los componentes

de varianza del modelo.

2.4.2 Funcién de verosimilitud

En la literatura existen diferentes formas de representar la funcién de verosimilitud cor-
respondiente al modelo de efectos mixtos. La variedad de formas tienen como objetivo
encontrar expresiones para la funcién de verosimilitud L (3, 8, 0?; datos) que computa-
cionalmente sean mads faciles, o bien para mostrar propiedades de los Estimadores de
Maxima Verosimilitud (EMV). En Lindstrom y Bates (1988) se presenta una forma sen-
cilla e inmediata de representar la funcién de verosimilitud. Dicha forma es adecuada al
tipo de modelos que se van a considerar en la tesis. La misma se describe a continuacion.
Como

Y ~ N (X;8,Z,%Z] +0°1L,,),
entonces, dada y;, la funcién de verosimilitud es

1

1 _
exp (‘5 (yi —XiB)" V' (yi — Xzﬂ)) ;
donde V; = Z,WZT + 071, .

16



De este modo dada la muestra aleatoria y, ...,y la funcién de verosimilitud es

M
Lo daton) = [ e (-5 (v~ X0 Vi (- X9))

i=1 ¢

y la correspondiente logverosimilitud esta dada como

M M
[(@; datos) = — (Z log Vi + 3 (vi = XiB)" Vi (i — Xzﬂ)) R
=1 =1

Como ya se menciond, los criterios que se han planteado en este trabajo de tesis
estdn en funcién de la informacién de Fisher esperada y la informacién observada de
los parametros del modelo. De acuerdo al material revisado para este fin, dicho cédlculo
resulta complicado, cuando se incrementa el nimero de pardmetros. Bajo el modelo
marginal, en el articulo de Lindstrom y Bates (1988) se presenta una forma de obtener
la matriz Hessiana “perfil”, a partir de la logverosimilitud perfil de 3 y de los compo-
nentes distintos en W. Para obtener la informacién observada y la esperada, en este
trabajo se sigue el enfoque de Lindstrom y Bates (1988), pero utilizando la funcién de
logverosimilitud (2.3).

En Pinheiro y Bates(2000) se describe otra representacién de L (¢; datos); la cual es
compleja, pero computacionalmente es mas ficil de manejar. Para obtener la funcién de
verosimilitud de los pardmetros, se “estiman” los efectos aleatorios b;, parai=1,..., M.
Para la estimacién de los pardmetros se utiliza el algoritmo LME; el cual considera esta

funcién de verosimilitud.

17



En Pinheiro y Bates(2000) para hacer los célculos mas sencillos en la estimacién
de los pardametros, se considera una doble reparametrizaciéon de ¥; como se muestra a

continuacién

‘I’_l
v — (1/ 2:ATA) — 0, (2.4)
g

donde AT A representa una descomposicién de Cholesky de ¥. Ademds 6 es un vector
de los pardmetros (sin restriccién) que determinan a A. De este modo los pardmetros
del modelo son 3 y 6.

En Pinheiro y Bates (2000), para obtener la funcién de verosimilitud de los pardmetros
se considera que los efectos aleatorios no observados b;, para ¢ =1,..., M son parte del
modelo y que b; y &; son independientes. De este modo la verosimilitud L (¢; datos) se

puede expresar como

M
L(¢; datos) = [] fv. (yi:8,8,0%)
=1

M
= H/fnbi (vi;b.8.07) fo, (b;6) db.
=1

Dado b;, Y; tiene una distribucién Normal multivariada N (X;3 + Z;b;, 0*I), es decir

1 1
Jxib; (Yi | bi,,@702) = W exp (_Tﬂ ly: — XiB — Zibz‘HQ) :
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La densidad marginal b; es también una Normal multivariada:

1 Tar—1

_ 1A 1 2

Sustituyendo la verosimilitud queda expresada como

L (¢; datos)
M

_ A 1 1 , ,
-1l / )7 P | 7 (¥ = XiB = Zbill"+ [ AB[) | db

ey (2mo2)"/? 2102

Para obtener estimaciones de los pardmetros, esta funciéon de verosimilitud es uti-
lizada en la funcién de S-Plus denominada LME (Linear Model Effects). En la funcién
consideran dos métodos de estimacién: maxima verosimilitud (MV) y méxima verosimil-
itud restringida (MVR). Con el método de MV los componentes de las varianzas tiende
a subestimarse, esto se debe a que no se toman en cuenta los grados de libertad que se
pierden al estimar los efectos fijos, 3. Para obtener la matriz de informacién observada
se utiliza la rutina LME con el método de estimaciéon de MV.

Para hacer inferencia sobre los pardmetros, se consideran las propiedades asintéticas
de los estimadores de méxima verosimilitud. En Pinheiro (1994), se muestra que bajo
ciertas condiciones de regularidad, los estimadores de méxima verosimilitud del modelo

lineal y de efectos mixtos, son consistentes y asintéticamente normales.

19



2.5 Modelos

En este trabajo los dos criterios para tiempos de paro que se proponen son analizados
para modelos de degradacién lineal. Especificamente los modelos de efectos mixtos que
se consideran son los siguientes: modelo con intercepto aleatorio y pendiente fija, con
intercepto fijo y pendiente aleatoria y el modelo con intercepto y pendiente aleatorios.
Dichos modelos se presentan a continuacion.

Cuando se tengan trayectorias no lineales, se buscard algin tipo de transformacién
para obtener trayectorias lineales. Por ejemplo, en muchos casos con la funcién logaritmo

es posible obtener modelos lineales.

2.5.1 Modelo de intercepto aleatorio

El modelo més simple que se va a considerar es un modelo con intercepto aleatorio y

pendiente fija. Este modelo se representa como

Yij = D (ti;) + oeij = By + oub; + Bty + o€y,
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donde

B, es la media poblacional del intercepto,
B es la pendiente,
b ~ N(0,1), o, >0,

Eij N(O,l), o> 0.

En degradacién el pardmetro 3, representa el desgaste inicial de las unidades y 3, la
tasa o velocidad de desgaste. Esto pardametros también son ttiles para representar los
tipos de materiales con los cuales estdn hechas las unidades. La coleccién de variables
aleatorias b; y €;; son independientes. En este caso las observaciones entre individuos son

independientes, pero no dentro de cada individuo. Ya que para j # k

Cov(Yi;,Yie) = E (Y — By — Bitij) Yie — By — Bitix)
= F (O’bbi + Uéij) (O’bbi + Jéik)

_ 27m2 2
= o0, Eb; = oy,

2
Ty

o+ 02

P (Y;jv Y;k)

Observe que bajo las suposiciones del modelo, la correlacién entre cualesquiera dos
observaciones de la misma unidades es constante. Es decir, no depende de la distancia

que existe entre ellas, ni de la unidad a la que pertenecen. Ademas, cuando la varianza
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del error de medicién es pequena en relacién a la varianza entre unidades, la correlacion

al interior de las unidades es cercana a uno.

Como
Yij| b ~ N(ﬁo"’_abbi +51tzj702) ;o J=1.m
b ~ N(0,1); i=1,...,m,
entonces
Y, ~ N (Bl + B1ti, %),
donde

Ei = 0'2:[1' + O'g.]l',

con 1; un vector de unos n; X 1 y J; es una matriz de unos de n; x n;. Como

0L + 03 d;| = oD (0 +miop)
2
2 ay -1 L gy,

entonces la funcién de densidad de Y; es

1 1 Ts—1
_ = —5(y—BoLli—p1ti) B, (y—Boli—B1ti) _ 1
in (}’) |2i|1/26 2 0 1 0 1 — o_nl_,l(o.2+nia_§)l/2 X
! (1 % g
Xp | ~52 (y — Boli = B1ti)” (Li— 2ol (y — Boli — B1ts) | -
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in (y) X

o2
1 *Q;Q(Y*Bolifﬁlti)T<Ii ﬁT )(y Boli—B1ts)
iz €XP

1 21 )17 exXp ( (ti- +2y.) By +nfy + =26, Z%tw + Zt
o™i g O'b ] 1
3

[ — 208y + 1252 — 26, (. —an>t61+t262})

02 4+ n;o;

Note que, para a,b,c € Ry t,y € R",

donde

(y —al —bt)" (I—cJ)(y —al — bt)
(y—al—bt)T(y—al—bt) —c(y—al—bt)TJ(y—al—bt)
(y —al)" (y —al) — 20 (y —al)" t + 0*t"t

—c(y —al —bt)" J (y — al — bt)

n

S (0 —a) —2bz t+b2Zt2
j=1
n n n n 2
(Zw—an) —2b <Zyj—an) th+b2 (ZQ)
j=1 j=1 j=1 j=1
Zn:y? —a(t.+2y) +a*n — Qbiyjtj +b2zn:tj2

j=1 J=1 j=1
—c[y? = 2any. + a®n® — 2b(y. — an) t. + b°t?]

n

Y. :Zyj y t.= th-
j=1

j=1

23



De este modo
1 T op
1 - e—m(y—ﬂoli—ﬁlti) (Ii—mh)(y—ﬁoli—ﬁﬁﬂ
U"i’1<02+n,‘¢7§)

= L 7 P (— (ti +2y.) Bo +nBG + =28, Y witis + BT Y 15,
Jj=1 j=1

oni—1 <02 +niaf

o2
+—02 +bnia§ [yQ —2ny.By +n?B2 — 2B, (y. — an) t.B, + t25ﬂ) :

Considerando lo anterior, en McCulloch y Searle (2001) se obtienen expresiones analiticas
para los estimadores de méxima verosimilitud para el caso balanceado. Dichas expre-

siones se presentan a continuacion.

Bo = ?—Bi (2-5)
B - Z?:l (tj _52
' Sy (ti—1) (7 — 1)
) 1 M . ERE SSR
2 _ M(n—l);j_l [?Jij Y —51(5133—96)} :M<n_1)7
. 11 &L . )
o = E(H;jzl(y’_y)Q_ 2)>
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donde

M n
1
y = W ; ; y;; es el promedio global de la degradacién o desgaste,

1< , :
— E ti; es el tiempo promedio,
n

t =
j=1
i 1 ¢ : .
Uy = -~ Z y;; es el promedio de desgaste para la unidad.
j=1

Nétese que los estimadores 3, y ; no dependen de los componentes varianza o2 y o?.
Esto implica que cuando se van a estimar los cuatro parametros del modelo, primero se

estiman (3, y [, v después se maximiza la logverosimilitud perfil
by (Bo: B0, 02)

Las varianzas de los estimadores (3, y 3, son

3 1 2+02+ o’t?
var = —|o —t =
Coom o (4 —-0°)]

0.2

n; 2°
m Zj:l (t; —1)

varﬁl

Para las varianzas de 62 y 67 se obtienen aproximaciones con la informacién de Fisher.
En las férmulas para las varianzas se observa que o7 influye directamente en la var-
ianza de ;. Ademds al separar e incrementar los tiempos de observacién, se tiene una

mayor precisién en las estimaciones de 3, y ;.
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Debido a que este modelo es uno de los més sencillos que se encuentran en el grupo
de modelos lineales de efectos mixtos, fue sencillo obtener expresiones analiticas de los
estimadores de méxima verosimilitud. Sin embargo, esto no sucede con los modelos que

se presentan en seguida.

2.5.2 Modelo de pendiente aleatoria

El modelo de intercepto fijo y pendiente aleatoria es de la forma

Y;‘j =D (tz]) + 0&ij = 50 + (61 + O'bbi> tij —+ O¢&4j,

donde

B, = media poblacional de la pendiente,
op, 0 > 0,
b, ~ N(0,1),

Eij N(O,l)

En forma matricial el modelo queda expresado como

Y =X,8+Zb; +¢,
b~ N (0,0%W),

E; ~ N (0, 0'2:[1‘) s
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donde

i1
Lio Bo
Zz = ) /6 =
b1
tini

Este modelo es un poco mds complejo que el anterior. En este trabajo se intenté obtener
expresiones analiticas para los estimadores de MV. En la bibliografia revisada no se

encontraron expresiones para los estimadores de MV.

2.5.3 Modelo de intercepto y pendiente aleatorios

El modelo que tiene intercepto y pendiente aleatorios se representa como

Y;j:D<t¢j)+0€ij:(504-00[)01)4—(51+Ulbli)tij+a€¢j, j:1,...,ni, ’i:1,...,m.

donde o, 09,01 > 0

b()z 0 1 1Y
~ N ) )
bh 0 P 1
gij ~ N(0,1),

con —1 < p < 1. Las variables aleatorias bg;, b1; son independientes de €;;. En este caso

las observaciones entre individuos son independientes, mas no dentro de cada individuo.
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Bajo el supuesto de normalidad entre by;, y by;, la distribucién de D (t) es

D (t) ~ N (8o + Bit, 05 + 01t* + 2tpogor) .

A estos modelos también se les llama modelos de efectos aleatorios.
Este tipo de modelos representan trayectorias de degradacién lineales, donde el des-

gaste inicial y la tasa de desgaste son diferentes para cada una de las unidades.

2.6 Estimacion de parametros

Como se mencioné anteriormente, en la estimacién de pardmetros se utiliza la funcién
LME (Linear Mixed-Effects), la cual considera dos métodos de estimacién: Maxima
Verosimilitud (MV) y Méxima Verosimilitud Restringida (MVR). Ademds de estos méto-
dos, para estimar los componentes de varianza del modelo se cuenta con el Anadlisis de
Varianza (ANOVA). Cuando se tienen datos balanceados con el método ANOVA los esti-
madores de los componentes de varianza son insesgados. Si ademés de lo anterior se tiene
normalidad de y,entonces los estimadores de los componentes son insesgados, de varianza
minima y sus varianzas muestrales estdan siempre disponibles. Sin embargo, cuando se
tienen datos no balanceados los estimadores bajo este método no son inicos. En modelos
lineales mixtos generalizados el ANOVA no proporciona resultados satisfactorios.

El método de MV es ampliamente conocido. El método de MVR considera en la

funcién de verosimilitud funciones lineales de y, de la forma k”77; donde k se especifica
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de tal modo que £”y no contiene a ninguno de los efectos, los cuales también son parte
del modelo de y. Es decir, en MV se reemplaza y con kZy y con ello se obtiene MVR.

Debido a la restriccién de modelos bajo los cuales ANOVA proporciona resultados
satisfactorios, se prefieren los métodos de MV y MVR. En Searle et. al (2001), Seccién
6.8 se presentan una serie de razones por las cuales se prefieren los métodos de méaxima
verosimilitud sobre el método ANOVA.

Para decidir cudl de los métodos de méxima verosimilitud utilizar, a continuacién se
muestran las ventajas y desventajas de cada uno. Ambos métodos estédn fundamentados
bajo el principio de maxima verosimilitud. El método de MV proporciona estimaciones
de los efectos fijos, pero MVR por si mismo no. En cambio MVR presenta las siguientes
ventajas sobre MV. Primero, con datos balanceados los estimadores de MVR coinciden
con los estimadores de ANOVA; los cuales poseen propiedades deseables. Segundo, con
MVR al estimar los componentes de varianza se consideran los grados de libertad que se
pierden al estimar los efectos fijos; en cambio con MV no. Por 1ltimo, dado que 3 no
esta presente en MVR, los estimadores de los componentes de varianza son invariantes a

3. Las propiedades anteriores permiten que se prefiera el método por MVR.
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Capitulo 3

Planteamiento técnico

En un estudio de degradacion, dos de los principales objetivos son reducir costos de
experimentaciéon y aumentar la precision de estimacion de los valores de interés; tales
como el tiempo medio a la falla i, o un cuantil de la distribucién del tiempo a la falla, ¢,.
Estos objetivos se ven afectados por el tamano de la muestra, la frecuencia de observacion
y el tiempo de terminacion del experimento. Para conducir un estudio de degradacion
eficientemente, es necesario determinar adecuadamente dichos factores.

En la practica, en la planeacién de un experimento de degradacién es comiin que se

presente alguno de los siguientes escenarios:

1. Se fije con anterioridad el tamano de la muestra y la frecuencia de observacién.
En cuyo caso se debe determinar adecuadamente el tiempo de duracién del exper-

imento.

2. Se fije la frecuencia, entonces en el diseno de la prueba de degradacién se pueden
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determinar el mimero de unidades y el tiempo de terminacién del experimento.

En Tseng y Yu (1997) se presenta una regla para determinar el tiempo de terminacién
de un experimento de degradacion, considerando el comportamiento asintético de un
estimador de p. En Yu y Tseng (1998) se propone una extensién del método descrito en
Tseng y Yu (1997), para pruebas de degradacién acelerada. Ambos articulos se basan
en el comportamiento asintético de las estimaciones de fi al incrementar el tiempo de
duracién de la prueba y fijar el tamano de muestra y la frecuencia de observacion.

Por otro lado, en Yu y Tseng (1999) se plantea un disefio de degradacién 6ptimo,
bajo la restriccién de que el costo total de experimentacién no exceda un valor fijado con
anterioridad, escogiendo los valores de los factores que minimicen la varianza de fp.

En una prueba de confiabilidad el interés se centra en una de la colas de la distribucién
del tiempo de vida, mds que en hacer inferencia sobre los pardmetros del modelo de
degradacion. En especial, se desea conocer, con una precisién alta, el tiempo en el cual
falla un porcentaje p de unidades; es decir, se pretende estimar el percentil ¢, con una
varianza reducida de fp. Es por ello que los criterios siguientes se concentran en este
hecho.

El primer criterio que se propone en este trabajo consiste en determinar un tiempo de
paro adecuado y/o un tamano de muestra, pero considerando el comportamiento de las
estimaciones de la varianza de fp. El segundo criterio consiste en determinar un tiempo
de paro y un tamano de muestra adecuados que minimicen una funcién de costos global

de la prueba.
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En este punto es importante recordar que de acuerdo a la definicién de la distribucién
del tiempo a la falla; ver Seccién (2.2), un percentil ¢, de la distribucién no depende de
o?. A continuacién se denotard como 6, al vector de componentes de varianza que no
contenga a 2 y como ¢, = (3,0,) .

Para la formulacién de los criterios se asume lo siguiente:

1. Sea t. un tiempo de paro del experimento. Se asume que es posible tener diferentes
tiempos de paro del experimento. En cada tiempo de paro se estima el cuantil ¢,
del tiempo de vida. Un estimador intuitivo de ¢, esta dado como funcién de los

estimadores de méxima verosimilitud 3 y 8, esto es

2. En cada t,, se estima la varianza de ?,, la cual denotamos como

var [ty

Como el estimador de ¢, es una funcién de 8 y 0, , para estimar var [tp} se considera
una aproximacién, la cual se obtiene con el método delta. Para esto se supone que
t, tiene segundas derivadas continuas con respecto a cada una de las componentes

de B y 6,. Un estimador aproximado de la varianza es de la forma

510 ()"
s [ 220",

oty (¢,)
9 (¢,)
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donde 8(;’2;‘1’;) es el vector gradiente de t, (¢,) , evaluado en ¢,.

En las Secciones siguientes se obtienen estimadores ¢, y para var [{br} .

En las secciones posteriores se presenta desarrollo para obtener ¢, y var [fp} bajo los
tres tipos de modelo de efectos que se encuentran en la Seccién (2.5) .

Es importante mencionar que la precisién de las estimaciones depende de la exactitud
en las mediciones y de la dispersiéon (componentes de varianza) de las trayectorias de
degradacion.

En el segundo criterio, la funcién de costos que se va utilizar contiene costos de
operacion, costos de medicién y costos de las unidades.

Como se puede ver los dos criterios para determinar el tiempo de duracién adecuado
en un experimento de degradacién, influyen el tamano de muestra M; el tiempo de
terminacion t.; la varianza del estimador de ¢,, var [fp] ; y los costos por inferencia y

observacién, CTI y CTO, respectivamente. A continuacion se describen detalladamente.

3.1 Primer Criterio

Intuitivamente, se espera que al incrementar el tiempo de la prueba de degradacién y/o
el tamano de la muestra, las estimaciones de la varianza del cuantil decrecen; es decir,
se obtienen estimaciones mds precisas. Considerando esta tendencia, este criterio fija
un nivel vy de wvar [fp} y la prueba se detiene hasta alcanzar este nivel en funcién del

tiempo de observacién y del nimero de unidades. La regla de paro para este criterio es
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Figura 3-1: Estimaciénes de la varianza del cuantil 10%, al crecer el tiempo de la prueba.

la siguiente.

ter es un t, adecuado si p, = |[var [fp]c — 7| < ¢ para toda ¢ > ¢,

donde ¢ = constante determinada.
Al observar el comportamiento de las estimaciones de var [tp] .» Se tiene otra variante
de este criterio. El cual consiste en detener el proceso cuando el comportamiento de las

estimaciones de var [fp]c tiende a estabilizarse; ver la Figura 3-1. Con ello se tiene una
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variante de la regla de paro del para el primer criterio. La regla de paro es la siguiente

tex es un t. adecuado si 7, = <, para toda ¢ > c¥,

donde § = constante determinada.

3.2 Segundo criterio

El segundo criterio que se propone es 1itil cuando se puede disenar un plan de prueba de
vida. Se define una funcién de costo total C'T, del estudio; la cual es funcién del tiempo

de duracién y esta dada como

OT (t) = CTI (t) + CTO (1)

donde

CTI(t) = K x var [t,]

es la funcién que representa el costo por inferencia; y

CTO (t) = Cops X te X M + Cypy X M

representa el costo de observacién de la prueba de vida mds el costo de las unidades en

muestra.
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Donde K en una constante que representa el costo unitario por pérdida de precisién en
la inferencia. En cualquier estudio, la precisién en la inferencia tiene un costo econémico.
Es claro que al incrementar la duracién de la prueba se reducen las estimaciones de
var [Ap] y en consecuencia la inferencia se realiza con mayor precisién. Esto implica que
la toma de decisiones basada en la inferencia representa un menor costo econémico. De
este modo, el costo CT1 (t) es decreciente como funcién del tiempo de duracién de la
prueba.

Por otro lado, C,, es el costo unitario de observacién. En este costo estdn incluidos
los costos unitarios de operacién, medicién y mano de obra. Asf mismo, C,,; representa
el costo por unidad en prueba. Para un M fijo, la funcién CTO (t) es creciente, ya que
a mayor tiempo de duracién, mayor es el costo total de ejecucion del experimento. Este
costo también es creciente como funcién de M.

Al sumar las funciones anteriores, se obtiene una funcién convexa, cuyo minimo pro-
porciona el costo global minimo del experimento; ver Figura 3-2.

El segundo criterio que se propone combina los dos tipos de costo. De este modo el

segundo criterio consiste en determinar el tiempo de paro que proporciona el menor costo

total del estudio. La regla de paro es la siguiente

te- es un t. adecuado si CT (t) < CT (t.) para toda ¢ > ¢,

Estos criterios surgen ante la necesidad de dar solucién a los problemas que se plantean

en la practica.
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Figura 3-2: Gréfica de la funcién total de costo.
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Como se puede observar, los criterios que se proponen en la tesis determinan tiempos
de paro para diferentes tamanos de muestra, cuando la frecuencia de observacién es fija
y se tiene alguna estimacién de los pardmetros.

En la literatura revisada se encontraron algunos articulos donde se proponen pro-
cedimientos para disefiar pruebas de degradacién. En Tseng y Yu (1997) proponen un
método para determinar el tiempo de paro en un experimento de degradacion, el cual se
fundamenta en la propiedad limite del estimador de la media de vida ji, cuando el tiempo
de duracién de la prueba de degradacién se va incrementando. El experimento se detiene
cuando [i se estabiliza.

En Yu y Tseng (1998) se presenta un procedimiento intuitivo para determinar el
tiempo de paro en una prueba de degradacién acelerada. El procedimiento es una com-
binacién del enfoque que se muestra en Tseng y Yu (1997) con los modelos para pruebas
de vida acelerada.

En Lu y Meeker (1993) se proponen modelos estadisticos y métodos para el andlisis
de datos de degradacion, los cuales tienen como fin estimar una distribucién del tiempo
a la falla. Los modelos de degradacién que se consideran son no lineales y de efectos
mixtos. Los modelos trabajan bajo el supuesto de que el vector de efectos mixtos o una
reparametrizacién de ellos siguen una distribuciéon Normal multivariada.

En Yuy Tseng (1999) se propone un disefio 6ptimo para un estudio de degradacién. El
cual consiste en encontrar una combinacion éptima de las variables: nmimero de unidades,

frecuencia de observacién y tiempo de paro. Bajo la restriccién de que el costo total (CT)
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no exceda una cantidad especifica (C'), las variables ¢ptimas de decision (M, frec, y t.) se
obtienen al minimizar la varianza asintética de un percentil estimado fp de la distribucién
del tiempo de vida.

Por ultimo en Yu y Chiao (2002) se propone una regla de identificacién bajo un diseno
factorial fraccionado. Para esto se deriva un plan de prueba 6ptimo; el cual se obtiene
al minimizar el costo total del experimento, bajo la restriccién de que la probabilidad de
identificar correctamente los efectos de los factores, sea mayor que una cantidad especifica.
La combinacién éptima de las variables de decision se determinan al minimizar el costo

total, ya que la funcién de costo total se puede caracterizar por estds variables.

39



Capitulo 4

Verosimilitud

En este capitulo se presentan los elementos técnicos necesarios que se requieren en el
planteamiento de los criterios de tiempos de paro ya mencionados. Como se sabe am-
bos criterios dependen fuertemente de las covarianzas de los estimadores de MV de los
pardmetros del modelo, esto es, dependen de la precisién de las estimaciones de maxima
verosimilitud. En el presente capitulo, considerando las propiedades asintéticas de los
estimadores de MV, se muestran dos medidas aproximadas para estimar var [fp}. Estés
medidas son la informacién observada y la informacién de Fisher esperada evaluada en
las estimaciones de méxima verosimilitud de los pardmetros del modelo. De este modo,
en la Seccién (4.1) se presentan las propiedades asintéticas de los estimadores de MV,
en la Seccién (4.2) se obtienen la funcién Score y la matriz Hessiana de los pardmetros
del modelo lineal marginal de efectos mixtos. En la Seccién (4.3) se obtiene la infor-

macion esperada, las expresiones de los cuantiles de los modelos que se analizan en este
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trabajo y finalmente, por el método delta, se obtienen expresiones para las varianzas de

los cuantiles.

4.1 Propiedades de los estimadores

Bajo condiciones de regularidad, se tiene que el estimador de méxima verosimilitud ¢ se

distribuye asintéticamente como

"IN (9,17 (9)),

donde I (¢) es la informacién esperada o informacién de Fisher. La informacién de Fisher

esta dada como

Pl (¢
10)--£ |55,
oJolelo}
donde g;gi’; son las segundas derivadas parciales de la funcién de logverosimilitud [ (¢) .

La informacién de Fisher esperada es una medida de la precisién promedio que puede
ser obtenida sobre un nimero de repeticiones del experimento. Las segundas derivadas
de la logverosimilitud indican la curvatura o concavidad de la funcién de verosimilitud
alrededor del estimador de MV. Con tamanos de muestra grande la concavidad es mayor;
lo cual se interpreta como una mayor precisiéon en las estimaciones.

Cuando no hay censura o no se tienen datos truncados, I(¢) depende del modelo
subyacente, de sus pardametros desconocidos ¢, del tamano de la muestra M y de las

covariables.
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La informacién de Fisher esperada es 1til en la planeaciéon de experimentos, ya que
proporciona informacién antes de conducirlo, esto se puede ver en Fisher (1973). Por
ejemplo, para la planeacién de un prueba de degradacion es posible que solo se conozcan
la forma del modelo, pero con respecto a los pardmetros se tenga informacién sobre un
rango de posibles valores de ¢. En esta situacién la informacién de Fisher esperada puede
ser un elemento importante para disenar dicha prueba.

Bajo condiciones de regularidad, un estimador consistente de I (¢) esta dado por la

informacioén observada,

’L(¢)

donde las derivadas son evaluadas en ¢ = ¢. También una estimacién local de I(¢) se
obtiene al evaluar las derivadas en las estimaciones de médxima verosimilitud, como se

muestra

1(3)--2 218

o=b
Este estimador es poco usual; ya que es dificil obtener los valores esperados. En Meeker
y Escobar (1998) se menciona que no se tiene una ventaja clara al utilizar I <(}b) , en
lugar de J ((2)) .

Efron y Hinkley (1978) estudian la informacién de Fisher esperada evaluada en el
estimador de MV y la informacién observada como una medida de precisién de la es-
timacién de MV de un pardmetro. Desde un punto de vista frecuentista prefieren el

inverso de la informacién observada sobre el inverso de la informacién esperada evaluada
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en la estimacién de MV como una aproximacion de la varianza de (25, ya que proporciona
mejores estimaciones.

Fisher (1973) enfatiza la importancia de usar la informacién observada después de
conducir el experimento. En Difaz-Francés (1998) se menciona que en muestras finitas
se debe tener precaucién en usar J ({b) el (&) como aproximaciones de la varianza
de é& Ademss, se menciona que ninguna de estas matrices se puede usar de manera
aislada como estimadores aproximados de las covarianzas de 55 Para considerar a J (0)
como una medida de la precisién, se debe considerar conjuntamente con la funcién de
verosimilitud.

En este trabajo se consideran y analizan J ((Ab) el ((Ab) como aproximaciones de la
varianza de g?) En el andlisis se observé que las estimaciones de la varianza de é& con la
informacién observada son menores que las que se obtienen con I (q?)) . Para tamanos
de muestra grandes son similares, esto se debe a que asintéticamente ambas covergen a
1(¢).

Tomando en cuenta que la funcién de verosimilitud contiene toda la informacién del
pardmetro en la muestra, se prefiere utilizar la informacién observada como indicador de
la precisiones de la estimaciones de MV, puesto que J ((}b) contiene practicamente toda
la informacion sobre la curvatura de la funcién de maxima verosimilitud alrededor de ¢.
Esto es cuando [ (¢; datos) es simétrica. En otros casos, J (é&) y derivadas de [ (¢; datos)
de un orden mayor contienen la informacién de [ (¢; datos) . De este modo, J ((}b) es una

medida de precision.
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También es posible que se prefiera J ({b) , ya que con I (&) al integrar para obtener
valores esperados puede suceder que se pierda informacién.

Por definicién las segundas derivadas de la logverosimilitud indican la curvatura o
concavidad de la funcién de verosimilitud alrededor del estimador de MV. Cuando el
tamano de la muestra es grande la concavidad es mayor; lo cual se interpreta como una
mayor precisién en las estimaciones.

En confiabilidad se tiene interés en hacer inferencias sobre funciones de los pardmetros,
méds que en los pardmetros del modelo. Sea la funcién g (¢); la cual supongamos tiene
segundas derivadas parciales continuas, con respecto a los elementos de ¢. Para este tipo
de funciones el estimador de MV de g (¢) es g = ¢ (&) , si la funcién es uno a uno. Por

el método delta

donde %(Z’) es el vector (o matriz) gradiente evaluado en . El método delta se describe
en el apéndice.

En particular, el presente trabajo se concentra en la estimacién de cuantiles ¢, de
la distribucién del tiempo de vida y en las estimaciones de las varianzas de fp. Bajo
un modelo de degradacién D (t;3,0), un cuantil del tiempo de vida es funcién de 3
y 6. Entonces el estimador de MV de t, (¢) es fp. Para una gran variedad de modelos
D (t;3,0) no se tienen expresiones analiticas para ¢, (3,6), en cuyo caso estimaciones

del cuantil se obtienen por métodos numéricos. Aqui se consideran tres tipos de modelos

lineales y bajo los cuales se obtuvieron expresiones analiticas de t,.
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A continuacién se obtienen la funcién Score y la matriz Hessiana, que se requieren

para obtener estimaciones de la var [fp] .

4.2 Funcion Score e informaciéon observada

Como se recordard, en el modelo lineal de efectos mixtos los pardmetros son ¢ =
(8,0,0?), donde 3 es el vector de pardmetros de efectos fijos, 8 al vector que contiene
los pardmetros distintos de la matriz de covarianza W.

La funcién de logverosimilitud del modelo lineal de efectos mixtos esta dada como

M M
I (¢; datos) = —% (Z log [ Vil + 3 [ (vi = XiB)" Vi (3 - Xﬁ)]) ,
=1 =1

donde V; (8,0?) = Z, WZ! + o1 .
La funcién Score Sc(¢) y la matriz Hessiana J (¢), como se prueba en el apéndice

estdn dadas por

M
22 XIVit(y: — BX))

N | =

i_i <tr <V;127V;> — (yi = XiB)" Ak (yi — Xz’ﬁ))
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J(9)
; XTIV X, %X}“ A,
donde
r=y;,— X;8, Ay \;12)\9/;g z
y

OAi dV; 8V 0’V dV; AS
7 :V~_1 1 7 _ 7 '_1 7 -1
90, ( 50,V o0, T og0m. o0V aeh)v

4.3 Informacién de Fisher esperada

La informacién de Fisher esperada, por definicién es menos el valor esperado de los
elementos de la matriz informacién observada.
Como se prueba en el apéndice, la informacién de Fisher esperada correspondiente al

modelo lineal de efectos mixtos, queda expresada como

M
Y XTVX, 0
Ig) = | = y 2 (1)
1_92V; _ 0A;
0 %Z:Zl [Vz 90,00, — Aun, 30r aehkv]
M
S XIVX; 0
_ i=1
~19V;
0 %zltl"[ i aekvilaeh
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la cual es diagonal por bloques. En la Seccién (7.2) del Apéndice se presenta el desarrollo
algebraico para obtener la informacion de Fisher esperada.

Dado que
0?1 02l
EF|l——=| =0 E|l——| =0
{85804 ' {3[3302} |
entonces 3 es ortogonal con 8 y o.
Al ser I(¢) diagonal por bloques implica que la matriz inversa [I (¢)]™" también es
diagonal por bloques. Por lo tanto, el estimador de méxima verosimilitud B es asintoti-

camente no correlacionado con 6 y 6.

De lo anterior también se puede concluir que

M
B N (ﬂ, »oxt V;lXi>

=1

y
é aprox 0
I:\) ) I;ulb (97 U) )
o o
donde
1 & OVi. OV
I (0,0) ==Y tr| VitV 2t
sub ( 70) 2 Z r [ 7 aek 1 8«9h )

i=1
es una submatriz de I(¢).

Es importante mencionar que las propiedades asintéticas anteriores son vélidas para
los estimadores obtenidos por méxima verosimilitud, asi como para los estimadores por

méxima verosimilitud restringida.
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Cuando se calculan intervalos de confianza, la funciéon LME de S-Plus reparametriza
las desviaciones estdndar como su logaritmo y las correlaciones p, como logit generaliza-

dos; es decir

14
1—p’

logo® y log

con -1 <p<1
Esta reparametrizacion se le llama parametrizacién natural y tiene la ventaja que los
pardmetros no estan restringidos, ya que toman cualquier valor real. Ademd&s permite
que se cumplan mejor las propiedadades de normalidad en los estimadores de MV.
Dado que en este trabajo se consideran los parametros originales del modelo y las esti-
maciones se obtienen con la funcién LME de S-Plus, entonces se realiza la transformacion

correspondiente al hacer inferencia sobre los pardmetros originales del modelo.

4.4 Informacion de Fisher esperada: casos

En la tesis se analizan tres tipos de trayectorias lineales: modelo con intercepto aleatorio
y pendiente fija, con intercepto fijo y pendiente aleatoria y el modelo con intercepto y
pendiente aleatorios. En cada caso las unidades tienen el mismo nimero de mediciones, es
decir, los datos estan balanceados. Tomemos, n; = n, parai = 1,2, ..., M. La informacién
de Fisher esperada correspondiente a cada uno de los modelos de interés se obtiene a

continuacién.

48



4.4.1 Modelo con intercepto aleatorio

En el modelo con intercepto aleatorio la matriz de covarianza de Y; es

V= Z,9Z] + 0’1 = 0;Z,Z] + 0’1

con Z{ = (1,1,...,1);,,, . En este caso 8 = (0, 01) = (03,0) .
Sustituyendo la derivadas correspondientes en la informacién de Fisher esperada que
se presento en la Seccién anterior, la informacién de Fisher esperada para los pardmetros

de este modelo es de la forma

1(3.0)
M
Y XIVIX; 0 0
i=1
= 0 1 % tr [402VfIZ-ZTV-_1Z<Z»T} 1 % tr [40 0V»‘1Z-Z-TV-_1} ;
2 ~ bV 14544 i 144 2 ~ b 7 154 i ’
0 3 % tr 40,0V, 'V Z,ZT Ly Vvt
5 oV, Vi Z,ZT] L3 tr [402V IV

i=1 i=1

donde tr [40,0V; "V 'Z,Z]| = tr [40,0V;'Z,ZI'V '] . El desarrollo algebraico para

obtener esta matriz se presenta en el Apéndice.

4.4.2 Modelo con pendiente aleatoria

En el modelo con pendiente aleatoria la matriz de covarianza de Y;

V= Z,YZ! + 0’1 = 07 Z;Z] + 0’1
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con Z,LT = (tl,tg, e

Entonces la informaciéon de Fisher esta dada como

13, ¢)

M

S XIVIX,
i=1

M
= 0 1> tr [40PV; 22TV 22T
=1
M
0 1> tr [4oyo V'V ZZT

=1

El desarrollo para obtener la informacion esperada se

Apéndice.

+tni)1xn, - En este caso 0 = (05, 0)) = (0,0).

1

M
p o tr (40,0 V1 Z,ZTV ]
=1 u
Sotr [402V; VT

=1

1

2

presenta en la Seccién (7.2.2) del

4.4.3 Modelo con intercepto y pendiente aleatorios

En el modelo con intercepto y pendiente aleatoria, la matriz de covarianza de variable

de respuesta Y; es

V, =Z,9Z" + o1,

donde ZT = . En este caso ¥ =
ti1

y 0 = (09,01,p,0).

tini

En forma similar
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2
0001p 01

a los modelos anteriores, la informacién esperada se obtiene al



sustituir las derivadas correspondientes en 4.1. Asi

0 Iy Iz Iog Iy
1B,0)=| 0 Iy Ly Ly I3 |-

0 Iy Iy Iaa Iy

0 Isg Is3 Isa Iss

donde los elementos de la matriz I (3, 0) estdn dados como

M
Iy =Y XV 'X,
=1
M 2 2
1 1 0g 01p S 09 O1p
Ipg = §Ztr V;1Z; ZIv; 'z,
=1 op 0 op 0
M
1 0 oop 0 oop
Iy = 5 > ot | V', ZIv; 'z,
=1 oop 207 oop 207
M 0 0 oo
1 0001 0v1
L= 5 > ot | V'Z 7TV 1z,
=1 0001 0 0001 0

1 M
[55 = 5 ;tr [40'2V;1V;1] s

o1




M 2 0 o
1 0o O1p 0P
_[23 = _[32 = 5 Ztr -\/-Z_IZz Z,ZTVZ_IZI Z,ZT 5
=1 op 0 oop 207
M 2 0 ogo
1 0o O1pP 001
IQ4 = _[42 = 5 Ztr V;lzz ZZTV;IZ, i y
=1 g1p 0 0001 0
M 2
1 0o 01p
Is = Iy = 5 Ztr 20V;1Z; ZIv:ty,
=1 o1p 0
M 0 0
1 0001 oop
134 = I43 = 5 Ztr \f;lzz Z?V;lzz Zz—' y
=1 opor 0 oop 207
M 0
1 aop
Is = I = 5 Ztr 20V 1Z; ZIvt| |
=1 oop 207
M 0
1 0001
Ls=Iu=3 Ztr 20V 1Z; ZIvit
=1 0001 0

Las matrices de derivadas parciales de V; se encuentran en la Seccién (7.2.3) del Apéndice.

4.5 Cuantil ¢, del tiempo a la falla
Un cuantil ¢, de la distribucién del tiempo a la falla se define como,
p:P(TStp> :FT(tp§¢r) :P(D(tp§¢r) > Dy).
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El interés en este trabajo se centra en la estimacién de cuantiles inferiores, 0 < p < 0.5.
Algunas veces ¢, no tiene forma cerrada, afortunadamente para los modelos que aquf se
analizan se obtuvieron formas cerradas para t,.

Note que en la definicién de cuantil no interviene el pardmetro o. Recordemos que ¢,
contiene los parametros del modelo, excepto a o.

Por la propiedad de invarianza de los estimadores de MV, el estimador de MV de ¢,

€s

Al ser un estimador de MV posee las propiedades asintéticas de este tipo de estimadores.
Asi, para muestras grandes fp se distribuye aproximadamente como Normal con media
t, y matriz de covarianza var [fp} .

Como la varianza de fp no se puede obtener en forma directa, se obtiene una aproxi-
macién con el método delta. Este método se puede aplicar siempre que ¢, como funcién
de los pardmetros tenga segundas derivadas continuas con respecto a los elementos de

¢,. Suponiendo lo anterior, se tiene que

var [t,] ~ [%j;’“)} var [QAST] [%Tl | (4.2)

donde %ﬁ” es el vector gradiente de ¢, (¢, ), evaluado en b,
Observe que una estimacién de var [fp] queda determinada al estimar var [(}5,] . De

los resultados obtenidos en la Seccién (4.3) para los modelos lineales de efectos mixtos,
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dos estimadores aproximados de var [¢T] son:

i (8) =3(8)

wars (3,) = 1)y 25,

donde J (¢,) = [—gj}l(—g;f)‘%} es la submatriz de J (¢) que no contiene las derivadas con
respecto a 0% e I(¢,) es la submatriz de I(¢) que no contiene los valores esperados de

las derivadas con respecto a o2. Al sustituir estos estimadores en 4.2 se generan las dos

estimadores locales de var [fp} ;

o1 Oty (@) 4\ Lot (¢,)"
vary [tp} = géj} )J (qu) g((p(ﬁ )
y
. oty (@, _ oL, (o,
vars [f)] = 22 1 g1 g, Peil),
con
M M
Z X?V; IXi Z X?Aikri
J (qAb > = =1 i=1
T %XTA r 1 M <tr |:V71 82V, _A %i| _rTaAikr'>
= ) ikts 21':1 i O¢p0dy Zh@(ﬁk i Dy, 1

¢,.=,
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M
S XIVAX; 0
I <¢T) - =1 M )
v, d
0 32t PV
donde las derivadas parciales son evaluadas en g?)r y donde
dV;
=y; — X, Ay =V
r=y; — X8, k o0,
y
=V, (- V — V V.
L ! ( L 89k ath&qbk 90, 89

Las estimaciones de var; [fp] y varg [fp] se obtienen al evaluar las expresiones an-
teriores en las estimaciones de MV del vector de pardmetros ¢,. Mediante estudios de
simulacion se estimardn y se comparardan ambas varianzas.

En la siguiente seccién se obtienen expresiones para los cuantiles del tiempo a la falla;

asf como las varianzas de los ?,,, para cada uno de los modelos de degradacién en estudio.

4.6 Cuantiles y estimadores de varianza de fp . Ccasos

Dado que cada uno de los modelos que aqui se estudian tiene sus propias caracteristi-
cas, fue necesario obtener las expresiones del cuantil ¢, y la varianza de su estimador
vart, <¢T> para cada modelo. Para las simulaciones de los criterios de tiempos de du-

racion se cre6 un programa para cada caso. A continuacion se obtiene las expresiones de
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los cuantiles y las varianzas aproximadas.

4.6.1 Modelo de intercepto aleatorio

Dado el modelo con intercepto aleatorio y pendiente fija,
Yij = Bo + oobi + Bitij + o€y,
sea T el tiempo de falla para un nivel de falla D; > 3. Luego

Fr(t) = P(T <t)=P(By+0ob+ Byt > Dy)
b> Df_ﬁo_ﬁlt) :1_(D(Df_50_51t)

(122 2
(

U e -25)
0o 0o 51 .

la cual resulta ser una Normal:
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La distribucién de T' depende de tres pardmetros: 3, 5; y 0o. Note que, bajo este modelo,
P(T<0)=9¢ (—D’;—;’BO) > 0. Por lo que se espera que Dy > [, + 0¢. El modelo es
bueno si la componente aleatoria del intercepto es pequena con respecto a la componente
fija y que Dy > f3,. Pues si esto se cumple, P (T < 0) se puede ser insignificante.

Sea t,, un cuantil de interés, con 0 < p < 1. Luego,

_ Dy —Bo+ 0%

tp B,

Entonces por la propiedad de invarianza el estimador de MV de ¢, es

() = br - BBO;L Doy,

Por el método delta una aproximacion de la vart, <$T> se obtiene de la siguiente forma.

Sea
g (60751700) = tp <¢T) )
luego,
ot, B (_i Dy — By + 002 @)
9 (Bo, B1.00) N 61’ 5% 751 '
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Entonces por el método delta,

T
1 1
B1 B1
- Dy— -1 Dy— :
vart, = | _LPizforooz I (By, 51, 00) _w
1 1
Z Zp
B1 B

donde las derivadas son evaluadas en <60, By, 570> e

M
> XTIV X, 0
I<60761700) = = M
0 . Zl tr [403 V' Z, 2TV 2,27 |

M
El elemento Y X7V 'X; es una matriz de 2 x 2 y ZI' = (1,1,...,1),,,, -
i=1

Los estimadores de var [t,]que se presentaron en la Seccién (4.4) para el modelo con

intercepto aleatorio quedan expresados como

T
_1 _ 1
Bo Bo
A _ D _A R 1 ~ A A D _‘ ~
varity = | LBy |37 (B By Go ) | Relnroon
B1 B1
B1 B1
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1 —1

o S XIVIX, 0
mztp = _Df*BBOZJF&OZp =1 . X X
1 0 LSty 4&3V;1z¢z;f’v;1ziz?]
Z i=1
B1
1
Bo
X _Df*BAo;r&oZp ,
B1
Zp
3,

donde V; (é) = 522,27 + 6L

4.6.2 Modelo de pendiente aleatoria

Dado el modelo con intercepto fijo y pendiente aleatoria
Yij = Bo + (B1 + 01bi) tij + ociy,

donde

6075170170—>07 b’LNN(OJ]-)7 gleN<O71)

Sea T la variable aleatoria que representa el tiempo a la falla para un nivel critico de falla

Dy; con Dy > (3. Una unidad falla cuando la trayectoria de degradaciéon D (¢,6) > Dy.
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Luego la distribucién del tiempo a la falla se puede obtener como

P(T<t) = P(By+ (B, +01b)t> Dy)

O'lt
= 1—-® (Df_50_51t>
O'lt
_ (I)(ﬁlt_(Df_ﬁO>) :q)(&_Df_ﬁol)'
o1t 01 01 13

Note que bajo este modelo, P (T < c0) = ® (%) . Por lo que se espera (3; > o, para
que la distribucién anterior sea una buena aproximacién. Por ejemplo, 5, > 507. Esto
quiere decir que el modelo de pendiente aleatoria es bueno siempre que la componente
aleatoria sea signicativamente menor que la componente fija.

La densidad de T es

fr () = 220 (& S ‘501)

01 01 01 t

A este tipo de distribuciones se les conoce como distribuciones de Berstein.
A partir del cuantil z, de la Normal estdndar, se puede obtener el cuantil ¢, del tiempo

a la falla, de la manera siguiente
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Esto implica que

_ B Dr=5B1

Z.
b 01 01 tp

Despejando, ¢, queda expresado como

. _ D=6y
P 6 1 Zpo'l 7
bajo la restriccion de Dy > 3. Por la propiedad de invarianza el estimador de MV de ¢,

€s

tp (&r) = M-

b1 — zp01
Por el método delta una aproximacién de la vart, ((23,) se obtiene de la siguiente forma.

Sea

g (60751701) = tp (¢r> )

luego el gradiente es

T
1
Bl_zpo'l
L — __Ds—py
a(ﬁ&ﬁbo_l) (51*21701)2
(Df_ﬁo)zp
(51‘%01)2
Entonces
T
_ 1 _ 1
B1—zpo1 B1—2po1
var [t,| = | __Pi=Bo__ It 01 __Di=Be _
) (Br—2p01)” (B, B1,1) Grzpo)® |
M (Df*BO)Zp
(B1=2p01)° (Br1—2p01)”
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donde las derivadas son evaluadas en (BO, Bl, &1) y Z1 = (t1,t9,. ..

M
> XTVIX;

I(ﬁo:ﬁlval) = =1

Mz

I
—

1
2
%

,tn,). Con

tr [403V; ' Z, 2TV 2,27 |

Los estimadores de var [fp} que se presentaron en la Seccién (4.5) para el modelo con

pendiente aleatoria quedan expresados como

T
_ L _ L
Bo BO
Wlfp — _foﬁf)jé‘lzp J—l <50’ 51’ 6.0) _foﬁf);&lzp
B1 b1
b1 B1
y
T
_f% X T~Yr—1
0 _
. . Z X; Vi X 0
varst, = | _LDibotoin i=1
~2 M
& 1 ~2X7—1rg g TX7—1r7 7T
Zp i=1
B1
-1
Bo
X _Df_Bf)z‘F&lzp
B1
Zp
B1

donde V; = 627,27 + 6°1.
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4.6.3 Modelo con intercepto y pendiente aleatoria

Dado el modelo para trayectorias lineales con intercepto y pendiente aleatorias

Y;j:D<t¢j)+0<€¢j:(50+0050i)+<51+01b1i)tij+0€¢j, j:1,...,ni, ’i:1,...

donde

o,00,01 > 0, ~ N , ;g ~N(0,1).

Aquf las variables aleatorias by; y b1; son independientes de €;;. En este caso las observa-

ciones entre individuos son independientes, més no dentro de cada individuo.

Bajo el supuesto de normalidad entre by;, y by;, la distribucién de D (t) es

D(t)~N (50 + Byt 0f +oit? + 2t00001) .

Dado el nivel critico de falla Dy, la distribucién del tiempo a la falla se puede obtener
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CO1mo

Fr(t) = P(By+ Byt + oob’ +o1b't > Dy)

= P (oo’ +o1b't > Dy — B, — Byt)

_ P O'()b()—l-alblt > Df_ﬁo_ﬁlt
VO + 02+ 2tpogoy  \/0p + 02 + 2togo1p
_p O'obo—i‘O'lblt < 50+51t—Df
Vo2 + 02+ 2tago1p /0 + 02 + 2tog01p
~ & Bo+ Bit — Dy ) .

Vo2 + 02+ 2tagorp

De hecho la aproximacion

+ Byt —D
Fr(t)~ @ f” fl 2
Vo2 + 03t + 2tagorp

es buena si (Dy — ) /oo y B1/01 son grandes. Por ejemplo

Dr=bo b g

0o 01

Lo anterior se debe a que en t = 0 y para t — 00, se debe cumplir

Fr(0)=0~® (_Df_—ﬁo>

0o
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t—o0
t—D
~ lim @ bo 5y !
=00 \ \/o? + 032 + 20001 p
— lim ® Bo — Dy + Ot
t—oo  \ (ol 4+ oH2 + 2togo1p  \/od + 032+ 2tago1p
= lm® &l

(Z—é% + 200010 4 52
_ 9 (&) |
01
Esto significa que en la practica la distribucién del tiempo a la falla es la expresién (4.3),
siempre que la variabilidad explicada de la degradacién por los términos comunes de las
unidades es mucho mayor que la variabilidad explicada por los términos dentro de las
unidades.

Como la varianza de D (t;;) depende del tiempo, entonces la distribucién de 7' no es
una distribucién Normal. A este tipo de distribuciones se les conoce como distribuciones
de Bernstein.

En el presente trabajo se requiere estimar un cuantil ¢, inferior de 7. El cuantil se

puede obtener de la distribucién aproximada para 7', como se muestra en seguida. Dado

que
Bo+ Bity — Dy
\/a% + 03t2 + 2togo1p

p=Fr(t)=2e =P (2),
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entonces

60 + 51tl)

<0.
\/0(2) + 03t 4 2togo1p

Zp:

De lo anterior se obtiene la ecuacion

(51_2 ‘71) ;2;_2[<Df_50)51+212>‘70‘flp] tp+<Df_50) ~ 2 Uo 0.

Resolviendo la ecuacién para t, se tiene

. = 4.5
! Bl — 2301 (45)
B i\/[(Df — B) By + Zo0onp]” — (8} — 2202) [(Dy — By)* — 2303]
Bi = 230t
Aqui hay dos restricciones naturales
D, —
0<t,< Dy — Py
5

[(Df — Bo) B1 + 2500010} (51 Z (71) [(Df - 60) 220(2)]

Esta tltima se puede cumplir facilmente para 0.01 < p < 0.5 si se satisfacen las desigual-
dades en la expresion (4.4).

Sea

9 (B, B1,08) =1 (657*) :
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Defina

A = 6? - ZZU%a
B = (Dy—B,) B+ z0001p,
¢ = (Df - 50)2 - 250(2)7

1/2

D = {B*-AC}"".

Entonces t, se puede expresar como

El estimador de MV de ¢, es

El vector gradiente %tl, (¢,) se obtiene en la Seccién (7.3) del apéndice. Los elementos
de a%rtp son:

_E Kﬁ1 - B)D+A(Df _50)]7

2

5579 (B Bro) = 5 { Dy = o) (D= B) + 5.CL 5 =25, (8- D)},

0 22
87:09 (Bo, B1; 00, 01) = ﬁ (Do1p — Boyp — Aao) ,
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5, 22

A
(60761700701) [DO-OP BUOP_UIO] "‘20'1 (B D)
80'1 A2

0 230001

a_pg(ﬁ(hﬁbo-(ho-l?p): A

(D—B).

Entonces

A 0 ’ 0
var [ P] = (8¢Ttp <¢T)> I_l (6075170—07017p) (%tp <¢T)> )

donde las derivadas son evaluadas en ¢, = </§O, B1, 60,01, 2)) yZI = :
tiv o lin,

con I(5,,3,,00,01,p); como se encuentra expresada en la Subseccién (5.4.3).
Los estimadores de var [fp} que se presentaron en la Seccién (4.5) para el modelo con

intercepto y pendiente aleatoria quedan expresados como

U J Y oli(a o 0
vary [tp] = (%tp (¢T)> Jil (BO?ﬁlaa—Oaé—lab) <£tp (¢7‘)) )

donde las derivadas se evalian en ¢, = (60, B1,00,01, ,b) Dy

Tars [iy] = (%tp(qu))TI1(50,51,00,01, )<8¢> » (D, ))

donde I (BO,Bl,&O,6l,b) es como en la Subseccién (5.4.3) pero evaluada en &T =

(60, B1,60,01, p) . Ademas en este caso,

V; = Z,9Z7 + 671,
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1 -1 . 63 0001p X
con ZI' = y o= ,con —1 < p<1.

Ao 2
tin o0 tin, 0p01p 07

Debido a la complejidad de los estimadores var; [fp] y vars [t,] en este caso solo se
representan en forma genérica. Pero se pueden obtener explicitamente a partir de los

resultados de la Seccién (7.2.3).

69



Capitulo 5

Ejemplo real: Modelo con intercepto

y pendiente aleatorios

En este capitulo se presenta la aplicacion de los criterios planteados para tiempos de paro
en estudios de degradacién. Inicialmente se muestra el andlisis de un conjunto de datos
reales, provenientes de un estudio de confiabilidad; el cual se llevé a cabo en el Centro de
Tecnologia y Productos de MABE en la ciudad de Querétaro. Posteriormente con estos
datos se muestra la aplicacién de los dos criterios de paro para un modelo de degradacion
lineal con intercepto y pendiente aleatorios. Bajo este escenario, se planea el tiempo de
paro antes de iniciar el estudio. Esto significa que se planea el tiempo de duracién del
estudio con la opcién de determinar el niimero de unidades en la prueba. También se
considera el caso cuando el estudio de degradacién estd en proceso y con la informacion

que se esta recopilando se decide el momento de terminar dicho estudio. Finalmente,
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en la aplicaciéon del segundo criterio se planea la prueba, pero minimizando los costos

econdmicos de la misma.

5.1 Analisis de datos

Los datos reales utilizados para ilustrar el procedimiento propuesto en este trabajo para
la terminaciéon de una prueba de degradacién en confiabilidad, fueron obtenidos en un
estudio realizado para la comparacion de la calidad del producto ofrecido por dos provee-
dores diferentes, Pena (2003).

Los datos son mediciones del cambio de color a lo largo del tiempo de una laca que
se aplica a una ldamina de acero. El estudio de degradacion del color de la laca es de
gran interés, ya que este tipo de laca se aplica a las ldminas de acero que se utilizan en
los frentes se algunos modelos de estufas que fabrican en MABE. Este interés se debe
a la necesidad de mejorar continuamente la calidad de los productos. En el proceso de
degradacion de la laca, esta tiende a amarillarse. Entonces en el estudio se tiene interés
en determinar el tiempo en que una proporcién especifica de unidades alcanza un nivel
de amarillamiento, tal que se declara como un defecto de apariencia. Es decir, se desea
determinar un cuantil ¢, de la distribucién de los tiempos a la falla por amarillamiento.

Los datos corresponden a cambio de color observados a través del tiempo. El estudio
se realizé a una temperatura 167°C, con 15 unidades y se tomaron 10 mediciones en cada
unidad.

En la Figura 5-1 se puede apreciar que las trayectorias de degradacion el desgaste del
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Figura 5-1: Trayectorias del desgaste por amarillamiento.

color en las lacas son de tipo lineal y que un modelo de degradacién con una covariable
podria ajustarse adecuadamente a los datos. En esta Figura también se observa que
los interceptos y las pendientes parecen ser aleatorios, ya que son diferentes para cada
unidad.

Como un estudio preliminar, se realiz6 un anélisis de regresién lineal simple para
cada unidad. Esto con el fin de identificar efectos aleatorios en modelo; asf identificar la
estructura de covarianza entre tales efectos.

En la Figura 5-2 se aprecian diferencias entre los interceptos; asi como entre las

pendientes. Esto parece indicar que el intercepto al igual que la pendiente son efectos
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Trayectorias de Degradacion.
Ajuste de un Modelo de Regresion.
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Figura 5-2: Modelo de regresién ajustado a cada unidad.

aleatorios. Al graficar los intervalos de confianza del intercepto y pendiente de cada uno
de los modelos lineales, se observa que la mayorfa de ellos no se intersecta; ver Figura
5-3. Este comportamiento corrobora que los dos efectos aleatorios, ya ,mencionados, son
necesarios para representar la variabilidad entre las unidades.

De este modo, se propone el siguiente modelo lineal de efectos aleatorios,

Yij = D (tij) + oeij = (Bo + oub}) + (81 + ouby) ti; + oeij,

donde b ~ N (0,1), b} ~ N (0,1) y&;; ~ N (0,1) . Esta forma de representar los modelos
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Intervalos de Confianza
(Intercept) horas

T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.015 0.020 0.025 0.030

Figura 5-3: Intervalos de Confianza de los pardmetros de la regresién en cada unidad.
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de efectos mixtos sigue el enfoque de Laird y Ware (1982).

Es importante mencionar que también se ajusté un modelo lineal con intercepto
aleatorio y pendiente fija, con los mismos supuestos distribucionales de normalidad. Al
comparar los dos modelos mediante un andlisis de varianza se observé un p-valor muy
pequeno para la prueba de razén de verosimilitud; la cual es una evidencia de que el
modelo con pendiente e intercepto aleatorios proporciona una mejor descripcion de los
datos que el modelo con intercepto aleatorio.

Modelo ajustado

Para estimar los pardmetros del modelo se utilizé la funciéon LME de S-Plus, con el
método de mdxima verosimilitud restringida. Las estimaciones obtenidas son las sigu-

ientes

B, =0.323, [, =0.0223, 60=0.2557, &;=000383, p=-0434 y 6 =0.111.

De esta tabla se observa que la variabilidad de efecto aleatorio del intercepto es grande,
en relacion a la varianza del efecto de la pendiente. Existe también un correlacién negativa

entre los efectos aleatorios.

Estimacion | Error Estandar | g. 1. | t-valor | p-valor

Bo | -32308 06719 134 | 4.8082 | .0001

By | -02238 .00098 134 | 22.7305 | .0001

En la Tabla anterior sobre la significancia de los coeficientes del modelo, se tienen

p-valores pequenos; lo cual permite concluir que los coeficientes fijos en el modelo son
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altamente significativos. En la Tabla de intervalos de confianza para los pardmetros del

modelo la mayorfa son estrechos, con excepcion del intervalo para la correlacién entre los

Limite inferior | Estimacion | Limite superior
By | 0.191 0.323 0.4551
B | 0.0204 0.0223 0.0243
efectos aleatorios| 4 | 0.1408 0.2462 0.4303
o1 | 0.0021 0.0036 0.0062
p | -0.840 -0.431 0.2887
o | .0929 0.111 0.133

En Figura 7?7 se muestra también que el modelo estimado se ajusta adecuadamente
a las trayectorias de degradacién.

Validacién del modelo

Para validar el modelo, en seguida se realiza un diagnéstico sobre los supuestos dis-
tribucionales del modelo. En los modelos que se han trabajado en la tesis se consideran

dos suposiciones distribucionales: una dentro de las unidades y la otra entre unidades.

e Andlisis de residuales. En la Figura 5-5 se observa que los residuales se distribuyen
simétricamente alrededor del cero y que aproximadamente se satisface el supuestos
de homocedasticidad entre los errores. Ademds se tiene que los residuales no siguen
un comportamiento definido, lo cual muestra que existe independencia entre los
errores. La gréfica de papel normal en la Figura 5-6, muestra que los errores

aproximadamente se distribuyen como una Normal.
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Desgaste del color

Figura 5-4:

Modelo Lineal de Efectos Mixtos, Ajustado
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Figura 5-5: Gréfica de valores ajustados vs residuales.
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Grafica en papel normal para los residuales

Quantiles of standard normal
o
|

2 o -

T T T T T T T
-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3
Residuals

Figura 5-6: Gréfica de papel normal para los residuales del modelo ajustado.
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Quantiles of standard normal

Figura 5-7: Graficas de papel normal de los efectos aleatorios.

e Validacién de las suposiciones sobre los efectos aleatorios. La suposicién de normal-
idad (marginal) de los efectos aleatorios se cumple de manera aproximada; a pesar

de que en el intercepto se observa cierta asimetria y algunos outliers; ver Figura

5-7.

En la Figura 5-8 se observa que existe mayor variabilidad en el efecto del intercepto

que en la pendiente. Ademds se tiene una ligera correlacién negativa entre los efectos

Grafica en Papel de los Efectoa Aleatorios Estimados

(Intercept)

horas
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aleatorios del modelo.

En resumen se puede concluir que el modelo con intercepto y pendiente aleatorios

explica adecuadamente los datos. Ademads, en la validacién del modelo se tiene que los
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Grafica de Dispersion de los Efectos Aleatorios.
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Figura 5-8: Diagrama de dispersion de efectos estimados del intercepto vs tiempo.
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supuestos de los errores y efectos aleatorios se cumplen de manera aproximada.

5.2 Planeacion de una prueba

Se desea planear una prueba sobre el desgaste del color que sufren las lacas. Este estudio
tiene como objetivo determinar, con una precision alta, el tiempo en el cual el 1% y el
5% de las unidades alcanzan el nivel critico de degradacién Dy = 5. Es decir, se desea
estimar los cuantiles t g1 y t,05 de la distribucién de vida con un alto nivel de precision.

Para planear la prueba se cuenta con la informacién sobre el tipo de modelo de
degradacion y con las estimaciones de los pardmetros del modelo que se encuentra en la
seccion anterior.

Antes de planear la prueba vamos a considerar tres escenarios:

e Se determina el tiempo de paro antes de iniciar el estudio. Esto significa que se
planea el tiempo de duracion del estudio con la opcién de determinar el niimero de

unidades en la prueba.

e También se considera el caso cuando el estudio de degradacion estd en proceso y
con la informacién que se esta recopilando se decide el momento de terminar dicho

estudio.
e Se planea la prueba, pero minimizando los costos econémicos de la misma.

En el primero y tercer caso, en la planeacién de la prueba nos apoyaremos en la

simulacién.
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Como se mencioné en el Capitulo 1, en la planeacién de la prueba es importante
determinar el tiempo de duracién del experimento, el nimero de unidades que se van a
someter a prueba y la frecuencia de inspeccién. En la practica es comtin que la frecuencia
de observacion es fija y no forma parte de la variables que se utilizan en la planeacion
del estudio de degradacién. Por esta razén en los criterios de planeaciéon que aqui se
proponen, la frecuencia es fija.

Para una frecuencia de observacién fija de 3 horas se obtuvieron estimaciones de
MYV para diferentes tiempos de terminacién de experimento, t., y para los tamanos de
muestra M = (10,20, 30, ...,150). La primera medicién se consider6 a las 15 horas, el
primer tiempo de paro fue a las 45 horas y el iltimo a las 264 horas. Cada unidad en
prueba tiene el mismo nimero de mediciones y en los mismos tiempos de observacion.

Para obtener las estimaciones se construyé un programa con las funciones de S-Plus,

para lo cual se simularon diferentes escenarios.

5.2.1 Estimaciones de los parametros y su precision

En las Figuras 5-9 y 5-11 se presentan las estimaciones de f3,, 51, 09, 01, 0 y p. En
estas figuras se observa que para un tamano de muestra fijo, las graficas que representan
las estimaciones del pardmetro se comportan en forma errdtica para tiempos cortos en
la duracién del experimento y tienden a estabilizarse alrededor de un valor cuando t. se
incrementa. Asi mismo, al incrementar el tamano de muestra las gréficas de estimaciones

tienden a estabilizarse mds rapidamente y el valor alrededor del cual se estabilizan esta
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mds proximo del verdadero valor del pardmetro. Esta tendencia es similar en cualquiera
de la serie de estimaciones de los diferentes pardmetros del modelo. En la grifica sobre
las estimaciones de (3, y 0( se observa que requiere de un mayor ¢. para estabilizarse.
Esto se debe a que la varianza del efecto aleatorio del intercepto es mayor que los otros
componentes de varianza. Las gréficas con las estimaciones de o para diferentes tamanos
de muestra tienden a estabilizarse rdpidamente al valor poblacional del pardametro; ver
la Figura 5-11.

Este comportamiento quiere decir que después de un cierto tiempo de duracion del ex-
perimento, la informacién que proporcionan las trayectorias ya no mejora las estimaciones
de los pardametros. Es decir, que después de un tiempo de observacion la precision de las
estimaciones ya no mejora. Un comportamiento similar se observa en las estimaciones
de todos los pardmetros.

Noétese también que cada una de las series de estimaciones de un pardmetro especifico
se aproximan a diferentes valores, para tamanos de muestra diferentes. Esto se debe
a que el modelo con los dos efectos aleatorios causa una alta variabilidad. Desde el
punto de vista tedrico, para tamanos de muestra grandes (en este caso mayores de 300
unidades) la serie de estimaciones se aproxima mejor al verdadero valor del pardmetro.
Sin embargo, en este caso los tamanos de muestra considerados son pequenos para ver
algin comportamiento asintético al verdadero valor del pardmetro. En el estudio no
se consideran tamanos de muestra mayores, ya que en este trabajo se pretende simular

escenarios reales.
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Estimaciones de los parametros

Betal

Estimaciones de Beta0
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Tiempo de Duracion

Sigma0.

Estimaciones de Sigma0
0.18 020 0.22 024 0.26

Tiempo de duracién

Beta1
0
N
N
o
- o
8
&
28 ]
(/JO
o
o<
88 1
Eo
fe
S
o
S
50 100 150 200 250
Tiempo de Duracion
Sigma1.
o
TS -
£SO
20
(7]
33
23 |
co
.2
(S
® 2D
£2
S

50 100 150 200 250

Tiempo de duracién

Figura 5-9: Estimaciones de f3,, 31, 0o y 01, para diferentes tiempos de paro.
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Por las propiedades asintéticas de los estimadores de méxima verosimilitud, se consid-
er6 el inverso de la matriz de informacién como una medida aproximada de la precisién
de las estimaciones. Las gréficas de las precisiones correspondientes a las estimaciones
de los pardmetros se presentan en las Figuras 5-9 y 5-11. En estas se puede apreciar que
dado un tamano de muestra fijo, las curvas de varianzas estimadas se comportan errética-
mente para valores de . cortos, pero al incrementar la duracién del experimento tienden
a decrecer y a estabilizarse. Esto significa que después de un cierto tiempo de observacion
del experimento, la ganancia en la precisién de las estimaciones es muy baja o casi cero, a
pesar de tener mayor informacién al seguir corriendo la prueba de degradacién. Note que
al incrementar el niimero de unidades en muestra, las estimaciones de las varianzas son
menores y estdn mads cercanas al cero. Esto es que al incrementar la muestra, se tienen
estimaciones con una precisiéon mayor. Las estimaciones de 3, y 0y son menos precisas;
esto se debe a que la varianza del efecto aleatorio del intercepto con el cual se generaron
las trayectorias de degradacion es alta. Por otro lado, las estimaciones de o tienen una
alta precision.

Por lo anterior, resulta conveniente detener el experimento de degradacién cuando las
estimaciones y las varianzas de sus estimadores tiendan a estabilizarse; ya que la ganancia
en precisién es baja, pero la pérdida econémica es alta.

Como se puede ver en las Figuras 5-9, 5-10 y 5-11 para un mismo tamano de mues-
tra las series de estimaciones de los pardmetros y las varianzas de sus estimadores se

estabilizan en diferentes tiempos de observacion, t.. Resulta dificil determinar un tiempo
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Estimaciones de Varianza de los Estimadores parametros

Varianzas del estimador de BetaO. Varianzas del estimador de Beta1.
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Figura 5-10: Estimaciones de varianzas de BO,BI, 0o y 01, para diferentes tiempos de
paro.
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Estimaciones de sigma y ro, y de las Varianza de sus Estimadores
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Figura 5-11: Estimaciones de o2, p, var (32) y var(p), para diferentes tiempos de paro.

de paro adecuado, tomando en cuenta de manera simultdnea las tendencias anteriores;
excepto cuando se tiene interés en un pardmetro especifico.

El criterio para detener la prueba de degradacion se basa en los objetivos del experi-
mento.

Como se mencioné al inicio de esta Seccién, el objetivo es estimar los cuantiles £ o
y to5 del tiempo de vida; entonces para determinar el tiempo de paro, se consideran los

criterios propuestos en la Secciones (3.1) y (3.2).
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5.2.2 Primer criterio para tiempos de paro

Para la misma frecuencia, tamanos de muestra y tiempos de terminacién que se men-
cionaron en la Subseccién anterior, se estimaron los cuantiles £ o; v t .05, v las varianzas de
sus estimadores, para diferentes tiempos de duracién, t.. En la Seccién (4.5.3) se obtuvo
la expresién analitica del estimador de MV del cuantil ¢, y por el método delta se mues-
tran dos expresiones que permiten obtener estimaciones de la varianza de fp. Las cuales
como se recordard se denotan como vary [fp} y vare [fp} . Ademads también se obtiene
var [fp] . Antes de obtener las estimaciones se verificé que se cumplieran las restricciones
4.4 para poder utilizar fp.

En la Figura 5-12 se presentan las gréficas de las estimaciones de t ¢, var; [fp] y
varsy [t},} para los tiempos de terminacién . y los tamanos de muestra que se presentan
en la Seccién (5.2). En la gréfica de estimaciones del cuantil ¢ ; se observa claramente
que, para un tamano de muestra fijo, la serie de estimaciones del cuantil 0.01 tiene
una tendencia erratica para t. pequenos, pero tiende a estabilizarse cuando el tiempo de
duracién del experimento crece. Ademds, cuando el tamano de muestra crece, las graficas
de estimaciones son mds suaves, se estabilizan més réapido y ademads las estimaciones estan
mas cerca del valor poblacional del cuantil. Note que este comportamiento es similar al
que muestran las estimaciones de los pardametros del modelo.

Con respecto a las estimaciones de la varianza del cuantil, también se aprecia que bajo
un tamano de muestra M fijo, las curvas de las varianzas decrecen con el incremento en

la terminacién de la prueba, pero después de un cierto tiempo tienden a estabilizarse.
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Estimaciones del Cuantil 0.01 y de las Varianzas de su Estimador

Estimaciones del Cuantil 0.01 Varianzas con Informacion Observada
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Figura 5-12: Estimaciones de t g1, var; (tA_m) y varg (tA_m) y los valores simulados de
var (501) .
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Esta misma tendencia se observa en las estimaciones de var; [fp] y vars [fp} . Es claro,
que cuando se incrementa el nimero de unidades en la prueba, las estimaciones de las
varianzas de £, son menores y empiezan a estabilizarse para tiempos de terminacién
reducidos. Esto quiere decir que para un niimero de unidades pequeno en la prueba, el
tiempo de terminacién debe ser mayor hasta observar que se estabilice la precisién que
cuando se tiene un mayor nimero de unidades. pero después de este tiempo la ganancia
en precisién es minima.

En resumen cuando se tienen tamanos de muestra pequenos las estimaciones del
cuantil son més erraticas y estdn mads alejadas del valor poblacional; las precisiones de las
estimaciones son mds pobres y el tiempo de terminacién de la prueba donde se estabiliza
es mayor que cuando el nimero de unidades en prueba es mayor. Sin embargo, en ambos
casos la ganancia en la precision de las estimaciones ya no se incrementa, a pesar de que
la prueba continua.

Al aplicar el primer criterio propuesto en la tesis con M = 20 y M = 60 se observa
en la gréfica de las estimaciones de var, [fp} que en 20 unidades la grafica se estabiliza
alrededor de las 100 horas y que con 60 unidades se estabiliza cerca de las 75 horas de
duracién del experimento. En la grifica de las estimaciones de Uargfp es claro que las
curvas de precisién para estos tamanos de muestra se estabilizan alrededor de los mismos
tiempos.

Con el primer criterio propuesto, se tienen los siguientes planes de prueba de degradacion

para el estudio del desgaste del color en las lacas.
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1. Para una frecuencia de observacién de 3 horas y un tamano de muestra de M =
20, el tiempo adecuado de terminacién la prueba es de t. = 100 horas. Con la
desventaja de que las precisiones de las estimaciones del cuantil ¢y, pueden ser

pequenas.

2. Para una frecuencia de observacién de 3 horas y un tamano de muestra de M = 60,
el tiempo adecuado de terminacién la prueba es de t. = 75 horas. Donde las
precisiones de las estimaciones que se obtengan del cuantil ¢y39; son mejores que las

del plan de prueba anterior.

Resultados similares se obtienen al planear la prueba para estimar el cuantil ¢g 5.
Aunque para este cuantil se obtienen mejores estimaciones que para el cuantil ¢y g, esto

es porque el primer cuantil esta mds cerca de la media de tiempo a la falla.

5.2.3 Segundo criterio para tiempos de paro

Como se mencioné en la Seccién (3.2) el segundo criterio que se propone combina los
costos por precisién en la inferencia, costo de observacion y el costo de la unidades en
la prueba. Este criterio consiste en determinar el tiempo de paro que proporciona el
menor costo total de la prueba de degradacién. Este criterio utiliza las estimaciones de
la varianza del cuantil que se obtienen en el programa para el primer criterio. En este
caso la varianza del cuantil ¢y ;.

Para la planeacién del estudio de degradacién del desgaste de las lacas, se simularon
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Estimaciones del Cuantil 0.01 y de las Varianzas de su Estimador

Estimaciones del Cuantil 0.05 Varianzas con Informacion Observada
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Figura 5-13: Estimaciones de t g5, var; (tA_05) y varg (tA_og,) y los valores simulados de

var (505) .
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diferentes escenarios con tamanos de muestra de M = (10, 20, 30, ..., 150). La funcién de

costo que se considera en este estudio es

CT (t) = 2500 x var(too)e +20 x M x t,+ 30 x M,

donde 2500 x var(fo_m)c corresponde al costo por la precisién de la estimacién del cuantil
to.o1, 20 x M x t. es el costo de observaciéon y 30 x M el costo de las unidades en la
prueba, al tiempo de paro ..

Los tiempos de terminacién son los mismos que se consideran en el primer criterio.

En la Figura 5-14 se aprecia que las curvas de costo son convexas y por lo tanto
tienen un valor minimo. Para una prueba con un numero fijo de unidades la curva de
costo tiende a decrecer para tiempos de paro cortos. Esto es porque cuando el tiempo
de terminacién empieza a crecer la precisién de la estimacion del cuantil se mejora y en
consecuencia el costo por inferencia disminuye, pero el costo de observacién no continua
siendo bajo. En cambio, cuando el tiempo de observacién atin mayor, la ganancia en
la precisién en las estimaciones no es significativa, pero el costo de observacién crece
linealmente. Con este criterio, el tiempo de paro adecuado es en donde la funcién de
costo tiene su minimo.

A partir del segundo. Para el estudio sobre el desgaste del color, con este criterio se

proponen los siguientes planes de pruebas de degradacion.

1. Para una muestra de M = 20 unidades, el costo minimo de la prueba de degradacion
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Funciones de Costo para Diferente Numero de Unidades

800000
|

600000
|

Costo

400000
|

200000
|

50 100 150 200 250

Tiempos de Duracin

Figura 5-14: Funciones de costo total para diferentes tiempos de paro y tamanos de
muestra.
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se obtiene en un tiempo aproximado de terminacién de 100 horas. FEntonces el
tiempo de paro adecuado serfa de 100 horas y se estimaria t(; con una aproximada

de W [1?0_01] ~ 90.

2. Para una muestra de M = 60 unidades, el costo minimo de la prueba de degradacién
se obtiene alrededor de un tiempo de terminacién de 80 horas. Entonces el tiempo
de paro adecuado bajo este criterio serfa de 100 horas y se estimarfa ty; con una

aproximada de var [1?0.01} ~ 35.

Noétese que los tiempos de paro que se determinan con ambos criterios, son similares.
En conclusién, los dos criterios propuestos proporcionan herramientas adecuadas para
disenar planes de pruebas de degradacion en el estudio del desgaste del color en las lacas.
Los criterios son adecuados para diferentes escenarios que se pueden presentar en la

practica.
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Capitulo 6

Conclusiones

Los dos criterios propuestos en la tesis son ttiles para determinar tiempos de paro adecua-
dos en pruebas de degradacién, bajo dos enfoques diferentes. El primer criterio consiste
en detener el experimento cuando las estimaciones de la varianza de un cuantil alcanzan
un valor especifico o cuando se estabilizan. El segundo criterio combina la precisién y el
costo econémico de las estimaciones y consiste en parar la prueba, cuando el costo total
del experimento, como funcién del tiempo sea minimo.

Estos dos criterios proporcionan herramientas adecuadas para disenar planes de prue-

bas de degradacién en alguno de los siguientes escenarios.

1. Cuando la frecuencia de medicién y el nimero de unidades se fijan anticipadamente.

En tal caso se determina el tiempo de duracién del experimento.

2. Cuando la frecuencia de observacién es fija, entonces en el diseno de la prueba de
degradacion se pueden determinar el mimero de unidades y el tiempo de termi-
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nacion.

Estos criterios también son 1itiles, cuando el estudio de degradacién estd en proceso y
con la informacién que se esta recopilando se decide el momento de terminar la prueba.
En el presente trabajo se analizaron trayectorias lineales de degradacién para datos
balanceados y bajo los supuestos distribucionales de normalidad. Extensiones de este tra-
bajo se pueden llevar a cabo al utilizar datos no balanceados, supuestos distribucionales

diferentes al de normalidad y modelos de degradacién no lineales.

98



Capitulo 7

Apéndice

En esta parte se presenta el desarrollo de algunos de los resultados que se utilizan en el

trabajo de tesis.

7.1 Funcién Score e informacion observada

La funcién de log verosimilitud para el modelo lineal de efectos mixtos, bajo el supuesto

de normalidad es

M M
1(8,; datos) = —% <Z log [Vil + > (yvi = XiB)" Vi (yi — Xﬂ)) ,
i=1 =1

donde V; (0) = Zi\IlZZ-T + 0L, y 0 contiene los elementos diferentes de la matriz de
covarianza W y la varianza del error, o.

Para hacer los cédlculos sencillos al obtener la funcién Score y la matriz Hessiana se
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derivan por separado los dos términos de la funcién [ (3, 8; datos) .
Las primeras derivadas

Las primeras derivadas del primer término de [ son

0

0 log |V;| = tr lVil

A%
00y, '

00y,

Desarrollando el segundo término se tiene que
(vi —XiB) Vit (yi —XiB) =y Vily: —yi VX8 - 87 X!V ly: + B7X] VX, 8.

Para este término las primeras derivadas son

0

8 (i = Xi8)" Vi (3 - X,8)] (7.1)
— —[yIvi'x)]" - [TV +2xXTVIX 8 (7.2)
— 2 (X'V;ly, - XI'V;'X,8)

= —2X?V;1 (yi — XiB) (7.3)
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3 L =XV (v - Xi8)| (7.4)
= XV TV (- Xi), (7.5)
k

Las segundas derivadas

Las segundas derivadas del primer término estdn dadas como,

08703
9 52V, OV, OV,
————log|V,| = tr | V' Z— — V' 2V
0,00, 08 Vil =t |V o = Vi s Vi T |
aBagklog|Vi|:0.

Las segundas derivadas del segundo término son

_9
0870

0
(yvi—XiB) Vil(y; - Xi8)| = —QW (XIVity, — Xi8))

= 2X'VX,, (7.6)
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02 T<ro1

e T 8V;18V,~ 1 4, 0 (OV, .
= _(Yi—Xiﬁ)TX
oV, oV, 9%V, oV, oV,
L Vont LA Vans SR Vot -1 L Ve L Vams LA Vi . BX.
[ R (aehaekvl T )} i = B%,)
oV; oV; 9%V, AYS oV,

- z'_)(i TV»fl . % '71 % (. 7 '71 ) ‘71 - '
i =X Vs { 90, 00, T 00,00, 00y ae,jvz i = B%y),
[0 X8 Vi - X8)| = 20 (XIV (y, - )]
89k6/6 y’L T 7 yZ 3 aek 1 2 Y’L 7

40V,
= 2XzTVi ! a0, V; ! (Yi - BXZ) .

Sumando las primeras derivadas de los dos términos de la log verosimilitud, la funcién

Score que se obtiene es

-2 Z XzTVi_l (Yz - ﬂXi)
i=1

= 18V,
> <tr (Vi 1 a0,

i=1

) —(yi — XiB)" Au (yi — Xzﬂ))

Luego, menos la suma de la segundas derivadas de los dos términos se obtiene la infor-
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macién observada, la cual queda expresada como

J(8,0)

S XIVIX,

— i=1

donde

OA,
005,

S XTAur 53 (i [V g — AngE| - %)
i=1 =1
IV,
=Y. — Xz Az = V.ﬁl ’LVfl
r y /37 k i a@k
OVigaOVi | Vi Vi 0V,
=V i Vol v —1 i\ v
' ( 8eh ! aek 09h89k 0€k v 86h>

7.2 Informacién de Fisher

Por definicién, la informacién de Fisher esta dada como

1(B,¢) = EJ

—

B, ¢)

NE

.

B [XIViX]

NgERE

1
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es decir,

I </6’ ¢) = Z:n]:L m =1
—1_0°V, v, DA,
3B [XAur] 33 F (o [V 2 — A Q0] — xT %)

Dado que

Er;, = E[Yi_Xi/B]:O y

0A;; OA, OA
7Yk _ i Y OAik~r
Etr(ri a0, rl) = tr{@QhE[rZrl}}_tr{ﬁeh Vl},

entonces la informacion de Fisher queda expresada como

m
> XIVIX, 0
18,¢) = | = "
1 -1_0%V; oV, _ 9A,
0 3 ;tf [Vz‘ 90,00, Aih% — oo, Vi
> XTVIX; 0
_ i=1 -
1 —19V;v/—19V;
0 3 ;tr [Vz’ 0. Vi oo,
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La tltima igualdad se sigue al sustituir las expresiones de A;, y 88‘;;;’“; ver (7.7) y (7.8).

El desarrollo se muestra en seguida.

2V. ) )
+V;18627]: v;lg;:j Vv,
- Vilg;;"vil(g;[;.

Dado que en la tesis cada uno de los modelos considerados se trabaja por separado,

a continuacién se obtiene la informacién esperada en los modelos ya mencionados.

7.2.1 Modelo con intercepto aleatorio

En el modelo con intercepto aleatorio la matriz de covarianza de Y; es

Vi (0) = Z,YZ] + 01 = 02Z;Z] + o1,

con Z{ = (1,1,...,1);,, . En este caso @ = (0y,0)) = (09, 0) . Entonces
A 9V,
L= 200Z;Z] L =27,7]
80'0 70 v 820'0 v
A 9V, oV,
. - 2 I ! = 21 ! =
oo 7H g " ooy
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De este modo la informacién esperada es

1(3,6)

0

> tr [0y V1V 1Z,Z] |
=1

0

tr [402VZZIVIZZT] LS tr [0y V1 ZZIV
=1

NIE

1 > tr [402V IV

1

donde tr [4000V; 'V 1Z,ZT] = tr [4000 V' Z,ZT VY] .

7.2.2 Modelo con pendiente aleatoria

En el modelo con pendiente aleatoria la matriz de covarianza de Y;

con Z1' = (t1,ts, ..

son

A%
00,
00y,

0%V,
_ T v
= 201ZZ~Z,L», azeh
9V,
= 921 b —
5 0,
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<> tni )1, - En este caso 6 = (0, 0x) = (01,0) .Entonces las derivadas

= 27,77,

A
90,00,

0.




De este modo la informacién esperada es

1(8,0)
> XTVIX, 0 0
i=1
= 0 % Z:ltr [40%V;1ZiZiTV;1ZiZﬂ % ;tr [4010V;1ZiZ?V;1}
0 13 tr[40y0 V'V Z,ZT 13 tr [40?VV
i=1 i=1

7.2.3 Modelo con intercepto y pendiente aleatorios

La matriz de covarianza de Y,

V. (0) = Z,¥Z] + 5’1

1 -1 o3 0o1p
donde Z! = . En este caso ¥ = con -1 <p<l1

2
tiv o ling o0o1p O}

Aqui ¢ = (04, 0k,0,) = (00,01,p,0).
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Siguiendo el esquema de los modelos anteriores, las derivadas son

. 20'0 g1p 2V. 2 0
A% _ 7 Z;-F; 0°V; _z
000 0200
oip 0 00
\V2 0 ogp 2V. 0 0
oV, _ 7 ZiT, 0°V; _7
80'1 820'1
gop 20'1 0 2
. 0 o901 2V . 0
0V, _ 7 iT7 0°V; _z
8p 30'0(90'1
0001 0 1Y
IV, 9?V; 9%V, 0 oy
= 20l =21 =7;
B0 0 o, " Boedp
01 0
ZAV 0 og
Vs _ Z; Z!.
0010p
go 0

0 Ipo Ing Iny Ips
L(B,0)=| 0 I3 Iy Iy Iss |-

0 Iy Iys Iaa Iy

0 I52 I53 I54 I55
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donde los elementos de la matriz I (3, 0) estén dados como

Iy = zm:XiT VX,

i=1

200 o1p 200 o1p
V;1Z, Z?Vi_lZi Z;TF
op 0 op 0
0 oop 0 oop
Vi_IZ, Z?V;lzi Z;fr
oop 201 ogop 201
1 0 o090y 0 o901
L= > | Vi'Z ZIv: 1z,
=1 0001 0 0001 0
Is5 = lzm:tr [40°V IV
55 2 - i 7 )
1 & 200 o1p 0 oop
Iy = Iy = 5 D | V'Z ZIV;'Z;
i=1 op 0 oop 201
1" 200 O1p 0 o901
Iy = I = 3 > ot | Vi'Z 7TV 17,
=1 op O ooor O
1 . 200 O1p S
IQ5 = _[52 = 5 Ztr 20'V1 ZZ ZZ V7, y
=1 o1p 0
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1 <& . 0 o901 S 0 oop .
Iy =l =5 > ot | Vi'Z yARSRYA zr|
=1 opo1 0 oop 201
1 m 0 gop T 1
135 = _[53 = 5 Ztr QUV;lzZ ZZ V; y
= oop 204
1 m 0 0001 T 1
Lis = Iss = 5 Ztr 20V;1Z; ZIv;
=1 0001 0

7.3 Vector gradiente %tp (,)

Para obtener una aproximacién de la varianza de ¢, ((}br> en el modelo con pendiente e
intercepto aleatorio, se requiere calcular el vector de gradiente %tp (¢,) . Sus elemento

se obtienen a continuacion:

J 1 2(Dy — B,) o
7 lb(®) = a5 | Azl
by B = 2ot s 2\/<Df — Bo)* o3 + (BT — 220t) o
SRS N (P (o B IEAL
Bimaet \ Dy = 8o ot + (8 - 220) o}
_ 1 (Dy = Bo) |2| of
- _Z (61 =+ D > )
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0 1 2
8_ﬁltp = (A [(Df — By) — —61 |j§| %o - 26, (B — |7 D))
1 (A
- a2 (5 [(Df — Bo) D — By |2 03] — 20, (B — |2 D)>
1 B—|z,|D
B ((Df —By) D — |Zp|5103) _ 251( A2|Zp’ )7
it _ _|Zp|00
80.0 p D )

9, 1
yﬁtp = (A l—% [(Dy — Bo)? — 2 2ot] 01] —2(B —|%| D) 2501)

01

= e (% 2] [(Df - 50) -z 00} +2(B — |z| D) 272?) ) (7.9)
donde

A = 6? - 212)0-%
B = (Dy—pBy) B +Z§0001P7
¢ = (Df - 50)2 - 25037

D = {B*—AC}".
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