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Capítulo 1

Introducción

Cualquier estudio de confiabilidad se lleva a cabo bajo restricciones de costos y tiempo,

por lo cual es importante llevar a cabo una planeación adecuada del diseño. En la

planeación se deben considerar las siguientes características (o variables): tipo de prueba,

tiempo de duración de la prueba, también llamado tiempo de censura, número de unidades

en muestra, y la varianza o precisión en la inferencia o predicción.

En confiabilidad es de interés estimar algunos valores de la distribución del tiempo

a la falla, como son, probabilidades de falla evaluadas en cierto tiempos, cuantiles de la

distribución de vida, tasas de falla; además de otras. Estas inferencias y predicciones

involucran extrapolación en el tiempo.

Para los fabricantes, el conocimiento de los cuantiles, en particular, es de gran utilidad

para determinar acertadamente tiempos de garantía de sus productos y también para

conocer el desempeño de estos a través del tiempo. Esta información es relevante también
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en la etapa de desarrollo de los productos, en donde se requiere elevar la confiabilidad

hasta alcanzar y superar niveles de confiabilidad de la competencia.

En la planeación del estudio de confiabilidad se debe escoger la prueba adecuada

que resuelve el problema de interés. Algunas de las prueba de vida que se utilizan en

confiabilidad son las siguientes: pruebas tradicionales de vida, pruebas de vida acelerada

y pruebas de degradación; entre otras.

En pruebas tradicionales de vida se registran únicamente los tiempos de falla de las

unidades. Cuando la duración de esta prueba es corta, o bien cuando las unidades con

las cuales se trabaja son altamente confiables, el porcentaje de unidades que fallan es

pequeño o cero. En estos casos, se suelen censurar los tiempos de falla de las unidades

que no fallaron.

En las pruebas de vida acelerada las unidades se someten a niveles altos de esfuerzo.

El esfuerzo se da en alguna variable ambiental como temperatura, voltaje, etc., que

aceleran la presencia de fallas al aumentar su valor. Las pruebas de vida acelerada

permiten obtener información de la confiabilidad en un tiempo reducido.

Las pruebas de degradación son útiles en sistemas altamente confiables y cuando

existe alguna característica de las unidades cuya degradación sobre el tiempo o el uso

esta relacionada con la confiabilidad. Estas pruebas pueden proporcionar información

sobre el tiempo de vida de productos altamente confiables y los cuales no fallan bajo

pruebas de confiabilidad tradicionales.

En estudios sobre confiabilidad, es común que se quiera conocer la vida media de
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los productos o un percentil de la distribución del tiempo de vida, tp con una cierta

precisión especificada con anterioridad y al menor costo. En la planeación de cualquier

prueba de vida existen factores como la duración del experimento, número de unidades

en la muestra, etc. que afectan la precisión de las estimaciones, así como los costos de la

prueba.

En las pruebas de vida acelerada, existen criterios para determinar planes de prueba

óptimos. Los criterios consideran el tiempo de duración de la prueba, el número de

unidades, los niveles de esfuerzo adecuados; entre otros. En particular para este tipo de

pruebas se cuenta con herramientas para determinar el tiempo de duración de la prueba.

En pruebas de degradación, existen pocos estudios para determinar criterios óptimos

de planes de vida. En la literatura revisada se encontraron los siguientes artículos que

tratan sobre criterios para planes de vida. En Tseng and Yu (1997) se describe una

regla de paro para experimentos de degradación. En Yu y Tseng (1998) se considera una

extensión del artículo de Tseng y Yu (1997), para pruebas de degradación acelerada. En

Yu y Tseng (1999) y Yu y Chiao (2002) se presentan diseños de degradación óptimos,

tomando como base los factores de duración del experimento, frecuencia de observación

y número de unidades. En el primer artículo, bajo la restricción de que el costo del

experimento no exceda una cantidad fija, se minimiza la varianza de la estimación del

cuantil tp de la distribución del tiempo de vida. En el segundo, se minimiza el costo bajo

la restricción de que la probabilidad de identificar correctamente los factores que afectan

la confiabilidad de los productos sea mayor a un valor dado.
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Debido al reducido número de criterios que existen, este trabajo tiene como objetivo

presentar criterios para determinar tiempos de paro en experimentos de degradación.

En la tesis se proponen dos criterios para determinar el tiempo de paro de un exper-

imento de degradación. El primer criterio consiste en detener el experimento cuando la

varianza estimada del estimador t̂p se estabiliza alrededor de un valor o cuando alcanza

un valor deseado. El segundo criterio se fundamenta en una función de costo y consiste

en parar la prueba, cuando el costo global del experimento, como función del tiempo sea

mínimo. El costo global esta dado como la suma del costo económico generado por la

precisión en la inferencia más el costo de experimentación. Para un mismo estudio de

degradación se comparan ambos criterios.

Para probar los criterios propuestos, se simularon diferentes escenarios para tres tipos

de modelos lineales de efectos mixtos. Para cada tipo de modelo se programaron los dos

criterios anteriores. Los programas se construyeron utilizando funciones de S-Plus; en

particular la función LME, Linear Mixed-Effects.

El trabajo que se presenta esta organizado de la siguiente manera. En el Capítulo 2

se presentan conceptos y teoría general de modelos de degradación y de modelos lineales

de efectos mixtos. También se muestran los modelos que se van a utilizar en la tesis. En

el Capítulo 3 se presenta el planteamiento técnico de los criterios que se proponen. En el

capítulo 4 se obtiene la herramienta técnica que le da soporte a los criterios de tiempos

de paro. En este mismo capítulo se obtienen los cuantiles tp y los estimadores de las

varianzas de t̂p que se requieren para aplicar los criterios a los modelos: de intercepto
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aleatorio y pendiente fija, intercepto fijo y pendiente aleatoria e intercepto y pendiente

aleatorios.

En el Capítulo 5, para ilustrar el procedimiento propuesto en este trabajo se aplican

los criterios propuestos a un conjunto de datos reales, los cuales provienen de un estudio de

confiabilidad que se llevó a cabo en MABE. En el Capítulo 6 se muestran las conclusiones

y problemas abiertos.

Finalmente, en el Apéndice se presentan el desarrollo algebraico utilizado para obtener

los resultados que se manejan a lo largo de la tesis.
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Capítulo 2

Degradación

Las pruebas de degradación se utilizan en estudios sobre productos de alta confiabilidad

que posean alguna característica que mida su desgaste en el transcurso de tiempo o el

uso. Esta característica debe estar relacionada con la confiabilidad del producto.

Al contar con mediciones repetidas, el análisis de degradación aporta más información

del proceso de desgaste de un producto que observar sólo los tiempos a la falla.

Por otra parte, para reducir el tiempo de observación de la degradación, es usual

aplicar pruebas de vida acelerada. Ya que, aún bajo técnicas de censura, el porcentaje de

unidades que fallan puede ser pequeño, aun cuando el tiempo de duración de la prueba

es razonable.

La degradación física puede ser medida en forma directa como función del tiempo o

de manera indirecta como función del desempeño del producto. En general, los datos

obtenidos en un estudio de degradación son difíciles de modelar, ya que en el desempeño
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t

D(t)

Figura 2-1: Trayectorias generales de degradación.

del producto puede existir más de una característica que este relacionada con el desgaste.

Las trayectorias de degradación de las unidades pueden tener diversas formas. Tres

formas generales de curvas de degradación son: lineal, cóncava y convexa; las cuales se

muestran en la Figura 2-1.

Los factores que influyen en la variabilidad de la degradación de las unidades son:

condiciones iniciales, propiedades del material, condiciones de operación y ambientales y

la variabilidad natural de las propias unidades.
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2.1 Modelo general de degradación

Considere M unidades observadas en los tiempos 0 ≤ ti1 < · · · < tini ; para i = 1, . . . ,M.

El modelo general que representa un proceso de degradación es de la forma

Yij = D (tij,βi) + εij; i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , ni, (2.1)

donde Yij es la observación j de la unidad i en el tiempo tij, εij el término residual y

D (t,β) es una función conocida que depende del tiempo t y del vector de efectos β.

La variable t puede ser el tiempo real, o tiempo de operación, o cualquier otra medida

de uso adecuada. El vector de efectos β determina la forma de la función D (t,β) y

contiene efectos fijos (parámetros comunes a todas las unidades) o efectos aleatorios

(asociados a cada unidad) o ambos. M es el número de unidades en la prueba y ni es el

total de mediciones de la i-ésima unidad. Además se asumirá que

β ∼ N
¡
µβ,Σβ

¢
y

εij ∼ N
¡
0, σ2

¢
,

para cierto vector de medias µβ y matriz de covarianza Σβ, y que los errores εij son

independientes e identicamente distribuidos, e independientes de β. Para los

efectos fijos de β se asume que tienen varianza cero. Los parámetros del modelo general

(2.1) son µβ, Σβ y σ2. A σ2 y a los parámetros funcionalmente independientes de Σβ, se
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les conoce como componentes de varianza.

En la especificación de un modelo de degradación se requiere:

1. Determinar la forma de la función D (t,β) ; la cual es sugerida por la teoría física

o química.

2. Escoger la escala adecuada de la respuesta y y del tiempo t, para simplificar la

forma de D (t,β). Las trayectorias de D (t,β) pueden ser lineales o no lineales.

La transformación logaritmo para y o t permite simplificar el modelo, ya que en

algunos casos reduce D (t,β) a la forma lineal.

3. Especificar cuales de los elementos de β son efectos fijos y cuales son aleatorios.

Para un primer análisis inferencial simple, se considera el supuesto de normalidad

en los componentes aleatorios de β. Existen otros tipos de modelos para los efectos

aleatorios de β como la distribución lognormal, Weibull, valor extremo, entre otros.

Si el tiempo entre las mediciones es corto, es posible que los errores εij de las degrada-

ciones Yij, tomadas secuencialmente en la i-ésima unidad, presenten algún tipo de au-

tocorrelación. La autocorrelación se puede reducir o hacer insignificante al alejar los

tiempos de observación dentro de cada individuo, preferentemente con tiempos equidis-

tantes. En algunos casos la autocorrelación es pequeña con respecto a la variabilidad de

los efectos aleatorios. Cuando la autocorrelación entre los errores no es insignificante, se

puede utilizar un modelo de series de tiempo para el término residual del modelo.
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2.2 Distribución del tiempo a la falla

En las unidades de desgaste progresivo se asume que la falla ha ocurrido cuando la

degradación alcanza un nivel crítico, Df , definido previamente. Así, el tiempo de falla

T se define como el tiempo cuando la trayectoria de degradación D (t,β) cruza el nivel

crítico Df ; como se muestra en la Figura 2-2. Por lo anterior, un modelo D (t,β) y un

nivel crítico Df definen la distribución del tiempo de falla como

FT (t) = P (T ≤ t) = P (D (t,β) ≥ Df) , t > 0.

Esta función depende de la distribución de los efectos aleatorios β y de los parámetros del

modelo, excepto σ2. En algunas ocasiones es posible obtener expresiones cerradas para

FT (t) , pero en general dichas expresiones no existen. Por ejemplo cuando D (t,β) es no

lineal y más de uno de los βk son aleatorios, solo se puede evaluar a FT (t) por métodos

numéricos como el método Monte Carlo. En la Sección (4.6) se obtienen expresiones

analíticas de FT (t) , cuando se tienen trayectorias de degradación lineales.

Por la definición de FT , un percentil tp de la distribución del tiempo de vida esta dado

como

p = P (T ≤ tp) = FT (tp;β) = P (D (tp;β) ≥ Df) .

En secciones posteriores se mostrará la importancia que tiene un percentil en el área de

confiabilidad.

Para evaluar FT (t) y hacer inferencia se requiere estimar los parámetros del mod-
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Figura 2-2: Nivel crítico de falla

elo de degradación. En este trabajo se utiliza la rutina LME de S-Plus para estimar

los parámetros del modelo. Dicha rutina, utiliza el método de máxima verosimilitud o

máxima verosimilitud restringida.

2.3 Función de verosimilitud

Los parámetros del modelo 2.1 son los efectos fijos βi, el vector de medias y la matriz de

covarianza de los efectos aleatorios µβ y Σβ y el parámetro del término residual σ. La

estimación de los parámetros se puede realizar por el método de máxima verosimilitud

(MV) o máxima verosimilitud restringida (MVR). Siguiendo el enfoque de Meeker y

Escobar (1998), la función de verosimilitud se puede obtener de la siguiente manera.
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Sea

Yi = (Yi1, . . . , Yini)

el vector de observaciones para la unidad i. Del modelo general de degradación se tiene

que

Yi | βi ∼ N
³
(Dij)

ni
j=1 , σ

2Ini

´
,

donde

Dij = D (tij,βi) ; j = 1, . . . , ni;

e Ini es la matriz identidad de ni× ni. Por lo que la densidad condicional de Yi dado βi

y la densidad marginal de Yi son

fYi|βi (yi | βi) =

niY
j=1

1

σ
φ

µ
yij −Dij

σ

¶

y

fYi (yi) =

Z
Rq

fYi,βi (yi,βi) dβi =

Z
Rq

fYi|β (yi | β) fβ (β) dβ

=
1

σni

Z
Rq

niY
j=1

φ

µ
yij −Dij

σ

¶
fβ (β) dβ,

respectivamente. Donde φ (y) es la densidad de la distribución Normal estándar y q es la

dimensión del vector de efectos aleatorios en β. Luego, la función de densidad conjunta
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de las M unidades Y = (Y1, . . . ,YM) es

fY (y) =
MY
i=1

fYi (yi) =
1

σn1+···+nm

MY
i=1

Z
Rq

niY
j=1

φ

µ
yij −Dij

σ

¶
fβ (β) dβ.

Entonces la función de verosimilitud esta dada como

L (θβ, σ; datos) =
1

σn1+···+nm

MY
i=1

Z
Rq

niY
j=1

φ

µ
yij −Dij

σ

¶
fβ (β;θβ) dβ,

donde θβ =
¡
µβ,Σβ

¢
y fβ (β) = fβ (β;θβ) es una densidad Normal multivariada. Como

se puede observar, la función de verosimilitud tiene una forma compleja y computacional-

mente es difícil de maximizar. Meeker y Escobar (1998), mencionan que cuando D (t,β)

es lineal, es más fácil obtener estimaciones por máxima verosimilitud.

Para obtener estimaciones por máxima verosimilitud, Pinheiro y Bates (2000) desar-

rollan una modificación del método de Lindstrom y Bates (1990), la cual se considera

en las rutinas LME (Linear Mixed Effects) y NLME (Nonlinear Mixed Effects) que se

encuentran implementadas en S-Plus.

El trabajo de tesis se enfocará en el estudio de los modelos de degradación con trayec-

torias lineales.

Cuando en un estudio de degradación se tienen observaciones sucesivas sobre cada

una de las unidades en estudio, los datos son de tipo longitudinal. Esto implica que

estos modelos de degradación caen dentro de la clase de modelos de efectos mixtos con

un nivel de agrupación. Las trayectorias de degradación lineal que se estudian en este
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trabajo se analizarán bajo el enfoque de modelos lineales de efectos mixtos, para un nivel

de agrupación. En la siguiente sección se presenta una descripción de tales modelos.

2.4 Modelo lineal de efectos mixtos

Siguiendo el enfoque de Laird y Ware(1982) para un nivel de agrupación, el modelo lineal

de efectos mixtos para el vector de respuesta Yi de la unidad i, esta dado como



Yi = Xiβ + Zibi + εi

bi ∼ N (0,Ψ) ,

εi ∼ N (0, σ2Σ) ,

b1, . . . ,bM , ε1, . . . , εM son independientes,


(2.2)

donde 1 ≤ i ≤ M, β es el vector de efectos fijos de dimensión p y bi es el vector de

efectos aleatorios de dimensión q. Además Xi y Zi son matrices de covariables conocidas

de dimensiones ni×p y ni×q, respectivamente y εi es el vector de componentes del error

del grupo i de dimensión ni. Los efectos aleatorios bi no son observables. En algunos

textos, a este modelo se le llama un modelo jerárquico. En el modelo se asume que la

matriz de covarianzas Ψ es positiva definida. En algunas ocasiones se suele restringir la

última suposición al considerar σ2Ini en lugar de σ
2Σ. En el presente trabajo se considera

que los errores son independientes, lo cual permite considerar σ2Ini .
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2.4.1 Propiedades Básicas

Del modelo (2.2) y dado que

E [bi] = 0 y var [bi] = Ψ,

se sigue que

E [Yi | bi] = Xiβ + Zibi y var [Yi | bi] = σ2Ini .

Luego

E [Yi] = Xiβ y var [Yi] = ZiΨZ
T
i + σ2Ini .

Por las propiedades de la distribución Normal se tiene que

Yi | bi ∼ N
¡
Xiβ + Zibi, σ

2Ini
¢

y

Yi ∼ N
¡
Xiβ,ZiΨZ

T
i + σ2Ini

¢
.

A la distribución no condicional de Yi se le llama la representación marginal del mod-

elo (2.2). Note que los resultados anteriores son análogos a los del modelo general de

degradación.

En modelos lineales de efectos mixtos, los efectos fijos sirven para modelar la media

de Yi; mientras que los efectos aleatorios modelan la estructura de covarianza de Yi.
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Estas características se pueden observar en el vector de medias y la matriz de covarianza

del modelo marginal.

A partir de ahora, se denotará como θ al vector que contiene los parámetros distintos

de la matriz de covarianzaΨ y σ2y comoφ = (β,θ) .Note que θ contiene los componentes

de varianza del modelo.

2.4.2 Función de verosimilitud

En la literatura existen diferentes formas de representar la función de verosimilitud cor-

respondiente al modelo de efectos mixtos. La variedad de formas tienen como objetivo

encontrar expresiones para la función de verosimilitud L (β,θ, σ2; datos) que computa-

cionalmente sean más fáciles, o bien para mostrar propiedades de los Estimadores de

Máxima Verosimilitud (EMV). En Lindstrom y Bates (1988) se presenta una forma sen-

cilla e inmediata de representar la función de verosimilitud. Dicha forma es adecuada al

tipo de modelos que se van a considerar en la tesis. La misma se describe a continuación.

Como

Yi ∼ N
¡
Xiβ,ZiΨZ

T
i + σ2Ini

¢
,

entonces, dada yi, la función de verosimilitud es

L (φ;yi) =
1

|Vi|1/2
exp

µ
−1
2
(yi −Xiβ)

T V−1i (yi −Xiβ)

¶
,

donde Vi = ZiΨZ
T
i + σ2Ini.
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De este modo dada la muestra aleatoria y1, . . . ,yM la función de verosimilitud es

L (φ; datos) =
MY
i=1

1

|Vi|1/2
exp

µ
−1
2
(yi −Xiβ)

T V−1i (yi −Xiβ)

¶

y la correspondiente logverosimilitud esta dada como

l (φ; datos) = −1
2

Ã
MX
i=1

log |Vi|+
MX
i=1

(yi −Xiβ)
T V−1i (yi −Xiβ)

!
. (2.3)

Como ya se mencionó, los criterios que se han planteado en este trabajo de tesis

están en función de la información de Fisher esperada y la información observada de

los parámetros del modelo. De acuerdo al material revisado para este fin, dicho cálculo

resulta complicado, cuando se incrementa el número de parámetros. Bajo el modelo

marginal, en el artículo de Lindstrom y Bates (1988) se presenta una forma de obtener

la matriz Hessiana “perfil”, a partir de la logverosimilitud perfil de β y de los compo-

nentes distintos en Ψ. Para obtener la información observada y la esperada, en este

trabajo se sigue el enfoque de Lindstrom y Bates (1988) , pero utilizando la función de

logverosimilitud (2.3).

En Pinheiro y Bates(2000) se describe otra representación de L (φ;datos); la cual es

compleja, pero computacionalmente es más fácil de manejar. Para obtener la función de

verosimilitud de los parámetros, se “estiman” los efectos aleatorios bi, para i = 1, . . . ,M.

Para la estimación de los parámetros se utiliza el algoritmo LME; el cual considera esta

función de verosimilitud.
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En Pinheiro y Bates(2000) para hacer los cálculos más sencillos en la estimación

de los parámetros, se considera una doble reparametrización de Ψ; como se muestra a

continuación

Ψ→
µ
Ψ−1

1/σ2
=∆T∆

¶
→ θ, (2.4)

donde ∆T∆ representa una descomposición de Cholesky de Ψ. Además θ es un vector

de los parámetros (sin restricción) que determinan a ∆. De este modo los parámetros

del modelo son β y θ.

En Pinheiro y Bates (2000), para obtener la función de verosimilitud de los parámetros

se considera que los efectos aleatorios no observados bi, para i = 1, . . . ,M son parte del

modelo y que bi y εi son independientes. De este modo la verosimilitud L (φ; datos) se

puede expresar como

L (φ; datos) =
MY
i=1

fYi

¡
yi;β,θ, σ

2
¢

=
MY
i=1

Z
fYi|bi

¡
yi;b,β, σ

2
¢
fbi (b;θ) db.

Dado bi, Yi tiene una distribución Normal multivariada N (Xiβ + Zibi, σ
2I) , es decir

fYi|bi
¡
yi | bi,β, σ2

¢
=

1

(2πσ2)ni/2
exp

µ
− 1

2σ2
kyi −Xiβ − Zibik2

¶
.
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La densidad marginal bi es también una Normal multivariada:

fbi (bi;θ) =
1

(2π)q/2 |Ψ|1/2
exp

¡−bTi Ψ−1bi
¢

=
|∆|

(2πσ2)q/2
exp

µ
− 1

2σ2
k∆bik2

¶
.

Sustituyendo la verosimilitud queda expresada como

L (φ; datos)

=
MY
i=1

|∆|
(2πσ2)ni/2

Z
1

(2πσ2)q/2
exp

·
− 1

2σ2
¡kyi −Xiβ − Zibik2 + k∆bik2

¢¸
dbi.

Para obtener estimaciones de los parámetros, esta función de verosimilitud es uti-

lizada en la función de S-Plus denominada LME (Linear Model Effects). En la función

consideran dos métodos de estimación: máxima verosimilitud (MV) y máxima verosimil-

itud restringida (MVR). Con el método de MV los componentes de las varianzas tiende

a subestimarse, esto se debe a que no se toman en cuenta los grados de libertad que se

pierden al estimar los efectos fijos, β. Para obtener la matriz de información observada

se utiliza la rutina LME con el método de estimación de MV.

Para hacer inferencia sobre los parámetros, se consideran las propiedades asintóticas

de los estimadores de máxima verosimilitud. En Pinheiro (1994), se muestra que bajo

ciertas condiciones de regularidad, los estimadores de máxima verosimilitud del modelo

lineal y de efectos mixtos, son consistentes y asintóticamente normales.
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2.5 Modelos

En este trabajo los dos criterios para tiempos de paro que se proponen son analizados

para modelos de degradación lineal. Específicamente los modelos de efectos mixtos que

se consideran son los siguientes: modelo con intercepto aleatorio y pendiente fija, con

intercepto fijo y pendiente aleatoria y el modelo con intercepto y pendiente aleatorios.

Dichos modelos se presentan a continuación.

Cuando se tengan trayectorias no lineales, se buscará algún tipo de transformación

para obtener trayectorias lineales. Por ejemplo, en muchos casos con la función logaritmo

es posible obtener modelos lineales.

2.5.1 Modelo de intercepto aleatorio

El modelo más simple que se va a considerar es un modelo con intercepto aleatorio y

pendiente fija. Este modelo se representa como

Yij = D (tij) + σεij = β0 + σbbi + β1tij + σεij,
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donde

β0 es la media poblacional del intercepto,

β1 es la pendiente,

bi ∼ N (0, 1) , σb > 0,

εij ∼ N (0, 1) , σ > 0.

En degradación el parámetro β0 representa el desgaste inicial de las unidades y β1 la

tasa o velocidad de desgaste. Esto parámetros también son útiles para representar los

tipos de materiales con los cuales están hechas las unidades. La colección de variables

aleatorias bi y εij son independientes. En este caso las observaciones entre individuos son

independientes, pero no dentro de cada individuo. Ya que para j 6= k

Cov (Yij , Yik) = E (Yij − β0 − β1tij) (Yik − β0 − β1tik)

= E (σbbi + σεij) (σbbi + σεik)

= σ2bEb
2
i = σ2b ,

ρ (Yij , Yik) =
σ2b

σ2b + σ2
.

Observe que bajo las suposiciones del modelo, la correlación entre cualesquiera dos

observaciones de la misma unidades es constante. Es decir, no depende de la distancia

que existe entre ellas, ni de la unidad a la que pertenecen. Además, cuando la varianza
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del error de medición es pequeña en relación a la varianza entre unidades, la correlación

al interior de las unidades es cercana a uno.

Como

Yij | bi ∼ N
¡
β0 + σbbi + β1tij, σ

2
¢
; j = 1, . . . , ni,

bi ∼ N (0, 1) ; i = 1, . . . ,m,

entonces

Yi ∼ N (β01i + β1ti,Σi) ,

donde

Σi = σ2Ii + σ2bJi,

con 1i un vector de unos ni × 1 y Ji es una matriz de unos de ni × ni. Como

¯̄
σ2Ii + σ2bJi

¯̄
= σ2(ni−1)

¡
σ2 + niσ

2
b

¢
y¡

σ2Ii + σ2bJi
¢−1

=
1

σ2

µ
Ii − σ2b

σ2 + niσ2b
Ji

¶
,

entonces la función de densidad de Yi es

fYi (y) ∝
1

|Σi|1/2
e−

1
2
(y−β01i−β1ti)TΣ−1i (y−β01i−β1ti) = 1

σni−1(σ2+niσ2b)
1/2 ×

exp

µ
− 1

2σ2
(y− β01i − β1ti)

T

µ
Ii − σ2b

σ2 + niσ2b
Ji

¶
(y− β01i − β1ti)

¶
.
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fYi (y) ∝ 1

σni−1(σ2+niσ2b)
1/2 exp

Ã
− 1
2σ2

(y−β01i−β1ti)T Ii− σ2b
σ2+niσ

2
b

Ji (y−β01i−β1ti)
!

= 1

σni−1(σ2+niσ2b)
1/2 exp

Ã
− (ti· + 2y·)β0 + nβ20 +−2β1

nX
j=1

yjtij + β21

nX
j=1

t2ij

+
σ2b

σ2 + niσ2b

£
y2· − 2ny·β0 + n2β20 − 2β1 (y· − an) t·β1 + t2· β

2
1

¤¶
.

Note que, para a, b, c ∈ R y t,y ∈ Rn,

(y− a1− bt)T (I− cJ) (y− a1− bt)

= (y− a1− bt)T (y− a1− bt)− c (y− a1− bt)T J (y− a1− bt)

= (y− a1)T (y− a1)− 2b (y− a1)T t+ b2tT t

−c (y− a1− bt)T J (y− a1− bt)

=
nX

j=1

(yj − a)2 − 2b
nX

j=1

(yj − a) tj + b2
nX

j=1

t2j

−c
Ã nX

j=1

yj − an

!2
− 2b

Ã
nX

j=1

yj − an

!
nX

j=1

tj + b2

Ã
nX

j=1

tj

!2
=

nX
j=1

y2j − a (t· + 2y·) + a2n− 2b
nX

j=1

yjtj + b2
nX

j=1

t2j

−c £y2· − 2any· + a2n2 − 2b (y· − an) t· + b2t2·
¤
,

donde

y· =
nX

j=1

yj y t· =
nX

j=1

tj.
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De este modo

fYi (y) ∝ 1

σni−1(σ2+niσ2b)
1/2 e

− 1
2σ2

(y−β01i−β1ti)T Ii− σ2b
σ2+niσ

2
b

Ji (y−β01i−β1ti)

= 1

σni−1(σ2+niσ2b)
1/2 exp

Ã
− (ti· + 2y·)β0 + nβ20 +−2β1

nX
j=1

yjtij + β21

nX
j=1

t2ij

+
σ2b

σ2 + niσ2b

£
y2· − 2ny·β0 + n2β20 − 2β1 (y· − an) t·β1 + t2· β

2
1

¤¶
.

Considerando lo anterior, en McCulloch y Searle (2001) se obtienen expresiones analíticas

para los estimadores de máxima verosimilitud para el caso balanceado. Dichas expre-

siones se presentan a continuación.

β̂0 = ȳ − β̂1t̄, (2.5)

β̂1 =

Pn
j=1 (tj − t̄)2Pn

j=1 (tj − t̄) (ȳ·j − ȳ)
,

σ̂2 =
1

M (n− 1)
MX
i=1

nX
j=1

h
yij − ȳ·· − β̂1 (xj − x̄·)

i2
=

SSR

M (n− 1) ,

σ̂2b =
1

n

Ã
1

M

MX
i=1

nX
j=1

(yi· − ȳ··)
2 − σ̂2

!
,
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donde

ȳ =
1

Mn

MX
i=1

nX
j=1

yij es el promedio global de la degradación o desgaste,

t̄ =
1

n

nX
j=1

tij es el tiempo promedio,

ȳ·j =
1

n

nX
j=1

yij es el promedio de desgaste para la unidad.

Nótese que los estimadores β̂0 y β̂1 no dependen de los componentes varianza σ2 y σ2b .

Esto implica que cuando se van a estimar los cuatro parámetros del modelo, primero se

estiman β0 y β1 y después se maximiza la logverosimilitud perfil

lp
³
β̂0, β̂1, σ

2, σ2b

´

Las varianzas de los estimadores β̂0 y β̂1 son

varβ̂0 =
1

m

Ã
σ2b +

σ2

ni
+

σ2t̄2Pni
j=1 (tj − t̄)2

!
,

varβ̂1 =
σ2

m
Pni

j=1 (tj − t̄)2
.

Para las varianzas de σ̂2 y σ̂2b se obtienen aproximaciones con la información de Fisher.

En las fórmulas para las varianzas se observa que σ2b influye directamente en la var-

ianza de β̂0. Además al separar e incrementar los tiempos de observación, se tiene una

mayor precisión en las estimaciones de β0 y β1.
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Debido a que este modelo es uno de los más sencillos que se encuentran en el grupo

de modelos lineales de efectos mixtos, fue sencillo obtener expresiones analíticas de los

estimadores de máxima verosimilitud. Sin embargo, esto no sucede con los modelos que

se presentan en seguida.

2.5.2 Modelo de pendiente aleatoria

El modelo de intercepto fijo y pendiente aleatoria es de la forma

Yij = D (tij) + σεij = β0 + (β1 + σbbi) tij + σεij,

donde

β1 = media poblacional de la pendiente,

σb, σ > 0,

bi ∼ N (0, 1) ,

εij ∼ N (0, 1) .

En forma matricial el modelo queda expresado como

Yi = Xiβ + Zibi + εi,

b ∼ N (0, σ2Ψ) ,

εi ∼ N (0, σ2Ii) ,
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donde

Zi =



ti1

ti2

...

tini


, β =

 β0

β1

 .

Este modelo es un poco más complejo que el anterior. En este trabajo se intentó obtener

expresiones analíticas para los estimadores de MV. En la bibliografía revisada no se

encontraron expresiones para los estimadores de MV.

2.5.3 Modelo de intercepto y pendiente aleatorios

El modelo que tiene intercepto y pendiente aleatorios se representa como

Yij = D (tij)+σεij = (β0 + σ0b0i)+(β1 + σ1b1i) tij+σεij, j = 1, . . . , ni, i = 1, . . . ,m.

donde σ, σ0, σ1 > 0

 b0i

b1i

 ∼ N


 0
0

 ,
 1 ρ

ρ 1


 ,

εij ∼ N (0, 1) ,

con −1 < ρ < 1. Las variables aleatorias b0i, b1i son independientes de εij. En este caso

las observaciones entre individuos son independientes, más no dentro de cada individuo.
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Bajo el supuesto de normalidad entre b0i, y b1i, la distribución de D (t) es

D (t) ∼ N
¡
β0 + β1t, σ

2
0 + σ21t

2 + 2tρσ0σ1
¢
.

A estos modelos también se les llama modelos de efectos aleatorios.

Este tipo de modelos representan trayectorias de degradación lineales, donde el des-

gaste inicial y la tasa de desgaste son diferentes para cada una de las unidades.

2.6 Estimación de parámetros

Como se mencionó anteriormente, en la estimación de parámetros se utiliza la función

LME (Linear Mixed-Effects), la cual considera dos métodos de estimación: Máxima

Verosimilitud (MV) y Máxima Verosimilitud Restringida (MVR). Además de estos méto-

dos, para estimar los componentes de varianza del modelo se cuenta con el Análisis de

Varianza (ANOVA). Cuando se tienen datos balanceados con el método ANOVA los esti-

madores de los componentes de varianza son insesgados. Si además de lo anterior se tiene

normalidad de y,entonces los estimadores de los componentes son insesgados, de varianza

mínima y sus varianzas muestrales están siempre disponibles. Sin embargo, cuando se

tienen datos no balanceados los estimadores bajo este método no son únicos. En modelos

lineales mixtos generalizados el ANOVA no proporciona resultados satisfactorios.

El método de MV es ampliamente conocido. El método de MVR considera en la

función de verosimilitud funciones lineales de y, de la forma kTy; donde k se especifica
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de tal modo que kTy no contiene a ninguno de los efectos, los cuales también son parte

del modelo de y. Es decir, en MV se reemplaza y con kTy y con ello se obtiene MVR.

Debido a la restricción de modelos bajo los cuales ANOVA proporciona resultados

satisfactorios, se prefieren los métodos de MV y MVR. En Searle et. al (2001), Sección

6.8 se presentan una serie de razones por las cuales se prefieren los métodos de máxima

verosimilitud sobre el método ANOVA.

Para decidir cuál de los métodos de máxima verosimilitud utilizar, a continuación se

muestran las ventajas y desventajas de cada uno. Ambos métodos están fundamentados

bajo el principio de máxima verosimilitud. El método de MV proporciona estimaciones

de los efectos fijos, pero MVR por si mismo no. En cambio MVR presenta las siguientes

ventajas sobre MV. Primero, con datos balanceados los estimadores de MVR coinciden

con los estimadores de ANOVA; los cuales poseen propiedades deseables. Segundo, con

MVR al estimar los componentes de varianza se consideran los grados de libertad que se

pierden al estimar los efectos fijos; en cambio con MV no. Por último, dado que β no

esta presente en MVR, los estimadores de los componentes de varianza son invariantes a

β. Las propiedades anteriores permiten que se prefiera el método por MVR.
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Capítulo 3

Planteamiento técnico

En un estudio de degradación, dos de los principales objetivos son reducir costos de

experimentación y aumentar la precisión de estimación de los valores de interés; tales

como el tiempo medio a la falla µ, o un cuantil de la distribución del tiempo a la falla, tp.

Estos objetivos se ven afectados por el tamaño de la muestra, la frecuencia de observación

y el tiempo de terminación del experimento. Para conducir un estudio de degradación

eficientemente, es necesario determinar adecuadamente dichos factores.

En la práctica, en la planeación de un experimento de degradación es común que se

presente alguno de los siguientes escenarios:

1. Se fije con anterioridad el tamaño de la muestra y la frecuencia de observación.

En cuyo caso se debe determinar adecuadamente el tiempo de duración del exper-

imento.

2. Se fije la frecuencia, entonces en el diseño de la prueba de degradación se pueden
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determinar el número de unidades y el tiempo de terminación del experimento.

En Tseng y Yu (1997) se presenta una regla para determinar el tiempo de terminación

de un experimento de degradación, considerando el comportamiento asintótico de un

estimador de µ. En Yu y Tseng (1998) se propone una extensión del método descrito en

Tseng y Yu (1997), para pruebas de degradación acelerada. Ambos artículos se basan

en el comportamiento asintótico de las estimaciones de µ̂ al incrementar el tiempo de

duración de la prueba y fijar el tamaño de muestra y la frecuencia de observación.

Por otro lado, en Yu y Tseng (1999) se plantea un diseño de degradación óptimo,

bajo la restricción de que el costo total de experimentación no exceda un valor fijado con

anterioridad, escogiendo los valores de los factores que minimicen la varianza de t̂p.

En una prueba de confiabilidad el interés se centra en una de la colas de la distribución

del tiempo de vida, más que en hacer inferencia sobre los parámetros del modelo de

degradación. En especial, se desea conocer, con una precisión alta, el tiempo en el cual

falla un porcentaje p de unidades; es decir, se pretende estimar el percentil tp con una

varianza reducida de t̂p. Es por ello que los criterios siguientes se concentran en este

hecho.

El primer criterio que se propone en este trabajo consiste en determinar un tiempo de

paro adecuado y/o un tamaño de muestra, pero considerando el comportamiento de las

estimaciones de la varianza de t̂p. El segundo criterio consiste en determinar un tiempo

de paro y un tamaño de muestra adecuados que minimicen una función de costos global

de la prueba.
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En este punto es importante recordar que de acuerdo a la definición de la distribución

del tiempo a la falla; ver Sección (2.2) , un percentil tp de la distribución no depende de

σ2. A continuación se denotará como θr al vector de componentes de varianza que no

contenga a σ2 y como φr = (β,θr) .

Para la formulación de los criterios se asume lo siguiente:

1. Sea tc un tiempo de paro del experimento. Se asume que es posible tener diferentes

tiempos de paro del experimento. En cada tiempo de paro se estima el cuantil tp

del tiempo de vida. Un estimador intuitivo de tp esta dado como función de los

estimadores de máxima verosimilitud β̂ y θ̂r esto es

tp
³
φ̂r

´
= tp

³
β̂, θ̂r

´
= t̂p.

2. En cada tc, se estima la varianza de t̂p, la cual denotamos como

var
£
t̂p
¤
c
.

Como el estimador de tp es una función de β̂ y θ̂r , para estimar var
£
t̂p
¤
se considera

una aproximación, la cual se obtiene con el método delta. Para esto se supone que

t̂p tiene segundas derivadas continuas con respecto a cada una de las componentes

de β̂ y θ̂r. Un estimador aproximado de la varianza es de la forma

dvar £t̂p¤ ≈ ∂tp (φr)

∂ (φr)
dvar hφ̂r

i ∂tp (φr)

∂ (φr)

T

,
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donde ∂tp(φr)
∂(φr)

es el vector gradiente de tp (φr) , evaluado en φ̂r.

En las Secciones siguientes se obtienen estimadores tp y para var
h
φ̂r

i
.

En las secciones posteriores se presenta desarrollo para obtener tp y var
£
t̂p
¤
bajo los

tres tipos de modelo de efectos que se encuentran en la Sección (2.5) .

Es importante mencionar que la precisión de las estimaciones depende de la exactitud

en las mediciones y de la dispersión (componentes de varianza) de las trayectorias de

degradación.

En el segundo criterio, la función de costos que se va utilizar contiene costos de

operación, costos de medición y costos de las unidades.

Como se puede ver los dos criterios para determinar el tiempo de duración adecuado

en un experimento de degradación, influyen el tamaño de muestra M ; el tiempo de

terminación tc; la varianza del estimador de tp, var
£
t̂p
¤
; y los costos por inferencia y

observación, CTI y CTO, respectivamente. A continuación se describen detalladamente.

3.1 Primer Criterio

Intuitivamente, se espera que al incrementar el tiempo de la prueba de degradación y/o

el tamaño de la muestra, las estimaciones de la varianza del cuantil decrecen; es decir,

se obtienen estimaciones más precisas. Considerando esta tendencia, este criterio fija

un nivel γ de var
£
t̂p
¤
y la prueba se detiene hasta alcanzar este nivel en función del

tiempo de observación y del número de unidades. La regla de paro para este criterio es
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Figura 3-1: Estimaciónes de la varianza del cuantil 10%, al crecer el tiempo de la prueba.

la siguiente.

tc∗ es un tc adecuado si ρc =
¯̄dvar £t̂p¤c − γ

¯̄ ≤ ζ; para toda c ≥ c∗,

donde ζ ≡ constante determinada.

Al observar el comportamiento de las estimaciones de var
£
t̂p
¤
c
, se tiene otra variante

de este criterio. El cual consiste en detener el proceso cuando el comportamiento de las

estimaciones de var
£
t̂p
¤
c
tiende a estabilizarse; ver la Figura 3-1. Con ello se tiene una
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variante de la regla de paro del para el primer criterio. La regla de paro es la siguiente

tc∗ es un tc adecuado si ηc =

¯̄̄̄
¯1− var

£
t̂p
¤
c

var
£
t̂p
¤
c−1

¯̄̄̄
¯ ≤ δ, para toda c ≥ c∗,

donde δ ≡ constante determinada.

3.2 Segundo criterio

El segundo criterio que se propone es útil cuando se puede diseñar un plan de prueba de

vida. Se define una función de costo total CT, del estudio; la cual es función del tiempo

de duración y esta dada como

CT (t) = CTI (t) + CTO (t) ,

donde

CTI (t) = K × var
£
t̂p
¤

es la función que representa el costo por inferencia; y

CTO (t) = Cobs × tc ×M + Cuni ×M

representa el costo de observación de la prueba de vida más el costo de las unidades en

muestra.
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DondeK en una constante que representa el costo unitario por pérdida de precisión en

la inferencia. En cualquier estudio, la precisión en la inferencia tiene un costo económico.

Es claro que al incrementar la duración de la prueba se reducen las estimaciones de

var
£
t̂p
¤
y en consecuencia la inferencia se realiza con mayor precisión. Esto implica que

la toma de decisiones basada en la inferencia representa un menor costo económico. De

este modo, el costo CTI (t) es decreciente como función del tiempo de duración de la

prueba.

Por otro lado, Cop es el costo unitario de observación. En este costo están incluidos

los costos unitarios de operación, medición y mano de obra. Así mismo, Cuni representa

el costo por unidad en prueba. Para un M fijo, la función CTO (t) es creciente, ya que

a mayor tiempo de duración, mayor es el costo total de ejecución del experimento. Este

costo también es creciente como función de M.

Al sumar las funciones anteriores, se obtiene una función convexa, cuyo mínimo pro-

porciona el costo global mínimo del experimento; ver Figura 3-2.

El segundo criterio que se propone combina los dos tipos de costo. De este modo el

segundo criterio consiste en determinar el tiempo de paro que proporciona el menor costo

total del estudio. La regla de paro es la siguiente

tc∗ es un tc adecuado si CT (tc∗) ≤ CT (tc) para toda c ≥ c∗,

Estos criterios surgen ante la necesidad de dar solución a los problemas que se plantean

en la práctica.
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Figura 3-2: Gráfica de la función total de costo.
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Como se puede observar, los criterios que se proponen en la tesis determinan tiempos

de paro para diferentes tamaños de muestra, cuando la frecuencia de observación es fija

y se tiene alguna estimación de los parámetros.

En la literatura revisada se encontraron algunos artículos donde se proponen pro-

cedimientos para diseñar pruebas de degradación. En Tseng y Yu (1997) proponen un

método para determinar el tiempo de paro en un experimento de degradación, el cual se

fundamenta en la propiedad límite del estimador de la media de vida µ̂, cuando el tiempo

de duración de la prueba de degradación se va incrementando. El experimento se detiene

cuando µ̂ se estabiliza.

En Yu y Tseng (1998) se presenta un procedimiento intuitivo para determinar el

tiempo de paro en una prueba de degradación acelerada. El procedimiento es una com-

binación del enfoque que se muestra en Tseng y Yu (1997) con los modelos para pruebas

de vida acelerada.

En Lu y Meeker (1993) se proponen modelos estadísticos y métodos para el análisis

de datos de degradación, los cuales tienen como fin estimar una distribución del tiempo

a la falla. Los modelos de degradación que se consideran son no lineales y de efectos

mixtos. Los modelos trabajan bajo el supuesto de que el vector de efectos mixtos o una

reparametrización de ellos siguen una distribución Normal multivariada.

En Yu y Tseng (1999) se propone un diseño óptimo para un estudio de degradación. El

cual consiste en encontrar una combinación óptima de las variables: número de unidades,

frecuencia de observación y tiempo de paro. Bajo la restricción de que el costo total (CT )
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no exceda una cantidad específica (C), las variables óptimas de decisión (M, frec, y tc) se

obtienen al minimizar la varianza asintótica de un percentil estimado t̂p de la distribución

del tiempo de vida.

Por último en Yu y Chiao (2002) se propone una regla de identificación bajo un diseño

factorial fraccionado. Para esto se deriva un plan de prueba óptimo; el cual se obtiene

al minimizar el costo total del experimento, bajo la restricción de que la probabilidad de

identificar correctamente los efectos de los factores, sea mayor que una cantidad específica.

La combinación óptima de las variables de decisión se determinan al minimizar el costo

total, ya que la función de costo total se puede caracterizar por estás variables.
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Capítulo 4

Verosimilitud

En este capítulo se presentan los elementos técnicos necesarios que se requieren en el

planteamiento de los criterios de tiempos de paro ya mencionados. Como se sabe am-

bos criterios dependen fuertemente de las covarianzas de los estimadores de MV de los

parámetros del modelo, esto es, dependen de la precisión de las estimaciones de máxima

verosimilitud. En el presente capítulo, considerando las propiedades asintóticas de los

estimadores de MV, se muestran dos medidas aproximadas para estimar var
£
t̂p
¤
. Estás

medidas son la información observada y la información de Fisher esperada evaluada en

las estimaciones de máxima verosimilitud de los parámetros del modelo. De este modo,

en la Sección (4.1) se presentan las propiedades asintóticas de los estimadores de MV,

en la Sección (4.2) se obtienen la función Score y la matriz Hessiana de los parámetros

del modelo lineal marginal de efectos mixtos. En la Sección (4.3) se obtiene la infor-

mación esperada, las expresiones de los cuantiles de los modelos que se analizan en este
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trabajo y finalmente, por el método delta, se obtienen expresiones para las varianzas de

los cuantiles.

4.1 Propiedades de los estimadores

Bajo condiciones de regularidad, se tiene que el estimador de máxima verosimilitud φ̂ se

distribuye asintóticamente como

φ̂
aprox∼ N

¡
φ, I−1 (φ)

¢
,

donde I (φ) es la información esperada o información de Fisher. La información de Fisher

esta dada como

I (φ) = −E
·
∂2l (φ)

∂φ∂φT

¸
,

donde ∂2l(φ)

∂φ∂φT
son las segundas derivadas parciales de la función de logverosimilitud l (φ) .

La información de Fisher esperada es una medida de la precisión promedio que puede

ser obtenida sobre un número de repeticiones del experimento. Las segundas derivadas

de la logverosimilitud indican la curvatura o concavidad de la función de verosimilitud

alrededor del estimador de MV. Con tamaños de muestra grande la concavidad es mayor;

lo cual se interpreta como una mayor precisión en las estimaciones.

Cuando no hay censura o no se tienen datos truncados, I (φ) depende del modelo

subyacente, de sus parámetros desconocidos φ, del tamaño de la muestra M y de las

covariables.
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La información de Fisher esperada es útil en la planeación de experimentos, ya que

proporciona información antes de conducirlo, esto se puede ver en Fisher (1973). Por

ejemplo, para la planeación de un prueba de degradación es posible que solo se conozcan

la forma del modelo, pero con respecto a los parámetros se tenga información sobre un

rango de posibles valores de φ. En esta situación la información de Fisher esperada puede

ser un elemento importante para diseñar dicha prueba.

Bajo condiciones de regularidad, un estimador consistente de I (φ) esta dado por la

información observada,

J (φ) = − ∂2l (φ)

∂φ∂φT
,

donde las derivadas son evaluadas en φ = φ̂. También una estimación local de I (φ) se

obtiene al evaluar las derivadas en las estimaciones de máxima verosimilitud, como se

muestra

I
³
φ̂
´
= −E ∂2l (φ)

∂φ∂φT

¯̄̄̄
φ=φ̂

.

Este estimador es poco usual; ya que es difícil obtener los valores esperados. En Meeker

y Escobar (1998) se menciona que no se tiene una ventaja clara al utilizar I
³
φ̂
´
, en

lugar de J
³
φ̂
´
.

Efron y Hinkley (1978) estudian la información de Fisher esperada evaluada en el

estimador de MV y la información observada como una medida de precisión de la es-

timación de MV de un parámetro. Desde un punto de vista frecuentista prefieren el

inverso de la información observada sobre el inverso de la información esperada evaluada
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en la estimación de MV como una aproximación de la varianza de φ̂, ya que proporciona

mejores estimaciones.

Fisher (1973) enfatiza la importancia de usar la información observada después de

conducir el experimento. En Díaz-Francés (1998) se menciona que en muestras finitas

se debe tener precaución en usar J
³
φ̂
´
e I
³
φ̂
´
como aproximaciones de la varianza

de φ̂. Además, se menciona que ninguna de estas matrices se puede usar de manera

aislada como estimadores aproximados de las covarianzas de φ̂. Para considerar a J (θ)

como una medida de la precisión, se debe considerar conjuntamente con la función de

verosimilitud.

En este trabajo se consideran y analizan J
³
φ̂
´
e I
³
φ̂
´
como aproximaciones de la

varianza de φ̂. En el análisis se observó que las estimaciones de la varianza de φ̂ con la

información observada son menores que las que se obtienen con I
³
φ̂
´
. Para tamaños

de muestra grandes son similares, esto se debe a que asintóticamente ambas covergen a

I (φ) .

Tomando en cuenta que la función de verosimilitud contiene toda la información del

parámetro en la muestra, se prefiere utilizar la información observada como indicador de

la precisiones de la estimaciones de MV, puesto que J
³
φ̂
´
contiene prácticamente toda

la información sobre la curvatura de la función de máxima verosimilitud alrededor de φ̂.

Esto es cuando l (φ;datos) es simétrica. En otros casos, J
³
φ̂
´
y derivadas de l (φ;datos)

de un orden mayor contienen la información de l (φ;datos) . De este modo, J
³
φ̂
´
es una

medida de precisión.

43



También es posible que se prefiera J
³
φ̂
´
, ya que con I

³
φ̂
´
al integrar para obtener

valores esperados puede suceder que se pierda información.

Por definición las segundas derivadas de la logverosimilitud indican la curvatura o

concavidad de la función de verosimilitud alrededor del estimador de MV. Cuando el

tamaño de la muestra es grande la concavidad es mayor; lo cual se interpreta como una

mayor precisión en las estimaciones.

En confiabilidad se tiene interés en hacer inferencias sobre funciones de los parámetros,

más que en los parámetros del modelo. Sea la función g (φ); la cual supongamos tiene

segundas derivadas parciales continuas, con respecto a los elementos de φ. Para este tipo

de funciones el estimador de MV de g (φ) es ĝ = g
³
φ̂
´
, si la función es uno a uno. Por

el método delta

var [ĝ] ≈ ∂g (φ)

∂φ
var

h
φ̂
i ∂g (φ)

∂φ

T

,

donde ∂g(φ)
∂φ

es el vector (o matriz) gradiente evaluado en . El método delta se describe

en el apéndice.

En particular, el presente trabajo se concentra en la estimación de cuantiles tp de

la distribución del tiempo de vida y en las estimaciones de las varianzas de t̂p. Bajo

un modelo de degradación D (t;β,θ) , un cuantil del tiempo de vida es función de β

y θ. Entonces el estimador de MV de tp (φ) es t̂p. Para una gran variedad de modelos

D (t;β,θ) no se tienen expresiones analíticas para tp (β,θ) , en cuyo caso estimaciones

del cuantil se obtienen por métodos numéricos. Aquí se consideran tres tipos de modelos

lineales y bajo los cuales se obtuvieron expresiones analíticas de tp.
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A continuación se obtienen la función Score y la matriz Hessiana, que se requieren

para obtener estimaciones de la var
£
t̂p
¤
.

4.2 Función Score e información observada

Como se recordará, en el modelo lineal de efectos mixtos los parámetros son φ =

(β,θ, σ2) , donde β es el vector de parámetros de efectos fijos, θ al vector que contiene

los parámetros distintos de la matriz de covarianza Ψ.

La función de logverosimilitud del modelo lineal de efectos mixtos esta dada como

l (φ; datos) = −1
2

Ã
MX
i=1

log |Vi|+
MX
i=1

h
(yi −Xiβ)

T V−1i (yi −Xiβ)
i!

,

donde Vi (θ, σ
2) = ZiΨZ

T
i + σ2I .

La función Score Sc (φ) y la matriz Hessiana J (φ) , como se prueba en el apéndice

están dadas por

Sc (φ) = −1
2


−2

MP
i=1

XT
i V

−1
i (yi − βXi)

MP
i=1

³
tr
³
V−1i

∂Vi

∂θk

´
− (yi −Xiβ)

T Aik (yi −Xiβ)
´

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y

J (φ)

=


MP
i=1

XT
i V

−1
i Xi

MP
i=1

XT
i Aikri

MP
i=1

XT
i Aikri

1
2

MP
i=1

³
tr
h
V−1i

∂2Vi

∂θh∂θk
−Aih

∂Vi

∂θk

i
− rTi ∂Aik

∂θh
ri
´
 ,

donde

r = yi −Xiβ, Aik = V
−1
i

∂Vi

∂θk
V−1i

y

∂Aik

∂θh
= V−1i

µ
−∂Vi

∂θh
V−1i

∂Vi

∂θk
+

∂2Vi

∂φh∂φk

− ∂Vi

∂θk
V−1i

∂Vi

∂θh

¶
V−1i .

4.3 Información de Fisher esperada

La información de Fisher esperada, por definición es menos el valor esperado de los

elementos de la matriz información observada.

Como se prueba en el apéndice, la información de Fisher esperada correspondiente al

modelo lineal de efectos mixtos, queda expresada como

I (φ) =


MP
i=1

XT
i V

−1
i Xi 0

0 1
2

MP
i=1

tr
h
V−1i

∂2Vi

∂θh∂θk
−Aih

∂Vi

∂θk
− ∂Aik

∂θh
Vi

i
 (4.1)

=


MP
i=1

XT
i V

−1
i Xi 0

0 1
2

MP
i=1

tr
h
V−1i

∂Vi

∂θk
V−1i

∂Vi

∂θh

i
 ,
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la cual es diagonal por bloques. En la Sección (7.2) del Apéndice se presenta el desarrollo

algebraíco para obtener la información de Fisher esperada.

Dado que

E

·
∂2l

∂β∂θT

¸
= 0 y E

·
∂2l

∂β∂σ2

¸
= 0,

entonces β es ortogonal con θ y σ.

Al ser I (φ) diagonal por bloques implica que la matriz inversa [I (φ)]−1 también es

diagonal por bloques. Por lo tanto, el estimador de máxima verosimilitud β̂ es asintóti-

camente no correlacionado con θ̂ y σ̂.

De lo anterior también se puede concluir que

β̂
aprox∼ N

Ã
β,

MX
i=1

XT
i V

−1
i Xi

!

y  θ̂

σ̂

 aprox∼ N


 θ

σ

 , I−1sub (θ, σ)

 ,

donde

I−1sub (θ, σ) =
1

2

MX
i=1

tr

·
V−1i

∂Vi

∂θk
V−1i

∂Vi

∂θh

¸
,

es una submatriz de I (φ) .

Es importante mencionar que las propiedades asintóticas anteriores son válidas para

los estimadores obtenidos por máxima verosimilitud, así como para los estimadores por

máxima verosimilitud restringida.
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Cuando se calculan intervalos de confianza, la función LME de S-Plus reparametriza

las desviaciones estándar como su logaritmo y las correlaciones ρ, como logit generaliza-

dos; es decir

log σ2 y log
1 + ρ

1− ρ
,

con −1 < ρ < 1.

Esta reparametrización se le llama parametrización natural y tiene la ventaja que los

parámetros no están restringidos, ya que toman cualquier valor real. Además permite

que se cumplan mejor las propiedadades de normalidad en los estimadores de MV.

Dado que en este trabajo se consideran los parámetros originales del modelo y las esti-

maciones se obtienen con la función LME de S-Plus, entonces se realiza la transformación

correspondiente al hacer inferencia sobre los parámetros originales del modelo.

4.4 Información de Fisher esperada: casos

En la tesis se analizan tres tipos de trayectorias lineales: modelo con intercepto aleatorio

y pendiente fija, con intercepto fijo y pendiente aleatoria y el modelo con intercepto y

pendiente aleatorios. En cada caso las unidades tienen el mismo número de mediciones, es

decir, los datos están balanceados. Tomemos, ni = n, para i = 1, 2, ...,M. La información

de Fisher esperada correspondiente a cada uno de los modelos de interés se obtiene a

continuación.
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4.4.1 Modelo con intercepto aleatorio

En el modelo con intercepto aleatorio la matriz de covarianza de Yi es

Vi = ZiΨZ
T
i + σ2I = σ2bZiZ

T
i + σ2I

con ZT
i = (1, 1, . . . , 1)1×ni . En este caso θ = (θh, θk) = (σb, σ) .

Sustituyendo la derivadas correspondientes en la información de Fisher esperada que

se presentó en la Sección anterior, la información de Fisher esperada para los parámetros

de este modelo es de la forma

I (β,θ)

=



MP
i=1

XT
i V

−1
i Xi 0 0

0 1
2

MP
i=1

tr
£
4σ2bV

−1
i ZiZ

T
i V

−1
i ZiZ

T
i

¤
1
2

MP
i=1

tr
£
4σbσV

−1
i ZiZ

T
i V

−1
i

¤
0 1

2

MP
i=1

tr
£
4σbσV

−1
i V

−1
i ZiZ

T
i

¤
1
2

MP
i=1

tr
£
4σ2V−1i V

−1
i

¤


;

donde tr
£
4σbσV

−1
i V

−1
i ZiZ

T
i

¤
= tr

£
4σbσV

−1
i ZiZ

T
i V

−1
i

¤
. El desarrollo algebraico para

obtener esta matriz se presenta en el Apéndice.

4.4.2 Modelo con pendiente aleatoria

En el modelo con pendiente aleatoria la matriz de covarianza de Yi

Vi = ZiΨZ
T
i + σ2I = σ2bZiZ

T
i + σ2I
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con ZT
i = (t1, t2, . . . , tni)1×ni . En este caso θ = (θh, θk) = (σb, σ) .

Entonces la información de Fisher esta dada como

I (β,φ)

=



MP
i=1

XT
i V

−1
i Xi 0 0

0 1
2

MP
i=1

tr
£
4σ2bV

−1
i ZiZ

T
i V

−1
i ZiZ

T
i

¤
1
2

MP
i=1

tr
£
4σbσV

−1
i ZiZ

T
i V

−1
i

¤
0 1

2

MP
i=1

tr
£
4σbσV

−1
i V

−1
i ZiZ

T
i

¤
1
2

MP
i=1

tr
£
4σ2V−1i V

−1
i

¤


.

El desarrollo para obtener la información esperada se presenta en la Sección (7.2.2) del

Apéndice.

4.4.3 Modelo con intercepto y pendiente aleatorios

En el modelo con intercepto y pendiente aleatoria, la matriz de covarianza de variable

de respuesta Yi es

Vi = ZiΨZ
T
i + σ2I,

donde ZT
i =

 1 · · · 1

ti1 · · · tini

 . En este caso Ψ =

 σ20 σ0σ1ρ

σ0σ1ρ σ21

 , con −1 < ρ < 1

y θ = (σ0, σ1, ρ, σ) .

En forma similar a los modelos anteriores, la información esperada se obtiene al
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sustituir las derivadas correspondientes en 4.1. Así

I (β,θ) =



I11 0 0 0 0

0 I22 I23 I24 I25

0 I32 I33 I34 I35

0 I42 I43 I44 I45

0 I52 I53 I54 I55


,

donde los elementos de la matriz I (β,θ) están dados como

I11 =
MX
i=1

XT
i V

−1
i X,

I22 =
1

2

MX
i=1

tr

V−1i Zi

 2σ0 σ1ρ

σ1ρ 0

ZT
i V

−1
i Zi

 2σ0 σ1ρ

σ1ρ 0

ZT
i

 ,

I33 =
1

2

MX
i=1

tr

V−1i Zi

 0 σ0ρ

σ0ρ 2σ1

ZT
i V

−1
i Zi

 0 σ0ρ

σ0ρ 2σ1

ZT
i

 ,

I44 =
1

2

MX
i=1

tr

V−1i Zi

 0 σ0σ1

σ0σ1 0

ZT
i V

−1
i Zi

 0 σ0σ1

σ0σ1 0

ZT
i

 ,

I55 =
1

2

MX
i=1

tr
£
4σ2V−1i V

−1
i

¤
,
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I23 = I32 =
1

2

MX
i=1

tr

V−1i Zi

 2σ0 σ1ρ

σ1ρ 0

ZT
i V

−1
i Zi

 0 σ0ρ

σ0ρ 2σ1

ZT
i

 ,

I24 = I42 =
1

2

MX
i=1

tr

V−1i Zi

 2σ0 σ1ρ

σ1ρ 0

ZT
i V

−1
i Zi

 0 σ0σ1

σ0σ1 0

ZT
i

 ,

I25 = I52 =
1

2

MX
i=1

tr

2σV−1i Zi

 2σ0 σ1ρ

σ1ρ 0

ZT
i V

−1
i

 ,

I34 = I43 =
1

2

MX
i=1

tr

V−1i Zi

 0 σ0σ1

σ0σ1 0

ZT
i V

−1
i Zi

 0 σ0ρ

σ0ρ 2σ1

ZT
i

 ,

I35 = I53 =
1

2

MX
i=1

tr

2σV−1i Zi

 0 σ0ρ

σ0ρ 2σ1

ZT
i V

−1
i

 ,

I45 = I54 =
1

2

MX
i=1

tr

2σV−1i Zi

 0 σ0σ1

σ0σ1 0

ZT
i V

−1
i

 .
Las matrices de derivadas parciales deVi se encuentran en la Sección (7.2.3) del Apéndice.

4.5 Cuantil tp del tiempo a la falla

Un cuantil tp de la distribución del tiempo a la falla se define como,

p = P (T ≤ tp) = FT (tp;φr) = P (D (tp;φr) ≥ Df) .
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El interés en este trabajo se centra en la estimación de cuantiles inferiores, 0 < p < 0.5.

Algunas veces tp no tiene forma cerrada, afortunadamente para los modelos que aquí se

analizan se obtuvieron formas cerradas para tp.

Note que en la definición de cuantil no interviene el parámetro σ. Recordemos que φr

contiene los parámetros del modelo, excepto a σ.

Por la propiedad de invarianza de los estimadores de MV, el estimador de MV de tp

es

t̂p = tp
³
φ̂r

´
.

Al ser un estimador de MV posee las propiedades asintóticas de este tipo de estimadores.

Así, para muestras grandes t̂p se distribuye aproximadamente como Normal con media

tp y matriz de covarianza var
£
t̂p
¤
.

Como la varianza de t̂p no se puede obtener en forma directa, se obtiene una aproxi-

mación con el método delta. Este método se puede aplicar siempre que tp como función

de los parámetros tenga segundas derivadas continuas con respecto a los elementos de

φr. Suponiendo lo anterior, se tiene que

var
£
t̂p
¤ ≈ ·∂tp (φr)

∂φr

¸
var

h
φ̂r

i "∂tp (φr)

∂φr

T
#
, (4.2)

donde ∂tp(φr)
∂φr

es el vector gradiente de tp (φr) , evaluado en φ̂r.

Observe que una estimación de var
£
t̂p
¤
queda determinada al estimar var

h
φ̂r

i
. De

los resultados obtenidos en la Sección (4.3) para los modelos lineales de efectos mixtos,
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dos estimadores aproximados de var
h
φ̂r

i
son:

dvar1 ³φ̂r

´
= J

³
φ̂r

´−1
,

y

dvar2 ³φ̂r

´
= I (φr)

−1 |φr=φ̂r ,

donde J (φr) =
h
− ∂2l(φr)

∂φr∂φ
T
r

i
es la submatriz de J (φ) que no contiene las derivadas con

respecto a σ2 e I (φr) es la submatriz de I (φ) que no contiene los valores esperados de

las derivadas con respecto a σ2. Al sustituir estos estimadores en 4.2 se generan las dos

estimadores locales de var
£
t̂p
¤
,

var1
£
t̂p
¤
=

∂tp (φr)

∂φr

J
³
φ̂r

´−1 ∂tp (φr)

∂φr

T

y

var2
£
t̂p
¤
=

∂tp (φr)

∂φr

I (φr)
−1 |T

φr=φ̂r

∂tp (φr)

∂φr

,

con

J
³
φ̂r

´
=


MP
i=1

XT
i V

−1
i Xi

MP
i=1

XT
i Aikri

MP
i=1

XT
i Aikri

1
2

MP
i=1

³
tr
h
V−1i

∂2Vi

∂φh∂φk
−Aih

∂Vi

∂φk

i
− rTi ∂Aik

∂φh
ri
´

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
φr=φ̂r
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y

I (φr) =


MP
i=1

XT
i V

−1
i Xi 0

0 1
2

MP
i=1

tr
h
V−1i

∂Vi

∂φk
V−1i

∂Vi

∂φh

i
 ,

donde las derivadas parciales son evaluadas en φ̂r y donde

r = yi −Xiβ, Aik = V
−1
i

∂Vi

∂θk
V−1i

y

∂Aik

∂θh
= V−1i

µ
−∂Vi

∂θh
V−1i

∂Vi

∂θk
+

∂2Vi

∂φh∂φk

− ∂Vi

∂θk
V−1i

∂Vi

∂θh

¶
V−1i .

Las estimaciones de var1
£
t̂p
¤
y var2

£
t̂p
¤
se obtienen al evaluar las expresiones an-

teriores en las estimaciones de MV del vector de parámetros φr. Mediante estudios de

simulación se estimarán y se compararán ambas varianzas.

En la siguiente sección se obtienen expresiones para los cuantiles del tiempo a la falla;

así como las varianzas de los t̂p, para cada uno de los modelos de degradación en estudio.

4.6 Cuantiles y estimadores de varianza de t̂p : casos

Dado que cada uno de los modelos que aquí se estudian tiene sus propias característi-

cas, fue necesario obtener las expresiones del cuantil tp y la varianza de su estimador

vartp
³
φ̂r

´
para cada modelo. Para las simulaciones de los criterios de tiempos de du-

ración se creó un programa para cada caso. A continuación se obtiene las expresiones de
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los cuantiles y las varianzas aproximadas.

4.6.1 Modelo de intercepto aleatorio

Dado el modelo con intercepto aleatorio y pendiente fija,

Yij = β0 + σ0bi + β1tij + σεij,

sea T el tiempo de falla para un nivel de falla Df > β0. Luego

FT (t) = P (T ≤ t) = P (β0 + σ0b+ β1t ≥ Df)

= P

µ
b ≥ Df − β0 − β1t

σ0

¶
= 1− Φ

µ
Df − β0 − β1t

σ0

¶
= Φ

µ
β0 + β1t−Df

σ0

¶
= Φ

µ
β1
σ0

µ
t− Df − β0

β1

¶¶
.

Entonces la densidad de T es

fT (t) =
1√
2π

σ0
β1

e
−1
2

σ20
β21

t−Df−β0
β1

2

,

la cual resulta ser una Normal:

T ∼ N

µ
Df − β0

β1
,
σ20
β21

¶
.
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La distribución de T depende de tres parámetros: β0, β1 y σ0. Note que, bajo este modelo,

P (T ≤ 0) = Φ
³
−Df−β0

σ0

´
> 0. Por lo que se espera que Df À β0 + σ0. El modelo es

bueno si la componente aleatoria del intercepto es pequeña con respecto a la componente

fija y que Df > β0. Pues si esto se cumple, P (T ≤ 0) se puede ser insignificante.

Sea tp un cuantil de interés, con 0 < p < 1. Luego,

tp =
Df − β0 + σ0zp

β1
.

Entonces por la propiedad de invarianza el estimador de MV de tp es

tp
³
φ̂r

´
=

Df − β̂0 + σ̂0zp

β̂1
.

Por el método delta una aproximación de la vartp
³
φ̂r

´
se obtiene de la siguiente forma.

Sea

g (β0, β1, σ0) = tp (φr) ,

luego,

∂tp
∂ (β0, β1, σ0)

=

µ
− 1
β1

,−Df − β0 + σ0zp

β21
,
zp
β1

¶
.
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Entonces por el método delta,

vart̂p =


− 1

β1

−Df−β0+σ0zp
β21

zp
β1



T

I−1 (β0, β1, σ0)


− 1

β1

−Df−β0+σ0zp
β21

zp
β1

 ,

donde las derivadas son evaluadas en
³
β̂0, β̂1, σ̂0

´
e

I (β0, β1, σ0) =


MP
i=1

XT
i V

−1
i Xi 0

0 1
2

MP
i=1

tr
£
4σ20V

−1
i ZiZ

T
i V

−1
i ZiZ

T
i

¤
 .

El elemento
MP
i=1

XT
i V

−1
i Xi es una matriz de 2× 2 y ZT

i = (1, 1, . . . , 1)1×n .

Los estimadores de var
£
t̂p
¤
que se presentaron en la Sección (4.4) para el modelo con

intercepto aleatorio quedan expresados como

dvar1t̂p =


− 1
β̂0

−Df−β̂0+σ̂0zp
β̂
2
1

zp

β̂1



T

J−1
³
β̂0, β̂1, σ̂0

´


− 1
β̂0

−Df−β̂0+σ̂0zp
β̂
2
1

zp

β̂1


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y

dvar2t̂p =


− 1

β̂0

−Df−β̂0+σ̂0zp
β̂
2
1

zp

β̂1




mP
i=1

XT
i V̂

−1
i Xi 0

0 1
2

mP
i=1

tr
h
4σ̂20V̂

−1
i ZiZ

T
i V̂

−1
i ZiZ

T
i

i

−1

×


− 1

β̂0

−Df−β̂0+σ̂0zp
β̂
2
1

zp

β̂1

 ,

donde V̂i

³
θ̂
´
= σ̂20ZiZ

T
i + σ̂2I.

4.6.2 Modelo de pendiente aleatoria

Dado el modelo con intercepto fijo y pendiente aleatoria

Yij = β0 + (β1 + σ1bi) tij + σεij,

donde

β0, β1, σ1, σ > 0, bi ∼ N (0, 1) , εij ∼ N (0, 1)

Sea T la variable aleatoria que representa el tiempo a la falla para un nivel crítico de falla

Df ; con Df > β0. Una unidad falla cuando la trayectoria de degradación D (t, θ) ≥ Df .
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Luego la distribución del tiempo a la falla se puede obtener como

P (T ≤ t) = P (β0 + (β1 + σ1b) t ≥ Df)

= P

µ
b ≥ Df − β0 − β1t

σ1t

¶
= 1− Φ

µ
Df − β0 − β1t

σ1t

¶
= Φ

µ
β1t− (Df − β0)

σ1t

¶
= Φ

µ
β1
σ1
− Df − β0

σ1

1

t

¶
.

Note que bajo este modelo, P (T <∞) = Φ
³
β1
σ1

´
. Por lo que se espera β1 À σ1 para

que la distribución anterior sea una buena aproximación. Por ejemplo, β1 ≥ 5σ1. Esto

quiere decir que el modelo de pendiente aleatoria es bueno siempre que la componente

aleatoria sea signicativamente menor que la componente fija.

La densidad de T es

fT (t) =
Df − β0

σ1
φ

µ
β1
σ1
− Df − β0

σ1

1

t

¶

A este tipo de distribuciones se les conoce como distribuciones de Berstein.

A partir del cuantil zp de la Normal estándar, se puede obtener el cuantil tp del tiempo

a la falla, de la manera siguiente

p = Φ (zp) = Φ

µ
β1
σ1
− Df − β0

σ1

1

tp

¶
.
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Esto implica que

zp =
β1
σ1
− Df − β0

σ1

1

tp
.

Despejando, tp queda expresado como

tp =
Df − β0
β1 − zpσ1

,

bajo la restricción de Df ≥ β0. Por la propiedad de invarianza el estimador de MV de tp

es

tp
³
φ̂r

´
=

Df − β̂0

β̂1 − zpσ̂1
.

Por el método delta una aproximación de la vartp
³
φ̂r

´
se obtiene de la siguiente forma.

Sea

g (β0, β1, σ1) = tp (φr) ,

luego el gradiente es

∂tp
∂ (β0, β1, σ1)

=


− 1

β1−zpσ1

− Df−β0
(β1−zpσ1)2

(Df−β0)zp
(β1−zpσ1)2



T

.

Entonces

var
£
t̂p
¤
=


− 1

β1−zpσ1

− Df−β0
(β1−zpσ1)2

(Df−β0)zp
(β1−zpσ1)2



T

I−1 (β0, β1, σ1)


− 1

β1−zpσ1

− Df−β0
(β1−zpσ1)2

(Df−β0)zp
(β1−zpσ1)2

 ,
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donde las derivadas son evaluadas en
³
β̂0, β̂1, σ̂1

´
y ZT

i = (t1, t2, . . . , tni). Con

I (β0, β1, σ1) =


MP
i=1

XT
i V

−1
i Xi 0

0 1
2

MP
i=1

tr
£
4σ21V

−1
i ZiZ

T
i V

−1
i ZiZ

T
i

¤
 .

Los estimadores de var
£
t̂p
¤
que se presentaron en la Sección (4.5) para el modelo con

pendiente aleatoria quedan expresados como

dvar1t̂p =


− 1

β̂0

−Df−β̂0+σ̂1zp
β̂
2
1

zp

β̂1



T

J−1
³
β̂0, β̂1, σ̂0

´


− 1

β̂0

−Df−β̂0+σ̂1zp
β̂
2
1

zp

β̂1


y

dvar2t̂p =


− 1

β̂0

−Df−β̂0+σ̂1zp
β̂
2
1

zp

β̂1



T 
MP
i=1

XT
i V̂

−1
i Xi 0

0 1
2

MP
i=1

tr
h
4σ̂21V̂

−1
i ZiZ

T
i V̂

−1
i ZiZ

T
i

i

−1

×


− 1

β̂0

−Df−β̂0+σ̂1zp
β̂
2
1

zp

β̂1

 ,

donde V̂i = σ̂21ZiZ
T
i + σ̂2I.
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4.6.3 Modelo con intercepto y pendiente aleatoria

Dado el modelo para trayectorias lineales con intercepto y pendiente aleatorias

Yij = D (tij)+σεij = (β0 + σ0b0i)+(β1 + σ1b1i) tij+σεij, j = 1, . . . , ni, i = 1, . . . ,M.

donde

σ, σ0, σ1 > 0,

 b0i

b1i

 ∼ N


 0
0

 ,
 1 ρ

ρ 1


 ; εij ∼ N (0, 1) .

Aquí las variables aleatorias b0i y b1i son independientes de εij. En este caso las observa-

ciones entre individuos son independientes, más no dentro de cada individuo.

Bajo el supuesto de normalidad entre b0i, y b1i, la distribución de D (t) es

D (t) ∼ N
¡
β0 + β1t, σ

2
0 + σ21t

2 + 2tρσ0σ1
¢
.

Dado el nivel crítico de falla Df , la distribución del tiempo a la falla se puede obtener
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como

FT (t) = P
¡
β0 + β1t+ σ0b

0 + σ1b
1t ≥ Df

¢
= P

¡
σ0b

0 + σ1b
1t ≥ Df − β0 − β1t

¢
= P

Ã
σ0b0 + σ1b1tp

σ20 + σ21t
2 + 2tρσ0σ1

>
Df − β0 − β1tp

σ20 + σ21t
2 + 2tσ0σ1ρ

!

= P

Ã
σ0b0 + σ1b1tp

σ20 + σ21t
2 + 2tσ0σ1ρ

<
β0 + β1t−Dfp

σ20 + σ21t
2 + 2tσ0σ1ρ

!

≈ Φ

Ã
β0 + β1t−Dfp

σ20 + σ21t
2 + 2tσ0σ1ρ

!
. (4.3)

De hecho la aproximación

FT (t) ≈ Φ

Ã
β0 + β1t−Dfp

σ20 + σ21t
2 + 2tσ0σ1ρ

!

es buena si (Df − β0) /σ0 y β1/σ1 son grandes. Por ejemplo

Df − β0
σ0

,
β1
σ1

> 3. (4.4)

Lo anterior se debe a que en t = 0 y para t→∞, se debe cumplir

FT (0) = 0 ≈ Φ

µ
−Df − β0

σ0

¶
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y

FT (∞) = lim
t→∞

FT (t) = 1

≈ lim
t→∞

Φ

Ã
β0 + β1t−Dfp

σ20 + σ21t
2 + 2tσ0σ1ρ

!

= lim
t→∞

Φ

Ã
β0 −Dfp

σ20 + σ21t
2 + 2tσ0σ1ρ

+
β1tp

σ20 + σ21t
2 + 2tσ0σ1ρ

!

= lim
t→∞

Φ

 β1q
σ20
t2
+ 2σ0σ1ρ

t
+ σ21


= Φ

µ
β1
σ1

¶
.

Esto significa que en la práctica la distribución del tiempo a la falla es la expresión (4.3),

siempre que la variabilidad explicada de la degradación por los términos comunes de las

unidades es mucho mayor que la variabilidad explicada por los términos dentro de las

unidades.

Como la varianza de D (tij) depende del tiempo, entonces la distribución de T no es

una distribución Normal. A este tipo de distribuciones se les conoce como distribuciones

de Bernstein.

En el presente trabajo se requiere estimar un cuantil tp inferior de T. El cuantil se

puede obtener de la distribución aproximada para T, como se muestra en seguida. Dado

que

p = FT (tp) = Φ

 β0 + β1tp −Dfq
σ20 + σ21t

2
p + 2tσ0σ1ρ

 = Φ (zp) ,
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entonces

zp =
β0 + β1tp −Dfq
σ20 + σ21t

2
p + 2tσ0σ1ρ

≤ 0.

De lo anterior se obtiene la ecuación

¡
β21 − z2pσ

2
1

¢
t2p − 2

£
(Df − β0)β1 + z2pσ0σ1ρ

¤
tp + (Df − β0)

2 − z2pσ
2
0 = 0.

Resolviendo la ecuación para tp se tiene

tp =
(Df − β0)β1 + z2pσ0σ1ρ

β21 − z2pσ
2
1

(4.5)

= ±
q£
(Df − β0)β1 + z2pσ0σ1ρ

¤2 − ¡β21 − z2pσ
2
1

¢ £
(Df − β0)

2 − z2pσ
2
0

¤
β21 − z2pσ

2
1

Aquí hay dos restricciones naturales

0 < tp <
Df − β0

β1

y £
(Df − β0)β1 + z2pσ0σ1ρ

¤2
>
¡
β21 − z2pσ

2
1

¢ £
(Df − β0)

2 − z2pσ
2
0

¤
.

Esta última se puede cumplir fácilmente para 0.01 ≤ p ≤ 0.5 si se satisfacen las desigual-

dades en la expresión (4.4).

Sea

g (β0, β1, σb) = tp
³
φ̂r

´
.
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Defina

A = β21 − z2pσ
2
1,

B = (Df − β0)β1 + z2pσ0σ1ρ,

C = (Df − β0)
2 − z2pσ

2
0,

D =
©
B2 −AC

ª1/2
.

Entonces tp se puede expresar como

tp =
B −D

A
.

El estimador de MV de tp es

t̂p =
B
³
φ̂r

´
−D

³
φ̂r

´
A
³
φ̂r

´ .

El vector gradiente ∂
∂φr

tp (φr) se obtiene en la Sección (7.3) del apéndice. Los elementos

de ∂
∂φr

tp son:

∂

∂β0
tp = − 1

AD
[(β1 −B)D +A (Df − β0)] ,

∂

∂β1
g (β0, β1, σb) =

1

A2

½
[(Df − β0) (D −B) + β1C]

A2

D
− 2β1 (B −D)

¾
,

∂

∂σ0
g (β0, β1, σ0, σ1) =

z2p
AD

(Dσ1ρ−Bσ1ρ−Aσ0) ,
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∂

∂σ1
g (β0, β1, σ0, σ1) =

z2p
A2

½
[Dσ0ρ−Bσ0ρ− σ1C]

A

D
+ 2σ1 (B −D)

¾
,

∂

∂ρ
g (β0, β1, σ0, σ1, ρ) =

z2pσ0σ1

A
(D −B) .

Entonces

var
£
t̂p
¤
=

µ
∂

∂φr

tp (φr)

¶T

I−1 (β0, β1, σ0, σ1, ρ)
µ

∂

∂φr

tp (φr)

¶
,

donde las derivadas son evaluadas en φ̂r =
³
β̂0, β̂1, σ̂0, σ̂1, ρ̂

´
y ZT

i =

 1 · · · 1

ti1 · · · tini

 ,

con I (β0, β1, σ0, σ1, ρ) ; como se encuentra expresada en la Subsección (5.4.3).

Los estimadores de var
£
t̂p
¤
que se presentaron en la Sección (4.5) para el modelo con

intercepto y pendiente aleatoria quedan expresados como

dvar1 £t̂p¤ = µ ∂

∂φr

tp (φr)

¶T

J−1
³
β̂0, β̂1, σ̂0, σ̂1, ρ̂

´µ ∂

∂φr

tp (φr)

¶
,

donde las derivadas se evalúan en φ̂r =
³
β̂0, β̂1, σ̂0, σ̂1, ρ̂

´
; y

dvar2 £t̂p¤ = µ ∂

∂φr

tp (φr)

¶T

I−1
³
β̂0, β̂1, σ̂0, σ̂1, ρ̂

´µ ∂

∂φr

tp (φr)

¶
,

donde I
³
β̂0, β̂1, σ̂0, σ̂1, ρ̂

´
es como en la Subsección (5.4.3) pero evaluada en φ̂r =³

β̂0, β̂1, σ̂0, σ̂1, ρ̂
´
. Además en este caso,

V̂i = Zi
bΨZT

i + σ̂2In,
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con ZT
i =

 1 · · · 1

ti1 · · · tini

 y bΨ =

 σ̂20 σ̂0σ̂1ρ̂

σ̂0σ̂1ρ̂ σ̂21

 , con −1 < ρ̂ < 1.

Debido a la complejidad de los estimadoresdvar1 £t̂p¤ ydvar2 £t̂p¤ en este caso sólo se
representan en forma genérica. Pero se pueden obtener explícitamente a partir de los

resultados de la Sección (7.2.3).
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Capítulo 5

Ejemplo real: Modelo con intercepto

y pendiente aleatorios

En este capítulo se presenta la aplicación de los criterios planteados para tiempos de paro

en estudios de degradación. Inicialmente se muestra el análisis de un conjunto de datos

reales, provenientes de un estudio de confiabilidad; el cual se llevó a cabo en el Centro de

Tecnología y Productos de MABE en la ciudad de Querétaro. Posteriormente con estos

datos se muestra la aplicación de los dos criterios de paro para un modelo de degradación

lineal con intercepto y pendiente aleatorios. Bajo este escenario, se planea el tiempo de

paro antes de iniciar el estudio. Esto significa que se planea el tiempo de duración del

estudio con la opción de determinar el número de unidades en la prueba. También se

considera el caso cuando el estudio de degradación está en proceso y con la información

que se esta recopilando se decide el momento de terminar dicho estudio. Finalmente,
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en la aplicación del segundo criterio se planea la prueba, pero minimizando los costos

económicos de la misma.

5.1 Análisis de datos

Los datos reales utilizados para ilustrar el procedimiento propuesto en este trabajo para

la terminación de una prueba de degradación en confiabilidad, fueron obtenidos en un

estudio realizado para la comparación de la calidad del producto ofrecido por dos provee-

dores diferentes, Peña (2003).

Los datos son mediciones del cambio de color a lo largo del tiempo de una laca que

se aplica a una lámina de acero. El estudio de degradación del color de la laca es de

gran interés, ya que este tipo de laca se aplica a las láminas de acero que se utilizan en

los frentes se algunos modelos de estufas que fabrican en MABE. Este interés se debe

a la necesidad de mejorar continuamente la calidad de los productos. En el proceso de

degradación de la laca, esta tiende a amarillarse. Entonces en el estudio se tiene interés

en determinar el tiempo en que una proporción específica de unidades alcanza un nivel

de amarillamiento, tal que se declara como un defecto de apariencia. Es decir, se desea

determinar un cuantil tp de la distribución de los tiempos a la falla por amarillamiento.

Los datos corresponden a cambio de color observados a través del tiempo. El estudio

se realizó a una temperatura 1670C, con 15 unidades y se tomaron 10 mediciones en cada

unidad.

En la Figura 5-1 se puede apreciar que las trayectorias de degradación el desgaste del
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Figura 5-1: Trayectorias del desgaste por amarillamiento.

color en las lacas son de tipo lineal y que un modelo de degradación con una covariable

podría ajustarse adecuadamente a los datos. En esta Figura también se observa que

los interceptos y las pendientes parecen ser aleatorios, ya que son diferentes para cada

unidad.

Como un estudio preliminar, se realizó un análisis de regresión lineal simple para

cada unidad. Esto con el fin de identificar efectos aleatorios en modelo; así identificar la

estructura de covarianza entre tales efectos.

En la Figura 5-2 se aprecian diferencias entre los interceptos; así como entre las

pendientes. Esto parece indicar que el intercepto al igual que la pendiente son efectos
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Figura 5-2: Modelo de regresión ajustado a cada unidad.

aleatorios. Al graficar los intervalos de confianza del intercepto y pendiente de cada uno

de los modelos lineales, se observa que la mayoría de ellos no se intersecta; ver Figura

5-3. Este comportamiento corrobora que los dos efectos aleatorios, ya ,mencionados, son

necesarios para representar la variabilidad entre las unidades.

De este modo, se propone el siguiente modelo lineal de efectos aleatorios,

Yij = D (tij) + σεij =
¡
β0 + σbb

0
i

¢
+
¡
β1 + σbb

1
i

¢
tij + σεij,

donde b0i ∼ N (0, 1) , b1i ∼ N (0, 1) y εij ∼ N (0, 1) . Esta forma de representar los modelos
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Figura 5-3: Intervalos de Confianza de los parámetros de la regresión en cada unidad.
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de efectos mixtos sigue el enfoque de Laird y Ware (1982).

Es importante mencionar que también se ajustó un modelo lineal con intercepto

aleatorio y pendiente fija, con los mismos supuestos distribucionales de normalidad. Al

comparar los dos modelos mediante un análisis de varianza se observó un p-valor muy

pequeño para la prueba de razón de verosimilitud; la cual es una evidencia de que el

modelo con pendiente e intercepto aleatorios proporciona una mejor descripción de los

datos que el modelo con intercepto aleatorio.

Modelo ajustado

Para estimar los parámetros del modelo se utilizó la función LME de S-Plus, con el

método de máxima verosimilitud restringida. Las estimaciones obtenidas son las sigu-

ientes

β̂0 = 0.323, β̂1 = 0.0223, σ̂0 = 0.2557, σ̂1 = 0.00383, ρ = −0.434 y σ̂ = 0.111.

De esta tabla se observa que la variabilidad de efecto aleatorio del intercepto es grande,

en relación a la varianza del efecto de la pendiente. Existe también un correlación negativa

entre los efectos aleatorios.

Estimación Error Estándar g. l. t-valor p-valor

β0 .32308 .06719 134 4.8082 .0001

β1 .02238 .00098 134 22.7305 .0001

En la Tabla anterior sobre la significancia de los coeficientes del modelo, se tienen

p-valores pequeños; lo cual permite concluir que los coeficientes fijos en el modelo son
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altamente significativos. En la Tabla de intervalos de confianza para los parámetros del

modelo la mayoría son estrechos, con excepción del intervalo para la correlación entre los

efectos aleatorios.

Límite inferior Estimación Límite superior

β0 0.191 0.323 0.4551

β 0.0204 0.0223 0.0243

σ0 0.1408 0.2462 0.4303

σ1 0.0021 0.0036 0.0062

ρ -0.840 -0.431 0.2887

σ .0929 0.111 0.133

En Figura ?? se muestra también que el modelo estimado se ajusta adecuadamente

a las trayectorias de degradación.

Validación del modelo

Para validar el modelo, en seguida se realiza un diagnóstico sobre los supuestos dis-

tribucionales del modelo. En los modelos que se han trabajado en la tesis se consideran

dos suposiciones distribucionales: una dentro de las unidades y la otra entre unidades.

• Análisis de residuales. En la Figura 5-5 se observa que los residuales se distribuyen

simétricamente alrededor del cero y que aproximadamente se satisface el supuestos

de homocedasticidad entre los errores. Además se tiene que los residuales no siguen

un comportamiento definido, lo cual muestra que existe independencia entre los

errores. La gráfica de papel normal en la Figura 5-6, muestra que los errores

aproximadamente se distribuyen como una Normal.
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Figura 5-4: Modelo de efectos mixtos ajustado a los datos sobre el amarillamiento.
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Figura 5-5: Gráfica de valores ajustados vs residuales.
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Figura 5-6: Gráfica de papel normal para los residuales del modelo ajustado.
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Figura 5-7: Gráficas de papel normal de los efectos aleatorios.

• Validación de las suposiciones sobre los efectos aleatorios. La suposición de normal-

idad (marginal) de los efectos aleatorios se cumple de manera aproximada; a pesar

de que en el intercepto se observa cierta asimetría y algunos outliers; ver Figura

5-7.

En la Figura 5-8 se observa que existe mayor variabilidad en el efecto del intercepto

que en la pendiente. Además se tiene una ligera correlación negativa entre los efectos

aleatorios del modelo.

En resumen se puede concluir que el modelo con intercepto y pendiente aleatorios

explica adecuadamente los datos. Además, en la validación del modelo se tiene que los
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Figura 5-8: Diagrama de dispersión de efectos estimados del intercepto vs tiempo.
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supuestos de los errores y efectos aleatorios se cumplen de manera aproximada.

5.2 Planeación de una prueba

Se desea planear una prueba sobre el desgaste del color que sufren las lacas. Este estudio

tiene como objetivo determinar, con una precisión alta, el tiempo en el cual el 1% y el

5% de las unidades alcanzan el nivel crítico de degradación Df = 5. Es decir, se desea

estimar los cuantiles t.01 y t.05 de la distribución de vida con un alto nivel de precisión.

Para planear la prueba se cuenta con la información sobre el tipo de modelo de

degradación y con las estimaciones de los parámetros del modelo que se encuentra en la

sección anterior.

Antes de planear la prueba vamos a considerar tres escenarios:

• Se determina el tiempo de paro antes de iniciar el estudio. Esto significa que se

planea el tiempo de duración del estudio con la opción de determinar el número de

unidades en la prueba.

• También se considera el caso cuando el estudio de degradación está en proceso y

con la información que se esta recopilando se decide el momento de terminar dicho

estudio.

• Se planea la prueba, pero minimizando los costos económicos de la misma.

En el primero y tercer caso, en la planeación de la prueba nos apoyaremos en la

simulación.
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Como se mencionó en el Capítulo 1, en la planeación de la prueba es importante

determinar el tiempo de duración del experimento, el número de unidades que se van a

someter a prueba y la frecuencia de inspección. En la práctica es común que la frecuencia

de observación es fija y no forma parte de la variables que se utilizan en la planeación

del estudio de degradación. Por esta razón en los criterios de planeación que aquí se

proponen, la frecuencia es fija.

Para una frecuencia de observación fija de 3 horas se obtuvieron estimaciones de

MV para diferentes tiempos de terminación de experimento, tc, y para los tamaños de

muestra M = (10, 20, 30, ..., 150). La primera medición se consideró a las 15 horas, el

primer tiempo de paro fue a las 45 horas y el último a las 264 horas. Cada unidad en

prueba tiene el mismo número de mediciones y en los mismos tiempos de observación.

Para obtener las estimaciones se construyó un programa con las funciones de S-Plus,

para lo cual se simularon diferentes escenarios.

5.2.1 Estimaciones de los parámetros y su precisión

En las Figuras 5-9 y 5-11 se presentan las estimaciones de β0, β1, σ0, σ1, σ y ρ. En

estas figuras se observa que para un tamaño de muestra fijo, las gráficas que representan

las estimaciones del parámetro se comportan en forma errática para tiempos cortos en

la duración del experimento y tienden a estabilizarse alrededor de un valor cuando tc se

incrementa. Así mismo, al incrementar el tamaño de muestra las gráficas de estimaciones

tienden a estabilizarse más rápidamente y el valor alrededor del cual se estabilizan esta
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más próximo del verdadero valor del parámetro. Esta tendencia es similar en cualquiera

de la serie de estimaciones de los diferentes parámetros del modelo. En la gráfica sobre

las estimaciones de β0 y σ0 se observa que requiere de un mayor tc para estabilizarse.

Esto se debe a que la varianza del efecto aleatorio del intercepto es mayor que los otros

componentes de varianza. Las gráficas con las estimaciones de σ para diferentes tamaños

de muestra tienden a estabilizarse rápidamente al valor poblacional del parámetro; ver

la Figura 5-11.

Este comportamiento quiere decir que después de un cierto tiempo de duración del ex-

perimento, la información que proporcionan las trayectorias ya no mejora las estimaciones

de los parámetros. Es decir, que después de un tiempo de observación la precisión de las

estimaciones ya no mejora. Un comportamiento similar se observa en las estimaciones

de todos los parámetros.

Nótese también que cada una de las series de estimaciones de un parámetro específico

se aproximan a diferentes valores, para tamaños de muestra diferentes. Esto se debe

a que el modelo con los dos efectos aleatorios causa una alta variabilidad. Desde el

punto de vista teórico, para tamaños de muestra grandes (en este caso mayores de 300

unidades) la serie de estimaciones se aproxima mejor al verdadero valor del parámetro.

Sin embargo, en este caso los tamaños de muestra considerados son pequeños para ver

algún comportamiento asintótico al verdadero valor del parámetro. En el estudio no

se consideran tamaños de muestra mayores, ya que en este trabajo se pretende simular

escenarios reales.
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Por las propiedades asintóticas de los estimadores de máxima verosimilitud, se consid-

eró el inverso de la matriz de información como una medida aproximada de la precisión

de las estimaciones. Las gráficas de las precisiones correspondientes a las estimaciones

de los parámetros se presentan en las Figuras 5-9 y 5-11. En estas se puede apreciar que

dado un tamaño de muestra fijo, las curvas de varianzas estimadas se comportan errática-

mente para valores de tc cortos, pero al incrementar la duración del experimento tienden

a decrecer y a estabilizarse. Esto significa que después de un cierto tiempo de observación

del experimento, la ganancia en la precisión de las estimaciones es muy baja o casi cero, a

pesar de tener mayor información al seguir corriendo la prueba de degradación. Note que

al incrementar el número de unidades en muestra, las estimaciones de las varianzas son

menores y están más cercanas al cero. Esto es que al incrementar la muestra, se tienen

estimaciones con una precisión mayor. Las estimaciones de β0 y σ0 son menos precisas;

esto se debe a que la varianza del efecto aleatorio del intercepto con el cual se generaron

las trayectorias de degradación es alta. Por otro lado, las estimaciones de σ tienen una

alta precisión.

Por lo anterior, resulta conveniente detener el experimento de degradación cuando las

estimaciones y las varianzas de sus estimadores tiendan a estabilizarse; ya que la ganancia

en precisión es baja, pero la pérdida económica es alta.

Como se puede ver en las Figuras 5-9, 5-10 y 5-11 para un mismo tamaño de mues-

tra las series de estimaciones de los parámetros y las varianzas de sus estimadores se

estabilizan en diferentes tiempos de observación, tc. Resulta difícil determinar un tiempo
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Figura 5-10: Estimaciones de varianzas de bβ0, bβ1, bσ0 y bσ1, para diferentes tiempos de
paro.
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Figura 5-11: Estimaciones de σ2, ρ, var
¡bσ2¢ y var(bρ) , para diferentes tiempos de paro.

de paro adecuado, tomando en cuenta de manera simultánea las tendencias anteriores;

excepto cuando se tiene interés en un parámetro específico.

El criterio para detener la prueba de degradación se basa en los objetivos del experi-

mento.

Como se mencionó al inicio de esta Sección, el objetivo es estimar los cuantiles t.01

y t.05 del tiempo de vida; entonces para determinar el tiempo de paro, se consideran los

criterios propuestos en la Secciones (3.1) y (3.2).
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5.2.2 Primer criterio para tiempos de paro

Para la misma frecuencia, tamaños de muestra y tiempos de terminación que se men-

cionaron en la Subsección anterior, se estimaron los cuantiles t.01 y t.05, y las varianzas de

sus estimadores, para diferentes tiempos de duración, tc. En la Sección (4.5.3) se obtuvo

la expresión analítica del estimador de MV del cuantil tp y por el método delta se mues-

tran dos expresiones que permiten obtener estimaciones de la varianza de t̂p. Las cuales

como se recordará se denotan como var1
£
t̂p
¤
y var2

£
t̂p
¤
. Además también se obtiene

var
£
t̂p
¤
. Antes de obtener las estimaciones se verificó que se cumplieran las restricciones

4.4 para poder utilizar t̂p.

En la Figura 5-12 se presentan las gráficas de las estimaciones de t.01, var1
£
t̂p
¤
y

var2
£
t̂p
¤
para los tiempos de terminación tc y los tamaños de muestra que se presentan

en la Sección (5.2). En la gráfica de estimaciones del cuantil t.01 se observa claramente

que, para un tamaño de muestra fijo, la serie de estimaciones del cuantil 0.01 tiene

una tendencia errática para tc pequeños, pero tiende a estabilizarse cuando el tiempo de

duración del experimento crece. Además, cuando el tamaño de muestra crece, las gráficas

de estimaciones son más suaves, se estabilizan más rápido y además las estimaciones están

más cerca del valor poblacional del cuantil. Note que este comportamiento es similar al

que muestran las estimaciones de los parámetros del modelo.

Con respecto a las estimaciones de la varianza del cuantil, también se aprecia que bajo

un tamaño de muestra M fijo, las curvas de las varianzas decrecen con el incremento en

la terminación de la prueba, pero después de un cierto tiempo tienden a estabilizarse.
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Figura 5-12: Estimaciones de t.01, var1
¡bt.01¢ y var2 ¡bt.01¢ y los valores simulados de

var
¡bt.01¢ .
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Esta misma tendencia se observa en las estimaciones de var1
£
t̂p
¤
y var2

£
t̂p
¤
. Es claro,

que cuando se incrementa el número de unidades en la prueba, las estimaciones de las

varianzas de t̂0.01 son menores y empiezan a estabilizarse para tiempos de terminación

reducidos. Esto quiere decir que para un número de unidades pequeño en la prueba, el

tiempo de terminación debe ser mayor hasta observar que se estabilice la precisión que

cuando se tiene un mayor número de unidades. pero después de este tiempo la ganancia

en precisión es mínima.

En resumen cuando se tienen tamaños de muestra pequeños las estimaciones del

cuantil son más erráticas y están más alejadas del valor poblacional; las precisiones de las

estimaciones son más pobres y el tiempo de terminación de la prueba donde se estabiliza

es mayor que cuando el número de unidades en prueba es mayor. Sin embargo, en ambos

casos la ganancia en la precisión de las estimaciones ya no se incrementa, a pesar de que

la prueba continua.

Al aplicar el primer criterio propuesto en la tesis con M = 20 y M = 60 se observa

en la gráfica de las estimaciones de var1
£
t̂p
¤
que en 20 unidades la gráfica se estabiliza

alrededor de las 100 horas y que con 60 unidades se estabiliza cerca de las 75 horas de

duración del experimento. En la gráfica de las estimaciones de var2t̂p es claro que las

curvas de precisión para estos tamaños de muestra se estabilizan alrededor de los mismos

tiempos.

Con el primer criterio propuesto, se tienen los siguientes planes de prueba de degradación

para el estudio del desgaste del color en las lacas.
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1. Para una frecuencia de observación de 3 horas y un tamaño de muestra de M =

20, el tiempo adecuado de terminación la prueba es de tc = 100 horas. Con la

desventaja de que las precisiones de las estimaciones del cuantil t0.01 pueden ser

pequeñas.

2. Para una frecuencia de observación de 3 horas y un tamaño de muestra deM = 60,

el tiempo adecuado de terminación la prueba es de tc = 75 horas. Donde las

precisiones de las estimaciones que se obtengan del cuantil t0.01 son mejores que las

del plan de prueba anterior.

Resultados similares se obtienen al planear la prueba para estimar el cuantil t0.05.

Aunque para este cuantil se obtienen mejores estimaciones que para el cuantil t0.01, esto

es porque el primer cuantil esta más cerca de la media de tiempo a la falla.

5.2.3 Segundo criterio para tiempos de paro

Como se mencionó en la Sección (3.2) el segundo criterio que se propone combina los

costos por precisión en la inferencia, costo de observación y el costo de la unidades en

la prueba. Este criterio consiste en determinar el tiempo de paro que proporciona el

menor costo total de la prueba de degradación. Este criterio utiliza las estimaciones de

la varianza del cuantil que se obtienen en el programa para el primer criterio. En este

caso la varianza del cuantil t0.01.

Para la planeación del estudio de degradación del desgaste de las lacas, se simularon
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Figura 5-13: Estimaciones de t.05, var1
¡bt.05¢ y var2 ¡bt.05¢ y los valores simulados de

var
¡bt.05¢ .
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diferentes escenarios con tamaños de muestra de M = (10, 20, 30, ..., 150). La función de

costo que se considera en este estudio es

CT (t) = 2500× var(t̂0.01)c + 20×M × tc + 30×M,

donde 2500×var(t̂0.01)c corresponde al costo por la precisión de la estimación del cuantil

t0.01, 20 ×M × tc es el costo de observación y 30 ×M el costo de las unidades en la

prueba, al tiempo de paro tc.

Los tiempos de terminación son los mismos que se consideran en el primer criterio.

En la Figura 5-14 se aprecia que las curvas de costo son convexas y por lo tanto

tienen un valor mínimo. Para una prueba con un número fijo de unidades la curva de

costo tiende a decrecer para tiempos de paro cortos. Esto es porque cuando el tiempo

de terminación empieza a crecer la precisión de la estimación del cuantil se mejora y en

consecuencia el costo por inferencia disminuye, pero el costo de observación no continua

siendo bajo. En cambio, cuando el tiempo de observación aún mayor, la ganancia en

la precisión en las estimaciones no es significativa, pero el costo de observación crece

linealmente. Con este criterio, el tiempo de paro adecuado es en donde la función de

costo tiene su mínimo.

A partir del segundo. Para el estudio sobre el desgaste del color, con este criterio se

proponen los siguientes planes de pruebas de degradación.

1. Para una muestra deM = 20 unidades, el costo mínimo de la prueba de degradación
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Figura 5-14: Funciones de costo total para diferentes tiempos de paro y tamaños de
muestra.
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se obtiene en un tiempo aproximado de terminación de 100 horas. Entonces el

tiempo de paro adecuado sería de 100 horas y se estimaría t0.01 con una aproximada

dedvar £t̂0.01¤ ≈ 90.
2. Para una muestra deM = 60 unidades, el costo mínimo de la prueba de degradación

se obtiene alrededor de un tiempo de terminación de 80 horas. Entonces el tiempo

de paro adecuado bajo este criterio sería de 100 horas y se estimaría t0.01 con una

aproximada dedvar £t̂0.01¤ ≈ 35.
Nótese que los tiempos de paro que se determinan con ambos criterios, son similares.

En conclusión, los dos criterios propuestos proporcionan herramientas adecuadas para

diseñar planes de pruebas de degradación en el estudio del desgaste del color en las lacas.

Los criterios son adecuados para diferentes escenarios que se pueden presentar en la

práctica.
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Capítulo 6

Conclusiones

Los dos criterios propuestos en la tesis son útiles para determinar tiempos de paro adecua-

dos en pruebas de degradación, bajo dos enfoques diferentes. El primer criterio consiste

en detener el experimento cuando las estimaciones de la varianza de un cuantil alcanzan

un valor específico o cuando se estabilizan. El segundo criterio combina la precisión y el

costo económico de las estimaciones y consiste en parar la prueba, cuando el costo total

del experimento, como función del tiempo sea mínimo.

Estos dos criterios proporcionan herramientas adecuadas para diseñar planes de prue-

bas de degradación en alguno de los siguientes escenarios.

1. Cuando la frecuencia de medición y el número de unidades se fijan anticipadamente.

En tal caso se determina el tiempo de duración del experimento.

2. Cuando la frecuencia de observación es fija, entonces en el diseño de la prueba de

degradación se pueden determinar el número de unidades y el tiempo de termi-
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nación.

Estos criterios también son útiles, cuando el estudio de degradación está en proceso y

con la información que se esta recopilando se decide el momento de terminar la prueba.

En el presente trabajo se analizaron trayectorias lineales de degradación para datos

balanceados y bajo los supuestos distribucionales de normalidad. Extensiones de este tra-

bajo se pueden llevar a cabo al utilizar datos no balanceados, supuestos distribucionales

diferentes al de normalidad y modelos de degradación no lineales.
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Capítulo 7

Apéndice

En esta parte se presenta el desarrollo de algunos de los resultados que se utilizan en el

trabajo de tesis.

7.1 Función Score e información observada

La función de log verosimilitud para el modelo lineal de efectos mixtos, bajo el supuesto

de normalidad es

l (β,θ; datos) = −1
2

Ã
MX
i=1

log |Vi|+
MX
i=1

(yi −Xiβ)
T V−1i (yi −Xiβ)

!
,

donde Vi (θ) = ZiΨZ
T
i + σ2Ini y θ contiene los elementos diferentes de la matriz de

covarianza Ψ y la varianza del error, σ.

Para hacer los cálculos sencillos al obtener la función Score y la matriz Hessiana se
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derivan por separado los dos términos de la función l (β,θ; datos) .

Las primeras derivadas

Las primeras derivadas del primer término de l son

∂

∂β
log |Vi| = 0,

∂

∂θk
log |Vi| = tr

·
V−1i

∂Vi

∂θk

¸
.

Desarrollando el segundo término se tiene que

(yi −Xiβ)
T V−1i (yi −Xiβ) = y

T
i V

−1
i yi − yTi V−1i Xiβ − βTXT

i V
−1
i yi + β

TXT
i V

−1
i Xiβ.

Para este término las primeras derivadas son

∂

∂β

h
(yi −Xiβ)

T V−1i (yi −Xiβ)
i

(7.1)

= − £yTi V−1i Xi

¤T − £yTi V−1i Xi

¤T
+ 2XT

i V
−1
i Xiβ (7.2)

= −2 ¡XT
i V

−1
i yi −XT

i V
−1
i Xiβ

¢
= −2XT

i V
−1
i (yi −Xiβ) (7.3)
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y

∂

∂θk

h
(yi −Xiβ)

T V−1i (yi −Xiβ)
i

(7.4)

= − (yi −Xiβ)
T V−1i

∂Vi

∂θk
V−1i (yi −Xiβ) , (7.5)

Las segundas derivadas

Las segundas derivadas del primer término están dadas como,

∂

∂βT∂β
log |Vi| = 0,

∂

∂θh∂θk
log |Vi| = tr

·
V−1i

∂2Vi

∂θh∂θk
−V−1i

∂Vi

∂θh
V−1i

∂Vi

∂θk

¸
,

∂

∂β∂θk
log |Vi| = 0.

Las segundas derivadas del segundo término son

∂

∂βT∂β

h
(yi −Xiβ)

T V−1i (yi −Xiβ)
i
= −2 ∂

∂βT

¡
XT

i V
−1
i [yi −Xiβ]

¢
= 2XT

i V
−1
i Xi, (7.6)
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∂2

∂θh∂θk

h
(yi −Xiβ)

T V−1i (yi −Xiβ)
i

= − ∂

∂θh

µ
(yi −Xiβ)

T V−1i
∂Vi

∂θk
V−1i (yi −Xiβ)

¶
= − (yi −Xiβ)

T

·
∂V−1i
∂θh

∂Vi

∂θk
V−1i +V−1i

∂

∂θh

µ
∂Vi

∂θk
V−1i

¶¸
(yi − βXi)

= − (yi −Xiβ)
T ×·

−V−1i
∂Vi

∂θh
V−1i

∂Vi

∂θk
V−1i +V−1i

µ
∂2Vi

∂θh∂θk
V−1i −

∂Vi

∂θk
V−1i

∂Vi

∂θh
V−1i

¶¸
(yi − βXi)

= − (yi −Xiβ)
T V−1i

·
−∂Vi

∂θh
V−1i

∂Vi

∂θk
+

∂2Vi

∂θh∂θk
− ∂Vi

∂θk
V−1i

∂Vi

∂θh

¸
V−1i (yi − βXi) ,

∂2

∂θk∂β

h
(yi −Xiβ)

T V−1i (yi −Xiβ)
i
= −2 ∂

∂θk

£
XT

i V
−1
i (yi − βXi)

¤
= 2XT

i V
−1
i

∂Vi

∂θk
V−1i (yi − βXi) .

Sumando las primeras derivadas de los dos términos de la log verosimilitud, la función

Score que se obtiene es

Sc (β,θ) = −1
2


−2

mP
i=1

XT
i V

−1
i (yi − βXi)

mP
i=1

³
tr
³
V−1i

∂Vi

∂θk

´
− (yi −Xiβ)

T Aik (yi −Xiβ)
´
 .

Luego, menos la suma de la segundas derivadas de los dos términos se obtiene la infor-
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mación observada, la cual queda expresada como

J (β,θ)

=


mP
i=1

XT
i V

−1
i Xi

mP
i=1

XT
i Aikri

mP
i=1

XT
i Aikri

1
2

mP
i=1

³
tr
h
V−1i

∂2Vi

∂θh∂θk
−Aih

∂Vi

∂θk

i
− rTi ∂Aik

∂θh
ri
´
 ,

donde

r = yi −Xiβ, Aik = V
−1
i

∂Vi

∂θk
V−1i (7.7)

y

∂Aik

∂θh
= V−1i

µ
−∂Vi

∂θh
V−1i

∂Vi

∂θk
+

∂2Vi

∂θh∂θk
− ∂Vi

∂θk
V−1i

∂Vi

∂θh

¶
V−1i . (7.8)

7.2 Información de Fisher

Por definición, la información de Fisher esta dada como

I (β,φ) = EJ (β,φ)

=


mP
i=1

E
£
XT

i V
−1
i Xi

¤ mP
i=1

E
£
XT

i Aikri
¤

mP
i=1

E
£
XT

i Aikri
¤

1
2

mP
i=1

E
³
tr
h
V−1i

∂2Vi

∂θh∂θk
−Aih

∂Vi

∂θk

i
− rTi ∂Aik

∂θh
ri
´
 ;
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es decir,

I (β,φ) =


mP
i=1

E
£
XT

i V
−1
i Xi

¤ mP
i=1

E
£
XT

i Aikri
¤

mP
i=1

E
£
XT

i Aikri
¤

1
2

mP
i=1

E
³
tr
h
V−1i

∂2Vi

∂θh∂θk
−Aih

∂Vi

∂θk

i
− rTi ∂Aik

∂θh
ri
´
 .

Dado que

Eri = E [yi −Xiβ] = 0 y

E tr

µ
rTi

∂Aik

∂θh
ri

¶
= tr

½
∂Aik

∂θh
E
£
rir

T
i

¤¾
= tr

½
∂Aik

∂θh
Vi

¾
,

entonces la información de Fisher queda expresada como

I (β,φ) =


mP
i=1

XT
i V

−1
i Xi 0

0 1
2

mP
i=1

tr
h
V−1i

∂2Vi

∂θh∂θk
−Aih

∂Vi

∂θk
− ∂Aik

∂θh
Vi

i


=


mP
i=1

XT
i V

−1
i Xi 0

0 1
2

mP
i=1

tr
h
V−1i

∂Vi

∂θk
V−1i

∂Vi

∂θh

i
 ;
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La última igualdad se sigue al sustituir las expresiones de Aih y ∂Aik

∂θh
; ver (7.7) y (7.8).

El desarrollo se muestra en seguida.

V−1i
∂2Vi

∂θh∂θk
−Aih

∂Vi

∂θk
− ∂Aik

∂θh
Vi

= V−1i
∂2Vi

∂θh∂θk
−V−1i

∂Vi

∂θh
V−1i

∂Vi

∂θk
+V−1i

∂Vi

∂θh
V−1i

∂Vi

∂θk
V−1i Vi −V−1i

∂2Vi

∂θh∂θk
V−1i Vi

+V−1i
∂Vi

∂θk
V−1i

∂Vi

∂θh
V−1i Vi

= V−1i
∂Vi

∂θh
V−1i

∂Vi

∂θk
.

Dado que en la tesis cada uno de los modelos considerados se trabaja por separado,

a continuación se obtiene la información esperada en los modelos ya mencionados.

7.2.1 Modelo con intercepto aleatorio

En el modelo con intercepto aleatorio la matriz de covarianza de Yi es

Vi (θ) = ZiΨZ
T
i + σ2I = σ20ZiZ

T
i + σ2I,

con ZT
i = (1, 1, . . . , 1)1×ni . En este caso θ = (θh, θk) = (σ0, σ) . Entonces

∂Vi

∂σ0
= 2σ0ZiZ

T
i ,

∂2Vi

∂2σ0
= 2ZiZ

T
i ,

∂Vi

∂σ
= 2σI,

∂2Vi

∂2σ
= 2I,

∂Vi

∂σ∂σ0
= 0.
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De este modo la información esperada es

I (β,θ)

=



mP
i=1

XT
i V

−1
i Xi 0 0

0 1
2

mP
i=1

tr
£
4σ20V

−1
i ZiZ

T
i V

−1
i ZiZ

T
i

¤
1
2

mP
i=1

tr
£
4σ0σV

−1
i ZiZ

T
i V

−1
i

¤
0 1

2

mP
i=1

tr
£
4σ0σV

−1
i V

−1
i ZiZ

T
i

¤
1
2

mP
i=1

tr
£
4σ2V−1i V

−1
i

¤


;

donde tr
£
4σ0σV

−1
i V

−1
i ZiZ

T
i

¤
= tr

£
4σ0σV

−1
i ZiZ

T
i V

−1
i

¤
.

7.2.2 Modelo con pendiente aleatoria

En el modelo con pendiente aleatoria la matriz de covarianza de Yi

Vi (θ) = ZiΨZ
T
i + σ2I = σ21ZiZ

T
i + σ2I

con ZT
i = (t1, t2, . . . , tni)1×ni . En este caso θ = (θh, θk) = (σ1, σ) .Entonces las derivadas

son

∂Vi

∂θh
= 2σ1ZiZ

T
i ,

∂2Vi

∂2θh
= 2ZiZ

T
i ,

∂Vi

∂θk
= 2σI,

∂2Vi

∂2θk
= 2I,

∂Vi

∂θh∂θk
= 0.
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De este modo la información esperada es

I (β,θ)

=



mP
i=1

XT
i V

−1
i Xi 0 0

0 1
2

mP
i=1

tr
£
4σ21V

−1
i ZiZ

T
i V

−1
i ZiZ

T
i

¤
1
2

mP
i=1

tr
£
4σ1σV

−1
i ZiZ

T
i V

−1
i

¤
0 1

2

mP
i=1

tr
£
4σ1σV

−1
i V

−1
i ZiZ

T
i

¤
1
2

mP
i=1

tr
£
4σ2V−1i V

−1
i

¤


.

7.2.3 Modelo con intercepto y pendiente aleatorios

La matriz de covarianza de Yi

Vi (θ) = ZiΨZ
T
i + σ2I

donde ZT
i =

 1 · · · 1

ti1 · · · tini

 . En este caso Ψ =

 σ20 σ0σ1ρ

σ0σ1ρ σ21

 con −1 < ρ < 1.

Aquí φ = (θh, θk, θl) = (σ0, σ1, ρ, σ) .

107



Siguiendo el esquema de los modelos anteriores, las derivadas son

∂Vi

∂σ0
= Zi

 2σ0 σ1ρ

σ1ρ 0

ZT
i ;

∂2Vi

∂2σ0
= Zi

 2 0

0 0

ZT
i ,

∂Vi

∂σ1
= Zi

 0 σ0ρ

σ0ρ 2σ1

ZT
i ,

∂2Vi

∂2σ1
= Zi

 0 0

0 2

ZT
i ,

∂Vi

∂ρ
= Zi

 0 σ0σ1

σ0σ1 0

ZT
i ,

∂2Vi

∂σ0∂σ1
= Zi

 0 ρ

ρ 0

ZT
i ,

∂Vi

∂σ
= 2σI,

∂2Vi

∂2σ
= 2I,

∂2Vi

∂σ0∂ρ
= Zi

 0 σ1

σ1 0

ZT
i ,

∂2Vi

∂σ1∂ρ
= Zi

 0 σ0

σ0 0

ZT
i .

Entonces la información esperada es de la forma

I (β,θ) =



I11 0 0 0 0

0 I22 I23 I24 I25

0 I32 I33 I34 I35

0 I42 I43 I44 I45

0 I52 I53 I54 I55


,
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donde los elementos de la matriz I (β,θ) están dados como

I11 =
mX
i=1

XT
i V

−1
i X,

I22 =
1

2

mX
i=1

tr

V−1i Zi

 2σ0 σ1ρ

σ1ρ 0
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i V

−1
i Zi

 2σ0 σ1ρ

σ1ρ 0

ZT
i
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2

mX
i=1

tr

V−1i Zi
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σ0ρ 2σ1

ZT
i V

−1
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i V

−1
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i
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I55 =
1

2

mX
i=1

tr
£
4σ2V−1i V

−1
i

¤
,

I23 = I32 =
1

2

mX
i=1

tr

V−1i Zi

 2σ0 σ1ρ

σ1ρ 0

ZT
i V

−1
i Zi

 0 σ0ρ

σ0ρ 2σ1

ZT
i

 ,

I24 = I42 =
1

2

mX
i=1

tr
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 2σ0 σ1ρ

σ1ρ 0

ZT
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I34 = I43 =
1

2

mX
i=1

tr
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7.3 Vector gradiente ∂
∂φr

tp (φr)

Para obtener una aproximación de la varianza de tp
³
φ̂r

´
en el modelo con pendiente e

intercepto aleatorio, se requiere calcular el vector de gradiente ∂
∂φr

tp (φr) . Sus elemento

se obtienen a continuación:

∂

∂β0
tp (φr) =

1

β21 − z2pσ
2
1

−β1 − |zp| 2 (Df − β0)σ
2
1

2
q
(Df − β0)

2 σ21 +
¡
β21 − z2pσ

2
1

¢
σ20


= − 1

β21 − z2pσ
2
1

β1 +
(Df − β0) |zp|σ21q

(Df − β0)
2 σ21 +

¡
β21 − z2pσ

2
1

¢
σ20


= − 1

A

µ
β1 +

(Df − β0) |zp|σ21
D

¶
,
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∂

∂β1
tp =

1

A2

µ
A

·
(Df − β0)−

β1 |zp|σ20
D

¸
− 2β1 (B − |zp|D)

¶
=

1

A2

µ
A

D

£
(Df − β0)D − β1 |zp|σ20

¤− 2β1 (B − |zp|D)¶
1

AD

¡
(Df − β0)D − |zp|β1σ20

¢− 2β1 (B − |zp|D)
A2

,

∂

∂σ0
tp = − |zp|σ0

D
,

∂

∂σ1
tp =

1

A2

µ
A

·
− |zp|

D

£
(Df − β0)

2 − z2pσ
2
0

¤
σ1

¸
− 2 (B − |zp|D) z2pσ1

¶
= −σ1

A2

µ
A

D
|zp|

£
(Df − β0)

2 − z2pσ
2
0

¤
+ 2 (B − |zp|D) z2p

¶
, (7.9)

donde

A = β21 − z2pσ
2
1,

B = (Df − β0)β1 + z2pσ0σ1ρ,

C = (Df − β0)
2 − z2pσ

2
0,

D =
©
B2 −AC

ª1/2
.
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