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Resumen

La teoria de dispersion de ondas concierne el efecto que tiene un medio inho-
mogeneo sobre una particula incidente u onda. En particular, si el campo total
es visto como la suma de un campo incidente y un campo dispersado, entonces
el problema directo de dispersion de ondas consiste en determinar el campo dis-
persado a partir del campo incidente y de la ecuacion diferencial que gobierna
el movimiento de la onda. Por otro lado, el problema inverso de dispersion de
ondas es determinar la inhomogeneidad a partir del comportamiento asintotico
del campo dispersado. El problema inverso no puede ser resuelto por medio de
una expresion analitica. En éste trabajo se propone abordar el problema inverso
en un contexto Bayesiano. Un esquema Bayesiano provee una distribucion de
probabilidad que nos permite estudiar la estimacion de la forma del obstacu-
lo dispersor, dada una discretizacion para la misma. Presentamos una manera
eficiente de resolver el problema directo y una version paralelizada del mismo,
asi como una implementacion para aproximar la distribucién de probabilidad
de la solucion del problema, inverso, basada en un método Markov Chain Monte
Carlo. Mostramos al final los resultados obtenidos para el enfoque Bayesiano
del problema inverso y las distribuciones de probabilidad involucradas en dicho

esquema.
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Capitulo 1

Introduccion

Consideremos el siguiente fenémeno: un aparato emisor produce un cambio
de presiéon en un medio homogeneo e isotropico, este cambio de presion se pro-
paga en forma de onda actustica; suponemos ahora que se tiene un objeto dentro
del medio, la onda acustica incide sobre la superficie del objeto interactuando
con él para posteriormente ser reflejada o dispersada. La onda reflejada cambia
su forma dependiendo de la superficie del objeto y de como es su interaccion
con el mismo. La teoria de dispersion de ondas se refiere, en términos generales,
al estudio de las ondas reflejadas en éste fendmeno. En el contexto de la teoria
de dispersion de ondas, es posible predecir el comportamiento de las ondas re-
flejadas o dispersadas. Es objeto de nuestro estudio, estudiar tales ondas para
recuperar la informacion correpondiente a la superficie del objeto que causa la
dispersion.

El fenémeno arriba descrito, se presenta frecuentemente en la naturaleza. Un
ejemplo claro es la forma como ciertos animales (murciélagos, delfines) obtienen
informacion de su entorno mediante la emision y recepcion de ondas acusticas

de diferentes frecuencias que son dispersadas por objetos presentes en el medio.



De igual forma, aplicaciones como radar o el ultrasonido en medicina se basan
en el estudio de ondas dispersadas.

El modelo fisico asociado a este fendbmeno, ha sido ampliamente estudiado
[3], [4], [7], [8], [9], [10], [11]. Es un tema maduro en lo que se refiere al aspecto
teodrico. Es necesario proporcionar métodos computacionales adecuados para
tener una estrategia de soluciéon robusta y eficiente.

El problema de dispersion de ondas presenta varias dificultades. No existe
un procedimiento analitico para recuperar la informacion del obstaculo disper-
sor. En nuestro modelo, recuperar tal informaciéon implica resolver ecuaciones
integrales en las que el dominio de integracion es precisamente la superficie del
obstaculo que desconocemos. Adicionalmente, las ecuaciones integrales presen-
tan singularidades logaritmicas en sus kernels de integracion que ademés son no
lineales. Una vez tratadas tales singularidades, se requiere invertir un sistema
de la forma Ax = b donde la matriz A es densa, no simétrica y con valores
complejos.

Hablaremos en el capitulo 2 del modelo fisico asociado al fenémeno de nues-
tro interés, asi como de las ecuaciones integrales que resuelven el problema
directo, ademés definiremos el problema inverso en cuestion y su formulacion
como un problema Bayesiano. Describiremos en el capitulo 3 las distribucio-
nes de probabilidad asociadas, bajo nuestros supuestos, para proporcionar la
infomacion necesaria al esquema Bayesiano en la solucion del problema inverso.
Tambien mostramos en el capitulo 3, aspectos importantes de la implementa-
cion numérica. Presentaremos los resultados de nuestra soluciéon al problema
inverso dentro del esquema Bayesiano en el capitulo 4. Concluiremos nuestras
aportaciones en el caitulo 5 y hablaremos del trabajo a futuro para obtener

mejores resultados utilizando el mismo enfoque de solucién al problema inverso.



Capitulo 2

Planteamiento del problema

Para estudiar problemas inversos se requiere un soélido conocimiento de la
teoria del problema directo correspondiente. Es este capitulo se hablara del mo-
delo fisico asociado al fenémeno descrito en el capitulo 1. Hablaremos entonces
de las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de las ondas en el modelo
fisco asociado el problema de dispersion de ondas actsticas. Describiremos las
soluciones a la ecuacion de Helmholtz, asi como el comportamiento asintotico
de las ondas dispersadas y la interaccion de las mismas con el objeto dispersor.
Mostraremos las ecuaciones integrales a resolver y hablaremos de la unicidad de
las soluciones del problema directo. Abordaremos el problema inverso como un
problema de inferencia Bayesiana y hablaremos de los aspectos de la estadistica
Bayesiana que hacen atractivo éste enfoque para resolver el problema de nuestro

interés.



2.1. Modelo Fisico

Consideremos una onda actustica de amplitud pequena que se propaga en un
medio homogeneo isotropico en R? visto como un fluido no viscoso. Esta onda

produce variaciones en la presion del medio como:

ou

p:_§7

donde U es un potencial de velocidad que satisface la ecuacion de onda:

1 0%°U

2or U

El potencial U es una onda arménica en el tiempo, de la forma:
Uz, t) = Re{u(w)e™™'},

con frecuencia w > 0. La parte espacial que depende de los valores complejos u

satisface la ecuacidon de onda reducida o ecuacion de Helmholtz:
Au + k*u = 0, (2.1)

donde el nimero de onda k esta dado por la constante positiva k = %.
Supongamos ahora que el medio tiene un objeto D en su interior, como se
muestra en la Figura 2.1. En este caso, una onda incidente u’ es dispersada en
una onda u® dependiendo de la naturaleza del objeto D. La onda total u = u’ +
u?®, debe satisfacer la ecuacion de onda en el exterior R3\ D de D y una condiciéon
de frontera en dD. En nuestro caso, estamos suponiendo que el obstaculo D es
de frontera impenetrable y no absorbente y que por tanto, la onda total se anula
en la frontera dD. Esto es u’ = —u® o dicho en otras palabras, se tiene condiciéon

de frontera tipo Dirichlet v = 0 en 0D.



oD

Figura 2.1: Fenémeno de Dispersion de Ondas.

Las ondas dispersadas u® deben satisfacer una condiciéon de radiacion o de-

calmiento:

lim r (aau — ikus> =0 , 7=z (2.2)

r—r00 T

Esta condicion, llamada condicion de radiacion de Sommerfeld garantiza unici-

dad para los problemas de dispersion.

2.2. Solucion Fundamental

Hablaremos ahora de las propiedades de la ecuacién de Helmholtz (2.1) con
nimero de onda positivo k. Muchas de estas pueden ser deducidas de la solucion
fundamental:

1 eik‘x_y‘
(z,y)

Para un y fijo, la soluciéon fundamental satisface la ecuaciéon de Helmholtz en

R\ {y}.

Por la formula de Green tenemos que:

B u 00(x,y)
uw) = [ (St - o D asty



— /D {Au(y) + k2u(y)} O (z,y)dy, r e D,

en particular tenemos que si u satisface la ecuacion de Helmholtz entonces:

B du 00 (z,y)
ue) = [ At -uw e as).  wen. @y

Una soluciéon u de la ecuacion de Helmholtz que cumpla la condiciéon de
radiacion de Sommerfeld (2.2) es llamada solucion radiante de la ecuacion de
Helmholtz. Las soluciones radiantes de la ecuacion de Helmholtz tienen el com-
portamiento de ondas esféricas salientes:

u(r) = & {uw@) +0 (b:il) } e = oo, (2.4)

|z]

uniformemente en todas direcciones T = ﬁ donde la funcién u., definida en la
esfera unitaria es conocida como el mapeo de campo lejano de wu.

El campo lejano u., en el contexto del modelo fisico asociado al fenémeno
fisico, modela el decaimiento de la amplitud de las ondas dispersadas. Existe
una correspondencia uno a uno entre una soluciéon radiante v y su campo lejano

Us bajo un mapeo F : u +— uy definido por las ecuaciones (2.3) y (2.4) de la

siguiente forma:

uni) = = [ utn %t = e s

donde = = ﬁ El mapeo F' es mal planteado en el sentido de Hadamar debido
a la no linealidad. No obstante, la inyectividad de F' nos permite resolver el
problema directo garantizando unicidad en el traslado de una solucién radiante

u a su campo lejano.



2.3. Potenciales Actusticos

Dada una funcién integrable ¢, las integrales:

u(z) = / P p)ds(y). R\, (2.5)
y
o(z) = /8 ) ¢<y)0%)y>ds(y), v € R\ 9D, (2.6)

son llamados respectivamente potencial acistico de Capa Simple y potencial
acustico de Capa Doble con densidad . Ambos potenciales son soluciones a la
ecuacion de Helmholtz en R? y en R?\ D y satisfacen la condicion de radiacion
de Sommerfeld.

Como consecuencia de la formula de Green, cualquier soluciéon de la ecuacion
de Helmholtz puede ser expresada como combinaciéon de potenciales de capa

simple y capa doble:

_ 8@(:c,y) . 3
u(z) = AD{W—Z@(Ly)}w(y)dS@), ceR\OD,  (27)

con una densidad ¢ € C(0D) y un parametro real de acoplamiento n # 0

Ahora bien, por otro lado tenemos las siguientes relaciones:

u(x) = /a PW9)ds(y). @ €D,

Ous 0P (x,y) 1
5, (%)= /aD w(y)WdS(y) F5e(@), ©€dD,

0P(z,

wlo)= [ ¢<y>Wy§’)d8<y> ¥ 50(n), v €D

Entonces el potencial combinado (2.7) puede ser escrito como la ecuacion inte-
gral:
o+ Kp—inSp =2f, (2.8)
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con:

(S)(x) = /a P p)is(y). @ €D,

0P(z,y)

K@) = [ o) T asty). z e op.

donde S y K son dos veces los potenciales actsticos de capa simple (2.5) y capa

doble (2.6) respectivamente.

2.4. EIl Caso R?

En R?, la soluciéon fundamental a la ecuacion de Helmholtz esta dada por

!
O(e.y) = ;Hy (o —yl).  a#y,

con HO(I) funcion de Hankel de tipo 1 y orden 0. La condicién de radiacion de

Sommerfeld es reemplazada por:

lim /7 (@ — zku) =0, 7r=]|z,

r—00 or

uniformemente en todas direcciones z/|z|. La definicion de mapeo de campo

lejano es reemplazada entonces por:

) — e_i% 86_%@.3} —_ @ e*iki-y s

para |z| = z/|z|.
Supondremos ahora que la curva frontera JD tiene una representacion pa-

ramétrica y analitica, de perido 27:

x(t) = (z1(t),z2(t)), 0<t<2nm,



en el sentido de las manecillas del reloj. Ademas satisface [ (¢)]? + [z5(¢)]* > 0
para todo t. Entonces es posible transformar la ecuacion integral (2.8) en la

forma paramétrica:

wlt) — /0 L)+ inM(t ) Y(P)dr = (1), 0 <1< 2r,

donde ¥(t) = ¢(x(t)), g(t) = 2f(x(t)) v los kernels estan dados por:
L(t,7) = %xé(ﬂ[ifl(f) — 1 ()] = 2 (7)[w2(7) — w2(t)]
M(t,7) = L (hr (1, 7)) ([ ()] + a7,

para t # 7. Aqui definimos r(¢,7) = {[z1(t) — 21(7)]? + [22(t) — 22(7)]?} /2.
Ahora bien, notemos que los kernels tienen singularidades logaritmicas en

t = 7. Entonces, para su tratamiento numeérico, se dividen los kernels en:

t—T

L(t,7) = Ly(t,7) In (4 sin? ) + Ly(t, ),

t—T1

M(t,7) = My(t,7)In (4 sin’ ) + Ms(t, 7),

donde:

Ji(kr(t, 1))

Li(t,7) = %{90'2(7)[901(75) — x1(7)] = 2 (7)[w2(t) — 22(7)]} 1)

t —
Lo(t,7) = L(t,7) — L1(t,7) In (4 sin? 5 T) :

My(t,7) = _%‘]O(kr(t’T)){[xll(T)]Q + 2y ()},

t —
My(t,7) = M(t,7) — My(t,7)In (4sin2 5 T) .

Aqui, J,, corresponde a la funcion de Bessel de orden n.



Los kernels Ly, Ly, My, vy M son analiticos. Los terminos diagonales se es-

criben entonces como:

Lo(t,t) = L(t,t) =

(e = {5 =€ = o (SO + B0 ) A OF + 0P

para 0 <t < 2m y C' la constante de Euler.
Por lo tanto, debemos resolver numéricamente una ecuacion integral de la

forma:
21
wl) = [ Kt e =g, 0<t<om (29)
0
donde el kernel puede ser escrito en la forma:

t—rT1

K(t,7) = K(t,7)In (4 sin? ) + Koy(t, 1),

con funciones analiticas K, Ky y g. Es importante senalar que la singularidad
logaritmica debe ser dividida de tal forma que se preserve la periodicidad de los

kernels Ky y Ks.

2.5. Método de Nystrom

Supongamos que tenemos f : R — R y queremos calcular:

/0%111 (4sin2t;7) f(r)dr, v /0% f(r)dr.

En el caso de ecuaciones integrales de funciones analiticas periddicas, usar apro-

ximaciones globales a través de polinomios trigonométricos, es superior a utilizar

aproximaciones locales con splines polinomiales de bajo orden.
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El método de Nystrom consiste en aproximacion de las integrales por formu-
las de cuadratura. En nuestro caso, para los integrandos peri6dicos con periodo
27, elegimos un conjunto de puntos equidistantes t; = 7j/n,j =0,...,2n — 1,

y usamos la regla de cuadratura:

/0 7rln (4sin2 ! 5 T) f(r)dr =~ Z Rg-n)(t)f(tj), 0<t<2m,

con los pesos de cuadratura dados por:

21 e 1 T ‘
- _lacosm(t—tj)—ﬁcosn(t—tj), j=0,...,2n—1,

(n) _
R;" =

y la regla trapezoidal:

2n—1

| =T ),

§=0
Puesto que f es analitica, de acuerdo a las estimaciones libres de error en la
derivada para el término de residuo en interpolacion trigononétrica para funcio-
nes periddicas analiticas, los errores para las reglas de cuadratura mencionadas
anteriormente, decrecen al menos exponencialmente conforme el numero de pun-
tos 2n se incrementa. Mas precisamente, el error es de orden O(exp(—no)) donde
o denota la mitad del ancho de una franja paralela en el plano complejo dentro
del cual la funcion analitica real f puede ser homologicamente extendida.
Usando el método de Nystrom, la ecuacion integral (2.9) es reemplazada por

la ecuacion aproximante:

2n—1

() = S {RIOK (1) + S Ealt, 1)} o) (1) = g(0),

Jj=0

para 0 <t < 27, con:

n—1 . ;

2 1 1)
R = RW(0) = - = Loos™m T an 1 (210)
n m:17n n n

11



Puesto que la ecuacién integral tiene solucion tnica, y los kernels K y K»

y el lado derecho g son continuos, tenemos que:
1. El sistema lineal tiene solucién tinica para n suficientemente grande.

2. Como n — oo la solucion aproximada ¥™ converge uniformemente a la

solucion de la ecuacion integral ).

3. El orden de convergencia de los errores de la cuadratura, se traslada al

error de (™ — 4.

Esto en particular significa que el error decrece exponencialmente, es decir, que

existen constantes positivas C'y o tales que:
W) — (1) < Ce™,  0<t<2r

para todo n.
Una vez obtenida la densidad ¢, podemos calcular el campo lejano de acuer-

do a la siguiente relacion:

Uso(2) = {kv(y) - &+ nte " Yo(y)ds(y), |2 =1, (2.11)

V8rk Jop

la cual puede ser evaluada nuevamente con la regla trapezoidal.

Verificamos la precision del método de Nystrom resolviendo el problema di-
recto para la curva kite mostrada en la Figura 2.2. Los resultados se muestran
en la Tabla 2.1 para el potencial de capa simple (2.5), y 2.2 para el potencial
combinado (2.7). Mostramos tinicamente el valor del campo lejano en las direc-
ciones d = (1,0) y —d = (—1,0) para valores de ntimero de onda de k € {1,5}.
Podemos apreciar la convergencia superalgebraica, pues al incrementar al doble

el nimero de puntos en cada caso, se tienen al menos dos digitos correctos mas

12



Figura 2.2: Curva de Prueba para el Problema Directo: Kite

para el valor del campo lejano. Cabe senalar que estos resultados coinciden con
los valores mostrados en [4] y verifica la precision de nuestra implementacion.
Observamos en las Tablas 2.1 y 2.2, que los valores para el campo lejano
coinciden para ambos potenciales conforme incrementamos el valor de n. Esto
nos permite utilizar cualquiera de los dos potenciales para generar datos sintéti-
cos en nuestros casos de prueba. Para la solucién del problema inverso sintético,
es indipensable que el método de solucién del mismo sea ajeno al método con

que se generaron los datos de prueba.

2.6. Problema Inverso

Recordemos el problema directo de dispersion de ondas, hacemos referencia
a la Figura 2.1 para fines ilustrativos: dada la frontera del obstaculo dispersor
0D, una o mas ondas planas incidentes v’ y una condiciéon de frontera, encontrar
la onda dispersada u® y en particular, su decaimiento a una distancia lejana al
objeto dispersor. Existe una gran variedad de problemas inversos posibles en la

dispersion de ondas actusticas. Sin embargo, nosotros nos enfocaremos en resolver

13



Re uco (d)

Im ueo (d)

Re uoo(—d)

Im ueo (—d)

16

32

64
128
256

—1,61838169568
—1,62747685461
—1,62745744541

—1,6274575037
—1,62745750369
—1,62745750369

1,41690941077
1,3972218378
1,3969446487

1,39694488231

1,39694488231

1,39694488231

1,41690941077
1,3972218378
1,3969446487

1,39694488231

1,39694488231

1,39694488231

1,41690941077
1,3972218378
1,3969446487

1,39694488231

1,39694488231

1,39694488231

k=50 8
16
32
64
128

256

—1,37709039719
—2,36517464786
—2,4655349367
—2,47554379663
—2,47554380143
—2,47554380143

—0,38452531273
—0,253616783423
—0,199212087324
—0,199457879732
—0,199457879742
—0,199457879742

—0,38452531273
—0,253616783423
—0,199212087324
—0,199457879732
—0,199457879742
—0,199457879742

—0,38452531273
—0,253616783423
—0,199212087324
—0,199457879732
—0,199457879742
—0,199457879742

Cuadro 2.1: Convergencia del Método de Nystrom para el Potencial de Capa

Simple

Re uco (d)

Im ueo (d)

Re uoo(—d)

Im ueo (—d)

16

32

64
128
256

—1,58134143988
—1,62642413032
—1,62745909725
—1,62745750365
—1,62745750369
—1,62745750369

1,45375214825
1,39015283444
1,39696610392
1,39694488235
1,39694488231
1,39694488231

1,45375214825
1,39015283444
1,39696610392
1,39694488235
1,39694488231
1,39694488231

1,45375214825
1,39015283444
1,39696610392
1,39694488235
1,39694488231
1,39694488231

k=50 8
16
32
64
128
256

—1,0489560285
—1,94985346954
—2,46742701064
—2,47554379315
—2,47554380143
—2,47554380143

—0,045366098255
—0,393504341441
—0,198925741834
—0,199457879648
—0,199457879742
—0,199457879742

—0,045366098255
—0,393504341441
—0,198925741834
—0,199457879648
—0,199457879742
—0,199457879742

—0,045366098255
—0,393504341441
—0,198925741834
—0,199457879648
—0,199457879742
—0,199457879742

Cuadro 2.2: Convergencia del Método de Njstrom para el Potencial Combinado
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el siguiente: dado un campo lejano para una o varias ondas planas incidentes
u’ y sabiendo que el obstaculo dispersor es impenetrable y no absorbente, con
condicion de frontera Dirichlet, determinar la forma del objeto dispersor 0D.

El problema inverso es mal planteado porque, en particular, el mapeo
Fu = wus es mal planteado en el sentido de Hadamar pues es fuertemente
no lineal. Esto hace que el problema inverso en cuestion sea dificil de resolver.
Adicionalmente, el problema inverso no tiene una solucién analitica. No obstan-
te, se puede demstrar la unicidad de la solucion del problema inverso partiendo
de la inyectividad del operador F [4].

Los métodos clasicos para resolver problemas inversos, no proporcionan evi-
dencia de la solucion en la forma de una distribuciéon de probabilidad y de igual
forma, tampoco se agrega informacion acerca de la distribucion de los parame-
tros que generan a la curva 0D.

Una distribucion de probabilidad para la curva 0D dado un campo lejano
U, NOS dice qué tan probable es que la curva 0D haya generado dicho campo
lejano, a partir de una o varias ondas incidentes u’ conocidas. Resulta obvio
pensar que la curva mas probable sea la curva que soluciona el problema inverso.

Por tal motivo, plantearemos el problema inverso como un problema Baye-
siano. Mostraremos conceptos basicos de estadistica Bayesiana asi como nuestra

formulacion del problema inverso en dicho contexto.

2.6.1. Estadistica Bayesiana

La estadistica Bayesiana es un enfoque de la Estadistica que se basa en el
teorema de Bayes. La estadistica Bayesiana permite expresar la incertidumbre en

términos de una medida de probabilidad. Mas aun, se piensa que la probabilidad
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es una medida de lo que se sabe acerca de un evento. Ademas toda probabilidad

depende de una serie de supuestos que describen al problema de interés.

Teorema 2.6.1 (Teorema de Bayes) Sean A, B dos eventos cualesquiera ta-
les que P(B) >0. Entonces

P(BlA)P(A)

P(AIB) = =555

P(A) es llamada probabilidad a priori y representa el conocimiento que se tiene
inicialmente sobre el evento A. P(B|A) es el modelo observacional, indica como
seria la probabilidad del evento B si se conociera A. P(A|B) es llamada proba-
bilidad posterior o posteriori y muestra cudl es la probabilidad de A despues de
haber observado B. La probabilidad P(B) es un término de normalizacion que
hace que P(A|B) sea en efecto una medida de probabilidad.

El esquema Bayesiano permite incorporar conocimiento previo al problema
que queremos resolver, a través de la probabilidad a priori. Este planteamiento

vuelve al enfoque Bayesiano atractivo para los fines de ésta tesis.

2.6.2. Enfoque Bayesiano

Supongamos que tenemos mediciones del campo lejano o, = (Uoogs - - - ; Uooy, )
con distribucion ;|9 v se desea hacer inferencia sobre el vector de parametros
0 que es tal que @ — 0Dy, o bien, que el vector 6 genera a la curva 0D,.
La solucion Bayesiana a este problema es la siguiente: primero se propone una
distribucion a priori mo(f) para el vector de parametros 0; después se establece
un modelo observacional 7(i..|0) que representa cémo es la probabilidad de
los datos suponiendo que conocemos #; finalmente se utiliza la regla de Bayes

para resumir el conocimiento previo y la evidencia que se tiene sobre € en una
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distribuciéon de probabilidad dada por:

(oo |0)70(6)
[ 7 (100|070 (0)dO’

m(0lie) =

o equivalentemente:

T(0|ls) = T(lso|0)mo(0),

pues el término [ m({so|0)m(0)dO es una constante de normalizacion. La dis-
tribucion (0|t ) recibe el nombre de distribucion posterior y es el objeto de
nuestro estudio.

Recordemos nuevamente el problema inverso de nuestro interés: dadas me-
diciones del campo lejano u., con una o més ondas incidentes u’ conocidas,
determinar la curva frontera dD del obstaculo dispersor. En el contexto Ba-
yesiano, lo anterior se traduce a identificar la distribucion posterior m (0| )
a partir de Uy = (Uoy, - - -, Uoso, ) Una vez introducida la informacion a priori
en forma de una distribucion 7y y de un modelo observacional. Dicho en otras
palabras, consideramos que las observaciones de campo lejano son realizaciones
de una variable aleatoria 1., definiremos una distribucion de probabilidad para
identificar como son las curvas que generan tales realizaciones de i, asi como
determinar la forma como se obtienen tales mediciones.

Hablaremos entonces en el capitulo 3 de cada uno de los términos, con excep-
cion de la constante de normalizacion, involucrados en la formulacion Bayesiana

del problema inverso.
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Capitulo 3

Tratamiento del problema

3.1. Distribucién a priori

Tener una distribucién para los parametros 6 porporciona ventaja sobre
otros planteamientos porque provee una gran cantidad de informaciéon sobre 6,
ademés permite hacer uso de resultados de teoria de probabilidad. Necesitamos
definir entonces, adecuadamente, el mapeo 6 — 0D, de tal forma que podamos
tener control en la distribucion mo(6).

Para fines de esta tésis restringiremos nuestros estudios al caso R?. Empe-
zamos suponiendo que los objetos dispersores tienen frontera suave, con perio-
dicidad 27 y que tiene simetria horizontal. Estos objetos pueden ser descritos

de la siguiente manera:
0Dy(ar) = (r(a) cos(a), r(a) sin(a)), con 0 < o <27
donde r se escribe como la serie de Fourier:

r(a) = % + Zaj cos(jor) + b;sin(jav),

Jj=1
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y entonces el vector de parametros 6 es:
0= ((lo,(ll,...,a,n,bl,...,bn).

Escribiremos 6, para indicar el nimero de coeficientes 2n + 1 del vector de
parametros 6.

Al ser los objetos dispersores 9D € C?(R), entonces el radio r puede ser
expresado con pocos coeficientes de la serie de Fourier, o bien, con n peque-
no. Entonces, la distribucién my debe hacer que los coeficientes de 6,, decaigan
rapidamente conforme crece el valor de n. Ademas, al suponer que 0D tiene
simetria horizontal, los coeficientes b; son cero en nuestros experimentos.

Como consecuencia de la identidad de Parseval, tenemos que:

10D, = 0D =Y (am, bm) P, (3.1)

m>n

es el error cuadratico medio de la estimacion de la serie 9Dy, a la curva 0D

[12]. Més aun, al ser 9D € C%*(R) entonces |(am,, bm)| = O(m™2). Esto es,
(@, b)) < Cm™2,

o bien,

1
|(am7 bm)l < CW’

para alguna constante C' > 0.
Resulta entonces natural suponer que los coeficientes tienen una distribucion

normal:
C

Notemos que este planteamiento reduce cada uno de los términos del error cua-
dratico medio (3.1), promoviendo asi que este error disminuya y por consiguiente

0Dy, aproxime a la curva 0D.
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El valor de la constante C' no esta especificado. Como hemos mencionado,
la distribucion a priori contiene la informaciéon que conocemos del problema.
Haremos entonces un anadlisis del tipo de curvas que se pueden obtener con
diferentes valores de la constante C'. Para esto, generamos vectores aleatorios
0, = (ag,...,an,b1,...,b,) donde los coeficientes a,,, b, son muestras aleatorias
de la distribucion (3.2). Presentamos en la Figura 3.1 las curvas obtenidas para
valores de C' € {0,5,1,2,2,5}. Observamos que para los valores C' = 0,5 y
C =1, las curvas resultantes presentan pocas oscilaciones y representan objetos
escencialmente elipticos y con pocos detalles. Por otro lado, el valor C = 2,5
presenta curvas con demasiadas oscilaciones. Considerando el caso de prueba
para el problema directo, es decir, la curva mostrada en la Figura 2.2, elegiremos
el valor de C' = 2 por porporcionar curvas similares a la curva de nuestro caso

de prueba.

9

%,

7
N
T

N\
N

(=
l\%.

1

4

(N

4 ?’9

1\&9

&
BN "=
AN\

Figura 3.1: Analisis de la constante C'
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Consecuentemente, la distribucion a priori para cada pardmetro estara dada
por:

2
2 lamll
a/m ~ e 2 s

de forma analoga se tiene la distribuciéon para b,,.

Observemos que lo anterior contempla coeficientes a; con ¢ > 0. El coeficiente
ap tiene un comportamiento distinto pues éste término tiene que ver con la
escala del objeto a estimar. Supondremos que éste fermino tiene una distribucion
uniforme y por tanto en nuestro planteamiento de la distribuciéon a priori no
incluimos el coeficiente ag.

Entonces, la distribucion para todos los coeficientes a; con ¢ > 0, estaria

dada como un producto de exponenciales:

2 2
lagl®  _ libql _p2lanl® 2 lbal?
2 2 2 2

mo(0,) ~ € e e e :

el cual, equivale a 27" | & (|ja;||> + [|b;]|?) tomando el negativo del logaritmo de

ésta distribucion.

3.2. Verosimilitud

El modelo observacional esta dado por la verosimilitud 7 (is|6). En nuestro
planteamiento, suponemos que las mediciones del campo lejano ., tienen un

ruido observacional gaussiano 1 con media cero y varianza o2. Esto es,
oo = F(OD) +1n, con: 1~ N(0,0%).
Entonces el modelo observacional estara dada por la verosimilitud
N = ls — F(OD)
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y por consiguiente, la maxima logverosimilitud se tiene cuando
i — F(OD)|*

es minimo. Equivalentemente, en nuestro planteamiento, cuando:
e — F(0Ds,)|*

es minimo.

Resulta conveniente para los propositos de ésta tesis, tener una forma efi-
ciente de resolver el problema directo. Una evaluacion no precisa de F'(0Dy,)
generaria errores que pueden ser mas grandes en magnitud, que el error que
induce el nivel de ruido y por consiguiente, una incorrecta interpretacion de los

resultados.

3.3. Distribucion Posterior

La inferencia Bayesiana presenta dos principales dificultades: es dificil selec-
cionar la distribucion a priori adecuada para cada problema y por otra parte,
generalmente es complicado realizar los célculos para la distribucion posterior.
Afortunadamente, estamos en posicion para utilizar métodos MCMC (Markov
Chain Monte Carlo). Los métodos MCMC permiten tener una muestra de una
distribuciéon de probabilidad 7 sin tener que simular directamente de dicha dis-
tribucion. Para ello, estos métodos construyen una cadena de Markov Ergodica
cuya distribucion estacionaria es 7.

Utilizando entonces un método MCMC, podemos tener una muestra de la
distribucion posterior m(0|i+,) y poder dar evidencia de los alcances de la solu-

cion al problema inverso. Entonces, el principal esfuerzo de ésta tesis consiste en
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definir un conjunto de pardmetros 6,, que generan a las curvas 0Dy, y estudiar
el comportamiento de la distribucion posterior, bajo el muestreo dado por el
método MCMC, conforme variamos el niimero n de éstos parametros.

El algoritmo t-walk es un método MCMC de propoésito general para dis-
tribuciones continuas arbitrarias|2|. Las distribuciones a estimar por el t-walk
pueden ser de escala y estructura de correlacion arbitrarias. Ademaés, el algo-
ritmo t-walk no requiere parametros de ajuste o adaptativos y converge debido
a que esta construido como un algoritmo Metropolis-Hastings. El t-walk pro-
porciona buenos resultados para algunos ejemplos con numeros de pardmetros
relativamente grandes (= 200)[2].

La finalidad del t-walk, es precisamente permitirnos enfocarnos mas en el
anélisis de los datos que en el algoritmo MCMC. Por tanto, utilizaremos este
algoritmo como herramienta para estudiar la distribucién posterior en la solu-

cion del problema inverso.

3.4. Implementacién Numeérica

Como hemos mencionado con anterioridad, requerimos una implementacion
que resuelva el problema directo de forma precisa. Mostraremos entonces el
procedimiento utilizado que se basa en el enfoque de ecuaciones integrales y
el método de Njstrom mencionado en el capitulo 2. Presentamos también los
algoritmos utilizados. Es importante senalar que estamos considerando que el
problema directo puede ser resuelto utilizando el Potencial de Capa Simple
o el Potencial Combinado. En la solucién del problema inverso, realizaremos
miultiples evaluaciones del problema directo con distintas curvas, por tanto,

para dar resultados que no dependan del método numeérico con que generamos
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los datos sintéticos, utilizaremos el Potencial de Capa Simple para generar el
campo lejano asociado al caso de prueba y el Potencial Combinado para las

evaluaciones del problema directo.

Algoritmo 1 Problema Directo
Require: 0D, ,u', k

Ensure: u.,
Calcula los pesos de Nystrom: R
if Potencial Combinado then
Calcula los potenciales: L, M
Calcula la matriz A =1 — L — ikM
else
Calcula el potencial de Capa Simple: M
Calcula la matriz A = M
end if
Resuelve Ap = —u!, para ¢

Calcula u™ = Z¢ {Z es el mapeo de campo lejano (2.11)}

Obsevemos ahora que, en el Algoritmo 1, se necesita resolver el sistema:
Ap = —u' para o, (3.3)

donde A = A° 6 A = A€ definiendo A® la matriz generada con el potencial de
capa simple (2.5) y A° la matriz generada con el potencial combinado (2.7).
Ambas matrices son densas, no simétricas y con coeficientes complejos, ademas
son de tamano N x N con N el nimero de puntos t;, j=0,...,N—1, con que
definimos la curva 0Dy, (t;). Es necesario entonces, hacer un anélisis de ambas
matrices para definir un método numérico adecuado para resolver el sistema

(3.3).
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3.4.1. AnAlisis de la Matriz A

Primeramente, calculamos el nimero de condicion de ambas matrices A®
y A°. Presentamos en la Tabla 3.1 el nimero de condicién para la matriz A5,
Analogamente, la Tabla 3.2 muestra los nimeros de condicion correspondientes a
A°¢. En ambos casos fijamos el nimero de onda en k£ = 1, aunque cabe mencionar
que el comportamiento mostrado en las Tablas 3.1 y 3.2 es similar al obtenido

variando el nimero de onda.

Nimero de puntos N Nimero de condicion

8 8,59231804803

16 20,1673779247

32 49,574140683

64 113,561337804
128 249,056139536
256 528,588651494
512 1097,93428681

Cuadro 3.1: Numeros de Condicion para la Matriz del Potencial de Capa Simple

As.

Ndamero de puntos N Namero de condiciéon

8 2,68204675516

16 3,50171633788

32 3,59780748843

64 3,598659748

128 3,59865866317

256 3,59865866317

512 3,59865866317

Cuadro 3.2: Numeros de Condiciéon para la Matriz del Potencial Combinado A€.

Observamos en las Tablas 3.1 y 3.2 indican que las matrices no estan mal
condicionadas en ambos casos. Sin embargo, A¢ tiene un mejor niimero de con-
dicion y por tal motivo elegimos el potencial combinado (2.7) para hacer las
evaluaciones del problema directo y el potencial de capa simple (2.5) para ge-

nerar los datos sintéticos. Los métodos directos, como la factorizacion PLU,
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pueden resolver el sistema (3.3) sin embargo, estos métodos suelen son lentos
cuando se incrementa la dimension de la matriz a factorizar.

Elegiremos entonces un método iterativo. Para esto, vale la pena hacer un
andlisis de los eigenvalores de las matrices de ambos potenciales para elegir un
método que nos proporcione resultados adecuados. Mostramos en la Figura 3.2
los eigenvalores para ambos potenciales con nimeros de onda k£ = 1,2,5,10.
En dicha Figura, los simbolos ".” corresponden a los valores de los eigenvalores
del matriz A®, dibujados en el plano complejo. Por otra parte, los simbolos "+’
indican los eigenvalores de la matriz A°. Observamos que en todos los casos,
los eigenvalores se acumulan en el punto (0,0) para la matriz A® y en el punto
(1,0) para A° conforme se incrementan las dimensiones de ambas matrices. Esto
en particular nos dice que estan acotados y que podemos utilizar el método
Generalized Conjugate Residuals (GCR) para resolver eficientemente el sistema

(3.3).

3.4.2. Generalized Conjugate Residuals, GCR

Los métodos iterativos basados en espacios de Krylov, como Gradiente Con-
jugado, GMRES o GCR en nuestro caso, ofrecen buenos resultados con un
nimero pequeno de iteraciones. Recordemos que las matrices A®* y A° no son
simétricas, por lo que no es posible utilizar un método clasico como Gradien-
te Conjugado. Se puede pensar entonces, en utilizar un método para matrices
generales como lo es GCR.

Se puede demostrar que si A no estd demasiado lejos de ser normal, en el

1

sentido de que el nimero de condicion x(V) con A = Vo(A)V ™! no es muy

grande, y si se pueden encontrar polinomios de grado n propiamente norma-
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Figura 3.2: Eigenvalores de las Matrices A* (.)y A° (+) con diferentes niimeros

de onda.
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Figura 3.3: Nimero de condicién para las matrices de eigenvectores para el

Potencial de Capa Simple (a) y el Potencial Combinado (b).

lizados, tales que su tamano en el espectro o(A) decrezca rapidamente con n,
entonces el método GCR converge rapidamente [6] [14].

Observemos entonces los niimeros de condicion de las matrices de eigenvecto-
res para cada uno de los potenciales. En la Figura 3.3.(a) mostramos el nimero
de condicion de la matriz de eigenvectores asociada a A® y en 3.3.(b) la corres-
pondiente a A¢. Como podemos ver, los niimeros de condicién son aceptables y
se vuelven casi constantes conforme se incrementa la dimension de las matrices
para los numeros de onda k € {1,2,5,10}.

Presentamos pues en el Algoritmo 2 el esquema general de los métodos de
descenso para matrices no simétricas. La diferencia entre los distintos métodos
(GCR, GMRES, MR, etc.) se encuentra en la eleccion de la direccion p;. .

Para el método GCR, a partir del Algoritmo 2, basta elegir la direccién p; 1

cOomao.:

Pier=ri+ Y 0p;. (3.4)
=0
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Algoritmo 2 Esquema General Metodos de Descenso para Matrices no Simé-

tricas
Require: A, ¢, u'’

Ensure: ¢
Calcular o = —u’ — Agyg
Hacer py = rg

for i <n do

@ — (ri,Api)
T (Api,Ape)

Ti1 = T + a;p;

Tit1 =T — @ Ap;
Calcula p;14

end for

donde
b — _(Ari+17Apj)’ i<i
(Apj, Ap;)

La implementacion del método GCR es bastane simple pero, como podemos
observar, el calculo de (3.4) implica un alto costo computacional tanto en alma-
cenamiento como tiempo de computo. El costo para la i—ésima iteracion es de
(3(i + 1) + 4)n + 1 productos matriz vector y de (2(i 4+ 2) + 2)n localidades de
memoria para almacenamiento. Es posible sin embargo, utilizar una alternativa
que consiste en reiniciar el método GCR cada k + 1 iteraciones. El vector ¢p4
es ahora el nuevo punto inicial. El costo se reduce entonces considerablemente
pues en general menos de k vectores son necesarios para calcular (3.4). Esta
variante es conocida como GCR (k).

El costo computacional para el método GCR(k) es de (3(i + 1) + 4)n +

1 operaciones matriz vector y de (2(i + 2) + 2)n localidades de memoria en
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la i—ésima iteracion. Se tiene ademéas un resultado de convergencia para este
método [6].

Tenemos entonces que el método GCR/(k) converge rapidamente para ambas
matrices A® y A°. Aun utilizando GCR (k) el costo computacional resulta eleva-
do. Sin embargo, es posible hacer una implementacion en paralelo que permite
reducir el tiempo de computo requerido y proporcionar tiempos accesibles para

la resolucion del sistema (3.3).

3.4.3. Esquema de Paralelizacién

Un muestreo estadisticamente significativo requiere un gran ntimero de eva-
luaciones del problema directo. Esto se traduce en la practica, en alto costo
computacional. Por tanto, consideramos necesario paralelizar cada evaluacion
de dicho problema. Observamos que cada entrada de la matriz A del sistema
(3.3) es resultado de la evaluacion del potencial correspondiente en el punto
(tiytj),4,j = 0,...,N — 1y que la evaluaciéon de cada punto es independiente
de los demas. Entonces podemos construir un arreglo de hilos en los que se eva-
lue cada punto en paralelo. Después, el sistema (3.3) puede ser resuelto para ¢
utilizando una version paralelizada del método GCR (k).

Presentaremos primero, 4 etapas que componen nuestro esquema de parale-
lizacion: construccion de la matriz A¢, inicializacion de GCR(k), actualizacion
y calculo de p. Pero antes, mostramos en el Algoritmo 3 un procedimiento que
nos permite paralelizar los productos punto.

Presentamos entonces en el Algoritmo 8 nuestro esquema general basado de
paralelizacion para resolver el problema directo usando la matriz del Potencial

Combinado A¢y el método GCR(k) utilizando los Algoritmos 4, 5, 6 y 7.
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Algoritmo 3 Algoritmo “Cascada’

Require: u,v € C"™,n/2 hilos en 1 bloque
Ensure: u-v
for hilo 7 do
w; = ;v
Witn/2 = Uitn/2Vitn/2
if n > 512 then
if ¢ < 256 then
wi = Wi + Wi4256
end if
end if
if n > 256 then
if ¢ < 128 then
wi = wi + Wwi4128
end if
end if
if n > 128 then
if ¢ < 64 then
wi = wi + w464
end if
end if
if ¢ < 32 then
if n > 64 then
wi = wi + Wwi432
end if
if n > 32 then
w; = wi + wit1e
end if
if n > 16 then
wi = wi + Wity
end if
if n > 8 then
wi = wi + Wipyg
end if
if n > 4 then
wi = wi + wig2
end if
if n > 2 then
wi = wi + Wi
end if
end if

end for

return wg
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Algoritmo 4 Construccion de la Matriz A¢
Require: 0D, k,n hilos y n bloques

Ensure: A°
for hilo [ en bloque 5 do
Caleula L = R{2 Ly (t,t;) + 2 Ly (1, 1))
Caleula M = RV M, (t,t;) + 2 My(t, t;)
if 1 =7 then
Ay, =1~ (L —ikM)
else
Ay, = —(L —ikM)
end if

end for

return A

El criterio de convergencia del Algoritmo 8 es |r¢||/||u’|| < e. En la Figura 3.4
se muestran los tiempos obtenidos con cuatro implementaciones realizadas para
resolver el problema directo con la matriz A°. Las implementaciones hechas en
los lenguajes Matlab y Python, resuelven el sistema (3.3) con métodos propor-
cionados por cada lenguaje (GMRES en Matlab y SVD con Python). Por otro
lado, la implementacion en C utiliza nuestra implementacion del método GCR
tal y como se describe en el Algoritmo 2, mientras que la implementacion hecha
en C con CUDA utiliza la version paralelizada de GCR/(k) descrita en el Algo-
ritmo 8 con k = n/2. Podemos observar que nuestra implementacion hecha en C
es bastante costosa en cuanto a tiempo de ejecucion se refiere; le sigue la imple-
mentacion en Matlab, posteriormente la que fue hecha en Python y por ultimo

la version paralelizada. Este resultado nos indica que la diferencia que existe
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Algoritmo 5 Inicializacion de GCR

Require: A° u’, py,n/2 hilos en 1 bloque

Ensure: 7y, pg

for hilo [ do
Calcula r; = (Af, zo) {Af el [—'esimo renglon de A°}
Calcula 7145/2 = (Af+n/2, xo)
b=
Pi4n/2 = Ti4n/2
Calcula (Af, )
Calcula (A7, 5, 7)
Calcular ||r|| { con Algoritmo 3}
Calcular ||—u'|| { con Algoritmo 3}

end for
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Algoritmo 6 Actualizacion

Require: A, py, 7y, pri1,n/2 hilos en 1 bloque
Ensure: 1411, Ay, [[ADria|]?, 7]
for hilo [ do
Calcular A°pey1y = (A7, pr)
Calcular A°puy1)+n/2) = (Af Lo, Pk)
Calcular (A°pgi1,7) { con Algoritmo 3}
Calcular (A°py41, A°py14q) { con Algoritmo 3}

(Acpk+l 77")

a, = —————-"T= 7
v (APry1,4pp 1)

Pk+1)l = PRl + APkl

T(k+1)l = Thi — Qi APkl

Calcular A1y = (Af, r5)

Calcular A°r(j41)(4n/2) = (Afy 0. Tk)
Calcular (741, 7k4+1) { con Algoritmo 3}
Hacer pai1y = 741y

end for

Algoritmo 7 Calculo de pgyq

Require: A, py,u’,n/2 hilos en k bloques
Ensure: p;.,
for hilo [ en bloque j do

Calcula b; = W { con Algoritmo 3}
J

Pk+1)1 = P(k+1)l + bjpji

Pk+1)(14n/2) = Pk+1)14n/2) T 0iDjasn/2)

end for
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Algoritmo 8 Esquema de Paralelizacion del Método GCR(k) para resolver el

Problema Directo con Potencial Combinado
Require: 0D, ,u', k

Ensure: u.,
Se definen n hilos y n bloques
Se calcula A, con el Algoritmo 4
Se definen n hilos 1 bloque
for hilo [ do
ul = —2 % ¢ {onda incidente}
end for
while counter < n & no convergencia do
Se definen n/2 hilos en 1 bloque {Inicializacion}
Se inicializa GCR(k) con el Algoritmo 5
while k < reinicio & no convergencia do
Actualizar ¢ con el Algoritmo 6
Actualizar p con el Algoritmo 7
k=k+1
end while
counter = counter + 1
end while
Se definen n hilos 1 bloque
for hilo [ do
Calcular u, con la regla de trapecio.
end for

return > ' Uy
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entre la implementacion en paralelo y las demas, permite ahorrar tiempo de
computo al realizar el muestreo estadistico necesario para resolver el problema
inverso. Consecuentemente, podemos proporcionar informacion de la solucién

al problema inverso en tiempos aceptables y con una mejor aproximacion a la

distribucion posterior.

- - MATLAB
Python
= (G
— C + CUDA

tiempo transcurrido (s)

100 200 300 400 500 600
Numero de puntos

Figura 3.4: Tiempos de Ejecucion obtenidos con diferentes implementaciones

36



Capitulo 4

Resultados

Presentaremos en este capitulo los resultados obtenidos en nuestra imple-
mentacion para resolver el problema inverso. Primero, construimos un ejemplo
totalmente sintético que nos permite aprender a controlar e interpretar los re-
sultados que proporcionan las distribuciones a priori supuestas, asi como la
herramienta t-walk.

Es importante senalar que, no obstante que la implementacion del problema
directo hecha con C + CUDA proporciona resultados en menor tiempo, utili-
zamos nuestras implementaciones en Python. Este lenguaje proporciona herra-
mientas utiles para fines ilustrativos y para presentar de forma adecuada los
resultados obtenidos.

Presentamos en el Algoritmo 9 el procedimiento a seguir para resolver el
problema inverso utilizando t-walk. Senialamos nuevamente el hecho de que se
generen los datos para el campo lejano a estimar utilizando el potencial de capa
simple (2.5) mientras que las evaluaciones de las muestras 6,, utilizan el potencial
combinado (2.7). Esto permite que nuestro resultado no dependa de los méto-

do numéricos empleados. Cabe mencionar que s6lamente utilizamos las tltimas
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M evaluaciones resultantes del t-walk debido a que la distribucién estaciona-
ria converge a la distribucién posterior y por tanto, a partir de que el t-walk
se estabiliza es cuando podemos tener una buena aproximacion. Los resultados
que proporciona el t-walk son histogramas que nos muestran las distribuciones
marginales de cada uno de los coeficientes estimados. Podemos pensar en elegir
la media de cada una de estas distribuciones como nuestra mejor estimacion,
pues cuando la estimacion se estabiliza, las distribuciones marginales se aseme-
jan a Gaussianas tales que la media se encuentra muy cerca de los valores més
probables para cada coeficiente.

Los valores de la distribucién posterior son el resultado de la evalucion de
un funcional de “energia” definido por la logverosimilitud y el logaritmo de la

distribucién a priori como:
E = oo — ino|* + ) 3 (laill” + 116:])-
i=1

Nuestro objetivo principal en esta tesis, es estudiar la dependencia de la dis-
tribucion posterior en la discretizacion de la representacion del radio en series
de Fourier. Por tanto, mostraremos resultados de diversos experimento mante-
niendo constantes el nimero de onda, nimero de puntos, nimero de angulos
de observacion, numero de iteraciones de t-walk, numero M, y variaremos el
ntumero de coeficientes 2n + 1 del vector 6, y el nimero de ondas incidentes

para ilustrar la mejora en los resultados.
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Algoritmo 9 Esquema General para la Solucion al Problema Inverso

Require: 0D, &, u’
Ensure: én

1: Calcula uo, asociado a 0D para todas las ondas incidentes u' en los puntos
de observacion z utilizando el potencial de Capa Simple y le agragamos
ruido aditivo Gaussiano n ~ N(0,0,01).

2: Definimos el nimero de coeficientes 2n + 1 del vector de parametros 6,

3: Definimos la logverosimilitud como ||ta — i ||* donde i, es el campo lejano
asociado a una curva D generada con una muestra aleatoria en el espacio
de parametros #,, utilizando el Potencial Combinado

4: Definimos la distribucién a priori my para los parametros 6,

5: Definimos el conjunto del que se va a muestrear 6,

6: Se evalua con t-walk para un nimero fijo suficientemente grande de itera-
ciones

7: Tomamos lo iltimos M resultados de las evaluaciones del t-walk con menor
valor de energia

8: Calculamos la media para cada coeficiente de los M vectores 6,

9: return 6, el vector de medias de los vectores 6,
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4.1. Caso de Prueba Fish

Para nuestro primer experimento, utilizaremos la curva mostrada en la Fi-

gura 4.1. Esta curva fue generada con los parametros siguientes:
0, = (2,5,0,5,0,0,25, —0,25,0,0,0,0),
recordando que
0Dy(ar) = (r(a) cos(a), r(a) sin(a)), con 0 < o <27
donde r se escribe como la serie de Fourier:

a - oy
r(a) = 50 + Zaj cos(jor) + b;sin(ja),
j=1

y entonces el vector de parametros 6, es:

Hn: (ao,al,...,an,bl,...,bn).

-15.

Figura 4.1: Figura Fish

Presentamos en la Figura 4.2 los resultados obtenidos para ¢, = (ag, ai, by),

es decir, tratando de recuperar la curva original utilizando sélo tres coeficientes
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de Fourier. En la Figura 4.2.(a) obsevamos que la region de confianza de la
estimacion es mas delgada por la parte derecha que por la izquierda. Esto se
debe a que la onda incidente viaja con direccion (1,0) y por tanto hay un
fenomeno de oclusion con el objeto que no permite que las mediciones de los
puntos de observacion sean correctas. Para corroborar este hecho incrementamos
a 3 el nimero de ondas incidentes con direcciones en los angulos 0, %7‘(‘ y %7‘(‘.
Observamos que en éste caso 4.2.(c) la region de confianza es méas delgada que
en el caso anterior. Las curvas estimadas en ambos casos se muestran en las
Figuras 4.2.(b) y 4.2.(d), en ambos casos tenemos elipses, pues es el inico tipo

de curvas que podemos escribir con nuestra representaciéon con n = 1.

o3 s,
k j
— a £ i

3

(b) Curva estimada

1

20 s

(c) Region de Confianza  (d) Curva estimada

Figura 4.2: Resultados para n = 1 con 1 onda incidente ((a) y (b)) y 3 ondas
incidentes ((¢) y (d)).

Probamos ahora con n = 4, entonces tenemos 9 coeficientes a estimar que

coiciden con el nimero de coeficientes con que generamos la curva 4.1. Los
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resultados se muestran en la Figura 4.3. En este caso notamos, que las regiones
de confianza obtenidas no estan muy bien definidas y aunque proporcionen un
resultado ligeramente aceptable, no es el tipo de resultados en los que podemos
garantizar como correctos. Efectivamente podemos observar las distribuciones
marginales en la Figura 4.4 y observamos que no es posible definir que valores
son los mas probables para nuestro resultado. Cabe senalar sin embargo que el

resultado mostrado en la Figura 4.3.(d) es aceptable.

:
s

osf L
\ et

E 50 5 5 5 70

(c) Region de Confianza  (d) Curva estimada

Figura 4.3: Resultados para n = 4 con 1 onda incidente ((a) y (b)) y 3 ondas
incidentes ((c) y (d)).

Un aspecto importante de la formulacion Bayesiana consiste en la eleccion
de la distribucion a priori para los parametros 6,,. Los resultados mostrados en
las Figuras 4.3 y 4.4 no tienen una distribucién a priori definida, son resulta-
dos obtenidos tinicamente utilizando informacion de la verosimilitud. Esto nos

indica, que aun en un caso sintético relativamente sencillo y con un bajo nivel
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Figura 4.4: Distribuciones marginales para los coeficientes para n = 4 con 1

onda incidente ((a), (b) y (c)) y 3 ondas incidentes ((d), (e) y (f)).

de ruido, es fundamental una buena elecciéon de la distribuciéon a priori para
tener aproximaciones mas adeuadas. Incrementando el nimero de coeficientes
a n = b se vuelve mas notoria esta problemética, pues como observamos en
la Figura 4.5 los resultados son totalmente incorrectos. Este tipo de resultados
incorrectos pueden obtenerse incluso con numero adecuado de coeficientes pero

con una mala eleccion de la distribucién a priori.

4.2. (Caso de Prueba Kite

Realizamos experimentos para la curva mostrada en la Figura 4.6. Recorde-
mos que ésta curva fue utilizada como caso de prueba para nuestra solucion del

problema directo. Para éste caso, utilizamos las condiciones mencionadas en el
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(c) Region de Confianza  (d) Curva estimada

Figura 4.5: Resultados para n = 5 con 1 onda incidente ((a) y (b)) y 3 ondas
incidentes ((c) y (d)).

capitulo 3, a saber, la verosimilitud como modelo observacional y la distribu-
cion a priori basada en la identidad de Parseval. Para este ejemplo utilizamos
64 puntos para definir la curva y 64 direcciones de observacion.

Un hecho importante que se deduce de los resultados mostrados en éste
capitulo, es que nuestro planteamiento no depende fuertemente del ntimero de
coeficientes del vector 0,,. Esto es, conforme se aumenta el nimero n, nuestro
esquema promueve que los coeficientes se acerquen rapidamente a cero.

Haremos primeramente un analisis de los coeficientes obtenidos en nues-
tras estimaciones. Mostramos en las Figuras 4.7, 4.8, 4.9 y 4.10 lo vectores 6,
resultantes de nuestras estimaciones para 3,5,7 y 16 ondas incidentes. Como
podemos observar, la condicién que impusimos a los coeficientes a traves de la

distribucién a priori obliga a que los coeficientes decaigan con rapidez conforme
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Figura 4.6: Curva de Prueba para el Problema Inverso: Kite

aumenta el valor de n. Un aspecto importante en éste punto es que, a juzgar
por las Figuras 4.7, 4.8, 4.9 y 4.10, los vectores son practicamente los mismos
fijando el nimero de ondas incidentes y variando el el nimero de coeficientes
utilizados. Méas atin, en la Figura 4.11 observamos que las estimaciones para
los 10 primeros coeficientes no muestran grandes diferencias al incrementar el
namero n de elementos del vector #,, y tampoco utilizando distintos nimeros de
ondas incidentes. Esto nos indica que la distribucion a priori elegida es razonable
para este problema.

Debido a que los coeficientes estimados presentan sélo pequenas variaciones,
las curvas resultantes estimadas son ligeramente distintas entre si. Presentamos
en la Figura 4.12.(a), 4.12.(b), 4.12.(c) y 4.12.(d) el error relativo obtenido entre
la estimacion y la curva 4.6 a estimar con 3, 5, 7 y 16 ondas incidentes. En la
Figura 4.12.(e) presentamos las Figuras 4.12.(a), 4.12.(b), 4.12.(c) y 4.12.(d)
juntas para fines comparativos. No es de sorprender que los resultados con 16
ondas incidentes tengan un menor relativo en la estimacion, pues con 16 ondas

incidentes se tiene mas informacion del campo dispersado y consecuentemente,
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mas detalle en la estimacion.

Mostraremos entonces las estimaciones obtenidas. Presentamos en las Figu-
ras 4.13, 4.15, 4.17 y 4.19 las regiones de confianza estimadas utilizando 3, 5, 7
y 16 ondas incidentes u’ respectivamente. De igual forma, en 4.14, 4.16, 4.18 y
4.20 tenemos las curvas estimadas para 3, 5, 7 y 16 ondas incidentes.

Como podemos observar en las Figuras 4.14, 4.16, 4.18 y 4.20, los resultados
mejoran en la medida en que incrementamos el nimero de coeficientes 2n +
1 pero también es de vital importancia tener suficientes ondas incidentes u’.
Este hecho en particular nos indica los alcances de la solucion, dependiendo del
nimero de ondas incidentes, en un experimento fisico. Es decir, dependiendo
de la calidad deseada para la estimacion para el objeto dispersor, elegiriamos
el nimero de ondas incidentes a utilizar. En términos generales, los resultados
son aceptables considerando la complejidad del problema. Cabe senalar que los
resultados mejoran incrementando tanto el niimero de coeficientes como el de
ondas incidentes y que, debido a la convergencia dada por el método de Njstrom,
los resultados obtenidos son esencialmente los mismos incrementando el niimero

de puntos en la curva, asi como las direcciones de observaciéon .
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Figura 4.7: Valores de los vectores de parametros 6,, con diferentes valores de n

para 3 ondas incidentes
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Figura 4.8: Valores de los vectores de parametros 6, con diferentes valores de n

para 5 ondas incidentes
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Figura 4.9: Valores de los vectores de parametros 6,, con diferentes valores de n

para 7 ondas incidentes
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Figura 4.10: Valores de los vectores de pardmetros 6,, con diferentes valores de

n para 16 ondas incidentes
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Figura 4.11: Pardmetros estimados incrementando el nimero de coeficientes

para distintos nimeros de ondas incidentes.
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Figura 4.13: Regiones de confianza de la estimacién con 3 ondas incidentes u’.
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Figura 4.14: Curvas estimadas con 3 ondas incidentes u’.
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Figura 4.15: Regiones de confianza de la estimacién con 5 ondas incidentes u’.
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Figura 4.16: Curvas estimadas con 5 ondas incidentes u’.
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Figura 4.17: Regiones de confianza de la estimacién con 7 ondas incidentes u’.
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Figura 4.18: Curvas estimadas con 7 ondas incidentes u’.
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Figura 4.19: Regiones de confianza de la estimacion con 16 ondas incidentes u’.
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Figura 4.20: Curvas estimadas con 16 ondas incidentes u'.
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Capitulo 5

Conclusiones

La teorfa de dispersion de ondas ha sido ampliamente estudiada. Actual-
mente las aportaciones en este campo van dirigidas a implementar estrategias
computacionales que permitan resolver, tanto el problema directo como el pro-
blema inverso, de forma eficiente. En este sentido, el desarrollo de herramientas
de computo es una pieza fundamental para dar solucién a problemas como el
de dispersion de ondas. Hablaremos a continuacién de aspectos que considera-
mos destacables en la solucién, tanto del problema directo, como del problema

inverso.

5.1. Problema Directo

El método de Nystrom proporciona ventajas significativas para la solucién
de ecuaciones integrales. La primera de ellas es que reduce el problema de en-
contrar el potencial en un todo el dominio que contiene al obstaculo dispersor, a
resolver una ecuacién integral sobre la frontera del objeto. Aqui se presenta una

reduccion importante del costo computacional. Posteriormente, debido a la pe-

29



riodicidad de la frontera del obstaculo dispersor, el método de Njstrom aproxi-
ma la solucion a la ecuacion integral con convergencia superalgebraica. Tenemos
entonces otra reduccion importante del costo computacional al no requerir una
gran cantidad de puntos sobre la frontera para dar resultados bastante precisos.
Consecuentemente las matrices de los potenciales de Capa Simple y Combinado
sean matrices con dimensiones no tan grandes.

Por otro lado, la construccion de las matrices para ambos potenciales es
paralelizable. Aunado a ello, se pueden implementar métodos computacionales
que a su vez sean paralelizables para resolver el sistema no simétrico, complejo
y denso en tiempos muy reducidos. Resolver el problema inverso, tipicamente
requiere de una gran cantidad de evaluaciones del problema directo, por tan-
to, la paralelizacion del problema directo es un aspecto importante para tener
resultados el problema inverso en tiempos viables.

Existen diversas aplicaciones en las que el lenguaje de programacion o la
estrategia de implementaciéon no son relevantes. En nuestro caso, requerimos
hacer grandes cantidades de evaluaciones, asi que se debe elegir adecuadamente
la implementacion a utilizar tratando de que ésta sea eficiente tanto en tiempo de
computo como en administracién de recursos de almacenamiento. Por supuesto,
tambien se tiene que elegir la implementacion considerando que proporcione el

resultado méas preciso posible.

5.2. Problema Inverso

Los problemas inversos tipicamente son mal planteados. Ademaés, las solu-
ciones al problema directo no siempre son suficientemente precisas. Esto los

vuelve ain més complicados de resovler. Ahora bien, en general se tiene un
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modelo de ruido en las observaciones o datos del problema. Los metodos cla-
sicos como Tykhonov introducen un término de regularizaciéon que compense
la informacion perdida a causa del ruido y que permita incorporar informacion
conocida al problema. Es decir, que la estrategia de regularizacion refleje lo que
sabemos del problema y que con esto se reduzca adecuadamente el espacio de
busqueda para la solucion. Desafortunadamente, la eleccion incorrecta de una
estrategia de regularizacion puede provocar que los resultados que obtengamos
sean totalmente distintos a la solucion exacta.

El planteamiento Bayesiano, nos proporciona un entorno en el que podemos
tener un poco mas de control sobre la informacién a priori al escribirla como una
distribuciéon de probabilidad. Ademaés, la incorrecta eleccion de la distribucion
a priori puede ser identificada al observar la aproximacion a la distribucion pos-
terior, asi como las distribuciones marginales de los pardmetros. Por otro lado,
resolver el problema para casos sencillos como el mostrado en esta tesis, nos
ayuda a controlar las distribuciones involucradas y posteriormente pensar en
abordar el problema en una aplicacién practica manteniendo las mismas distri-
buciones. El planteamiento Bayesiano, permite ademas tener medidas sobre la
informacion que se tiene o resulta de la implementacion y en ese sentido utilizar
resultados de teoria de probabilidad para saber qué tanto podemos confiar en
nuestras estimaciones.

En los problemas de optimizacion, en general, resulta complicado elegir el
parametro de regularizacion. Un parametro de regularizaciéon grande en compa-
racion con el nivel de ruido, provoca que la estrategia de regularizaciéon tenga
mayor peso en la minimizacion y por tanto, que la solucion sea incorrecta. Con-
trariamente, un parametro pequeno no es suficiente para compensar el error

inducido por el ruido. En nuestro esquema de solucién, un planteamiento ade-
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cuado de la distribucion a priori controla la influencia de la distribucién misma

evitando el problema de la regularizacion.

5.3. Trabajo a Futuro

El problema inverso que presentamos aun tiene muchas areas de oportuni-
dad. La ejecucion del algoritmo t-walk es bastante costosa. Una mejora inme-
diata para el presente trabajo es utilizar la versiéon paralelizada del problema
directo para el algoritmo t-walk. Alternativamente, podemos estudiar el algo-
ritmo t-walk para identificar secciones del mismo que puedan ser paralelizadas
y reducir asi el costo de todas las evaluaciones o en su defecto, incrementar el
numero de estas para garantizar la convergencia de la distribucion estacionaria.

En esta tesis, se realizaron experimentos para resolver el problema inverso
utilizando diferentes distribuciones a priori para los pardmetros. Los mejores
resultado fueron obtenidos con la a priori basada en la identidad de parseval.
Sin embargo, es complicado tener una nociéon adecuada de distancia en el es-
pacio generado por los coeficientes de Fourier. Es necesario estudiar entonces
diferentes planteamientos que proporcionen distribuciones a priori adecuadas
para los parametros. Recordemos que nuestros experimentos utilizaron curvas
cerradas simples y suaves, entonces, en la medida que la complejidad de la curva
aumente, nuestro planteamiento no podra ofrecer buenos resultados.

Los objetos dispersores que podemos encontrar en problema de dispersion
de ondas, pueden ser curvas no suaves o con esquinas. En este caso, la cantidad
de coeficientes de Fourier para representar la curva se incrementa considerable-
mente y no necesariamente define la curva con exactitud. Es importante pues,

pensar en una forma distinta de escribir la parametrizacion de la curva de tal
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forma que sigamos teniendo pocos coeficientes para definirla y que estos sean
suficientes para describir la curva completa. Una alternativa es escribir el radio
como una combinacién lineal de bases wavelet. Las bases wavelet son escala-
mientos y traslaciones de una wavelet madre, en este sentido, podemos usar
wavelets madre que si permitan representar esquinas (como Haar por ejemplo).
Ademés, los coeficientes de la expresion en la base wavelet se encuentran en
un espacio de Bessov por lo que la nocién de distancia y por consiguiente la
distribucion a priori de los mismos, estaria en terminos de la norma de Bessov.

Finalmente, queremos agregar que el esquema Bayesiano para problemas
inversos, plantea alternativas en busca de la solucion a estos. Los resultados que
se obtienen con la formulacion Bayesiana pueden llegar a ser bastante precisos

con la informacion adecuada para cada una de las distribuciones.
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