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Resumen
La teoría de dispersíon de ondas 
on
ierne el efe
to que tiene un medio inho-mogeneo sobre una partí
ula in
idente u onda. En parti
ular, si el 
ampo totales visto 
omo la suma de un 
ampo in
idente y un 
ampo dispersado, enton
esel problema dire
to de dispersión de ondas 
onsiste en determinar el 
ampo dis-persado a partir del 
ampo in
idente y de la e
ua
ión diferen
ial que gobiernael movimiento de la onda. Por otro lado, el problema inverso de dispersión deondas es determinar la inhomogeneidad a partir del 
omportamiento asintóti
odel 
ampo dispersado. El problema inverso no puede ser resuelto por medio deuna expresión analíti
a. En éste trabajo se propone abordar el problema inversoen un 
ontexto Bayesiano. Un esquema Bayesiano provee una distribu
ión deprobabilidad que nos permite estudiar la estima
ión de la forma del obstá
u-lo dispersor, dada una dis
retiza
ión para la misma. Presentamos una manerae�
iente de resolver el problema dire
to y una versión paralelizada del mismo,así 
omo una implementa
ión para aproximar la distribu
ión de probabilidadde la solu
ión del problema inverso, basada en un método Markov Chain MonteCarlo. Mostramos al �nal los resultados obtenidos para el enfoque Bayesianodel problema inverso y las distribu
iones de probabilidad involu
radas en di
hoesquema. vi
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Capítulo 1
Introdu

ión

Consideremos el siguiente fenómeno: un aparato emisor produ
e un 
ambiode presión en un medio homogeneo e isotrópi
o, este 
ambio de presión se pro-paga en forma de onda a
ústi
a; suponemos ahora que se tiene un objeto dentrodel medio, la onda a
ústi
a in
ide sobre la super�
ie del objeto intera
tuando
on él para posteriormente ser re�ejada o dispersada. La onda re�ejada 
ambiasu forma dependiendo de la super�
ie del objeto y de 
ómo es su intera

ión
on el mismo. La teoría de dispersión de ondas se re�ere, en términos generales,al estudio de las ondas re�ejadas en éste fenómeno. En el 
ontexto de la teoríade dispersión de ondas, es posible prede
ir el 
omportamiento de las ondas re-�ejadas o dispersadas. Es objeto de nuestro estudio, estudiar tales ondas parare
uperar la informa
ión 
orrepondiente a la super�
ie del objeto que 
ausa ladispersión.El fenómeno arriba des
rito, se presenta fre
uentemente en la naturaleza. Unejemplo 
laro es la forma 
omo 
iertos animales (mur
iélagos, del�nes) obtieneninforma
ión de su entorno mediante la emisión y re
ep
ión de ondas a
ústi
asde diferentes fre
uen
ias que son dispersadas por objetos presentes en el medio.1



De igual forma, apli
a
iones 
omo radar o el ultrasonido en medi
ina se basanen el estudio de ondas dispersadas.El modelo físi
o aso
iado a este fenómeno, ha sido ampliamente estudiado[3℄, [4℄, [7℄, [8℄, [9℄, [10℄, [11℄. Es un tema maduro en lo que se re�ere al aspe
toteóri
o. Es ne
esario propor
ionar métodos 
omputa
ionales ade
uados paratener una estrategia de solu
ión robusta y e�
iente.El problema de dispersión de ondas presenta varias di�
ultades. No existeun pro
edimiento analíti
o para re
uperar la informa
ión del obstá
ulo disper-sor. En nuestro modelo, re
uperar tal informa
ión impli
a resolver e
ua
ionesintegrales en las que el dominio de integra
ión es pre
isamente la super�
ie delobstá
ulo que des
ono
emos. Adi
ionalmente, las e
ua
iones integrales presen-tan singularidades logaritmi
as en sus kernels de integra
ión que además son nolineales. Una vez tratadas tales singularidades, se requiere invertir un sistemade la forma Ax = b donde la matriz A es densa, no simétri
a y 
on valores
omplejos.Hablaremos en el 
apítulo 2 del modelo físi
o aso
iado al fenómeno de nues-tro interés, así 
omo de las e
ua
iones integrales que resuelven el problemadire
to, además de�niremos el problema inverso en 
uestión y su formula
ión
omo un problema Bayesiano. Des
ribiremos en el 
apítulo 3 las distribu
io-nes de probabilidad aso
iadas, bajo nuestros supuestos, para propor
ionar lainfoma
ión ne
esaria al esquema Bayesiano en la solu
ión del problema inverso.Tambien mostramos en el 
apítulo 3, aspe
tos importantes de la implementa-
ión numéri
a. Presentaremos los resultados de nuestra solu
ión al problemainverso dentro del esquema Bayesiano en el 
apítulo 4. Con
luiremos nuestrasaporta
iones en el 
aítulo 5 y hablaremos del trabajo a futuro para obtenermejores resultados utilizando el mismo enfoque de solu
ión al problema inverso.2



Capítulo 2
Planteamiento del problema

Para estudiar problemas inversos se requiere un sólido 
ono
imiento de lateoría del problema dire
to 
orrespondiente. Es este 
apítulo se hablará del mo-delo físi
o aso
iado al fenómeno des
rito en el 
apítulo 1. Hablaremos enton
esde las e
ua
iones que gobiernan el 
omportamiento de las ondas en el modelofís
o aso
iado el problema de dispersión de ondas a
ústi
as. Des
ribiremos lassolu
iones a la e
ua
ión de Helmholtz, así 
omo el 
omportamiento asíntoti
ode las ondas dispersadas y la intera

ión de las mismas 
on el objeto dispersor.Mostraremos las e
ua
iones integrales a resolver y hablaremos de la uni
idad delas solu
iones del problema dire
to. Abordaremos el problema inverso 
omo unproblema de inferen
ia Bayesiana y hablaremos de los aspe
tos de la estadísti
aBayesiana que ha
en atra
tivo éste enfoque para resolver el problema de nuestrointerés.
3



2.1. Modelo Físi
oConsideremos una onda a
ústi
a de amplitud pequeña que se propaga en unmedio homogeneo isotrópi
o en R
3 visto 
omo un �uido no vis
oso. Esta ondaprodu
e varia
iones en la presión del medio 
omo:
p = −∂U

∂t
,donde U es un poten
ial de velo
idad que satisfa
e la e
ua
ión de onda:

1

c2
∂2U

∂t2
= ∆U.El poten
ial U es una onda armóni
a en el tiempo, de la forma:

U(x, t) = Re{u(x)e−iωt},
on fre
uen
ia ω > 0. La parte espa
ial que depende de los valores 
omplejos usatisfa
e la e
ua
ión de onda redu
ida o e
ua
ión de Helmholtz :
∆u+ k2u = 0, (2.1)donde el número de onda k está dado por la 
onstante positiva k = ω

c
.Supongamos ahora que el medio tiene un objeto D en su interior, 
omo semuestra en la Figura 2.1. En este 
aso, una onda in
idente ui es dispersada enuna onda us dependiendo de la naturaleza del objeto D. La onda total u = ui+

us, debe satisfa
er la e
ua
ión de onda en el exterior R3\D̄ de D y una 
ondi
iónde frontera en ∂D. En nuestro 
aso, estamos suponiendo que el obstá
ulo D esde frontera impenetrable y no absorbente y que por tanto, la onda total se anulaen la frontera ∂D. Esto es ui = −us o di
ho en otras palabras, se tiene 
ondi
iónde frontera tipo Diri
hlet u = 0 en ∂D.4



Figura 2.1: Fenómeno de Dispersión de Ondas.Las ondas dispersadas us deben satisfa
er una 
ondi
ión de radia
ión o de-
aimiento:
ĺım
r→∞

r

(

∂us

∂r
− ikus

)

= 0 , r = |x|. (2.2)Esta 
ondi
ión, llamada 
ondi
ión de radia
ión de Sommerfeld garantiza uni
i-dad para los problemas de dispersión.2.2. Solu
ión FundamentalHablaremos ahora de las propiedades de la e
ua
ión de Helmholtz (2.1) 
onnúmero de onda positivo k. Mu
has de estas pueden ser dedu
idas de la solu
iónfundamental:
Φ(x, y) =

1

4π

eik|x−y|

|x− y| , x 6= y.Para un y �jo, la solu
ión fundamental satisfa
e la e
ua
ión de Helmholtz en
R

3 \ {y}.Por la fórmula de Green tenemos que:
u(x) =

∫

∂D

{

∂u

∂ν
(y)Φ(x, y)− u(y)

∂Φ(x, y)

∂ν(y)

}

ds(y)5



−
∫

D

{

∆u(y) + k2u(y)
}

Φ(x, y)dy, x ∈ D,en parti
ular tenemos que si u satisfa
e la e
ua
ión de Helmholtz enton
es:
u(x) =

∫

∂D

{

∂u

∂ν
(y)Φ(x, y)− u(y)

∂Φ(x, y)

∂ν(y)

}

ds(y), x ∈ D. (2.3)Una solu
ión u de la e
ua
ión de Helmholtz que 
umpla la 
ondi
ión deradia
ión de Sommerfeld (2.2) es llamada solu
ión radiante de la e
ua
ión deHelmholtz. Las solu
iones radiantes de la e
ua
ión de Helmholtz tienen el 
om-portamiento de ondas esféri
as salientes:
u(x) =

eik|x|

|x|

{

u∞(x̂) +O

(

1

|x|

)}

, |x| → ∞, (2.4)uniformemente en todas dire

iones x̂ = x
|x|

donde la fun
ión u∞ de�nida en laesfera unitaria es 
ono
ida 
omo el mapeo de 
ampo lejano de u.El 
ampo lejano u∞, en el 
ontexto del modelo físi
o aso
iado al fenómenofísi
o, modela el de
aimiento de la amplitud de las ondas dispersadas. Existeuna 
orresponden
ia uno a uno entre una solu
ión radiante u y su 
ampo lejano
u∞ bajo un mapeo F : u 7→ u∞ de�nido por las e
ua
iones (2.3) y (2.4) de lasiguiente forma:

u∞(x̂) =
1

4π

∫

∂D

{

u(y)
∂e−ikx̂·y

∂ν(y)
− ∂u

∂ν
(y)e−ikx̂·y

}

ds(y).donde x̂ = x
|x|
. El mapeo F es mal planteado en el sentido de Hadamar debidoa la no linealidad. No obstante, la inye
tividad de F nos permite resolver elproblema dire
to garantizando uni
idad en el traslado de una solu
ión radiante

u a su 
ampo lejano.
6



2.3. Poten
iales A
ústi
osDada una fun
ión integrable ϕ, las integrales:
u(x) =

∫

∂D

ϕ(y)Φ(x, y)ds(y), x ∈ R
3 \ ∂D, (2.5)y

v(x) =

∫

∂D

ϕ(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(y)
ds(y), x ∈ R

3 \ ∂D, (2.6)son llamados respe
tivamente poten
ial a
ústi
o de Capa Simple y poten
iala
ústi
o de Capa Doble 
on densidad ϕ. Ambos poten
iales son solu
iones a lae
ua
ión de Helmholtz en R
3 y en R

3 \ D̄ y satisfa
en la 
ondi
ión de radia
iónde Sommerfeld.Como 
onse
uen
ia de la fórmula de Green, 
ualquier solu
ión de la e
ua
iónde Helmholtz puede ser expresada 
omo 
ombina
ión de poten
iales de 
apasimple y 
apa doble:
u(x) =

∫

∂D

{

∂Φ(x, y)

∂ν(y)
− iηΦ(x, y)

}

ϕ(y)ds(y), x ∈ R
3 \ ∂D, (2.7)
on una densidad ϕ ∈ C(∂D) y un parámetro real de a
oplamiento η 6= 0Ahora bien, por otro lado tenemos las siguientes rela
iones:

u(x) =

∫

∂D

ϕ(y)Φ(x, y)ds(y), x ∈ ∂D,

∂u±
∂ν

(x) =

∫

∂D

ϕ(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(y)
ds(y)∓ 1

2
ϕ(x), x ∈ ∂D,

v±(x) =

∫

∂D

ϕ(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(y)
ds(y)∓ 1

2
ϕ(x), x ∈ ∂D.Enton
es el poten
ial 
ombinado (2.7) puede ser es
rito 
omo la e
ua
ión inte-gral:

ϕ+Kϕ− iηSϕ = 2f, (2.8)7




on:
(Sϕ)(x) =

∫

∂D

ϕ(y)Φ(x, y)ds(y), x ∈ ∂D,y
(Kϕ)(x) =

∫

∂D

ϕ(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(y)
ds(y), x ∈ ∂D,donde S y K son dos ve
es los poten
iales a
ústi
os de 
apa simple (2.5) y 
apadoble (2.6) respe
tivamente.2.4. El Caso R

2En R
2, la solu
ión fundamental a la e
ua
ión de Helmholtz está dada por

Φ(x, y) =
i

4
H

(1)
0 (k|x− y|), x 6= y,
on H(1)

0 fun
ión de Hankel de tipo 1 y orden 0. La 
ondi
ión de radia
ión deSommerfeld es reemplazada por:
ĺım
r→∞

√
r

(

∂u

∂r
− iku

)

= 0, r = |x|,uniformemente en todas dire

iones x/|x|. La de�ni
ión de mapeo de 
ampolejano es reemplazada enton
es por:
u∞(x̂) =

e−iπ
4

√
8πk

∫

∂D

{

u(y)
∂e−ikx̂·y

∂ν(y)
− ∂u

∂ν
(y)e−ikx̂·y

}

ds(y),para |x̂| = x/|x|.Supondremos ahora que la 
urva frontera ∂D tiene una representa
ión pa-ramétri
a y analíti
a, de perido 2π:
x(t) = (x1(t), x2(t)), 0 ≤ t ≤ 2π,8



en el sentido de las mane
illas del reloj. Además satisfa
e [x′1(t)]2 + [x′2(t)]
2 > 0para todo t. Enton
es es posible transformar la e
ua
ión integral (2.8) en laforma paramétri
a:

ψ(t)−
∫ 2π

0

{L(t, τ) + iηM(t, τ)}ψ(τ)dτ = g(t), 0 ≤ t ≤ 2π,donde ψ(t) = ϕ(x(t)), g(t) = 2f(x(t)) y los kernels estan dados por:
L(t, τ) =

ik

2
x′2(τ)[x1(τ)− x1(t)]− x′1(τ)[x2(τ)− x2(t)]

H
(1)
1 (kr(t, τ))

r(t, τ)
,

M(t, τ) =
i

2
H

(1)
0 (kr(t, τ)){[x′1(τ)]2 + [x′2(τ)]

2}1/2,para t 6= τ . Aquí de�nimos r(t, τ) = {[x1(t)− x1(τ)]
2 + [x2(t)− x2(τ)]

2}1/2.Ahora bien, notemos que los kernels tienen singularidades logaritmi
as en
t = τ . Enton
es, para su tratamiento numéri
o, se dividen los kernels en:

L(t, τ) = L1(t, τ) ln

(

4 sin2 t− τ

2

)

+ L2(t, τ),

M(t, τ) =M1(t, τ) ln

(

4 sin2 t− τ

2

)

+M2(t, τ),donde:
L1(t, τ) =

k

2π
{x′2(τ)[x1(t)− x1(τ)]− x′1(τ)[x2(t)− x2(τ)]}

J1(kr(t, τ))

r(t, τ)
,

L2(t, τ) = L(t, τ)− L1(t, τ) ln

(

4 sin2 t− τ

2

)

,

M1(t, τ) = − 1

2π
J0(kr(t, τ)){[x′1(τ)]2 + [x′2(τ)]

2}1/2,

M2(t, τ) =M(t, τ)−M1(t, τ) ln

(

4 sin2 t− τ

2

)

.Aqui, Jn 
orresponde a la fun
ion de Bessel de orden n.9



Los kernels L1, L2,M1, y M2 son analíti
os. Los terminos diagonales se es-
riben enton
es 
omo:
L2(t, t) = L(t, t) =

1

2π

x′1(t)x
′′
2(t)− x′2(t)x

′′
1(t)

[[x′1(t)]
2 + [x′2(t)]

2]2
,y

M2(t, t) =

{

i

2
− C

π
− 1

2π
ln

(

k2

4
{[x′1(t)]2 + [x′2(t)]

2}
)}

{[x′1(t)]2 + [x′2(t)]
2}1/2,para 0 ≤ t ≤ 2π y C la 
onstante de Euler.Por lo tanto, debemos resolver numéri
amente una e
ua
ión integral de laforma:

ψ(t)−
∫ 2π

0

K(t, τ)ψ(τ)dτ = g(t), 0 ≤ t ≤ 2π, (2.9)donde el kernel puede ser es
rito en la forma:
K(t, τ) = K1(t, τ) ln

(

4 sin2 t− τ

2

)

+K2(t, τ),
on fun
iones analíti
as K1, K2 y g. Es importante señalar que la singularidadlogarítmi
a debe ser dividida de tal forma que se preserve la periodi
idad de loskernels K1 y K2.2.5. Método de N¸stromSupongamos que tenemos f : R → R y queremos 
al
ular:
∫ 2π

0

ln

(

4 sin2 t− τ

2

)

f(τ)dτ, y ∫ 2π

0

f(τ)dτ.En el 
aso de e
ua
iones integrales de fun
iones analíti
as periódi
as, usar apro-xima
iones globales a través de polinomios trigonométri
os, es superior a utilizaraproxima
iones lo
ales 
on splines polinomiales de bajo orden.10



El método de N¸strom 
onsiste en aproxima
ión de las integrales por fórmu-las de 
uadratura. En nuestro 
aso, para los integrandos periódi
os 
on periodo
2π, elegimos un 
onjunto de puntos equidistantes tj = πj/n, j = 0, . . . , 2n− 1,y usamos la regla de 
uadratura:

∫ 2π

0

ln

(

4 sin2 t− τ

2

)

f(τ)dτ ≈
2n−1
∑

j=0

R
(n)
j (t)f(tj), 0 ≤ t ≤ 2π,
on los pesos de 
uadratura dados por:

R
(n)
j = −2π

n

n−1
∑

m=1

1

m
cosm(t− tj)−

π

n2
cosn(t− tj), j = 0, . . . , 2n− 1,y la regla trapezoidal:

∫ 2π

0

f(τ)dτ ≈ π

n

2n−1
∑

j=0

f(tj).Puesto que f es analíti
a, de a
uerdo a las estima
iones libres de error en laderivada para el término de residuo en interpola
ión trigononétri
a para fun
io-nes periódi
as analíti
as, los errores para las reglas de 
uadratura men
ionadasanteriormente, de
re
en al menos exponen
ialmente 
onforme el numero de pun-tos 2n se in
rementa. Más pre
isamente, el error es de orden O(exp(−nσ)) donde
σ denota la mitad del an
ho de una franja paralela en el plano 
omplejo dentrodel 
ual la fun
ión analíti
a real f puede ser homológi
amente extendida.Usando el método de N¸strom, la e
ua
ión integral (2.9) es reemplazada porla e
ua
ión aproximante:

ψ(n)(t)−
2n−1
∑

j=0

{

Rn
j (t)K1(t, tj) +

π

n
K2(t, tj)

}

ψ(n)(tj) = g(t),para 0 ≤ t ≤ 2π, 
on:
R

(n)
j = R

(n)
j (0) = −2π

n

n−1
∑

m=1

1

m
cos

mjπ

n
− (−1)jπ

n2
, j = 0 . . . , 2n− 1. (2.10)11



Puesto que la e
ua
ión integral tiene solu
ión úni
a, y los kernels K1 y K2y el lado dere
ho g son 
ontinuos, tenemos que:1. El sistema lineal tiene solu
ión úni
a para n su�
ientemente grande.2. Como n → ∞ la solu
ión aproximada ψ(n) 
onverge uniformemente a lasolu
ión de la e
ua
ión integral ψ.3. El orden de 
onvergen
ia de los errores de la 
uadratura, se traslada alerror de ψ(n) − ψ.Esto en parti
ular signi�
a que el error de
re
e exponen
ialmente, es de
ir, queexisten 
onstantes positivas C y σ tales que:
|ψ(n)(t)− ψ(t)| ≤ Ce−nσ, 0 ≤ t ≤ 2πpara todo n.Una vez obtenida la densidad ϕ, podemos 
al
ular el 
ampo lejano de a
uer-do a la siguiente rela
ión:

u∞(x̂) =
e−iπ

4

√
8πk

∫

∂D

{kν(y) · x̂+ η}e−ikx̂·yϕ(y)ds(y), |x̂| = 1, (2.11)la 
ual puede ser evaluada nuevamente 
on la regla trapezoidal.Veri�
amos la pre
isión del método de N¸strom resolviendo el problema di-re
to para la 
urva kite mostrada en la Figura 2.2. Los resultados se muestranen la Tabla 2.1 para el poten
ial de 
apa simple (2.5), y 2.2 para el poten
ial
ombinado (2.7). Mostramos úni
amente el valor del 
ampo lejano en las dire
-
iones d = (1, 0) y −d = (−1, 0) para valores de número de onda de k ∈ {1, 5}.Podemos apre
iar la 
onvergen
ia superalgebrai
a, pues al in
rementar al dobleel número de puntos en 
ada 
aso, se tienen al menos dos digitos 
orre
tos más12



Figura 2.2: Curva de Prueba para el Problema Dire
to: Kitepara el valor del 
ampo lejano. Cabe señalar que estos resultados 
oin
iden 
onlos valores mostrados en [4℄ y veri�
a la pre
isión de nuestra implementa
ión.Observamos en las Tablas 2.1 y 2.2, que los valores para el 
ampo lejano
oin
iden para ambos poten
iales 
onforme in
rementamos el valor de n. Estonos permite utilizar 
ualquiera de los dos poten
iales para generar datos sintéti-
os en nuestros 
asos de prueba. Para la solu
ión del problema inverso sintéti
o,es indipensable que el método de solu
ión del mismo sea ajeno al método 
onque se generaron los datos de prueba.2.6. Problema InversoRe
ordemos el problema dire
to de dispersión de ondas, ha
emos referen
iaa la Figura 2.1 para �nes ilustrativos: dada la frontera del obstá
ulo dispersor
∂D, una o más ondas planas in
identes ui y una 
ondi
ión de frontera, en
ontrarla onda dispersada us y en parti
ular, su de
aimiento a una distan
ia lejana alobjeto dispersor. Existe una gran variedad de problemas inversos posibles en ladispersión de ondas a
ústi
as. Sin embargo, nosotros nos enfo
aremos en resolver13



k n Re u∞(d) Im u∞(d) Re u∞(−d) Im u∞(−d)

k = 1,0 8 −1,61838169568 1,41690941077 1,41690941077 1,41690941077

16 −1,62747685461 1,3972218378 1,3972218378 1,3972218378

32 −1,62745744541 1,3969446487 1,3969446487 1,3969446487

64 −1,6274575037 1,39694488231 1,39694488231 1,39694488231

128 −1,62745750369 1,39694488231 1,39694488231 1,39694488231

256 −1,62745750369 1,39694488231 1,39694488231 1,39694488231

k = 5,0 8 −1,37709039719 −0,38452531273 −0,38452531273 −0,38452531273

16 −2,36517464786 −0,253616783423 −0,253616783423 −0,253616783423

32 −2,4655349367 −0,199212087324 −0,199212087324 −0,199212087324

64 −2,47554379663 −0,199457879732 −0,199457879732 −0,199457879732

128 −2,47554380143 −0,199457879742 −0,199457879742 −0,199457879742

256 −2,47554380143 −0,199457879742 −0,199457879742 −0,199457879742Cuadro 2.1: Convergen
ia del Método de N¸strom para el Poten
ial de CapaSimple
k n Re u∞(d) Im u∞(d) Re u∞(−d) Im u∞(−d)

k = 1,0 8 −1,58134143988 1,45375214825 1,45375214825 1,45375214825

16 −1,62642413032 1,39015283444 1,39015283444 1,39015283444

32 −1,62745909725 1,39696610392 1,39696610392 1,39696610392

64 −1,62745750365 1,39694488235 1,39694488235 1,39694488235

128 −1,62745750369 1,39694488231 1,39694488231 1,39694488231

256 −1,62745750369 1,39694488231 1,39694488231 1,39694488231

k = 5,0 8 −1,0489560285 −0,045366098255 −0,045366098255 −0,045366098255

16 −1,94985346954 −0,393504341441 −0,393504341441 −0,393504341441

32 −2,46742701064 −0,198925741834 −0,198925741834 −0,198925741834

64 −2,47554379315 −0,199457879648 −0,199457879648 −0,199457879648

128 −2,47554380143 −0,199457879742 −0,199457879742 −0,199457879742

256 −2,47554380143 −0,199457879742 −0,199457879742 −0,199457879742Cuadro 2.2: Convergen
ia del Método de N¸strom para el Poten
ial Combinado
14



el siguiente: dado un 
ampo lejano para una o varias ondas planas in
identes
ui y sabiendo que el obsta
ulo dispersor es impenetrable y no absorbente, 
on
ondi
ión de frontera Diri
hlet, determinar la forma del objeto dispersor ∂D.El problema inverso es mal planteado porque, en parti
ular, el mapeo
Fu = u∞ es mal planteado en el sentido de Hadamar pues es fuertementeno lineal. Esto ha
e que el problema inverso en 
uestión sea di�
il de resolver.Adi
ionalmente, el problema inverso no tiene una solu
ión analíti
a. No obstan-te, se puede demstrar la uni
idad de la solu
ión del problema inverso partiendode la inye
tividad del operador F [4℄.Los métodos 
lási
os para resolver problemas inversos, no propor
ionan evi-den
ia de la solu
ión en la forma de una distribu
ión de probabilidad y de igualforma, tampo
o se agrega informa
ión a
er
a de la distribu
ión de los paráme-tros que generan a la 
urva ∂D.Una distribu
ión de probabilidad para la 
urva ∂D dado un 
ampo lejano
u∞, nos di
e qué tan probable es que la 
urva ∂D haya generado di
ho 
ampolejano, a partir de una o varias ondas in
identes ui 
ono
idas. Resulta obviopensar que la 
urva más probable sea la 
urva que solu
iona el problema inverso.Por tal motivo, plantearemos el problema inverso 
omo un problema Baye-siano. Mostraremos 
on
eptos bási
os de estadísti
a Bayesiana así 
omo nuestraformula
ión del problema inverso en di
ho 
ontexto.2.6.1. Estadísti
a BayesianaLa estadísti
a Bayesiana es un enfoque de la Estadísti
a que se basa en elteorema de Bayes. La estadísti
a Bayesiana permite expresar la in
ertidumbre entérminos de una medida de probabilidad. Más aun, se piensa que la probabilidad15



es una medida de lo que se sabe a
er
a de un evento. Además toda probabilidaddepende de una serie de supuestos que des
riben al problema de interés.Teorema 2.6.1 (Teorema de Bayes) Sean A, B dos eventos 
ualesquiera ta-les que P(B) >0. Enton
es
P (A|B) =

P (B|A)P (A)
P (B)

P (A) es llamada probabilidad a priori y representa el 
ono
imiento que se tieneini
ialmente sobre el evento A. P (B|A) es el modelo observa
ional, indi
a 
ómosería la probabilidad del evento B si se 
ono
iera A. P (A|B) es llamada proba-bilidad posterior o posteriori y muestra 
uál es la probabilidad de A despúes dehaber observado B. La probabilidad P (B) es un término de normaliza
ión queha
e que P (A|B) sea en efe
to una medida de probabilidad.El esquema Bayesiano permite in
orporar 
ono
imiento previo al problemaque queremos resolver, a través de la probabilidad a priori. Este planteamientovuelve al enfoque Bayesiano atra
tivo para los �nes de ésta tesis.2.6.2. Enfoque BayesianoSupongamos que tenemos medi
iones del 
ampo lejano û∞ = (u∞0, . . . , u∞n)
on distribu
ión πû∞|θ y se desea ha
er inferen
ia sobre el ve
tor de parámetros
θ que es tal que θ 7→ ∂Dθ, o bien, que el ve
tor θ genera a la 
urva ∂Dθ.La solu
ión Bayesiana a este problema es la siguiente: primero se propone unadistribu
ión a priori π0(θ) para el ve
tor de parámetros θ; después se estable
eun modelo observa
ional π(û∞|θ) que representa 
ómo es la probabilidad delos datos suponiendo que 
ono
emos θ; �nalmente se utiliza la regla de Bayespara resumir el 
ono
imiento previo y la eviden
ia que se tiene sobre θ en una16



distribu
ión de probabilidad dada por:
π(θ|û∞) =

π(û∞|θ)π0(θ)
∫

π(û∞|θ)π0(θ)dθ
,o equivalentemente:

π(θ|û∞) ≈ π(û∞|θ)π0(θ),pues el término ∫

π(û∞|θ)π0(θ)dθ es una 
onstante de normaliza
ión. La dis-tribu
ión π(θ|û∞) re
ibe el nombre de distribu
ión posterior y es el objeto denuestro estudio.Re
ordemos nuevamente el problema inverso de nuestro interés: dadas me-di
iones del 
ampo lejano u∞ 
on una o más ondas in
identes ui 
ono
idas,determinar la 
urva frontera ∂D del obstá
ulo dispersor. En el 
ontexto Ba-yesiano, lo anterior se tradu
e a identi�
ar la distribu
ión posterior π(θ|û∞)a partir de û∞ = (u∞0, . . . , u∞n) una vez introdu
ida la informa
ión a priorien forma de una distribu
ión π0 y de un modelo observa
ional. Di
ho en otraspalabras, 
onsideramos que las observa
iones de 
ampo lejano son realiza
ionesde una variable aleatoria û∞, de�niremos una distribu
ion de probabilidad paraidenti�
ar 
ómo son las 
urvas que generan tales realiza
iones de û∞, así 
omodeterminar la forma 
ómo se obtienen tales medi
iones.Hablaremos enton
es en el 
apítulo 3 de 
ada uno de los términos, 
on ex
ep-
ión de la 
onstante de normaliza
ión, involu
rados en la formula
ión Bayesianadel problema inverso.
17



Capítulo 3
Tratamiento del problema
3.1. Distribu
ión a prioriTener una distribu
ión para los parámetros θ porpor
iona ventaja sobreotros planteamientos porque provee una gran 
antidad de informa
ión sobre θ,además permite ha
er uso de resultados de teoría de probabilidad. Ne
esitamosde�nir enton
es, ade
uadamente, el mapeo θ 7→ ∂Dθ de tal forma que podamostener 
ontrol en la distribu
ión π0(θ).Para �nes de esta tésis restringiremos nuestros estudios al 
aso R

2. Empe-zamos suponiendo que los objetos dispersores tienen frontera suave, 
on perio-di
idad 2π y que tiene simetría horizontal. Estos objetos pueden ser des
ritosde la siguiente manera:
∂Dθ(α) = (r(α) cos(α), r(α) sin(α)), 
on 0 ≤ α < 2πdonde r se es
ribe 
omo la serie de Fourier:

r(α) =
a0
2

+
n

∑

j=1

aj cos(jα) + bj sin(jα),18



y enton
es el ve
tor de parámetros θ es:
θ = (a0, a1, . . . , an, b1, . . . , bn).Es
ribiremos θn para indi
ar el número de 
oe�
ientes 2n + 1 del ve
tor deparámetros θ.Al ser los objetos dispersores ∂D ∈ C2(R), enton
es el radio r puede serexpresado 
on po
os 
oe�
ientes de la serie de Fourier, o bien, 
on n peque-ño. Enton
es, la distribu
ión π0 debe ha
er que los 
oe�
ientes de θn de
aiganrápidamente 
onforme 
re
e el valor de n. Además, al suponer que ∂D tienesimetría horizontal, los 
oe�
ientes bi son 
ero en nuestros experimentos.Como 
onse
uen
ia de la identidad de Parseval, tenemos que:

‖∂Dθn − ∂D‖2 =
∑

m>n

|(am, bm)|2, (3.1)es el error 
uadráti
o medio de la estima
ión de la serie ∂Dθn a la 
urva ∂D[12℄. Más aun, al ser ∂D ∈ C2(R) enton
es |(am, bm)| = O(m−2). Esto es,
|(am, bm)| < Cm−2,o bien,
|(am, bm)| < C

1

m2
,para alguna 
onstante C > 0.Resulta enton
es natural suponer que los 
oe�
ientes tienen una distribu
iónnormal:

am, bm ∼ N

(

0,
C

m2

)

. (3.2)Notemos que este planteamiento redu
e 
ada uno de los términos del error 
ua-dráti
o medio (3.1), promoviendo así que este error disminuya y por 
onsiguiente
∂Dθn aproxime a la 
urva ∂D. 19



El valor de la 
onstante C no esta espe
i�
ado. Como hemos men
ionado,la distribu
ión a priori 
ontiene la informa
ión que 
ono
emos del problema.Haremos enton
es un análisis del tipo de 
urvas que se pueden obtener 
ondiferentes valores de la 
onstante C. Para esto, generamos ve
tores aleatorios
θn = (a0, . . . , an, b1, . . . , bn) donde los 
oe�
ientes am, bm son muestras aleatoriasde la distribu
ión (3.2). Presentamos en la Figura 3.1 las 
urvas obtenidas paravalores de C ∈ {0,5, 1, 2, 2,5}. Observamos que para los valores C = 0,5 y
C = 1, las 
urvas resultantes presentan po
as os
ila
iones y representan objetoses
en
ialmente elipti
os y 
on po
os detalles. Por otro lado, el valor C = 2,5presenta 
urvas 
on demasiadas os
ila
iones. Considerando el 
aso de pruebapara el problema dire
to, es de
ir, la 
urva mostrada en la Figura 2.2, elegiremosel valor de C = 2 por porpor
ionar 
urvas similares a la 
urva de nuestro 
asode prueba.
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Conse
uentemente, la distribu
ión a priori para 
ada parámetro estará dadapor:
am ∼ e−m2 ‖am‖2

2 ,de forma análoga se tiene la distribu
ión para bm.Observemos que lo anterior 
ontempla 
oe�
ientes ai 
on i > 0. El 
oe�
iente
a0 tiene un 
omportamiento distinto pues éste término tiene que ver 
on laes
ala del objeto a estimar. Supondremos que éste �termino tiene una distribu
iónuniforme y por tanto en nuestro planteamiento de la distribu
ión a priori noin
luimos el 
oe�
iente a0.Enton
es, la distribu
ión para todos los 
oe�
ientes ai 
on i > 0, estaríadada 
omo un produ
to de exponen
iales:

π0(θn) ∼ e
‖a1‖

2

2 e−
‖b1‖

2

2 . . . e−n2 ‖an‖2

2 e−n2 ‖bn‖2

2 ,el 
ual, equivale a ∑n
i=1

i2

2
(‖ai‖2 + ‖bi‖2) tomando el negativo del logaritmo deésta distribu
ión.3.2. VerosimilitudEl modelo observa
ional está dado por la verosimilitud π(û∞|θ). En nuestroplanteamiento, suponemos que las medi
iones del 
ampo lejano û∞ tienen unruido observa
ional gaussiano η 
on media 
ero y varianza σ2. Esto es,

û∞ = F (∂D) + η, 
on: η ∼ N(0, σ2).Enton
es el modelo observa
ional estará dada por la verosimilitud
η = û∞ − F (∂D)21



y por 
onsiguiente, la máxima logverosimilitud se tiene 
uando
‖û∞ − F (∂D)‖2es mínimo. Equivalentemente, en nuestro planteamiento, 
uando:
‖û∞ − F (∂Dθn)‖2es mínimo.Resulta 
onveniente para los propositos de ésta tesis, tener una forma e�-
iente de resolver el problema dire
to. Una evalua
ión no pre
isa de F (∂Dθn)generaría errores que pueden ser mas grandes en magnitud, que el error queindu
e el nivel de ruido y por 
onsiguiente, una in
orre
ta interpreta
ión de losresultados.3.3. Distribu
ión PosteriorLa inferen
ia Bayesiana presenta dos prin
ipales di�
ultades: es di�
il sele
-
ionar la distribu
ión a priori ade
uada para 
ada problema y por otra parte,generalmente es 
ompli
ado realizar los 
ál
ulos para la distribu
ión posterior.Afortunadamente, estamos en posi
ión para utilizar métodos MCMC (MarkovChain Monte Carlo). Los métodos MCMC permiten tener una muestra de unadistribu
ión de probabilidad π sin tener que simular dire
tamente de di
ha dis-tribu
ión. Para ello, estos métodos 
onstruyen una 
adena de Markov Ergódi
a
uya distribu
ión esta
ionaria es π.Utilizando enton
es un método MCMC, podemos tener una muestra de ladistribu
ión posterior π(θ|û∞) y poder dar eviden
ia de los al
an
es de la solu-
ión al problema inverso. Enton
es, el prin
ipal esfuerzo de ésta tesis 
onsiste en22



de�nir un 
onjunto de parámetros θn que generan a las 
urvas ∂Dθn y estudiarel 
omportamiento de la distribu
ión posterior, bajo el muestreo dado por elmétodo MCMC, 
onforme variamos el número n de éstos parámetros.El algoritmo t-walk es un método MCMC de propósito general para dis-tribu
iones 
ontinuas arbitrarias[2℄. Las distribu
iones a estimar por el t-walkpueden ser de es
ala y estru
tura de 
orrela
ión arbitrarias. Además, el algo-ritmo t-walk no requiere parámetros de ajuste o adaptativos y 
onverge debidoa que está 
onstruido 
omo un algoritmo Metrópolis-Hastings. El t-walk pro-por
iona buenos resultados para algunos ejemplos 
on numeros de parámetrosrelativamente grandes (≈ 200)[2℄.La �nalidad del t-walk, es pre
isamente permitirnos enfo
arnos más en elanálisis de los datos que en el algoritmo MCMC. Por tanto, utilizaremos estealgoritmo 
omo herramienta para estudiar la distribu
ión posterior en la solu-
ión del problema inverso.3.4. Implementa
ión Numéri
aComo hemos men
ionado 
on anterioridad, requerimos una implementa
iónque resuelva el problema dire
to de forma pre
isa. Mostraremos enton
es elpro
edimiento utilizado que se basa en el enfoque de e
ua
iones integrales yel método de N¸strom men
ionado en el 
apítulo 2. Presentamos también losalgoritmos utilizados. Es importante señalar que estamos 
onsiderando que elproblema dire
to puede ser resuelto utilizando el Poten
ial de Capa Simpleo el Poten
ial Combinado. En la solu
ión del problema inverso, realizaremosmúltiples evalua
iones del problema dire
to 
on distintas 
urvas, por tanto,para dar resultados que no dependan del método numéri
o 
on que generamos23



los datos sintéti
os, utilizaremos el Poten
ial de Capa Simple para generar el
ampo lejano aso
iado al 
aso de prueba y el Poten
ial Combinado para lasevalua
iones del problema dire
to.Algoritmo 1 Problema Dire
toRequire: ∂Dθn , u
i, kEnsure: u∞Cal
ula los pesos de N¸strom: Rif Poten
ial Combinado thenCal
ula los poten
iales: L, MCal
ula la matriz A = I − L− ikMelseCal
ula el poten
ial de Capa Simple: MCal
ula la matriz A =Mend ifResuelve Aϕ = −ui, para ϕCal
ula u∞ = Zϕ {Z es el mapeo de 
ampo lejano (2.11)}Obsevemos ahora que, en el Algoritmo 1, se ne
esita resolver el sistema:

Aϕ = −ui para ϕ, (3.3)donde A = As ó A = Ac de�niendo As la matriz generada 
on el poten
ial de
apa simple (2.5) y Ac la matriz generada 
on el poten
ial 
ombinado (2.7).Ambas matri
es son densas, no simétri
as y 
on 
oe�
ientes 
omplejos, ademásson de tamaño N×N 
on N el número de puntos tj, j = 0, . . . , N−1, 
on quede�nimos la 
urva ∂Dθn(tj). Es ne
esario enton
es, ha
er un análisis de ambasmatri
es para de�nir un método numéri
o ade
uado para resolver el sistema(3.3). 24



3.4.1. Análisis de la Matriz APrimeramente, 
al
ulamos el número de 
ondi
ión de ambas matri
es Asy Ac. Presentamos en la Tabla 3.1 el número de 
ondi
ión para la matriz As.Análogamente, la Tabla 3.2 muestra los números de 
ondi
ión 
orrespondientes a
Ac. En ambos 
asos �jamos el número de onda en k = 1, aunque 
abe men
ionarque el 
omportamiento mostrado en las Tablas 3.1 y 3.2 es similar al obtenidovariando el número de onda.Número de puntos N Número de 
ondi
ión

8 8,59231804803

16 20,1673779247

32 49,574140683

64 113,561337804

128 249,056139536

256 528,588651494

512 1097,93428681Cuadro 3.1: Números de Condi
ión para la Matriz del Poten
ial de Capa Simple
As. Número de puntos N Número de 
ondi
ión

8 2,68204675516

16 3,50171633788

32 3,59780748843

64 3,598659748

128 3,59865866317

256 3,59865866317

512 3,59865866317Cuadro 3.2: Números de Condi
ión para la Matriz del Poten
ial Combinado Ac.Observamos en las Tablas 3.1 y 3.2 indi
an que las matri
es no estan mal
ondi
ionadas en ambos 
asos. Sin embargo, Ac tiene un mejor número de 
on-di
ión y por tal motivo elegimos el poten
ial 
ombinado (2.7) para ha
er lasevalua
iones del problema dire
to y el poten
ial de 
apa simple (2.5) para ge-nerar los datos sintéti
os. Los métodos dire
tos, 
omo la fa
toriza
ión PLU,25



pueden resolver el sistema (3.3) sin embargo, estos métodos suelen son lentos
uando se in
rementa la dimensión de la matriz a fa
torizar.Elegiremos enton
es un método iterativo. Para esto, vale la pena ha
er unanálisis de los eigenvalores de las matri
es de ambos poten
iales para elegir unmétodo que nos propor
ione resultados ade
uados. Mostramos en la Figura 3.2los eigenvalores para ambos poten
iales 
on números de onda k = 1, 2, 5, 10.En di
ha Figura, los símbolos '.' 
orresponden a los valores de los eigenvaloresdel matriz As, dibujados en el plano 
omplejo. Por otra parte, los símbolos '+'indi
an los eigenvalores de la matriz Ac. Observamos que en todos los 
asos,los eigenvalores se a
umulan en el punto (0, 0) para la matriz As y en el punto
(1, 0) para Ac 
onforme se in
rementan las dimensiones de ambas matri
es. Estoen parti
ular nos di
e que están a
otados y que podemos utilizar el métodoGeneralized Conjugate Residuals (GCR) para resolver e�
ientemente el sistema(3.3).3.4.2. Generalized Conjugate Residuals, GCRLos métodos iterativos basados en espa
ios de Krylov, 
omo Gradiente Con-jugado, GMRES o GCR en nuestro 
aso, ofre
en buenos resultados 
on unnúmero pequeño de itera
iones. Re
ordemos que las matri
es As y Ac no sonsimétri
as, por lo que no es posible utilizar un método 
lási
o 
omo Gradien-te Conjugado. Se puede pensar enton
es, en utilizar un método para matri
esgenerales 
omo lo es GCR.Se puede demostrar que si A no está demasiado lejos de ser normal, en elsentido de que el número de 
ondi
ión κ(V ) 
on A = V σ(A)V −1 no es muygrande, y si se pueden en
ontrar polinomios de grado n propiamente norma-26



(a) k = 1 (b) k = 2

(
) k = 5 (d) k = 10Figura 3.2: Eigenvalores de las Matri
es As (.)y Ac (+) 
on diferentes númerosde onda.
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(a) κ(V ) para As (b) κ(V ) para AcFigura 3.3: Número de 
ondi
ión para las matri
es de eigenve
tores para elPoten
ial de Capa Simple (a) y el Poten
ial Combinado (b).lizados, tales que su tamaño en el espe
tro σ(A) de
rez
a rápidamente 
on n,enton
es el método GCR 
onverge rápidamente [6℄ [14℄.Observemos enton
es los números de 
ondi
ión de las matri
es de eigenve
to-res para 
ada uno de los poten
iales. En la Figura 3.3.(a) mostramos el númerode 
ondi
ión de la matriz de eigenve
tores aso
iada a As y en 3.3.(b) la 
orres-pondiente a Ac. Como podemos ver, los números de 
ondi
ión son a
eptables yse vuelven 
asi 
onstantes 
onforme se in
rementa la dimensión de las matri
espara los números de onda k ∈ {1, 2, 5, 10}.Presentamos pues en el Algoritmo 2 el esquema general de los métodos dedes
enso para matri
es no simétri
as. La diferen
ia entre los distintos métodos(GCR, GMRES, MR, et
.) se en
uentra en la ele

ión de la dire

ión pi+1.Para el método GCR, a partir del Algoritmo 2, basta elegir la dire

ión pi+1
omo:
pi+1 = ri +

i
∑

j=0

b
(i)
j pj, (3.4)28



Algoritmo 2 Esquema General Metodos de Des
enso para Matri
es no Simé-tri
asRequire: A,ϕ0, u
iEnsure: ϕCal
ular r0 = −ui −Aϕ0Ha
er p0 = r0for i ≤ n do

ai =
(ri,Api)
(Api,Api)

xi+1 = xi + aipi

ri+1 = ri − aiApiCal
ula pi+1end fordonde
b
(i)
j = −(Ari+1, Apj)

(Apj, Apj)
, j ≤ i.La implementa
ión del método GCR es bastane simple pero, 
omo podemosobservar, el 
ál
ulo de (3.4) impli
a un alto 
osto 
omputa
ional tanto en alma-
enamiento 
omo tiempo de 
ómputo. El 
osto para la i−ésima itera
ión es de

(3(i+ 1) + 4)n+ 1 produ
tos matriz ve
tor y de (2(i+ 2) + 2)n lo
alidades dememoria para alma
enamiento. Es posible sin embargo, utilizar una alternativaque 
onsiste en reini
iar el método GCR 
ada k + 1 itera
iones. El ve
tor ϕk+1es ahora el nuevo punto ini
ial. El 
osto se redu
e enton
es 
onsiderablementepues en general menos de k ve
tores son ne
esarios para 
al
ular (3.4). Estavariante es 
ono
ida 
omo GCR(k).El 
osto 
omputa
ional para el método GCR(k) es de (3(i + 1) + 4)n +

1 opera
iones matriz ve
tor y de (2(i + 2) + 2)n lo
alidades de memoria en29



la i−ésima itera
ión. Se tiene además un resultado de 
onvergen
ia para estemétodo [6℄.Tenemos enton
es que el método GCR(k) 
onverge rápidamente para ambasmatri
es As y Ac. Aun utilizando GCR(k) el 
osto 
omputa
ional resulta eleva-do. Sin embargo, es posible ha
er una implementa
ión en paralelo que permiteredu
ir el tiempo de 
omputo requerido y propor
ionar tiempos a

esibles parala resolu
ión del sistema (3.3).3.4.3. Esquema de Paraleliza
iónUn muestreo estadísti
amente signi�
ativo requiere un gran número de eva-lua
iones del problema dire
to. Esto se tradu
e en la prá
ti
a, en alto 
osto
omputa
ional. Por tanto, 
onsideramos ne
esario paralelizar 
ada evalua
iónde di
ho problema. Observamos que 
ada entrada de la matriz A del sistema(3.3) es resultado de la evalua
ión del poten
ial 
orrespondiente en el punto
(ti, tj), i, j = 0, . . . , N − 1 y que la evalua
ión de 
ada punto es independientede los demás. Enton
es podemos 
onstruir un arreglo de hilos en los que se eva-lue 
ada punto en paralelo. Después, el sistema (3.3) puede ser resuelto para ϕutilizando una versión paralelizada del método GCR(k).Presentaremos primero, 4 etapas que 
omponen nuestro esquema de parale-liza
ión: 
onstru

ión de la matriz Ac, ini
ializa
ión de GCR(k), a
tualiza
ióny 
al
ulo de p. Pero antes, mostramos en el Algoritmo 3 un pro
edimiento quenos permite paralelizar los produ
tos punto.Presentamos enton
es en el Algoritmo 8 nuestro esquema general basado deparaleliza
ión para resolver el problema dire
to usando la matriz del Poten
ialCombinado Ac y el método GCR(k) utilizando los Algoritmos 4, 5, 6 y 7.30



Algoritmo 3 Algoritmo �Cas
ada�Require: u, v ∈ C
n, n/2 hilos en 1 bloqueEnsure: u · vfor hilo i do

wi = ūivi

wi+n/2 = ūi+n/2vi+n/2if n ≥ 512 thenif i ≤ 256 then
wi = wi + wi+256end ifend ifif n ≥ 256 thenif i ≤ 128 then
wi = wi + wi+128end ifend ifif n ≥ 128 thenif i ≤ 64 then
wi = wi + wi+64end ifend ifif i ≤ 32 thenif n ≥ 64 then
wi = wi + wi+32end ifif n ≥ 32 then
wi = wi + wi+16end ifif n ≥ 16 then
wi = wi + wi+8end ifif n ≥ 8 then
wi = wi + wi+4end ifif n ≥ 4 then
wi = wi + wi+2end ifif n ≥ 2 then
wi = wi + wi+1end ifend ifend forreturn w0
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Algoritmo 4 Constru

ión de la Matriz AcRequire: ∂D, k, n hilos y n bloquesEnsure: Acfor hilo l en bloque j doCal
ula L = R
(n/2)
|l−j| L1(tl, tj) +

2π
n
L2(tl, tj)Cal
ula M = R

(n/2)
|l−j| M1(tl, tj) +

2π
n
M2(tl, tj)if i = j then

Aclj = 1− (L− ikM)else
Aclj = −(L− ikM)end ifend forreturn AcEl 
riterio de 
onvergen
ia del Algoritmo 8 es |rk‖/‖ui‖ ≤ ε. En la Figura 3.4se muestran los tiempos obtenidos 
on 
uatro implementa
iones realizadas pararesolver el problema dire
to 
on la matriz Ac. Las implementa
iones he
has enlos lenguajes Matlab y Python, resuelven el sistema (3.3) 
on métodos propor-
ionados por 
ada lenguaje (GMRES en Matlab y SVD 
on Python). Por otrolado, la implementa
ion en C utiliza nuestra implementa
ión del método GCRtal y 
omo se des
ribe en el Algoritmo 2, mientras que la implementa
ión he
haen C 
on CUDA utiliza la versión paralelizada de GCR(k) des
rita en el Algo-ritmo 8 
on k = n/2. Podemos observar que nuestra implementa
ión he
ha en Ces bastante 
ostosa en 
uanto a tiempo de eje
u
ión se re�ere; le sigue la imple-menta
ión en Matlab, posteriormente la que fue he
ha en Python y por ultimola versión paralelizada. Este resultado nos indi
a que la diferen
ia que existe32



Algoritmo 5 Ini
ializa
ión de GCRRequire: Ac, ui, ϕ0, n/2 hilos en 1 bloqueEnsure: r0, p0for hilo l doCal
ula rl = (Ac
l , x0) {Ac

l el l−'esimo renglon de Ac}Cal
ula rl+n/2 = (Ac
l+n/2, x0)

pl = rl

pl+n/2 = rl+n/2Cal
ula (Ac
l , r)Cal
ula (Ac
l+n/2, r)Cal
ular ‖r‖ { 
on Algoritmo 3}Cal
ular ‖−ui‖ { 
on Algoritmo 3}end for
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Algoritmo 6 A
tualiza
iónRequire: A, pk, rk, ϕk+1, n/2 hilos en 1 bloqueEnsure: rk+1, A
cpk+1, ‖Acpk+1‖2, ‖rk+1‖2for hilo l doCal
ular Acp(k+1)l = (Ac

l , pk)Cal
ular Acp(k+1)(l+n/2) = (Ac
l+2, pk)Cal
ular (Acpk+1, r) { 
on Algoritmo 3}Cal
ular (Acpk+1, A

cp ˆk+1) { 
on Algoritmo 3}
ai = − (Acpk+1,r)

(Acpk+1,Acp ˆk+1
)

ϕ(k+1)l = ϕkl + aipkl

r(k+1)l = rkl − aiApklCal
ular Acr(k+1)l = (Ac
l , rk)Cal
ular Acr(k+1)(l+n/2) = (Ac

l+2, rk)Cal
ular (rk+1, rk+1) { 
on Algoritmo 3}Ha
er p(k+1)l = r(k+1)lend forAlgoritmo 7 Cál
ulo de pk+1Require: A, pk, ui, n/2 hilos en k bloquesEnsure: pk+1for hilo l en bloque j doCal
ula bj = (Apj ,Ar(k+1))

Apj
{ 
on Algoritmo 3}

p(k+1)l = p(k+1)l + bjpjl

p(k+1)(l+n/2) = p(k+1)(l+n/2) + bjpj(l+n/2)end for 34



Algoritmo 8 Esquema de Paraleliza
ión del Método GCR(k) para resolver elProblema Dire
to 
on Poten
ial CombinadoRequire: ∂Dθn , u
i, kEnsure: u∞Se de�nen n hilos y n bloquesSe 
al
ula Ac 
on el Algoritmo 4Se de�nen n hilos 1 bloquefor hilo l do

uil = −2 ∗ eikx̂·xl {onda in
idente}end forwhile counter < n & no 
onvergen
ia doSe de�nen n/2 hilos en 1 bloque {Ini
ializa
ión}Se ini
ializa GCR(k) 
on el Algoritmo 5while k < reinicio & no 
onvergen
ia doA
tualizar ϕ 
on el Algoritmo 6A
tualizar p 
on el Algoritmo 7
k = k + 1end while

counter = counter + 1end whileSe de�nen n hilos 1 bloquefor hilo l doCal
ular u∞l

on la regla de trape
io.end forreturn ∑n

l=0 u∞l 35



entre la implementa
ión en paralelo y las demás, permite ahorrar tiempo de
ómputo al realizar el muestreo estadísti
o ne
esario para resolver el problemainverso. Conse
uentemente, podemos propor
ionar informa
ión de la solu
iónal problema inverso en tiempos a
eptables y 
on una mejor aproxima
ión a ladistribu
ión posterior.

Figura 3.4: Tiempos de Eje
u
ión obtenidos 
on diferentes implementa
iones
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Capítulo 4
Resultados

Presentaremos en este 
apítulo los resultados obtenidos en nuestra imple-menta
ión para resolver el problema inverso. Primero, 
onstruimos un ejemplototalmente sintéti
o que nos permite aprender a 
ontrolar e interpretar los re-sultados que propor
ionan las distribu
iones a priori supuestas, así 
omo laherramienta t-walk.Es importante señalar que, no obstante que la implementa
ión del problemadire
to he
ha 
on C + CUDA propor
iona resultados en menor tiempo, utili-zamos nuestras implementa
iones en Python. Este lenguaje propor
iona herra-mientas útiles para �nes ilustrativos y para presentar de forma ade
uada losresultados obtenidos.Presentamos en el Algoritmo 9 el pro
edimiento a seguir para resolver elproblema inverso utilizando t-walk. Señalamos nuevamente el he
ho de que segeneren los datos para el 
ampo lejano a estimar utilizando el poten
ial de 
apasimple (2.5) mientras que las evalua
iones de las muestras θn utilizan el poten
ial
ombinado (2.7). Esto permite que nuestro resultado no dependa de los méto-do numéri
os empleados. Cabe men
ionar que sólamente utilizamos las últimas37



M evalua
iones resultantes del t-walk debido a que la distribu
ión esta
iona-ria 
onverge a la distribu
ión posterior y por tanto, a partir de que el t-walkse estabiliza es 
uando podemos tener una buena aproxima
ión. Los resultadosque propor
iona el t-walk son histogramas que nos muestran las distribu
ionesmarginales de 
ada uno de los 
oe�
ientes estimados. Podemos pensar en elegirla media de 
ada una de estas distribu
iones 
omo nuestra mejor estima
ión,pues 
uando la estima
ión se estabiliza, las distribu
iones marginales se aseme-jan a Gaussianas tales que la media se en
uentra muy 
er
a de los valores másprobables para 
ada 
oe�
iente.Los valores de la distribu
ión posterior son el resultado de la evalu
ión deun fun
ional de �energía� de�nido por la logverosimilitud y el logaritmo de ladistribu
ión a priori 
omo:
E = ‖u∞ − ũ∞‖2 +

n
∑

i=1

i2

2
(‖ai‖2 + ‖bi‖2).Nuestro objetivo prin
ipal en esta tesis, es estudiar la dependen
ia de la dis-tribu
ión posterior en la dis
retiza
ión de la representa
ión del radio en seriesde Fourier. Por tanto, mostraremos resultados de diversos experimento mante-niendo 
onstantes el número de onda, número de puntos, número de angulosde observa
ión, numero de itera
iones de t-walk, numero M , y variaremos elnúmero de 
oe�
ientes 2n + 1 del ve
tor θn y el número de ondas in
identespara ilustrar la mejora en los resultados.
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Algoritmo 9 Esquema General para la Solu
ión al Problema InversoRequire: ∂D, x̂, uiEnsure: θ̃n1: Cal
ula u∞ aso
iado a ∂D para todas las ondas in
identes ui en los puntosde observa
ión x̂ utilizando el poten
ial de Capa Simple y le agragamosruido aditivo Gaussiano η ∼ N(0, 0,01).2: De�nimos el número de 
oe�
ientes 2n + 1 del ve
tor de parámetros θn3: De�nimos la logverosimilitud 
omo ‖u∞−ũ∞‖2 donde ũ∞ es el 
ampo lejanoaso
iado a una 
urva ˜∂D generada 
on una muestra aleatoria en el espa
iode parámetros θn utilizando el Poten
ial Combinado4: De�nimos la distribu
ión a priori π0 para los parámetros θn5: De�nimos el 
onjunto del que se va a muestrear θn6: Se evalua 
on t-walk para un número �jo su�
ientemente grande de itera-
iones7: Tomamos lo últimosM resultados de las evalua
iones del t-walk 
on menorvalor de energía8: Cal
ulamos la media para 
ada 
oe�
iente de los M ve
tores θn9: return θ̃n el ve
tor de medias de los ve
tores θn
39



4.1. Caso de Prueba FishPara nuestro primer experimento, utilizaremos la 
urva mostrada en la Fi-gura 4.1. Esta 
urva fue generada 
on los parametros siguientes:
θ4 = (2,5, 0,5, 0, 0,25,−0,25, 0, 0, 0, 0),re
ordando que

∂Dθ(α) = (r(α) cos(α), r(α) sin(α)), 
on 0 ≤ α < 2πdonde r se es
ribe 
omo la serie de Fourier:
r(α) =

a0
2

+

n
∑

j=1

aj cos(jα) + bj sin(jα),y enton
es el ve
tor de parámetros θn es:
θn = (a0, a1, . . . , an, b1, . . . , bn).

Figura 4.1: Figura FishPresentamos en la Figura 4.2 los resultados obtenidos para θ1 = (a0, a1, b1),es de
ir, tratando de re
uperar la 
urva original utilizando sólo tres 
oe�
ientes40



de Fourier. En la Figura 4.2.(a) obsevamos que la región de 
on�anza de laestima
ión es mas delgada por la parte dere
ha que por la izquierda. Esto sedebe a que la onda in
idente viaja 
on dire

ión (1, 0) y por tanto hay unfenómeno de o
lusión 
on el objeto que no permite que las medi
iones de lospuntos de observa
ión sean 
orre
tas. Para 
orroborar este he
ho in
rementamosa 3 el número de ondas in
identes 
on dire

iones en los ángulos 0, 2
3
π y 4

3
π.Observamos que en éste 
aso 4.2.(
) la región de 
on�anza es más delgada queen el 
aso anterior. Las 
urvas estimadas en ambos 
asos se muestran en lasFiguras 4.2.(b) y 4.2.(d), en ambos 
asos tenemos elipses, pues es el úni
o tipode 
urvas que podemos es
ribir 
on nuestra representa
ión 
on n = 1.

(a) Región de Con�anza (b) Curva estimada
(
) Región de Con�anza (d) Curva estimadaFigura 4.2: Resultados para n = 1 
on 1 onda in
idente ((a) y (b)) y 3 ondasin
identes ((
) y (d)).Probamos ahora 
on n = 4, enton
es tenemos 9 
oe�
ientes a estimar que
oi
iden 
on el número de 
oe�
ientes 
on que generamos la 
urva 4.1. Los41



resultados se muestran en la Figura 4.3. En este 
aso notamos, que las regionesde 
on�anza obtenidas no están muy bien de�nidas y aunque propor
ionen unresultado ligeramente a
eptable, no es el tipo de resultados en los que podemosgarantizar 
omo 
orre
tos. Efe
tivamente podemos observar las distribu
ionesmarginales en la Figura 4.4 y observamos que no es posible de�nir que valoresson los más probables para nuestro resultado. Cabe señalar sin embargo que elresultado mostrado en la Figura 4.3.(d) es a
eptable.
(a) Región de Con�anza (b) Curva estimada
(
) Región de Con�anza (d) Curva estimadaFigura 4.3: Resultados para n = 4 
on 1 onda in
idente ((a) y (b)) y 3 ondasin
identes ((
) y (d)).Un aspe
to importante de la formula
ión Bayesiana 
onsiste en la ele

iónde la distribu
ión a priori para los parámetros θn. Los resultados mostrados enlas Figuras 4.3 y 4.4 no tienen una distribu
ión a priori de�nida, son resulta-dos obtenidos úni
amente utilizando informa
ión de la verosimilitud. Esto nosindi
a, que aun en un 
aso sintéti
o relativamente sen
illo y 
on un bajo nivel42



(a) a0 (b) ai (
) bi
(d) a0 (e) ai (f) biFigura 4.4: Distribu
iones marginales para los 
oe�
ientes para n = 4 
on 1onda in
idente ((a), (b) y (
)) y 3 ondas in
identes ((d), (e) y (f)).de ruido, es fundamental una buena ele

ión de la distribu
ión a priori paratener aproxima
iones mas adeuadas. In
rementando el número de 
oe�
ientesa n = 5 se vuelve más notoria esta problemáti
a, pues 
omo observamos enla Figura 4.5 los resultados son totalmente in
orre
tos. Este tipo de resultadosin
orre
tos pueden obtenerse in
luso 
on numero ade
uado de 
oe�
ientes pero
on una mala ele

ión de la distribu
ión a priori.4.2. Caso de Prueba KiteRealizamos experimentos para la 
urva mostrada en la Figura 4.6. Re
orde-mos que ésta 
urva fue utilizada 
omo 
aso de prueba para nuestra solu
ión delproblema dire
to. Para éste 
aso, utilizamos las 
ondi
iones men
ionadas en el43



(a) Región de Con�anza (b) Curva estimada
(
) Región de Con�anza (d) Curva estimadaFigura 4.5: Resultados para n = 5 
on 1 onda in
idente ((a) y (b)) y 3 ondasin
identes ((
) y (d)).
apítulo 3, a saber, la verosimilitud 
omo modelo observa
ional y la distribu-
ión a priori basada en la identidad de Parseval. Para este ejemplo utilizamos64 puntos para de�nir la 
urva y 64 dire

iones de observa
ión.Un he
ho importante que se dedu
e de los resultados mostrados en éste
apítulo, es que nuestro planteamiento no depende fuertemente del número de
oe�
ientes del ve
tor θn. Esto es, 
onforme se aumenta el número n, nuestroesquema promueve que los 
oe�
ientes se a
erquen rápidamente a 
ero.Haremos primeramente un analísis de los 
oe�
ientes obtenidos en nues-tras estima
iones. Mostramos en las Figuras 4.7, 4.8, 4.9 y 4.10 lo ve
tores θnresultantes de nuestras estima
iones para 3,5,7 y 16 ondas in
identes. Comopodemos observar, la 
ondi
ión que impusimos a los 
oe�
ientes a traves de ladistribu
ión a priori obliga a que los 
oe�
ientes de
aigan 
on rapidez 
onforme44



Figura 4.6: Curva de Prueba para el Problema Inverso: Kiteaumenta el valor de n. Un aspe
to importante en éste punto es que, a juzgarpor las Figuras 4.7, 4.8, 4.9 y 4.10, los ve
tores son prá
ti
amente los mismos�jando el número de ondas in
identes y variando el el número de 
oe�
ientesutilizados. Más aún, en la Figura 4.11 observamos que las estima
iones paralos 10 primeros 
oe�
ientes no muestran grandes diferen
ias al in
rementar elnúmero n de elementos del ve
tor θn y tampo
o utilizando distintos números deondas in
identes. Esto nos indi
a que la distribu
ión a priori elegida es razonablepara este problema.Debido a que los 
oe�
ientes estimados presentan sólo pequeñas varia
iones,las 
urvas resultantes estimadas son ligeramente distintas entre si. Presentamosen la Figura 4.12.(a), 4.12.(b), 4.12.(
) y 4.12.(d) el error relativo obtenido entrela estima
ión y la 
urva 4.6 a estimar 
on 3, 5, 7 y 16 ondas in
identes. En laFigura 4.12.(e) presentamos las Figuras 4.12.(a), 4.12.(b), 4.12.(
) y 4.12.(d)juntas para �nes 
omparativos. No es de sorprender que los resultados 
on 16ondas in
identes tengan un menor relativo en la estima
ión, pues 
on 16 ondasin
identes se tiene más informa
ión del 
ampo dispersado y 
onse
uentemente,45



mas detalle en la estima
ión.Mostraremos enton
es las estima
iones obtenidas. Presentamos en las Figu-ras 4.13, 4.15, 4.17 y 4.19 las regiones de 
on�anza estimadas utilizando 3, 5, 7y 16 ondas in
identes ui respe
tivamente. De igual forma, en 4.14, 4.16, 4.18 y4.20 tenemos las 
urvas estimadas para 3, 5, 7 y 16 ondas in
identes.Como podemos observar en las Figuras 4.14, 4.16, 4.18 y 4.20, los resultadosmejoran en la medida en que in
rementamos el número de 
oe�
ientes 2n +

1 pero también es de vital importan
ia tener su�
ientes ondas in
identes ui.Este he
ho en parti
ular nos indi
a los al
an
es de la solu
ión, dependiendo delnúmero de ondas in
identes, en un experimento físi
o. Es de
ir, dependiendode la 
alidad deseada para la estima
ión para el objeto dispersor, elegiríamosel número de ondas in
identes a utilizar. En términos generales, los resultadosson a
eptables 
onsiderando la 
omplejidad del problema. Cabe señalar que losresultados mejoran in
rementando tanto el número de 
oe�
ientes 
omo el deondas in
identes y que, debido a la 
onvergen
ia dada por el método de N¸strom,los resultados obtenidos son esen
ialmente los mismos in
rementando el númerode puntos en la 
urva, así 
omo las dire

iones de observa
ión x̂.
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Capítulo 5
Con
lusiones

La teoría de dispersión de ondas ha sido ampliamente estudiada. A
tual-mente las aporta
iones en este 
ampo van dirigidas a implementar estrategias
omputa
ionales que permitan resolver, tanto el problema dire
to 
omo el pro-blema inverso, de forma e�
iente. En este sentido, el desarrollo de herramientasde 
ómputo es una pieza fundamental para dar solu
ión a problemas 
omo elde dispersión de ondas. Hablaremos a 
ontinua
ión de aspe
tos que 
onsidera-mos desta
ables en la solu
ión, tanto del problema dire
to, 
omo del problemainverso.5.1. Problema Dire
toEl método de N¸strom propor
iona ventajas signi�
ativas para la solu
iónde e
ua
iones integrales. La primera de ellas es que redu
e el problema de en-
ontrar el poten
ial en un todo el dominio que 
ontiene al obstá
ulo dispersor, aresolver una e
ua
ión integral sobre la frontera del objeto. Aqui se presenta unaredu

ión importante del 
osto 
omputa
ional. Posteriormente, debido a la pe-59



riodi
idad de la frontera del obsta
ulo dispersor, el método de N¸strom aproxi-ma la solu
ión a la e
ua
ión integral 
on 
onvergen
ia superalgebrai
a. Tenemosenton
es otra redu

ión importante del 
osto 
omputa
ional al no requerir unagran 
antidad de puntos sobre la frontera para dar resultados bastante pre
isos.Conse
uentemente las matri
es de los poten
iales de Capa Simple y Combinadosean matri
es 
on dimensiones no tan grandes.Por otro lado, la 
onstru

ion de las matri
es para ambos poten
iales esparalelizable. Aunado a ello, se pueden implementar métodos 
omputa
ionalesque a su vez sean paralelizables para resolver el sistema no simétri
o, 
omplejoy denso en tiempos muy redu
idos. Resolver el problema inverso, típi
amenterequiere de una gran 
antidad de evalua
iones del problema dire
to, por tan-to, la paraleliza
ión del problema dire
to es un aspe
to importante para tenerresultados el problema inverso en tiempos viables.Existen diversas apli
a
iones en las que el lenguaje de programa
ión o laestrategia de implementa
ión no son relevantes. En nuestro 
aso, requerimosha
er grandes 
antidades de evalua
iones, así que se debe elegir ade
uadamentela implementa
ión a utilizar tratando de que ésta sea e�
iente tanto en tiempo de
omputo 
omo en administra
ión de re
ursos de alma
enamiento. Por supuesto,tambien se tiene que elegir la implementa
ión 
onsiderando que propor
ione elresultado más pre
iso posible.5.2. Problema InversoLos problemas inversos típi
amente son mal planteados. Además, las solu-
iones al problema dire
to no siempre son su�
ientemente pre
isas. Esto losvuelve aún más 
ompli
ados de resovler. Ahora bien, en general se tiene un60



modelo de ruido en las observa
iones o datos del problema. Los metodos 
lá-si
os 
omo Tykhonov introdu
en un término de regulariza
ión que 
ompensela informa
ión perdida a 
ausa del ruido y que permita in
orporar informa
ión
ono
ida al problema. Es de
ir, que la estrategia de regulariza
ión re�eje lo quesabemos del problema y que 
on esto se reduz
a ade
uadamente el espa
io debusqueda para la solu
ión. Desafortunadamente, la ele

ión in
orre
ta de unaestrategia de regulariza
ión puede provo
ar que los resultados que obtengamossean totalmente distintos a la solu
ión exa
ta.El planteamiento Bayesiano, nos propor
iona un entorno en el que podemostener un po
o más de 
ontrol sobre la informa
ión a priori al es
ribirla 
omo unadistribu
ión de probabilidad. Además, la in
orre
ta ele

ión de la distribu
ióna priori puede ser identi�
ada al observar la aproxima
ión a la distribu
ión pos-terior, así 
omo las distribu
iones marginales de los parámetros. Por otro lado,resolver el problema para 
asos sen
illos 
omo el mostrado en esta tesis, nosayuda a 
ontrolar las distribu
iones involu
radas y posteriormente pensar enabordar el problema en una apli
a
ión prá
ti
a manteniendo las mismas distri-bu
iones. El planteamiento Bayesiano, permite además tener medidas sobre lainforma
ión que se tiene o resulta de la implementa
ión y en ese sentido utilizarresultados de teoría de probabilidad para saber qué tanto podemos 
on�ar ennuestras estima
iones.En los problemas de optimiza
ión, en general, resulta 
ompli
ado elegir elparámetro de regulariza
ión. Un parámetro de regulariza
ión grande en 
ompa-ra
ión 
on el nivel de ruido, provo
a que la estrategia de regulariza
ión tengamayor peso en la minimiza
ión y por tanto, que la solu
ión sea in
orre
ta. Con-trariamente, un parámetro pequeño no es su�
iente para 
ompensar el errorindu
ido por el ruido. En nuestro esquema de solu
ión, un planteamiento ade-61




uado de la distribu
ion a priori 
ontrola la in�uen
ia de la distribu
ión mismaevitando el problema de la regulariza
ión.5.3. Trabajo a FuturoEl problema inverso que presentamos aún tiene mu
has areas de oportuni-dad. La eje
u
ión del algoritmo t-walk es bastante 
ostosa. Una mejora inme-diata para el presente trabajo es utilizar la versión paralelizada del problemadire
to para el algoritmo t-walk. Alternativamente, podemos estudiar el algo-ritmo t-walk para identi�
ar se

iones del mismo que puedan ser paralelizadasy redu
ir así el 
osto de todas las evalua
iones o en su defe
to, in
rementar elnúmero de estas para garantizar la 
onvergen
ia de la distribu
ión esta
ionaria.En esta tesis, se realizaron experimentos para resolver el problema inversoutilizando diferentes distribu
iones a priori para los parámetros. Los mejoresresultado fueron obtenidos 
on la a priori basada en la identidad de parseval.Sin embargo, es 
ompli
ado tener una no
ión ade
uada de distan
ia en el es-pa
io generado por los 
oe�
ientes de Fourier. Es ne
esario estudiar enton
esdiferentes planteamientos que propor
ionen distribu
iones a priori ade
uadaspara los parámetros. Re
ordemos que nuestros experimentos utilizaron 
urvas
erradas simples y suaves, enton
es, en la medida que la 
omplejidad de la 
urvaaumente, nuestro planteamiento no podrá ofre
er buenos resultados.Los objetos dispersores que podemos en
ontrar en problema de dispersiónde ondas, pueden ser 
urvas no suaves o 
on esquinas. En este 
aso, la 
antidadde 
oe�
ientes de Fourier para representar la 
urva se in
rementa 
onsiderable-mente y no ne
esariamente de�ne la 
urva 
on exa
titud. Es importante pues,pensar en una forma distinta de es
ribir la parametriza
ión de la 
urva de tal62



forma que sigamos teniendo po
os 
oe�
ientes para de�nirla y que estos seansu�
ientes para des
ribir la 
urva 
ompleta. Una alternativa es es
ribir el radio
omo una 
ombina
ión lineal de bases wavelet. Las bases wavelet son es
ala-mientos y trasla
iones de una wavelet madre, en este sentido, podemos usarwavelets madre que sí permitan representar esquinas (
omo Haar por ejemplo).Además, los 
oe�
ientes de la expresión en la base wavelet se en
uentran enun espa
io de Bessov por lo que la no
ión de distan
ia y por 
onsiguiente ladistribu
ión a priori de los mismos, estaría en terminos de la norma de Bessov.Finalmente, queremos agregar que el esquema Bayesiano para problemasinversos, plantea alternativas en bus
a de la solu
ión a estos. Los resultados quese obtienen 
on la formula
ión Bayesiana pueden llegar a ser bastante pre
isos
on la informa
ión ade
uada para 
ada una de las distribu
iones.
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