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Introduccion

La modelacién es una de las areas més atractivas de las ciencias aplicadas. De hecho, los
investigadores necesitan construir modelos para resolver problemas de la vida real. El objetivo
de un modelo consiste en reproducir la realidad de la forma més sencilla posible tratando de
entender como se comporta el mundo real y obteniendo las respuestas que pueden esperarse de
determinadas acciones. Los modelos de programaciéon lineal tratan de maximizar o minimizar
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una funcién objetivo lineal sujeta a restricciones lineales del tipo 7 < 7,7 > 7y 7 = 7. Por
ejemplo, considere la siguiente situacién: la linea de producciéon de un taller de esculturas de
piedras tiene tres articulos: figuras, figuritas y estatuas. Estos articulos necesitan ciertas horas de
cortado y cincelado; ademas la capacidad del taller esta limitada en cada una de las actividades.
Estos datos se muestran en la siguiente tabla, asi como el beneficio (en pesos) que proporciona

al taller cada escultura:

Tipo de producto

Operacién | Figuras | Figuritas | Estatuas | Capacidad
Cortado 30 5 60 300
Cincelado 20 8 30 180
Beneficio 280 40 510

El taller desea un plan para seleccionar la combinacién de esculturas para la siguiente tem-
porada de ventas. El dueno del taller supone que puede vender un ntimero ilimitado de sus
esculturas.

Este problema se puede plantear de la siguiente manera:

max 280z + 40x2 + 510x3
s.a
30x1 + 5z + 60x3 < 300
20x1 + 8x2 + 30x3 < 180
x1, %2, 23 € ZT.

En los modelos de programacién lineal con frecuencia aparecen problemas de gran tamafo
con una estructura especial, es decir, problemas que tienen un patréon en la matriz de coeficientes

de las restricciones. Los patrones mas importantes estan representados en la Figura
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Figura 1: Algunos patrones en los problemas de programacién lineal.

Como una extensién de la programacion lineal para problemas con estructuras especiales en
la matriz de coeficientes de las restricciones aparecieron las técnicas de descomposicién [Benders,
Dantzig: 60, Dantzig: 63] también denominadas de optimizacién matématica a gran escala. Las
técnicas de descomposicién resuelven problemas de gran tamano con una estructura especial,
que desde un punto de vista tedrico y computacional, se aprovechan de la solucién iterativa
de otros problemas de menor tamano que se derivan del problema original. Las técnicas de
descomposicién se aplican a un problema cuya estructura especifica permite identificar partes
del mismo que son facilmente resolubles de modo individual. Estas constituyen una forma flexible

y elegante de resolver problemas de programacién lineal.

En el presente trabajo se estudiard un problema de programacién lineal con un conjunto de
subsistemas interrelacionados llamado problema multi- divisional. La estructura de la matriz de

coeficientes de las restricciones se muestra en la Figura

Figura 2: Patrén de un problema de programaciéon lineal multi- divisional
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El primero de los trabajos dentro de la optimizacién a gran escala donde resuelve este tipo
de problema de programacién lineal se debe a George B. Dantzig en 1960 y a partir de entonces,
se han desarrollado algoritmos que permiten resolver de forma descentralizada los problemas
multi- divisionales y otros tipos de problemas con estructura especial. En este trabajo estudia-
mos formas alternativas de resolver estos tipos de problemas, y con ello, estamos realizando la
propuesta de dos métodos de solucién para casos especificos del problema. Nuestros métodos
estan fuertemente basados en teoria de dualidad, ampliamente utilizada en programacién lineal,
y proporcionan un enfoque diferente en el tratamiento de estos problemas. La presente tesis se

divide en tres capitulos, de los que a continuacién se presenta un breve resumen:

= El primer capitulo contiene los conceptos més importantes de la programacién lineal que
seran utiles en este trabajo. Aqui se abordan los conceptos de base, variables basicas y
soluciones basicas. La Seccién 1.3 esta dedicada a la teoria de dualidad donde se estudia
el problema dual (problema de programacién lineal de minimo asociado a un problema
de programacién lineal de méximo), los teoremas que relacionan al problema primal (pro-
blema de programacién lineal de maximo) con su dual y la interpretacién de las variables

duales; esta tltima jugard un papel importante en el presente trabajo.

= El segundo capitulo se tratan dos algoritmos de descomposicion, uno para problemas multi-
divisional, debido a Dantzig y el otro se aplica a problemas bietapa, el cual fue propuesto
por Benders en 1962. El algoritmo de Dantzig descompone un problema multi- divisio-
nal en un problema maestro y varios subproblemas. El maestro envia a los subproblemas
variables duales (precios sombra) y los subproblemas maximizan sus funciones objetivos
parametrizadas por estas variables duales. Las soluciones de los subproblemas son la nue-
va propuesta que se hace al problema maestro. Este utiliza todas las propuestas hechas
hasta el momento para conseguir una nueva solucion 6ptima, de la que obtiene los valores

(variables duales) de las restricciones.

Por otro lado, el algoritmo de Benders descompone un problema bietapa en un problema
maestro y un subproblema. El problema maestro envia las variables de la primera etapa
y el subproblema maximiza su funcién objetivo como funcién de las decisiones de la pri-
mera etapa. Las variables duales (precios sombra) del subproblema se envian al problema
maestro para generar un corte que elimine la propuesta anterior, y asi, dar un nuevo valor

de la variable de la primera etapa.

= El tercer capitulo contiene los resultados originales que obtuvimos en la presente tesis.
Primeramente presentamos un algoritmo para resolver problemas de programaciéon lineal
con una estructura de bloques y una restriccién de acople, también llamada restricciéon
del recurso comtn, y después presentamos otro para resolver un problema bi- divisional.
Nuestro propoésito es encontrar la solucién éptima del problema original a través de las
soluciones de los subproblemas derivados de éste. El primer algoritmo inicia distribuyendo

el recurso comin entre los subproblemas y resolviendo éstos para encontrar la utilidad
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que obtiene un subproblema por una unidad adicional del recurso comin (precio sombra).
Luego, transfiere un monto del problema con menor precio sombra al problema con mayor

precio sombra, lo cual causa un incremento en la funcién objetivo del problema original.

El segundo algoritmo inicia resolviendo el problema maestro bi- divisional relajado. La
solucién del problema maestro bi- divisional relajado se pasa al subproblema; éste es
resuelto y envia al problema maestro bi- divisional relajado el valor de su funcién objetivo
y el vector de precios sombra asociado al recurso no utilizado por la divisién 1, con lo cual
se anade un corte al problema maestro, y se continiia de esta manera hasta que se verifica

el criterio de paro.

En la Secciéon 1.2 demostramos que cuando ya no es posible mejorar via transferencia
del recurso comin entre los subproblemas, el é6ptimo de un problema con estructura de
bloques y una restriccién de acople se ha alcanzado y que cuando se satisface el criterio

de paro del segundo algoritmo, el éptimo del problema bi- divisional se ha logrado.

El objetivo general de la presente tesis es colaborar al desarrollo de la programacién lineal a gran
escala, en concreto, a la solucién de problemas lineales con estructura de bloques y restricciones

acopladas. Los objetivos especificos son:

= Estudiar el algoritmo de descomposicién de Dantzig y el algoritmo de Benders, con el fin
de proporcionar nuevos algoritmos para resolver problemas con estructura de bloques y

restricciones acopladas.

= Disenar un algoritmo para resolver un problema con estructura de bloques y una restricciéon

de acople via transferencia.

= Adaptar el algoritmo de Benders para solucionar un problema bi- divisional.
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Capitulo 1
Preliminares y definiciones

La programacién lineal es una rama de la programacién matemaética que trata exclusivamente
con funciones objetivos y restricciones lineales. Esta rama de la programacién matemaética se
utiliza en campos como la ingenieria, la economia, la gestién y muchas otras areas de la ciencia
para modelar procesos de toma de decisiones. Cuando se trata de resolver un problema de este
tipo, la primera etapa consiste en identificar las variables del problema concreto. Normalmente
las variables son de caracter cuantitativo y se buscan los valores que optimizan el objetivo. La
segunda etapa consiste en determinar el conjunto de decisiones admisibles; esto conduce a un
conjunto de restricciones que se determinan teniendo presente los datos del problema en cuestion.
En la tercera etapa, se calcula el costo/beneficio asociado a cada decisién admisible; esto supone
determinar una funcién objetivo que asigna, a cada conjunto posible de valores para las variables
que determinan una decisién, un valor de costo/beneficio. El conjunto de todos estos elementos

define un problema de programacién lineal.

En este capitulo se introduce la programacién lineal por medio de un ejemplo, a través
del cual se abordan conceptos bésicos de la programacion lineal. Hacemos especial énfasis en la
teoria de dualidad, por las relaciones que existen entre el problema primal y el problema dual. La
importancia de tratar estos temas radica en preparar el campo para estudiar la descomposicién
en programacion lineal por ser una técnica para resolver problemas de gran tamaifio y el objeto

de esta tesis.

1.1. Planteamiento del problema

Supédngase la siguiente situaciéon: Una empresa internacional produce y vende dos tipos de
productos: A y B. En la elaboracion de ambos tipos de productos hay que destacar dos procesos,
el de ensamblado final y el de empaquetado, procesos p; v po. Esta empresa dispone mensual-
mente de 2000 horas dedicadas al proceso de ensamblado y 1000 horas dedicadas al proceso de
empaquetado, ademas se sabe que los tiempos requeridos para realizar dichas operaciones para

cada uno de los tipos de productos son los que se muestran en la siguiente tabla:
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1.1. Planteamiento del problema

Horas
Horas requeridas mensuales

Procesos A B disponibles
P, 6 4 2000
P 2 4 1000

El beneficio neto obtenido tras la venta del producto A es 400 u.m. y tras la venta de una
unidad del producto B es de 600 u.m. Si definimos las variables x; y x2 como el ntimero de

productos de tipo A y B respectivamente, el problema se puede plantear de la siguiente manera:

maxr z= 400x1 + 600z5

S.a.

(1.1)

61 + 4o < 2000
2z + 422 < 1000
L1, X2 > 0.

El problema también puede escribirse como

mar =z = CTLZ?

(1.2)

Ax <b
x> 0.
Definicién 1.1. A un punto x € R™ que satisface las restricciones del problema[1.9 se deno-

mina solucién factible y a la funcion cTx funcion objetivo. El conjunto de todas esas soluciones

es la region de factibilidad.

Definicién 1.2. Un punto factible z* tal que ¢’z < cT'x*, para cualquier otro punto factible

x, se denomina una solucion optima.
El objetivo de un problema de programacién lineal es encontrar la solucién factible que

maximice la funcién objetivo.

Si por cada restriccion ¢ se agrega una variable h; = b; — ) a;;2; que mida la diferencia entre
el lado izquierdo y derecho de la desigualdad (a estas variables se les conoce como de holgura),
entonces el problema se escribe:

mazr z= 400x1 + 600z2
s.a.

621 + 4x2 + hy = 2000
2x1 + 4x2 + ho = 1000

1,72 >0
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1.2. Soluciones bésicas

en forma matricial
mar z= c'T

S.Q.

Az +h=0b
xz > 0.

o de la forma:
mar z= c'x

(1.3)

donde ¢ = (¢7,0), 27 = (27,hT) y A = [A, I]. Cuando el problema se presenta en esta forma,

se dice que estd en la forma estandar.

1.2. Soluciones basicas

Considérese un problema de programacién lineal en forma estdndar matricial [[.3] donde se
supondrd, sin pérdida de generalidad, que el rango de la matriz A de dimensién m X n es m
(recuérdese que m < n), y que el sistema lineal Az = b tiene solucién. En cualquier otro caso,
el problema lineal es equivalente a otro con menos restricciones, o no tiene solucién factible,
respectivamente.

Definicién 1.3. A un subconjunto B C {1,...,n} tal que |B| =m, se le denomina base.

Definicién 1.4. A una solucion factible se le denomina solucion bdsica factible si x; = 0
para toda j ¢ B.

Observacién 1.1. Dada una base B se tienen los siguientes vectores:

1. xg = (z;)jeB, que se denominan variables bdsicas y el resto se denominan variables no

bdsicas.
2. Cp = (Cj)jEB-

3. Ag = (A;)jep, donde A; denota la j- ésima columna de A. Esta matriz se conoce como
matriz basica.

El siguiente teorema muestra por qué las soluciones basicas factibles son importantes:
Teorema 1. Si un problema de programacion lineal tiene una solucion dptima, entonces

tiene al menos una solucion bdsica optima.
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1.3. Dualidad

1.3. Dualidad

Esta seccién trata la dualidad en programacién lineal, su importancia y significado. La teoria
de la dualidad nos va a permitir, entre otras cosas, relacionar cada problema de programacién
lineal con otro denominado problema dual y obtener relaciones sobre el tipo de soluciones de
ambos problemas. También nos va a proporcionar herramientas alternativas a las ya conocidas
para comprobar la optimalidad de soluciones, asi como condiciones que puedan utilizarse para

el desarrollo de nuevos algoritmos de descomposicién en programacion lineal.

A continuacién plantearemos una nueva situacién en la que, de una forma natural, surge
el planteamiento del problema dual asociado al problema primal planteado en la seccién

anterior.

Nuestro proposito va a ser determinar los precios a los cuales esta empresa deberia valorar sus
recursos (horas de trabajo de los dos procesos) de tal manera que pueda determinar el minimo

valor total al cual estaria dispuesta a arrendar o vender los recursos.

Sean w1 y w9, la renta percibida por hora de los procesos p; y po respectivamente. La
renta total obtenida serd 2000u; + 1000us. Se desea como objetivo encontrar el minimo valor
de 2000u; + 1000uy de modo que la empresa pueda, de manera inteligente, analizar algunas
propuestas de alquiler o compra de todos los recursos como un paquete total.

Se consideran las condiciones siguientes, los precios pagados por el alquiler seran no negativos,
es decir, ui,us > 0. Ademds los precios u; y us deben ser competitivos con las alternativas
disponibles, es decir, el beneficio que la empresa debe tener por la venta de los recursos necesarios
para elaborar uno de sus productos (A o B) al menos debe ser igual al beneficio que obtendria
al utilizar dichos recursos en la elaboracién del producto A o B, es decir, para el producto A
tendremos 6u; + 2ug > 400 y para el producto B queda 4u; + 4us > 600. Con esto la empresa
garantiza la obtencion de precios con los que al menos iguala el beneficio obtenido al producir

élla misma los productos A y B. El problema planteado queda:

min 24 = 2000u; + 1000usq

S.a.

6U1 + 2U2 Z 400
4uq + 4ue > 600

ug,uz > 0.

Este nuevo problema es el problema dual del problema planteado originalmente [1.1

1.3.1. El problema dual

Como ya hemos comentado, asociado a un problema de programaciéon lineal aparece otro

problema de programacién lineal denominado problema dual (asociado al primero), en general
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1.3.2. Obtencién del problema dual

nos referiremos al primero como problema primal y lo denotaremos mediante [P] y al segundo

como problema dual y lo denotaremos con [D].

Definicién 1.5. Dado el problema de programacion lineal

mar z = c'x
s.a.
P
Ax <b (P)
x>0
su problema dual es
min G = bTu
s.a.
D
ATy >0 (D)
u>0
donde u = (uy,...,uy) se denominan variables duales o precios sombra.

Obsérvese que los mismos elementos (la matriz A, y los vectores b y ¢) configuran ambos
problemas. El problema primal no se ha escrito en forma estandar, sino en una forma que nos
permita apreciar la simetria entre ambos problemas, y mostrar asi que el dual del dual es el
primal. Ademés cada restriccion del problema primal tiene asociada una variable del problema
dual; los coeficientes de la funcion objetivo del problema primal son los términos independientes
de las restricciones del problema dual y viceversa; y la matriz de restricciones del problema dual
es la transpuesta de la matriz de restricciones del problema primal; y por tltimo el problema

primal es de maximizacion y el dual de minimizacién.

1.3.2. Obtencién del problema dual

Un problema de programacién lineal de la forma (P) tiene asociado un problema dual que

puede formularse segin las reglas siguientes:

Regla 1: Una restriccién de igualdad en el primal (dual) hace que la correspondiente variable

dual (primal) no esté restringida en signo.

Regla 2: Una restriccién de desigualdad < (>) en el primal (dual) da lugar a una variable

dual (primal) no negativa.

Regla 3: Una restriccién de desigualdad > (<) en el primal (dual) da lugar a una variable

dual (primal) no positiva.

Regla 4: Una variable no negativa primal (dual) da lugar a una restriccién de desigualdad

> (<) en el problema dual (primal).

Regla 5: Una variable no positiva primal (dual) da lugar a una restriccién de desigualdad

< (>) en el problema dual (primal).
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1.3.3. Teoremas relativos a problemas primales y sus duales asociados

Regla 6: Una variable no restringida en signo del problema primal (dual) da lugar a una
restriccién de igualdad en el dual (primal).
Ejemplo 1.1. Considérese el problema de la seccion [1.1]:

maxr z= 400z + 600z,

S.a.

61 + 42 < 2000
2z + 422 < 1000

€1,T2 Z 0.
Como se sabe, el dual de este problema es

min z = 2000u; + 1000us

S.a.

6uy + 2ug > 400
4uqy + 4dus > 600
ug,uz > 0.

Para obtenerlo se aplican las reglas anteriores de la siguiente forma:

Regla 2: Puesto que las restricciones del problema primal son de desigualdad <, las variables
duales u; y us son no negativas .

Regla 3: Puesto que las variables primales son no negativas, las dos restricciones duales son
de desigualdad de la forma >.

1.3.3. Teoremas relativos a problemas primales y sus duales asociados

Mientras no se indique lo contrario vamos a trabajar con los siguientes problemas primal y
dual.

maxr z=clz min G =0bTu
(P) s.a. (D)  s.a.
Az <b ATy > T
x>0 u > 0.

La importancia del problema dual se establece en los siguientes teoremas.

Teorema 2. Si T y u son soluciones factibles de un par de problemas primal y dual (P) y
(D), respectivamente, entonces se verifica

2(z) = 'z < v'u = G(u).
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1.3.3. Teoremas relativos a problemas primales y sus duales asociados

Es decir, para cualquier par de soluciones factibles de un problema primal y su dual el valor de
la funcion objetivo del problema de mdximo es menor o igual que el valor de la funcién objetivo

del problema de minimo.

Teorema 3. Si existen soluciones factibles para los problemas primal y dual (P) y (D) tales
que los valores correspondientes de las funciones objetivo coinciden, entonces dichas soluciones

factibles son optimas para sus respectivos problemas.

Teorema 4. Sea x* una solucidn bdsica dptima de (P) y sea Ap la matriz asociada a su

base B, entonces m = cpAp' es una solucion dptima del problema dual (D).

Observacién 1.2. De la formula m = cB.Agl se deduce que el valor de las variables duales

o precios sombra sélo de penden de la base éptima B.

Teorema 5. Dados T y u soluciones factibles de los problemas (P) y (D), respectivamente,

entonces T y u son soluciones dptimas para sus problemas respectivos si y solo si se verifica

donde h son las holguras de las restricciones del problema primal y v las holguras correspon-

dientes al problema dual.

A partir de la observacién [L.I]y los teoremasd]y 5] se sigue que un problema de programacion
lineal queda resuelto si se cuenta con una base 6ptima B, ya que por medio de Agl se pueden

determinar los tres elementos principales de la solucién del problema:

= variables de decisién: zp = Aglb

= valor de la funcién objetivo: z = ch B

= variables duales: y7 = CE.AEI.

Supongamos que se han resuelto los problemas (P) y (D). Si al modificar el lado derecho de
(P) la base 6ptima sigue siendo la misma, su solucién se puede calcular mediante las relaciones
anteriores. Esto crea la necesidad de determinar la regién donde se preserva la base. Se dird
que no hay cambio de base (NCB), si los dos problemas (el original y el modificado) admiten
la misma base 6ptima. Uno de los cambios méds comunes es: b = b + 6d y es el Gnico que se

considera en esta tesis.
Teorema 6. NCB para b=b+ \d < AAgld > —zp.

Obsérvese que el maximo valor que puede tomar A\ cuando d = e;, se puede interpretar como
la cantidad méaxima que pueden aumentarse los recursos de la restriccién ¢ sin que haya cambio

de base. Esta idea serd ampliamente utilizada en el siguiente capitulo.
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1.3.4. Interpretacién de las variables duales

1.3.4. Interpretaciéon de las variables duales

En esta seccion se establecen las ideas principales que se desarrollardn en esta tesis, por
tal motivo le daremos un tratamiento diferente al que tradicionalmente se le da. Durante esta
seccion el problema de referencia sera:

maxr z=clx
(P) s.a.
Az <D
x>0

Teorema 7. Si el problema (P) es resuelto dos veces con lados derechos b y b = b+ ¢;
obteniéndose como soluciones a zi y z5 respectivamente, con la misma base dptima, entonces

25 = 27 + ;.
Demostracion. Sea Apg la matriz basica asociada a la base B, entonces
2y =chAg (b +e) =u"b+ue; = 2 +u,. (1.4)
lo cual prueba el teorema.

De la expresion se desprende que el valor éptimo de la variable dual u} asociada a la
restriccion ¢ del problema primal representa la cantidad en la que se modifica el valor de la
funcién objetivo de (P) por cada unidad del recurso ¢ (siempre que la modificacién conserve la
base 6ptima). Teniendo en cuenta esto, si nos situamos, por ejemplo, en un problema primal de
maximizacion con restricciones de tipo <, lo resolvemos y calculamos la solucién del problema
dual, entonces los valores 6ptimos de las variables duales (que son > 0) representan la variacién
unitaria de la funcién objetivo del primal por cada unidad adicional del recurso correspondiente
que pudiéramos conseguir. Esto nos permite también interpretar estos valores como la mayor

cantidad que estarfamos dispuestos a pagar por una unidad adicional de recurso.
El siguiente ejemplo pone de manifiesto las ideas anteriores.
Ejemplo 1.2. Supongamos que hemos resuelto el problema

max z= 400z + 600z

S.a.

6x1 + 4xo < 2000
2x1 + 4x2 < 1000

1,72 > 0.

obteniendo un valor de la funcion objetivo de 175000 y con m = cBAgl = (25,125)
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1.3.4. Interpretacién de las variables duales

El valor de 25 nos dice que si aumentamos o disminuimos el lado derecho de la primera
restriccién en una unidad, la funcién objetivo aumenta o disminuye en 25 unidades (siempre que
se mantenga la base éptima). Asi, si 2000 se disminuye hasta 1400 y resolvemos el problema
con by = 1400 el valor de la funcién objetivo es de 160000, es decir, se disminuy6 en el valor
de la variable dual primera 25 por el nimero de unidades disminuidas 600, tal como habiamos

previsto.

Para finalizar esta seccion, recordamos que cuando usamos LINDO o cualquier software de
similares caracteristicas para resolver un problema de programacién lineal, no s6lo obtenemos
la solucién del mismo (en caso de que exista), sino también los precios sombra o valores de las

variables duales.
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Capitulo 2

Descomposicion en programacion

lineal

El tamafio de un problema de programacién lineal puede ser muy grande: podemos encontrar
problemas de interes practico con varios cientos de miles de ecuaciones o variables. Existen
técnicas de descomposicién que permiten que estos tipos de problemas puedan resolverse de

forma descentralizada o distribuida.

Para que una técnica de descomposicién sea ttil, el problema debe tener una estructura
apropiada. El problema de programacién lineal a tratar en esta seccién tiene una estructura
de bloques con un conjunto de restricciones acopladas, lo cual permite descomponerlo en una
serie de problemas relativamente pequenos. A los problemas de programacion lineal con esta

estructura se les denomina problema multi - dividisional.

Ejemplo 2.1. Considérese el problema

max 9x1 + 8ry + Txs + 614

s.a
8r1+6x2 +  Trz+bry =280 (1)
3x1 + a9 =10
2x1 + x2 =10

3r3 + 214 =8
T3+ T4 =4

T1,T2,23,T4 ZO

Si el problema no tuviera la restriccion (1), el problema anterior se puede resolver, mediante

la solucién de los siguientes dos subproblemas:
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Subproblema 1

maxr 9x1 + 8xo
s.a
3r1+x2 =10
2x1 +x2 =10
1, T2 >0

Subproblema 2

max Txz + 61y
s.a
3xs+2x4y =8
r3+x4 =4
X3, %4 >0

Pero, dado que la ecuacién (1) del problema original
8581 + 6562 + 7933 + 51‘4 =80

involucra todas las variables, no se puede aplicar una solucién por bloques. A las restricciones

del tipo (1) se les denomina restricciones de acople o de recurso comin.

Los procedimientos de descomposicién son técnicas computacionales que consideran indirec-
tamente las restricciones de acople. En estos procedimientos, en lugar de resolver el problema
original con restricciones de acople, se resuelven una serie de problemas, llamados subproblemas,

iterativamente.

A continuacién formalizaremos la idea presentada anteriormente: Consideremos el problema

de programacion lineal

n

max E Cj Ij

j=1
s.a
Z?:l bijl‘j :bi; 1= 1,...,q (2) (21)
Z?:1aij$j=di; i=1,....,m
z; > 0; ji=1...,n

donde las restricciones (2) tienen una estructura descomponible en r bloques, cada uno de

tamatio ng (k= 1,2,...,7), es decir, las restricciones (2), pueden escribirse como

Nk
Z bijxj:bi t=qr_1+1,-- ,qx; k:1,27'..,n'
Jj=nk+1
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Nétese que ng = go = 0, ¢, = g, n, = n. Con ello, el problema [2.I] puede escribirse como

s

max g c{xk

k=1
S.a
kak:b; k':l,...,r

Dk Apze =d (3)
i > 05 k=1,...,m.

En esta seccién vamos a suponer que el conjunto S; = {z; : Bjz; = b,x; > 0} es no vacio,
convexo y acotado. Dado que las restricciones (3) contienen todas las variables de decisién, éstas
son las restricciones de acople.

Si ignoramos las restricciones de acople, el problema original se convierte en

T
max chack
k=1
s.a
kak:b; k:].,...,T'
e >0, k=1,...,r.

Este problema es llamado la version relajada del problema. El k-ésimo subproblema descompuesto

es
mazx ctay
s.a
kaﬁk =b
y puede escribirse como
ng
max E CiT4
j=nk_1+1
s.a
N
E bij!Ej = bi
j=ng—1+1
z; >0 j=ng—1+1,...,nk.

El siguiente ejemplo muestra un problema de programacién lineal descomponible con dos res-

tricciones de acople.
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Ejemplo 2.2. FEl problema

maxr 6x1+dxres +  3x3+ 41y

8.6
1+ T2 < 4

3x1 + 229 < 12

T3 + 224 < 6

213 + x4 < 3

T +T0 A+ T3 + T4 < 7

2x1 +x9  + T3 + 214 < 17
T1,29,x3,x4 > 0

tiene una estructura descomponible en dos bloques, donde las dos ultimas desigualdades

1‘1+l‘2+l‘3+5€4§7
221 + w2 + w3 + 224 <17

son las restricciones de acople.

2.1. Descomposicion de Dantzig y Wolfe

En esta seccién se describird el algoritmo de Dantzig y Wolfe, el cual resuelve problemas de

programacion lineal de gran tamano con restricciones acopladas y estructura de bloques.

Supongamos que cada uno de los subproblemas es resuelto p veces con diferentes y arbitrarias

funciones objetivos, y supongamos que las p soluciones bésicas factibles de los subproblemas son

1y (1) 2

xy 7, %y,
® ,.(p) 3
], %y ,...,x%)

(s)
J
subproblemas son consideradas, y los correspondientes p valores de las funciones objetivos son

donde x>’ es la j- ésima componente de la s- ésima solucién, donde todas las variables de todos

A0 L@ L)

donde z(*) es el valor de la funcién objetivo en la s-ésima solucién. Los valores de las m restric-

ciones de acople para las p soluciones son

7’51),7"51), N ,7“55)
T%p),rép),...,rg,f)
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donde 7, es el valor de la i- ésima restricciéon de acople de la s- ésima solucién , es decir,

7"58) = Z aijxgs). (2.2)
j=1

Las p soluciones béasicas factibles pueden ser usadas para producir una solucién factible del
problema original, resolviendo el siguiente problema, llamado problema maestro

p
max g PASUT
s=1

s.a
- rgs)us =d; : N 1=1,...,m (2.3)
P jus=1 : o
u8207 Szla"'7p7

donde las correspondientes variables duales \; y o estan indicadas. El dual del problema [2.3] es

m
i=1

(2.4)

Z:i17’(8)>\i+022(3) s=1,...,p.

(2

El conjunto {u1,...,u,} es éptimo en el problema [2.3|si (A;, ) es factible en el problema
pero (A, 0) es factible si

n

o2z - Zm:rz@)‘i =D (e - Zm:aij)\z‘)x;s);
=1 i=1

Jj=1

entonces, (A;,0) es factible si

n

o > max Z <Cj _ iaij)\i> xgs)
i=1

j=1
donde xgs) satisface Bjx§8) =b; j=1,...,nys=1,...,p. Luego para encontrar z; debemos
resolver el siguiente problema de programaciéon lineal
ngk m
max Z (cj — Zaii)\Z) x;
j=ng—1+1 =1
s.a (2.5)
Sonk ey by =by; i=qp—1+ 1.0

.%‘jZO.

Obsérvese que el problema [2.5] es similar a los subproblemas relajados con la diferencia de que

la funcién objetivo estd modificada por la funcién
m
E 227 /\il‘j
i=1
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que se puede interpretar como un costo total por la utilizacién de ", a;;x; recursos.

2.1.1. Algoritmo

En esta seccién presentamos los pasos del algoritmo de Dantzig y Wolfe y un ejemplo de su

aplicacién.

Entrada. Un problema de programacién lineal con restricciones de acople.

Salida. La solucion del problema de programacién lineal obtenido después de usar el algo-

ritmo de descomposicién de Dantzig y Wolfe.

Paso 0: Inicializacién. Inicie la iteracién, v = 1. Obtener p*) soluciones distintas al
resolver p) veces (I =1,--- ,p*)) cada uno de los siguientes 7 subproblemas (k = 1,...,7)
ng
mazx Z égl)xj
Jj=nr—1+1
s.a

n .
Zn:,l—l-l bij(ﬂj = bi; 1= Q-1+ ]., N
1']20 j:nk—1+1a"'7nk7

donde c( ) (j

j=nga+l,-- nk=1,...,m0l=1,... ,p(”)) son coeficientes de costos arbitrarios
para obtener las p(*) soluciones iniciales de los 7 subproblemas.

Paso 1: Solucién del problema maestro. Resolver el problema

)
max E 2y
s=1

s.a
911() :dl : )\z izl,...,m
)
qus=1 o
uSZO7 s=1,...,p",
para obtener la solucién ugl’), u(()), y los valores de las variables duales /\gy) Ay o),

Paso 2: Solucién de los subproblemas. Generar una solucién del problema relajado al

resolver los siguientes r subproblemas (k =1,...,7)
Nk m
max Z <cj — Zaij)‘z"/> x
j=nr_1+1 =1
s.a
ZZ’;_1+1 bijxj :bi; t=qr-1+1,....,n%
.’13]‘20 j=ng_1+1...,ng
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(P +1) (P +1)
i R

para obtener la solucién x , v el valor de su funcién objetivo

ey

o) = Z (Cj _ aij)\gu)> m;p(l’)Jrl).
j=1 =1

El valor de la funcién objetivo del problema original es

n
(v) (CONR)
Z(P +1) _ chgj(p +1)

Jj=1

y el valor de toda restriccién de acople es

n
(P +1) (P™+1). :
T = g i T; ; t=1,...,m.

Jj=1

Paso 3: Verificando convergencia. Si ) < U(”), hemos encontrado la solucién del
problema original y ésta se obtiene como la combinacién convexa de las soluciones de los sub-

problemas, es decir,

" oo
s .
T = g ug”)xj ; i=1,...,n
s=1

y por lo tanto el algoritmo termina. Por el contrario, si v(*) > ¢(*), la solucién corriente del
problema relajado puede usarse para mejorar la solucion del problema maestro. Se debe entonces
actualizar el nimero de iteracion, v < v 4 1, el niimero de soluciones disponibles del problema
relajado, p*+t1) = p(*) 41,y regresar al paso 1.

Ejemplo 2.3. Considerar el siguiente problema

mar 3xr + 4y
s.a
T <1
y <1
2r + 2y <3
z + 3y <4
z,y >0

Este problema tiene una estructura descomponible y dos restricciones de acople. Su solucion

es
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Resolvemos este problema en los siguientes pasos usando el algoritmo de Dantzig y Wolfe

tal como se describié anteriormente.

Paso 0: Inicializacién. La cuenta de interacion se inicia en v = 1. Se obtienen dos (p*) = 2)
soluciones para el problema relajado resolviendo cada subproblema dos veces.
Los primeros coeficientes de utilidad son égl) =1y égl) = 1 y los subproblemas para la primera

solucién son

mar
s.a

0<x>1
cuya solucién es z(V) =1, y

max y
s.a

0<y=>1

cuya solucién es y(!) = 1. El valor de la funcién objetivo del problema relajado es z() = 7 y los
1) M _y
1 =4.

valores de las restricciones de acople son r;’ =71,

Usando 6%2) =—-1ly 652) = 4 los subproblemas se resuelven de nuevo para obtener la segunda

solucién del problema relajado. Esta solucién es (2 = 0y y® = 1, la cual nos lleva a tener los

siguientes valores 2(?) = 4, 7"52) =2y r§2) =3.

Paso 1: Solucién del problema maestro. Tenemos que resolver el siguiente problema

maestro
max Tui + 4us

s.a
4U1 + 27.L2 S 3 Al
4’LL1 + 3'LL2 < 4 )\2

ur +us =1 Lo
uy, ug > 0.
La solucion a este problema es Ugl) = % y ugl) = % con valor en las variables duales de )\51) =

%,)\g) =0yo=1.

Paso 2: Solucién del problema relajado. Se resuelven los subproblemas para obtener

una solucién del problema relajado.
La funcién objetivo para el primer subproblema es
(e = 2Pan = 2\Vaz ) o = (33~ 0)x =0

y su solucién es z®) = 0.

La funcién objetivo del segundo subproblema es

(02 - )\(11)CL12 — )\él)agg) y=4-3-0y=y
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y su solucién es y®) = 1.
Para estas soluciones (x(3) =0,y = 1), el valor de la funcién objetivo del problema original

(3) (3)
1

es 2(3) =4 y los valores de las restricciones de acople son r;”) = 2 y ry” = 3, respectivamente.

Paso 3: Verificando convergencia. El valor de la funcién objetivo del problema relajado
corriente es
oW =023 4 y(3) - 1.

Nétese que o) =1 < v =1, lo cual implica que la solucién éptima del problema original ha

sido alcanzada, es decir,
(@, ") = uf (fﬂ(l), y(l)) +uf? (2@, )
1

1
2

5(1,1) +

()

2.2. Descomposicion de Benders

(0,1)

En esta seccién trataremos un problema de programacion lineal donde la matriz de coeficien-
tes de las restricciones tiene una estructura por etapas. A este tipo de problemas de programacién
lineal se les denomina problemas lineales multietapa. El método de descomposicion y el algoritmo
que aqui se presentard es para un problema lineal bietapa PL-1, el cual se representa matemati-
camente de la forma siguiente: considerando el vector x; las variables de la primera etapa y xs
las variables de la segunda:

min  clxy + ety
s.a
A1 = b (2.6)
Biz1 + Aoz = b
T1,22 >0

donde A; € R™*™ y Ay € R™2*™2_ Las dimensiones de los demads vectores y matrices se derivan
de éstas. La estructura de la matriz de restricciones del problema (denominada triangular inferior
por bloques) se presenta en la Figura

A
B | A,

Figura 2.1: Estructura de la matriz de coeficientes de las restricciones en PL-1

El método de descomposicién de Benders (Bd) [Benders, Geoffrion:70, Van Slyke] recibe

también el nombre de descomposiciéon primal porque el problema maestro fija variables del
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primal y descomposicion en L porque se aplica a problemas con matriz de restricciones con

dicha forma.

Descompone el problema lineal bietapa PL-1 en un problema maestro y un subproblema.
El problema maestro representa la primera etapa mas las condiciones necesarias, denominadas
cortes, derivadas de la segunda etapa. El algoritmo es iterativo y alterna entre la solucién del

problema maestro y el subproblema.

M4s formalmente el problema lineal bietapa PL-1 (2.6 se puede descomponer en dos pro-
blemas de programacién lineal:
min  cFxy +0(zy)
5a (2.7)
AllL'l = bl

x120

donde la funcién de recursos, 6(x1) € R, es una funcién poligonal convexa dependiente de x; y

O(x1) = min claq
S.a
2.8
AQZEQ = b1 — A1JL‘1 Lu ( )
T2 Z 0

siendo wu las variables duales (o precios sombra) de las restricciones.

Al problema se le conoce como problema maestro y al como subproblema en la des-
composicion de Bd. Se supone que el subproblema es factible para cualquier valor de z1. Si el
subproblema no es factible para cualquier valor de x; se vera méas adelante cudl es la modifica-
cién del algoritmo.

Expresando al subproblema en su forma dual se obtiene:

O(x1) = mar (bs — Biz1)Tu
s.a
AQTu < cg
Sea T’ = {uy,...,u,} el conjunto finito de vértices del poliedro convexo definido por la regién

factible AZu < cy. Observemos que la regién factible del problema dual no depende del valor
de x1. Se sabe que la solucién 6ptima de un problema lineal reside en un vértice, por lo tanto,

el problema se podria resolver, a través del siguiente problema de programacion lineal:

O(x1) = min 6
s.a
0 > (by — Biz1)Tuy

0 > (by — Byw1)Tu,
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donde 6 € R y las restricciones se denominan cortes o planos de corte.

Entonces, el problema PL-1 se puede expresar como:

min  claz; +0
s.a
Aix1 =b
0 > (by — Bywy)Tuy (2.9)

0 > (by — Biz1)"u,

T1 Z 0
Esta formulacién se denomina problema maestro completo, ya que contiene todos los cortes
posibles. Presenta todas las restricciones de la primera etapa més todas las condiciones necesarias

derivadas de la segunda etapa. Observemos que la variable 6 es libre de signo.

La solucién del problema maestro completo implica disponer de forma explicita de todos
los cortes de Benders, lo cual es praticamente imposible en problemas de tamano realista. En
lugar de incluir todos los cortes (lo que implicarfa disponer de forma explicita de la funcién de
recursos 6(x1)), el algoritmo introduce uno de ellos en cada iteracién. De esta forma, el problema
maestro relajado para la iteracién j se define como:

min clz; +0
S.a
Ajzy =b (2.10)
0> (by— Biw)Tw 1=1,...,5
1 >0

siendo 6 € R, [ el indice de iteraciones. z; y 6 variaran en cada iteracién.

De cara a una implementacién eficiente del algoritmo de descomposicion, los cortes de Ben-

ders aceptan la siguiente formulacion:
0> ’U,;F(bg - lel) = u?(bg — Bl.IJi + Bll‘{ — BlIl) = u?[bg — Bll‘ﬂ + ufBl [le - l‘l]

donde x1 y f/ = uf [by — B127] son los valores de las variables de la primera etapa y el de la
funcién objetivo de la segunda etapa para la iteraciéon j, respectivamente. Luego el problema

maestro y el subproblema para la iteracion j tienen la siguiente expresion:
Problema Maestro Benders

min clz; +0

s.a
Az, = by (2.11)
0> fl+ul Bzl —z1] 1=1,...,5
X1 ZO
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Subproblema Benders

fi= min chg
s.a 912
AQI’Q = b2 — Bll'jl LUy ( ' )
X2 Z 0

2.2.1. Cortes de infactibilidad

La descripcion anterior del algoritmo ha supuesto que el subproblema es factible y acotado
para cualquier propuesta del problema maestro. Esta hipétesis, conocida en la literatura como
recurso parcialmente completo, no suele satisfacerse en la practica y el algoritmo de descompo-
sicién se modifica cuando esto ocurre. La modificaciéon del algoritmo consiste en la construccién
de otro tipo de corte, llamado corte de infactibilidad, que elimina la solucién propuesta en el

problema maestro. La construccién de este corte se comenta a continuacién.

Si el subproblema es factible para un valor de x1, los precios sombra de sus restricciones son
los obtenidos para su solucién éptima y los cortes formados se denominan cortes de optimalidad.
Si el subproblema es infactible los precios sombra que se obtienen al resolver el problema
de suma de infactibilidades son los que se utilizan para los cortes de infactibilidad.

min elTvt +eTv™
s.a

2.13

Aosxo + IvT —Tv™ =by — Bizy @ uj (2.13)

To, v, 07 >0

El problema maestro, considerando ambos tipos de cortes, de optimalidad e infactibilidad, se

formula de la siguiente manera:

min  cfx; +0

S.a
Az =b (2.14)
89> fl4ul Bifah — 2] 1=1,...,j
T Z 0

donde 6! = 1 para los cortes de optimalidad y §' = 0 para los de infactibilidad.

2.2.2. Algoritmo

En cada iteracion del algoritmo se resuelve el problema maestro relajado y se pasa el valor
del vector z7 al subproblema. Este optimiza x5 con los recursos by — By} y pasa las variables
duales u; al problema maestro. Una cota superior z del valor éptimo de la funcién objetivo del
problema PL-1 en la iteracién j viene dada por ¢!z} + ¢l 2} siendo xJ y o soluciones factibles

en maestro y subproblema en esa iteracién. En cada iteracién, el valor obtenido por la funcién
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objetivo del problema maestro relajado z, dada por clTacjl + 67, es una cota inferior del problema
PL-1. La condicion de convergencia para la terminacién del algoritmo es la coincidencia de am-
bas cotas con una tolerancia relativa ¢ (por ejemplo, 10~%). La sucesién de estas cotas inferiores
es monotona creciente dado que en cada iteracién el problema maestro relajado contiene mayor
nimero de restricciones, mientras que la cota superior no es necesariamente decreciente. Por
esta razén, se toma como cota superior para evaluar convergencia el minimo de todas las cotas

superiores previas.

Esquematicamente, el algoritmo se formula a continuacion:
Paso 1: Inicializacién. j =0, 2 = 00, 2 = —00, € = 1074,
Paso 2: Resolucion del problema maestro.

min c{xl +6

s.a
Ajzy = by
80> fl+ul Bilah —aq]) 1=1,...,5
X1 20

Obtener la solucién (21, 67) y evaluar la cota inferior z = cT'z] + 67.
Mientras no se halla generado ningun corte de optimalidad, se fija el valor de la variable de
recurso 6 a cero, pues en otro caso el problema maestro es no acotado. Una vez obtenido algiin

corte de infactibilidad, esta variable pasa a ser libre.

Paso 3: Resolucion del subproblema de suma de infactibilidades.

fi= min eTvt +eTv™
s.a
Aosxg + TvT —Tv™ =by — Bizy @ uj
zo, v, 07 >0

Si f7 > 0, obtener uj;, formar un corte de infactibilidad y afiadirlo al problema maestro, incre-
mentar el nimero de iteraciones j = j + 1 e ir al paso 2.
Si f4 =0, ir al paso 4.

Paso 4: Resolucién del subproblema.

fi= min L,
S.a
AQJ?Q = b2 — lejll LUy
Xro Z 0

Obtener 3 y actualizar cota superior z = cf 2] + ¢} 73,
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Paso 5: Criterio de paro. Si |2;5| < € detener el algoritmo. En otro caso, obtener u;,

formar un corte de optimalidad y anadirlo al problema maestro, incrementar el niimero de

iteraciones j = j + 1 e ir al paso 2.

A continuacién se presenta con un ejemplo la aplicacion de los pasos del algoritmo de des-

composicion de Benders.
Ejemplo 2.4. Consideremos el siguiente problema de programacion lineal

min —2x —y

s.a
x <
T+y < 5
2¢4+3y < 12
z,y >0

cuya solucion es (x,y) = (4,1). Suponemos una solucion inicial (x,y) = (0,4), x variable de la

primera etapa e y variable de la sequnda etapa.
Paso 4: El primer subproblema es

O(x) = min —y

s.a
y<hb—-0=5
3y <12 —2(0) = 12
y =0,
que al resolverlo da lugar a f! = —4 y u! = (0, —%)T. Luego la cota inferior del problema es
2z = —00 y la cota superior es z = —4.
Paso 2: El problema maestro es
min —2x 46
s.a
<4
2
0—30>—4
x>0,
cuya soluciéon 6ptima es x =4, 0 = f%, y la cota inferior del problema es z = f%.

Paso 4: Para x = 4 el subproblema es

O(z) = min -y
s.a
y<1
3y <12 —2(4) =4
y =0,
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que al resolverlo resulta, f1 = —1y u' = (—1,0)7. Luego la cota superior es z = min{—9, —4} =
—9.

Paso 2: El problema maestro es

min —2x 46
s.a

r <4

60— %x >4

0—x>-5

x>0,
cuya solucién 6ptima es x = 4, § = —1 y la cota inferior del problema es z = —9. Una vez
formulado y resuelto el subproblema se obtiene z = min{—9,—9} = —9 y, por lo tanto, el

algoritmo converge.
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Capitulo 3

Descomposicion en problemas

multi - divisionales

En este capitulo construimos dos algoritmos, el primero es para un problema de programaciéon
lineal con una estructura de bloques y una restriccién de acople y el otro es para un problema
bi - divisional. La idea béasica de nuestros algoritmos es reducir el problema original en una

secuencia de subproblemas mas sencillos y, a partir de estos, encontrar el éptimo.

En la Seccién 3.1 descomponemos un problema con estructura de bloques y una restricciéon
de acople en n subproblemas, cada uno de ellos contiene una parte del recurso comin y un
subconjunto del total de variables, y son derivados de los bloques que contiene el problema
original. En la Seccién 3.2 presentamos el algoritmo para resolver un problema con estructura
de bloques y una restriccion de acople, asi, como la prueba de que si la condicién de paro se

verifica, entonces se ha logrado el éptimo de este tipo de problemas.

En la Seccion 3.3 expresamos a un problema bi - divisional PL-2 en dos problemas lineales
que interactiian entre si para lograr una solucién éptima del problema PL-2. En esta seccion se
prueba que si el valor de la variable libre del problema maestro bi - divisional relajado es igual
al valor de la funcién objetivo del subproblema bi - divisional, entonces la solucién éptima del

problema PL-2 se ha alcanzado.

A continuacién presentamos la segmentacién de un problema con estructura de bloques y

una restricciéon de acople:
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3.1. Segmentacion

Consideremos el siguiente problema de programacién lineal, el cual denotaremos por problema

n
max g cF
k=1

S.a.

Ccero

All'l + A2$2 + ..+ AnCEn S d

Bixy <b
Boxo < by
Tk = 0

donde A; € R'*™ y B; € R™*" Las dimensiones de los vectores se derivan de las dimensiones
de Az y Bi-

Suposicién 3.1. En este capitulo suponemos que el conjunto
Sy ={ak: Brxr <b, y zr>0}LVk=1,...,n

es no vacio, compacto y convezo, lo cual implica que la funcién objetivo del problema cero estd

acotada y que los subproblemas que se derivan del problema cero tienen solucion.

Si suponemos una distribucién a priori de d, entonces el problema cero puede segmentarse

en n subproblemas de programacién lineal, donde el k- ésimo subproblema es

mazx cFay
s.a.
Az < dg : u(dy)
Brxr <b, UL
x>0

donde Y"}'_, di = d y las variables duales u(dy) y vy estdn indicadas.

Observacioén 3.1. Para cualesquiera nimeros positivos dj, (k =1,...,n) tales que >, _; di, =

d, las soluciones dptimas de los subproblemas forman una solucion factible del problema cero.

Observaciéon 3.2. El problema principal es repartir las d unidades del recurso comin entre
los subproblemas de tal manera que las soluciones optimas de los subproblemas formen una

solucion optima del problema cero.

Supongamos que el problema cero modela las decisiones de una empresa con n divisiones
independientes, la cual quiere maximizar sus ganancias através de una distribucién adecuada
del recurso d entre sus divisiones (subproblemas). En este contexto, u(dy) se puede interpretar

como el incremento que obtendria la divisiéon k£ por cada unidad adicional del recurso d.
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Los precios u(dy) son reportados al centro, donde se comparan entre ellos. Si la divisién h,
dice que paga mds por cada unidad del recurso d que la divisién k (u(dy,) > u(dy)), entonces la
divisién k debe trasferir una parte de su recurso a la divisién h, hasta que esta situaciéon cambie.
Esta transferencia causard un incremento en la funcién objetivo del problema h, que es mayor
que el correspondiente decrecimiento en la funcién objetivo del problema k. Luego, la funcién

objetivo del problema cero puede ser mejorada por estas transferencias.

A continuacién formalizaremos la idea anterior:

Definicién 3.1. A u=(dg) y u™(dy) se les denominard los precios sombra a la izquierda y

a la derecha del recurso comun dy, en el k-ésimo subproblema.

Se sabe que, si se resuelve un problema de programacién lineal se obtiene, entre otras cosas,
el valor de sus variables duales y las regiones donde éstas gobiernan. Asi, si resolvemos el k-
ésimo subproblema obtenemos el valor de u(dy) (precio sombra del recurso cumin dy, cuando al
subproblema k se le asignaron dj unidades del bien comiin) y la regién donde éste gobierna, que la
denotaremos por I, = [ag, fk]. Por la Deﬁnicién en I}, se tiene que u(dy) = v~ (dg) = u™ (dg),
pero en el caso de que By sea finito se tiene u(8x) = u™ (Bx) # u™(Bk), porque a la derecha
de B ocurre un cambio de base, y por lo tanto, es otro precio sombra el que gobierna. Por un
argumento similar al anterior, u(ag) = u™(ax) # v~ (o). En lo sucesivo, N = {1,...,n} serd

el conjunto formado por las numeraciones de los subproblemas.

Intuitivamente, «;, indica hasta donde puede ser disminuido di de tal forma que la base

actual siga siendo 6ptima y Bi, hasta dénde puede ser aumentado. Por ello, oy < di < B.
La siguiente definicién serd de mucha importancia en esta seccién.

Definicién 3.2. u; y u; son tales que

s=argmin{u”(dg): ke N y di#0}
t = argmaz{u®(d) : k € N}.
Observacién 3.3. Ndtese que aunque di sea uno de los extremos del intervalo [ag, B,

ut(dy) es el precio sombra al que recibe el subproblema k cada unidad del bien comin y u™ (dy)

es al precio sombra al que transfiere.

3.2. Algoritmo

El algoritmo que se va a presentar trabaja con los precios sombra de cada subproblema y
con el recurso comun d por medio de la transferencia de un monto adecuado del recurso comin
del subproblema que valora menos cada unidad del recurso d al subproblema que lo valora mas.

Repitiendo este proceso se logra la solucién 6ptima del problema cero.

Observacién 3.4. Se trasferird del subproblema s al subproblema t
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Algoritmo 1 Para encontrar la solucién 6ptima del problema cero
Entrada: El problema cero

Salida: La solucién 6ptima del problema cero

1. Asignar a cada subproblema una parte del recurso d y resolverlos para obtener el valor
u(dy) y el rango Iy, Vk € N.

2. Calcular u] y u; .
3. Siu; < ut*, entonces transferir § unidades del recurso ds con § = min{ds; — as, By — d:}.

= Actualizar los lados derechos y los precios sombra de los subproblemas s y ¢ y regresar

al paso 2.

4. Si no, el algoritmo termina y la solucién es la formada por las soluciones 6ptimas de los
subproblemas.

Note que por cada iteracién sélo dos problemas secundarios son modificados, esto implica

que solo estos dos problemas se actualizardn en el paso 3.

La idea general del Algoritmo 1 es como sigue: Primero distribuye el recurso d entre los
subproblemas y resuelve éstos para obtener los precios sombra correspondientes al recurso comtn
y los rangos donde éstos gobiernan (paso 1). Después elige a los subproblemas con menor precio
sombra a izquierda y mayor precio sombra a derecha (s y t), respectivamente (paso 2). Luego,
si el precio sombra a izquierda del subproblema s es menor que el precio sombra a derecha del
subproblema t, entonces se transfiere un monto del recurso comun con la propiedad de que al
disminuir el lado derecho del subproblema s y aumentar el del subproblema ¢ no hay cambio de
base (paso 3). Entonces regresamos al paso 2. El Algoritmo 1 termina hasta que uy > ), lo
que significard que el 6ptimo del problema cero ha sido alcanzado.

En la siguiente seccién probaremos que un nimero finito de pasos las soluciones factibles
generadas por el Algoritmo 1 convergen a la solucién 6ptima del problema cero.

3.2.1. Convergencia

Supongamos que cada uno de los subproblemas se resuelven con lado derecho (dy, bi) para
algunos nimeros positivos dj (k =1,...,n) tales que Y _, dj, = d, con lo cual obtenemos sus

soluciones éptimas, los valores de sus funciones objetivos y el valor de u(dy) (k=1,...,n).

Lema 1. Sean p,q € N. Si se transfieren 0 unidades del recurso comun del subproblema p
al subproblema g, donde 8 = min{d, — oy, B, — dq}, entonces el valor de la funcidn objetivo del
problema cero se modifica en O(ut (dy) — u™(dp)).

DEMOSTRACION.
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Sean zp con k € N los valores 6ptimos de las funciones objetivos de los subproblemas
k con lados derechos (dg,by). Entonces, el valor de la funcién objetivo del problema cero es
z =) pen 2k Dado que (d, —0) € I, y (dg + 0) € I, entonces por el Teorema (7| z, aumenta
en Out(d,) y z, disminuye en fu~(d,). Como los valores de z; con k € N\{p,q} no han sido
modificados, entonces el nuevo valor de la funcién objetivo del problema cero es

Z= Y m+z—0u (dy) + g+ Out(dy)
kEN\{p.q}

=Yz +0ut(dy) —u (dy))
lo cual prueba el lema. O

Proposicién 1. Siuy > uf, entonces u=(d,) > u*(d,), ¥p,q € N yp # q.

DEMOSTRACION.

Sean p,q € N tales que p # ¢. Por hipétesis y la Definicién se obtiene
“_(dp) >ug 2 u;r > “+(dq)
lo cual implica que u™(d,) > ut(dy). O
Proposicién 2. Después de un nimero finito de pasos, se tiene que uy > u; .

DEMOSTRACION.
Afirmacién 1: El nimero de iteraciones es finito.

Como el niimero de matrices basicas de un problema de programacion lineal acotado con un
numero finito de restricciones es siempre finito y los precios sombra sélo dependen de la matriz
bésica, entonces el niimero posible de precios sombra entre todos los subproblemas es finito. Lo

anterior implica que el nimero de iteraciones posibles es finito.

Afirmacioén 2: El algoritmo 1 no tiene ciclo.

Si el algoritmo tuviera un ciclo, entonces por el Lema [1] la funcién objetivo del problema
cero crece indefinidamente pero, por la suposicion [3.1] la funcién objetivo del problema cero esta

acotada; luego, el algoritmo no tiene ciclo.

Si la desigualdad u; < u;" se mantiene indefinidamente, entonces por el Lema [1] la funcién
objetivo del problema cero crece indefinidamente pero, por la suposicién 3.1] la funcién objetivo
del problema cero estd acotada, las u; son mondtonas crecientes respecto a las iteraciones del
algoritmo, las u;” son monétonas decrecientes y por la Afirmacién 2 el algoritmo no tiene ciclo.

Luego, en alguna iteracién uy > u; . O
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Teorema 8. Si la condicion de paro se verifica, entonces se ha encontrado una solucion

optima del problema cero.

DEMOSTRACION.

Por el Lemal|l] en cada iteracion la funcién objetivo del problema cero crece y por la Propo-
sicion [1} si se realiza una transferencia entre cualesquiera dos subproblemas la funcién objetivo

del problema cero decrece, lo cual implica que el éptimo se ha alcanzado. O

Ejemplo 3.1. Consideremos el problema

maxr 2x1+ 32 + Dr3z+ 314

s.a
1 +6xy + 4dax3+2z4 < 20

2x1 + a9 < 8

9x1 + 622 < 20

T3 + T4 < 6

203 +3x4 < 15

€T; > 0.

Note que este problema tiene estructura de bloque con una restriccion en comin
T 4 69 + a3 + 224 < 20.

La solucion optima es
9 7
x] =4, x5 =0, mgzz, IZ=§.
Encontremos la solucién éptima de este problema de programacién lineal aplicando los pasos

del Algoritmo 1 tal como se muestra acontinuacion:

Paso 1: Asignamos a cada subproblema 10 unidades del recurso comun, es decir, d; = dy =

10. Los subproblemas son:

max 2x1 + 3xo max HSxrz+ 3xy
s.a s.a
1 +6zy < dy =10 drg+2x4 < do =10
201 + a9 < 8 r3+x4 < 6
5261 + GIQ S 20 21‘3 -+ 3174 S 15
T, T2 > 0 T3, T4 > 0
cuyas soluciones y precios sombra asociado al recurso comiin son:
5 5
T1=5. T2 = z3 =0, z4=95
1
5
u(dy = 10) = 1 I, = [10, 18].
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Paso 2: Calculamos s y t de acuerdo a la Definicién [3.2

1=s=argmin{u™ (d; =10) = %,u‘(dz =10) = Z
2 =t = argmaz{ut(d; = 10) = %7U+(d2 =10) = i .
Asi,
Uy, = i, uj = Z

Paso 3: Como u; < u;, entonces se transfiere
6 =6 = min{10 — 4,18 — 10}

del subproblema 1 al subproblema 2 y los nuevos subproblemas son

mar 2x1 + 3o max HSxz + 314
s.a s.a
1 +6x, < di=4 drg+2x4 < dy =16
2x1 +x2 < 8 x3+mxy < 6
Br1 + 6x9 < 20 203 +3x4 < 15
T1, X2 > 0 T3, X4 > 0

cuyas soluciones y precios sombra asociado al recurso comun son:

9 7
331:4, JZ'Q:O, 1"3:E7 334:5
5
u(dy =10) = 4 I, = [10, 18].

Con ello regresamos al paso 2.

Paso 2: Calculamos s y t de acuerdo a la Definicién

2=s=argmin{u” (dy =4) =2,u” (dy = 16) = Z
2 =t=argmaz{ut(d; =4) = %,qu(dg =16) = 2 .
Asi,
U, = g, uj‘ = Z

Paso 4: Como u; = u;, entonces el algoritmo termina y la solucién éptima es
9 7
¥ =(4,0,-,-).
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Ejemplo 3.2. Consideremos el siguiente problema que contiene tres bloques y una restriccion
de acople
max 95x1+3x2 + Ddry+3rs + x5+ Txg
s.a
1 +6x9 + dax3+2x4 + x5+3x5 <30

271 + 2 <8
511 + 62 <20
T3 + x4 <6

2x3 4+ 314 <15

o5zs + 6z < 30
Ts + 3(E6 < 16

xX; > 0.

La solucién optima de este problema es

x]=4,25=0
19
y Ly = —

4

xf =0,z5 = 5.

Paso 1: Asignamos a cada subproblema 10 unidades del recurso comun, es decir, d; = dy =

d3 = 10. Los subproblemas son:

maxr HSx1 + 3o max 5Sx3 + 3xy
s.a s.a
1 +6z9 < dy =10 4z +2x4 < doy =10
201 +x9 < 8 T3 + T4 < 6
Sr1 4+ 6z < 20 203 +3x4 < 15
T1, X2 > 0 T3, Ty > 0

mar x5+ 3x¢

s.a
x5 +3xs < d3=10

55 + 6 < 30

r5+ 3 < 16

T5,Te > 0

cuyas soluciones y precios sombra asociados al recurso comtin son:

I :4,.%2:0,

T3 :0,I4=5
10

Ts :0,$6: ?
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u(d; =10) =0 I, = [4,00)

u(dy = 10) = 2 I = [10,18]
7

’U,(dd = 10) = g Ig = [07 15]

Paso 2: Calculamos s y t de acuerdo a la Definicion (3.2

1=s=argmin{u” (dy =10) =0,u" (d = 10) = g,u*(dg =10) = g}
5 7
3=t =argmaz{u’(d; = 10) = 0,u (dy = 10) = Z,u+(d3 =10) = g}
Asi,
7
=0, uf=-
Uy , Uy 3
Paso 3: Como u; < u;, entonces se transfiere
5=6=min{10 — 4,15 — 10}
del subproblema 1 al subproblema 3 y los nuevos subproblemas son
max 5x1 + 3x2 max 5x3 + 3xy
s.a s.a
z1+6x9 < d1 =5 drs +2x4 < doy =10
21+ 22 < 8 rs+axy < 6
51’1 + 6!E2 S 20 2(E3 + 3.’E4 S 15
Z1, T2 > 0 x3, %4 > 0
maxr x5+ 3Tg
s.a
Ts + 31‘6 S d3 =15
5%5 + 61’6 < 30
T5+3rg < 16
Ts5, X > 0
cuyas soluciones y precios sombra asociados al recurso comin son:
Tl = 4, To = O,
Ir3 — 0, Ty — 5
z5 = 0,25 = 5.
u(dy =5)=0 I, = [4,00)
5
u(dy = 10) = 1 I, = [10,18]
7
u(d3 = 15) = g 13 = [15,00)
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y regresamos nuevamente al paso 2.

Paso 2: Calculando nuevamente s y ¢ de acuerdo a la Definicién [3.2] tenemos

3 7
1=s=argmin{u (d =5) =0,u"(dy = 10) = i,u_(dg =15) = §}
2 =t=argmar{ut(d; =5) =0,ut(dy = 10) = Z,zﬁ(dg =15) = 0}.

Asi,

Paso 3: Como u; < u, entonces se transfiere
1 =6 =min{5— 4,18 — 10}

del subproblema 1 al subproblema 2 y al reformular los subproblemas se tiene

maxr 5xq1 + 32 maxr S5xz + 314
s.a s.a
1+ 6582 S dl =4 41}3 + 2584 S dg =11
2r1 + 12 < 8 r34+24 < 6
51 + 62 < 20 23 +3x4 < 15
T1, %2 > 0 T3, %4 > 0
maxr x5+ 3Tg
s.a
Ts + 31‘6 < d3 =15
5%5 + 6$6 § 30
T5+ 3rg < 16
Ts5,T6 > 0
que al resolverlos obtenemos que sus soluciones son
Tr1 = 4, To = O7
3 19
T3 = —,T4 = —
3= 9=
Iy = O, Teg — 5
y los precios sombra asociados al recurso comin son
u(dy =4) =5 I =[0,4]
)
u(dy =11) = 1 I, = [10,18]

donde, al no cumplirse el criterio de paro, tenemos que regresar al paso 2.
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Paso 2: Calculando nuevamente s y ¢ de acuerdo a la Definicién tenemos

2=s=argmin{u”(dy =4) =5,u (de =11) = Z’U,_(dg =15) = g}
2 =t=argmar{ut(dy =4) =0,ut(dy = 11) = g,zﬁ(dg =15) =0}
Asi,
U, = Z, uj = Z

Paso 3: Como u; = u;", entonces el algoritmo converge y la solucién 6ptima es

319
*=(4,0,-,—,0,5].
x <a787477)

3.3. Problema bi - divisional

En esta seccién consideraremos un problema bi - divisional PL-2, el cual se representa mate-
maticamente de la forma siguiente, considerando el vector x; las variables de la primera divisiéon

y a2 las variables de la segunda:

max clTxl + cgmg

s.a
Ay + Ayxzy < d (3.1)

Bz <b

Bowy < by

z1,22 >0

donde A; € R™*™ Ay € R™*"2 By € R™*™ y By € R™2*"2, Las dimensiones de los vectores

se derivan de éstas.

El problema lineal bi - divisional PL-2 se puede interpretar como

max cfxy+ f(z1)
s.a (3.2)
Bizy <by

1’120

donde la funcién f(z1) € R y es la funcién objetivo de la divisién 2, como funcién de las

decisiones de la divisién 1, y tiene la siguiente expresion:

flx)) = mar clay
s.a
Aoxo <d— Az : w (3.3)
Boxo < by L
To >0
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siendo 7 y v las variables duales (o precios sombra) de las restricciones.

Al problema se le denominara como problema maestro divisional y al como subproblema
divisional. Supondremos que el subproblema divisional es factible para cualquier z; € S;. El
dual del problema [3.3] es

flx1) = min (d—Aiz)Tr+blv
2

s.a

3.4
Afn + BTy > cf (3.4)
m,v > 0.
Sea ¥ = {(m,v1),...,(my,v9)} el conjunto finito de vértices del poliedro convexo definido

por ATz + BTv > ¢I'. Observemos que al igual que el caso de Benders la regién factible del
problema dual no depende de z1. Dado que la solucién 6ptima del problema [3.4] ocurre en uno
de los elementos de ¥, el problema se puede resolver a través de la enumeracién de todos los

elementos de 3, es decir,
f(z1) =min {(d— Ajz))"'m+bJu} 1=1,...9. (3.5)
Si esta ecuacion se expresa como problema lineal se obtiene

f(x1) = max ¢
s.a

0 < (d — Alcvl)Tm + bng (36)

0 < (d — Alxl)T’iTﬁ + bgvﬁ

donde 6 € R y las restricciones, al igual que en la descomposicién de Benders, se denominan
cortes.

Entonces, el problema PL-2 puede expresarse como

maxr x4+
s.a
Bizi < b
§ < (d— Ay)"my + b3 vy (3.7)

§ < (d— Arx)Tmy + b3 vy
T Z 0

A esta forma de escribir al problema PL-2 se denominard problema maestro divisional completo,
ya que presenta las restricciones de la primera division més todos los cortes posibles derivados

de la segunda division.

Observacion 3.5. El problema maestro divisional completo estd acotado, ya que el conjunto

S1 es acotado y la variable § estdn restringida por los cortes.
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Resolver el problema maestro divisional completo para problemas con cientos de variables es
précticamente imposible, porque implica disponer de todos los cortes (lo que implicaria disponer
explicitamente de la funcién f(z1)). Al igual que en el algoritmo de Benders se introduce uno de
ellos en cada iteracién; de esta forma el problema maestro divisional relajado para la iteracién j

se define como:
maxr x4+

s.a
Bz < b (3.8)
§<(d—Ayz)Tm+blv 1=1,...,5
x1 > 0.

Como en el algoritmo de Benders los cortes aceptan la siguiente formulacion:

6 < W?(d — All‘l) + b2ij
0 < 7T;T(d — All‘]l + All'{ — Alxl) + szvj
0 S 7T;T(d — Alle) + bgﬂj + 7TJTA1(.’E]1 — .’El)

donde ¢/ = 7T;‘-F(d - Alx{) + bguj y le son los valores de la funcién objetivo del subproblema
divisional y las variables de la primera divisién en la iteracion j, respectivamente. Luego, el
problema maestro divisional relajado y el subproblema divisional tienen la siguiente expresion:

Problema maestro divisional relajado

max cfxy+0

s.a
Bixi < b (3.9)
5§gj+7rlTA1(:c{ —xy) l=1,...,j
1 >0
Subproblema divisional
¢ = mazx L,
s.a
Agrg < d— Ayl o« (3.10)
Boxo < by W
To > 0.

3.3.1. Cortes de infactibilidad para el problema bi - divisional

Dado que en la practica no se cumple que para todo 1 € Sy el subproblema bi - divisional es
factible, es necesario hacer una modificacion en el problema maestro divisional para que elimine
las propuestas que hacen infactible al subproblema bi - divisional. Esto se logra, como se vib en
el Capitulo 2, al anadir al problema maestro cortes de infactibilidad. La construcciéon de estos

cortes se describird a continiacién.
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Recordemos que el lema de Farkas nos dice que existe z > 0, tal que Az = b si y sélo si
pT A > 0 implica p7b > 0. Luego, al escribir el problema en su forma estandar matricial

Ay 1T 0 zQ _[d— Az
B, o I||\ ']~ by

ha

este es factible si y sélo si

(Tl' 11) gz é ?}ZO#(W 11) (d_bzlm)zo

Si se expresa como problema lineal se obtiene

min 7 (d— Ayz1) +v7by

s.a
A7+ BTv >0 (3.11)
>0
v > 0.

Si la funcién objetivo del problema [3.1] alcanza un valor estrictamente negativo, entonces se

genera un corte de infactibilidad que excluye los valores de x; que verifican
WT(d — Alxl) + 'UTbQ < 0

Sin embargo, el problema [3.11] puede ser no acotado; luego, se introduce una cota superior para
las variables, con lo que se obtiene

min w1 (d — Ajzy) +v7by

s.a
AYn+BIv>0 DT
- > -1 o (3.12)
—v>—1 Dqs
m>0
v > 0.

El dual del problema que se denominara de suma de infactibilidades, es:

mar —(kTq + kT q)

s.a
Asxo —qn <d—Ayzqy : (3.13)
Bozy — g2 < by oW
x2,4q1,42 Z 0

donde k es un vector de unos de dimensién apropiada.

Observemos que — (k7 q; + kT q2) < 0, luego el subproblema bi - divisional es factible para un
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valor de z; si en el 6ptimo — (k% q; + KT q2) = 0. En este caso se genera un corte de optimalidad
y si —(kTq1 + kTq2) < 0, entonces se genera un corte de infactibilidad.
El problema maestro relajado bi - divisional considerando ambos cortes, de optimalidad e infac-

tibilidad, se define como:

maxr x4+

s.a
Bixi < b (3.14)
715§gj+7rlTA1(x71-fx1) l=1,...,j
1 >0

siendo 7! = 1 para los cortes de optimalidad y 7 = 0 para los de infactibilidad.

3.3.2. Algoritmo

El siguiente algoritmo opera de la misma manera que lo hace el algoritmo de Benders, pero

para problemas bi - divisionales.
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Algoritmo 2 Para encontrar la solucién 6ptima de un problema bi - divisional

Entrada: Un problema bi - divisional

Salida: La solucién 6ptima del problema bi - divisional

1. Inicializacién. j = 0, 6 = oo, ¢ = 1074

2. Resolucién del problema maestro divisional.

maxr x40

s.a
Bz < by
Vléggj—&—wlTAl(x{—xl) l=1,...,j
X Z 0

Obtener la soluciéon (zjl, 7). Mientras no se haya generado ningtin corte de optimalidad o

infactibilidad, se hace § igual cero.

3. Resolucién del subproblema divisional de suma de infactibilidades.

¢ = maz (g + KT gn)
s.a
Asxo —qn <d— Az, : w
Bowy —q2 < bo Dow
Z2,q1,92 > 0

Si ¢ < 0, obtener 7;, formar un corte de infactibilidad y si g/ = 0, ir al paso 4.

4. Resolucién del subproblema divisional.

¢ = max L,
s.a
Asze < d — Alx{ Lo
Boxo < by v
xo >0

Obtener 3 y actualizar ¢l 2.

5. Criterio de paro. Si §/ — céxé < € el algoritmo termina. En otro caso, obtener m; y g7,

formar un corte de optimalidad e ir al paso 2.

55



En cada iteracién se modifica la region factible del problema bi - divisional relajado (aumenta
en uno el niimero de restricciones) y el valor éptimo del subproblema bi - divisional. El tamafio
del problema lineal PL-2 era (m + mj + ma2) X (n1 + ng). El tamaiio del problema maestro bi -
divisional relajado es (m1 + j) x (n; + 1) y el del subproblema bi - divisional es (m + mg) X na.

3.3.3. Convergencia

En esta seccion se demostrard que el algoritmo anterior alcanza el 6ptimo en un nimero

finito de pasos.

Lema 2. Si (Z1,Z2) es factible en el problema PL-2 y (x7,0*) es dptima en el problema

maestro bi - divisional completo,
clay+clay <clat + 6%
DEMOSTRACION.
Sea (Z1,Z2) una solucién factible del problema PL-2, entonces Zo es una solucién facti-
ble del subproblema divisional al poner #; en lugar de x1. Por el Teorema [2| de dualidad
Cgi'g < min {(d - Alicl)Tm + bgvl l=1,.. .,19} .
De esta desigualdad se tiene
i@y +cyis <ci@ +min{(d— A13) ' m+bju:l=1,...,9}.
Dado que (x7,0*) es solucién éptima
i # +min{(d—A13)"m +blv l=1,...,9} < cfaf + 0"

de las dos ultimas desigualdades se sigue el lema. O

Lema 3. Si le =z con j < h, entonces 6" = clzh.

DEMOSTRACION.

Supongamos que

& —e>clal y " —e>clah.

En la iteracion j el corte que se introduce es
§< g’ +7TjTA1(x{ — 1)
§<clal + W;TFAl(m]i — 1)
6 <clal + w1 Ar(a] — x1)
pero la solucién (z7,6") debe satisfacer la tltima desigualdad, es decir,

he T h_ T ik T h
0" <cpay i A — o)) = ¢y ay.
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Asi, tenemos que
h—e>clalh oy oM <clab

lo cual es una contradiccion. Luego, el lema se verifica. O
El siguiente lema garantiza que en cada iteracion la base éptima del subproblema es diferente:
Lema 4. Sij#h y " —e > Izl entonces (mj,v;) # (mh,vp).

DEMOSTRACION.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que j < h. Supongamos que (7;,v;) = (7p, Vp),
entonces el corte que se introduce al problema maestro divisional relajado en la iteracién j es
igual al corte que se introduce en la iteracién h. Luego, el problema maestro divisional relajado
en la iteraciéon h + 1 reportard la misma informacién que en la iteracién h. Por el Lema [3]

c¥'al = 6" | pero por hipétesis 6" — e > eIz, Entonces, (7,v;) # (74, vn). O

Observaciéon 3.6. Como la cardinalidad del conjunto ¥ es finita y por el Lema[] la base
del subproblema bi - divisional en cada iteracién es diferente; entonces 6 = clxl para algin

j < o0.
Esto asegura que el criterio de paro se alcanza en un ntmero finito de pasos.

Teorema 9. Si en la iteracion j, 6 = cixl, entonces (x],23) es una solucién optima del

problema PL-2.
DEMOSTRACION.
Sea (&1,&2) una solucién factible del problema PL-2 y (z7,d*) una solucién 6ptima del
problema maestro bi - divisional completo. Por el Lema [2y porque la regién factible del proble-

ma relajado en la iteracién j contiene a la region factible del problema maestro bi - divisional

completo, se tiene
T~ T~ T T j j T.J . T.J
a1t ceis<czi+0* <cal+& <cal+eyad,
lo cual prueba el teorema. O

Ejemplo 3.3. Consideremos el siguiente problema bi - divisional con dos restricciones aco-

pladas
max 2x 4y
r <4
y <6
z+y <5
2z + 3y <12
z,y >0

cuya solucion es (z,y) = (4,1).

57



Iniciamos con una solucién inicial (x,y) = (0, 4), « variable de la primera divisién e y variable

de la segunda division.

Paso 4: El primer subproblema es

1 _

g = maxr Yy
y<5—-0=5
3y <12 —2(0) =12
y<6
y=>0,

que al resolverlo da lugar a y' =4, g' =4, uy = (0,—3)" y v = 0.
Paso 2: El problema maestro es

maxr 2x+0
r <4

2
x>0,

cuya solicién 6ptima es 2% = 4, 62 = 22.

Paso 4: Formulando de nuevo el subproblema para x = 4, resulta

g*(x) = maz y
y<1
3y <4

y<6
y >0,

que al resolverlo da lugar a 42 =1, g> = 1, us = (—=1,0)7 y vy = 0.
Paso 2: Formulando nuevamente el problema maestro para g = 1y up = (—1,0)7

mazr 2x+46
r <4
5—§x§4
60—z <5
x>0,

que al resolverlo se obtiene la solucién éptima x2 = 4, 6§ = 1. Una vez formulado y resuelto
de nuevo el subproblema se obtiene g2 = c1y® = (1)(1) = 1 = §° y, por lo tanto, converge el

algoritmo. Hemos encontrado el éptimo del problema original.
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Ejemplo 3.4. Consideremos el siguiente problema divisional con dos restricciones de acople

max 9x1 + bxo + 6x3
s.a
Tx1 + 3zo+4x3 <30
Ty + x4 2x3 <10
3z <12
6xs + 13z3 <60
3xg +8x3 <25

z1,r2,73 20

cuya solucion dptima es (x1,x2,23) = (0.72,8.32,0).

(3.15)

Iniciamos con una solucién inicial (z1, z2,z3) = (0,2, 1), x1 variable de la primera division

y X9, x3 variables de la segunda division.

Paso 4: El primer subproblema es

g' = max 5o+ 623

s.a
3o + 4xz < 60
To + 223 < 10
629 + 13x3 < 60
3xg + 8z < 25
x2,x3 > 0,

que al resolverlo da lugar a xd = %,xé =0, g' =41.6, u; = (0,0)” y v; = (0,3

Paso 2: El problema maestro es

max 9x1+ 90
s.a
3r1 <15
0 < 41.6
z; >0,

cuya solucién éptima es #2 = 4 y §2 = 41.6.

Paso 4: Formulando de nuevo el subproblema para x = 4

¢> = max bxo+ 623

s.a
3o + 4xz < 2
To + 223 <6
62 + 13z3 < 60
3xs + 8x3 < 25
x2,x3 > 0,
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que al resolverlo da lugar a x3 = %,x% =0,¢%= 13—0, Uy = (%,O)T y v = (0,0)7.

Paso 2: Formulando de nuevo el problema maestro para g2 = ? yup = (2,007

maxr 9z, + 0
s.a
3r; <15
6 <41.6
%zl 4+ <50
1 >0,

(3.19)

cuya solucién éptima es x5 = 0.72 y §% = 41.6.
Paso 4: Formulando nuevamente el subproblema para x; = 0.72

g3 = maz bHxo+ 613

s.a
3o + dxs < 24.96
To + 223 < 9.28 (3.20)
6x9 + 13z3 < 60
3xg + 8x3 < 25

T2,T3 Z 0,

con solucién 6ptima x3 = 8.32, 2% = 0 y valor 6ptimo es g3 = 41.6.
Dado que 6% — g3 = 41.6 — 41.6 = 0, el algoritmo converge, y por lo tanto, hemos encontrado el

o6ptimo del problema original.

60



61



Capitulo 4

Conclusiones

Al modelar problemas de la ciencia econémica e ingenieria, aparecen frecuentemente pro-
blemas de programacién lineal cuya matriz de coeficientes de restricciones tiene una estructura
especial, por lo que los algoritmos que resuelven estos problemas por medio de la interacciéon de

una secuencia de problemas mas sencillos merecen ser estudiados.

A continuacién presentamos los resultados mas relevantes que hemos obtenidos en esta in-
vestigacién, al aplicar la transferencia del recurso comin entre los subproblemas para la opti-
mizaciéon de un problema con estructura de bloques y una restriccién de acople y al adaptar el

algoritmo de Benders a problemas bi - divisional.

= Se disenié un algoritmo que trabaja con el recurso comun y las variables duales (precios
sombra) de los subproblemas para encontrar el 6ptimo del problema cero, via transferencias
del subproblema con menor valor de su variable dual al subproblema con mayor valor en

su variable dual.
= Se adaptdé el algoritmo de Benders para solucionar un problema bi - divisional.

= Se demostrd que los algoritmos que se disefiaron convergen a la solucién 6ptima en niimero

finito de iteraciones.
De las conclusiones anteriores pueden tenerse las siguientes lineas de investigacién para el futuro:

1. Disenar un algoritmo para resolver un problema multi- divisional via transferencia de los

recursos disponibles entre los subproblemas.

2. Adaptar el algoritmo de Benders generalizado para resolver un problema multi- divisional.
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