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Introducción

La modelación es una de las áreas más atractivas de las ciencias aplicadas. De hecho, los
investigadores necesitan construir modelos para resolver problemas de la vida real. El objetivo
de un modelo consiste en reproducir la realidad de la forma más sencilla posible tratando de
entender cómo se comporta el mundo real y obteniendo las respuestas que pueden esperarse de
determinadas acciones. Los modelos de programación lineal tratan de maximizar o minimizar
una función objetivo lineal sujeta a restricciones lineales del tipo ” ≤ ”, ” ≥ ” y ” = ”. Por
ejemplo, considere la siguiente situación: la línea de producción de un taller de esculturas de
piedras tiene tres artículos: figuras, figuritas y estatuas. Estos artículos necesitan ciertas horas de
cortado y cincelado; además la capacidad del taller está limitada en cada una de las actividades.
Estos datos se muestran en la siguiente tabla, así como el beneficio (en pesos) que proporciona
al taller cada escultura:

Tipo de producto
Operación Figuras Figuritas Estatuas Capacidad
Cortado 30 5 60 300
Cincelado 20 8 30 180
Beneficio 280 40 510

El taller desea un plan para seleccionar la combinación de esculturas para la siguiente tem-
porada de ventas. El dueño del taller supone que puede vender un número ilimitado de sus
esculturas.
Este problema se puede plantear de la siguiente manera:

max 280x1 + 40x2 + 510x3

s.a
30x1 + 5x2 + 60x3 ≤ 300
20x1 + 8x2 + 30x3 ≤ 180
x1, x2, x3 ∈ Z+.

En los modelos de programación lineal con frecuencia aparecen problemas de gran tamaño
con una estructura especial, es decir, problemas que tienen un patrón en la matriz de coeficientes
de las restricciones. Los patrones más importantes están representados en la Figura 1:
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(a) Sistemas
Independientes.

(b) Bloque
angular Primal.

(c) Bloque
angular Dual.

(d) Angular
bordeadas.

(e) Bloque
triangular.

(f) Escalera.

Figura 1: Algunos patrones en los problemas de programación lineal.

Como una extensión de la programación lineal para problemas con estructuras especiales en
la matriz de coeficientes de las restricciones aparecieron las técnicas de descomposición [Benders,
Dantzig: 60, Dantzig: 63] también denominadas de optimización matématica a gran escala. Las
técnicas de descomposición resuelven problemas de gran tamaño con una estructura especial,
que desde un punto de vista teórico y computacional, se aprovechan de la solución iterativa
de otros problemas de menor tamaño que se derivan del problema original. Las técnicas de
descomposición se aplican a un problema cuya estructura específica permite identificar partes
del mismo que son fácilmente resolubles de modo individual. Éstas constituyen una forma flexible
y elegante de resolver problemas de programación lineal.

En el presente trabajo se estudiará un problema de programación lineal con un conjunto de
subsistemas interrelacionados llamado problema multi- divisional. La estructura de la matriz de
coeficientes de las restricciones se muestra en la Figura 2:

Figura 2: Patrón de un problema de programación lineal multi- divisional
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El primero de los trabajos dentro de la optimización a gran escala donde resuelve este tipo
de problema de programación lineal se debe a George B. Dantzig en 1960 y a partir de entonces,
se han desarrollado algoritmos que permiten resolver de forma descentralizada los problemas
multi- divisionales y otros tipos de problemas con estructura especial. En este trabajo estudia-
mos formas alternativas de resolver estos tipos de problemas, y con ello, estamos realizando la
propuesta de dos métodos de solución para casos específicos del problema. Nuestros métodos
están fuertemente basados en teoría de dualidad, ampliamente utilizada en programación lineal,
y proporcionan un enfoque diferente en el tratamiento de estos problemas. La presente tesis se
divide en tres capítulos, de los que a continuación se presenta un breve resumen:

El primer capítulo contiene los conceptos más importantes de la programación lineal que
serán útiles en este trabajo. Aquí se abordan los conceptos de base, variables básicas y
soluciones básicas. La Sección 1.3 está dedicada a la teoría de dualidad donde se estudia
el problema dual (problema de programación lineal de mínimo asociado a un problema
de programación lineal de máximo), los teoremas que relacionan al problema primal (pro-
blema de programación lineal de máximo) con su dual y la interpretación de las variables
duales; esta última jugará un papel importante en el presente trabajo.

El segundo capítulo se tratan dos algoritmos de descomposición, uno para problemas multi-
divisional, debido a Dantzig y el otro se aplica a problemas bietapa, el cual fue propuesto
por Benders en 1962. El algoritmo de Dantzig descompone un problema multi- divisio-
nal en un problema maestro y varios subproblemas. El maestro envía a los subproblemas
variables duales (precios sombra) y los subproblemas maximizan sus funciones objetivos
parametrizadas por estas variables duales. Las soluciones de los subproblemas son la nue-
va propuesta que se hace al problema maestro. Éste utiliza todas las propuestas hechas
hasta el momento para conseguir una nueva solución óptima, de la que obtiene los valores
(variables duales) de las restricciones.

Por otro lado, el algoritmo de Benders descompone un problema bietapa en un problema
maestro y un subproblema. El problema maestro envía las variables de la primera etapa
y el subproblema maximiza su función objetivo como función de las decisiones de la pri-
mera etapa. Las variables duales (precios sombra) del subproblema se envían al problema
maestro para generar un corte que elimine la propuesta anterior, y así, dar un nuevo valor
de la variable de la primera etapa.

El tercer capítulo contiene los resultados originales que obtuvimos en la presente tesis.
Primeramente presentamos un algoritmo para resolver problemas de programación lineal
con una estructura de bloques y una restricción de acople, también llamada restricción
del recurso común, y después presentamos otro para resolver un problema bi- divisional.
Nuestro propósito es encontrar la solución óptima del problema original a través de las
soluciones de los subproblemas derivados de éste. El primer algoritmo inicia distribuyendo
el recurso común entre los subproblemas y resolviendo éstos para encontrar la utilidad
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que obtiene un subproblema por una unidad adicional del recurso común (precio sombra).
Luego, transfiere un monto del problema con menor precio sombra al problema con mayor
precio sombra, lo cual causa un incremento en la función objetivo del problema original.

El segundo algoritmo inicia resolviendo el problema maestro bi- divisional relajado. La
solución del problema maestro bi- divisional relajado se pasa al subproblema; éste es
resuelto y envía al problema maestro bi- divisional relajado el valor de su función objetivo
y el vector de precios sombra asociado al recurso no utilizado por la división 1, con lo cual
se añade un corte al problema maestro, y se continúa de esta manera hasta que se verifica
el criterio de paro.

En la Sección 1.2 demostramos que cuando ya no es posible mejorar vía transferencia
del recurso común entre los subproblemas, el óptimo de un problema con estructura de
bloques y una restricción de acople se ha alcanzado y que cuando se satisface el criterio
de paro del segundo algoritmo, el óptimo del problema bi- divisional se ha logrado.

El objetivo general de la presente tesis es colaborar al desarrollo de la programación lineal a gran
escala, en concreto, a la solución de problemas lineales con estructura de bloques y restricciones
acopladas. Los objetivos específicos son:

Estudiar el algoritmo de descomposición de Dantzig y el algoritmo de Benders, con el fin
de proporcionar nuevos algoritmos para resolver problemas con estructura de bloques y
restricciones acopladas.

Diseñar un algoritmo para resolver un problema con estructura de bloques y una restricción
de acople vía transferencia.

Adaptar el algoritmo de Benders para solucionar un problema bi- divisional.
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Capítulo 1

Preliminares y definiciones

La programación lineal es una rama de la programación matemática que trata exclusivamente
con funciones objetivos y restricciones lineales. Esta rama de la programación matemática se
utiliza en campos como la ingeniería, la economía, la gestión y muchas otras áreas de la ciencia
para modelar procesos de toma de decisiones. Cuando se trata de resolver un problema de este
tipo, la primera etapa consiste en identificar las variables del problema concreto. Normalmente
las variables son de carácter cuantitativo y se buscan los valores que optimizan el objetivo. La
segunda etapa consiste en determinar el conjunto de decisiones admisibles; esto conduce a un
conjunto de restricciones que se determinan teniendo presente los datos del problema en cuestión.
En la tercera etapa, se calcula el costo/beneficio asociado a cada decisión admisible; esto supone
determinar una función objetivo que asigna, a cada conjunto posible de valores para las variables
que determinan una decisión, un valor de costo/beneficio. El conjunto de todos estos elementos
define un problema de programación lineal.

En este capítulo se introduce la programación lineal por medio de un ejemplo, a través
del cual se abordan conceptos básicos de la programación lineal. Hacemos especial énfasis en la
teoría de dualidad, por las relaciones que existen entre el problema primal y el problema dual. La
importancia de tratar estos temas radica en preparar el campo para estudiar la descomposición
en programación lineal por ser una técnica para resolver problemas de gran tamaño y el objeto
de esta tesis.

1.1. Planteamiento del problema
Supóngase la siguiente situación: Una empresa internacional produce y vende dos tipos de

productos: A y B. En la elaboración de ambos tipos de productos hay que destacar dos procesos,
el de ensamblado final y el de empaquetado, procesos p1 y p2. Esta empresa dispone mensual-
mente de 2000 horas dedicadas al proceso de ensamblado y 1000 horas dedicadas al proceso de
empaquetado, además se sabe que los tiempos requeridos para realizar dichas operaciones para
cada uno de los tipos de productos son los que se muestran en la siguiente tabla:
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1.1. Planteamiento del problema

Horas
mensuales
disponibles

Horas requeridas
Procesos A B

P1 6 4 2000
P2 2 4 1000

El beneficio neto obtenido tras la venta del producto A es 400 u.m. y tras la venta de una
unidad del producto B es de 600 u.m. Si definimos las variables x1 y x2 como el número de
productos de tipo A y B respectivamente, el problema se puede plantear de la siguiente manera:

max z = 400x1 + 600x2

s.a.
(1.1)

6x1 + 4x2 ≤ 2000

2x1 + 4x2 ≤ 1000

x1, x2 ≥ 0.

El problema también puede escribirse como

max z = cTx

s.a.
(1.2)

Ax ≤ b

x ≥ 0.

Definición 1.1. A un punto x ∈ Rn que satisface las restricciones del problema 1.2 se deno-
mina solución factible y a la función cTx función objetivo. El conjunto de todas esas soluciones
es la región de factibilidad.

Definición 1.2. Un punto factible x∗ tal que cTx ≤ cTx∗, para cualquier otro punto factible
x, se denomina una solución óptima.

El objetivo de un problema de programación lineal es encontrar la solución factible que
maximice la función objetivo.

Si por cada restricción i se agrega una variable hi = bi−
∑
aijxj que mida la diferencia entre

el lado izquierdo y derecho de la desigualdad (a estas variables se les conoce como de holgura),
entonces el problema se escribe:

max z = 400x1 + 600x2

s.a.

6x1 + 4x2 + h1 = 2000

2x1 + 4x2 + h2 = 1000

x1, x2 ≥ 0

15



1.2. Soluciones básicas

en forma matricial
max z = cTx

s.a.

Ax+ h = b

x ≥ 0.

o de la forma:
max z = cTx

s.a.
(1.3)

Ax = b

x ≥ 0

donde cT = (cT , 0), xT = (xT , hT ) y A = [A, I]. Cuando el problema se presenta en esta forma,
se dice que está en la forma estándar.

1.2. Soluciones básicas
Considérese un problema de programación lineal en forma estándar matricial 1.3, donde se

supondrá, sin pérdida de generalidad, que el rango de la matriz A de dimensión m × n es m
(recuérdese que m ≤ n), y que el sistema lineal Ax = b tiene solución. En cualquier otro caso,
el problema lineal es equivalente a otro con menos restricciones, o no tiene solución factible,
respectivamente.

Definición 1.3. A un subconjunto B ⊆ {1, . . . , n} tal que |B| = m, se le denomina base.

Definición 1.4. A una solución factible se le denomina solución básica factible si xj = 0
para toda j /∈ B.

Observación 1.1. Dada una base B se tienen los siguientes vectores:

1. xB = (xj)j∈B, que se denominan variables básicas y el resto se denominan variables no
básicas.

2. cB = (cj)j∈B.

3. AB = (Aj)j∈B, donde Aj denota la j- ésima columna de A. Esta matriz se conoce como
matriz básica.

El siguiente teorema muestra por qué las soluciones básicas factibles son importantes:

Teorema 1. Si un problema de programación lineal tiene una solución óptima, entonces
tiene al menos una solución básica óptima.

16



1.3. Dualidad

1.3. Dualidad
Esta sección trata la dualidad en programación lineal, su importancia y significado. La teoría

de la dualidad nos va a permitir, entre otras cosas, relacionar cada problema de programación
lineal con otro denominado problema dual y obtener relaciones sobre el tipo de soluciones de
ambos problemas. También nos va a proporcionar herramientas alternativas a las ya conocidas
para comprobar la optimalidad de soluciones, así como condiciones que puedan utilizarse para
el desarrollo de nuevos algoritmos de descomposición en programación lineal.

A continuación plantearemos una nueva situación en la que, de una forma natural, surge
el planteamiento del problema dual asociado al problema primal 1.1 planteado en la sección
anterior.

Nuestro propósito va a ser determinar los precios a los cuales esta empresa debería valorar sus
recursos (horas de trabajo de los dos procesos) de tal manera que pueda determinar el mínimo
valor total al cual estaría dispuesta a arrendar o vender los recursos.

Sean u1 y u2, la renta percibida por hora de los procesos p1 y p2 respectivamente. La
renta total obtenida será 2000u1 + 1000u2. Se desea como objetivo encontrar el mínimo valor
de 2000u1 + 1000u2 de modo que la empresa pueda, de manera inteligente, analizar algunas
propuestas de alquiler o compra de todos los recursos como un paquete total.

Se consideran las condiciones siguientes, los precios pagados por el alquiler serán no negativos,
es decir, u1, u2 ≥ 0. Además los precios u1 y u2 deben ser competitivos con las alternativas
disponibles, es decir, el beneficio que la empresa debe tener por la venta de los recursos necesarios
para elaborar uno de sus productos (A o B) al menos debe ser igual al beneficio que obtendría
al utilizar dichos recursos en la elaboración del producto A o B, es decir, para el producto A
tendremos 6u1 + 2u2 ≥ 400 y para el producto B queda 4u1 + 4u2 ≥ 600. Con esto la empresa
garantiza la obtención de precios con los que al menos iguala el beneficio obtenido al producir
élla misma los productos A y B. El problema planteado queda:

min Z = 2000u1 + 1000u2

s.a.

6u1 + 2u2 ≥ 400

4u1 + 4u2 ≥ 600

u1, u2 ≥ 0.

Este nuevo problema es el problema dual del problema planteado originalmente 1.1.

1.3.1. El problema dual

Como ya hemos comentado, asociado a un problema de programación lineal aparece otro
problema de programación lineal denominado problema dual (asociado al primero), en general
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1.3.2. Obtención del problema dual

nos referiremos al primero como problema primal y lo denotaremos mediante [P] y al segundo
como problema dual y lo denotaremos con [D].

Definición 1.5. Dado el problema de programación lineal

max z = cTx

s.a.
Ax ≤ b
x ≥ 0

(P)

su problema dual es
min G = bTu

s.a.
ATu ≥ b
u ≥ 0

(D)

donde u = (u1, . . . , um) se denominan variables duales o precios sombra.

Obsérvese que los mismos elementos (la matriz A, y los vectores b y c) configuran ambos
problemas. El problema primal no se ha escrito en forma estándar, sino en una forma que nos
permita apreciar la simetría entre ambos problemas, y mostrar así que el dual del dual es el
primal. Además cada restricción del problema primal tiene asociada una variable del problema
dual; los coeficientes de la función objetivo del problema primal son los términos independientes
de las restricciones del problema dual y viceversa; y la matriz de restricciones del problema dual
es la transpuesta de la matriz de restricciones del problema primal; y por último el problema
primal es de maximización y el dual de minimización.

1.3.2. Obtención del problema dual

Un problema de programación lineal de la forma (P) tiene asociado un problema dual que
puede formularse según las reglas siguientes:

Regla 1: Una restricción de igualdad en el primal (dual) hace que la correspondiente variable
dual (primal) no esté restringida en signo.

Regla 2: Una restricción de desigualdad ≤ (≥) en el primal (dual) da lugar a una variable
dual (primal) no negativa.

Regla 3: Una restricción de desigualdad ≥ (≤) en el primal (dual) da lugar a una variable
dual (primal) no positiva.

Regla 4: Una variable no negativa primal (dual) da lugar a una restricción de desigualdad
≥ (≤) en el problema dual (primal).

Regla 5: Una variable no positiva primal (dual) da lugar a una restricción de desigualdad
≤ (≥) en el problema dual (primal).

18



1.3.3. Teoremas relativos a problemas primales y sus duales asociados

Regla 6: Una variable no restringida en signo del problema primal (dual) da lugar a una
restricción de igualdad en el dual (primal).

Ejemplo 1.1. Considérese el problema de la sección 1.1:

max z = 400x1 + 600x2

s.a.

6x1 + 4x2 ≤ 2000

2x1 + 4x2 ≤ 1000

x1, x2 ≥ 0.

Como se sabe, el dual de este problema es

min z = 2000u1 + 1000u2

s.a.

6u1 + 2u2 ≥ 400

4u1 + 4u2 ≥ 600

u1, u2 ≥ 0.

Para obtenerlo se aplican las reglas anteriores de la siguiente forma:

Regla 2: Puesto que las restricciones del problema primal son de desigualdad ≤, las variables
duales u1 y u2 son no negativas .

Regla 3: Puesto que las variables primales son no negativas, las dos restricciones duales son
de desigualdad de la forma ≥.

1.3.3. Teoremas relativos a problemas primales y sus duales asociados

Mientras no se indique lo contrario vamos a trabajar con los siguientes problemas primal y
dual.

max z = cTx

(P ) s.a.
Ax ≤ b
x ≥ 0

min G = bTu

(D) s.a.
ATu ≥ cT

u ≥ 0.

La importancia del problema dual se establece en los siguientes teoremas.

Teorema 2. Si x̄ y ū son soluciones factibles de un par de problemas primal y dual (P) y
(D), respectivamente, entonces se verifica

z(x̄) = cT x̄ ≤ bT ū = G(ū).
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1.3.3. Teoremas relativos a problemas primales y sus duales asociados

Es decir, para cualquier par de soluciones factibles de un problema primal y su dual el valor de
la función objetivo del problema de máximo es menor o igual que el valor de la función objetivo
del problema de mínimo.

Teorema 3. Si existen soluciones factibles para los problemas primal y dual (P) y (D) tales
que los valores correspondientes de las funciones objetivo coinciden, entonces dichas soluciones
factibles son óptimas para sus respectivos problemas.

Teorema 4. Sea x∗ una solución básica óptima de (P) y sea AB la matriz asociada a su
base B, entonces π = cBA−1

B es una solución óptima del problema dual (D).

Observación 1.2. De la formula π = cBA−1
B se deduce que el valor de las variables duales

o precios sombra sólo de penden de la base óptima B.

Teorema 5. Dados x̄ y ū soluciones factibles de los problemas (P) y (D), respectivamente,
entonces x̄ y ū son soluciones óptimas para sus problemas respectivos si y sólo si se verifica

x̄j v̄j = 0 ∀j = 1, . . . , n

ūih̄i = 0 ∀i = 1, . . . ,m

donde h̄ son las holguras de las restricciones del problema primal y v̄ las holguras correspon-
dientes al problema dual.

A partir de la observación 1.1 y los teoremas 4 y 5, se sigue que un problema de programación
lineal queda resuelto si se cuenta con una base óptima B, ya que por medio de A−1

B se pueden
determinar los tres elementos principales de la solución del problema:

variables de decisión: xB = A−1
B b

valor de la función objetivo: z = cTBxB

variables duales: yT = cTBA
−1
B .

Supongamos que se han resuelto los problemas (P) y (D). Si al modificar el lado derecho de
(P) la base óptima sigue siendo la misma, su solución se puede calcular mediante las relaciones
anteriores. Esto crea la necesidad de determinar la región donde se preserva la base. Se dirá
que no hay cambio de base (NCB), si los dos problemas (el original y el modificado) admiten
la misma base óptima. Uno de los cambios más comunes es: b̂ = b + θd y es el único que se
considera en esta tesis.

Teorema 6. NCB para b̂ = b+ λd ⇔ λA−1
B d ≥ −xB.

Obsérvese que el máximo valor que puede tomar λ cuando d = ei, se puede interpretar como
la cantidad máxima que pueden aumentarse los recursos de la restricción i sin que haya cambio
de base. Esta idea será ampliamente utilizada en el siguiente capítulo.
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1.3.4. Interpretación de las variables duales

1.3.4. Interpretación de las variables duales

En esta sección se establecen las ideas principales que se desarrollarán en esta tesis, por
tal motivo le daremos un tratamiento diferente al que tradicionalmente se le da. Durante esta
sección el problema de referencia será:

max z = cTx

(P ) s.a.
Ax ≤ b
x ≥ 0

Teorema 7. Si el problema (P) es resuelto dos veces con lados derechos b y b̂ = b + ei

obteniéndose como soluciones a z∗1 y z∗2 respectivamente, con la misma base óptima, entonces
z∗2 = z∗1 + ui.

Demostración. Sea AB la matriz básica asociada a la base B, entonces

z∗2 = cTBA−1
B (b+ ei) = uT b+ uT ei = z∗1 + ui. (1.4)

lo cual prueba el teorema.

De la expresión 1.4 se desprende que el valor óptimo de la variable dual u∗i asociada a la
restricción i del problema primal representa la cantidad en la que se modifica el valor de la
función objetivo de (P) por cada unidad del recurso i (siempre que la modificación conserve la
base óptima). Teniendo en cuenta esto, si nos situamos, por ejemplo, en un problema primal de
maximización con restricciones de tipo ≤, lo resolvemos y calculamos la solución del problema
dual, entonces los valores óptimos de las variables duales (que son ≥ 0) representan la variación
unitaria de la función objetivo del primal por cada unidad adicional del recurso correspondiente
que pudiéramos conseguir. Esto nos permite también interpretar estos valores como la mayor
cantidad que estaríamos dispuestos a pagar por una unidad adicional de recurso.

El siguiente ejemplo pone de manifiesto las ideas anteriores.

Ejemplo 1.2. Supongamos que hemos resuelto el problema

max z = 400x1 + 600x2

s.a.

6x1 + 4x2 ≤ 2000

2x1 + 4x2 ≤ 1000

x1, x2 ≥ 0.

obteniendo un valor de la función objetivo de 175000 y con π = cBA−1
B = (25, 125)

21



1.3.4. Interpretación de las variables duales

El valor de 25 nos dice que si aumentamos o disminuimos el lado derecho de la primera
restricción en una unidad, la función objetivo aumenta o disminuye en 25 unidades (siempre que
se mantenga la base óptima). Así, si 2000 se disminuye hasta 1400 y resolvemos el problema
con b̂1 = 1400 el valor de la función objetivo es de 160000, es decir, se disminuyó en el valor
de la variable dual primera 25 por el número de unidades disminuidas 600, tal como habíamos
previsto.

Para finalizar esta sección, recordamos que cuando usamos LINDO o cualquier software de
similares características para resolver un problema de programación lineal, no sólo obtenemos
la solución del mismo (en caso de que exista), sino también los precios sombra o valores de las
variables duales.
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Capítulo 2

Descomposición en programación
lineal

El tamaño de un problema de programación lineal puede ser muy grande: podemos encontrar
problemas de interes práctico con varios cientos de miles de ecuaciones o variables. Existen
técnicas de descomposición que permiten que estos tipos de problemas puedan resolverse de
forma descentralizada o distribuida.

Para que una técnica de descomposición sea útil, el problema debe tener una estructura
apropiada. El problema de programación lineal a tratar en esta sección tiene una estructura
de bloques con un conjunto de restricciones acopladas, lo cual permite descomponerlo en una
serie de problemas relativamente pequeños. A los problemas de programación lineal con esta
estructura se les denomina problema multi - dividisional.

Ejemplo 2.1. Considérese el problema

max 9x1 + 8x2 + 7x3 + 6x4

s.a
8x1 + 6x2 + 7x3 + 5x4 = 80 (1)
3x1 + x2 = 10
2x1 + x2 = 10

3x3 + 2x4 = 8
x3 + x4 = 4

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

Si el problema no tuviera la restricción (1), el problema anterior se puede resolver, mediante
la solución de los siguientes dos subproblemas:
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Subproblema 1

max 9x1 + 8x2

s.a
3x1 + x2 = 10
2x1 + x2 = 10
x1, x2 ≥ 0

Subproblema 2

max 7x3 + 6x4

s.a
3x3 + 2x4 = 8
x3 + x4 = 4
x3, x4 ≥ 0

Pero, dado que la ecuación (1) del problema original

8x1 + 6x2 + 7x3 + 5x4 = 80

involucra todas las variables, no se puede aplicar una solución por bloques. A las restricciones
del tipo (1) se les denomina restricciones de acople o de recurso común.

Los procedimientos de descomposición son técnicas computacionales que consideran indirec-
tamente las restricciones de acople. En estos procedimientos, en lugar de resolver el problema
original con restricciones de acople, se resuelven una serie de problemas, llamados subproblemas,
iterativamente.

A continuación formalizaremos la idea presentada anteriormente: Consideremos el problema
de programación lineal

max

n∑
j=1

cjxj

s.a ∑n
j=1 bijxj = bi; i = 1, . . . , q (2)

∑n
j=1 aijxj = di; i = 1, . . . ,m
xj ≥ 0; j = 1, . . . , n

(2.1)

donde las restricciones (2) tienen una estructura descomponible en r bloques, cada uno de
tamaño nk (k = 1, 2, . . . , r), es decir, las restricciones (2), pueden escribirse como

nk∑
j=nk+1

bijxj = bi i = qk−1 + 1, · · · , qk; k = 1, 2, . . . , n.
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Nótese que n0 = q0 = 0, qr = q, nr = n. Con ello, el problema 2.1 puede escribirse como

max

r∑
k=1

cTk xk

s.a
Bkxk = b; k = 1, . . . , r

∑r
k=1Akxk = d (3)
xk ≥ 0; k = 1, . . . , r.

En esta sección vamos a suponer que el conjunto Sj = {xj : Bjxj = b, xj ≥ 0} es no vacío,
convexo y acotado. Dado que las restricciones (3) contienen todas las variables de decisión, éstas
son las restricciones de acople.

Si ignoramos las restricciones de acople, el problema original se convierte en

max

r∑
k=1

cTk xk

s.a
Bkxk = b; k = 1, . . . , r
xk ≥ 0; k = 1, . . . , r.

Este problema es llamado la versión relajada del problema. El k-ésimo subproblema descompuesto
es

max cTk xk

s.a
Bkxk = b

xk ≥ 0

y puede escribirse como

max

nk∑
j=nk−1+1

cjxj

s.a
nk∑

j=nk−1+1
bijxj = bi

xj ≥ 0 j = nk−1 + 1, . . . , nk.

El siguiente ejemplo muestra un problema de programación lineal descomponible con dos res-
tricciones de acople.
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Ejemplo 2.2. El problema

max 6x1 + 5x2 + 3x3 + 4x4

s.a
x1 + x2 ≤ 4

3x1 + 2x2 ≤ 12
x3 + 2x4 ≤ 6
2x3 + x4 ≤ 3

x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 7
2x1 + x2 + x3 + 2x4 ≤ 17

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

tiene una estructura descomponible en dos bloques, donde las dos últimas desigualdades

x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 7

2x1 + x2 + x3 + 2x4 ≤ 17

son las restricciones de acople.

2.1. Descomposición de Dantzig y Wolfe
En esta sección se describirá el algoritmo de Dantzig y Wolfe, el cual resuelve problemas de

programación lineal de gran tamaño con restricciones acopladas y estructura de bloques.

Supongamos que cada uno de los subproblemas es resuelto p veces con diferentes y arbitrarias
funciones objetivos, y supongamos que las p soluciones básicas factibles de los subproblemas son

x
(1)
1 , x

(1)
2 , . . . , x(1)

n

...

x
(p)
1 , x

(p)
2 , . . . , x(p)

n

donde x(s)
j es la j- ésima componente de la s- ésima solución, donde todas las variables de todos

subproblemas son consideradas, y los correspondientes p valores de las funciones objetivos son

z(1), z(2), . . . , z(p)

donde z(s) es el valor de la función objetivo en la s-ésima solución. Los valores de las m restric-
ciones de acople para las p soluciones son

r
(1)
1 , r

(1)
2 , . . . , r(1)

m

...

r
(p)
1 , r

(p)
2 , . . . , r(p)

m
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donde r(s)
i es el valor de la i- ésima restricción de acople de la s- ésima solución , es decir,

r
(s)
i =

n∑
j=1

aijx
(s)
j . (2.2)

Las p soluciones básicas factibles pueden ser usadas para producir una solución factible del
problema original, resolviendo el siguiente problema, llamado problema maestro

max

p∑
s=1

z(s)us

s.a ∑p
s=1 r

(s)
i us = di : λi i = 1, . . . ,m

∑p
s=1 us = 1 : σ

us ≥ 0; s = 1, . . . , p,

(2.3)

donde las correspondientes variables duales λi y σ están indicadas. El dual del problema 2.3 es

min

m∑
i=1

λidi + σ

s.a ∑m
i=1 r

(s)
i λi + σ ≥ z(s) s = 1, . . . , p.

(2.4)

El conjunto {u1, . . . , up} es óptimo en el problema 2.3 si (λi, σ) es factible en el problema 2.4,
pero (λi, σ) es factible si

σ ≥ z(s) −
m∑
i=1

r
(s)
i λi =

n∑
j=1

(cj −
m∑
i=1

aijλi)x(s)
j ;

entonces, (λi, σ) es factible si

σ ≥ máx


n∑
j=1

(
cj −

m∑
i=1

aijλi

)
x

(s)
j


donde x(s)

j satisface Bjx(s)
j = bj j = 1, . . . , n y s = 1, . . . , p. Luego para encontrar xj debemos

resolver el siguiente problema de programación lineal

max

nk∑
j=nk−1+1

(
cj −

m∑
i=1

aijλi

)
xj

s.a ∑nk
nk−1+1 bijxj = bi; i = qk−1 + 1, . . . , nk

xj ≥ 0.

(2.5)

Obsérvese que el problema 2.5 es similar a los subproblemas relajados con la diferencia de que
la función objetivo está modificada por la función

m∑
i=1

aijλixj

28



que se puede interpretar como un costo total por la utilización de
∑m
i=1 aijxj recursos.

2.1.1. Algoritmo

En esta sección presentamos los pasos del algoritmo de Dantzig y Wolfe y un ejemplo de su
aplicación.

Entrada. Un problema de programación lineal con restricciones de acople.

Salida. La solución del problema de programación lineal obtenido después de usar el algo-
ritmo de descomposición de Dantzig y Wolfe.

Paso 0: Inicialización. Inicie la iteración, ν = 1. Obtener p(ν) soluciones distintas al
resolver p(ν) veces (l = 1, · · · , p(ν)) cada uno de los siguientes r subproblemas (k = 1, . . . , r)

max

nk∑
j=nk−1+1

ĉ
(l)
j xj

s.a ∑nk
nk−1+1 bijxj = bi; i = qk−1 + 1, . . . , nk

xj ≥ 0 j = nk−1 + 1, . . . , nk,

donde ĉ(l)j (j = nk−1+1, · · · , nk; k = 1, . . . , r; l = 1, . . . , p(ν)) son coeficientes de costos arbitrarios
para obtener las p(ν) soluciones iniciales de los r subproblemas.

Paso 1: Solución del problema maestro. Resolver el problema

max

p(ν)∑
s=1

z(s)us

s.a ∑p(ν)

s=1 r
(s)
i us = di : λi i = 1, . . . ,m

∑p(ν)

s=1 us = 1 : σ

us ≥ 0; s = 1, . . . , p(ν),

para obtener la solución u(ν)
1 , . . . , u

(ν)
p(ν) , y los valores de las variables duales λ(ν)

1 , . . . , λ
(ν)
m y σ(ν).

Paso 2: Solución de los subproblemas. Generar una solución del problema relajado al
resolver los siguientes r subproblemas (k = 1, . . . , r)

max

nk∑
j=nk−1+1

(
cj −

m∑
i=1

aijλ
ν
i

)
xj

s.a ∑nk
nk−1+1 bijxj = bi; i = qk−1 + 1, . . . , nk

xj ≥ 0 j = nk−1 + 1 . . . , nk.
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para obtener la solución x(p(ν)+1)
1 , . . . , x

(p(ν)+1)
n , y el valor de su función objetivo

v(ν) =
n∑
j=1

(
cj −

m∑
i=1

aijλ
(ν)
i

)
x

(p(ν)+1)
j .

El valor de la función objetivo del problema original es

z(p(ν)+1) =
n∑
j=1

cjx
(p(ν)+1)
j

y el valor de toda restricción de acople es

r
(p(ν)+1)
i =

n∑
j=1

aijx
(p(ν)+1)
j ; i = 1, . . . ,m.

Paso 3: Verificando convergencia. Si v(ν) ≤ σ(ν), hemos encontrado la solución del
problema original y ésta se obtiene como la combinación convexa de las soluciones de los sub-
problemas, es decir,

x∗j =
p(ν)+1∑
s=1

u(ν)
s x

(s)
j ; j = 1, . . . , n

y por lo tanto el algoritmo termina. Por el contrario, si v(ν) ≥ σ(ν), la solución corriente del
problema relajado puede usarse para mejorar la solución del problema maestro. Se debe entonces
actualizar el número de iteración, ν ← ν + 1, el número de soluciones disponibles del problema
relajado, p(ν+1) = p(ν) + 1, y regresar al paso 1.

Ejemplo 2.3. Considerar el siguiente problema

max 3x + 4y
s.a

x ≤ 1
y ≤ 1

2x + 2y ≤ 3
x + 3y ≤ 4

x, y ≥ 0

Este problema tiene una estructura descomponible y dos restricciones de acople. Su solución
es

x = 1
2 , y = 1.
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Resolvemos este problema en los siguientes pasos usando el algoritmo de Dantzig y Wolfe
tal como se describió anteriormente.

Paso 0: Inicialización. La cuenta de interación se inicia en ν = 1. Se obtienen dos (p(ν) = 2)
soluciones para el problema relajado resolviendo cada subproblema dos veces.
Los primeros coeficientes de utilidad son ĉ(1)

1 = 1 y ĉ(1)
2 = 1 y los subproblemas para la primera

solución son
max x

s.a
0 ≤ x ≥ 1

cuya solución es x(1) = 1, y
max y

s.a
0 ≤ y ≥ 1

cuya solución es y(1) = 1. El valor de la función objetivo del problema relajado es z(1) = 7 y los
valores de las restricciones de acople son r(1)

1 = r
(1)
2 = 4.

Usando ĉ(2)
1 = −1 y ĉ(2)

2 = 4 los subproblemas se resuelven de nuevo para obtener la segunda
solución del problema relajado. Esta solución es x(2) = 0 y y(2) = 1, la cual nos lleva a tener los
siguientes valores z(2) = 4, r(2)

1 = 2 y r(2)
2 = 3.

Paso 1: Solución del problema maestro. Tenemos que resolver el siguiente problema
maestro

max 7u1 + 4u2

s.a
4u1 + 2u2 ≤ 3 : λ1

4u1 + 3u2 ≤ 4 : λ2

u1 + u2 = 1 : σ

u1, u2 ≥ 0.

La solución a este problema es u(1)
1 = 1

2 y u(1)
2 = 1

2 con valor en las variables duales de λ(1)
1 =

1
2 , λ

(1)
2 = 0 y σ(1) = 1.

Paso 2: Solución del problema relajado. Se resuelven los subproblemas para obtener
una solución del problema relajado.

La función objetivo para el primer subproblema es(
c1 − λ(1)

1 a11 − λ(1)
2 a21

)
x = (3− 3− 0)x = 0

y su solución es x(3) = 0.
La función objetivo del segundo subproblema es(

c2 − λ(1)
1 a12 − λ(1)

2 a22

)
y = (4− 3− 0)y = y
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y su solución es y(3) = 1.
Para estas soluciones (x(3) = 0, y(3) = 1), el valor de la función objetivo del problema original
es z(3) = 4 y los valores de las restricciones de acople son r(3)

1 = 2 y r(3)
2 = 3, respectivamente.

Paso 3: Verificando convergencia. El valor de la función objetivo del problema relajado
corriente es

v(1) = 0x(3) + y(3) = 1.

Nótese que σ(1) = 1 ≤ v(1) = 1, lo cual implica que la solución óptima del problema original ha
sido alcanzada, es decir,

(x∗, y∗) = u
(1)
1

(
x(1), y(1)

)
+ u

(2)
2

(
x(2), y(2)

)
= 1

2 (1, 1) + 1
2 (0, 1)

=
(

1
2 , 1
)
.

2.2. Descomposición de Benders
En esta sección trataremos un problema de programación lineal donde la matriz de coeficien-

tes de las restricciones tiene una estructura por etapas. A este tipo de problemas de programación
lineal se les denomina problemas lineales multietapa. El método de descomposición y el algoritmo
que aquí se presentará es para un problema lineal bietapa PL-1, el cual se representa matemáti-
camente de la forma siguiente: considerando el vector x1 las variables de la primera etapa y x2

las variables de la segunda:

min cT1 x1 + cT2 x2

s.a
A1x1 = b1

B1x1 + A2x2 = b2

x1, x2 ≥ 0

(2.6)

donde A1 ∈ Rm1×n1 y A2 ∈ Rm2×n2 . Las dimensiones de los demás vectores y matrices se derivan
de éstas. La estructura de la matriz de restricciones del problema (denominada triangular inferior
por bloques) se presenta en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Estructura de la matriz de coeficientes de las restricciones en PL-1

El método de descomposición de Benders (Bd) [Benders, Geoffrion:70, Van Slyke] recibe
también el nombre de descomposición primal porque el problema maestro fija variables del
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primal y descomposición en L porque se aplica a problemas con matriz de restricciones con
dicha forma.

Descompone el problema lineal bietapa PL-1 en un problema maestro y un subproblema.
El problema maestro representa la primera etapa más las condiciones necesarias, denominadas
cortes, derivadas de la segunda etapa. El algoritmo es iterativo y alterna entre la solución del
problema maestro y el subproblema.

Más formalmente el problema lineal bietapa PL-1 (2.6) se puede descomponer en dos pro-
blemas de programación lineal:

min cT1 x1 + θ(x1)
s.a

A1x1 = b1

x1 ≥ 0

(2.7)

donde la función de recursos, θ(x1) ∈ R, es una función poligonal convexa dependiente de x1 y

θ(x1) = min cT2 x2

s.a
A2x2 = b1 −A1x1 : u

x2 ≥ 0

(2.8)

siendo u las variables duales (o precios sombra) de las restricciones.
Al problema (2.7) se le conoce como problema maestro y al (2.8) como subproblema en la des-
composición de Bd. Se supone que el subproblema es factible para cualquier valor de x1. Si el
subproblema no es factible para cualquier valor de x1 se verá más adelante cuál es la modifica-
ción del algoritmo.

Expresando al subproblema en su forma dual se obtiene:

θ(x1) = max (b2 −B1x1)Tu
s.a

AT2 u ≤ c2

Sea Γ = {u1, . . . , uν} el conjunto finito de vértices del poliedro convexo definido por la región
factible AT2 u ≤ c2. Observemos que la región factible del problema dual no depende del valor
de x1. Se sabe que la solución óptima de un problema lineal reside en un vértice, por lo tanto,
el problema se podría resolver, a través del siguiente problema de programación lineal:

θ(x1) = min θ

s.a
θ ≥ (b2 −B1x1)Tu1
...
θ ≥ (b2 −B1x1)Tuν
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donde θ ∈ R y las restricciones se denominan cortes o planos de corte.

Entonces, el problema PL-1 se puede expresar como:

min cT1 x1 + θ

s.a
A1x1 = b1

θ ≥ (b2 −B1x1)Tu1
...
θ ≥ (b2 −B1x1)Tuν
x1 ≥ 0

(2.9)

Esta formulación se denomina problema maestro completo, ya que contiene todos los cortes
posibles. Presenta todas las restricciones de la primera etapa más todas las condiciones necesarias
derivadas de la segunda etapa. Observemos que la variable θ es libre de signo.

La solución del problema maestro completo implica disponer de forma explícita de todos
los cortes de Benders, lo cual es práticamente imposible en problemas de tamaño realista. En
lugar de incluir todos los cortes (lo que implicaría disponer de forma explícita de la función de
recursos θ(x1)), el algoritmo introduce uno de ellos en cada iteración. De esta forma, el problema
maestro relajado para la iteración j se define como:

min cT1 x1 + θ

s.a
A1x1 = b1

θ ≥ (b2 −B1x1)Tul l = 1, . . . , j
x1 ≥ 0

(2.10)

siendo θ ∈ R, l el índice de iteraciones. x1 y θ variarán en cada iteración.

De cara a una implementación eficiente del algoritmo de descomposición, los cortes de Ben-
ders aceptan la siguiente formulación:

θ ≥ uTj (b2 −B1x1) = uTj (b2 −B1x
j
1 +B1x

j
1 −B1x1) = uTj [b2 −B1x

j
1] + uTj B1[xj1 − x1]

donde x1 y f j = uTj [b2 − B1x
j
1] son los valores de las variables de la primera etapa y el de la

función objetivo de la segunda etapa para la iteración j, respectivamente. Luego el problema
maestro y el subproblema para la iteración j tienen la siguiente expresión:

Problema Maestro Benders

min cT1 x1 + θ

s.a
A1x1 = b1

θ ≥ f l + uTl B1[xl1 − x1] l = 1, . . . , j
x1 ≥ 0

(2.11)
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Subproblema Benders

f j = min cT2 x2

s.a
A2x2 = b2 −B1x

j
1 : uj

x2 ≥ 0

(2.12)

2.2.1. Cortes de infactibilidad

La descripción anterior del algoritmo ha supuesto que el subproblema es factible y acotado
para cualquier propuesta del problema maestro. Esta hipótesis, conocida en la literatura como
recurso parcialmente completo, no suele satisfacerse en la práctica y el algoritmo de descompo-
sición se modifica cuando esto ocurre. La modificación del algoritmo consiste en la construcción
de otro tipo de corte, l lamado corte de infactibilidad, que elimina la solución propuesta en el
problema maestro. La construcción de este corte se comenta a continuación.

Si el subproblema es factible para un valor de x1, los precios sombra de sus restricciones son
los obtenidos para su solución óptima y los cortes formados se denominan cortes de optimalidad.
Si el subproblema es infactible los precios sombra que se obtienen al resolver el problema (2.13)
de suma de infactibilidades son los que se utilizan para los cortes de infactibilidad.

min eT v+ + eT v−

s.a
A2x2 + Iv+ − Iv− = b2 −B1x1 : uj

x2, v
+, v− ≥ 0

(2.13)

El problema maestro, considerando ambos tipos de cortes, de optimalidad e infactibilidad, se
formula de la siguiente manera:

min cT1 x1 + θ

s.a
A1x1 = b1

δlθ ≥ f l + uTl B1[xl1 − x1] l = 1, . . . , j
x1 ≥ 0

(2.14)

donde δl = 1 para los cortes de optimalidad y δl = 0 para los de infactibilidad.

2.2.2. Algoritmo

En cada iteración del algoritmo se resuelve el problema maestro relajado y se pasa el valor
del vector xj1 al subproblema. Éste optimiza x2 con los recursos b2 − B1x

j
1 y pasa las variables

duales uj al problema maestro. Una cota superior z̄ del valor óptimo de la función objetivo del
problema PL-1 en la iteración j viene dada por cT1 x

j
1 + cT2 x

j
2 siendo xj1 y xj2 soluciones factibles

en maestro y subproblema en esa iteración. En cada iteración, el valor obtenido por la función
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objetivo del problema maestro relajado z, dada por cT1 x
j
1 + θj , es una cota inferior del problema

PL-1. La condición de convergencia para la terminación del algoritmo es la coincidencia de am-
bas cotas con una tolerancia relativa ε (por ejemplo, 10−4). La sucesión de estas cotas inferiores
es monótona creciente dado que en cada iteración el problema maestro relajado contiene mayor
número de restricciones, mientras que la cota superior no es necesariamente decreciente. Por
esta razón, se toma como cota superior para evaluar convergencia el mínimo de todas las cotas
superiores previas.

Esquemáticamente, el algoritmo se formula a continuación:

Paso 1: Inicialización. j = 0, z̄ =∞, z = −∞, ε = 10−4.

Paso 2: Resolución del problema maestro.

min cT1 x1 + θ

s.a
A1x1 = b1

δlθ ≥ f l + uTl B1[xl1 − x1] l = 1, . . . , j
x1 ≥ 0

Obtener la solución (xj1, θj) y evaluar la cota inferior z = cT1 x
j
1 + θj .

Mientras no se halla generado ningún corte de optimalidad, se fija el valor de la variable de
recurso θ a cero, pues en otro caso el problema maestro es no acotado. Una vez obtenido algún
corte de infactibilidad, esta variable pasa a ser libre.

Paso 3: Resolución del subproblema de suma de infactibilidades.

f j = min eT v+ + eT v−

s.a
A2x2 + Iv+ − Iv− = b2 −B1x1 : uj

x2, v
+, v− ≥ 0

Si f j ≥ 0, obtener uj , formar un corte de infactibilidad y añadirlo al problema maestro, incre-
mentar el número de iteraciones j = j + 1 e ir al paso 2.
Si f j = 0, ir al paso 4.

Paso 4: Resolución del subproblema.

f j = min cT2 x2

s.a
A2x2 = b2 −B1x

j
1 : uj

x2 ≥ 0

Obtener xj2 y actualizar cota superior z̄ = cT1 x
j
1 + cT2 x

j
2.
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Paso 5: Criterio de paro. Si |z̄−z|z̄ ≤ ε detener el algoritmo. En otro caso, obtener uj ,
formar un corte de optimalidad y añadirlo al problema maestro, incrementar el número de
iteraciones j = j + 1 e ir al paso 2.

A continuación se presenta con un ejemplo la aplicación de los pasos del algoritmo de des-
composición de Benders.

Ejemplo 2.4. Consideremos el siguiente problema de programación lineal

min −2x− y
s.a

x ≤ 4
x+ y ≤ 5
2x+ 3y ≤ 12
x, y ≥ 0

cuya solución es (x, y) = (4, 1). Suponemos una solución inicial (x, y) = (0, 4), x variable de la
primera etapa e y variable de la segunda etapa.

Paso 4: El primer subproblema es

θ(x) = min −y
s.a

y ≤ 5− 0 = 5
3y ≤ 12− 2(0) = 12
y ≥ 0,

que al resolverlo da lugar a f1 = −4 y u1 = (0,− 1
3 )T . Luego la cota inferior del problema es

z = −∞ y la cota superior es z̄ = −4.

Paso 2: El problema maestro es

min −2x+ θ

s.a
x ≤ 4
θ − 2

3x ≥ −4
x ≥ 0,

cuya solución óptima es x = 4, θ = − 4
3 , y la cota inferior del problema es z = − 28

3 .

Paso 4: Para x = 4 el subproblema es

θ(x) = min −y
s.a

y ≤ 1
3y ≤ 12− 2(4) = 4
y ≥ 0,
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que al resolverlo resulta, f1 = −1 y u1 = (−1, 0)T . Luego la cota superior es z̄ = min{−9,−4} =
−9.

Paso 2: El problema maestro es

min −2x+ θ

s.a
x ≤ 4
θ − 2

3x ≥ −4
θ − x ≥ −5
x ≥ 0,

cuya solución óptima es x = 4, θ = −1 y la cota inferior del problema es z = −9. Una vez
formulado y resuelto el subproblema se obtiene z̄ = min{−9,−9} = −9 y, por lo tanto, el
algoritmo converge.
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Capítulo 3

Descomposición en problemas
multi - divisionales

En este capítulo construimos dos algoritmos, el primero es para un problema de programación
lineal con una estructura de bloques y una restricción de acople y el otro es para un problema
bi - divisional. La idea básica de nuestros algoritmos es reducir el problema original en una
secuencia de subproblemas más sencillos y, a partir de estos, encontrar el óptimo.

En la Sección 3.1 descomponemos un problema con estructura de bloques y una restricción
de acople en n subproblemas, cada uno de ellos contiene una parte del recurso común y un
subconjunto del total de variables, y son derivados de los bloques que contiene el problema
original. En la Sección 3.2 presentamos el algoritmo para resolver un problema con estructura
de bloques y una restricción de acople, así, como la prueba de que si la condición de paro se
verifica, entonces se ha logrado el óptimo de este tipo de problemas.

En la Sección 3.3 expresamos a un problema bi - divisional PL-2 en dos problemas lineales
que interactúan entre sí para lograr una solución óptima del problema PL-2. En esta sección se
prueba que si el valor de la variable libre del problema maestro bi - divisional relajado es igual
al valor de la función objetivo del subproblema bi - divisional, entonces la solución óptima del
problema PL-2 se ha alcanzado.

A continuación presentamos la segmentación de un problema con estructura de bloques y
una restricción de acople:
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3.1. Segmentación
Consideremos el siguiente problema de programación lineal, el cual denotaremos por problema

cero

max

n∑
k=1

cTk xk

s.a.
A1x1 + A2x2 + . . .+ Anxn ≤ d
B1x1 ≤ b1

B2x2 ≤ b2
...

...
Bnxn ≤ bn
xk ≥ 0

donde Ai ∈ R1×ni y Bi ∈ Rmi×ni . Las dimensiones de los vectores se derivan de las dimensiones
de Ai y Bi.

Suposición 3.1. En este capítulo suponemos que el conjunto

Sk = {xk : Bkxk ≤ bk y xk ≥ 0},∀k = 1, . . . , n

es no vacío, compacto y convexo, lo cual implica que la función objetivo del problema cero está
acotada y que los subproblemas que se derivan del problema cero tienen solución.

Si suponemos una distribución a priori de d, entonces el problema cero puede segmentarse
en n subproblemas de programación lineal, donde el k- ésimo subproblema es

max cTk xk

s.a.
Akxk ≤ dk : u(dk)
Bkxk ≤ bk : vk

xk ≥ 0

donde
∑n
k=1 dk = d y las variables duales u(dk) y vk están indicadas.

Observación 3.1. Para cualesquiera números positivos dk (k = 1, . . . , n) tales que
∑n
k=1 dk =

d, las soluciones óptimas de los subproblemas forman una solución factible del problema cero.

Observación 3.2. El problema principal es repartir las d unidades del recurso común entre
los subproblemas de tal manera que las soluciones óptimas de los subproblemas formen una
solución óptima del problema cero.

Supongamos que el problema cero modela las decisiones de una empresa con n divisiones
independientes, la cual quiere maximizar sus ganancias através de una distribución adecuada
del recurso d entre sus divisiones (subproblemas). En este contexto, u(dk) se puede interpretar
como el incremento que obtendría la división k por cada unidad adicional del recurso d.
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Los precios u(dk) son reportados al centro, donde se comparan entre ellos. Si la división h,
dice que paga más por cada unidad del recurso d que la división k (u(dh) > u(dk)), entonces la
división k debe trasferir una parte de su recurso a la división h, hasta que esta situación cambie.
Esta transferencia causará un incremento en la función objetivo del problema h, que es mayor
que el correspondiente decrecimiento en la función objetivo del problema k. Luego, la función
objetivo del problema cero puede ser mejorada por estas transferencias.

A continuación formalizaremos la idea anterior:

Definición 3.1. A u−(dk) y u+(dk) se les denominará los precios sombra a la izquierda y
a la derecha del recurso común dk, en el k-ésimo subproblema.

Se sabe que, si se resuelve un problema de programación lineal se obtiene, entre otras cosas,
el valor de sus variables duales y las regiones donde éstas gobiernan. Así, si resolvemos el k-
ésimo subproblema obtenemos el valor de u(dk) (precio sombra del recurso cumún dk cuando al
subproblema k se le asignaron dk unidades del bien común) y la región donde éste gobierna, que la
denotaremos por Ik = [αk, βk]. Por la Definición 3.1, en Ik se tiene que u(dk) = u−(dk) = u+(dk),
pero en el caso de que βk sea finito se tiene u(βk) = u−(βk) 6= u+(βk), porque a la derecha
de βk ocurre un cambio de base, y por lo tanto, es otro precio sombra el que gobierna. Por un
argumento similar al anterior, u(αk) = u+(αk) 6= u−(αk). En lo sucesivo, N = {1, . . . , n} será
el conjunto formado por las numeraciones de los subproblemas.

Intuitivamente, αk indica hasta dónde puede ser disminuido dk de tal forma que la base
actual siga siendo óptima y βk, hasta dónde puede ser aumentado. Por ello, αk ≤ dk ≤ βk.

La siguiente definición será de mucha importancia en esta sección.

Definición 3.2. u−s y u+
t son tales que

s = argmin{u−(dk) : k ∈ N y dk 6= 0}

t = argmax{u+(dk) : k ∈ N}.

Observación 3.3. Nótese que aunque dk sea uno de los extremos del intervalo [αk, βk],
u+(dk) es el precio sombra al que recibe el subproblema k cada unidad del bien común y u−(dk)
es al precio sombra al que transfiere.

3.2. Algoritmo
El algoritmo que se va a presentar trabaja con los precios sombra de cada subproblema y

con el recurso común d por medio de la transferencia de un monto adecuado del recurso común
del subproblema que valora menos cada unidad del recurso d al subproblema que lo valora más.
Repitiendo este proceso se logra la solución óptima del problema cero.

Observación 3.4. Se trasferirá del subproblema s al subproblema t
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Algoritmo 1 Para encontrar la solución óptima del problema cero
Entrada: El problema cero
Salida: La solución óptima del problema cero

1. Asignar a cada subproblema una parte del recurso d y resolverlos para obtener el valor
u(dk) y el rango Ik, ∀k ∈ N .

2. Calcular u−s y u+
t .

3. Si u−s < u+
t , entonces transferir θ unidades del recurso ds con θ = min{ds − αs, βt − dt}.

Actualizar los lados derechos y los precios sombra de los subproblemas s y t y regresar
al paso 2.

4. Si no, el algoritmo termina y la solución es la formada por las soluciones óptimas de los
subproblemas.

Note que por cada iteración sólo dos problemas secundarios son modificados, esto implica
que sólo estos dos problemas se actualizarán en el paso 3.

La idea general del Algoritmo 1 es como sigue: Primero distribuye el recurso d entre los
subproblemas y resuelve éstos para obtener los precios sombra correspondientes al recurso común
y los rangos donde éstos gobiernan (paso 1). Después elige a los subproblemas con menor precio
sombra a izquierda y mayor precio sombra a derecha (s y t), respectivamente (paso 2). Luego,
si el precio sombra a izquierda del subproblema s es menor que el precio sombra a derecha del
subproblema t, entonces se transfiere un monto del recurso común con la propiedad de que al
disminuir el lado derecho del subproblema s y aumentar el del subproblema t no hay cambio de
base (paso 3). Entonces regresamos al paso 2. El Algoritmo 1 termina hasta que u−s ≥ u+

t , lo
que significará que el óptimo del problema cero ha sido alcanzado.

En la siguiente sección probaremos que un número finito de pasos las soluciones factibles
generadas por el Algoritmo 1 convergen a la solución óptima del problema cero.

3.2.1. Convergencia

Supongamos que cada uno de los subproblemas se resuelven con lado derecho (dk, bk) para
algunos números positivos dk (k = 1, . . . , n) tales que

∑n
k=1 dk = d, con lo cual obtenemos sus

soluciones óptimas, los valores de sus funciones objetivos y el valor de u(dk) (k = 1, . . . , n).

Lema 1. Sean p, q ∈ N . Si se transfieren θ unidades del recurso común del subproblema p
al subproblema q, donde θ = min{dp − αp, βq − dq}, entonces el valor de la función objetivo del
problema cero se modifica en θ(u+(dq)− u−(dp)).

Demostración.
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Sean zk con k ∈ N los valores óptimos de las funciones objetivos de los subproblemas
k con lados derechos (dk, bk). Entonces, el valor de la función objetivo del problema cero es
z =

∑
k∈N zk. Dado que (dp − θ) ∈ Ip y (dq + θ) ∈ Iq, entonces por el Teorema 7 zq aumenta

en θu+(dq) y zp disminuye en θu−(dp). Como los valores de zk con k ∈ N\{p, q} no han sido
modificados, entonces el nuevo valor de la función objetivo del problema cero es

z̄ =
∑

k∈N\{p,q}

zk + zp − θu−(dp) + zq + θu+(dq)

=
∑
k∈N

zk + θ(u+(dq)− u−(dp))

lo cual prueba el lema.

Proposición 1. Si u−s ≥ u+
t , entonces u−(dp) ≥ u+(dq), ∀p, q ∈ N y p 6= q.

Demostración.

Sean p, q ∈ N tales que p 6= q. Por hipótesis y la Definición 3.2 se obtiene

u−(dp) ≥ u−s ≥ u+
t ≥ u+(dq)

lo cual implica que u−(dp) ≥ u+(dq).

Proposición 2. Después de un número finito de pasos, se tiene que u−s ≥ u+
t .

Demostración.

Afirmación 1: El número de iteraciones es finito.

Como el número de matrices básicas de un problema de programación lineal acotado con un
número finito de restricciones es siempre finito y los precios sombra sólo dependen de la matriz
básica, entonces el número posible de precios sombra entre todos los subproblemas es finito. Lo
anterior implica que el número de iteraciones posibles es finito.

Afirmación 2: El algoritmo 1 no tiene ciclo.

Si el algoritmo tuviera un ciclo, entonces por el Lema 1 la función objetivo del problema
cero crece indefinidamente pero, por la suposición 3.1, la función objetivo del problema cero está
acotada; luego, el algoritmo no tiene ciclo.

Si la desigualdad u−s < u+
t se mantiene indefinidamente, entonces por el Lema 1 la función

objetivo del problema cero crece indefinidamente pero, por la suposición 3.1, la función objetivo
del problema cero está acotada, las u−s son monótonas crecientes respecto a las iteraciones del
algoritmo, las u+

t son monótonas decrecientes y por la Afirmación 2 el algoritmo no tiene ciclo.
Luego, en alguna iteración u−s ≥ u+

t .
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Teorema 8. Si la condición de paro se verifica, entonces se ha encontrado una solución
óptima del problema cero.

Demostración.

Por el Lema 1 en cada iteración la función objetivo del problema cero crece y por la Propo-
sición 1, si se realiza una transferencia entre cualesquiera dos subproblemas la función objetivo
del problema cero decrece, lo cual implica que el óptimo se ha alcanzado.

Ejemplo 3.1. Consideremos el problema

max 2x1 + 3x2 + 5x3 + 3x4

s.a

x1 + 6x2 + 4x3 + 2x4 ≤ 20
2x1 + x2 ≤ 8
5x1 + 6x2 ≤ 20

x3 + x4 ≤ 6
2x3 + 3x4 ≤ 15

xi ≥ 0.

Note que este problema tiene estructura de bloque con una restricción en común

x1 + 6x2 + 4x3 + 2x4 ≤ 20.

La solución óptima es
x∗1 = 4, x∗2 = 0, x∗3 = 9

4 , x∗4 = 7
2 .

Encontremos la solución óptima de este problema de programación lineal aplicando los pasos
del Algoritmo 1 tal como se muestra acontinuación:

Paso 1: Asignamos a cada subproblema 10 unidades del recurso común, es decir, d1 = d2 =
10. Los subproblemas son:

max 2x1 + 3x2

s.a

x1 + 6x2 ≤ d1 = 10
2x1 + x2 ≤ 8
5x1 + 6x2 ≤ 20
x1, x2 ≥ 0

max 5x3 + 3x4

s.a

4x3 + 2x4 ≤ d2 = 10
x3 + x4 ≤ 6

2x3 + 3x4 ≤ 15
x3, x4 ≥ 0

cuyas soluciones y precios sombra asociado al recurso común son:

x1 = 5
2 , x2 = 5

4 , x3 = 0, x4 = 5

u(d1 = 10) = 1
4 I1 = [4, 20]

u(d2 = 10) = 5
4 I2 = [10, 18].
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Paso 2: Calculamos s y t de acuerdo a la Definición 3.2

1 = s = argmin{u−(d1 = 10) = 1
4 , u

−(d2 = 10) = 3
2}

2 = t = argmax{u+(d1 = 10) = 1
4 , u

+(d2 = 10) = 5
4}.

Así,
u−s = 1

4 , u
+
t = 5

4 .

Paso 3: Como u−s < u+
t , entonces se transfiere

6 = θ = mı́n{10− 4, 18− 10}

del subproblema 1 al subproblema 2 y los nuevos subproblemas son

max 2x1 + 3x2

s.a

x1 + 6x2 ≤ d1 = 4
2x1 + x2 ≤ 8
5x1 + 6x2 ≤ 20
x1, x2 ≥ 0

max 5x3 + 3x4

s.a

4x3 + 2x4 ≤ d2 = 16
x3 + x4 ≤ 6

2x3 + 3x4 ≤ 15
x3, x4 ≥ 0

cuyas soluciones y precios sombra asociado al recurso común son:

x1 = 4, x2 = 0, x3 = 9
4 , x4 = 7

2

u(d1 = 4) = 2 I1 = [0, 4]

u(d2 = 10) = 5
4 I2 = [10, 18].

Con ello regresamos al paso 2.

Paso 2: Calculamos s y t de acuerdo a la Definición 3.2

2 = s = argmin{u−(d1 = 4) = 2, u−(d2 = 16) = 5
4}

2 = t = argmax{u+(d1 = 4) = 1
4 , u

+(d2 = 16) = 5
4}.

Así,
u−s = 5

4 , u
+
t = 5

4 .

Paso 4: Como u−s = u+
t , entonces el algoritmo termina y la solución óptima es

x∗ =
(

4, 0, 9
4 ,

7
2

)
.
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Ejemplo 3.2. Consideremos el siguiente problema que contiene tres bloques y una restricción
de acople

max 5x1 + 3x2 + 5x3 + 3x4 + x5 + 7x6

s.a

x1 + 6x2 + 4x3 + 2x4 + x5 + 3x6 ≤ 30
2x1 + x2 ≤ 8
5x1 + 6x2 ≤ 20

x3 + x4 ≤ 6
2x3 + 3x4 ≤ 15

5x5 + 6x6 ≤ 30
x5 + 3x6 ≤ 16

xi ≥ 0.

La solución óptima de este problema es

x∗1 = 4, x∗2 = 0

x∗3 = 3
8 , x

∗
4 = 19

4
x∗5 = 0, x∗6 = 5.

Paso 1: Asignamos a cada subproblema 10 unidades del recurso común, es decir, d1 = d2 =
d3 = 10. Los subproblemas son:

max 5x1 + 3x2

s.a

x1 + 6x2 ≤ d1 = 10
2x1 + x2 ≤ 8
5x1 + 6x2 ≤ 20
x1, x2 ≥ 0

max 5x3 + 3x4

s.a

4x3 + 2x4 ≤ d2 = 10
x3 + x4 ≤ 6

2x3 + 3x4 ≤ 15
x3, x4 ≥ 0

max x5 + 3x6

s.a

x5 + 3x6 ≤ d3 = 10
5x5 + 6x6 ≤ 30
x5 + 3x6 ≤ 16
x5, x6 ≥ 0

cuyas soluciones y precios sombra asociados al recurso común son:

x1 = 4, x2 = 0,

x3 = 0, x4 = 5

x5 = 0, x6 = 10
3 .
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u(d1 = 10) = 0 I1 = [4,∞)

u(d2 = 10) = 5
4 I2 = [10, 18]

u(d3 = 10) = 7
3 I3 = [0, 15].

Paso 2: Calculamos s y t de acuerdo a la Definición 3.2

1 = s = argmin{u−(d1 = 10) = 0, u−(d2 = 10) = 3
2 , u

−(d3 = 10) = 7
3}

3 = t = argmax{u+(d1 = 10) = 0, u+(d2 = 10) = 5
4 , u

+(d3 = 10) = 7
3}.

Así,
u−s = 0, u+

t = 7
3 .

Paso 3: Como u−s < u+
t , entonces se transfiere

5 = θ = mı́n{10− 4, 15− 10}

del subproblema 1 al subproblema 3 y los nuevos subproblemas son

max 5x1 + 3x2

s.a

x1 + 6x2 ≤ d1 = 5
2x1 + x2 ≤ 8
5x1 + 6x2 ≤ 20
x1, x2 ≥ 0

max 5x3 + 3x4

s.a

4x3 + 2x4 ≤ d2 = 10
x3 + x4 ≤ 6

2x3 + 3x4 ≤ 15
x3, x4 ≥ 0

max x5 + 3x6

s.a

x5 + 3x6 ≤ d3 = 15
5x5 + 6x6 ≤ 30
x5 + 3x6 ≤ 16
x5, x6 ≥ 0

cuyas soluciones y precios sombra asociados al recurso común son:

x1 = 4, x2 = 0,

x3 = 0, x4 = 5

x5 = 0, x6 = 5.

u(d1 = 5) = 0 I1 = [4,∞)

u(d2 = 10) = 5
4 I2 = [10, 18]

u(d3 = 15) = 7
3 I3 = [15,∞)
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y regresamos nuevamente al paso 2.

Paso 2: Calculando nuevamente s y t de acuerdo a la Definición 3.2 tenemos

1 = s = argmin{u−(d1 = 5) = 0, u−(d2 = 10) = 3
2 , u

−(d3 = 15) = 7
3}

2 = t = argmax{u+(d1 = 5) = 0, u+(d2 = 10) = 5
4 , u

+(d3 = 15) = 0}.

Así,
u−s = 0, u+

t = 5
4 .

Paso 3: Como u−s < u+
t , entonces se transfiere

1 = θ = mı́n{5− 4, 18− 10}

del subproblema 1 al subproblema 2 y al reformular los subproblemas se tiene

max 5x1 + 3x2

s.a

x1 + 6x2 ≤ d1 = 4
2x1 + x2 ≤ 8
5x1 + 6x2 ≤ 20
x1, x2 ≥ 0

max 5x3 + 3x4

s.a

4x3 + 2x4 ≤ d2 = 11
x3 + x4 ≤ 6

2x3 + 3x4 ≤ 15
x3, x4 ≥ 0

max x5 + 3x6

s.a

x5 + 3x6 ≤ d3 = 15
5x5 + 6x6 ≤ 30
x5 + 3x6 ≤ 16
x5, x6 ≥ 0

que al resolverlos obtenemos que sus soluciones son

x1 = 4, x2 = 0,

x3 = 3
8 , x4 = 19

4
x5 = 0, x6 = 5

y los precios sombra asociados al recurso común son

u(d1 = 4) = 5 I1 = [0, 4]

u(d2 = 11) = 5
4 I2 = [10, 18]

u(d3 = 15) = 0 I3 = [15,∞)

donde, al no cumplirse el criterio de paro, tenemos que regresar al paso 2.
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Paso 2: Calculando nuevamente s y t de acuerdo a la Definición 3.2 tenemos

2 = s = argmin{u−(d1 = 4) = 5, u−(d2 = 11) = 5
4 , u

−(d3 = 15) = 7
3}

2 = t = argmax{u+(d1 = 4) = 0, u+(d2 = 11) = 5
4 , u

+(d3 = 15) = 0}.

Así,
u−s = 5

4 , u
+
t = 5

4 .

Paso 3: Como u−s = u+
t , entonces el algoritmo converge y la solución óptima es

x∗ =
(

4, 0, 3
8 ,

19
4 , 0, 5

)
.

3.3. Problema bi - divisional
En esta sección consideraremos un problema bi - divisional PL-2, el cual se representa mate-

máticamente de la forma siguiente, considerando el vector x1 las variables de la primera división
y x2 las variables de la segunda:

max cT1 x1 + cT2 x2

s.a

A1x1 + A2x2 ≤ d
B1x1 ≤ b1

B2x2 ≤ b2
x1, x2 ≥ 0

(3.1)

donde A1 ∈ Rm×n1 , A2 ∈ Rm×n2 , B1 ∈ Rm1×n1 y B2 ∈ Rm2×n2 . Las dimensiones de los vectores
se derivan de éstas.

El problema lineal bi - divisional PL-2 se puede interpretar como

max cT1 x1 + f(x1)
s.a

B1x1 ≤ b1
x1 ≥ 0

(3.2)

donde la función f(x1) ∈ R y es la función objetivo de la división 2, como función de las
decisiones de la división 1, y tiene la siguiente expresión:

f(x1) = max cT2 x2

s.a

A2x2 ≤ d−A1x1 : π

B2x2 ≤ b2 : v

x2 ≥ 0

(3.3)
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siendo π y v las variables duales (o precios sombra) de las restricciones.
Al problema 3.2 se le denominará como problema maestro divisional y al 3.3 como subproblema
divisional. Supondremos que el subproblema divisional es factible para cualquier x1 ∈ S1. El
dual del problema 3.3 es

f(x1) = min (d−A1x1)Tπ + bT2 v

s.a
AT2 π +BT2 v ≥ cT2
π, v ≥ 0.

(3.4)

Sea Σ = {(π1, v1), . . . , (πϑ, vϑ)} el conjunto finito de vértices del poliedro convexo definido
por AT2 π + BT2 v ≥ cT2 . Observemos que al igual que el caso de Benders la región factible del
problema dual no depende de x1. Dado que la solución óptima del problema 3.4 ocurre en uno
de los elementos de Σ, el problema se puede resolver a través de la enumeración de todos los
elementos de Σ, es decir,

f(x1) = mı́n
{

(d−A1x1)Tπl + bT2 vl
}

l = 1, . . . , ϑ. (3.5)

Si esta ecuación se expresa como problema lineal se obtiene

f(x1) = max δ

s.a
δ ≤ (d−A1x1)Tπ1 + bT2 v1
...
δ ≤ (d−A1x1)Tπϑ + bT2 vϑ

(3.6)

donde δ ∈ R y las restricciones, al igual que en la descomposición de Benders, se denominan
cortes.
Entonces, el problema PL-2 puede expresarse como

max cT1 x1 + δ

s.a
B1x1 ≤ b1
δ ≤ (d−A1x1)Tπ1 + bT2 v1
...
δ ≤ (d−A1x1)Tπϑ + bT2 vϑ

x1 ≥ 0

(3.7)

A esta forma de escribir al problema PL-2 se denominará problema maestro divisional completo,
ya que presenta las restricciones de la primera división más todos los cortes posibles derivados
de la segunda división.

Observación 3.5. El problema maestro divisional completo está acotado, ya que el conjunto
S1 es acotado y la variable δ están restringida por los cortes.
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Resolver el problema maestro divisional completo para problemas con cientos de variables es
prácticamente imposible, porque implica disponer de todos los cortes (lo que implicaría disponer
explícitamente de la función f(x1)). Al igual que en el algoritmo de Benders se introduce uno de
ellos en cada iteración; de esta forma el problema maestro divisional relajado para la iteración j
se define como:

max cT1 x1 + δ

s.a
B1x1 ≤ b1
δ ≤ (d−A1x1)Tπl + bT2 vl l = 1, . . . , j
x1 ≥ 0.

(3.8)

Como en el algoritmo de Benders los cortes aceptan la siguiente formulación:

δ ≤ πTj (d−A1x1) + bT2 vj

δ ≤ πTj (d−A1x
j
1 +A1x

j
1 −A1x1) + bT2 vj

δ ≤ πTj (d−A1x
j
1) + bT2 vj + πTj A1(xj1 − x1)

donde gj = πTj (d − A1x
j
1) + bT2 vj y xj1 son los valores de la función objetivo del subproblema

divisional y las variables de la primera división en la iteración j, respectivamente. Luego, el
problema maestro divisional relajado y el subproblema divisional tienen la siguiente expresión:
Problema maestro divisional relajado

max cT1 x1 + δ

s.a
B1x1 ≤ b1
δ ≤ gj + πTl A1(xj1 − x1) l = 1, . . . , j
x1 ≥ 0

(3.9)

Subproblema divisional

gj = max cT2 x2

s.a

A2x2 ≤ d−A1x
j
1 : π

B2x2 ≤ b2 : v

x2 ≥ 0.

(3.10)

3.3.1. Cortes de infactibilidad para el problema bi - divisional

Dado que en la práctica no se cumple que para todo x1 ∈ S1 el subproblema bi - divisional es
factible, es necesario hacer una modificación en el problema maestro divisional para que elimine
las propuestas que hacen infactible al subproblema bi - divisional. Esto se logra, como se vió en
el Capítulo 2, al añadir al problema maestro cortes de infactibilidad. La construcción de estos
cortes se describirá a continiación.
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Recordemos que el lema de Farkas nos dice que existe x ≥ 0, tal que Ax = b si y sólo si
pTA ≥ 0 implica pT b ≥ 0. Luego, al escribir el problema 3.10 en su forma estándar matricial

[
A2 I 0
B2 0 I

]x2

h1

h2

 =
(
d−A1x1

b2

)

este es factible si y sólo si

(
π v

)[A2 I 0
B2 0 I

]
≥ 0⇒

(
π v

)(d−A1x1

b2

)
≥ 0.

Si se expresa como problema lineal se obtiene

min πT (d−A1x1) + vT b2

s.a
AT2 π +BT2 v ≥ 0
π ≥ 0
v ≥ 0.

(3.11)

Si la función objetivo del problema 3.11 alcanza un valor estrictamente negativo, entonces se
genera un corte de infactibilidad que excluye los valores de x1 que verifican

πT (d−A1x1) + vT b2 ≤ 0

Sin embargo, el problema 3.11 puede ser no acotado; luego, se introduce una cota superior para
las variables, con lo que se obtiene

min πT (d−A1x1) + vT b2

s.a
AT2 π +BT2 v ≥ 0 : x2

−π ≥ −1 : q1

−v ≥ −1 : q2

π ≥ 0
v ≥ 0.

(3.12)

El dual del problema 3.12, que se denominará de suma de infactibilidades, es:

max −(κT q1 + κT q2)
s.a

A2x2 − q1 ≤ d−A1x1 : π

B2x2 − q2 ≤ b2 : v

x2, q1, q2 ≥ 0

(3.13)

donde κ es un vector de unos de dimensión apropiada.
Observemos que −(κT q1 + κT q2) ≤ 0, luego el subproblema bi - divisional es factible para un
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valor de x1 si en el óptimo −(κT q1 + κT q2) = 0. En este caso se genera un corte de optimalidad
y si −(κT q1 + κT q2) < 0, entonces se genera un corte de infactibilidad.
El problema maestro relajado bi - divisional considerando ambos cortes, de optimalidad e infac-
tibilidad, se define como:

max cT1 x1 + δ

s.a
B1x1 ≤ b1
γlδ ≤ gj + πTl A1(xj1 − x1) l = 1, . . . , j
x1 ≥ 0

(3.14)

siendo γl = 1 para los cortes de optimalidad y γl = 0 para los de infactibilidad.

3.3.2. Algoritmo

El siguiente algoritmo opera de la misma manera que lo hace el algoritmo de Benders, pero
para problemas bi - divisionales.
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Algoritmo 2 Para encontrar la solución óptima de un problema bi - divisional
Entrada: Un problema bi - divisional
Salida: La solución óptima del problema bi - divisional

1. Inicialización. j = 0, δj =∞, ε = 10−4.

2. Resolución del problema maestro divisional.

max cT1 x1 + δ

s.a
B1x1 ≤ b1
γlδ ≤ gj + πTl A1(xj1 − x1) l = 1, . . . , j
x1 ≥ 0

Obtener la solución (xj1, δj). Mientras no se haya generado ningún corte de optimalidad o
infactibilidad, se hace δ igual cero.

3. Resolución del subproblema divisional de suma de infactibilidades.

gj = max −(κT q1 + κT q2)
s.a

A2x2 − q1 ≤ d−A1x1 : π

B2x2 − q2 ≤ b2 : v

x2, q1, q2 ≥ 0

Si gj < 0, obtener πj , formar un corte de infactibilidad y si gj = 0, ir al paso 4.

4. Resolución del subproblema divisional.

gj = max cT2 x2

s.a

A2x2 ≤ d−A1x
j
1 : π

B2x2 ≤ b2 : v

x2 ≥ 0

Obtener xj2 y actualizar cT2 x
j
2.

5. Criterio de paro. Si δj − cj2x
j
2 ≤ ε el algoritmo termina. En otro caso, obtener πj y gj ,

formar un corte de optimalidad e ir al paso 2.
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En cada iteración se modifica la región factible del problema bi - divisional relajado (aumenta
en uno el número de restricciones) y el valor óptimo del subproblema bi - divisional. El tamaño
del problema lineal PL-2 era (m+m1 +m2)× (n1 + n2). El tamaño del problema maestro bi -
divisional relajado es (m1 + j)× (n1 + 1) y el del subproblema bi - divisional es (m+m2)× n2.

3.3.3. Convergencia

En esta sección se demostrará que el algoritmo anterior alcanza el óptimo en un número
finito de pasos.

Lema 2. Si (x̃1, x̃2) es factible en el problema PL-2 y (x∗1, δ∗) es óptima en el problema
maestro bi - divisional completo,

cT1 x̃1 + cT2 x̃2 ≤ cT1 x∗1 + δ∗.

Demostración.

Sea (x̃1, x̃2) una solución factible del problema PL-2, entonces x̃2 es una solución facti-
ble del subproblema divisional al poner x̃1 en lugar de x1. Por el Teorema 2 de dualidad

cT2 x̃2 ≤ mı́n
{

(d−A1x̃1)Tπl + bT2 vl : l = 1, . . . , ϑ
}
.

De esta desigualdad se tiene

cT1 x̃1 + cT2 x̃2 ≤ cT1 x̃1 + mı́n
{

(d−A1x̃1)Tπl + bT2 vl : l = 1, . . . , ϑ
}
.

Dado que (x∗1, δ∗) es solución óptima

cT1 x̃1 + mı́n
{

(d−A1x̃1)Tπl + bT2 vl : l = 1, . . . , ϑ
}
≤ cT1 x∗1 + δ∗

de las dos ultimas desigualdades se sigue el lema.

Lema 3. Si xj1 = xh1 con j < h, entonces δh = cT2 x
h
2 .

Demostración.

Supongamos que
δj − ε > cT2 x

j
2 y δh − ε > cT2 x

h
2 .

En la iteración j el corte que se introduce es

δ ≤ gj + πTj A1(xj1 − x1)

δ ≤ cT2 x
j
2 + πTj A1(xj1 − x1)

δ ≤ cT2 xh2 + πTj A1(xj1 − x1)

pero la solución (xh1 , δh) debe satisfacer la última desigualdad, es decir,

δh ≤ cT2 xh2 + πTj A1(xj1 − xh1 ) = cT2 x
h
2 .

56



Así, tenemos que
δh − ε > cT2 x

h
2 y δh ≤ cT2 xh2

lo cual es una contradicción. Luego, el lema se verifica.

El siguiente lema garantiza que en cada iteración la base óptima del subproblema es diferente:

Lema 4. Si j 6= h y δh − ε > cT2 x
h
2 , entonces (πj , vj) 6= (πh, vh).

Demostración.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que j < h. Supongamos que (πj , vj) = (πh, vh),
entonces el corte que se introduce al problema maestro divisional relajado en la iteración j es
igual al corte que se introduce en la iteración h. Luego, el problema maestro divisional relajado
en la iteración h + 1 reportará la misma información que en la iteración h. Por el Lema 3,
cT2 x

h
2 = δh , pero por hipótesis δh − ε > cT2 x

h
2 . Entonces, (πj , vj) 6= (πh, vh).

Observación 3.6. Como la cardinalidad del conjunto Σ es finita y por el Lema 4 la base
del subproblema bi - divisional en cada iteración es diferente; entonces δj = cT2 x

j
2 para algún

j <∞.

Esto asegura que el criterio de paro se alcanza en un número finito de pasos.

Teorema 9. Si en la iteración j, δj = cT2 x
j
2, entonces (xj1, x

j
2) es una solución óptima del

problema PL-2.

Demostración.

Sea (x̃1, x̃2) una solución factible del problema PL-2 y (x∗1, δ∗) una solución óptima del
problema maestro bi - divisional completo. Por el Lema 2 y porque la región factible del proble-
ma relajado en la iteración j contiene a la región factible del problema maestro bi - divisional
completo, se tiene

cT1 x̃1 + cT2 x̃2 ≤ cT1 x∗1 + δ∗ ≤ cT1 x
j
1 + δj ≤ cT1 x

j
1 + cT2 x

j
2,

lo cual prueba el teorema.

Ejemplo 3.3. Consideremos el siguiente problema bi - divisional con dos restricciones aco-
pladas

max 2x+ y

x ≤ 4
y ≤ 6

x+ y ≤ 5
2x+ 3y ≤ 12

x, y ≥ 0

cuya solución es (x, y) = (4, 1).
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Iniciamos con una solución inicial (x, y) = (0, 4), x variable de la primera división e y variable
de la segunda división.

Paso 4: El primer subproblema es

g1 = max y

y ≤ 5− 0 = 5
3y ≤ 12− 2(0) = 12
y ≤ 6
y ≥ 0,

que al resolverlo da lugar a y1 = 4, g1 = 4, u1 = (0,− 1
3 )T y v1 = 0.

Paso 2: El problema maestro es

max 2x+ δ

x ≤ 4
θ − 2

3x ≤ 4
x ≥ 0,

cuya solición óptima es x2 = 4, δ2 = 20
3 .

Paso 4: Formulando de nuevo el subproblema para x = 4, resulta

g2(x) = max y

y ≤ 1
3y ≤ 4
y ≤ 6
y ≥ 0,

que al resolverlo da lugar a y2 = 1, g2 = 1, u2 = (−1, 0)T y v2 = 0.

Paso 2: Formulando nuevamente el problema maestro para g2 = 1 y u2 = (−1, 0)T

max 2x+ δ

x ≤ 4
δ − 2

3x ≤ 4
δ − x ≤ 5
x ≥ 0,

que al resolverlo se obtiene la solución óptima x3 = 4, δ3 = 1. Una vez formulado y resuelto
de nuevo el subproblema se obtiene g3 = cT2 y

3 = (1)(1) = 1 = δ3 y, por lo tanto, converge el
algoritmo. Hemos encontrado el óptimo del problema original.
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Ejemplo 3.4. Consideremos el siguiente problema divisional con dos restricciones de acople

max 9x1 + 5x2 + 6x3

s.a
7x1 + 3x2 + 4x3 ≤ 30
x1 + x2 + 2x3 ≤ 10
3x1 ≤ 12

6x2 + 13x3 ≤ 60
3x2 + 8x3 ≤ 25
x1, x2, x3 ≥ 0

(3.15)

cuya solución óptima es (x1, x2, x3) = (0.72, 8.32, 0).

Iniciamos con una solución inicial (x1, x2, x3) = (0, 2, 1), x1 variable de la primera división
y x2, x3 variables de la segunda división.

Paso 4: El primer subproblema es

g1 = max 5x2 + 6x3

s.a
3x2 + 4x3 ≤ 60
x2 + 2x3 ≤ 10
6x2 + 13x3 ≤ 60
3x2 + 8x3 ≤ 25
x2, x3 ≥ 0,

(3.16)

que al resolverlo da lugar a x1
2 = 5

6 , x
1
3 = 0, g1 = 41.6, u1 = (0, 0)T y v1 = (0, 5

3 )T .

Paso 2: El problema maestro es

max 9x1 + δ

s.a
3x1 ≤ 15
δ ≤ 41.6
x1 ≥ 0,

(3.17)

cuya solución óptima es x2
1 = 4 y δ2 = 41.6.

Paso 4: Formulando de nuevo el subproblema para x = 4

g2 = max 5x2 + 6x3

s.a
3x2 + 4x3 ≤ 2
x2 + 2x3 ≤ 6
6x2 + 13x3 ≤ 60
3x2 + 8x3 ≤ 25
x2, x3 ≥ 0,

(3.18)
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que al resolverlo da lugar a x2
2 = 2

3 , x
2
3 = 0, g2 = 10

3 , u2 = ( 5
3 , 0)T y v2 = (0, 0)T .

Paso 2: Formulando de nuevo el problema maestro para g2 = 10
3 y u2 = ( 5

3 , 0)T

max 9x1 + δ

s.a
3x1 ≤ 15
δ ≤ 41.6
35
3 x1 + δ ≤ 50
x1 ≥ 0,

(3.19)

cuya solución óptima es x3
1 = 0.72 y δ3 = 41.6.

Paso 4: Formulando nuevamente el subproblema para x1 = 0.72

g3 = max 5x2 + 6x3

s.a
3x2 + 4x3 ≤ 24.96
x2 + 2x3 ≤ 9.28
6x2 + 13x3 ≤ 60
3x2 + 8x3 ≤ 25
x2, x3 ≥ 0,

(3.20)

con solución óptima x3
2 = 8.32, x2

3 = 0 y valor óptimo es g3 = 41.6.
Dado que δ3 − g3 = 41.6− 41.6 = 0, el algoritmo converge, y por lo tanto, hemos encontrado el
óptimo del problema original.
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Capítulo 4

Conclusiones

Al modelar problemas de la ciencia económica e ingeniería, aparecen frecuentemente pro-
blemas de programación lineal cuya matriz de coeficientes de restricciones tiene una estructura
especial, por lo que los algoritmos que resuelven estos problemas por medio de la interacción de
una secuencia de problemas más sencillos merecen ser estudiados.

A continuación presentamos los resultados más relevantes que hemos obtenidos en esta in-
vestigación, al aplicar la transferencia del recurso común entre los subproblemas para la opti-
mización de un problema con estructura de bloques y una restricción de acople y al adaptar el
algoritmo de Benders a problemas bi - divisional.

Se diseñó un algoritmo que trabaja con el recurso común y las variables duales (precios
sombra) de los subproblemas para encontrar el óptimo del problema cero, vía transferencias
del subproblema con menor valor de su variable dual al subproblema con mayor valor en
su variable dual.

Se adaptó el algoritmo de Benders para solucionar un problema bi - divisional.

Se demostró que los algoritmos que se diseñaron convergen a la solución óptima en número
finito de iteraciones.

De las conclusiones anteriores pueden tenerse las siguientes líneas de investigación para el futuro:

1. Diseñar un algoritmo para resolver un problema multi- divisional vía transferencia de los
recursos disponibles entre los subproblemas.

2. Adaptar el algoritmo de Benders generalizado para resolver un problema multi- divisional.
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