


¥ Centro de Investigacién en Matematicas A.C.

Problemas de reparto del costo de
un servidor

T E SIS

Que para obtener el grado de

Maestro en ciencias

con Orientacién en

Matematicas Aplicadas

PRESENTA:

Oliver Antonio Juarez Romero

Director de Tesis:

Dr. Francisco Sanchez Sanchez

GUANAJUATO, GTO JULIO 2012






¥ Centro de Investigacién en Matematicas A.C.

Problemas de reparto del costo de
un servidor

T E S TS

Que para obtener el grado de

Maestro en Ciencias

con Orientacién en

Matematicas Aplicadas

PRESENT A:
Oliver Antonio Juarez Romero

Comité de Evaluacion:

Dr. José Ignacio Barradas Bribiesca
(Presidente)

Dr. Armando Sanchez Nungaray

(Secretario)

Dr. Francisco Sanchez Sanchez
(Vocal y Director de Tesis)

GUANAJUATO, GTO JULIO 2012



v



Dedicatoria

Dedico este trabajo a mis padres Francisco Juarez y Rosa Romero por su invaluable apoyo
en cada una de las etapas de éste y de todos los proyectos que hemos alcanzado; su ejemplo de

perseverancia estd aqui reflejado.

A mi esposa Ruth Solorzano, por motivar y alegrar con su amor, sabiduria y paciencia cada

uno de mis planes que ahora también son de ella.



VI



Agradecimientos

Quisiera aprovechar esta oportunidad para manifestar mi agradecimiento a las personas e

instituciones sin las cuales esta trabajo no hubiera sido posible:

= A Dios por darme la vida, salud, paciencia y sabiduria para poder concluir esta tesis.

= A mi madre que me ha dado la vida, Rosa Romero, quien siempre ha confiado en mi;
gracias, éste es también un logro tuyo.

= A mi esposa, que llena mi vida de alegria, Ruth Solorzano, por su apoyo y comprensién.

s Al director de tesis, el Dr. Francisco Sanchez Sarichez, por su tiempo y trabajo dedicado

a esta investigacion. Muchas gracias por todo.

= A los doctores Armando Séanchez Nungaray e Ignacio Barradas por aceptar ser parte del

comite de evaluacion, y por el tiempo dedicado a revisar este trabajo de investigacién.

= Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACyT) por el apoyo econémico otor-
gado durante los dos anos que durd la maestria.

= A mis amigos, en especial a William Olvera, por sus valiosas aportaciones y correcciones
hechas a este trabajo, y a Sadl Diaz por sus constantes consejos y ayuda en la utilizaciéon
del Latex.

= Al doctor Luis Hernandez Lamoneda por hacer posible este sueno de estudiar en CIMAT.

= A mi comparniero de aventuras y hermano Jony Alexander Rojas Rojas por acompafnarme
y apoyarme desde que nos conocimos en el 2002.

VII



VIII



Indice general

Introduccion

1. Preliminares y definiciones
1.1. Conceptos béasicos de teoriade colas . . . . . . . ... ... ... L.
1.1.1. FElementos bésicos de los modelos de colas . . . . . .. .. ... ... ...
1.1.2. Un proceso de colas elemental . . . . . .. .. ... ... ...
1.1.3. Terminologia y notacién . . . . . . . . . . ... Lo
1.1.4. Proceso de nacimiento y muerte . . . . . ... .. ... ...
1.1.5. Utilizacién de las ecuaciones de balance . . . . . . . ... ... ... ...
1.1.6. Elmodelo M/M/s/FIFO/oo/N . . . . . .. ... ... ... . .....
1.2. Conceptos béasicos de juegos cooperativos . . . . . . . .. .. ... ... .....
1.3. Soluciones para juegos cooperativos . . . . . . . . . . ...
1.3.1. Enfoque axiomdtico . . . . . .. ... ...
1.3.2. Enfoque probabilistico . . . . . . ... .. o

1.4. Conclusiones . . . . . . . . . e

2. Problemas de colas
2.1. Elmodelo . . . . . . .
2.2. Proceso de nacimiento y muerte multidimensional . . . . . . . . ... ... .. ..
2.3. Soluciones al problema decolas . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ...,
2.4. Situacién de abandono . . . . . .. ... L

2.5. Conclusiones . . . . . . . . .

3. Resultados principales
3.1. Caracterizacién de las soluciones propuestas . . . . . . . . . ... ... ...

3.2. Conclusiones . . . . . . . . . . e e
4. Conclusiones generales
Referencias

Indice alfabético

11

17
17
18
19
20
21
22
23
23
25
25
27
28

29
29
31
36
40
41

43
43
o4

55

57

59



10



Introduccion

La gran mayoria de los procesos relacionados con el consumo de recursos involucran la gene-
racién de algun tipo de costo. Esto porque, en general, los recursos no estan a total disposicion
de los consumidores o porque se necesita un gran capital tanto econémico como humano para ge-
nerarlos. Podemos encontrar ejemplos de esta situacién en diversos contextos; en las companias
manufactureras, empresas telefénicas y universidades. Cuando un solo agente es el responsable
de este consumo, €l es el Unico que tiene que pagar los costos consecuentes. La problematica
inicia cuando se tiene un conjunto de agentes como los responsables de dicho consumo. Con
ello surgen las siguientes interrogantes: ;Cémo se puede repartir este costo entre los agentes?

., Qué factores deben tomarse en cuenta en la reparticién del costo?

Por ejemplo en las empresas manufactureras es necesario distribuir ciertos gastos generales
entre los productos y las divisiones; si varias ciudades usan un mismo sistema de distribucién de
agua, entonces deben llegar a un acuerdo sobre cémo distribuir los costos administrativos y de
operacion. Un ejemplo més surge cuando dos personas que comparten departamento necesitan
repartir los costos de la renta y servicios basicos. Con estas situaciones, podemos concluir que
los factores a considerar en la reparticién dependeran fuertemente de las condiciones en las que

los costos se generan.

Aun asi, es posible plantear soluciones generales para resolver estas situaciones. Una solucién
salomédnica podria ser el hecho de que “todos paguen lo mismo”. Como es de esperarse, esta
situacién acarrearia serias discusiones entre los agentes, ya que no necesariamente el consumo de
los recursos se hace de manera igualitaria. Por ello, surge la idea de utilizar teorias matematicas
para establecer los preceptos bajo los cuales debe hacerse la reparticion de los costos. Una de
esas disciplinas es la teoria de juegos. El inicio de esta teoria se remonta al ano de 1944 con la

publicacién del Libro “Game Theory and Economic Behavior” de Von Neumann y Morgenstern.

Utilizando las técnicas de la teoria de juegos, los costos se reparten usando juegos coopera-
tivos. Se introduce el concepto de juegos de costo como un par (N, c¢) donde N es el conjunto
de agentes y ¢ : 2V — R es la funcién de costos con ¢(@) = 0 (aqui 2%V denota el conjunto
potencia de N). Un grupo de agentes T C N se llama una coalicién y ¢(T') se denomina el costo
en el que incurre esta coalicién; asi, los mecanismos de reparto se obtienen tomando en cuenta
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conceptos de solucién en los juegos de costos asociados, como por ejemplo el bien conocido valor
de Shapley [4]. También se pueden plantear otras situaciones donde se consideran las demandas
de los agentes; asi, un problema queda determinado por una terna (N, m, c) donde m es el vector
de demandas. Estas ideas han sido trabajadas por Young [12], Moulin [13], entre otros.

En el presente trabajo se estudiara el problema de repartir el costo de un servidor, entre un
conjunto de usuarios en base al tiempo en el que estos utilizan el servicio brindado por el servidor
L. Mediante las técnicas de la teorfa de colas, y bajo supuestos adicionales, es posible determinar
la fraccién del tiempo en la que cada usuario necesita del servicio. La idea fundamental es utilizar

esta informacion como base para realizar la reparticién del costo.

La teoria de colas es el estudio matematico de las lineas de espera. Su objetivo principal es
el andlisis de varios procesos, tales como la llegada de los usuarios al final de la cola, la espera
en la cola, etc. El matematico danés A. K. Erlang, publico el primer articulo sobre la teoria de
colas en 1909, especificamente se preocupé del estudio del problema de dimensionamiento de

lineas y centrales de conmutacién telefénica para el servicio de llamadas.

En la literatura existen ciertos trabajos que se relacionan con nuestro problema. Uno de ellos
se debe a Maniquet [1], donde el autor reparte el costo total de espera entre los usuarios, utili-
zando un concepto de transferencia. En su trabajo, se propone resolver este problema utilizando
el valor de Shapley [4] de un cierto juego denominado juego de colas, definiendo el valor de una
coalicién como la suma de los costos de espera de sus miembros como si ellos fueran los primeros
en arribar al sistema de colas y pudieran formarse de manera “ptima”, bajo algin contexto.
El mecanismo resultante de estas consideraciones es la llamada regla de tranferencia mini-
ma. Por otro lado, Youngsub [6] utiliza otra solucién bien conocida para juegos cooperativos,
el nucleolo [9] del juego de colas, obteniendo sorprendentemente, la misma regla obtenida por
Maniquet; la razén fundamental es que el valor de Shapley y el nucleolo coinciden para los juegos
de colas.

El estudio que aqui proponemos se divide en tres capitulos, de los que a continuacién se

presenta un breve resumen.

El primero contiene una introduccién a los conceptos basicos de la teoria de colas, haciendo
especial énfasis en la técnica necesaria para determinar la fraccién del tiempo en la que el
sistema? tiene un preestablecido ntmero de usuarios, esta técnica utiliza el proceso de nacimiento
y muerte unidimensional. También se aborda la teoria de juegos cooperativos, en la cual, nuestro
interés radica en el procedimiento que se utiliza para resolver un conjunto de problemas de
manera uUnica. El contenido de este capitulo no es original y su inclusién se justifica por la
pretencion de unificar en lo posible la notaciéon, asi como de lograr una coherencia en el contenido

del trabajo.

1Por servidor entiéndase cualquier agente que brinda un servicio; maquinas, personas o una combinacién de
éstos.
2Entiéndase sistema al lugar donde opera el servidor.
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En el segundo capitulo, se modela la situacién a considerar: se define formalmente un pro-
blema de colas como
(N7 )‘a /j/a C)a

donde N es el conjunto de usuarios, A es el vector de tasas de arribo, el cual se interpreta como
la necesidad por utilizar el servicio, p es el vector de tasas de servicio, del cual se deriva el
tiempo que tarda el servidor en servir a los usuarios y c es el costo del servicio brindado por el
servidor, que es la cantidad que estamos interesados en repartir. Al problema de colas (N, A, , ¢)
lo identificamos con N, entendiendo que estdn dados los vectores A, p y el nimero c. Ademas,
se define lo que entenderemos por solucién a un problema, la cual es una funcién

©:Q— RN,

donde @ es el conjunto de todos los problemas de colas. ¢ asocia a cada problema de colas
N € @, un vector

@(N) = (i(N)sen) € RV
donde
@i(N)

indica lo que debe pagar el usuario 7 en el problema de colas N. Se establecen las propiedades
razonables que posea una solucién, por ejemplo, eficiencia, es decir, que se reparta todo el
costo entre los usuarios. Luego se presenta una generalizacién del proceso de nacimiento y
muerte unidimensional, esto con el proposito de poder determinar la fraccién del tiempo que el

sistema tiene un numero preestablecido de usuarios.

Dadas estas fracciones de tiempo se presentan dos soluciénes a un problema de colas N. Una

de ellas es
P(0,...,0
wi(N) = (|’N|’)+f,» [1-P(0,...,0)]| ¢ para todo i € N, (1)
donde )
fi = b 1 -
Zj EN pu;
Esta solucién reparte la fraccién del tiempo en la que el sistema estd vacio, P(0, . ..,0), en par-
tes iguales y la fraccién en la que el sistema es utilizado por al menos un usuario, [1 — P(0,...,0)],

de manera proporcional al tiempo en que los usuarios utilizan el sistema.

La otra solucion es
Yi(N) = fic, para todo i € N, (2)

donde f; es la fraccion del tiempo en la que el usuario ¢ € N utiliza el sistema. Para una

explicacién de cémo se determina estas fracciones, refiérase a la Seccién 2.3.

Basicamente lo que esta solucién hace es repartir el costo utilizando los siguientes criterios:
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» La fraccién del tiempo en la que el sistema estd vacio P(0,...,0) deben pagarla todos los

usuarios en igual proporcién,

s La fraccién del tiempo en la que el sistema es utilizado por un grupo de usuarios deben,

pagarla en forma proporcional al tiempo en que son servidos.

También en este segundo capitulo se preparan las condiciones para resolver la siguiente
situacién, que nombramos como de abandono; supongamos que hemos repartido el costo del
servicio entre un conjunto M de usuarios, mediante alguna solucién v; sin embargo, un grupo
de los usuarios, N¢ C M, decide no participar de la reparticién del costo; entonces estamos
interesados en determinar una nueva solucién ¥ que reparta lo que pagaban los usuarios en N°¢
entre aquellos que decidieron quedarse, de tal manera que la nueva solucién sea tnica en cierto
sentido.

En el tercer capitulo presentamos los principales resultados de este trabajo de investigacion.
Como primer resultado mencionamos el siguiente teorema:

Teorema 1. Dado un problema de colas N y el conjunto de constantes D = {d;;}i jen

donde
1 1

dy = | 21— P0,...,0)]e
’ [ZkGNulk]

entonces la solucién dada en (1) es la dnica solucidn eficiente y justa que preserva diferencias.

Para una explicacién e interpretacién de lo que significa que una solucién preserve diferencias,

refiérase a la Seccién 3.1.
En este capitulo se resuelve la situacién de abandono, utilizando la solucién
W;(N) = fic  paratodoie N, (3)
donde

fi=fi+ ij Ji

jENC ZkEN fk

Asi, nuestro segundo resultado es el siguiente teorema:

Teorema 2. Sean M, N dos problemas de colas tales que N G M, |[M| =m > 4, f =
(f1,--., fm) el vector de fracciones de tiempo de utilizacidn del servicio, v la solucion para M

dado en (2) y ¢ una solucidn para N eficiente tal que

¢i(N) = fic para todo i € N,

donde f es una regla de revision que satisaface la propiedad de independencia de trayectoria.
Si @ es igual a la solucion dada en (3) para todo N tal que |[N| =n con 2 <n < m, entonces ¢

es igual a la solucidn dada en (3) para todo problema de colas R tal que m > |R| > n.
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Para una explicacién e interpretacion de la definicién de regla de revisién y de la propiedad

de independencia de trayectoria refiérase a la Seccion 2.4.

El objetivo genérico que motiva el presente trabajo de investigacion es repartir el costo
de un servidor entre los usuarios de éste, encontrando una serie de principios (axiomas) que
determinen légicamente estas reparticiones. De entre los objetivos especificos, pueden destacarse

los siguientes:

= Generalizar el proceso de nacimiento y muerte donde la definicién natural de estado re-
quiere mas de una variable, para determinar la fraccién del tiempo en la que en el sistema

hay una determinado ntimero de usuarios.

= Resolver problemas de reparticiéon de costos con base a la fraccién del tiempo en la que

los usuarios utilizan el sistema.

= Proporcionar soluciones que satisfagan una serie de axiomas determinados para problemas

de colas y con ellos, lograr su caracterizacién.

15
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Capitulo 1
Preliminares y definiciones

Este capitulo contiene una introduccion a los conceptos bésicos de la teoria de colas, haciendo
especial énfasis en la forma en la cual se determina la fraccién del tiempo en la que un sistema
tiene un determinado ntimero de usuarios. Para lograr esto, utilizamos el denominado proceso
de nacimiento y muerte; este se basa en un principio que establece que la tasa media de
entrada a un estado debe ser igual a la tasa media de salida. La utilizacién de este principio
genera un sistema de ecuaciones en el cual las variables son las fracciones del tiempo mencionadas
anteriormente. Ademaés, se examinan los conceptos relacionados a la teoria de juegos cooperativos
destacando la técnica utilizada para caracterizar soluciones para un conjunto de problemas;
puede verse un ejemplo de esta técnica en [4], en el cual se caracteriza una solucién bien conocida,
el valor de Shapley, utilizando los axiomas de eficiencia, aditividad, simetria y nulidad. También
se abordara un enfoque probabilistico para la caracterizacién de dicho valor donde se demuestra

que una solucién es el valor esperado de un proceso aleatorio.

1.1. Conceptos basicos de teoria de colas

En esta seccién se recogen todos aquellos conceptos y resultados bésicos de la teoria de colas

que son empleados a lo largo de este trabajo. Para un estudio mds extenso remitimos a [2].

Una cola es una linea de espera y la teoria de colas es una coleccién de modelos matematicos

que describen sistemas de lineas de espera particulares.

Las féormulas para cada modelo indican cudl debe ser el desempeno del sistema correspon-
diente y senalan la cantidad promedio de tiempo de espera, en una gama de circunstancias.
Por lo tanto, estos modelos son muy ttiles para determinar cémo opera un sistema de colas de
manera mas efectiva, encontrando un balance adecuado entre el costo de servicio y la cantidad

de tiempo de espera.

El proceso basico supuesto por la mayor parte de los modelos de colas es el siguiente: los

usuarios que requieren un servicio provienen de una fuente de entrada; estos usuarios entran
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1.1.1. Elementos basicos de los modelos de colas

al ststema y se unen a una cola, donde esperan para ser servidos. El usuario que sera servido
se selecciona mediante alguna regla conocida como disciplina de servicio; luego, se lleva a
cabo el servicio requerido por el usuario en un mecanismo de servicio, y después el cliente

sale del sistema.

En la Figura 1.1 se esquematiza este proceso.

Sistemna de colas

Fuente de Clientes
entrada de servicio servidos

|
I
|
|
: o Cola Mecanismo Clientes .
|
|
|
I
|

Figura 1.1: Proceso béasico de un modelo de colas.

En la siguiente seccién presentaremos una explicacién sobre los diferentes elementos que

intervienen en un modelo de colas.

1.1.1. Elementos basicos de los modelos de colas

Una caracteristica de la fuente de entrada es su tamano . El tamano es el nimero total
de usuarios que pueden requerir del servicio en un determinado momento, es decir, el nimero
total de usuarios potenciales distintos. Esta poblacién, de la cual surgen los usuarios, se conoce
como poblacion de entrada. Puede suponerse que el tamano es infinito o finito. También
se debe especificar el patron estadistico mediante el cual se generan los usuarios en el tiempo.
La suposiciéon normal es que se generan de acuerdo a un proceso Poisson, es decir, el nimero

de usuarios que llegan hasta un tiempo especifico tiene una distribuciéon Poisson.

La cola es donde los usuarios esperan antes de ser servidos. Una cola se caracteriza por
el nimero méximo permisible de usuarios que puede admitir. Las colas pueden ser finitas o

infinitas, segin si este numero es finito o infinito.

La disciplina de servicio se refiere al orden en el que se seleccionan los usuarios para

recibir el servicio; por ejemplo, puede ser:

1. First In, First Out (FIFO): segiin la cual se atiende primero al cliente que haya llegado

primero.

2. Last In, First Out (LIFO): también conocida como pila. Consiste en atender primero

al cliente que ha llegado de tltimo.

18



1.1.2. Un proceso de colas elemental

3. Random Selection of Service (RSS): selecciona al usuario que serd atendido de

manera aleatoria, de acuerdo a algiin procedimiento de prioridad o algiin orden.

El mecanismo de servicio consiste en una o maés instalaciones de servicio , cada una de

)

ellas con uno o més canales paralelos de servicio, llamados servidores.

En una instalaciéon dada, el usuario entra en uno de estos canales y el servidor le presta el
servicio completo. Un modelo de colas debe especificar el arreglo de las instalaciones y el nimero
de servidores en cada una. Los modelos més elementales suponen una instalacién, ya sea con un

servidor o con un numero finito de servidores.

El tiempo que transcurre desde el inicio del servicio hasta su terminacién en una instalaciéon
se llama tiempo de servicio. Un modelo de un sistema de colas debe especificar la distribucién
de probabilidad de los tiempos de servicio para cada servidor (y tal vez para distintos usuarios)

aunque es comun suponer la misma distribucién para todos los servidores.

1.1.2. Un proceso de colas elemental

El proceso de colas que més prevalece es el siguiente: una sola linea de espera (que a veces
puede estar vacfa) se forma frente a una instalacién de servicio, dentro de la cual se encuentran
uno o mas servidores. En la Figura 1.2 se da un esquema del sistema de colas del que se
estd hablando.

Clientes servidos

Sistema de colas

o Cola C 8

enites C §  Mecanismo

- ccccecccec . §  deservicio
C s

Clientes servidos

Figura 1.2: Sistema de colas elemental.

Cada usuario generado por una fuente de entrada recibe el servicio de uno de los servidores,
quizé después de esperar un poco en la cola. Estos modelos suponen de que los tiempos entre
llegadas y los tiempos de servicios estan idénticamente distribuidos.

Por convencién, los modelos de colas se etiquetan como sigue:

a/bfc/d/e/f,

19



1.1.3. Terminologia y notacién

donde los simbolos a, b, ¢, d, e y f representan elementos basicos del modelo en la forma siguiente:

Distribucién de llegadas
= Distribucién del tiempo de servicio
Numero de servidores

= Disciplina de servicio

o . a o 9
|

Numero méximo de usuarios admitidos en el sistema (en linea de espera
mas en servicio)

f = Tamaifio de la fuente de entrada.

Por ejemplo, el modelo
M/M/s/FIFO/x/N,

que consideraremos en este trabajo, supone que tanto los tiempos entre entradas como los de
servicio tienen distribucién exponencial (representada por M), el nimero de servidores es s, la
disciplina de servicio es FIFO, el sistema puede alojar un ntmero infinito de usuarios y el
tamano de la poblacién es N.

1.1.3. Terminologia y notacion

A menos que se establezca otra cosa, se utilizard la siguiente terminologia:

E = Numero de usuarios en el sistema.
P, = Probabilidad de que exactamente n usuarios
estén en el sistema.
s = Numero de servidores en el sistema de colas.
An = Tasa media de llegadas (nimero esperado de
llegadas por unidad de tiempo) de nuevos
usuarios cuando hay n usuarios en el sistema.
i, = Tasa media de servicio para todo el sistema
(nimero esperado de usuarios que completan
su servicio por unidad de tiempo) cuando hay

n usuarios en el sistema.

Cuando )\, es constante para toda n, esta constante se denota por A. Cuando la tasa media
de servicio es constante para toda n 2 1, esta constante se denota por u.

En estas cirscuntancias,

1

1
son los tiempos esperados entre llegadas y los tiempos esperados de servicio, respectivamente.

20



1.1.4. Proceso de nacimiento y muerte

Asi mismo,

es el factor de utilizacién de los servidores, es decir, la fraccién de tiempo esperada en que los
servidores estan ocupados.

En la siguiente seccién abordaremos la técnica necesaria para determinar la fraccién del
tiempo en la que el sistema tiene un determinado ntmero de usuarios, la cual se basa en el

proceso de nacimiento y muerte.

1.1.4. Proceso de nacimiento y muerte

La mayor parte de los modelos elementales de colas suponen que las entradas (llegada de
los usuarios) y las salidas (usuarios que se van) del sistema ocurren de acuerdo a un proceso de
nacimiento y muerte. En este contexto, el término nacimiento se refiere a la llegada de un

nuevo usuario al sistema de colas y el término muerte a la salida del usuario servido.

El estado del sistema, denotado por F, es el niimero de usuarios que hay en el sistema de
colas. El proceso de nacimiento y muerte describe en términos probabilisticos cémo cambian

los estados del sistema. En la Figura 1.3 se muestra un diagrama de tasas.

A A Ay 4,2 Ay Ay
e @) 09 89 (- D G sjoffen!
H 2 K3 By H

” #»-ﬂ

Figura 1.3: Diagramas de tasas para el proceso de nacimiento y muerte.

En general, el proceso afirma que los nacimientos y muertes individuales ocurren de manera
aleatoria, donde sus tasas medias de ocurrencia dependen del estado actual del sistema.

Para analizar este proceso se realizan estudios después de haber alcanzado una condicién de
estado estable!, utilizando el siguiente principio.

Para cualquier estado del sistema:
la tasa media de entrada debe ser igual a la tasa media de salida.

La ecuacién que expresa este tipo de principio se llama ecuacion de balance.

Ipara mas detalles de esta propiedad del proceso de nacimiento y muerte ver [2]
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1.1.5. Utilizacién de las ecuaciones de balance

1.1.5. Utilizacién de las ecuaciones de balance

Después de construir las ecuaciones de balance para todos los estados en términos de las
probalidades P,, desconocidas, se puede resolver este sistema de ecuaciones (mds una ecuacién

que establezca que las probabilidades deben sumar 1) para encontrarlas.

Luego, tenemos que:

Estado Tasa de entrada = Tasa de salida
0 Py = Ao Fo
1 AoFo + paPo = (A1 + 1) Py
2 AP+ p3Ps = (A2 + p2) P
n An—1Pp_1+ ,un+1Pn+1 = ()\n + ,U/n)Pn

Despejando los valores de las diferentes probabilidades se obtiene:

Estado
1 Pl = %PO
2 no= 2n Dap o
N k—1 X; _ Ai
k P, = ITiz i Do = Peo1g7

y, como se establecié anteriormente, debe cumplirse

0, lo que es lo mismo,

Py + ZPk =1
k=1

Por lo tanto,

Po+ Y- 1Hz 0 ,hfrlP =1

(1+Zk 1Hz 0 Mil)

1
1+Zk IHz 0 ;LHi_l

Dado que se conoce la expresién de Py, se puede obtener ficilmente el valor de Pj.

Para finalizar esta seccién presentaremos el modelo de colas que se ajusta a nuestro trabajo

de investigacion.
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1.1.6. El modelo M/M/s/FIFO/oo/N

1.1.6. El modelo M/M/s/FIFO/co/N

Supongamos que la fuente de entrada esti limitada; es decir, que el tamano de la po-
blacion potencial es finito. Para este caso, sea N el tamano de esa poblacién. Cuando el
ntimero de usuarios en el sistema de colas es n (n = 0,1,..., N) existen sélo (N — n) usuarios
potenciales restantes en la fuente de entrada. La aplicacién mds importante de este modelo es
el problema de reparacion de maquinas, en el que se asigna a uno o mas técnicos o personas, la
responsabilidad de mantener en operaciéon cierto grupo de N maquinas dando servicio a cada

una de las que se descomponen.

Este modelo supone que el tiempo fuera de cada usuario (esto es, el tiempo que pasa desde

que deja el sistema hasta que regresa) tiene una distribucion exponencial con pardmetro \.

Cuando n usuarios estan dentro y, por supuesto, N — n estan fuera, la distribucion de
probabilidad actual del tiempo que falta para la préxima llegada al sistema es la distribucion
del minimo de los tiempos restantes fuera para esos N —n usuarios. Segun las propiedades de

la distribucién exponencial, esta distribucién debe ser exponencial con pardmetro A, = (N —n)\.

Cuando s = 1, para este modelo se tiene que:

1
PO: N )
Y n—ol iy ()]
N'AL
Pn: m(;) ngaran:1,2,...,N.

A continuacién presentaremos el procedimiento que se utiliza en la teoria de juegos coope-

rativos para resolver un conjunto de problemas de manera unica.

1.2. Conceptos basicos de juegos cooperativos

En esta seccion se recogen todos aquellos conceptos y resultados bésicos de la teorfa de juegos
cooperativos con utilidad transferible que son empleados a lo largo de esta memoria. Para un

estudio més extenso remitimos a [10].

La teoria de juegos es un area de la matemadtica aplicada que utiliza modelos para estu-
diar interacciones en estructuras formalizadas de incentivos (llamados juegos) y llevar a cabo

procesos de decisién.

Un juego cooperativo es una situacién en el cual dos o més agentes (llamados jugadores)
no compiten entre ellos, sino mas bien se esfuerzan por conseguir el mismo objetivo y, por lo
tanto, ganan o pierden como un grupo. En otras palabras, es una situaciéon en donde grupos de

jugadores (coaliciones) pueden tener comportamientos cooperativos.

Algunos de los objetivos de la teoria de juegos cooperativos son determinar:
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1.2. Conceptos béasicos de juegos cooperativos

1. Cuéles soluciones son admisibles de acuerdo a ciertos criterios.
2. Qué coaliciones se forman o se deberian formar.

3. Cudnto estd dispuesto a dar o recibir cada jugador en cada coaliciéon a cambio de su
cooperacion.

4. En caso de que se forme una coalicién .S, como se reparte el monto que pueden conseguir

entre los miembros de S.

Definicién 1.1. Un juego cooperativo es un par (N,v) formado por un conjunto finito

N ={1,2,...,n} y una funcién

v:P(N) =R,

que asigna a cada subconjunto S de N, que estd en P(N), un nimero real v(S) con la condicién
de que v(0) = 0.

Cada elemento del conjunto N es un jugador y cada subconjunto de N es una coalicion.
La funcién v se llama funcion caracteristica del juego. La interpretacién que se le da al juego

es que los jugadores pertenecientes a S juegan unidos y consiguen una utilidad conjunta v(.S).

Ejemplo 1.1. Para cierta industria, Juan provee la maquinaria para realizar un producto.
A su vez, se tienen 2 trabajadores (Carlos y Pedro), que utlizando las mdquinas de Juan, pueden

elaborar cada una de ellos un producto, que al venderlo, significa una ganancia de 5 unidades.

La situacion se plantea como un juego cooperativo en donde N = {1,2,3} (1 = Juan, 2 =
Carlosy 3 = Pedro) y donde, para todo S C N, v(S) representa el monto obtenido al vender el
producto cuando los jugadores en S intervienen en la produccion, y se muestra en la siguiente
tabla:

S {u {2k | {33 | {12} | {1.3} | {23} | {1,2,3}
vS)[ 0 [ o] o 5 5 0 10

Sea G™ el conjunto de todos los juegos definidos sobre el conjunto de jugadores N.

Es facil ver que G es un espacio vectorial sobre el campo de los nimeros reales si se definen
la suma y el producto escalar sobre GV de la siguiente manera:

1. (v+w)(S) =v(S) + w(S) para todo v,w € GV y para todo S C N.

2. (kv)(S) = kv(S) para todo v € G, para todo S C N y para todo k € R.

La base del espacio vectorial GV estd formada por los juegos de unanimidad

{US}Q);ASQN
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1.3. Soluciones para juegos cooperativos

cuya funcién caracteristica se define por:

(1) 1, siSCT
us =
0, en otro caso

para todo T"C N.

Asi, para todo v € GV tenemos que

siendo {cs}p2sc Ny nimeros reales que representan los coeficientes de la combinacién lineal, co-
nocidos como coordenadas de unanimidad o coeficientes de Harsanyi, para més detalles
ver [15].

1.3. Soluciones para juegos cooperativos

El problema principal que se aborda en juegos cooperativos es la distribucién de ganancias
conjuntas o el reparto de costos comunes. La teoria mas conocida que actualmente da una
respuesta categorica a estos problemas es la de valores en juegos cooperativos. En ella se agrupan
problemas, se definen soluciones concebibles y se pide que una solucién satisfaga un conjunto
de axiomas que la determinen univocamente. Para empezar a precisar esta idea, se define a

continuacién el concepto de solucién.

Definicién 1.2. Una solucion es un operador
0:GN - R", (1.1)
que asocia a cada juego v € GN un vector

p(v) = (@i(v))ien € R" (1.2)
donde p;(v) es lo que le corresponde al jugador i en el juego v.

En las siguientes secciones se abordan los enfoques que permitiran la caracterizacion de las

soluciones que propondemos para los problemas de colas.

1.3.1. Enfoque axiomatico

El problema de encontrar soluciones a juegos cooperativos puede enfocarse tomando a GV
como el conjunto de todos los juegos de n jugadores y definiendo un operador ¢ : GV — R” que
resuelva a todos los juegos; ahora sélamente bastara con definir de buena manera al operador
v, anadiéndole propiedades deseables (las cuales se considerardn como axiomas) y demostrar

que existe un unico operador que posee dichas propiedades. El avance que se obtiene con esto es
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1.3.1. Enfoque axiomatico

sustancial; se aceptan o se eliminan soluciones para toda una clase de problemas con sélo aceptar

o no simples supuestos generales; como ejemplo de esta técnica tenemos al valor de Shapley.

En 1953, Lloyd S. Shapley [4], establece una solucién ¢ para juegos cooperativos que satisfaga

los siguientes axiomas:

Axioma 1.1. (Aditividad). Para todo v y w € G

p(v+w)=p)+pw)

Noétese que, como se definié v + w, lo que obtiene cada coalicién es exactamente la suma
de lo que obtiene en cada uno de los juegos originales y por lo tanto los jugadores no pueden
obtener ventaja adicional por jugar los dos juegos en serie. Resulta natural pedir que lo que
deba obtener cada jugador en el juego suma, sea exactamente la suma de lo que obtengan en

los juegos originales.

Otra caracteristica razonable que deberia tener una solucién es que no dependa de los atribu-
tos personales de los jugadores; en otras palabras, que sea andénima. Consideremos el conjunto
Sp={0: N — N | 0 esbiyectiva}, el grupo de permutaciones del conjunto de jugadores.

Para cada 6 € S,, y cada v € GV definimos el juego fv como:

Ov(S) = v(071(9)) para todo S C N.

Axioma 1.2. (Simetrfa). Para todo juego v € GV y toda permutacién 6 € S,, se cumple
que

©i(0v) = o) (V).

Asi, si los jugadores intercambian papeles en el juego y ademds cada coalicién logra hacer
exactamente lo mismo que la coaliciéon a la que suplanta, entonces lo que debe obtener cada

jugador en el nuevo juego es lo que obtenia el jugador al cual suplanta.

Dado (N,v) y S C N, denotemos por:

p(0)(S) =D wilv);

i€S
esto es, p(v)(9) es el monto que la coalicién S obtiene con la solucién ¢.

Axioma 1.3. (Eficiencia). Para todo v € GV se tiene

Z @i(v) = v(N).

iEN
En otras palabras, el monto que se reparte entre todos los jugadores bajo ¢ es exactamente

el monto v(N) que puede conseguir la gran coalicién.

Por ultimo:
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1.3.2. Enfoque probabilistico

Definicién 1.3. Se dird que i € N es un jugador nulo en v si y sélo si
v(SU{i}) = v(S),
para toda S C N.
Axioma 1.4. (Nulidad). Si 4 es un jugador nulo en v, entonces
wi(v) =0.

El axioma de nulidad requiere que cada jugador nulo en v obtenga un pago de cero, dado

que no contribuye de ninguna manera a cualquier coaliciéon a la que se une.

Teorema 3 (Shapley, 1953). Eriste un tnico valor ¢ sobre G que satisface los cuatro

ariomas anteriores y que viene dado por la siguiente expresion:

piwy= 3 = = Dl (i) - w(s)], (13)

n!
SCN\{i}
para todo i € N y para todo v € GV.
Para la demostracién de este teorema ver [4].

Ejemplo 1.2. Para el juego definido en el Ejemplo 1.1 el valor de Shapley estd dado en la

siguiente tabla:

i 1] 2] 3
Shi(v) | 5] 25 | 2.5

Como era de esperarse, el valor de Shapley atribuye mayor importancia a Juan por ser el
dueno de las maquinas y a los trabajores les paga de manera igual, esto es por el axioma de

simetria.

1.3.2. Enfoque probabilistico

Para comprender mejor el significado del valor de Shapley, considérese el siguiente proceso
aleatorio:

a) Elijase la cardinalidad de una coalicién que no contenga al jugador i-ésimo de acuerdo a

una distribucién uniforme sobre el conjunto {0,--- ,n — 1} (puede hacerse de n maneras).

b) Elegir de manera aleatoria a una coalicién S C N\{i} con la cardinalidad dada, de acuerdo

a una distribucién uniforme sobre las coaliciones disponibles (es posible hacerlo de (”;1) formas).

¢) Se le da al jugador i la contribucién marginal que aporta al incorporarse a S, es decir,
v(SU{i}) —v(S).

Entonces, el pago esperado para el i-ésimo jugador serd el valor de Shapley.
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1.4. Conclusiones

1.4. Conclusiones

Hasta ahora hemos presentado los principales resultados de las teorias de colas y de juegos
cooperativos, haciendo hincapié en la forma de como determinar la fraccién del tiempo en la
que un numero de usuarios estd en el sistema, asi como en los enfoques que se pueden utilizar

para caracterizar soluciones a ciertos problemas.

Con este capitulo se pretende tener las bases necesarias para abordar el problema de repartir
el costo de un servidor entre los usuarios de éste utilizando la técnica de teoria de colas, el cual

se abordara en los siguientes capitulos.
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Capitulo 2
Problemas de colas

En este capitulo estableceremos una forma de cémo asignar el costo de un servidor entre un
conjunto de usuarios. Una primera aproximacion podria ser utilizar un reparto igualitario,
donde el costo se reparte en partes iguales entre el niimero de usuarios; sin embargo, esta solucién
acarrearia serias discusiones entre los usuarios, ya que no necesariamente el consumo de los
recursos se hace de manera igualitaria. Otra alternativa puede ser un reparto proporcional,
donde cada usuario tiene que pagar una parte del costo total que es proporcional al tiempo en

que es servido.

El propdsito de este capitulo es proponer el modelo que utilizaremos para resolver nuestro
problema; presentaremos una generalizacién del proceso de nacimiento y muerte, con el fin de
poder determinar la fraccién del tiempo en la que el sistema se encuentra vacio, asi como en la
que se estd dando servicio a un grupo de usuarios. A partir de esto proponemos una solucién

con la idea de justificar tal reparticion.

En la parte final del capitulo trataremos el problema cuando algunos de los usuarios han
decidido no participar en la reparticién del costo; asi nos enfrentamos a la situacién de repartir
lo que pagaban los usuarios que se fueron entre los que han decicido quedarse. El propésito es

caracterizar esta nueva forma de repartir.

2.1. El modelo

Supongamos que para cada uno de los usuarios conocemos en qué proporcién necesita del
servicio y ademaés cudnto tiempo va a requerir para ser servido. Utilizando la notacién de teoria
de colas, estos datos se interpretan como tasa de arribo promedio al sistema (\; € Ry) y tasa

promedio de servicio (u; € R,) para cada usuario 4, respectivamente.

Asi, dado el conjunto de usuarios N = {1,2,...,n} tenemos los vectores

A peRY.
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2.1. El modelo

Esta situacion se ajusta al modelo M/M/1/FIFO/oo/N, ampliamente estudiado en teoria

de colas y el cual abordamos en el Capitulo 1.

Definicién 2.1. Un problema de colas estd definido por una cuaterna
N\ p,e) e Q=2 xRN x RIN xR, | 2.1
K + + +

donde Q) es el conjunto de todos los problemas de colas con N usuarios, A el vector de tasas de

arribo, p el vector de tasas de servicio y c el costo del servicio.

Al problema (N, A, u, ¢) lo identificaremos con N, entendiendo que estan dados los vectores

A, 4y el nimero c.

Ejemplo 2.1. Considere el estaf de computo que debe mantener las computadoras del CI-
MAT en condiciones de operacion. Suponga que las computadoras son agrupadas en tres tipos.
Los tiempos que trabajan las mdquinas antes de descomponerse tienen distribuciones exponen-
ctales con medias de 2,3 y 2 dias, respectivamente. Los tiempos que tarda el estaf en reparar
cada mdquina tienen distribuciones exponenciales con medias de 3,4 y 3 dias, respectivamente.
Supongamos que el costo del servicio del estaf es de 4,569 pesos al dia y se desea distribuir entre

los usuarios el costo de mantener el estaf . Asi, el problema se modela como:

N={1,2,3}, A=(2,3,2), p=(3,43)y c=4,569.

Dado un problema de colas, estamos interesados en determinar una manera de repartir el
costo del servicio entre los usuarios. A esta manera de repartir le llamaremos una solucién al

problema de colas.
Definicién 2.2. Una solucion para un problema de colas (N, A, u, ¢) es una funcidn
©:Q— RN,
que asocia a cada N € @), un vector
@(N) == (pi(N)ien) € RN,
donde p;(N) representa lo que debe pagar el usuario i en el problema N.
Ejemplo 2.2. Una solucion natural para un problema de colas N es repartir el costo en

partes iguales, es decir,
c

INT’
para todo i € N. Asi, para el Ejemplo 2.1 los responsables de las mdquinas deben pagar 1,523

Gi(N) = (2.2)

pesos.

Sin embargo, esta solucién no considera que los usuarios pueden necesitar del servicio en
diferentes proporciones; asi, una solucién deseable es aquella que obligue a pagar una cantidad

mayor a aquellos usuarios que necesiten el servicio en mayor proporcién.
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2.2. Proceso de nacimiento y muerte multidimensional

Ahora centramos nuestra atencién en el concepto de solucion, estableciendo propiedades
deseables que deben poseer las formas de repartir el costo. Una caracteristica importante de
una solucién es que debe repartir el costo entre todos los usuarios del servicio; es decir, debe ser

eficiente en el siguiente sentido:

Definicién 2.3. Dado un problema N, una solucién o(N) € RIN! es eficiente si y sdlo si

| V]

>_wilN) =c (2.3)

Ejemplo 2.3. Dado un problema (N, A\, u, c) la solucidn que reparte el costo en partes igua-

les, considerada en el Ejemplo 2.2, es una solucion eficiente.
Otra propiedad deseable para una solucién es que sea justa en el siguiente sentido:

Definicién 2.4. Dado un problema N, una solucion o(N) € RIN! es justa si y sdlo si para

todo i,j € N (i # j) tales que pj > p; se tiene que

@i(N) > ¢j(N). (2.4)

Ejemplo 2.4. La solucion que reparte el costo en partes iguales no cumple la condicion de
justicia, ya que para los datos del Ejemplo 2.1 a los usuarios 2 y 3 les estd obligando a pagar lo

mismo, y ellos estdn necesitando del servicio en diferentes proporciones.

De la teoria de colas sabemos que P, es la probabilidad de que exactamente n clientes estén
en el sistema; sin embargo, este caso no se ajusta al modelo en consideracién, ya que para
determinar P, se supone que para todo ¢ € N se tiene que A\; = A, es decir, la tasa de arribo es

constante. Por lo cual utilizaremos otro método para determinar esas probabilidades.

2.2. Proceso de nacimiento y muerte multidimensional

En esta seccion discutiremos un método para analizar modelos de colas para los cuales la
definicién natural de un estado requiere méas de una variable. Para un estudio més extenso

remitimos a [2]

En la Seccién 1.1.4 estudiamos el proceso de nacimiento y muerte unidimensional con el
propdsito de obtener las probabilidades P, desconocidas (es decir P(E = n)), las cuales se
pueden interpretar como la fraccion del tiempo en la que el sistema tiene n usuarios. Esto lo

lograbamos construyendo y resolviendo un sistema de ecuaciones.
Supongamos que N = {1,2}, A = (A1, A2), g = (i1, 42). Sea x; una variable aleatoria tal

que:

1 si el usuario 7 estd en el sistema
0 en caso contrario.
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2.2. Proceso de nacimiento y muerte multidimensional

Figura 2.1: Diagrama de tasas para un sistema de colas con dos usuarios.

Luego, el estado del sistema E es un vector en el conjunto

{(0,0),(1,0),(0,1), (1,1)}.
Asi, estamos interesados en determinar

P(E = (1‘1,.172)) = P(.T,l,l‘g).

La Figura 2.1 muestra el diagrama de tasas. Utilizando el mismo principio de la Seccién

1.1.4, construimos el siguiente sistema:

(M 4+ A2)P(0,0) = u1 P(1,0) + p2 P(0,1)
()\1 + MQ)P(O, 1) = A P(0,0) + pu1 P(1,1)
(1 + p2)P(1,1) = A P(0,1) + A2 P(1,0) (2.6)
(A2 + p1)P(1,0) = A P(0,0) + p2 P(1,1)
P(0,0) + P(1,0) + P(0,1) + P(1,1) =1
Resolviendo el sistema tenemos que
M1 2
P 0,0 - 9
0.9 gtz + A1pe + 1A + A
A1pi2
P 1,0 - 9
(1,0) gz + A1pte + 1A + A
H1A2
P(0,1) = )
(0,1) paph2 + Ao 4 1A + A A2
P(1.1) e

C g2+ Ao + e + AAe

Obsérvese que se tienen las siguientes relaciones:

A
P(1,0) = —1P(O,O)7
H1
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2.2. Proceso de nacimiento y muerte multidimensional

A
P(0,1) = 22 P(0,0),
2
A1LA
P(1,1) = 2222 P(0,0)
Hip2
para el caso de dos usuarios.
(x1,12 +1)
A2 H2
A1 AL
/"‘“\ /‘r_\\
(1 —1,72) (z1,72) (w1 +1,22)

(z1,22 — 1)
Figura 2.2: Diagrama de tasas para un estado del sistema de colas con dos usuarios.
Existe una manera mas compacta de generar el sistema, asi como de resolverlo. Consideremos
el diagrama dado en la Figura 2.2 que refleja los cambios que se dan en un estado determinado.

Asi, el sistema anterior lo podemos escribir como:

(X1 + Ng 4 4y + 1i2) P(x1, 22) = M P21 — 1,22) 4 po P21, 32 + 1)

+ i P(z1 4+ 1,22) + Ao P(z1,22 — 1) (2.7)
Z(xl,x2)e{0,1}2 P(z1,22) =1
donde
0 six; <1,
Jis = : | (2.8)
[4; en caso contrario,
0 six; >1,
A = (2.9)
A; en caso contrario,
y
P(—1,z9) = P(z1,—1) = P(2,22), P(21,2) = 0. (2.10)

Cada una de las primeras cuatro ecuaciones del sistema 2.6 se obtienen utilizando la ecuacion
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2.2. Proceso de nacimiento y muerte multidimensional

(X1 + Xo + iy + o) P(1,22) = M P(x1 — 1, 29) + paP(x1, 22 + 1)
+ /1,1P(ZL'1 + 1,1’2) + )\2P($1,(E2 — 1)
(2.11)

aplicada a cada uno de los estados del sistema dados en la Figura 2.3 y considerando las condi-

ciones dadas en (2.10).

(0,1)
/')\_1"1
1 (0,1) (1,1)
A2 H2 Xy ‘._;;;,/
/'_\ " e
(0,0) (1,0)
S (0,0)
(a) Estado (0.0). (b) Estado (0,1).
At
(LY A
(0,1) (1,1)
" ) ST
/\1)\2 He 1
" A2 2
(0.0) (1,0)
-
M1 (10)
(c) Estado (1.0). (d) Estado (1.1).

Figura 2.3: Estados de sistema de colas con dos usuarios.

Dado un estado (x1,72) € {0,1}? definimos S(x1,72) = {i € {1,2} | ; = 1}; asi, de la

observacion dada anteriormente afirmamos que

Plnm) = [ (CHP©),

i€S(z1,22) Hi

donde P(0,0), se obtiene mediante la ecuacién

> Pa,m) =1 (2.12)

(z1,22)€{0,1}2

Para el caso general, supongamos que tenemos las siguientes condiciones,

N = {1,...,n} conjunto de usuarios,
A = (A1y...,An) vector de tasas de arribo,
uw = (p1,...,pn) vector de tasas de servicio.
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2.2. Proceso de nacimiento y muerte multidimensional

Sea x; la variable aleatoria definida en (2.5); luego, el estado del sistema E es un vector en
el conjunto {0, 1}".
Asi, estamos interesados en determinar
P(E=(z1,...,2p)) = P(x1,...,2,).

Utilizando el principio mencionado con anterioridad, formamos el siguiente sistema:
Z?:l{)‘i + /L,}P(X) = Z;L:l[ﬂip(xlv RN ].7 e ,{En)
+)\iP($17-~-a-Ti_L---;xn)] (213)
> xefoay P(X) =1

donde /i; esté dado en (2.8) y X; en (2.9).

Por otro lado, se generalizan los requerimientos dados en (2.10), es decir, para todo i € N

P(z1,...,—1,...,2n) = P(x1,...,2,...,2,) = 0.
Teorema 4. La solucion al sistema 2.13 es
Ai

P(zy,...,z) = J[ (5)P(,...,0), (2.14)

ies($1,-<~7wn)

donde P(0,...,0) se obtiene mediante la ecuacion
> Play,...mn) =1 (2.15)

Xe{o,1}n

DEMOSTRACION. Primero observemos que usando (2.14) tenemos que

s
P(zy,...,x;+1,...,2,) = M—Z_P(X)
y
Hi
Pzy,...,x;—1,...,2,) = YP(X)
luego

_l’_
>
!
8
5
|
i—‘
IS
3
=
Il

Yl PO + AL P(X)]

i=1 v ’

> {4 i P(X)

i=1

Por otro lado, de la ecuacion 2.14 tenemos que
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2.3. Soluciones al problema de colas

1
P(0,...,0) = —, (2.16)
2xefo, Hies(ar,on) (55
luego
Ai
> Plan.m) Y II &)Po,....00 =
Xe{o,1}n X€{0,1}" €S (x1,...,an) Hi
i 1
RPR PR | Rl S | =
Xe{0,1}7 i€S(x1,.rn) Xefo,13n LlieS(@1,..zn) Vs
= 1.
]

Ejemplo 2.5. Considere el Ejemplo 2.1. Luego, los valores de P(x1,22,23) estdn dados en
la siguiente tabla :

P(0,0,0) | Z | P(0,1,1) | & | P(1,1,0) | £
P0,0,1) | 3£ | P(1,00) | £ | P(1,1,1) | £
P(0,1,0) | 7% | P(1,0.1) | &

2.3. Soluciones al problema de colas

Esta seccion tiene por propésito presentar dos soluciones que nos permitiran repartir el costo
del servicio entre los usuarios.

Definicién 2.5. Sea un problema N. Una solucion a este problema es ¢ : Q — R™ tal que

P(0,...,0)

+ fi[1 = P(0,...,0)]]| ¢, para todo i € N (2.17)

donde
1

JEN p;
Bésicamente lo que esta funcién hace es repartir la fraccion del tiempo en la que el sistema
estd vacio, P(0,...,0), en partes iguales; ademds, reparte la fraccién del tiempo en la que el

sistema es utilizado, [1 — P(0,...,0)], de manera proporcional al tiempo en que los usuarios
utilizan el sistema.

Ejemplo 2.6. Considere el Ejemplo 2.1. Luego, la solucion ¢ estd dada en la siguiente
tabla:

i 1 2 3
©i(N) | $1640.1 | $1288.9 | $1640.1
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2.3.

Soluciones al problema de colas

Esta solucién posee dos caracteristicas importantes que se mencionan en el siguiente lema.

Lema 1. Dado un problema N, la solucidn dada en (2.17) es eficiente y justa.

DEMOSTRACION. 1. Eficiencia

Z%‘(N) =

i€EN

2. Justicia Consideremos i,j € N (i # j) tales que p; > p;; asi, se tiene que ;% >

donde

I

>

I

I

I

> [ - ro o)
iEN

iEN e

I
P(0,...,0)c+c— P(0,...

+[1—P(0,...,0)]
,0)c

C.

fi > f;

FL=P0.....0) > f; (1= P(0.....0)
P(Oij-\}-’ ) + fi[1 = P(0,...,0)]
P(OiN| ,0) + fj[1 = P(0,...,0)]
[P(om.yo) ¥ fi1— P(O, ,0)]} c
{p(omm) + £ 11— P(0, ,0)]] ¢

1

Hej

, de

O

Dado que podemos determinar la fracciéon del tiempo en la que el sistema se encuentra en el

estado FE, es decir,

P(xy,...,x40),

estamos interesados en determinar la fraccién de tiempo en ese estado en la que un usuario es

servido. Para lograr esto, consideramos la siguiente funcién de reparticion.

Definicién 2.6. Seai € N y X € {0,1}™ un estado del sistema. Una funcion de reparticidn

es una funcion « : {0,1}" — R™ tal que
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2.3. Soluciones al problema de colas

ﬁ; si S(X) =0,
0: sii ¢ S(X) y S(X) £0,
ai(X) = (2.19)
1
Hi T de otra manera,
Z_ I
JES(X) 11
donde
S(X)={ie N |z =1}
Asi,

o (X)P(X) (2.20)
indica la fraccién del tiempo en la que el usuario i es servido en el estado X.

Lema 2. Sea X € {0,1}" un estado del sistema. Luego

> ai(X)=1. (2.21)

DEMOSTRACION. Si X = (0,...,0), S(X) = 0; asf

tEN iEN
1
= INl(7)
[N
= 1.

Supongamos que X # (0,...,0). Luego, si S(X) = {i}, entonces a;(X) = 0 para todo j # i, de
donde

L
Sax) = 4
iEN —
i

1

Si S(X) = {i,7}, entonces ay(X) = 0 para todo k € N \ {3, j} de donde

1,1
Hi Hj
Z & (X) - T + i
iEN mi o
= 1.
Usando el mismo argumento tenemos que para un determinado X # (0,...,0)
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2.3. Soluciones al problema de colas

i€EN

De lo anterior tenemos que

Definicién 2.7. La fraccion del tiempo en la que un usuario i € N utiliza el servicio es:
fi= Z%(X)P(X)~
X

Ejemplo 2.7. Considere el Ejemplo 2.1. Luego, la fraccion del tiempo f; en la que un

>

1

pi

1

1€S(X) Z]GS(X) ;
J

1.

usuario © € N wutiliza el servicio, estd dada en la siguiente tabla:

Ahora ya estamos en condiciones de proponer otra solucién para un problema de colas N.

Definicién 2.8. Dado un problema N, una solucion ¥ : Q — R™ que depende de los estados

€s

Ejemplo 2.8. Considere el Ejemplo 2.1. Luego, la solucion ¢ dada en (2.23), para este

f1

fo

I

0.29

0.42

0.29

¥i(N) = fic.

problema, se muestra en la siguiente tabla:

7

1

2

3

Yi(N)

$1314.1

$1940.8

$1314.1

Esta solucién reparte el costo del servicio de manera proporcional al tiempo en la que los

usuarios son servidos. Una caracteristica fundamental que verifica esta solucién es la siguiente:

Lema 3. La solucidn dada en (2.23) es eficiente.

DEMOSTRACION. En efecto,

|V

deiN) =) fic
i=1 i=1

| V]

[NV

=> Y a(X)P(X)e

i=1 X
| V]

=> > ai(X)P(X)g

X =1
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2.4. Situacién de abandono

luego, usando

Xe{0,1}n

y del Lema 2 se obtiene el resultado. O

2.4. Situacion de abandono

Dado un problema de colas M = {1,...,m}, calculamos una solucién ¢ para M; luego,
suponemos que un subconjunto N¢ & M de usuarios decide no participar del problema M vy,
por lo tanto, de la reparticién del costo, obteniendo un nuevo problema N; entonces, calculamos
una nueva solucién ¢ para N. Asi, estamos interesados en determinar la relacién existente entre
las soluciones 9 y ¢, para todo ¢ € N.

Por otro lado, en nuestro trabajo de investigacion estamos considerando soluciones que de-
penden de los estados del sistema, es decir, que utilizan la fraccién del tiempo en la que un
usuario ¢ € N es servido. Luego, basicamente lo que necesitamos repartir entre los usuarios que
se quedaron es

> f

JEN*©
que es la fraccion del tiempo en la que los usuario de N¢ utilizan del servicio. Para lograr tal
propésito utilizaremos las siguientes definiciones. Para un estudio més extenso de su utilizacion

remitimos al lector a [11] donde se caracteriza la regla de Bayes.

Definicién 2.9. Sean M, N dos problemas de colas tales que M = {1,...,m}, N C M y
f=(f1,..., fm) el vector de fracciones de tiempo de utilizacion del servicio. Una reparticidn
f, es una regla de revisién si existe ¢ : R™ — R” tal que

Fi(N, M, f) = fi + 6N (f) para todo i € N, (2.24)

donde fi(N, M, f) indica la fraccion del tiempo de utilizacion del servicio del usuarioi € N G M
en el problema de colas N, tomando en cuenta las fracciones de tiempo f del problema original

M, dado que los usuarios en N¢ no participan en el problema.

Observacién 2: El superindice N en ¢V, indica que ¢ reparte f(N¢) entre los usuarios de
N.

Definicién 2.10. (Independencia de trayectoria) Sean M, N y R tres problemas de
colas talesque NC RC My f=(f1,...,fm) el vector de fracciones de tiempo de utilizacién
del servicio. Una reparticion f satisface la propiedad de independencia de trayectoria si y sélo
si

F(N,R, f(R, M, [)) = f(N, M, f).
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2.5. Conclusiones

La propiedad de independencia de trayectoria es un requerimiento de consistencia; éste im-
plica que el orden en el que se retiran los usuarios no importa. Este axioma es ilustrado en el

siguente ejemplo.

Ejemplo 2.9. Considere M,N y R tres problemas de colas tales que M = {1,2,3,4},
R={1,2,3}, N={1,2} y f = (fr, f2, f5, ).

Suponga que R¢ ha decidido no participar de la reparticion del costo. Asi, tenemos que repar-
tir fy entre los usuarios que se quedaron, es decir, R = {1,2,3} . Asi, aplicando la reparticion
f tenemos que

f(RaMaf) = (flaf27f3)7

Ahora suponga que en el problema R, N¢ = {3} ha decidido no participar de la reparticidn
del costo; ast, necesitamos repartir fg entre los usuarios que se quedaron, es decir, N = {1,2}.

Utilizando nuevamente la reparticion f obtenemos

f(N,R, f(N,R, [)). (2.25)

Luego, si la reparticion f satisface independencia de trayectoria; el vector dado en (2.25)
puede obtenerse suponiendo que se tiene el problema M = {1,2,3,4} y que los usuarios en
NC€ = {3,4} decidieron no participar de la reparticion del costo, es decir, si repartimos f3 + fu

entre los usuarios que se quedaron, N = {1,2}.

2.5. Conclusiones

En el presente capitulo abordamos la definiciéon de un problema de colas; ademas, definimos
solucidnes a tales problemas. Luego, generalizamos el proceso de nacimiento y muerte unidi-
mensional, con el proposito de poder determinar la fraccién del tiempo en la que el sistema
tiene un numero determinado de usuarios y asi poder establecer soluciones que involucren es-
ta informacién. Dadas estas fracciones de tiempo propusimos dos soluciones, las cuales seran
caracterizadas en el capitulo siguiente. También preparamos las condiciones para resolver una

situacién de abandono.
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Capitulo 3

Resultados principales

En cada uno de los capitulos anteriores presentamos los fundamentos para el desarrollo
de nuestro trabajo. En el presente capitulo mostramos dos de nuestros resultados principales.
Primeramente caracterizamos la solucién 2.17 utilizando un conjunto de constantes que recogen
las diferencias “deseadas” que deben tener los pagos entre los usuarios del servicio. Esta idea
estd basada en el trabajo de Hart. y Mas-Colell [8] sobre el potencial de un juego cooperativo.

El segundo resultado establece una unica forma de resolver la situacién de abandono plantea-
da con anterioridad. En el trabajo de Dipjyoti [11] se utilizan ideas similares para caracterizar

la regla de Bayes.

3.1. Caracterizacion de las soluciones propuestas

El propésito de esta seccién es caracterizar la solucién 2.17 y resolver la situaciéon de aban-

dono; para lograr esto, definamos lo que es un conjunto de constantes compatibles.

Definicién 3.1. Un conjunto de constantes D = {d;;}; jen es compatible si y sdlo si

1. dii = 0,
2. dij = _dji7

3. dij + djk = d;g.

Ejemplo 3.1. Dado un problema de colas N, el conjunto de constantes D = {d;;}; jen dado

por

diy = [fi = £~ P(0,....0)]c, (3.1)
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3.1. Caracterizacion de las soluciones propuestas

donde

fi==t— (3.2)
YN 7

es un conjunto de constantes compatible. En efecto,

dy = [fz_fz][l_P(()??O)]c
= 0.
dij = [flff]] [17P(O,...,O)]C,
= _[fj_fi][l_P(O7"'7O)]ca
— —d;..
dij+djk = [fl*fj][lip(ov70)]C+[fjifk][1ip(oa70)]67

ifi—fi+fi—f][1—P(@O,...,0)]c,
= [fi_fk][l_P(07"'v0)]c
= di.

Observacion 3. Dado un conjunto D de constantes compatible es ficil verificar que la suma

de todas estas constantes es igual a cero, es decir;
> a0
iEN JEN
En efecto, sean i,7 € N. Luego, d;;,d;; € D un conjunto de constantes compatible; asf,
tenemos que d;; = —d;;, de donde

dij + dji = —dj; + dj; = 0,

por lo tanto

ZZdijzo.

i€EN jEN
Definicién 3.2. Sean un problema de colas N, p(N) € R™ una solucion y D = {d;;}i jen

un conjunto de constantes compatible; o(N) € R™ preserva diferencias si y sélo si
@i(N) = @;(N) = di;.

Ejemplo 3.2. Sean un problema de colas N y D = {d;;}ijen €l conjunto de constantes

compatible dado en (3.1). La solucidn dada en (2.2) no preserva diferencias. En efecto,
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3.1. Caracterizacion de las soluciones propuestas

0i(N) — p;(N) = W‘W
= 0
#  dij.

El siguiente es el resultado que nos permite caracterizar la solucién 2.17. Para un estudio

més extenso de su utilizacién remitimos al lector al trabajo de Hart y Mas-Colell [8].

Lema 4. Dado un problema de colas N y un conjunto de constantes compatible D =
{dij}i jen, existe una unica solucion al problema de colas ®(N) € R™ que es eficiente y preserva

las diferencias en D. Ademds

1
JEN
DEMOSTRACION. Para probar la existencia mostraremos que la solucién anterior es la tinica

solucién para un problema de colas que satisface eficiencia y que preserva diferencias.

1. Eficiencia

> ai(N)

i€EN iEN

S MCED 9 ot

ieN ieN jeN

1
> ™ c+ ) di

JEN

C

= c
2. Preserva diferencias

Sean i,j € N fijos, luego

©N) = et Y dul
keN\{i}

1
<I>j(N):W ct Y dik

keN\{5}
Asi,
B(N) = — |e+dyy + > d;
4 7|N‘ i N ik |
kEN\{i,j}

1
‘bj(N)zf C—|—dz’j—|— Z djk ;
keN\{i,j}
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3.1. Caracterizacion de las soluciones propuestas

luego

C dl 1
keN\{i,j}
Cc dji 1
- o~ dig
IN| N[N Z !
keN\{i,j}
= —Ft o= di + T + o dj
N V] k% a2
J} keN\{i,j}
2dij 1
= + = [dir + di;)
IN| [N Z . ’
keN\{i,j}
Qdij 1
R
g}
2d¢j 1
= T4 (V] - 2y
IN| [N !
Qdij 2d; 5
= — 1d;— el
N YN
= d”

3. Unicidad

Sea ¢ € R™ una solucion que es eficiente y que preserva diferencias, es decir;

a Y v 9i(N)=c,
b. $i(N) — ¢;(N) = d;;.

Supongamos otra solucién eficiente y que preserva diferencias, ®(N), tal que ®(N) # ¢(N),

es decir que existe 7 € IV tal que
P (N) # ¢;(N).
Sin pérdida de generalidad, supongamos que ®;(N) > ¢;(N); asi
—®;(N) < —9¢;(N),

P;(N) —®;(N) < ®;(N) — ¢;(N) para todo i € N \ {j},

pero
Pi(N) — ©;(N) = dij = ¢i(N) — ¢;(N) para todo i € N\ {j};
luego,
$i(N) = ¢;(N) < @i(N) — ¢;(N)
de donde

¢i(N) < ®;(N) para todo i € N\ {j}.
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3.1. Caracterizacion de las soluciones propuestas

De lo anterior tenemos que, para todo i € N,
¢i(N) < @4(N).

Asi,
c= Z@(N) < Z‘I’z‘(N) =
iEN ieN

lo cual es una contradiccion. O

Hart y Mas-Colell [8] introducen el concepto de potencial, propuesto como una aplicacién
que asigna un numero real a cada coalicion de N de modo tal que cada jugador reciba su
contribucién marginal a la gran coaliciéon calculada de acuerdo a esta funcién potencial, y lo
caracterizan de manera tnica utilizando una versién del lema anterior. El concepto de potencial

puede verse como una caracterizacion alterna del valor de Shapley.

El siguiente teorema es nuestro primer resultado, en el cual se caracteriza la solucién 2.17
utilizando un conjunto de constantes que denotan las diferencias deseadas que deben tener los
pagos entre los usuarios del servicio.

Teorema 5. Dados un problema de colas N y el conjunto de constantes D = {d;;}i jen
dadas en (3.1), la solucion dada en (2.17) es la Unica solucion eficiente y justa que preserva las
diferencias en D.

DEMOSTRACION. El Lema 4 prueba la existencia, unicidad, eficiencia y preservacién de di-

ferencias, asi lo que debemos probar es que

para todo i € N. Se tiene que

1
L JEN
1
= vt Z [fi = f3][1 = P(0,...,0)]| ¢
M| &
donde .
fim ot
Yien
Luego
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3.1. Caracterizacion de las soluciones propuestas

1

al A P
;(N) = ™ HZ[ZWH ZkeN;k]u P(0,...,0)]c

JEN s

.l ZjeN[i*l%]
= ey =N w1y po,
i N ser R
1 [ ZjeN%
—  eq 2N 4| po.. ..
] _HZJEN,% 1] [1—P(0,...,0)]c
_ L_H%—l [1—P(0,...,0)]c
INIL Yjen v
_ ﬁ[c—f—|N|fi—1][1—P(O,...7O)}c
- ﬁwiu—zo(o,...,())]c—ﬁu P(0,...,0)]c
_c L ¢ P(O,...,0)
= W“!‘ft[l P(0,...,0)]c |N|+ N
_ ]Wc+fi[1—P(0,...,0)}c
_ Wﬁiu—P(o,...,OM c
= @i(N).

O

La utilizacién del conjunto de constantes compatible D dado en (3.1) se justifica porque
estas constantes reflejan las diferencias que tienen dos usuarios en relacién a la utilizacion del
servicio y por lo tanto; la solucién dada en (2.17) utiliza esta informacién para repartir el costo.
Ademas, la importancia de esta solucién se refleja en sus caracteristicas principales: repartir la
fraccién del tiempo en la que el sistema estd vacio, en partes iguales, repartir la fraccién del
tiempo en la que el sistema es utilizado de manera proporcional al tiempo en que utilizan el
sistema y ser una solucién es justa; en el sentido de que obliga a pagar més al que mas utiliza
del servicio.

En lo que resta de este capitulo consideraremos la siguiente situacién; supongamos que
hemos repartido el costo del servicio entre un conjunto M de usuarios, usando la solucién
dada en (2.23); luego de realizar esto, un grupo de usuarios N¢ C M deciden no participar de la
reparticién del costo; entonces, estamos interesados en determinar una nueva forma de repartir

el excedente, es decir, una soluciéon que redistribuya

> (M),

JENe©

entre los usuarios en N.
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3.1. Caracterizacion de las soluciones propuestas

Dado que la solucién (2.23) requiere de la fraccién del tiempo f; en la que un usuario i € N

utiliza el servicio, para resolver la situacion de abandono necesitamos redistribuir

> f (3.3)

JENe©

que es la fraccion del tiempo en la que los usuarios en N¢ utilizan el servicio.

Lema 5. Sean M, N dos problemas de colas tales que N C M, f = (f1,..., fm) el vector

de fracciones de tiempo de utilizacion del servicio, X € {0,1}™ un estado del sistema y
a:{0,1}" - R"

la funcion de reparticion dada en (2.19). Luego, si para i € N,

P 2x«(X)PX)

fi= ; (3.4)
Y |50 00] PX)
entonces f es una regla de revision.
DEMOSTRACION.
[ Yxa)P)
>x [ZjEN aj(X)} P(X)
- 2xa®PX) a;(X)P(X) + an(X)P(X
ZX [ZjeNaj(X)} P(X) J%:VZX: J( ) ( ) ];VZX: k( ) ( )
_ . Zng > x ar(X)P(X)
= P [ e O]
. 2 jene
B fl [1 - ZkeN fk}
_ | _fi
—h jezj\;c & 2 keN fr
O

La expresién (3.4) redistribuye

ij

JEN*
entre los usuarios que se quedaron, de manera proporcional a la fraccién del tiempo en la que
los usuarios en N utilizan del servicio. A continuacién daremos una solucién a una situacién de

abandono donde se ha utilizado la solucién dada en (2.23).
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3.1. Caracterizacion de las soluciones propuestas

Definicién 3.3. Sean M, N dos problemas de colas tales que N C M y f = (f1,..., fm) €l
vector de fracciones de tiempo de utilizacion del servicio. Considere que los usuarios en N€ han
decidido no participar de la reparticion del costo. Una solucion a esta problemdtica estd dada

por

;(N) = fic para todo i € N, (3.5)
donde

fi=fi+ > fi Ji (3.6)

N | Zken fr

Ejemplo 3.3. Considere el Ejemplo 2.8 y suponga que el usuario 3 ha decidido no participar

en la reparticion del costo. Luego, los fi, estan dados en la siguiente tabla:

ho | fe
0.41 | 0.59

Luego, la solucion ¥ estd dada por:

Uy (N) = $1873.3

Uy (N) = $2695.7

El siguiente axioma es una forma de resolver la situacién de abandono, sin embargo, es

deseable que la nueva solucion tenga esa propiedad inherente.

Axioma 3.1. (Proporcionalidad) Sean M, N dos problemas de colas tales que M =
{1,...,n}, NC M, f = (f1,..., fm) el vector de fracciones de tiempo de utilizacién del ser-
vicio y % una solucién al problema M. Una solucién ¢ al problema N satisface el axioma de
proporcionalidad si y sélo si

Yi(M)
wi(N)= =—————c.
ZjeN ¥; (M )

para todo i € N.
Asi.

Lema 6. Sean M, N dos problemas de colas tales que N C M, f = (f1,..., fm) el vector
de fracciones de tiempo de utilizacion del servicio y 1 una solucion para M. La solucion dada

en (3.5) para el problema N cumple el axioma de proporcionalidad.
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3.1. Caracterizacion de las soluciones propuestas

DEMOSTRACION. En efecto

Ui(N) = fic

i+ D1 J: ¢

jENe© ZkeN flc

fic
ZkeN Yr(M)c

fic+ Z fic
|jEN©
= fic+ Zf.c _ fie

' | Lken fre

JENC

¥i(M)
EkeN wk(M)

Gi(M) + | D (M)

JENC

de donde

Vi (M)

Ui(N) = (M) + ij(M) m;

JENe©
luego
_ (M
Ui(N) = (M) 1+%:1]VV ;iéM”
[ ZjENC wJ(M)
c— ZjGNC V(M)

o= ene (M) + 5 e pe %—(M)}
¢~ G(M)(N*)

= (M) |1+

= (M)

K Zjezvc ¢j(M)

= w0n [ )
(M)

ZkeN ka(M) )

= (M)

O

Algunas de las ideas que se presentan a continuacién son reformuladas a partir del trabajo

de Dipjyoti [11] donde el autor caracteriza la regla de Bayes.

Teorema 6. Sean M, N dos problemas de colas tales que N C M, |[M| =m > 4, f =
(f1,--., fm) el vector de fracciones de tiempo de utilizacion del servicio, ¥ una solucion para M

y @ una solucion para N eficiente tal que
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3.1. Caracterizacion de las soluciones propuestas

@i(N) = fic para todo i € N,

donde f es una regla de revision que satisaface la propiedad de independencia de trayectoria. Si
¢ es igual a la solucidn dada en (3.5) para todo N talque |[N| =n con 2 < n < m, entonces ¢

es igual a la solucion dada en (3.5) para todo problemas de colas R tal que m > |R| > n.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¢ es igual a la solucién dada en (3.5) para todo N tal
que [IN|=ncon2<n<m.Sea f=/(f,...,fm)tal que f; > 0 para todo i € M. Consideremos
N y R tales que

R=NuU{j},je M\N.
Sea i € N fijo. Luego, dado que f es una regla de revisién, tenemos que

para todo i € N y, dado que satisaface la propiedad de independencia de trayectoria, se sigue

que

F(N,M, f) = f(N,R, f(R, M, f));

lo anterior implica que

fitol(f) = fi+¢zR(f)+¢£v((fj+¢f'(f))jeR)7
o (f) = o)+ N ([f5 + ()] jep)-

Luego, tenemos que

o1 (e =o' (fle+ o ([f; + 67 ()], cp)e

de donde, por ser ¢ igual a la solucién 3.5, tenemos que

Pi(M) + ¢f(f)e
Y oken V(M) + ¢ (f)e

OF(fe+ [05(M) + 67 (f)e

_ _ )
= L%WM)] STRITE (3.8)

Por eficiencia de ¢, tenemos que

D k(M) + G (e = ¢ — (M) — ¢ (f)e.

keEN
Tomando

A= (M) + ¢7(f)e

J
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3.1. Caracterizacion de las soluciones propuestas

ZkeN ¢k<M)

la ecuacién 3.8 puede escribirse como

Eng ¢k(M) —¢

¢?<f>c+A%W = (M)
o' (f)elc = A) + AW(M) + 67(f)e)  _
(¢ — A)hi(M)
61 (f)c? — Adf(fle+ AYi(M) + A¢(fle  _
(e — A)i(M)
O (f)e? + Ai(M) -
(e = A)i(M) ’

Observar que la dltima expresién es valida para cualquier ¢ € N. Luego, tomemos i,j € N

con j # i; asi,

SEUE + AU (M) R + Au ()

(e~ A, (0) (c~ A):00)
oD + vy (e = PG + Au(a)
O+ Avy(e = PELA)E + Avs ()

ofe = Hade e

(3.9)

Sea i € N fijo y consideremos N en el cual j € N\ {i} es reemplazado por el usuario J. Asi,

N = N U {j}. Por el razonamiento anterior tenemos que

¥; (M)
¥i(M)

o (f)e = o1 (f)e.

Por otro lado

> (M) =" ¢f(f)e.

i¢R JER

, — ¥;(M) R(\e

i¢R jJER

La ecuacién anterior implica que

o (Fre = =enliD o,

ZjeR %(M)

53



3.2. Conclusiones

Asi, hemos probado que si ¢ es igual a la solucién dada en (3.5) para todo N tal que |[N| =n

con 2 <n < m, se tiene que esta solucién es igual a la dada en (3.5) cuando
R=NuU{j},je M\ N.

Supongamos que se tiene la igualdad para cualquier R tal que n < |R| < r < m. Conside-
rando R = RU {j}, donde j € M\ R y aplicando el procedimiento anterior tenemos que las

soluciones siguen siendo iguales; luego, se obtiene el resultado deseado. O

La importancia de este teorema radica en que nos permite resolver una situaciéon de aban-
dono y ademds, si utilizamos una solucién en la que las fracciones de tiempo del problema N
se obtienen con una reparticion f que sea una regla de revisiéon y que cumpla el axioma de
independencia de caminos obtenemos siempre la solucién dada en (3.5), esto nos hace pensar
que considerando el axioma de proporcionalidad y anadiendo probablemente otros axiomas la
solucién dada en (3.5) se puede caracterizar de manera tnica.

3.2. Conclusiones

A lo largo de este capitulo presentamos dos soluciones para un problema de colas N. Ambas
soluciones utilizan la fraccién del tiempo en la que un usuario requiere el servicio. Ademas
proponemos una caracaterizacion de solucién dada en 2.17. También caracterizamos la solucién
dada en (2.17) utilizando un conjunto de constantes compatible, el cual se justifica por qué estas
constantes reflejan la diferencias que tienen dos usuarios en relacion a la utilizacién del servicio
y por lo tanto la solucién dada en (2.17) utiliza esta informacién para repartir el costo. Por
otro lado, resolvimos una situacién de abandono, estableciendo un criterio sobre la reparticién
de las fracciones de tiempo en la que ciertos usuarios que abandonaron el sistema utilizaban
el servicio. Si esta reparticién cumple con ser una regla de revisién y satisface la propiedad de

independencia de trayectoria se obtiene la solucién dada en (3.5).
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Capitulo 4
Conclusiones generales

Cada uno de los capitulos anteriores contiene una discusién sobre las conclusiones mas im-
portantes de los mismos, por lo que debiera remitirse a cada uno de ellos para mas detalles
(secciones 1.4, 2.5, y 3.2). En este capitulo se comentan los resultados de forma general y se

resume el trabajo.

Se han presentado los fundamentos teéricos de los sistemas de colas y de los juegos coope-
rativos a lo largo del Capitulo 1; en el Capitulo 2 se define un problema de colas. Luego,
generalizdmos el proceso de nacimiento y muerte unidimensional, con el fin de poder determinar
la fraccion del tiempo en la que el sistema tiene un ntimero determinado de usuarios y asi po-
der establecer soluciones que involucren esta informacion. Dadas estas fracciones de tiempo se
propusieron dos soluciones las cuales caracterizamos en el Capitulo 3. Tambien en ese capitulo

resolvemos la situacién de abandono definida con anterioridad.

A continuacién se presentan los resultados més importantes desarrollados a lo largo de esta

investigacién:

1. Determinamos una distribucién de probabalidad sobre los estados de un sistema, utilizando
las ideas del proceso de nacimiento y muerte unidimensional. A partir de este resultado
se pudo calcular la fraccion de tiempo de utilizaciéon del servicio para cada uno de los

usuarios.

2. Propusimos dos soluciones, dadas en (2.17) y (2.23), para un problema de colas. Estas

soluciones utilizan los estados del sistema para realizar una reparticién del costo.

3. Caracterizamos la solucién dada en (2.17) como la unica solucién eficiente que preserva
ciertas diferencias; por otro lado podemos ver que la solucién dada en (2.23) es el valor

esperado de la funcién dada en (2.19).

4. Resolvimos la situacién de abandono estableciendo una nueva solucién dada en (3.5) y se

probd que ésta coincide con cualquier solucién donde las fracciones de tiempo se reparten
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utilizando una regla de revisién que satisface el axioma de independencia del camino.

Ademis se probd que ésta solucién satisface el axioma de proporcionalidad.

Asi mismo, es posible dar algunas recomendaciones sobre la utilizacién de las soluciones

propuestas:

1. Estableciendo ciertos criterios sobre la reparticién en cada uno de los estados es posible

determinar otro tipo de soluciones.

2. Dado que se tiene una solucién al problemas de colas, es posible proponer una solucion
a una situacién de abandono utilizando la expresion del axioma de proporcionalidad; sin

embargo, es deseable que la nueva solucién tenga esta propiedad inherente.

Partiendo de las conclusiones y las recomendaciones anteriores, pueden tenerse varias lineas

de estudio para trabajos futuros:

1. Dado que en el caso unidimensional, considerando las tasas de arribo y de servicio cons-
tantes, se determino una funcién de distribucién de probabilidad sobre los estados del
sistema, es posible determinar una funcién de distribucién sobre los estados del sistema

donde las tasas de arribo y servicio no sean constantes.

2. Dado que la solucién en (2.23) es el valor esperado de la funcién en (2.19), es posible que
esta solucion sea una solucién de un juego cooperativo, en el cual se involucre la reparticion

del costo.

3. Dado que a partir del conjunto de constantes compatible D dado en (3.1) se demostro
que la solucién dada en (2.17) es la tnica eficiente que preserva diferencias, jexistird un
conjunto de constantes compatibles de tal forma que la solucién dada en (2.23) es la tinica

eficiente que preserva ciertas diferencias?

4. En todo el el trabajo se supone que el servicio es proporcionado por un solo servidor; la
teoria de colas nos proporcioné la tecnica necesaria para poder determinar la fraccién de
tiempo en la que un usuario utiliza el servicio, la cual, estd intimamente relacionada con
el hecho de que solo hay un servidor; asi, es posible generalizar los resultados a dos o maés

servidores.

5. Es deseable obtener una caracterizaciéon a la situacién de abandono; por ejemplo, poder
establecer un teorema donde la solucién dada sea la Unica que satisfaga el axioma de

proporcionalidad y anadiendo probablemente otros axiomas.
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