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Introduccion

Los conflictos de intereses y todo lo que rodea al proceso de toma de deci-
siones estan presentes en la totalidad de las actividades humanas: en economia,
sociologia, politica y en un gran nimero de actividades diversas se presentan
situaciones de competencia entre los agentes que intervienen que a la vez nece-
sitan de la cooperacion entre los mismos para poder alcanzar sus objetivos. La
relacion competencia-cooperacion se muestra indivisible al momento de tratar
de explicar las relaciones entre esos agentes, sean individuos de una colectividad,
empresas o incluso paises.

En general, los problemas que se refieren a conflictos de intereses se caracteri-
zan por la existencia de un grupo de personas que se encuentran en una situacién
que puede tener méas de un desenlace, respecto a cada uno de los cuales cada
individuo tiene una cierta preferencia. Ademds, cada uno de los individuos con-
trola alguna de las variables que determina el resultado final, aunque no controla
la totalidad de dicho resultado. Cada una de estas situaciones se conoce como un
juego, en una idea muy intuitiva. Asi, un juego puede representar situaciones tan
diversas como un juego de cartas o la negociaciéon de acuerdos internacionales
entre paises.

El inicio de la teoria matematica que estudia los conflictos de intereses se
conoce como Teoria de Juegos, y se establece en el ano de 1944 a raiz de la publi-
cacién del libro “Game Theory and Economic Behavior” de John Von Neumann
y Oskar Morgenstern, aunque ya existia constancia de trabajos previos, como el
de Von Neumann en 1944 donde se demuestra el teorema minimax en el contex-
to de los juegos bipersonales finitos de suma cero; cincuenta anos mas tarde, el
gran impacto que la teoria de juegos ha tenido en el desarrollo de la economia
moderna queda oficialmente reconocido al serle concedido el Premio Nobel de
Economia a tres tedricos de esta disciplina: John Nash, Reinhard Selten y John
Harsanyi. Desde sus inicios, la teoria de juegos ha evolucionado ampliamente, y
los modelos que implica, se aplican principalmente a la economia y a la politica,
as{ como a otras ciencias sociales como la filosofia o psicologia, ya que se ajustan
muy bien al estudio de la conducta humana.

En general ha de suponerse que existe un nimero concreto de jugadores,
que se conocen, que estan determinados todos los posibles resultados del juego



Introduccion

y que el objetivo de cada jugador es maximizar su utilidad tras el fin del juego.
En el caso en que pueda haber comunicacién entre los jugadores de manera
que puedan negociar o establecer acuerdos que permitan la formacién de coali-
ciones, la situacién se abarca dentro de los llamados juegos cooperativos. En estas
situaciones, se considera como informacién bésica la utilidad que cada coalicion
puede obtener coordinando las estrategias de sus integrantes, con independen-
cia de la actuaciéon del resto de los individuos del juego. Asi, los acuerdos entre
los miembros de cada coalicién se encaminan a coordinar sus actuaciones o a
redistribuir los pagos o ganancias obtenidas.

La teorfa clasica de los juegos cooperativos, como se menciond anteriormente,
considera que cuando se forman las coaliciones todos los jugadores cooperan de
la misma manera para logran un fin comun. Este es un principio que puede re-
sultar controversial en diversos contextos: no necesariamente el hecho de formar
una coalicién tiene que implicar que la cooperacién se lleve a cabo de la misma
manera entre los jugadores que la formaron. O incluso este modelo riguroso no
captura las situaciones en donde, por causas exdgenas o personales, el nivel de
esfuerzo de los jugadores en las coaliciones no es el mismo. Por ello, han surgido
modificaciones al modelo clasico como la que serd nuestro objeto de estudio en
esta tesis. Por ejemplo, para la primera modificacion mencionada en este parrafo
se han introducido las estructuras de cooperacion entre los jugadores, donde la
forma m&s comun de modelarlas es mediante graficas. Esto ha contribuido a
unificar gran parte de los conceptos de teoria de gréficas con teoria de juegos,
ampliando fuertemente las aplicaciones de esta ultima. Para el caso donde la
cooperacién entre los agentes no necesariamente es al mismo nivel, se han in-
troducido con bastante éxito los juegos cooperativos de eleccion maltiple.

En esta tesis trabajaremos con situaciones cooperativas donde se encuentran
involucradas, de alguna manera, a las graficas. Cabe mencionar que no necesa-
riamente éstas representaran estructuras de cooperacién. El estudio que se lleva
a cabo en el presente trabajo de investigacion se divide en seis capitulos, de los
que a continuacion se presenta un breve resumen:

= Primeramente se presentaran los conceptos bésicos de juegos cooperativos.
Se tendra una seccidn para los juegos de unanimidad, que es un tipo de
juegos que usaremos (al menos sus principios) en gran parte de las de-
mostraciones de los capitulos posteriores. También presentamos una sec-
cién para el valor de Shapley, solucién bastante conocida y aceptada en
teoria de juegos. A su vez, presentaremos las nociones de los juegos coope-
rativos con estructuras de cooperacién asi como algunos ejemplos de otras
situaciones cooperativas en donde las graficas puedan verse involucradas.

= En este capitulo tratamos un tipo de juegos cooperativos donde la funcién
caracteristica se define sobre el conjunto de ciclos que existen en una di-
grafica completa. Esta funcién caracteristica indica la valia que se obtiene
cuando se recorren los nodos que forman un ciclo en el orden dado por
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Introduccion

el mismo. Estamos proponiendo una solucién para este tipo de juegos, la
cual, para cualquier juego ¢ en los ciclos de una digréafica, se da con la
siguiente formulacion

_ |
o= "y ga vien

TEC(N)

n(T)>i
Para informacién relacionada con la notacién de la solucién anterior re-
fiérase a la Seccién 2.2. Para obtener la solucién anterior nos estamos
basando en los axiomas propuestos por Shapley [35], donde la principal
modificaciéon ocurre en el axioma de eficiencia: nosotros proponemos un
axioma de eficiencia promedio, dado que existe mas de una manera en la
que puede visitarse a todos los nodos, y junto con nuestras versiones de
nulidad, simetria y aditividad caracterizamos la solucién univocamente.
Para mas detalles véase la Seccion 2.3. También mostramos que esta solu-
cién equivale al valor de Shapley para dos juegos especificos en forma de
funcién caracteristica. Luego, proponemos una primera modificacién al
modelo considerando que existe un monto fijo a repartir r entre los ju-
gadores: con ello, el axioma de eficiencia cambia a un llamado axioma de
r-eficiencia, donde se considera que este monto r se reparte en su totalidad
entre todos los jugadores. El teorema que mostramos es

Existe una unica solucién ¢ : Fy; x R — R" que satisface los axiomas
de linealidad, simetria, r-eficiencia y r-nulidad. Ain maés, esta solucién
esta dada por

outa,r) = "R s Oy )

paratodoi € N, g€ Fy,yr e R.

Para mayor detalles consultese la Secciéon 2.4. Para finalizar el estudio
de estos juegos suponemos que los jugadores se encuentran organizados
de acuerdo a una estructura coalicional. Nos basamos en los axiomas pro-
puestos por Owen [32] para mostrar el siguiente teorema:

Existe una tnica solucién que satisface los axiomas de linealidad en Fj,
nulidad, eficiencia coalicional promedio, nodos sustitutos y coaliciones
sustitutas. Adn mas, esta solucién estd dada por

b@B =3 3 (lBk|3)!(31)!.(m|B(S)T)!( 1 )[q(T)q(T_i)]

| |
SgaBk TGC%(N) |Bk‘ m.: W(B(S)T)

para todonodo ¢ € N cont € By € By q € F,.
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Introduccion

Para mayores detalles sobre los axiomas utilizados, la notacién utiliza-
da y la forma de obtencion de esta solucién refiérase a la Seccién 2.5.

Cabe mencionar que los resultados obtenidos en este capitulo han sido
aceptados para su publicacién en la revista International Game Theory
Review.

Esta seccion trata de los juegos con estructuras de cooperacién estudiados
por Myerson [27] pero en el caso especifico donde las graficas que repre-
sentan a dichas estructuras son arboles. Estamos proponiendo una gene-
ralizacién del axioma de justicia por componentes propuesta por Herings
et al. [16] y junto con el axioma de eficiencia por componentes mostramos
que existe una familia de soluciones que satisfacen estos dos axiomas, la
cual viene dada por

pilg)=|1- Z L v(N;)+ Z [ahﬂ)(Nz‘ ) — inv(Npi)

(imyeq St + Qi (ime Qpi + aip

para todo ¢ € N. Véase la Seccién 3.3 para detalles sobre la notacién uti-
lizada. Como puede verse, la solucién anterior depende de unas constantes
a; relacionada con cada posible componente que puede formarse al elimi-
nar una arista de la grafica. A lo largo del capitulo proponemos axiomas
que conllevan ya determinadas estas constantes, y con ello obtenemos solu-
ciones caracterizadas univocamente: recuperamos la solucién conocida co-
mo el valor de posicion y una nueva soluciéon basada en los grados de los
nodos. Finalmente, terminamos este capitulo verificando que para juegos
superaditivos, cualquier miembro de la familia de soluciones se encuentra
en el nicleo del juego.

En este capitulo tratamos un problema de decisién multi-agente: en este
tipo de situaciones, se tiene un conjunto finito de alternativas y un con-
junto finito de agentes. Cada agente obtiene un beneficio por tomar cada
alternativa, y cada uno de ellos puede preferir ciertas alternativas sobre
otras: el problema surge cuando solamente una de ellas es la que se rea-
lizara. ;Cémo deben ponerse de acuerdo los agentes para elegir la opcién
que se llevard a cabo? ;Cémo deben ser los beneficios que reciban los
agentes por, posiblemente, llevar a cabo una decisién que no es favorable
para ellos? Nosotros proponemos una solucién baséndonos en compen-
saciones: un agente aceptara una decisiéon que no es de su agrado si es
compensado de alguna manera razonable. Para calcular dichas compensa-
ciones, proponemos que éstas sean el valor de Shapley del siguiente juego
cooperativo:

DI (S)— Di(S) paracada S C N;
S =1 g si S =N.

12



Introduccion

Para una explicacién de los elementos que intervienen en este juego, re-
fiérase a la Seccién 4.3. Bésicamente, el juego anterior modela el monto
maximo que un subconjunto de jugadores puede exigir por el hecho de
aceptar una alternativa dada: si ellos en realidad prefieren esta alternativa
sobre todas las demés, entonces en ese juego cooperativo se les asigna un
valor de cero. El valor de la gran coalicién se establece como cero porque
se desea que las compensaciones se realicen entre los agentes mismos, es-
to es, que no haya beneficios adicionales dados de manera exégena en la
modelacién. Entonces, si se establece como regla que “las compensaciones
seran calculadas como el valor de Shapley del juego anterior”, mostramos
que, dada la racionalidad de los agentes, todos ellos estaran de acuerdo
en elegir una alternativa dada (en realidad puede haber un conjunto de
ellas, pero ellos serén indiferentes entre cualquiera de ese conjunto), lo que
elimina el posible problema de no estar de acuerdo con la alternativa que
se llevard a cabo. Ademas, mostramos que en dicha alternativa el valor
obtenido por cada agente es maximo. Conforme se avanza en el capitulo,
también mostramos que el monto que obtendran los agentes por aceptar
esta decisiéon undnime resultado de la regla para las compensaciones que
proponemos puede ser calculada utilizando el valor de Shapley de un juego
cooperativo dado. Finalmente, basdndonos en un enfoque no-cooperativo,
demostramos que nuestra solucién equivale a una situaciéon de equilibrio.

Los resultados obtenidos en este capitulo han sido sometidos para su pu-
blicacién en la revista Games and Economic Behavior.

En el Capitulo 5 trabajamos con el problema de reparticién de estimulos:
consideramos que un conjunto N de agentes tiene un ranking dentro de
un conjunto M de actividades. Se tiene un monto a repartir, el cual debe
distribuirse tomando en cuenta este ranqueo entre los agentes. Llamamos
a este problema un problema de incentivos. Considerando los axiomas de
aditividad, tratamiento igualitario y eficiencia mostramos que existe toda
una familia de soluciones que satisfacen estas propiedades, a saber

P (Xr) ==+ > Bulen;—Xe)  VieEN
keM

para un conjunto de constantes 0 € R. Esta solucién reparte el monto r
tomando en cuenta la diferencia entre la calificacion de cada agente y la
calificacién promedio de los agentes, en cada actividad. Aquel agente que
tenga un desempeno mas alto que el promedio recibe un monto adicional a
su reparto inicial y si tiene un desempeno menor, se le quita un monto. El
resultado final es el que se muestra en la férmula anterior. Proporcionando
otros axiomas, como el de simetria de categorias y el de divisién trivial,
logramos casos mas especificos de la solucién anterior, e incluso una solu-
ci6én tnica (caso en el que todas las constantes G = 1). Estudiamos dos
propiedades deseables para las soluciones de estos problemas, como son la
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Introduccion

proporcionalidad de los valores asignados y la reduccién de un conjunto de
agentes en un unico agente, y vemos que dichas propiedades se satisfacen
para nuestra soluciéon. Vemos también que puede plantearse la situacién
de tener un conjunto de precios por cada unidad de actividad. Finalizamos
el estudio de los problemas de incentivos mediante un enfoque basado en
la teoria clasica de negociacién: planteamos un problema de negociacién
apropiado y aplicamos las soluciones de Nash, Yu y Kalai-Smorodinsky a
nuestro problema.

Los resultados obtenidos en este capitulo se encuentran publicados en la
revista Applied Mathematical Sciences.

En este dltimo capitulo trabajamos en un problema de divisién justa.
Queremos encontrar una solucién a un problema sobre cémo repartir
m bienes continuamente divisibles entre n agentes donde queremos que
el agente que obtiene el menor monto posible esté obteniendo el mayor
monto que puede asegurar. Suponemos que cada agente tiene una valo-
racién positiva sobre cada bien. Esto lo representamos en una matriz A de
m X n. Ademds, estamos suponiendo que la suma de las valoraciones de
cada agente sobre el conjunto de bienes es el mismo. Para solucionar este
problema planteamos un problema de programacién lineal de la siguiente
manera:

Max 2z sujeto a

Z aijri; >z  VjeEN
1€EM
injzl Vie M
JEN
Jﬁijzo ViEM,VjEN.

En el primer conjunto de restricciones modelamos que el monto que cada
agente obtiene sea por lo menos un valor z, y queremos que este valor sea
lo maximo posible. En las segundas restricciones requerimos que cada bien
se reparta en su totalidad. Para resolver este problema de programacién
lienal, planteamos el problema dual correspondiente como sigue:

Min w = Z v; sujeto a

iEM

Vi 2> Qi Vie M,Vj €N
> uj=1
JEN

uj >0 VjeN

14



Introduccion

Primeramente introducimos el concepto de wvectores duales relacionados
con el problema dual y asociamos una grafica bipartita a cada par de vec-
tores y viceversa. En este gréafico los nodos representan a los bienes y a los
agentes y las aristas corresponden a las primeras desigualdades del pro-
blema dual que se cumplen con igualdad estricta de acuerdo con el valor
de las variables duales. Esto es, habra una arista entre los nodo ¢ y j si
v; = a;5uj. Entonces, reformulamos el problema de encontrar la solucién
al problema de programacién lineal como el problema de encontrar una
grafica que represente un conjunto de variables duales éptimas. Para ello
verificamos que existe al menos una grafica éptima debe satisfacer algunas
propiedades, como ser un arbol y que todos los nodos deben estar conec-
tados. Con base en estas propiedades, proponemos la versién general del
algoritmo que encuentra la gréfica éptima:

Entrada: Un problema de distribucién A € M,,,,,
Salida: La mayor solucién igualitaria X

1. Encontrar una grafica factible completa para A con vectores duales
Uy .

2. Suponga que z =w = ;1 Vi
3. Encontrar el valor de la variables primales X. Si X es una solucién
primal factible, el algoritmo termina.

4. Sino, encontrar una nueva grafica completa factible y regresar al Paso
2

Iniciamos el algoritmo encontrando una grafica que represente un conjunto
de variables duales factibles. Enseguida suponemos que dichas variables
son las 6ptimas, por lo que debe cumplirse que el valor de la funcién ob-
jetivo de los problemas primal y dual deben coincidir. La estructura del
arbol permite encontrar de manera relativamente sencilla los valores de
las variables primales asociadas con las variables duales propuestas como
Optimas: proponemos un algoritmo para encontrarlas, siendo posible que
algunas de ellas tengan valores negativos. Esto nos indica que las variables
primales no son factibles y por lo tanto, las variables propuestas duales no
son 6ptimas. En el cuarto paso del algoritmo proponemos una manera de
cémo cambiar la grafica para que represente un nuevo conjunto de vari-
ables duales factibles, y regresemos a probar si estas nuevas variables son
las éptimas, y asi sucesivamente hasta haber encontrado variables primales
factibles. Las explicaciones referentes a estos pasos del algoritmo pueden
consultarse en las secciones 6.4.1, 6.4.2 y 6.4.3. Finalmente verificamos que
el algoritmo propuesto converge hacia una solucién éptima.

Los resultados que se obtuvieron en este capitulo se encuentran en el
proceso de arbitraje para su publicacion en la revista Operations Research:
An International Journal.
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Introduccion

El objetivo general que motiva el presente trabajo de investigacién es con-
tribuir al desarrollo de problemas de teoria de juegos en donde las graficas juegan
un papel tanto en la modelacién del problema como en su solucién. De entre los
objetivos especificos pueden destacarse los siguientes:

= Definir nuevos juegos cooperativos en donde las relaciones de interaccién
entre los agentes estén representadas mediante gréaficas. Asi mismo, en-
contrar soluciones para estos juegos y estudiar propiedades de dichas solu-
ciones.

= Continuar el estudio de situaciones cooperativas en donde se tienen estruc-
turas de cooperacién representadas por graficas, proporcionando axiomas
y propiedades alternativas a las soluciones ya existentes o bien proponien-
do nuevas caracteristicas. En la medida de lo posible, presentar soluciones
caracterizadas univocamente.

= BEstudiar y resolver problemas en donde las graficas sean herramienta im-
portante para el planteamiento de las soluciones, en particular los proble-
mas relacionados con enrutamientos y repartos de bienes entre agentes.

16



Capitulo 1

Conceptos basicos de juegos
cooperativos

Supéngase la siguiente situacién: Ana y Beatriz pretenden guardar sus aho-
rros, $80000 y $60000 respectivamente, en cuentas bancarias; la tasa de interés
ofrecida por el banco Z donde lo guardaran es de 10 % para cantidades menores
a $100000 y del 15% para aquellas mayores o iguales a $100000. Si cada una
de ellas deposita su dinero por separado sélo obtienen, respectivamente, $8000
y $6000; pero si deciden abrir una tnica cuenta entre las dos juntando el ca-
pital con el que cuentan, obtendrian $21000, lo cual es mayor a lo obtenido
si actian individualmente. Conclusion: la cooperacién resulta conveniente en
muchas ocasiones para quienes la llevan a cabo. Pero eso plantea un nuevo tipo
de problema: encontrar la manera en la que se repartird la utilidad obtenida
gracias a la cooperacion.

Es este capitulo primeramente se abordan conceptos béasicos acerca de la
teoria de juegos cooperativos, haciendo especial énfasis en los juegos de unanimi-
dad, ampliamente utilizados en demostraciones de teoremas y axiomatizaciones
de valores que cumplen la propiedad de linealidad; enseguida, se tratan las
explicaciones y caracterizaciones de algunos de los principales valores conocidos
dentro de los juegos cooperativos. El objetivo de tratar estos temas es preparar
el campo para abarcar el estudio de juegos cooperativos donde se encuentran
involucrados de alguna manera las graficas para representar relaciones entre los
jugadores.

1.1. Conceptos basicos

Sea un conjunto N = {1,2,...,n} de jugadores. A todo S C N tal que S sea
no vacio se le llamara coalicion. Dendtese por C al conjunto potencia de N, esto
es, al conjunto de subconjuntos de N y la idea es que C represente a todas las
coaliciones que se puedan formar.
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1.1. Conceptos basicos

Definicién 1.1. Un juego cooperativo de n jugadores serd una pareja (N, v)
en donde N es el conjunto de jugadores y v una funcion real sobre los subcon-
Juntos de N tal que v(@) =0

v:C—R

Si se tiene una coalicién S € C, la interpretacién que se le da al juego es que
los jugadores pertenecientes a S juegan unidos, y como tal, consiguen una valia
conjunta v(.9). Como resultado del juego, se tiene un vector de pagos x € R™, en
donde z; representa el valor asignado al jugador ¢ en el correspondiente juego.
De ahi que el problema principal de los juegos cooperativos sea encontrar un
vector de pagos que sea justo dadas las condiciones en que se llevé a cabo el
juego.

Definicién 1.2. Un vector de pagos x es un elemento de R™ cuya i-ésima
coordenada representa el pago correspondiente en el juego cooperativo al i-€simo
jugador. Se denotard como x(S) a

2(S)=Y _z VSCN.
i€S

Se dice que un vector de pagos tiene racionalidad individual si y sélo si
z; > v({i}) para todo i € N. A su vez, se dice que la racionalidad es de grupo
si y sélo si z(S) > v(S) para toda S € C. As{ mismo, se dird que un vector de
pagos z es eficiente s{ y sélo si (N) = v(N). Entonces, con un vector de pagos
individualmente racional, cada jugador obtiene por lo menos lo que esta garan-
tizado si juega solo, mientras que en un vector con racionalidad de grupo, cada
una de las coaliciones consigue al menos lo que ella garantiza si todos sus miem-
bros jugaran como una séla unidad.

A continuacién se muestran definiciones concernientes a diversas modali-
dades de juegos cooperativos:

Definicién 1.3. Se dice que un juego (N,v) es superaditivo si y sdlo si
v(SUT) > v(S)+v(T) siempre que SNT =@, con S, T C N

Definicién 1.4. Se dice que un juego es simple si y sélo si v(S) =0 ¢ 1
para toda S C N yv(N) = 1.

Definicién 1.5. Se dird que un jugadori es nulo en v sty sdélo siv(SU{i}) =
v(S) para toda S C N\{i}.

Otro concepto que serd importante definir serd el de permutacion de ju-
gadores. Dendtese como

O(N)={6: N — N | 0 es biyectiva}.

Puede verse que © (V) contiene a todos los érdenes que son posibles definir sobre
el conjunto NV, o sea, a todas las permutaciones de los n jugadores. De tal forma,
0 € O(N) se interpretard como un intercambio de papeles en el juego. Esto es,
el jugador i pasard a tomar el papel del jugador (). Asi mismo, se denotard

0(S) = {0() | i € S}.
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1.2. Juegos de unanimidad

Tomése a G como el conjunto de todos los juegos superaditivos de n ju-
gadores. Es facil ver que G es un espacio vectorial sobre el campo de los niimeros
reales si se definen la suma y el producto escalar sobre G de la siguiente manera:

1. (v +w)(S) =v(S)+w(S) para todo v,w € G.
2. (ev)(S) = cv(S) paratodov € Gy c € R.

Para S C Ny S # @ el juego de unanimidad (N, ug) se define como

() 1, siSCT
u =
5 0, en otro caso

para todo T C N.

Los juegos de unanimidad {(N,ug) | S € 2V\{@}} forman una base para los
juegos cooperativos con n jugadores, en especial para GG. La tnica descomposi-
cién lineal de la funcién caracteristica v en términos de juegos de unanimidad

viene dada por
v = E csugs
Se2N\{@}
siendo {cg} nimeros reales que representan los coeficientes de la combinacién

lineal, conocidos como coordenadas de unanimidad o coeficientes de Harsanyi,
los cuales vienen dados por

cs =y (~)IEI=Tly(T)

TCS

donde se representa a la cardinalidad de una coalicién S C N como |S].

Existe otro punto de vista para ver a las coordenadas de unanimidad. Definase
la aplicacién 6 : Q — R, donde Q C 2V con {0} € €, de la siguiente manera:

0 si S ={0}
08 =9 0(S) = D 8(T) siSe\0. (1.1)
TGS
Puede interpretarse a 6(S) como los dividendos adicionales que la coalicién
S obtiene en caso de que ésta se forme, tomando en cuenta que todas las sub-
coaliciones de S ya han sido formadas. Con ello, se tiene que los coeficientes de

la combinacién lineal de un juego (IV,v) utilizando como base a los juegos de
unanimidad son precisamente estos dividendos, esto es

cs = 0(5); y con esto se tiene v = Z 0(S)ug
Se2N\{0}
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1.3. Valores para juegos cooperativos

Intuitivamente, una solucién al juego (N, v) puede verse como un vector de
pagos, o alternativamente, un conjunto de vectores de pago asociados al juego
(N,v). El problema de encontrar soluciones puede enfocarse tomando a G co-
mo al conjunto de todos los juegos superaditivos de n jugadores y definiendo
un operador ¢ : G — R™ que resuelva a todos los juegos de G; ahora sélamente
bastara con definir de buena manera al operador ¢, anadiéndole propiedades
deseables (las cuales se considerardn como axiomas) y demostrar que existe un
tnico operador que posee dichas propiedades.

Esta metodologia convierte al problema de repartir el monto que consigue
cada coalicién al de si los jugadores aceptan o no los supuestos y caracteristicas
de la soluciéon, y desde luego, los jugadores deben aceptar los resultados que de
ellos se desprenden.

Con el fin de simplificar la notacién, se dird en lo sucesivo que ¢(v) =
(¢i(N,v))ien es una solucién asociada al juego (N, v). De igual forma, cuando
se tenga un juego (N,v) fijo y un subconjunto S C N, se escribird ¢(vg) para
denotar ¢(S,vg), en donde (S,vg) es el subjuego obtenido restringiendo a v
a los subconjuntos de S. Asi mismo, se utilizaran las correspondientes letras
minusculas para referirse a la cardinalidad de las coaliciones (salvo en algunas
ocasiones), las cuales se representaran con letras mayusculas.

Axioma 1.1. (Aditividad). Para todo (N,v) y (N,w) € G

(v +w) = o(v) + p(w)
en donde el juego suma (N,v + w) se define en la Seccidn 1.2.

Este axioma puede interpretarse de la siguiente manera: la manera de repar-
tir costos en dos procesos de negociacién no cambia si se hace de manera con-
junta o separadamente. Entonces, resulta natural pedir que lo que obtenga cada
jugador en el juego suma sea exactamente la suma de lo que se obtenga en cada
uno de los juegos individuales.

Para introducir el siguiente axioma se necesitan algunas definiciones. Para
cada par (6,v) € © x G se define un nuevo juego 6*v como

(" 1)(S) = v(671(9))-

Esto es, lo que se quiere es que 8*v represente un nuevo juego en donde los
jugadores hayan cambiado papeles de acuerdo a la permutacién 6; entonces,
como los jugadores en 0(S) suplantan a los que estdn en S, el monto que puede
conseguir §(.5) en 8*v debe ser el mismo que podia conseguir S en v. De la misma
manera, para cada pareja (6,z) € © x R™ deffnase un nuevo vector 8*x € R"™,
donde su i-ésima coordenada estd dada por

(9*30)1 = .1'9(1)
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Esto indica que el pago que recibe el jugador () con 6*z es el mismo que recibia
1 con .

Axioma 1.2. (Simetria). Para todo (0,v) € © x G, se tiene

p(07v) = 0%p(v).

En resumen, lo que pide este axioma es que la solucién no dependa de las ca-
racteristicas personales del jugador. Por lo tanto, si los jugadores cambian roles
durante el juego y cada coalicion logra obtener exactamente la misma valia que
la coalicién a la que suplanta, entonces cada jugador en el nuevo juego debe
obtener exactamente lo mismo que el jugador al cual suplanta.

Axioma 1.3. (Eficiencia). Para todo (N,v) € G se tiene

Z @i(v) = v(N).

i€EN

Lo que esta axioma estd pidiendo que se cumpla es que el monto que se
reparte entre todos los jugadores sea exactamente el monto que puede conseguir
la gran coalicion.

Axioma 1.4. (Nulidad). Si i es un jugador nulo en (N, v), entonces

wi(v) =0.

Este axioma establece que a alguien quien funge tinicamente como observador
dentro del juego no debe corresponderle pago alguno.

Teorema 1. Eziste un tdnico valor ¢ sobre G, conocido como Valor de
Shapley, que satisface los cuatro axiomas anteriores y que viene dado por la
siguiente erpresion:

i) = > M[U(S’U{i})—u(S)] VieN. (1.2)

n!
SCN\{i}

Para comprender mejor el significado del valor de Shapley, considérese la
siguiente metodologia: elijase la cardinalidad de una coalicién que no contenga
al jugador i-ésimo de acuerdo a una distribucién uniforme sobre el conjunto
{0,--- ,n—1} (puede hacerse de n maneras), para luego elegir de manera aleato-
ria a una coalicién S C N\{i} con la cardinalidad dada, también de acuerdo a
una distribucién uniforme sobre las coaliciones disponibles (es posible hacerlo
de (":1) formas). En base al proceso anterior, si se le da al jugador i la con-
tribucién marginal que aporta al incorporarse a S, es decir, v(S U {i}) — v(5),
entonces el pago esperado para el i-ésimo jugador sera el valor de Shapley.
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También es posible ver al valor de Shapley segtin la siguiente expresién:
1 .
vilv) = > w(PFuU{i}) - v(PF)) (1.3)
TR

donde PF es el conjunto de todos los jugadores que preceden al jugador i en
el orden R. Con esta expresion, se elige al azar un orden R de N con una
distribucién uniforme sobre los n! érdenes posibles y si se le da al jugador 4
la utilidad marginal que aporta cuando se incorpora a los jugadores que lo
preceden, v(PR U {i}) — v(PF), entonces el pago esperado que obtiene es el

valor de Shapley.

1.4. Juegos cooperativos y graficas

En las secciones anteriores hemos tratado con situaciones en donde la coo-
peracién se da de manera total entre los jugadores (lo que conlleva a la forma-
ci6én de la gran coalicién) y se considera que ellos pueden formar subgrupos de
cooperacién (las coaliciones) donde el comportamiento de la coalicién es abso-
luto: todos cooperan. En muchas situaciones esta modelaciéon no es posible de
aplicar: por ejemplo, puede ser que un jugador sirva de intermediario para lograr
la cooperacién o que la interacciéon entre algunos subconjuntos de jugadores no
exista, lo que conlleva la formacién de las llamadas estructuras de cooperacion.
Estas estructuras generalmente se representan mediante una grafica, donde los
jugadores se representan mediante nodos y las relaciones de cooperacién se in-
dican mediante las aristas. La grafica puede ser dirigida o no dirigida, lo que
puede interpretarse como que la cooperacién no necesariamente se da de mane-
ra bidireccional. Un ejemplo de estructura de cooperacién se da en la siguiente
figura:

Figura 1.1: Ejemplo de una estructura de cooperacién.

De acuerdo con la estructura de la figura anterior, la cooperacién entre los
agentes 2 y 7 se da teniendo al jugador 1 como intermediario. Asi, si se decide
formar la coalicién {2, 7}, dado que no existe cooperacién entre ellos, tiene sen-
tido considerar que v({2,7}) = v({2}) + v({7}) para algin juego cooperativo
(N,v).

Los juegos con estructura de cooperacion fueron estudiados primeramente
por Myerson [27], y él realiza un estudio axiomadtico para encontrar soluciones
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1.4. Juegos cooperativos y graficas

para juegos con estas caracteristicas. Uno de los resultados més conocidos en
este tema es el llamado valor de Myerson, y reconociendo su importancia, pre-
sentamos la axiomatizacién de éste. Para ello, se considera que las relaciones
de cooperacién estan dadas por una grafica no dirigida expresada como un sub-
conjunto de la grafica completa g = {i: j | i,j € N,i # j} y que es asi como
se llevard a cabo el juego (N, v). El conjunto de todas las posibles graficas no
dirigidas se representa como GR = {g | g C g™ }.

Se denotard como
S/g:={{i| iy J estdn conectadosen g} | j €S }
a los subconjuntos de jugadores en S que estan conectados de acuerdo a g € GR.

Axioma 1.5. (Regla de asignacién) Para un juego cooperativo (N,v) con
estructura de cooperacion g, se dird que una solucion ¢ : GR — R™ es una regla
de asignacion si

VS € N/g, > pilg) =v(S).
€S

Este axioma considera que, en una regla de asignacion, cada componente en
la grafica reparte su valia total entre los nodos que la forman.

Axioma 1.6. (Justicia) Para un juego cooperativo (N,v) con estructura de
cooperacion g, se dird que una solucion ¢ : GR — R" es justa si

Viijeg, »i(g)—eilg\i:j)=ilg) —eig\i:J).
El axioma de justicia establece que cuando se rompe un acuerdo de coopera-
cién entre dos jugadores, ambos se ven beneficiados o perjudicados de la misma

manera, en el sentido de que el monto que pierden o ganan con esta ruptura es
igual para ambos.

Para establecer el valor de Myerson necesitamos una definicion més. Dado un
juego en forma de funcién caracteristica (N, v) y una estructura de cooperacién
g, definimos el juego (INV,v/g) como

VSCN (v/g)(S)= Y v(T).
TeS/g

Este juego puede interpretarse como si se tomaran en cuenta tUnicamente la
cooperacién existente entre los nodos de S de acuerdo con g, en lugar de consi-
derar que todos ellos se encuentran cooperando. Con ello, presentamos el valor
de Myerson:

Teorema 2. Dado un juego (N,v), existe una dnica regla de asignacion
justa . Aun mas, dicha regla puede escribirse como

¢(g) = Sh(v/g), Vg € GR

donde Sh es el valor de Shapley.
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Los gréficas dirigidas se utilizan regularmente para formar juegos coopera-
tivos donde la funcién caracteristica se define sobre las diferentes gréaficas que
pueden formarse. Esto es, se considera que cada posible configuracion de la grafi-
ca tiene asociado un valor, lo que se interpreta como la valia que obtienen los
jugadores cuando se encuentran organizados de acuerdo a esa grafica. Esto dio
lugar a los llamados juegos en redes (network games) estudiados principalmente
por Jackson [17], y donde se han considerado variantes como los mecanismos
de formacion de redes, otros conceptos de soluciones en teoria de juegos como
el nucleo, nucleolo y conjuntos estables asi como sus propiedades en problemas
diversos, como la modelacion del trafico.

A su vez, se han derivado tipos de juegos cooperativos especificos dependien-
do del problema y del tipo de grafica: asi se tienen los juegos de drbol con minimo
costo [21], juegos con estructuras permutativas [8] o los juegos en grdficas libres
de ciclos [16]. Algunos ejemplos de estos juegos se muestran en la Figura 1.2

4
lg— >0

Vi

a) b)

L 4 LT L4

Figura 1.2: Gréficas utilizadas en juegos cooperativos. En a) se tiene una grifica dirigida
utilizada en problemas de transporte y en juegos de redes. En b), se tiene una estructura
utilizada en juegos de arbol de minimo costo.

Cae fuera del contexto de esta tesis presentar un analisis detallado de todos
los tipos de juegos cooperativos que puedan tratarse cuando se tiene involucrada
una estructura grafica en el modelo. Como se menciona en la introducciéon de
este trabajo, nosotros trabajamos con un tipo especial de juegos redes donde
consideramos a los ciclos de una digrafica como las organizaciones que pueden
tomar los jugadores y también con las gréficas libres de ciclos. Las demés aporta-
ciones son problemas especificos donde la unién de las graficas con los juegos
cooperativos (junto con otras técnicas, como la programacién lineal) resulté en
la herramienta que nos permitié presentar una solucién a los problemas.
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Capitulo 2

Juegos cooperativos en los
ciclos de digraficas

En este capitulo introducimos un tipo especial de juegos cooperativos donde
la funcién caracteristica se define sobre los ciclos de una digrafica. Presentamos
un modelo matematico de esta situacién y una solucién caracterizada axiomati-
camente para este tipo de juegos. Esta solucién se presenta como un método para
medir la importancia de los nodos de una digrafica cuando el factor de interés
son los ciclos que ellos pueden formar. Ademés, dicha solucién estd relacionada
con el valor de Shapley de un cierto juego en forma de funcién caracteristica.
También presentamos una extension del modelo anadiendo la organizacién de
los nodos en estructuras coalicionales y mostramos soluciones r-eficientes para
estos juegos, donde se considera que el monto a repartir es un nimero real 7.
Mostramos soluciones axioméaticas para ambos casos.

Como se mencioné anteriormente, los resultados obtenidos en el presente
capitulo se encuentran aceptados para su publicacién en la revista International
Game Theory Review.

2.1. Introduccion

Existen problemas relacionados con los caminos que pueden formarse en una
digrafica en los cuales es necesario cuantificar la importancia que tienen los no-
dos en dichos caminos para poder determinar la contribucién de cada uno de
ellos. Dada esta importancia, es posible realizar comparaciones entre los nodos,
establecer un ranking o simplemente determinar su importancia dentro de algin
proceso. En este capitulo restringimos los caminos de interés a tnicamente ci-
clos. Esto lo hacemos basidndonos en el problema de ciclos de razén minima
costo-tiempo formulado por Dantzig en Lawler [23]: un barco mercante puede
escoger los puertos que visitara en su ruta y el orden en que lo hara; el viaje del
puerto ¢ al puerto j le proporciona un beneficio de a;; unidades pero se toma
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2.2. Notacién y preliminares

un tiempo t;; en realizarlo. Dantzig plantea el problema de encontrar una ruta
o6ptima que minimice la razon costo-tiempo, y él lo resuelve demostrando que
dicha ruta es un ciclo y proporciona un algoritmo para encontrarlo. Nosotros
estamos proponiendo un método para medir la importancia que cada puerto
tiene para el barco mercante basdndonos en técnicas de juegos cooperativos.

Adicionalmente, consideremos un par de problemas en donde tener una me-
dida de la importancia de los agentes involucrados puede ayudar a encontrar
una solucién. El primer problema se refiere a la redistribucion en una cadena
de tiendas. En algunas cadenas de tiendas (como librerias o farmacias) es nece-
sario hacer una redistribucion de los productos entre las diferentes sucursales.
En el momento en que los requerimientos alcanzan cierto nivel, un repartidor
sale de la sucursal para hacer la redistribucién de acuerdo con las prioridades
de los requerimientos. El costo de estas redistribuciones necesita repartirse en-
tre las diferentes sucursales al final de un cierto periodo de tiempo. Al segundo
problema nos referiremos como el problema de manufactura. Una industria man-
ufacturera recibe 6rdenes de manera continua y son procesadas de acuerdo al
orden de arribo. Las 6rdenes se procesan por lotes y éstos son heterogéneos en
volumen. La maquina involucrada en el proceso necesita ser ajustada antes de
iniciar un proceso, y el tiempo gastado en este ajuste depende directamente del
proceso anterior y el proceso que se ejecutara. Este tiempo ocioso representa un
costo para la industria, y es necesario distribuirlo entre las diferentes 6rdenes.
Ademas, la industria no conoce el orden de arribo de las érdenes. Este proble-
ma es una versién simplificada de un problema real proveniente de la industria
zapatera de Leén, Guanajuato.

La estructura de este capitulo es de la siguiente manera: primero presentare-
mos el modelo propuesto asi como la notacién que usaremos en su desarrollo.
Luego, propondremos una solucién axiomética basandonos en la caracterizacion
de Shapley [35] de una solucién para juegos cooperativos en forma de funcién
caracteristica. Como una segunda modificacién, consideraremos que el monto a
dividir entre los jugadores (el costo de mantener el proceso detenido, en el ejem-
plo de la industria zapatera) es un monto fijo. Luego, adaptaremos el modelo
considerando la organizacién de los jugadores en estructuras coalicionales.

2.2. Notacién y preliminares

Sea N = {1,...,n} un conjunto finito de nodos. La grifica dirigida comple-
ta con conjunto de nodos NN, o simplemente una digrdfica, se representa por la
pareja (N, EY) donde ENY = N x N es el conjunto de aristas. Para T C EV,
el conjunto n(T') representa el conjunto de nodos que forman las aristas en 7.
Nétese que n(T) C N para todo T C EN, T es un conjunto de pares ordenados
y (n(T),T) puede interpretarse como una subdigréfica con conjunto de nodos
n(T). Diremos que T'C EY es una camino dirigido si para una secuencia de no-
dos {x;}¥_ se cumple que T' = {(x;, 2i41) "= . También diremos que T C EN
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esun lazo si T = {(i,4)} con i € N. Con estos conceptos, un camino dirigido T’
se denotard como un ciclo si g = T y *; 7# x; en otro caso. Consideraremos
al conjunto vacio como un ciclo, el ciclo vacio.

Denotamos al conjunto de ciclos en una digrafica completa con conjunto de
nodos N como C(N) := {T C EV | T es un ciclo}. Con ello, definimos un juego
cooperativo en los ciclos de una digrdfica como una funcién g : C(N) — R con
q(@) = 0. Para utilizar una notacién més simplificada, denotaremos a ¢ como
un c-juego. Para cada T' € C(N), q(T) representa el beneficio que representa el
haber visitado los nodos en n(T) en el orden indicado por 7. El conjunto de
c-juegos Fy :={q | ¢ : C(N) — R con ¢(0) = 0} es un espacio vectorial con las
operaciones de suma y multiplicaciéon por un escalar definidas de la manera usu-
al: para q1,q2 € Fg y A€ R, (g1 +¢2)(T) := q1(T) + ¢2(T) y (Aq1)(T) == Aqu(T)
para todo T € C(N). La longitud de un ciclo T € C(N) estard dada por el
ntmero de nodos en el ciclo, y se denotard como |T|. Para S C N, el conjunto
Cs(N) :={T € C(N) | n(T) = S} representa el conjunto de ciclos que visitan
unicamente los nodos en S.

Una solucién para c-juegos es una funcién ¢ : Fy — R", donde ¢;(q) repre-
senta la importancia del nodo 7 dentro del c-juego q € Fj,.

En el ejemplo relacionado con la distribucién en una cadena de tiendas, ca-
da sucursal puede considerarse como un nodo. Podemos formar una digrafica
completa g que represente el conjunto de posibles rutas de comunicacion en-
tre las diferentes sucursales. Como estamos considerando que cada posible ruta
puede formarse, y ademas, como éstas son ciclicas, podemos crear un c-juego g,
donde ¢(C') denota el costo debido a la redistribucién representada por el ciclo
C € C(g). Una solucién ¢;(q) indicard como cada sucursal ¢ contribuye al costo
total.

En el problema de manufactura, los diferentes tipos de 6rdenes pueden re-
presentarse por nodos. En aras de ser justos, consideraremos que después de
procesar el ultimo lote, la maquina se ajustard como si el primer lote fuera el
siguiente a ser procesado. Asi, consideramos que los lotes son procesados de
manera ciclica. Con ello, podemos definir un c-juego ¢ donde ¢(C') denota el
costo resultante por el tiempo ocioso resultante del procesamiento de los lotes
de acuerdo con el orden dado por el ciclo C. Asi, una solucién ¢;(¢) indica la
contribucién por procesar el lote ¢ al costo total debido al tiempo ocioso.

2.3. Caracterizacion

Ahora presentamos la caracterizaciéon de una solucién ¢ : Fj; — R™.

Axioma 2.1. (Linealidad) Una solucidn ¢ es una solucion lineal si

e(A1q1 + A2q2) = Aip(qr) + A2p(q2)
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2.3. Caracterizacién

para qi,q2 € Fy y A1, A2 € R.

Axioma 2.2. (Simetria) Una solucién ¢ es simétrica si
©i(q) = po(iy(q o 0) Vie N

donde (q 0 0)(T) = q(0~1(T)) y 0~ (T) = {(6~'(2), 0~ (y)) | (z,y) € T} para
todo T € C(N), 0 € Sy, q € Fy y donde S,, es el grupo de permutaciones de N.

Los axiomas anteriores tienen la misma interpretacién que para juegos en forma
de funcién caracteristica.

Sea T' € C(N) un ciclo con longitud mayor o igual a 2, i,z,y € n(T), con
(z,1), (i,y) € T. Entonces, definimos

Toi=T\{(=,2), (i, 9)} U{(z,9)}-

M4s ain, para cada T € C(N) tal que T es un lazo y @ € n(T), T—; = O.
T_; representa el ciclo que se obtiene después de remover el nodo ¢ del ciclo
T y preservando el orden de visita de T. También, denotamos por T al ciclo
obtenido después de remover los nodos en n(T)\S de T

Decimos que ¢ € N es un nodo nulo en un c-juego ¢ si ¢(T) = q(T-;) para
todo T € C(N) tal que i € n(T).

Axioma 2.3. (Nulidad) Una solucion ¢ es una solucion nula si
¢i(q) =0
para cada nodo nulo i € N.

De acuerdo al Axioma 2.3, si un nodo ¢ € N no contribuye de ninguna ma-
nera a cualquier ciclo, entonces su importancia debe ser igual a cero.

Dado un c-juego q € F}, definimos la valia promedio en q de los nodos en

n(q,S)::m > a1

TeCs(N)

y representa la valia promedio que el subconjunto S C N puede obtener cuando
se visitan sus nodos tnicamente y esto se hace de cualquier manera posible.

Axioma 2.4. (Eficiencia promedio) Una solucidn ¢ es una solucion efi-
ciente promedio si

> ¢ilg) =n(g, N)

iEN

para todo q € Fy.
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2.3. Caracterizacién

Este axioma estd estableciendo un monto a repartir: éste debe ser la valia
promedio de los ciclos que visitan a todos los nodos. Si queremos visitar todos
los nodos en forma ciclica, existen (n — 1)! formas de hacerlo. En promedio,
formar este ciclo representa una valfa de 7(q, N). Si hacemos una comparacién
con los juegos en forma de funcién caracteristica, en ellos existe una dnica for-
ma donde todos los agentes puedan cooperar: la gran coalicién. En c-juegos, la
cooperacién de todos los agentes puede representarse de (n — 1)! formas.

Otras propuestas de montos a repartir pueden surgir de manera natural,
aunque algunas de ellas tienen serias desventajas. Por ejemplo, consideremos
que queremos repartir entre los nodos la maxima valia de un ciclo que visite a
todos los nodos. Esto es, podriamos requerir una solucién ¢ : F; — R"™ tal que

> ¢ilq) =q(C*), donde C* = argmax {q(C)}
iEN CeCn(N)

para todo ¢ € Fy. Pero no existe ninguna solucién que satisfaga este tipo de
eficiencia y el axioma de simetria para todo c-juego g porque

> ¢ilgo8) =(qo6)(C*) = q(67(C™))

i€EN

D pilgod) = pilq) = q(C7).

i€EN i€EN
Teorema 3. FExiste una unica solucion lineal, simétrica, nula y eficiente
promedio ¢ : Fy — R™ para c-juegos. Mds ain, esta solucion estd dada por

o= Y L m) gay vien @y
TEC(N) ’
n(T)>1

Para la prueba del teorema anterior definimos, para cada T' € C(N), un
c-juego estdndar Ur como Ur(S) = 1si T = S y cero en otro caso, para cada
S € C(N). En el c-juego estdndar Ur existe un unico ciclo con valfa diferente
de cero, el ciclo T'.

Lema 1. Sean S,T ciclos con |S| = |T| y ¢ : F; — R™ una solucion
simétrica; entonces

¢i(Us) = ¢;(Ur)
para todo i € n(S),j € n(T). Esta igualdad también se preserva si i ¢ n(S),j ¢
n(T).

DEMOSTRACION. Sean i € n(S), j € n(T). Escéjase 0 € S,, tal que (i) = j
y 0(S) = T. Dado que Ur = Uy(s) = Us o y por el axioma de simetria, tenemos

¢i(Us) = ¢g-1(j)(Us) = ¢j(Us 0 0) = ¢;(Ur).

De manera similar, podemos concluir que ¢;(Us) = ¢;(Ur) si |S| = |T|, i ¢

n(S),j ¢ n(T).
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2.3. Caracterizacién

Prueba del teorema. Para probar la existencia de la solucién necesitamos veri-
ficar que (2.1) satisface los axiomas mencionados. La verificacién de los axiomas
de linealidad, simetria y nulidad puede hacerse de una manera directa, por lo que
las omitimos. Entonces, mostraremos que (2.1) satisface el axioma de eficiencia
promedio. Podemos escribir

Yo=Y > PRy oy oy O e

iEN iEN TEC(N) i€N TEC(N)
n(T)>1i n(T)>:

Del primer término de la ecuacién anterior tenemos

i€N TEC(N) ’ TEC(N)
n(T)>4

y para el segundo término tenemos

> oy ey -y Mo =g

i€N TeC(N 1€EN TeC(N)
(T)B’L n(T)Fi
T|(n—|T|)!
oy Mg
n
TeC(N)
n(T)#N

Ahora, sustituyendo en (2.2) tenemos que

> 6ilg) 1), > a(T) =n(a,N)

1€EN TGC(N)
n(T)=

y esto prueba que (2.1) en una solucién eficiente promedio.

Ahora necesitamos probar unicidad. Lo haremos adaptando el procedimiento
utilizado por Ruiz, Valenciano y Zarzuelo en [34] a nuestro contexto para obtener
una familia de soluciones lineales, simétricas y eficientes promedio para c-juegos.
Consideremos una solucién ¢ : F;; — R™ que satisfaga los axiomas mencionados
en el enunciado del teorema. Los c-juegos estdandar Uy forman una base para
el espacio vectorial de c-juegos. Asi, aplicando el axioma de linealidad tenemos
que

¢i(0)= Y. a(T)¢i(Ur)

TEC(N)
donde
g= Y q(T)Ur.

TeC(N)
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2.3. Caracterizacién

en todo c-juego ¢q. Aplicando el Lema 1 obtenemos

)\|T|7 sii € n(T)
/,L‘T‘, sl ¢ ’I’L(T)

para cada @ € N. Por el axioma de eficiencia promedio obtenemos, para cada
T eC(N) tal que n(T) = N

Z ¢)1 Z/{T ) n)\n

¢i(Ur) = {

ien(T)
y
> 6iUtr) = 0= TNz + (n = [Ty
ien(T)
en otro caso. De estas ecuaciones obtenemos A, = 1/n!y [T'|A\jp| = —(n—|T|) 7|
con|T| € {1,..., n—l}. Haciendo el cambio de variable |T'|\jp| = ,B‘T‘ obtenemos
bi(q) = + Z 5T\ | Z ﬁ|T| \T| (2.3)

TeC(N) TeC(N

n(T)#N n(T)?z

n(T)>i

donde {B\Tl}?ﬂ; € R. Esta es la férmula andloga para nuestra problema del
trabajo de Ruiz, Valenciano y Zarzuelo.

Con manipulacién algebraica obtenemos

9(T-i)
> i = 2 e G B

TeC(N) TEC(N)
n(T)%i n(T)3i

La solucién (2.3) se cumple para cualquier c-juego y para todo tipo de nodos.
Consideraremos un c-juego ¢ € Fy tal que el jugador ¢ € N es un nodo nulo.
Por ello, de la expresién anterior tenemos que

T
vi(q) = + Z Bir | | Z 5ITI o |Ti(1))(|T|1) =0

TEC(N) TeC(N
n(T)#N n(T)Si
n(T)>4

De nuevo, aplicando manipulacién algebraica

a(T) By Biri-1 _
- et ﬂ”>+T§N)<T| T ) 40 ¢

Tec(N)
n(T)= n(T)>i

lo cual implica que

1 Bir| Bir|-1
= _B.=0y
o =Y ) T o T

=0 YT|e{l,..n—1}.
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2.3. Caracterizacién

Supondremos que B;p| = |T|(n — [T'|)!/n! y haremos la prueba por induccién.
Para las ecuaciones anteriores la asuncién es verdadera cuando |T'| = n. Ahora
supondremos que es cierta para |T| = s, s € {2,...,n} y lo probaremos para
|T| = s — 1. De las ecuaciones anteriores tenemos que

g2 Bm(n = T DTN =) (= (7= D)7 = 1)
T O ) |

n!
Con ello, hemos probado la unicidad. O

De la misma manera en que lo hicieron Ruiz, Valenciano y Zarzuelo en [34],
podemos obtener una familia de soluciones que satisfaga un subconjunto de los
axiomas anteriores.

Proposicién 1. Una solucion ¢ : Fy — R™ para c-juegos satisface los
axiomas de linealidad, simetria y eficiencia promedio si y sélo si, para todo

1eN
ei(q) = + > ﬂm | - > ﬁm |T| (2.4)
TEC(N) TEC(N)
n(T)#N n(T)Fi
n(T)>1¢
con {5|T|}\nﬂi1 eR.
DEMOSTRACION. Refiérase a la prueba del Teorema 3. O

La solucién dada en (2.1) es un caso especifico de (2.4) donde

|T[(n — |T|)!
n! ’

BT =

De manera similar al valor de Shapley, la solucién propuesta en (2.1) tiene
una interpretacién probabilistica. Elijamos un ciclo T' € C(N) de manera aleato-
ria mediante el siguiente procedimiento: primero, elijamos la longitud |T'| de un
ciclo con distribucién uniforme entre todas las posibles longitudes, excluyendo
la longitud cero (puede hacerse de 1 a n maneras). Luego, escojamos un ciclo
T € C(N) con la longitud elegida anteriormente |T'| que contenga al nodo 4, de
nuevo utilizando una distribucién uniforme entre todos los posibles ciclos que
satisfagan esta condicién. Luego, asignamos como la importancia del nodo i su
contribucién a este ciclo formado (¢(T") — ¢(7-;)). Entonces, el valor esperado
que el nodo 7 obtiene con este proceso es igual a la soluciéon dada al nodo i de
acuerdo al teorema anterior.

La solucién (2.1) tiene otra interpretacién pero considerando un proceso
aleatorio de formacién de un ciclo. Primero, elijamos una permutacién de los
nodos (con distribucién uniforme) de entre todas las posibles. En la siguiente
discusién, consideraremos a los nodos como personas. Supongamos que los no-
dos arriban aleatoriamente a una mesa; el primer nodo se sienta en una silla
cualquiera. Cuando otro nodo llega a la mesa, se sienta en la silla a la derecha
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2.3. Caracterizacién

del 1ltimo nodo sentado. Este proceso genera una secuencia de ciclos alrede-
dor de la mesa en contra de las manecillas del reloj. Esto es, dado un orden
R € S, de los nodos, R = j1 j2 ... Jk—1 & Jkt1 --- Jn—1 Jn, definimos
PR = {(j1,72),-- - (Jx—1,9), (i,41)}, el ciclo formado por los predecesores del
nodo i, incluyéndolo, en contra de las manecillas del reloj. Asignamos como
importancia del nodo 4 su contribucién marginal al ciclo PJX. El valor esperado
que el nodo ¢ obtiene de acuerdo a este proceso aleatorio corresponde con la
solucién dada por (2.1). Por ello, la solucién (2.1) puede escribirse como

#ilg) = - (Z [q(PZz)—q((Pf)i)O (2.5)

|
n:
RES,

porque |[{R € S,, | PF =T}| = (n— |T|)! para todo T € C(N).

La solucién dada en (2.1) puede derivarse del valor de Shapley de cierto juego
en forma de funcién caracteristica. Sea ¢ € F; un c-juego; sea v? : 2V R un
juego con funcién caracteristica definida, para cada S C N, como

v1(S) =n(q, ).

Este juego representa, para cada S C N, la valia promedio que se obtiene
si se visitan unicamente los nodos en S de cualquier manera posible. Con este
juego, formulamos la siguiente proposicion:

Proposicién 2. Sea ¢ : Fy — R™ una solucion lineal, simétrica, eficiente
promedio y nula para c-juegos; entonces

pi(q) = Shi(v?), VieN (2.6)
para todo q € Fy, donde Sh es el valor de Shapley.
DEMOSTRACION. Debido a la definicién de v? y a la expresién del valor de

Shapley, obtenemos, para todo S C N
! !

Shiwr) = S BT =0 ) g 8\ (ip)

!
S3i v
donde s = |S]. Si sustituimos la definicién de n obtenemos
! !

Z (s — Dl(n—s)! (g, 8) = Z (n ;!TD!Q(T)

/ n!
S3i TeC(N)
n(T)>%

IR

n!

P U SPRN Y

$3i TEC(N)

Z wq@_i)

TeC(N)
n(T)>%
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2.3. Caracterizacién

donde la iltima desigualdad se obtiene usando el hecho de que

1
q(T) = Il S qC)
CEeC(N)
n(C)\{i}=n(T)

para todo T' € C(N) tal que n(T) Z i (por la definicién de T—;). Sustituyendo la
expresion anterior en la férmula del valor de Shapley obtenemos el resultado. [

La ultima proposicién nos esta proporcionando una propiedad importante
de (2.1): esta solucidn es equivalente a un “juego promedio” en forma de funcién
caracteristica en el cual la valia de cada coalicién S C N es la valia promedio
obtenida cuando los nodos en S forman un ciclo donde tinicamente éstos nodos
son visitados.

Para cada T € C(N) podemos formar un juego (n(T),vr) en forma de fun-
cion caracteristica de la siguiente manera:

vr(S) = q(Ts) VS C n(T).
Este es un juego restringido al ciclo T. Ahora, formulamos el siguiente resultado:

Proposicién 3. Sea g € Fy un c-juego. Para cada T € C(N) formamos un
Juego en forma de funcidn caracteristica (n(T),vr) dado por vr(S) = q(Ts) para
todo S C n(T). Si ¢ : Fy — R™ satisface los axiomas de linealidad, simetria,
nulidad y eficiencia promedio entonces

wi(q)=%1, > Shi(vr)  VieN. (2.7)
(n )'TecN(N)

DEMOSTRACION. Probaremos esta tltima proposicién mostrando que (2.7)
satisface los cuatro axiomas que caracterizan la solucién (2.1). Primero, pro-
baremos que se satisface el axioma de eficiencia promedio. El valor de Shapley
es eficiente por lo que tenemos, para cada T € Cn(N)

" Shi(vr) = o(T)

ieEN

y como |C(N)| = (n—1)! entonces, esta expresion es eficiente promedio. Los otros
axiomas pueden probarse de manera directa, por lo que la prueba termina. [J

La Proposicién 3 muestra otro proceso probabilistico que puede usarse para
obtener la solucién (2.1): Escogemos un ciclo T' € C(N) que contenga a todos
los nodos con distribucién uniforme entre todas las posibles opciones. Luego,
medimos su importancia (usando el valor de Shapley) en el juego restringido
(n(T),vr). El valor esperado de esta importancia bajo este proceso equivale a
la soluci6én dada en (2.1).

34
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Ejemplo 2.1. Consideremos una problema de redistribucion en una cadena
de tiendas con tres sucursales, (b1,by y bs). Los costos de transportacion entre
la sucursal i (un rengldn) y la sucursal j (una columna), se esquematiza en la
siguiente tabla:

[ b1 bo by
bl 0 12 14
b |12 0 18
bs |16 16 0

Con esta informacion, podemos formar el correspondiente c-juego que indica el
costo por wvisitar las sucursaes en el orden dado por los ciclos de la siguiente

manera:
. hg\ / .'h?\
b® b, b e eb,
46 42
/ » " o " .
/ — \
h, @& [ b, @ [ h, @ L
1 £ 1® E 1 £
24 30 34

Figura 2.1: El conjunto de ciclos posibles si las sucursales son los nodos de una digréfica
completa. Debajo de cada ciclo se indica el valor ¢(C') de cada ciclo C.

Ahora, calculando la solucion dada en (2.1) (la sucursal b; se corresponde
con el nodo i) obtenemos

o(q) = (37/3,43/3,52/3). (2.8)

De acuerdo con esta solucion, la sucursal by debe pagar un valor mds alto que
las otras sucursales. También, by debe pagar mds que by. La solucion (2.8) de-
nota una medida de como cada sucursal contribuye a los costos debido a las
redistribuciones.

2.4. Soluciones r-eficientes

Ahora estudiaremos el problema de tener un monto fijo previamente estable-
cido para repartir entre los nodos de una digrafica si debe tomarse en cuenta su
importancia dentro de un c-juego. Por ejemplo, puede ser necesario distribuir
ciertos costos administrativos fijos entre las diferentes sucursales del problema
de la cadena de tiendas. Asi, el problema se define como una pareja (¢q,r) donde
q € Fy y r € Rdenotan un c-juego con monto a repartir r. Entonces, es necesario
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2.4. Soluciones r-eficientes

modificar el modelo original. En esta seccién mostraremos la caracterizacion de
una solucién ¢ : F; x R — R"™, donde ¢;(q,r) representa el pago para el nodo i
en un c-juego donde el monto a repartir es r € R.

Dados T € C(N),q1,¢2 € Fy y «, 8 € R definimos (¢1,7)(T) =q1(T) y

(q1,@)(T) + (g2, B)(T) = (q1 + g2, + B)(T).

Axioma 2.5. (Linealidad) Una solucidn ¢ es lineal si para todo c-juego
41,92 ng yavﬂvAla)‘Q eR

Ae(qr, o) + Xap(q2, B) = p(Aiq1 + Aaga, Aia + Ao f5).

Este axioma establece que la suma de los pagos para dos c-juegos con di-
ferente monto a repartir debe ser igual al pago de la suma de los respectivos
c-juegos con un monto a repartir igual a la suma de los montos de cada juego
individual.

Axioma 2.6. (Simetria) Una solucidn ¢ es simétrica si

©i(q:7) = Po)(qob,7)
para todo g € Fy, re Ry 0 eS,.
Axioma 2.7. (r-eficiencia) Una solucidn ¢ es una solucion r-eficiente si
> pilgr) =7
ieN
para todo g € Fy yr € R.

Este ultimo axioma representa la principal diferencia en comparaciéon con
los c-juegos presentados en la Secciéon 2.3: el monto que se reparte debe ser el
nimero real r. Este nimero puede representar la valia maxima de un ciclo, la
valia de un ciclo fijo o un monto a repartir determinado exégenamente por un
agente regulador, por ejemplo.

Axioma 2.8. (r-nulidad) Una solucion ¢ es una solucién r-nula si, para
todo i € N tal que i es un nolo nudo y r = n(q, N)

@i(QaT) =0
para todo q € Fg yr € R.

De acuerdo con este axioma, un nodo nulo recibird un pago de cero sélo si
el monto a repartir r es exactamente igual a la valia promedio de los ciclos que
visitan a todos los nodos. Si esta situacién pasa, el problema puede formularse
como un c-juego estandar presentado en la seccién anterior.
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Teorema 4. Existe una unica solucion ¢ : Fg x R — R"™ que satisface los
axiomas de linealidad, simetria, r-eficiencia y r-nulidad. Adn mds, esta solucion
estd dada por

oitar) = "IN s By gy o)
TeC(N)
n(T)>i

para todoi € N, g€ Fy yr e R,

DEMOSTRACION. La prueba de que (2.9) satisface los axiomas menciona-
dos puede hacerse de manera directa, por la que la omitimos. Esto prueba la
existencia de la solucién. Para probar la unicidad consideraremos una solucién
p: Fy xR — R". Si ¢ satisface el axioma de linealidad, entonces

@i(qar) :¢1(QOaT)+S@z(q,O) V’I;EN,(]GFg,TGR (210)

donde ¢qp : C(IN) — R es un c¢-juego que asigna una valfa de cero a cualquier
ciclo. Entonces, aplicando los axiomas de simetria y r-eficiencia obtenemos

r
i(qo,7) = —.
2 (qO ) n

Por el axioma de linealidad tenemos que

0i(¢,0) = > a(T)pUr,0).

TEC(N)

Aplicando el Lema 1

G P

Por el axioma de r-eficiencia obtenemos, para cada T' € C(N) tal que n(T) = N

Z ¢z UT7 —n)\

ien(T)

Z ¢i(Ur,0) = 0= |T| Az + (n = [T])pyr)

ien(T)

en otro caso. Con estas expresiones, obtenemos que A,, = 0. Esta es la principal
diferencia con la prueba del Teorema 3. De aqui en adelante la prueba sigue la
misma linea. Asi, obtenemos

Z 5IT|T* Z Bt |T\

TeC(N) TeC(N)
n(T)AN n(T)%i
n(T)>%
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con {5|T|}\nﬂi 1 € R. Mas atn, si sustituimos las dos expresiones anteriores
en (2.10) y suponemos que ¢ satisface el axioma de r-nulidad, se obtiene que
Byr| = |T|(n—|T)!/n!, aplicando el mismo procedimiento que el utilizado en la
prueba del Teorema 3. De nuevo, con manipulacién algebraica, obtenemos (2.9),
y por lo tanto, la prueba termina. O

En la solucién anterior podemos apreciar cémo se lleva a cabo el proceso de
reparticion: Primero, se le paga a cada nodo su importancia en la digrafica de
acuerdo a (2.1). Luego es necesario distribuir el exceso o el faltante debido a que
el monto a repartir r estd fijo, i.e. r — n(q, N). Este remanente (o excedente) se
reparte de manera equitativa entre todos los nodos.

2.5. Estructuras coalicionales

Siguiendo con el ejemplo de motivacién propuesto por Dantzig en [23], tiene
sentido considerar que los puertos pueden estar agrupados en estructuras fijas de
acuerdo a sus caracteristicas e intereses, por ejemplo, en paises o sindicatos. Por
ello, en esta seccion extendemos el modelo introduciendo conceptos relacionados
con estructuras coalicionales a los c-juegos, por lo que serd necesario proveer un
nuevo conjunto de axiomas que nos permitan obtener la caracterizaciéon de una
solucion.

Sea B = {By, Ba, ..., By, } una particién del conjunto de nodos en m grupos.
Diremos que B es una estructura coalicional de N si B; N B; = () para todo
i,j € {1,...,m}, i # j y Ui~, Bi = N. Supondremos que los nodos estén or-
ganizados de acuerdo a una estructura coalicional B, y denotaremos por By al
conjunto de todas las posibles estructuras coalicionales de N. Un c-juego q € Fj,
donde los nodos estan organizados de acuerdo a B € By se representa por una
pareja (g, B) donde (g, B)(T) = ¢(T') para cada T € C(N). Con ello, nosotros
caracterizaremos soluciones ¢ : F, x By — R", donde ¢;(g, B) representa la
importancia del nodo ¢ € N en el c-juego ¢ donde los los nodos se encuentran
organizados acorde a B € By.

La caracterizacién que mostramos se basa en la modificacion de los axiomas
presentados en la seccién anterior, as{ como en el trabajo de Owen en [32]; sea
( una solucién para c-juegos con estructura coalicional B € By:

Axioma 2.9. (Linealidad en F,;) Una solucidn ¢ es una solucion lineal en
el espacio de c-juegos si

p(aqi + Bqz, B) = ap(q1, B) + Bp(qe, B)
para todo q1,q2 € Fg,a, B € R.

Axioma 2.10. (Nulidad) Una solucién ¢ es una solucién nula si, para todo
nodo nuloi € N en q € F,
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Dada una estructura coalicional B € By podemos formar una digrafica
(B, B x B) donde los nodos sean las coaliciones en B. Para cada T € C(N)
definimos

¢r:={(Bi,Bj) | I(z,y) € T con x € B;,y € Bj, B; # B}

si n(T) ¢ By para algin By, € By (r := {(By, Bi)} en otro caso. Nétese que
(7 no es necesariamente un ciclo.

Diremos que T' € C(N) induce un ciclo en la estructura coalicional B si (r €
C(B). El conjunto de ciclos en la digrafica con conjunto de nodos N que inducen
ciclos en (B, B x B) lo representamos como CB(N) := {T € C(N) | ¢+ € C(B)}.
Para todo S C N, el conjunto CE(N) := {T € CB(N) | n(T) = S} representa el
subconjunto de ciclos que inducen ciclos en (B, B x B) que contienen inicamente
nodos de S.

Axioma 2.11. (Eficiencia coalicional promedio) Una solucidn ¢ es una
solucion eficiente coalicional promedio si

" 1
;@i(q»B):<|C£(N)|> > am).

TeCn(B)

De acuerdo con el axioma anterior, el monto a repartir entre los nodos sera la
valia promedio de los ciclos que inducen ciclos en la estructura coalicional B que
visitan a todos los nodos de todas las maneras posibles. Este axioma tiene una
motivacion similar al Axioma 2.4: si se quiere un ciclo que incluya a todos los
nodos que tome en cuenta la organizacién de éstos en B existen |Cn(B)| mane-
ras de que éste se forme.

Sea 0 € S,, una transposicién entre ¢ y j; i.e., 0(i) = 5,0(j) =iy 0(h) = h
para todo h € N\{i,j} donde {i,j} C By € B. Diremos que i,j € By son
nodos sustitutos en un c-juego q si para todo T € CB(N) tal que i € n(T) y

3 & n(T), a(T) = q(6(T)).

Axioma 2.12. (Nodos sustitutos) Una solucion ¢ satisface el axioma de
nodos sustitutos si para cada par de nodos sustitutos {i,j} C By € B en el
c-juego q

¢i(q, B) = @;(q, B).

Este axioma puede interpretarse de la siguiente manera: para dos nodos
i,j € By, si la valfa de cada ciclo T € CB(N) que contenga al nodo i (pero
no al nodo j) es igual a la valia del ciclo cuando el nodo j sustituye al nodo i,
entonces los nodos 4,7 tienen la misma importancia en el c-juego.
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2.5. Estructuras coalicionales

Sean {B,, B, } coaliciones en B. Si para todo S C B\{B,, B, } se cumple que

! 1
W Z q(T) = m Z q(T) con AS — U B,

B B .
TECE, (V) TECT, (N) Br€S

y NE = AsUB,, N; = Ag U B, se cumple para un c-juego ¢, entonces By, B,
son coaliciones sustitutas en q.

Axioma 2.13. (Coaliciones sustitutas) Una solucion ¢ satisface el axioma
de coaliciones sustitutas si para todo par de coaliciones sustitutas {B,, B,} C B

en un c-jueqo q
> ¢ile,B) =Y ¢i(q, B)
i€ B, i€ B,

para todo B € By.

El axioma anterior tiene una interpretacién similar al Axioma 2.12, pero
considerando cada coalicion de la estructura coalicional como un nodo.

Para el siguiente resultado es necesario introducir nueva notacién. Sea B €
By una estructura coalicional y T' € C(N).

» By :={By € B| By Nn(T) # @}, el conjunto de coaliciones en B que
son visitadas por el ciclo T. La cardinalidad de Br se denota como |Br|.

» 7(Br) := [Ip,ep, |Brl!, el nimero de ciclos en C(N) que visitan todos
los nodos en cada coalicién de Br y que inducen un ciclo {r € C(B).

= Para todo S C By, € B, B(S) :={Bi,..., Bx-1, S, Bk+1, ..., Bm} represen-
ta la estructura coalicional formada cuando el subconjunto S representa
a la coalicion By,.

» C3(N) := {T € C(N) | ¢r € C(B(S))y Bx C n(T) VBx € Br}, el

subconjunto de ciclos en (N, N x N) que inducen un ciclo en la estructura
coalicional B(.S) y que visitan a todos los nodos de cada coalicién en B(S).

Teorema 5. Eziste una unica solucion que satisface los axiomas de linea-
lidad en F,, nulidad, eficiencia coalicional promedio, nodos sustitutos y coali-
ciones sustitutas. Adn mds, esta solucién estd dada por

B! m!
SCBr TeCZ(N) | k'
CEY

(2.11)
para todo nodo i € N coni € B € B yq¢€ Fy.

DEMOSTRACION. Primero probaremos la unicidad. Dados S,T € C(N), di-
remos que S es un ciclo reducido de T, y lo denotaremos como S C T, si existe
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un subconjunto P C n(T) tal que S = T_p. Con ello, dada la estructura coa-
licional B, para T' € C(N) definimos el c-juego de unanimidad (Wr, B) como
Wr,B)(S) =1si T C Sy Wr,B)(S) =0 para los otros casos, para cada
S € C(N). Este juego forma una base para el espacio vectorial de c¢-juegos.
Sea ¢ : Fy x By — R” una solucién para c-juegos con estructura coalicional;
aplicando el axioma de linealidad obtenemos, para cada : € N

0i(,B)= Y Arg;(Wr,B)

TeC(N)

con Ay € R para cada T € C(N). Con esta expresién, es necesario solamente
probar la unicidad en cada c-juego de unanimidad. Para cada T € CEB(N), si
i ¢ n(T) entonces i es un nodo nulo y entonces ¢;(Wr, B) = 0; aplicando
el axioma de nodos sustitutos obtenemos ;(Wr, B) = ¢;(Wr, B) para todo
i,j € By € B con i,j € n(T) porque {i,j} son nodos sustitutos en Wr; con el
axioma de coaliciones sustitutas obtenemos

> @iWr,B)= > ¢i(Wr,B)  V¥B,,B, € Br.
i1€B,. i€ By

Finalmente, por el axioma de eficiencia coalicional promedio se obtiene p;(Wr, B) =

0siT ¢ CB(N)y
1

¢iWr,B) = |Br|- (n(T) N By)
0 en otro caso

siien(T)

donde i € By € B.

La solucién (2.11) puede describirse en un proceso de dos pasos: Para cada

S C By € B definimos una digrafica (B(S), B(S) x B(S)). Con esta nueva
estructura, definimos un c-juego en sus ciclos, qSB (T), donde para todo T €
C(B(9)) .

B

45 (T) = o q(C)

= G BE L 2,

T )

donde Cr(g, B(S)) := {C € C3(N) | (¢ = T} representa el subconjunto de
ciclos que inducen el ciclo T € C(B(S)). Ahora, formamos un juego para cada
grupo, vp : 2B — R, de la siguiente manera:

vp(S)=> ¢i(¢§) VSCB,€eB
€S
donde ¢ corresponde a (2.1). Ahora, calculamos el valor de Shapley al juego v,
y con manipulacién algebraica obtenemos

Sh(vg) = é(q, B).

Con esta ultima expresién podemos verificar, debido a las propiedades de (2.1)
y a las propiedades del valor de Shapley, que (2.11) satisface el conjunto de
axiomas requerido por el teorema. Con ello, se tiene la prueba de la existencia
de la solucién, con lo que la prueba se termina. O
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2.6. Conclusiones

En este capitulo hemos trabajado en un juego cooperativo donde la funcién
caracteristica se encuentra definida sobre los ciclos de una digrafica y donde
los jugadores son los nodos de la misma. Como mostramos en la introduccion,
este tipo de juegos puede tener aplicaciones en procesos industriales y de pla-
nificacién. Por ello, estamos proponiendo una solucién caracterizada axiomati-
camente. Luego, extendimos el modelo original tomando en cuenta que debe
repartirse un monto fijo entre los jugadores (los nodos). Asi mismo, trabajamos
el caso cuando los nodos se encuentran organizados de acuerdo a estructuras
coalicionales. Con ello concluimos el estudio de estas situaciones, aclarando que
muchos de los conceptos relacionados con la teoria de juegos cooperativos, como
otros conceptos de solucién y el nticleo, son posible de aplicar a estas situaciones.
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Capitulo 3

Juegos con estructuras de
cooperacion libres de ciclos

En este capitulo realizaremos un estudio sobre un tipo de juegos cooperativos
donde la cooperacién entre los jugadores se modela con un gréfico libre de ciclos
(cycle free graph games). Mostraremos una familia de soluciones para dichos
juegos basandonos en un axioma de justicia entre componentes y en el axioma
de eficiencia. También mostramos que una de las soluciones bien conocidas para
este tipo de situaciones, la solucién del drbol promedio (average tree solution),
es un caso particular de la familia de soluciones. Ademés, mostraremos que
para la subclase de juegos de graficas libres de ciclos superaditivos, la familia
de soluciones estd en el nicleo del juego, junto con otras propiedades.

3.1. Introduccion

En este capitulo estudiamos juegos cooperativos donde la cooperacién entre
los jugadores se encuentra limitada. Esta limitacion la modelamos, al igual que
Myerson en [27], utilizando una gréfica no dirigida. Cada nodo en esta grafica
representa a un jugador y las aristas representan la cooperacién entre los ju-
gadores. Bajo este modelo, los jugadores pueden cooperar sélo si se encuentran
conectados. Con estas consideraciones, se conoce como juegos de grdficas a los
juegos cooperativos en forma de funcién caracteristica mas una estructura de
cooperacién, modelada por una grafica, entre los jugadores.

Mas especificamente, estudiaremos juegos de graficas donde la estructura
de cooperacién viene dada por una grafica libre de ciclos: puede ser un bosque
o un 4rbol. Herings et al. en [16] caracterizan la solucién del &rbol prome-
dio, usando los axiomas de eficiencia y justicia de componentes. Nosotros esta-
mos proponiendo una generalizacién de este axioma, y junto con el axioma de
eficiencia, estamos presentando una familia de soluciones. En nuestro axioma
generalizado, proponemos que los cambios que ocurren en los pagos de las com-
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ponentes que resultan al eliminar una arista en una gréfica libre de ciclos debe
ser proporcional a los cambios en ciertas caracteristicas de los componentes, no
unicamente en el nimero de nodos de éstas, como lo hace Herings et al. en [16]
Alternativamente, proponemos una interpretacion de cémo se realizan los pagos
de acuerdo a la familia de soluciones. Ademés, proponemos valores especificos
para ciertas constantes contempladas en el modelo para generar soluciones ca-
racterizadas univocamente. Asi mismo, estudiamos algunas propiedades de esta
solucion, como el hecho de que para juegos cooperativos superaditivos, las solu-
ciones expresadas por la familia pertenecen al nucleo del juego.

Este capitulo estd formado de la siguiente manera: primero presentaremos
los preliminares del problema junto con la notacién que usaremos. Luego, mos-
traremos la caracterizacién de Herings et al. [16] asi como la generalizacién
del axioma que ellos estdn proponiendo, para posteriormente presentar nuestra
familia de soluciones. Ademads, proporcionando el valor de determinadas cons-
tantes, recuperaremos ciertas soluciones conocidas como casos especificos de
nuestra familia. Luego, trabajaremos propiedades adicionales de las soluciones.

3.2. Notacién y preliminares

Dada un conjunto de nodos IV, una grafica de N se define como un conjun-
to de pares no-ordenados de elementos distintos de N. Nos referiremos a cada
uno de estos pares no-ordenados como una arista. Denotaremos a una grafica
completa de N como gV = {{i,j} | i,4,€ N,i # j} y el conjunto de todas las
posibles grificas de N nodos como GR := {g | g C ¢"V}. Para g € GR, n(g)
representa en conjunto de nodos que forman las aristas de g y |n(g)| la cardi-
nalidad de este conjunto.

Dada una gréfica g € GR, un camino en g es una secuencia de nodos iy, . . . , i
tal que {{i,, ij+1}}§;11 C g. Un camino se llama un ciclo si todos los nodos del
camino son diferentes, excepto i; = ix. Dos nodos i,j estan conectados en g
si ¢ = j o existe un camino en g donde ¢; = %,ix = j. Un nodo es aislado si
no esta conectado con ningin otro nodo excepto con él mismo. El conjunto de
nodos aislados en g lo denotamos como I(g). Con ello, se dird que g es coneza
si cualesquiera dos nodos en n(g) estdn conectados. Todo nodo aislado se con-
siderard conexo. Una grafica ¢ € GR se conoce como una subgrdfica de g si
g’ € g. Una subgréfica ¢’ de g se conoce como componente de g si g’ es conexa
y cada par de nodos i € n(¢’),j € n(g)\n(g') no estan conectados. El conjunto
de componentes de g se denotard como C(g), v C; denota a la componente en
C(g) que contiene al nodo i € N. M4s atin, el conjunto de nodos en la misma
subgréfica que i se representard como N; = n(C;). El conjunto de todas las
subgraficas conexas en g se denotara por c (g)-

Una gréfica ¢ € GR se conoce como un drbol si g es conexa y sin ciclos. El
conjunto de todas las gréaficas en g que son conexas y sin ciclos se denotara como
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3.3. Una familia de soluciones

T(N). Hay que hacer notar que T(N) C GR. Si dada una grifica g € GR, cada
g € C(g) es un arbol, entonces g se conoce como un bosque o una grafica libre

de ciclos. El conjunto de todas las gréficas libres de ciclos la denotaremos como
F(N).

Sea (N, v) un juego cooperativo en forma de funcién caracteristica. Si existe
una grifica ¢ € GR que represente una estructura de cooperacién entre los ju-
gadores, entonces el juego (IV,v) se conocerd como un juego de grdfica. En este
caso, cada arista en g representa una relacién de comunicacién bidireccional
entre dos jugadores. En un juego de grafica, sélo las coaliciones conectadas son
capaces de cooperar.

Nosotros consideraremos que la estructura de cooperacién entre los jugadores
es una grafica libre de ciclos, por lo que en realidad nos estamos restringiendo
a juegos de graficas sin ciclos. Con ello, nuestro objetivo principal es proveer
una solucién para un juego cooperativo cuando la estructura de cooperacion
entre los jugadores no contiene ciclos. Por eso, una solucién serd un operador
¢ : F(N) — R". La i-ésima componente ¢;(g) de la solucién representa el pago
para el jugador ¢ € N en el juego (N, v), el cual consideraremos fijo a partir de
este momento, dada la estructura de cooperacién g € F(N).

3.3. Una familia de soluciones

En esta seccién presentaremos una generalizacion del axioma de justicia por
componentes propuesto por Herings et al. [16] y con él, més el axioma de eficien-
cia por componentes, mostraremos una expresién para una familia de soluciones
que satisface estas dos propiedades.

Myerson en [27] caracteriz6 una solucién para juegos de grafica en gene-
ral, no Unicamente graficas sin ciclos. El propuso un axioma de eficiencia por
componentes (en realidad él lo llamé regla de asignacidn), el cual, adaptado a
nuestro contexto, puede formularse de la siguiente manera:

Axioma 3.1. (Eficiencia por componentes) Dado (N,v), una solucidn ¢ :
F(N) — R"™ es eficiente por componentes si para cualquier g € F(N)

> wilg) =v(n(C)) VC e C(g).

ien(C)

Este axioma requiere que, para cada componente C' € C(g), la solucién
reparta el monto v(n(C)) entre los jugadores en C.

Axioma 3.2. (Justicia) Dado (N,v), una solucion ¢ : F(N) — R™ es justa
st para cualquier g € F(N)

i(9) = @ild") = wi9) — ¥i(9)-
donde g’ = g\{i,7}, para cada {i,j} € g.
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Pueden existir situaciones donde esta tltima propiedad puede ser controver-
sial. Considérese la estructura de cooperacién dada en la Figura (3.1):

Figura 3.1: Un ejemplo de estructura de cooperacion.

No es claro el porqué remover la arista {1,2} deba producir el mismo cambio
en los pagos de los jugadores 1 y 2. Esta operacion pareciera ser mas perjudicial
para el jugador 1 que para el jugador 2, porque €l se vuelve un jugador aislado
en ¢g\{1,2} (ya no coopera con ningin otro jugador), mientras que el jugador
2 aun mantiene cooperacion con otros agentes. Este tipo de situaciones no se
consideran como tal en el axioma de justicia. Para tratar de mejorar el alcance
de este axioma, pudiese ser 1util introducir pesos que indiquen ciertos factores
que debiesen tomarse en cuenta en el cambio de los pagos de cada jugador.

Dada una grafica g € F(N), cada componente de g es un drbol. Eliminar la
arista {i,j} € g produce que la componente C € C(G) tal que {i,j} € C se divi-
da en dos drboles. Para una arista {7, j} € g, denotamos por C;; a la componente
en g\{4, j} que contiene al nodo i; esto es, C;; := {C € C(g\{4,j}) | i € n(C)}.
También, definimos N;; := n(C};), el conjunto de nodos en la misma subgréfica
que el nodo i después de remover la arista {i,j}.

Herings et al. [16] proponen el siguiente axioma:

Axioma 3.3. (Justicia por componentes) Dado (N,v), una solucién ¢ :
F(N) — R™ satisface el axioma de eficiencia por componentes si para cualquier
g € F(N) y para cualquier arista {i,j} € g se cumple que

1 1

> lenlg) = enld)] = i > lenlg) — enld)]-

[ Nij| hEN,; hEN;;

donde ' = g\{i, 7}

Este axioma establece que si eliminamos la arista {i,j} de g, la pérdida (o
ganancia) promedio en los pagos para los jugadores en N;; y Nj; deben ser
iguales. Esta propiedad toma en cuenta que desconectar dos componentes debe
afectar el pago de los nodos de ambos componentes, no solo el pago de los nodos
conectados. Herings et al. [16] prueban que hay una tdnica solucién para juegos
de graficas libres de ciclos que satisface los axiomas de eficiencia por compo-
nentes y de justicia por componentes. Asi mismo, ellos proponen un método
para calcular su soluciéon basandose en graficas dirigidas.
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Nosotros hacemos una modificacién a este 1ltimo axioma para proponer la
siguiente propiedad. Representamos al conjunto de los ntimero reales estricta-
mente mayores a cero como RTT.

Axioma 3.4. (Justicia generalizada por componentes) Dado (N,v), una
solucion ¢ : F(N) — R™ satisface el azioma de justicia generalizada por com-
ponentes si para cualquier g € F(N), la siguiente expresion se cumple:

L ST ) — enlg)] = —

leon(g) — %(g/)]

s
I* heny,

Yij hEN;;
donde ¢' = g\{4,7} v aij, oj; € RTT para todo {i,j} € g.

Cuando una arista {i,j} se elimina de una gréfica g sin ciclos, dos nuevos
arboles se forman. La constante c;; se asocia con el arbol que contiene al nodo
i después de remover la arista, y a;; se relaciona con la componente que con-
tiene al nodo j. Estas constantes indican cémo debe ser la ponderacién de cada
componente a la hora de indicar el cambio en los pagos de los nodos debido a
la remocién de esa arista. En el axioma de justicia por componentes propuesto
por Herings et al. [16], esta ponderacién es igual al nimero de nodos en cada
componente.

Teorema 6. Dado el juego (N,v), para cualquier g € GR y {ouj, i} €
R™ para cada {i,j} € g, ewiste una tnica solucién para juegos de grdficas
sin ciclos que satisface los axiomas de eficiencia por componentes y de justicia
generalizada por componentes.

DEMOSTRACION. Supéngase una gréfica sin ciclos g y ¢ : F(N) — R" una
solucién que satisface los axiomas de eficiencia por componentes y de justicia
generalizada por componentes. Sea {i, j} una arista de g. Aplicando los axiomas
anteriores tenemos que

aji | Y en(g) —v(Nij) | = aij | Y enlg) — v(Nj)

hEN;; heN;;

Con un poco de manipulaciéon algebraica obtenemos

3 enla) = oo+ | SRS

i s Qi+
hEN,; ) t] ) )

La expresién anterior nos indica la suma de las soluciones para todos los ju-
gadores N;;. Podemos remover las otras aristas que inciden al nodo i, {h,i} € g,
h # j, y obtendremos expresiones similares para cada uno de los nodos en Ny;.
Ahora, podemos restar esas expresiones de (3.1) y obtenemos

%(g) = L — Z L U(Nz)—F Z |:05hiU(Ni )*Olih’l}(Nhi)

Qij + Qyj (imeg Qip + (imeg Qip +
h#j
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De nuevo, mediante operaciones algebraicas obtenemos

i) = [1- Z Qlpi o(N:) + Z |:OlhiU(Ni ) — ainv(Np;)
(inyeq Y + Qi (ime Qi + Qp
(3.2)
Dado un conjunto de constantes «;;, a;; € RTT, para cada {i, j} € g, la solucién
esta determinada univocamente. Con ello, la existencia y unicidad de la soluciéon

esta probada y la prueba termina. O

3.4. Casos particulares

El axioma de justicia por componentes propuesto por Herings et al. [16] es un
caso particular del Axioma 3.4, donde a;; = |N;;|. Sustituyendo estas constantes
en el Axioma 3.4 y en (3.2), recobramos la solucién del drbol promedio pero con
un formulacién alternativa:

Teorema 7. Dado (N,v), eriste una dnica solucion ¢ : F(N) — R™ que sa-
tisface los axiomas de eficiencia por componentes y de justicia por componentes.
Mds atn, esta solucion estd dada por

D |Nji|v(Nij) — | Nijlo(Nyi)
=Nt 2 { A

¢i(9) (3.3)

{i,5}€g
para todo t € N, g € GR.

DEMOSTRACION. La unicidad se satisface porque el axioma de justicia por
componentes es una caso particular del Axioma 3.4 con «;; = |N;;| para cada
arista {i,j} € g. Entonces, podemos aplicar los resultados obtenidos en el en
Teorema 6. Para probar existencia, es necesario verificar que (3.3) satisface
los axiomas mencionados en el enunciado del teorema. Primero, probaremos la
eficiencia por componentes. Podemos notar que para cada C' € C(g),

Z Z |Njilv(Nij) — [ Nij|o(Nji) -0
. < | Vi

ien(C) {i,j}€g
y sustituyendo este resultado en ) .~ ¢;(g) obtenemos la conclusién deseada.
Para nodos aislados la prueba es trivial. Para probar que la solucién satisface el
axioma de justicia por componentes tomaremos una arista {4, j} € g y entonces

S onlg) = Al INilo(sy) = 1Ny o)

(3.4)
heN;;

Debido al axioma de eficiencia por componentes tenemos que

v(N) = > dnlg)+ D nlg)-

hEN;; heN;;

48



3.4. Casos particulares

Reemplazando la tultima expresién en (3.4), y aplicando manipulacién alge-
braica, obtenemos el resultado. Con ello, la prueba termina. O

La expresién (3.3) proporciona una manera alternativa del resultado obtenido
por Herings et al. [16] para calcular la solucién del drbol promedio. En nuestra
expresion se observa cémo se asignan los pagos para los jugadores: Primero,
dividimos la valia de cada componente entre los nodos que la forman de manera
igualitaria. Luego, realizamos transferencias entre cada par de nodos conecta-
dos: Para un jugador i € N, y considerando que |N;| # 1, removemos la arista
{i,7}; el jugador j le da |N;;|/|N;| de la valia de su componente resultante,
v(Nj;), al jugador i. Luego, el jugador i le da |N,;|/|N;| de v(IN;;) al jugador j.
Repetimos este proceso por cada arista que contenga al nodo ¢. El pago dado
en (3.3) es el resultado de este proceso.

Podemos proponer diferentes valores para las constantes a;;, aj; para cada
{i,j} € g en (3.2) para obtener soluciones alternativas:

Axioma 3.5. (Igual tratamiento de componentes) Dado (N,v), una solu-
cion ¢ : F(N) — R™ satisface el axioma de igual tratamiento de componentes
si para todo g € GR y para cualquier arista {i,j} € g se cumple que

> lenlg) —en@ = > lenlg) — enld)]

hEN;; hENj;

donde g' = g\{i, j}.

Este axioma establece que la pérdida (o ganancia) que obtienen N;; y Nj;
debido a la remocién de la arista {i, j}, debe ser igual para cada una de ellas. La
diferencia con el axioma de justicia por componentes es que en esa propiedad se
considera que la pérdida (o ganancia) promedio, tomando en cuenta el nimero
de nodos, de las componentes debe ser la misma.

Para g € GR y para cada nodo ¢ € N, definimos el grado de i, deg;(g) :=
[{j € N | {i,j} € g}|, como el nimero de nodos en g conectados con i.

Teorema 8. Dado (N,v), existe una tnica solucion ¢ : F(N) — R™ que
satisface los axiomas de eficiencia por componentes y de igual tratamiento de
componentes. Mds ain, esta solucion estd dada por

5(0) = (1= pen@)) o0 + 5 B ) vVl (35)
{i,j}eg
para cada i € N y g € GR.

DEMOSTRACION. El axioma de igual tratamiento de componentes es un caso
especifico del Axioma 3.4, con a;; = a;; = 1 para todo {i,j} € g. De acuerdo
al Teorema 6, la unicidad esta probada. Para probar la existencia, mostraremos
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que (3.5) satisface los axiomas mencionados. Para probar eficiencia por compo-
nentes, notemos que

S0 Vi) = v(N;i)] =0

ien(C) {i,j}€g

> (1 - ;degi(g)> =1

ien(C)

para cada C' € C(g). Esto es porque en una grafica libre de ciclos que es un
arbol, la suma de los grados de todos los nodos es igual a dos veces el nimero
de aristas, y el nimero de aristas es igual al nimero de nodos menos 1. Para
nodos aislados la solucién es trivial. Y con ello hemos probado que la soluciéon
es eficiente por componentes. Ahora probaremos que (3.5) satisface el axioma
de igual tratamiento de componentes. Para una arista {i,j} € g tenemos que

N; 1
3 dnte) = 0 4 Lo(y) — ()
heN;
porque
> degy(g) = 2Ny — 1.
hENij

Entonces, tenemos que

> onlg) =v(Ni) = D énlg) +v(Nij) — v(Nji). (3.6)

hEN;; hEN;;

Por eficiencia por componentes,

v(N) = Y onlg) = Y onlg)

hEN;; h€ENj;

v(Nij) = > nlg), v(Nu)= Y én(d)

heN;; hENj;

donde ¢’ = ¢\{¢,7}. Entonces, sustituyendo la tultima expresién en (3.6), y
reordenando términos obtenemos el resultado. Con ello, la prueba se termina.
O

Al igual que en (3.3), la expresién (3.5) proporciona un proceso de asignar
pagos a los jugadores en un juego de grafica libre de ciclos. Primero, dividi-
mos la valfa de cada C € C(g) entre los nodos que la forman de acuerdo a
(1 —deg;(g)/2). Luego, se realizan una serie de transferencias entre cada pareja
de jugadores conectados: el jugador i le paga v(N;;)/2 al jugador j, esto por
cada {7,j} € g. También, el jugador i recibe v(N;;)/2 del jugador j. Luego de
realizarse todas las transferencias, el pago resultante es el indicado por (3.5).
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3.5. Propiedades

En esta seccién mostraremos que la familia de soluciones dada por (3.2)
satisface otra propiedades bien conocidas dentro de la teorfa de juegos coopera-
tivos.

El conjunto G de juegos en forma de funcién caracteristica es un espacio
vectorial con la suma y el producto escalar definidos de la manera usual: para
v1,v2 € Gy A € R, (v1 +v2)(S) := v1(S) + v2(S) y (Av1)(S) := M1 (S) para
cada S C N. Dados un juego v € Gy ¢ : F(N) — R", denotaremos como
©¥(g) la solucién para el juego v cuando la estructura de cooperacién entre los
jugadores estd representada por la grifica g € F(N).

Axioma 3.6. (Linealidad en G) Una solucion ¢ : F(N) — R™ satisface el
azioma de linealidad en G si dados v1,v2 € G, y para cualquier g € F(N) y
A, 2 €R

0" (g9) = 9" (9) + A2™ (g)-

donde vy : 2NV — R se define como v (S) = A1 (S)+Xov2(S) para todo S C N.

Para cada v € G y S C N, definimos el juego de unanimidad Ug como
Us(T)=1s1 S CT yUs(T) =0 en otro caso.

Axioma 3.7. (Tratamiento igualitario de jugadores vitales) Una solucion
¢ : F(N) — R" satisface el axioma de tratamiento igualitario de jugadores
vitales si para cada S C N tal que S = n(C) para algin C € C(g) o S = {j}
para algin j € I(g), y para Us € G,

1/1S|, siieS;
sﬂi(g)={ /18], i

0, en otro caso.

Supdngase que es necesaria la cooperacion de todos los jugadores en una
componente para obtener un monto de una unidad. De otra manera, no se ob-
tiene nada. El axioma anterior establece que el pago para los jugadores en la
componente debe ser tal que la unidad se divide equitativamente entre ellos.

Para la siguiente propiedad tenemos que definir, para cada S C N, el juego
(S,vs), donde vg : 29 — R definida como vs(T) = v(T) para todo T C N.
También, para g € GR, gs := g N g° denota la subgréfica en ¢ restringida a los
nodos en S.

Axioma 3.8. (Descomposicién en componentes) Dado (N,v), una solucién
¢ : F(N) — R" satisface el azioma de descomposicion en componentes si para
cada S C N tal que S = n(C) para algin C € C(g), o S = {j} para algin
j€l(g)

©i(9) = ¥i°(gs)
para cada it € S y g € GR.
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Esta propiedad establece que la soluciéon para los jugadores en una compo-
nente no depende de cémo estan organizados los demas jugadores de las otras
componentes.

Teorema 9. Sea ¢ : F(N) — R"™ la solucidn dada en (3.2). Entonces, ¢
satisface los axiomas de (a) Linealidad en G, (b) Tratamiento igualitario de
Jugadores vitales y (¢) Descomposicidn en componentes.

DEMOSTRACION.

(a) Para probar que la solucién (3.2) en una solucién lineal en G, necesitamos
calcular la solucidn (3.2) sustituyendo el juego (Ajv1 + Agv2) en lugar del
juego v € (. Luego, aplicando la definicién de la suma de dos juegos,
distribuyendo y arreglando términos, obtenemos el resultado.

(b) Sea g una grafica en GR. Para S C N tal que S = n(C) para algin
C € C(g) o S={j} para algin j € I(g), podemos notar que Us(N;;) =
Us(N;;) = 0 para todo {3, j} € g.

(¢) La solucién (3.2) para un jugador ¢ € N sélo toma en cuenta a las sub-
graficas contenidas en la misma componente que i. Por ello, claramente
podemos restringir el juego de grafica sin ciclo a esa componente y el pago
para los jugadores en esa componente serd el mismo.

O

Para un juego cooperativo (N, v), el nicleo se define como
C(v) = {x € B | 2(N) = v(N),2(S) = 0(),S € N}.

Este conjunto contiene todos los vectores de pago eficientes y con racionalidad
individual. Asi mismo, el nicleo de un juego de gréfica se define de la siguiente
manera;

~

C(v,9) == {z e R" | 2(n(C)) = v(n(C)),C € C(g), y 2(n(C)) = v(n(C)), S € C(g)}-

Teorema 10. Dados una grdfica g € GR y un juego superaditivo (N,v) € G.
Entonces, la solucion ¢(g) dada en (3.2) pertenece a C (v, g).

DEMOSTRACION. Por el axioma de eficiencia por componentes, tenemos que
»(9)(n(C)) = v(n(C)) para todo C' € C(g). Por ello, necesitamos probar que
©(9)(n(C))) > v(n(C)) para C € C(g). Consideremos una gréfica conexa con
conjunto de nodos S y aristas {i,j} € g tales que i € S, j € N;\S. Aplicando
la solucién (3.2) obtenemos

0 0;0(N;j) — aijv(Ny;
3 nlg) = () + | Q) =)
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Podemos obtener expresiones similares para Npg con ¢ € Sy p € N;\S, p # j.
Restando estas expresiones de la iltima ecuaciéon obtenemos

©(9)(S) = Z on(v,g) = LU(M) + |:Oéji'U(Ni') — Oéz’j'U(Nj‘):| -

hes Qij + @i Qij + Qi
_ Z { Qpq o(N;) + {O‘qpv(Npq) - O‘pq"’(qu)” .
(rateg Qpg + Ogp Qpg + Qgp
pGNi\S
P#J,q€ES

Ahora, como v es superaditivo, tenemos que v(n(C)) > v(N;;) + v(N;;) para
todo {i,j} € C, C € C(g). Sustituyendo esta ecuacién en la expresién anterior

obtenemos
0(9)(S) = v(Nij) = > v(Npg)- (3.7)

{r.q}€g
pEN;\S
P#J,qE€S

De nuevo, por la superaditividad de v

v(Nij) = v(S) + Z v(Npg)-

{p.q}€g
pe Nl\S
p#J,q€ES

Sustituyendo en (3.7), obtenemos que ¢(g)(S) > v(S), por lo que la prueba
termina. 0

3.6. Conclusiones

Con este ultimo resultado terminamos el estudio que hicimos sobre los juegos
en gréficas sin ciclos. El resultado obtenido en (3.2) contempla la perspectiva de
proponer diferentes y razonables maneras de cémo debe ser el cambio en los pa-
gos de las componentes debido a una desconexién y con ello, tendriamos nuevas
soluciones. Ademsds, que la familia de soluciones se encuentre en el nticleo del
juego puede considerarse un resultado valioso, dado que el niicleo es un conjunto
de soluciones bastante aceptable, aunque el resultado lo hayamos obtenido sélo
para una subclase de juegos, los superaditivos.
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Capitulo 4

Problemas de decision
multiagente

En este capitulo trabajamos con un problema de decisién multiagente. En
él, existe un conjunto finito de posibles decisiones que pueden tomarse, pero
solamente una de ellas es la que se tomard. Cada agente obtiene un monto
como resultado de tomar cada decision, y es posible que diferentes agentes pre-
fieren tomar diferentes alternativas. Proponemos una solucién para este pro-
blema basdndonos en compensaciones: los agentes negocian entre ellos sobre
un monto que reclaman por tomar una alternativa que (posiblemente) no sea
adecuada para ellos. Ademds mostramos que, si se fija como una regla que las
compensaciones seran calculadas bajo este proceso, todos los agentes preferiran
tomar la misma decisién, lo cual puede interpretarse como un resultado de
estabilidad para el problema. Finalmente mostramos algunas propiedades adi-
cionales de la solucién propuesta.

Los resultados que se mostraran en este capitulo han sido sometidos a la
revista Games and FEconomic Behavior.

4.1. Introducciéon

La teoria de la decisién es una metodologia disenada para ayudar a un
tomador de decisiones a elegir una opcién entre un conjunto de alternativas
basandose en los beneficios que éstas le proporcionan. Este problema fue estu-
diado inicialmente por White (1969) y Lee (1971). En un contexto general, la
teoria de la decisién trabaja con los problemas relacionados con la eleccién de la
mejor opcién, en algin contexto. El tomador de decisiones conoce el conjunto
de alternativas y los pagos asociados con cada una de ellas y, basicamente, la
mejor decisién es aquella que maximiza su beneficio esperado. Por esta razon,
la teoria de la utilidad esta intimamente relacionada con la teoria de la decision
y le ayuda a proveer bases analiticas al proceso de toma de decisiones.
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En problemas de decisién puros se permite que una tnica alternativa sea la
que se tome como decision a realizar. En este capitulo trabajamos con problemas
de decisién puros multi-agente. Esto es, existe un conjunto de agentes relaciona-
dos con la decisién que va a realizarse. Asi, cada alternativa estd asociado con
un vector de pago, donde la i-ésima posicién denota el beneficio para el agente ¢
resultante de tomar dicha alternativa. Este tipo de problemas ha sido estudiado
por varios autores como Stone y Veloso (1998), Gmytrasiewicz y Lisseti (2002) y
Bazzan et al (2002). Claramente, el proceso de toma de decisiones multi-agente
involucra una mayor complejidad que en el modelo clésico, dado que las alter-
nativas preferidas por cada agente pueden ser muy distintas unas de las otras.
Nosotros proponemos una solucién para este problema introduciendo un vector
de compensaciones. La idea es como sigue: asumamos que la alternativa k es
la que se tomard; pueden existir agentes tales que esta decisién no representa
una buena alternativa para ellos. Por ello, necesitan ser compensados (de alguna
manera) por aceptar una decisién que no les conviene. Como no queremos in-
volucrar montos externos en el problema, proponemos que estas compensaciones
se realicen entre los mismos agentes. Proponemos un método para calcular estas
compensaciones basdndonos en un juego cooperativo y en el bien conocido valor
de Shapley. El juego cooperativo que estamos proponiendo se basa en el méaximo
monto que los agentes pueden reclamar por aceptar una decision que no nece-
sariamente es conveniente para ellos. Con ello, el vector de compensaciones que
proponemos se equivale con el valor de Shapley de ese juego. También podemos
considerar al calculo de estas compensaciones como una regla para escoger una
alternativa. Con ello, bajo nuestra propuesta, todo los jugadores preferiran la
misma opcion. Esto es, mostramos que bajo nuestro esquema existe una alter-
nativa donde todos los agentes obtienen el maximo monto posible, y ésta debe
ser la alternativa escogida.

Consideremos el problema de las rutas: existe un grupo de agentes de ventas
que necesitan viajar de un origen hacia un destino dados. Existen varias rutas
posibles para hacer este viaje. Cada agente conoce (o por lo menos, tiene una
estimacién) del monto que pueden obtener, debido a sus ventas, en cada ruta.
El problema es que existe un tinico medio de transporte para llevar a los agentes
del origen hacia el destino dados. Asi que, ;Cémo puede tomarse la decisiéon de
qué ruta seguir? Si ésta ya se eligié, ;Cémo deben repartirse el monto que con-
siguieron? Si cada uno de ellos tuviera su propio vehiculo, cada agente de ventas
manejaria a través de su ruta mas conveniente. Claramente, aqui tenemos un
problema de decisién puro multi-agente y lo resolvemos, en las siguientes sec-
ciones, de acuerdo a la solucién que estamos proponiendo.

Algunas aplicaciones pueden surgir en situaciones politicas. Consideremos
el caso de la distribucién del presupuesto de la federacién entre los diferentes
sectores de la sociedad: seguridad, salud, educaciéon, medio ambiente, etc. El
gobierno realiza algunas propuestas sobre cémo hacer esta distribucién, y la
Camara de Diputados decide cudl de las propuestas se tomard. Cada diputado
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representa un estado de la nacién (no necesariamente hay un dnico diputado por
cada estado), y cada posible alternativa de distribucién representa un monto de
dinero que cada estado recibira. Por ello, van a existir algunas propuestas que
sean convenientes para algunos estados y para otros no. Asi, jcémo se puede
llegar a un acuerdo entre los diputados? Claramente aqui se tiene un problema
de decisién multi-agente. En nuestra propuesta de solucién para este tipo de
problemas, el gobierno puede establecer, como una regla, nuestro método para
calcular las compensaciones: debido a la racionalidad de los diputados, ellos
llegaran a un acuerdo mediante la eleccién de una cierta alternativa que les
conviene a todos.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera: en la Seccién 4.2 pre-
sentamos algunas definiciones bésicas del problema. También introduciremos
el modelo general para un problema de decisién puro multi-agente. Luego, en
la Seccién 4.3 introducimos el concepto del vector de compensaciones y pro-
ponemos una manera para calcularlo, asi como una caracterizacion del mismo.
Luego, mostramos algunas de las propiedades que nuestra solucién satisface.
Finalmente, en la Seccién 4.4, estudiamos un enfoque basado en juegos no-
cooperativos.

4.2. Notacion y definiciones

Sea N = {1,...,n} el conjunto de agentes y K = {1,...,k} el conjunto de
alternativas. Cuando una alternativa j € K decide tomarse, cada agente obtiene
un cierto monto. Con ello, d;; € R representara el monto obtenido por el agente
1 cuando la alternativa j se lleva a cabo. También, denotamos como M, al
conjunto de matrices reales con n renglones y k columnas. Asi, el conjunto de
posibles beneficios para el conjunto de agentes se representa por una matriz
D € M, «;. Para una alternativa j € K y para todo S C N, denotamos como

DI(S) = di;,

icS
al monto obtenido por los agentes en la coalicién S de acuerdo con la alternativa
j-

Consideramos un problema como un conjunto finito de beneficios, para un
conjunto de agentes, asociado con un conjunto finito de alternativas. Con ello, un
problema serd una matriz M, x;. Una solucion ¢ para un problema D € M,
serd una pareja (j, o2 (4)) que indica que la alternativa que va a realizarse es
j € K y que el monto recibido por el agente i es igual a d;; + ¢ (5). La funcién
¢P : K — R™ modela un vector de compensaciones que los agentes realizan entre
ellos por el hecho de tomar una cierta alternativa. La razén para considerar estas
compensaciones es porque es posible que la alternativa j no representa la mejor
opcidén para un subconjunto de agentes. Asi, ellos necesitan ser compensados (de
alguna manera) por realizar una accién que no es deseable para ellos. Por ello,
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®P(j) representa la compensacién para el agente i en el problema D por tomar
la alternativa j. La idea es no introducir ninguna cantidad extra de dinero dentro
del modelo. Por ello, un vector de compensaciones ¢ (j) para una alternativa

j € K debe satisfacer
Y ¢l =0.

iEN

Consideraremos que los agentes son racionales, i.e. si para un problema
D € M, «x, una pareja de alternativas ji,jo € K y un subconjunto de ju-
gadores S C N tal que D/1(S) > D72(S), los agentes en S prefieren j; a jo
porque el monto que ellos obtienen de acuerdo con j; es mayor que el monto
obtenido de acuerdo con js. Estamos considerando que los agentes en .S pueden
interactuar como un unico agente. Ademas, el proceso de la toma de decisiones
se considera un proceso que incumbe a todos los jugadores, por lo que ellos son
los que tomen la decisién basdndose en algin criterio especificado.

Ejemplo 4.1. Consideremos un problema de los agentes viajeros con dos
agentes N = {1,2} y cuatro posibles rutas (K = {1,2,3,4} ). El monto obtenido
por lo agentes en cada una de estas rutas se resume en la siguiente matriz:

p_ (22 24 32 36
24 30 28 14

El agente 1 prefiere la ruta 4, dado que el monto que €l obtiene, 36, es el mayor.
El agente 2 prefiere tomar la ruta 2. (obtiene un monto de 30). Asi, ;cémo
escoger la ruta que debe segquirse? Un ejemplo de solucion seria (4,(—6,6)), que
indica que la ruta 4 es la que se tomard y el vector de compensaciones es igual

a (—6,6). El monto final que recibe cada agente de acuerdo con esta solucion es
(30,20).

Para terminar esta seccién presentaremos algunos conceptos bésicos de jue-
gos no-cooperativos. Un juego no-cooperativo finito con n jugadores se de-
fine como una tripleta (N,{S;}?,,H) con un conjunto finito de jugadores
N = {1,2,...,n}, S; representa el conjunto finito de estrategias puras para
cada jugador i € Ny H : S =51 XxS3 x---x 5, — R"” representa la funciéon de
pago. La idea es que cada jugador elige la estrategia que jugara y el resultado de
estas acciones (en conjunto) se asocia con un pago. Un equilibrio en estrategias
puras se define como un perfil de acciones s* € S tal que

H;(s*) > H;(s"/s;) para cada s; € S; yi € {1,2,...,n}

*

donde s*/s; = (s},...,84,...,55). Entonces, en un equilibrio en estrategias
puras, el pago para el jugador i no se incremente cuando él cambia su estrategia
pura por alguna otra estrategia, mientras que los demas jugadores mantienen
su estrategia en el equilibrio. También, un perfil de acciones s* es un equilibrio

en estrategias dominantes si s} es una accion 6ptima independiente de la accién
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elegida por los otros jugadores, para cada ¢ € N. Esto es, si, para cada i € N,
la siguiente condicién se cumple:

Hi(s/s}) > H;(s/s;) Vs; € S;,Vs € S. (4.1)

4.3. Compensaciones

En esta seccién proponemos una manera de cémo calcular el vector de com-
pensaciones que introducimos en la secciéon anterior. De aqui en adelante, consi-
deraremos que tanto el conjunto de alternativas K = {1,..., k} como el conjunto
de agentes N = {1,...,n} estdn dados y son fijos.

Para un subconjunto de agentes S C N definimos
KPR :={jeK|D/(S)>D"(S)Vj eK\{j}}

Este conjunto representa el subconjunto de alternativas que prefieren los
agentes en S cuando ellos deciden actuar como un tnico agente. Asi, DI (S),
conj* e K SD , denota el maximo monto posible que los agentes en S C N pueden
obtener cuando consideramos nuevamente que los agentes estan actuando como
un unico agente.

Asumamos que la decisién j € K se tomard. Definimos el juego cooperativo
(N,v;) con funcién caracteristica

e D7 (S) — DI(S) paracada S C N;
'UJ(S)_{ 0 siS=N. (4.2)

con j* € KB.

Este juego estd modelando, para cada S C N, un monto que los agentes en
S pueden reclamar por tomar la alternativa j: si ellos fueran los que tomaran
la decisién, ellos escogerfan una alternativa j’ tal que 7/ € K Sj? , porque ellos
obtendrian su méximo monto posible. Asi, si j ¢ K fgj , ellos estan obteniendo
un monto menor. Entonces, v;(S) representa el médximo valor que ellos pueden
reclamar por aceptar una alternativa que (posiblemente) no es buena para ellos.
Sije Kg) entonces v;(S) = 0, porque ellos estdn de acuerdo con la decisién
tomada. Nétese que v;(S) > 0 para cada S C N. El valor de la gran coalicién
es igual a cero porque queremos que los reclamos de los agentes sean satisfechos
entre ellos, sin la necesidad de incluir ningiin monto externo.

Definimos la solucion eficiente mdzima como sigue:

(D)= (j.Sh(vy)),  con je KR (4.3)

La solucién anterior indica que la alternativa que se seguira es aquella donde
el monto obtenido por los agentes, considerandolos como un unico agente, es
maximo. Ademads, las compensaciones serdn calculadas utilizando el valor de
Shapley de (4.2).
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Ejemplo 4.2. Para el Ejemplo 4.1, construyamos el juego cooperativo (N, v;)
para j = 2 como sigue:

vi({1}) =12 0;({2}) = 0; v;({1,2}) = 0.

El agente 2 estd satisfecho con la decision de tomar la alternativa j porque €l
estd obteniendo su valor mdximo posible. Esta es la razén por la que v({2}) = 0.
El agente 1 no estd de acuerdo con tomar esta alternativa: €l hubiera podido
obtener 36 si se tomara la alternativa 4. Asi, él reclama la diferencia (36 —24 =
12) y con ello, v;({1}) = 6. Calculando el correspondiente vector de compensa-
ciones de acuerdo con el valor de Shapley de (4.2) obtenemos

¢ (j) = (6,-6)
y entonces, el monto total obtenido por los agentes es igual a (30,24).
Teorema 11. Dado un problema D € M,,x y una alternativa j* € K%
dij+ + Shi(v;+) > dij + Shi(v;), Vie N (4.4)
para cada j € K\KE y
dij+ + Shi(vj=) = dij + Shi(vj), Vie N (4.5)
para cada j € KQ\{j*}.

DEMOSTRACION. Notemos que d;j 4+ Sh;(v;j+) puede escribirse como

dy+ 30 BT SR T (g) D7 (5) - Do(s\()) + D (S\ ()

SS%JZV n!
L DE(N\{i}) = DR (N{i}) (4.6)

n

con j; € K%, ja € Ks]?\{i} para cada S C N tal que S 314,y js € Kle\{i}'

Tenemos la misma expresién para d;; + Sh;(v;), pero reemplazando j* con
Jj. Sustituimos (4.6) en (4.4) y, con manipulacién algebraica y denotando

ni(5) = dij= + W — Z w Dj*(S) _ Dj*(S\{i})} ’
SCN
S3i

n!

podemos escribir (4.4) de la siguiente manera:
0i(7") > 0i(7)-

Podemos ver que D7(S) — D¥(S5\{i}) = d;; para cada j € K y cada S C N.
Entonces,

o n—1 -k
. Di"(N) — d; - dij« DI'(N
D) = g+ 2O e e D0

n n n

s=1
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y luego, podemos escribir (4.4) como sigue:
D’ (N) > D’(N),

pero esta expresion es verdadera porque j ¢ K 1’3. Para probar (4.5), se siguen los
mismos pasos y obtenemos una conclusién similar. Con ello, la prueba termina.

O

De acuerdo con el teorema anterior, si los agentes deciden calcular el vector
de compensaciones utilizando el valor de Shapley de (4.2) entonces todos los
agentes estaran satisfechos si la alternativa elegida es j € KL, porque ellos
estan obteniendo el méximo valor posible. Este es, bajo nuestro punto de vista,
el principal resultado de este capitulo. Podemos establecer el siguiente marco
de trabajo: Primero, establecemos la siguiente regla: Las compensaciones serdn
calculadas utilizando el valor de Shapley de (4.2). Luego, preguntamos a los
agentes: s Cudl alternativa prefieren?. Asi, debido a su racionalidad y al resultado
del Teorema 11, todos elegirdn una alternativa j* € KZ. Hay que hacer notar
que no estd importando cudl decisién en K ﬁ es la que se hara. Asi, tenemos una
especie de estabilidad en el proceso de eleccién de la alternativa. Estudiaremos
esta situacion con mayor detalle en la Seccién 4.4 con un enfoque basado en
juegos no-cooperativos.

Ejemplo 4.3. Para el problema del Ejemplo 4.1, notemos que KL = {d3}.
Ast, calculando el vector de compensaciones para la alternativa 3 obtenemos
#P(3) = (1,—1) y el monto final que los agentes obtienen es igual a (33,27).
Para las demds alternativas obtenemos ¢P (1) = (4,—4), ¢P(2) = (6,-6) y
¢P(4) = (—8,8). Con estos vectores, los montos finales que los agentes estarian
obteniendo son (26,20), (30,24) y (28,22) con las alternativas 1,2, y 4, respec-
tivamente. Claramente, ambos agentes prefieren la alternativa 3.

Para cada problema D € M, «x, podemos construir un juego cooperativo
(N, v*) con funcién caracteristica definida de la siguiente manera:

v*(S) =D'(S), VSCN, conjecKE. (4.7)

Este juego asigna, a cada coalicion S C N, el maximo valor posible que los
agentes en S pueden obtener si ellos pudieran elegir la alternativa que se tomaré,
considerando que estan actuando como un 1nico agente.

Teorema 12. Para un problema D € M,,«) y una alternativa j € KL, la
stguiente ecuacion se cumple:

Shz(v*) = dij + Sh(’l}j), Vie N
con (N,v*) definido como en (4.7).

DEMOSTRACION. Para cada agente i € N, la expresién d;; + Sh;(v,), para
cada j € K&, puede escribirse como en (4.6). Aplicando manipulacién algebraica
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como hicimos en la prueba del Teorema 11 obtenemos

(5= Diin ) | DIN) = D V(i)

dij+Shi(v;) = Y
SCN
o1

[D7(8) = D (S\{i})]

n! n

conj; € K yjs e Ké’?\{i} paracada S C Ncon S2iyjs € K}\?\{i}. Con ello,

(s —Dl(n—s)!
n!

dij + Shi(v;) = )

S3i

[Djl (S) _ DJ2 (S)]

y entonces, la prueba termina. O

Asi, el monto que recibe cada agente de acuerdo con (4.3) puede calcularse
utilizando el valor de Shapley al juego dado en (4.7).

Ejemplo 4.4. Construyamos el correspondiente juego cooperativo (N,v*)
para el problema del Ejemplo 4.1:

o (1) =36 0"({2}) = 30; v ({1,2}) = 60.

Si calculamos el valor de Shapley para este juego obtenemos Sh(v*) = (33,27).
Esta solucion coincide con los resultados mostrados en el Ejemplo 4.5.

Ahora estudiaremos propiedades adicionales de la solucién propuesta. Para
un problema D € M, « definimos

K:={jeK|jeKL forsomeSC N} (4.8)

Este conjunto representa todas las posibles alternativas que son importantes
para cualquier subconjunto de agentes, considerando que ellos pueden actuar
como una Unica unidad.

Axioma 4.1. (Alternativas irrelevantes) Para un problema D € M, «x y
DeM,  z, con K ={1,... ,k} definido como en (4.8), una solucion ¢ satisface
el azioma de alternativas irrelevantes si

dij + ¢i(j) = dij + ¢i(4'), Vie N
donde (D) = (5,(7)) y o(D) = (', 6(j"))-
De acuerdo con este axioma, si removemos las alternativas que no le interesan
a ningin subconjunto de agentes, la solucién para el problema original y este
nuevo problema reducido deben ser iguales.

Axioma 4.2. (Decisién undnime) Sea j € K una alternativa tal que j € K2
para cada S C N. Entonces, una solucion ¢ satisface el axioma de decision
undnime i

¢(D) = (4,0),

donde 0 representa un vector con entradas todas iguales a cero.
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El axioma anterior establece que si existe una solucién que todos los posibles
subconjuntos de agentes prefieran entonces esta decisién debe ser la que se tome,
y no debe haber compensaciones.

Proposicién 4. La solucion (4.3) satisface los axiomas de alternativas ir-
relevantes y decision undnime.

DEMOSTRACION. Claramente, el juego cooperativo dado en (4.7) no cambia
si removemos el conjunto de alternativas irrelevantes. Asi, por el Teorema 12,
(4.3) satisface el axioma de alternativas irrelevantes. Por otra parte, si existe
una alternativa j € K& para cada S C N entonces v;(S) = 0 para cada S C N.
Este hecho implica que el vector de compensaciones sera ¢(j) = 0 y entonces
v*(S) = DI(S) y Sh;(v*) = d;; para cada i € N. Asi, (4.3) satisface el axioma
de decisién unanime. Con ello, la prueba termina. O

4.4. Un enfoque no-cooperativo

En esta seccién mostramos que la solucién propuesta en (4.3) representa un
resultado de estabilidad para el problema de decidir cudl alternativa debe ele-
girse, bajo un enfoque basado en juegos no-cooperativos.

Para un problema de decisién multi-agente D € M, «; con conjunto de
agentes N = {1,...,n} y conjunto de alternativas K = {1,..., k}, definimos un
juego no-cooperativo (N, {S;}?_,, H) donde S; = K para todo i € N y funcién
de pago H : S1 x --- x S, — R™ dada de la siguiente manera:

con 4
j* = argmax {D’(N)}
je{klyw-»kn}
y vector de compensaciones ¢ definido como el valor de Shapley de (4.2). Le

llamaremos a esto juego un juego de decision multi-agente o mas brevemente,
un MADG.

De acuerdo con un MADG, cada agente puede elegir una alternativa: si los
agentes estdn de acuerdo y eligieron todos la misma alternativa j € K, cada
agente ¢ € N obtiene como pago d;; + ¢;(j). Cuando no hay acuerdo entre ellos,
la decisién j* que se tomard serd aquella en donde el monto obtenido por los
agentes, considerandolos como un unico agente, es maximo. Luego, cada agente

obtendra di;- + ¢;(5*).

Teorema 13. Para un problema de decision multi-agente y su MADG aso-
ciado, el punto

es
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1. un equilibrio en estrategias puras,
2. un equilibrio en estrategias dominantes,
para cada j* € K.

DEMOSTRACION. Para probar la parte 1 del teorema anterior es necesario
verificar que H;(j*) > H;(j*/s) para cada s € S;. Pero, debido a (4.10) y al re-
sultado dado en el Teorema 11, la desigualdad anterior es una conclusion directa.

Para probar la parte 2, necesitamos verificar que la condicién (4.1) se cumple
para cada agente. Si el agente ¢ siempre elige jugar las estrategia j* él esta ase-
gurando obtener su maximo valor posible, dado el Teorema 11 y la funcién de
pago definida con anterioridad. Asi, jugar j* es la mejor alternativa para el ju-
gador i contra las estrategias de los otros jugadores. Esto verifica la condicion
(4.1) y por lo tanto, la prueba termina. O

El resultado obtenido en el teorema anterior indica que bajo el esquema de
vectores de compensacion que estamos proponiendo, y dada la racionalidad de
los agentes, cada uno de ellos preferird la misma alternativa. Esto elimina el
problema del desacuerdo entre ellos. Ademads, el monto que estdn recibiendo de
acuerdo con esta alternativa es el maximo posible, bajo este mismo esquema de
vectores compensatorios.

Ejemplo 4.5. Para el problema de los agentes viajeros del Ejemplo 4.1, el
juego no-cooperativo asociado a este problema se esquematiza en la siguiente
tabla:

1 2 3 ]
26,20 | 30,2] | 33,27 | 28,22
30,2] | 30,24 | 33,27 | 30,2
33,27 | 33,27 | 33,27 | 33,27
11 28,227 30,2] | 33,27 28,22

Lo| | ~

donde cada renglon corresponde con una estrategia del agente 1 y cada columna
corresponde con una estrategia del agente 2. Podemos notar que el perfil de
acciones (3,3) es un equilibrio en estrategias puras. Ademds, para cada agente,
la estrategia 3 es una estrategia dominante.

4.5. Conclusiones

En este capitulo estamos proponiendo una solucién para problemas donde
debe elegirse una tunica decisién entre un conjunto de ellas, donde los agentes
involucrados no necesariamente tienen predileccién sobre la misma decisiéon. Ello
puede llevar a situaciones de discusién sobre cémo y cuél debe ser la decisiéon que
debe tomarse. En las secciones anteriores proponemos una solucién basandonos
en que los agentes se compensan entre ellos por el hecho de que (posiblemente)
no se les esté favoreciendo con la decisién tomada. Dado que no queremos que
existan incentivos externos (o dinero dado exdgenamente) se requerird que la
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suma de las compensaciones entre los agentes sea igual a cero. Nuestra solucion
se basa en el cédlculo de dichas compensaciones utilizando juegos cooperativos,
y con ello, mostramos que nuestra solucién propone una decision que favorece
a todos los agentes, dado que, bajo este esquema de calculo de las citadas com-
pensaciones, cada agente obtiene el mayor monto posible con esta decisién.
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Capitulo 5

Reparticion de incentivos

Ene este capitulo tratamos el problema de distribuir un estado dado entre un
conjunto de agentes de acuerdo a su preferencia sobre un conjunto de categorias.
En contraste con las situaciones de asignacién con multi-categorfas (multi-issue
allocation situations) donde cada agente reclama una parte del estado, en este
modelo la distribucién del monto debe hacerse tomando en cuenta cémo se com-
porta cada agente en cada categoria. Caracterizamos una familia de soluciones
para estas situaciones. Adicionalmente, proponemos dos propiedades para una
solucién y con ellas surge otro problema: la necesidad de encontrar un sistema de
precios para cada unidad de cada categoria. También aplicamos teoria clasica de
la negociacion para resolver el problema y mostramos los resultados obtenidos.

Cabe hacer mencién que los resultados de este capitulo ya se encuentran
publicados en la revista Applied Mathematical Sciences.

5.1. Introduccién

En un tipico problema de bancarrota (presentado por O “Neill [30]) es nece-
sario distribuir un estado entre un conjunto de agentes, donde cada agente
reclama una parte de dicho estado. Cuando la suma de los reclamos excede al
estado total es necesario proporcionar mecanismos de distribucién tan justos co-
mo sean posible, dado que no es posible satisfacer las demandas de los agentes
en su totalidad.

Como una extensién del problema de bancarrota original, Kaminski [20]
considera situaciones relacionadas con un vector de demandas para cada agente,
donde cada uno de ellos asigna diferentes prioridades para cada reclamo. Calleja
et al. [12] introducen las situaciones de asignacién multi-categorfas. Ellos supo-
nen que cada reclamo se origina de una categoria, mientras que una categoria se
considera como una razén por lo cual el estado debe ser dividido. Ellos proveen
una generalizacién de la solucién de bancarrota propuesta por O “Neill [30]. Las
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situaciones de asignacion multi-categorias han sido estudiadas por diversos au-
tores como Gonzdlez-Alcén et al. [15] y Bergantifios et al. [6].

En este trabajo consideramos que cada agente tiene una medida de de-
sempeno dentro de un conjunto de categorias. Nuestro problema es cémo dividir
un monto r € R entre los agentes considerando cémo fue su desempeno dentro
de cada categoria. Para nosotros, las categorias representan clases o situaciones
en la que los agentes son evaluados. Ilustraremos nuestro problema con el si-
guiente ejemplo: Un centro de investigacion recibe, debido a su productividad,
un bono econdémico de parte del gobierno. Esta productividad es el resultado
del trabajo de los investigadores de dicho centro. La direccion necesita distribuir
este bono entre los investigadores, y para ello considera tres categorias de eva-
luacién: publicaciones, difusién del conocimiento y docencia. Cada investigador
tiene un perfil en cada una de estas actividades. Nuestro objetivo es proveer
algin proceso que nos ayude a realizar esta reparticiéon basandonos en dichos
perfiles.

En este estudio consideraremos un enfoque axiomatico, proporcionando una
caracterizacion para una familia de soluciones de nuestro problema. Lo haremos
adaptando las bien conocidas propiedades de eficiencia, aditividad y recompen-
sas igualitarias a nuestro contexto. El resultado que mostramos puede ser utiliza-
do también en situaciones de asignacién multi-categorias. También obtenemos
una generalizacion de la solucion de iguales ganancias para nuestro problema.
Finalmente, a manera de ejercicio, resolvemos el problema utilizando técnicas y
soluciones clasicas de la teoria de negociacién para resolver el problema.

5.2. Notacién y preliminares

Sea N ={1,...,n} el conjunto de agentes y M = {1,...,m} el conjunto de
categorias. Una matriz X € Rﬂf *N representa el desempefio de los agentes en
cada una de las categorias. Asi, un elemento z; > 0 de X indica el desempeno
del agente 7 € N en la categoria k € M. Nos referiremos a esta matriz como
una matriz de desempeno.

Dada una matriz de desempeno X y k € M, denotamos como
J— X
X, = Zxkj7 y Xk::77
JEN

el desemperio total y el desempeno promedio de la categoria k, respectivamente.

Un problema de distribucion de incentivos, o simplemente, un problema de
incentivos, es una pareja (X, r), donde X € RTXN es una matriz de desempeno
y r € R representa el monto que debe distribuirse entre los agentes. Definimos
la suma y el producto escalar para problemas de incentivos de la siguiente ma-
nera: para (X1,71), (Xa,72) y A € R, (X1,7m1) + (Xa,7r2) = (X1 + Xo,r1+71r2) v
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)\(Xl,’l"l) = ()\X1,>\7"1).

Definimos una solucién para un problema de incentivos como un operador
P R%XN x R — R™, donde ¢;(X,r) representa el monto que se asigna al
agente j de acuerdo a su desempeno dado en la matriz X cuando un monto r
es el que debe distribuirse.

5.3. Caracterizacion

En esta seccién presentaremos nuestro resultado principal. Vamos a propor-
cionar una familia de soluciones para un problema de incentivos

Axioma 5.1. (Aditividad). Para una pareja de matrices de desempeno
X1, X € RN yry 1o, X € R, una solucidn ¢ : RY*N x R — R” satisface el
axioma de aditividad si

P(AX1, Ar1) + 9(AX2, Arg) = Ap(X1 + X, 71 +12).

La idea de esta propiedad es la siguiente: supénganse dos problemas de
incentivos, cada una de ellos proviniendo de diferentes conceptos. El axioma de
aditividad garantiza que la suma de los incentivos recibidos en cada problema
debe ser igual a los incentivos de un unico problema con matriz de desempenos
igual a la suma de las matrices de desempeno de los conceptos individuales.

Axioma 5.2. (Tratamiento igualitario) Una solucidn ¢ : RfXN xR — R"
satisface el axioma de tratamiento igualitario si para cada par de agentesi,j € N
tal que xp; = xy; para cada k € M en una matriz de desempeno dada X, se
tiene que @;(X,r) = p;(X,r).

Axioma 5.3. (Eficiencia) Una solucidn ¢ : RfXN x R — R"™ satisface el
axioma de eficiencia si
Z p;j(X,r)=r
JEN
para cada X € RY"N yr e R,

De acuerdo a este axioma, el monto r € R debe distribuirse entre todos los
agentes.

Teorema 14. Una solucion para un problema de incentivos satisface los
axiomas de aditividad, tratamiento igualitario y eficiencia si y sélo si puede
escribirse de la siguiente manera:

ei(Xr) ==+ > (o —Xe)  ViEN (5.1)
keM

para un conjunto de constantes B € R para todo k € M, y para todo X €
RMXN R
Y reR.
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DEMOSTRACION. Primero probaremos que toda solucién que satisfaga los a-
xiomas de aditividad, tratamiento igualitario y eficiencia puede escribirse como
(5.1). Para todo k € M, i € N, definimos Fy; € RfXN7 la matriz cuya ki-
ésima entrada es igual a uno y cero en las demds. Por las operaciones de suma
y producto escalar para un problema de incentivos tenemos que

m n

r)= Z Z T (Eis ki)

k=11=1

con 7k; € R tal que

=11i=1

m n
> D @k =
k=1

MxN
R-i—

para todo X € y r € R. También tenemos que

(Ekis ki) = (Eki, 0) + (Eo, ki)

donde Ej € Rﬂf *N eg la matriz cero. Aplicando el axioma de aditividad

m

szkz ©Lj Eku )+<pj(EOarki)] v.] €N. (52)
k=11:=1

Por los axiomas de tratamiento igualitario y eficiencia tenemos que
Eo,r) = 22 ¢ Eo, k) = — 5.3
©0;i(Eo,rr) = - y entonces ZZ:BM%( 0y Thi) = - (5.3)
k=11i=1
Para cada k € M,i € N y por el axioma de tratamiento igualitario tenemos,

para todo j € N,
. . _ ap, si ] =1
%(Ekwo) - { Uk, €n otro caso

y entonces
m n m n
DD wrii(Brin0) = Y | arian + ) wap
k=1i=1 k=1 i=1
i#]
El axioma de eficiencia implica que ay + (n — 1)up = 0 para cada k € M.

Sustituyendo en la tltima ecuacién obtenemos

m n m n m m m
DD wkii(Bris0) = D> wpipe —n Y wijpn = Y Xifk =0y Trjfti
k=1 k=1 k=1

k=1i=1 k=1 i=1

Haciendo el cambio de variable p, = — 0k /n se obtiene
szkw@j Ekza = Zﬂk(xkj 7X7k) (54)
k=111=1 k=1
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Sustituyendo (5.3) y (5.4) en (5.2) obtenemos el resultado.

Ahora necesitamos probar que (5.1), para un conjunto de constantes (3 €
R para todo k € M, satisface los axiomas mencionados en el teorema. Estas
pruebas pueden hacerse de manera directa, por lo que las omitimos. O

La solucién (5.1) indica cémo se realiza la divisién del estado. En un primer
paso, cada agente recibe la misma parte del estado (i.e. r/n). Luego, necesita-
mos verificar el desempeno de cada agente j € N en cada categoria k € M: si
su desempeno es mejor que el desempeno promedio, una cantidad Sy se anade
a lo que inicialmente se le habia repartido por cada unidad de diferencia entre
su desempeno y el desempeno promedio. Por otra parte, si su desempeno es
menor que el promedio, esta cantidad le es restada. Luego de hacer esto por
cada categoria, el monto resultante para cada agente j es (5.1).

El conjunto de constantes {ﬁk}fy: 1 representa un peso por cada categoria, y
podemos suponer que éstas se dan exégenamente. Este peso puede interpretarse
como la importancia de cada categoria. Para k, k' € M, k # k' tal que B > Bk,
la diferencia entre el perfil en la categoria k y el desempeno promedio tiene una
impacto mayor en el monto obtenido que para la categoria k’. Asi, esto significa
que es méas conveniente tener un desempeno mejor en k que en k’. El problema
relacionado con el conjunto de constantes {3, }2L, se considerara més adelante

Remark 1. Los tres axiomas son necesarios e independientes

- Y(X,r) =2 (X, r) satisface aditividad y tratamiento igualitario.

T
- (X, r) = (zZ:kEM;J) r, para todo j € N, satisface tratamiento igua-
keM k
litario y eficiencia.

ey [rosii=1
- Y(X,r) = { 0, en otro caso.

ciencia.

, para n > 2, satisface aditividad y efi-

Si consideramos propiedades alternativas, podemos proporcionar otros re-
sultados. Denotemos por P™ al conjunto de matrices de permutacién de m x m.

Axioma 5.4. (Simetria de categorias) Una solucidn ¢ : RfXN x R — R"?
satisface el axioma de simetria de categorias si para cada matriz de permutacion
pPepPm

@(X’ T) = @(PX, T’)

MxN
R+

para todo X € yreR.

De acuerdo con este axioma, la soluciéon no toma en cuenta el orden de las
categorias, i.e. las caracteristicas externas de ellas no deben tomarse en cuenta.
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Teorema 15. Una solucion para un problema de incentivos satisface los a-
xiomas de aditividad, tratamiento igualitario, simetria de categorias y eficiencia
sty solo si puede escribirse como

soj(X,r)=%+ﬁZ (zj—Xx) VJEN (5.5)
keM

para una constante 3 € R, para todo X € RTXN yreR.

DEMOSTRACION. La prueba sigue la misma direccién que la prueba del Teo-
rema 14. La principal diferencia es la siguiente: Aplicando el axioma de simetria
de categorias obtenemos

a, sij=1

VjeN
W, en otro caso

i 0) = {
dado que Ey; = PEj; paratodoi € N, k € M,l € M\{k} y algin P € P™. Asi,
por el axioma de simetria tenemos que a+(n—1)u = 0. Utilizando esta ecuacion,
la prueba sigue los mismos pasos del Teorema 14, por lo que los omitimos.
Adicionalmente, es necesario probar que (5.5) satisface el axioma de simetria
de categorias, pero esta prueba puede hacerse de manera directa, por lo que la
omitimos. O

Axioma 5.5. (Divisién trivial) Una solucion ¢ : RY*N xR — R” satisface
el axioma de division trivial si

o XYY w) = a;  VieN
k=1

k=1 i=1
para todo X € RN,

De acuerdo con el axioma anterior, si el estado a dividirse es igual a la suma
de los desempenos individuales, una distribucién trivial debe ser el resultado
donde cada unidad de desempeno se paga a una unidad del estado.

Teorema 16. Una solucion para un problema de incentivos satisface los
axiomas de aditividad, tratamiento igualitario, simetria de categorias, division
trivial y eficiencia si y solo si puede escribirse como:

@j(Xﬂ“):%+ > (wkj—Xx) VJEN (5.6)
keM

MxN
RY

para todo X € yreR.

DEMOSTRACION. La férmula (5.5) nos proporciona una familia de soluciones
que satisface los axiomas de aditividad, tratamiento igualitario, simetria de cate-
gorfas y eficiencia. Sea (X, ) un problema de incentivos con 7 = > 7" | 3" 2.
Con ello, tenemos que

T r .
@j(X’r):ﬁ‘Fﬂzxkj*ﬂﬁ VjeN.
keM
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Aplicando el axioma de divisién trivial, obtenemos ¢;(X,7) = >"7" | ;. Susti-
tuyendo en la ultima ecuacion y resolviendo para (3, obtenemos 3 = 1, y susti-
tuyendo en (5.5) obtenemos (5.6). Finalmente, necesitamos probar que (5.6)
satisface el axioma de divisién trivial, pero esto puede hacerse de manera direc-
ta, por lo que lo omitimos. O

Con manipulacién algebraica, la solucién (5.6) puede escribirse como

CLEDY mkj"‘% <T—Zzwkz>

keM

y entonces, la solucién (5.6) puede considerarse como una generalizacién de la
soluciones de iguales ganancias para problemas de bancarrota.

Ejemplo 5.1. Considérese un grupo de tres investigadores N = {1,2,3} y
dos categorias, el nimero de cursos dictados (k = 1) y el ndmero de articulos
publicados (k = 2). Su desempenio en estas categorias en un cierto periodo de
tiempo estd dado en la siquiente matriz de desempenos:

8 6 4
X{Q 1 3]'

Eziste un monto de 18 (en algunas unidades) para dividir entre los investi-
gadores de acuerdo a su perfil. Claramente, estamos ante un problema de incen-
tivos. Aplicando (5.6) obtenemos

o(X,r) = (8,5,5).

Este ejemplo muestra una debilidad de la solucién (5.6), aunque realmente
es una debilidad de la familia de soluciones dada en el Teorema 15: le asigna
a cada uno de las categorias la misma importancia, en contraste con la familia
de soluciones dada en (5.1). Esta es la razén por la que los investigadores 2 y 3
obtienen el mismo monto. Esta puede ser una propiedad controversial porque,
en algunos contextos, los esfuerzos que se requieren para ejecutar una unidad
en las diferentes categorias varian entre una y otra.

Para una matriz de desempenio X € RT XN decimos que X' es una matriz
reducida de desempenos de X si el desempeno de un subconjunto de agentes
en N, los agentes involucrados, se colapsa dentro de un unico agente, el agente
representante. El desempeno del agente representante es igual a la suma de los
desempenos de los agentes involucrados.

Axioma 5.6. (Reduccién) Sea X € ]R_AfXN una matriz de desempenos y X'
una matriz reducida de X, con agente representante j* y conjunto de agentes
involucrados T C N. Una solucion ¢ para problemas de incentivos satisface el
axioma de reduccion si

@j*(X/’T) = Z @h(Xv T)'
heT
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5.3. Caracterizacién

De acuerdo a este axioma, amalgamar agentes en uno solo no representa
ninguna ventaja.

Axioma 5.7. (Proporcionalidad) Sea X € RJfXN una matriz de desempenos
tal que existen dos agentes i,j € N y o € Ry tal que x; = axy; para cada
k € M. Una solucion ¢ para un problema de incentivos satisface el axioma de
proporcionalidad si

(,Oj(X, ’I“) = a‘pi(Xa ’I“).

Este axioma establece que los agentes con desempeno proporcional en cada
categoria, deben obtener montos proporcionales.

Lema 2. Si una solucion para el problema de incentivos satisface los axiomas
de aditividad, tratamiento igualitario, eficiencia y reduccion (proporcionalidad)

entonces
E BeXk =71 (5.7)
keM

para todo X € RY*N € R donde {B4}7", son dados de acuerdo a (5.1).

DEMOSTRACION. Supéngase que (5.1) satisface el axioma de reduccién. Sea
X e Rf *N yna matriz de desempenios y X’ una matriz reducida de X tal que
{i,j} € N es el conjunto de agentes involucrados y j* es el agente representante.
Noétese que a:;j* = Z; + T); para todo k € M. Entonces, aplicando el axioma
de reduccion tenemos que

nilJrZ B (xkiJrl'kj Z nwih1> :%+Z Br <Iki+l’kj22x2h>-

keM heN keM heN

Aplicando manipulacién algebraica tenemos

- Trp(n—2)\  r(n—2)
Z <ﬁk Z n(n —1) >_n(n1)

keM heN

y entonces obtenemos el resultado.

Sea X € RfXN una matriz de desempenos tal que existen ¢,5 € N con
xji, = oy, para todo k € M y a € Ry. Ahora, supéngase que (5.1) satisface el
axioma de proporcionalidad. Entonces

r — _ar —
o Zﬁka:;_aZﬁka‘
keM keM

Reordenando y simplificando términos obtenemos

rla—1) _ Z 5ka(a— 1)

n
keM

que es equivalente a (5.7). O
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Teorema 17. Una solucion ¢ : RfXN x R — R"™ satisface los aziomas de
aditividad, tratamiento igualitario, eficiencia, reduccién (proporcionalidad) sty
solo si existe un conjunto de constantes B € R, k € M, tal que

pi(X,r) =Y PBrxk; VIEN (5.8)

keM

MxN
Ry

para todo X € yreR.

DEMOSTRACION. Supéngase una solucién ¢ que satisfaga los axiomas de
aditividad, tratamiento igualitario, eficiencia y reduccién (proporcionalidad).
Por el Lema 2, podemos sustituir (5.7) en (5.1), y haciendo manipulacién al-
gebraica obtenemos el resultado. Ahora, necesitamos probar que (5.8) satisface
los axiomas mencionados en el teorema. Esto puede hacerse de manera directa
por lo que la prueba se omite y con ello, la demostraciéon termina. O

En la ecuacién (5.7) podemos considerar a (3 como el precio al que se va
a pagar cada unidad de cada categoria k € M. Si queremos una solucién adi-
tiva, eficiente y que cumpla el axioma de tratamiento igualitario asi como los
axiomas de reduccién y proporcionalidad, necesitamos encontrar estos precios,
de tal forma que el estado distribuido sea r. Por la ecuacién (5.7), estos precios
dependen de la matriz de desempenos. El inconveniente es que la existencia
de dichos precios viola la existencia de algunas asunciones, como el axioma de
aditividad.

5.4. Un enfoque de negociacion

Formalmente, un problema de negociacién n-personal es una pareja (S, d)
donde d € R® y S C R™ es un conjunto convexo y compacto, y donde hay al
menos un punto de S que domina estrictamente a d. Sea N = {1,...,n} el
conjunto de agentes. Cada punto de S indica la utilidad lograda por lo agentes
a través de la elecciéon de una de las posibles alternativas. Si no hay acuerdo
con esta solucién, se asigna como solucién al vector d. Adicionalmente, se asume
que la utilidad es de libre disponibilidad: esto es, si x € X y x; > y; > d; para
algin ¢ € N, entonces y € S.

En esta seccién utilizaremos teoria clasica de la negociacién para resolver
el problema de reparticién de estimulos. Sea (X,r) un problema de incentivos.
Consideraremos a d = (0,...,0) € R™ como el punto de desacuerdo: si los
agentes no logran ponerse de acuerdo sobre cémo dividir el estado, nadie ob-
tiene incentivo alguno. Nosotros estamos interesados en encontrar soluciones
eficientes no-negativas, i.e. ¢ : RfXN x R — R" donde ¢;(X,r) > 0 para todo
JENY Y jenwi(X,r) =r. Asf que, por la propiedad de libre disponibilidad,
tenemos que S = {x ¢ R" | >,y x; <72 > 0,Vi € N}. Este conjunto repre-
senta las posibles formas de dividir el estado r.
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Existen varias soluciones bien conocidas para el problema de negociacién.
Trabajaremos con tres de ellas: la solucién de Nash [29], N(S,d) € R", se ob-
tiene maximizando el producto de la diferencia de las utilidades con el punto de
desacuerdo. La solucién de Kalai-Smorodinsky [19], K.S(S,d) € R", establece
ganancias proporcionales de acuerdo a las situaciones mas optimistas para cada
agente desde el punto de desacuerdo. La solucién de Yu [41], Y'(S,d) € R™, trata
de realizar una reparticién que satisfaga a todos lo mas posible. Para nuestro
problema, estas soluciones asignan el mismo punto como solucién, sin importar
que matriz de desempeno se esté considerando, debido a la simetria de la region
S. Esto es, N(S,d) = KS(S,d) =Y (S,d) = (r/n,...,r/n).

Consideremos un problema de incentivos con soluciones de acuerdo con (5.1).
También requeriremos que la condicién (5.8) se cumpla con [ > 0 para todo
k € M, para poder interpretar las constantes [ como precios unitarios. Nos
referiremos a estos problemas como problemas de incentivos f—restringidos.

Lema 3. El conjunto de alternativas para una problema de incentivos 3—res-
tringido estd contenido en el conjunto de alternativas del mismo problema pero
stn restricciones.

DEMOSTRACION. Sea (X,7) un problema de incentivos B—restringido. De
acuerdo con (5.8), el valor mdximo para todo () es r/X} cuando X, # 0. Para
todo j € N definimos

. r R

k? = argmax {(mkj — Xk)} .
keM T

Entonces, el monto maximo que puede asignarsele a un agente j € N, denotado

por ¢;(X,r) ocurre cuando B = 7/Xp;i y Br = 0 en otro caso. Entonces,

tenemos que

. r r N Xij
i (X, r) = -+ Xikj(Xkaj = Xpi) = <Xk1j> T

Sin restricciones, el monto maximo que un agente puede obtener es r. Asi, como
@3 (X,r) € [0,7], la prueba termina. O

En la Figura 5.1 mostramos el conjunto de alternativas para el problema del
Ejemplo 5.1 con y sin restricciones

Teorema 18. Sea (X,r) un problema de incentivos f—restringido con con-
Junto de alternativas S y punto de desacuerdo d = (0,...,0). Para el problema
de negociacion (S,d) tenemos que:

1. La solucidn de Nash estd dada por el punto S mds cercano a (r/n,...,r/n) €
R™.
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P R
18 18
5
S 13 S . 18
® K2
5
P14 P15
a) b)

Figura 5.1: Conjunto de alternativas para el Ejemplo 5.1. En a), el problema es sin restric-
ciones. En b), el problema es 3—restringido.

2. La solucidon de Kalai-Smorodinsky estd dada por

i (X,T)

Z (P?L(Xa ’I“)

heN

KS;(S,d) = r VYjeEN

donde go;f(X, r) es el monto mdzimo que el agente j € N puede obtener en
el problema.

3. La solucion de Yu estd dada por

heN

Yj(8.d) = @f(X.r) + ~ (7’ - enlX, r)> Vj € N.
DEMOSTRACION.

1. La solucién de Nash estd dada por el maximizador de

Hcpj(X,r) s.t. Zcpj(X,r)zr,goj(X,r)ZOVjeN (5.9)
JEN jEN

en el conjunto de alternativas S. El maximizador de (5.9) es el punto
(r/n,...,r/n). Si este punto estd en .S, ésta es la solucién. En otro caso,
el punto mas cercano a éste en S serd la solucion.

2. La solucion de Kalai-Smorodinsky corresponde al punto de interseccién
del hiperplano ZjGN @;(X,r) =r con la linea (¢(X,7),...,¢k(X,r))t.
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Este punto lo denotamos como KS;(S,d) = ¢} (X, r)t, con t satisfaciendo

r:tZgo;(X,r) = t= *;
jEN Z‘Pj(Xﬂ”)

JEN
Sustituyendo la dltima ecuacién en K.S;(S,d), obtenemos el resultado.

3. La solucién de Yu corresponde al punto de interseccién del hiperplano
Y jen i(X,r) =rconlalinea (¢7(X,7),..., 05 (X,r))—(1,...,1)t. Este
punto, Y (S, d), estd dado por Y;(S,d) = ¢} (X,r) —t, con t satisfaciendo

S -n=r = t=1 Y e

jEN JEN
Sustituyendo este valor en la expresién de Y; (.S, d), obtenemos el resultado.

O

5.5. Conclusiones

En este capitulo estudiamos el problema de reparto de incentivos. Propor-
cionamos toda una familia de soluciones asi como una interpretacién de cémo se
realiza la distribucion de acuerdo a la formulacién obtenida. Dichas formulacién
se basa en unas constantes que pueden interpretarse como los precios unitarios
de cada unidad de desempeno: es posible proporcionar nuevos y razonables axio-
mas que permitan caracterizar una solucién tnica perteneciente a esta familia.
Asi mismo, proporcionamos una solucién basandonos en el estudio clasico de la
teoria de la negociacién.

78



Capitulo 6

Un problema de division
justa

En este capitulo proponemos un algoritmo para resolver un problema de di-
visién justa: queremos encontrar una manera de repartir una conjunto de bienes
divisibles entre un conjunto de agentes tal que el agente que obtenga el monto
mas bajo obtenga lo maximo posible. Ademads, de acuerdo con la distribucién
encontrada, cada agente obtiene la misma valoracién (generalmente en dinero) y
éste es tan alto como es posible. Modelaremos esta situacién como un problema
de programacién lineal y usaremos su problema dual para resolverlo. Para hacer
esto, asociaremos una grafica bipartita con cada conjunto de variables duales.
El algoritmo presentado utilizard las relaciones representadas en ese tipo de
graficas para encontrar la solucién 6ptima de los problemas primal y dual.

6.1. Introduccion

El problema de division justa se relaciona con encontrar maneras de dividir
un conjunto de m objetos entre n individuos. de una manera justa. Existen
muchas posibles ideas sobre lo que es justo o no. Por ejemplo, puede significar
que cada agente obtenga la misma proporcién de los bienes o que la division sa-
tisfaga ciertos requerimientos, como ser libre de envidias. También, el problema
considera que cada agente tiene una valoracién positiva de cada objeto y que
esta valoracién debe tomarse en cuenta en el proceso de reparticién. Con ello, el
objetivo principal de la teoria de divisién justa es proporcionar procedimientos
para llevar a cabo la distribucién de los objetos (de acuerdo a alguna definicién
de justicia) y el estudio de las propiedades en tales divisiones.

Podemos identificar dos problemas de division justa de acuerdo al tipo de
objetos que se estdn dividiendo: bienes divisibles (discretos) o indivisibles (con-
tinuos). En este capitulo trataremos con bienes divisibles. Nosotros proponemos
un algoritmo para encontrar una reparticiéon de los objetos tal que el agente
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que obtenga bienes con la menor valoracién obtenga el mayor valor posible. En
nuestro modelo, cada agente puede obtener cualquier fracciéon de cada bien; asi,
el valor que cada uno de ellos obtiene de cada bien es proporcional a la fraccién
de éste que se obtiene, y el valor total obtenido es la suma de los valores de
las fracciones que obtiene. Con ello, es posible que cada agente obtenga una
fraccion de los bienes tal que el valor que obtiene de ellos es, al menos, 1/n: esta
situacién ocurre cuando dividimos los bienes en n partes iguales y le damos una
de las fracciones a cada agente.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera: En la Seccién 6.2 pre-
sentaremos la notacion basica que usaremos a lo largo del mismo. Luego, en
la Seccién 6.3, presentaremos el problema de programacién lineal que puede re-
solver nuestro problema y estudiamos algunas de sus propiedades. En la Seccion
6.4 mostramos las ideas detras de nuestro algoritmo: presentaremos el problema
dual asi como el concepto de una grafica asociada a dicho problema. Tam-
bién mostraremos una versién general del algoritmo. En las siguientes subsec-
ciones explicaremos los pasos involucrados en nuestro algoritmo para finalmente,
mostrar su convergencia. Para finalizar, proponemos una interpretacién al pro-
blema dual que surgié al momento de proponer la solucién.

Los resultados que se muestran en este capitulo se encuentran actualmente
en el proceso de arbitraje para su aparicién en la revista Operations Research:
An International Journal.

6.2. Definiciones y notaciones

El problema que trabajamos en este capitulo se refiere a cémo distribuir un
conjunto de bienes continuamente divisibles entre un conjunto de agentes. Como
resultado de esta distribucién, cada agente recibe una porciéon de cada bien, y
el valor que obtienen por cada bien es proporcional a la porcién recibida. El
valor total obtenido, por cada agente, corresponde a la suma de los valores de
acuerdo a cada porcién recibida de cada bien.

Sea M = {1,2,...,m} el conjunto de bienes divisibles (o, por simplicidad,
bienes) y N = {1,2,...,n} el conjunto de agentes. Sea M,,, el conjunto de
matrices reales con entradas estrictamente positivas tal que ) .., a;; = y para
cada j € N, para cada A = (aij)iem,jen € My, y algin y € R.

Cada matriz A € M,,,, representa un problema de distribucion. La entrada
a;; indica la valoracién que cada agente j le da al bien 7. En nuestro problema,
todos los agentes tienen una valoracién positiva de cada bien. También, la va-
loracién total que cada agente tiene al conjunto total de bienes es la misma.

Una solucion para un problema de distribucién A € M,,,, es una matriz real
X = (xij)icm,jen tal que Z]EN x;; = 1 para cada i € M. La entrada x;; indica
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la fraccién del bien i que se asigna al agente j.

Ejemplo 6.1. Consideremos m = 2, n = 3 y el siguiente problema de

distribucion:
8 10 7
A= { 4 2 5 ] ’

Una solucion para este problema podria ser

05 05 0,0
X‘[075 0,3 0,2]

De acuerdo a la solucion anterior, la mitad del bien 1 se asigna al agente 2 y
la otra mitad, al agente 1; del sequndo bien, la mitad se le asigna al agente 1,
una quinta parte al agente 3 y el resto, al agente 2. Mas aun, todos los bienes
se distribuyen en su totalidad. El agente 1 obtiene bienes que el valora en 6; el
agente 2 obtiene un monto total de 17/3 y asi sucesivamente.

Definiciéon 6.1. Diremos que una solucion X para una problema de dis-
tribucion A € M,,,, es igualitaria si el valor total obtenido de acuerdo a X para
cada agente es el mismo. Esto es, X es iqualitaria si

Z Q;jTij = C Vj € N para algin c € R.
ieM

La matriz de distribucién que se muestra en el Ejemplo 6.1 no es igualitaria.

Una gréfica bipartita g = (S1, 52, F) es una grafica cuyos nodos se dividen
en dos conjuntos disjuntos S7 y S3, y donde cada arista conecta un nodo en S;
con un nodo de Sy. Esto es, E C {(i,5) | ¢ € S1,5 € S2}. Un camino entre dos
nodos s1, Sk en g es una secuencia de nodos si,Ss,...,Sk_1,Sk tal que existe
una arista entre cada par de nodos consecutivos en la secuencia. Un ciclo es un
camino donde s; = sg. Un drbol es una grafica sin ciclos tal que existe un camino
entre cada par de nodos. Una subgrifica ¢’ = (57,55, E’) de g es una grafica
con S1C S, 58, CSyy E ={(i,j) € E|i€e S}, je Ss}. Una componente de
g, g', es una subgrafica donde existe un camino entre cada par de nodos en g’
pero sin caminos entre sus nodos y los nodos que no estdn en g’.

6.3. Encontrando una solucién igualitaria

Un problema de distribucién A € M,,,, puede tener varias soluciones iguali-
tarias. Por ejemplo, una solucién natural podria ser la matriz X donde x;; = 1/n
para cadai € M, j € N. De acuerdo con esta distribucién, cada objeto se divide
en partes iguales (n partes) y uno de ellos se da a cada agente. Por eso, cada
agente obtiene 1/n de su valoracién total y, por el supuesto de que la valoracién
al conjunto de bienes es la misma, ellos obtienen el mismo monto. En esta sec-
cién mostramos como encontrar una distribucién igualitaria tal que el agente
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que obtenga el monto menor obtiene el valor méas grande posible.

Para hacer esto, podemos resolver el siguiente problema de programacion
lineal

Max =z sujeto a (6.1)
Z Qi T >z V] eN (62)
ieM

dwij=1 VieM (6.3)
JEN

De acuerdo con las restricciones (6.4), la fraccién que cada agente obtiene
de cada bien debe ser un nimero no negativo. Las restricciones (6.3) indican
que cada bien debe ser dividido en su totalidad. Las desigualdades (6.2) estdn
estableciendo que el agente que obtiene el monto menor obtiene el maximo valor
posible. Si estas desigualdades se satisfacen con el signo de igualdad, la solucién
al problema serd una solucién igualitaria. Por el supuesto de que la valoracion
total de cada agente es la misma, todos ellos obtienen el mismo monto. Notese
que este supuesto no se estd modelando en el problema de programacién lineal.

Proposicién 5. Sea X* una solucion dptima a (6.1-6.4) y z* el valor de la
funcidn objetivo asociado. Entonces,

Z a;jry; = 2" Vj € N.
ieM

DEMOSTRACION. Haremos la prueba por contradiccién. Supondremos que
la Proposicién 5 no es cierta; esto es, que existe un agente k € N tal que

E iRy, = 2K > 2%,
ieM
Asi, existe un subconjunto de bienes I C M tal que
D aw(@l—e)+ Y amwin =2
iel ieM\I

para algunos valores {€; > 0};c;. Ahora, proponemos, para cadai € Ny j € N
e

z}; + €i/n, sitel, j#k;
~ v . T
Tyj=1 xj;—€+te/n, siiel j=k

zi;, en otro caso.

Entonces, tenemos

~ . ~ *
Z = min g a;jjTij p > 2 .
jGN{ T

€M
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Asi, X* no puede ser una solucién éptima de (6.1-6.4). Asi, se tiene una con-
tradiccién y la prueba termina. O

Debido al resultado anterior, una solucién al problema (6.1-6.4) es siempre
una solucién igualitaria. Ain més, porque (6.1-6.4) es un problema de maxi-
mizacion, la solucién es lo mayor posible.

La solucién que estamos proponiendo no es el resultado de un procedimiento
que los agentes deben seguir para obtener la divisién, como el procesos del tipo
tu partes, yo escojo o basados en cuchillos moviles. Se considera que un juez les
ordena a los agentes distribuir un nimero fijo ¢ € R entre los bienes de acuerdo
a su propia valoracién y a sus preferencias. Cada agente ejecuta esta tarea de
manera independiente y sin saber lo que los otros agentes estan haciendo. Ya
teniendo todas las valoraciones, el juez ejecuta la distribucién de acuerdo con la
solucion que se estd obteniendo.

6.4. El algoritmo

En esta seccién mostraremos un algoritmo basado en graficas bipartitas para
buscar una solucién déptima a (6.1-6.4). Primero, tenemos que identificar el
nimero de variables bésicas (en el sentido del método simplex) en una solu-
cién 6ptima.

Proposicion 6. La solucion optima para el problema de programacion lineal
dado en (6.1-6.4) tiene m + n — 1 variables bdsicas.

DEMOSTRACION. En el conjunto de desigualdades (6.2), podemos reem-
plazar el valor de z con el lado izquierdo de cualquier desigualdad. Asi, podemos
remover esta desigualdad de (6.2) debido a su redundancia. Asi, el conjunto de
n desigualdades puede escribirse como n — 1 ecuaciones, mas las m ecuaciones
dadas por (6.3). Con ello, obtenemos el nimero de variables bésicas necesarias
en una soluciéon éptima. O

El problema dual correspondiente de (6.1-6.4) es

Min w= Z v; sujeto a (6.5)
ieM

v; > QijUj Vi e M, Vj eN (66)

> u=1 (6.7)
jEN

uj >0 VjeN (6.8)

donde estamos tomando el valor negativo de las variables duales u;, 7 € N
correspondientes a (6.2) para obtener un problema més conveniente.
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6.4. El algoritmo

Proposicién 7. Eziste al menos una solucidn éptima al problema dual (6.5-
6.8), donde m +n — 1 desigualdades de (6.6) se satisfacen como igualdades.

DEMOSTRACION. De acuerdo con la Proposicién 6, el problema (6.1-6.4)
tiene m + n — 1 variables 6ptimas bésicas x;;. Las condiciones Kuhn-Tucker
correspondientes a (6.1-6.4) y (6.5-6.8) son (v; —a;ju;)z;; = 0. Sea B el subcon-
junto de variables z;; en la base éptima de (6.1-6.4) tales que v;; — a;ju; = 0.
Si B contiene m + n — 1 elementos, la prueba termina. En otro caso, podemos
construir una nueva base optima basada en B, donde por cada variables xpy
que anadimos a B, la ecuacién vy — appur = 0 se mantiene. Asi, después de
completar la base tendremos el resultado. Para hacer esto, calculamos

Uh

Thi = argmin{ } v luego o =

zi;¢B | QijUj apkuy

Asi, si actualizamos uy, := a-uy entonces tenemos que vy —apiur = 0. Pero nece-
sitamos asegurarnos que la ecuacién v; —a;;u; = 0 se siga cumpliendo para cada
x;; € B después de la actualizacién. Con ello, la regla es de la siguiente manera:
para cada variable dual v; que actualicemos, necesitamos también actualizar
u; para cada x;; € B. Igualmente, por cada variable dual u; que actualicemos,
necesitamos actualizar v;, para cada z;; € B. La actualizacién se realiza siempre
multiplicando la variable dual correspondiente por «. Aplicamos esta regla luego

de cada actualizacién. Después de todas las posibles actualizaciones, calculamos

b ==~ Vie M; @ = Vj e N; with SU:ZU]‘ (6.9)

Jj=1

y anadimos zpr a B. Entonces, ya tenemos un nuevo conjunto de variables
duales u, v tales que si z;; € B, la ecuacién 0; — a;;4; = 0 se preserva. Por (6.9),
estas nuevas variables dptimas satisfacen las restricciones (6.7). Escogemos la
variables zp con valor @ minimo para asegurar que las restricciones (6.6) se
cumplen para las nuevas variables duales. Asi, ellas son factibles. Continuamos
anadiendo variables a B hasta que tenga m+n—1 elementos. Lo que hicimos fue
eliminar variables nulas de la base éptima original y anadimos variables nulas
a B para obtener una nueva base. Asi, por construccién, luego de completar la
base éptima de (6.1-6.4) las variables duales @, son 6ptimas y v; — a;ju; = 0
se cumple para cada x;; en la nueva base. Entonces, por la Proposicién 6, la
prueba termina. O

Definimos vectores duales v € RM y u € RY, donde sus coordenadas estan
indexadas de acuerdo a los conjuntos M y N, respectivamente. Dado un pro-
blema de distribucion A € M,,, y los vectores duales u y v, definimos una
grafica bipartita ¢ = (M, N, E) donde el conjunto de aristas estd dado por
E={(j)|ie M, je Nyuv =a;u;}. Asi, para un problema de distribucién,
tenemos una grafica bipartita asociada con cada par de vectores duales uy vy
viceversa. Nos referiremos a esta grafica como una a-grafica de u y v. Una arista
(,7) de una a-grifica indica que alguna porcién no negativa del bien i se le da
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6.4. El algoritmo

al agente j. De aqui en adelante, consideraremos que el problema A € M,,,
estd dado y esté fijo.

Decimos que los vectores duales u y v son factibles si ellos satisfacen (6.6-
6.8). También, diremos que su a-grifica es factible. Andlogamente, definimos
vectores duales dptimos y una a-grafica éptima.

Proposicién 8. Existe al menos una a-grifica éptima g = (M, N, E) que
es un drbol con m +n — 1 aristas.

DEMOSTRACION. De acuerdo con la Proposicién 7, existe al menos una a-
grafica 6ptima g con m~+n—1 aristas. Mostraremos que al menos una de estas a-
graficas 6ptimas es un arbol. Supongamos que ésto es falso. En g, todo nodo debe
estar conectado. Entonces, toda g consiste de por lo menos dos componentes.
También, una de estas componentes no debe ser un arbol. Por ello, debe tener
un ciclo. Denotemos a una de estas componentes como g’ = (M’ C M, N’ C
N, E'). Si restringimos el problema original a M’ y N’ notamos que, debido a la
Proposicién 6, para alguna arista (Z, j) en el ciclo de ¢’ la variable primal éptima
asociada x;; es igual a cero. Removemos esta variables de la base del problema
6ptimo original. Repetimos este procedimiento para cada componente de g que
contenga un ciclo. Luego de todas las posibles remociones, tenemos la misma
situacién que en la prueba de la Proposicién 7: un subconjunto de variables
bésicas 6ptimas B (con menos de m + n — 1 elementos) donde v; — a;;u; = 0
para cada x;; € B. Asi, podemos repetir el procedimiento aplicado en esta
prueba para completar el conjunto B hasta que éste sea una nueva base éptima
primal, pero ahora vamos anadiendo la variable nula xp; con minimo valor «
que conecte dos componentes. Asi, hemos construido una a-graph 6ptima que es
un arbol con m+mn —1 aristas. Esta es una contradiccion con nuestra suposicion
inicial. O

Definiciéon 6.2. Una a-grdfica es completa si es un drbol con m +n — 1
aristas.

Estamos interesados en encontrar vectores duales éptimos v y v para un
problema de distribucién dado. Si obtenemos estos vectores, podemos encontrar
una solucién éptima X para (6.1-6.4). Para ello, trabajaremos con a-gréficas
completas. Por lo mencionado anteriormente, el problema de encontrar solu-
ciones 6ptimas para (6.1-6.4) y (6.5-6.8) es equivalente a encontrar a-grafica
6ptimas. Por la Proposiciéon 7 y 8, existe al menos una a-grafica éptima que es
completa. Nos interesaremos en encontrar una de estas a-gréficas.

En el Algoritmo 1, presentamos el esquema general del algoritmo que estamos
proponiendo.
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6.4.1. Encontrando una a-grafica factible completa

Algoritmo 1 Encontrar la mayor solucién igualitaria para un problema de
distribucién

Entrada: Un problema de distribucién A € M,,,,,

Salida: La mayor solucién igualitaria X

1. Encontrar una a-grafica factible completa para A con vectores duales u y
.

2. Suponga que z =w = ) ;1 Vs

3. Encontrar el valor de la variables primales X. Si X es una solucién primal
factible, el algoritmo termina.

4. Sino, encontrar una nueva a-grafica completa factible y regresar al Paso 2

La idea general del Algoritmo 1 es la siguiente: Primero encontramos una
a-grafica completa tal que los vectores duales asociados u y v sean factibles (Pa-
so 1). Asumimos que los valores de las funciones objetivos para los problemas
primal y dual coinciden (Paso 2). Entonces, las variables primales correspon-
dientes también deben ser factibles. En el Paso 3 encontramos los valores de
estas variables. Si ellas no son factibles, v y v no son vectores duales 6ptimos.
En este caso, encontramos otros vectores duales u’ y v’ con las mismas carac-
teristicas requeridas de acuerdo al Paso 1 modificando la a-gréfica encontrada
previamente (Paso 4). Entonces, regresamos al Paso 2 y asi sucesivamente. Nos
detenemos hasta que las variables primales sean factibles.

En las siguientes subsecciones detallaremos los pasos involucrados en el Algo-
ritmo 1. Luego de estas explicaciones, probaremos la convergencia del algoritmo.

6.4.1. Encontrando una a-grafica factible completa

En este paso construiremos una a-grafica para un problema de distribucién
tal que los vectores duales asociados representan una solucién factible dual.
Para hacer esto, iniciamos con una a-grafica sin aristas y conectamos dos com-
ponentes hasta que tengamos una a-grafica completa. Mostraremos una manera
de hacer esto en el Procedimiento 1.

Para una grafica bipartita g = (M, N, F), denotamos como C(g) al conjunto
de componentes de g. Para una componente C' € C(g), denotamos como N (C)
al conjunto de nodos en C. Para un nodo k, C}, denota la componente C € C(g)
tal que k € N(C).

Proposicion 9. La salida del Procedimiento 1 es una pareja de vectores
duales factibles u y v y su a-grdfica es completa.

DEMOSTRACION. Por construccién los vectores duales u y v inicializados
en (6.10) satisfacen v; > a;ju; para todo i € M,j € N. Asi, después de la
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6.4.1. Encontrando una a-grafica factible completa

Procedimiento 1 Encontrar una a-grafica factible completa

Entrada: Un problema de distribucién A € M,,,,,
Salida: Vectores duales v € RM y € RY para A y su a-grafica g = (M, N, E).

1. Inicializar F :=Q y

vizl—i-rjne%c{aij} Vi e M; uj =1 Vj € N. (6.10)

2. Calcular

. Ui Un
(h, k) := argmln{ : } ;o a= .
Gee | Gijl; GhkUk
igN(Cj)

3. Actualizar

v i=av;  u;i=au; Vi€ M,Vj e N tal que i, j € Cy

E:=EU(hk).
4. Si el nimero de aristas en g es diferente de m 4+ n — 1, regresar al Paso 2.

5. Aplicar la normalizacién dada en (6.9) a las variables duales obtenidas
previamente.

inicializacién, g = (M, N, E) es una a-grafica sin aristas y, consecutivamente,
tiene m + n componentes (cada nodo aislado se considera una componente). La
idea de los siguientes pasos es la siguiente: anadir aristas entre dos componentes
de ¢ tal que los vectores duales asociados satisfagan (6.6). Afiadir la arista
(h, k) significa que la desigualdad vy, > apnruy debe convertirse a igualdad. Para
hacer esto, actualizamos los valores de u; multiplicindola por o = vy, /(aprug).
Necesitamos preservar las igualdades representadas por aristas en la componente
de g que contiene al nodo k. Asi, multiplicamos todas las variables duales v;, u;,
con i,j € N(Cg), por a (Paso 3). También, necesitamos asegurar que las otras
desigualdades se siguen satisfaciendo. Entonces, elegimos la arista (h,k) que
conecte dos componentes con el minimo valor « (Paso 2). Luego, anadimos esta
arista (Paso 3). Cuando conectamos dos componentes estamos garantizando no
formar ciclos. Hacemos los pasos anteriores hasta que g consiste en una tnica
componente. Entonces, luego del Paso 4, tenemos una a-grafica con m +n — 1
aristas sin ciclos (un drbol). Luego, normalizamos los vectores duales de acuerdo
con (6.9) para que se satisfaga (6.7) (Paso 5). Finalmente, obtenemos una a-
grafica completa y sus vectores duales asociados son factibles. O

Ejemplo 6.2. Trabajaremos con el problema de distribucion A dado en el
Ejemplo 6.1. Aplicando el Procedimiento 1 a este problema, obtenemos vec-
tores duales v = (1,1,1) y v = (11,6) luego de la inicializacién. Entonces,
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6.4.1. Encontrando una a-grafica factible completa

la a-grdfica correspondiente tiene 5 componentes. Necesitamos saber qué arista
anadir, conectando dos componentes, tal que el conjunto de restricciones duales
(6.6) continie siendo factible. La arista (1,2) nos da el valor minimo para o,
a = 11/10 (cuando existan varias aristas con el mismo valor o, rédmpanse los
empates arbitrariamente). Actualizamos el valor de las variables duales asoci-
adas con nodos en Co,2 € N multiplicandolas por «. Luego, aniadimos la arista
(1,2). Con ello, obtenemos la a-grdfica de la Figura 6.1.

@,

5

%

11/10 1

Figura 6.1: Primer paso del Procedimiento 1 aplicado al problema del Ejemplo 6.1.

Atn no se tiene una a-grdfica con m + n — 1 aristas. Al hacer de nuevo el
Paso 3, obtenemos (h, k) = (2,3) con a = 6/5. De nuevo, actualizamos el valor
de las variables duales asociadas con nodos en C3,3 € N para luego aniadir esa
arista. Ast, obtenemos la a-grdfica de la Figura 6.2.

@i @6\
@Dl @_1/10 <IEQ%5/5

Figura 6.2: Segundo paso del Procedimiento 1 aplicado a la a-grafica de la Figura 6.1.

Repetimos los pasos anteriores hasta obtener una a-grdfica con m +n — 1
aristas. La a-grdfica completa final, antes de aplicar el Paso 5, se muestra en la
Figura 6.3.
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6.4.2. Encontrando el valor de las variables primales X

11/8 11710 11/7

Figura 6.3: Una a-grafica completa de A dada en el Ejemplo 6.1 con vectores duales satisfa-
ciendo (6.6). Es necesario aplicar las ecuaciones (6.9) para obtener vectores duales factibles.

Aplicando las ecuaciones (6.9), obtenemos lo vectores duales U = 13=(280, 200)
y U = 135(35,28,40). Calculando el valor de la funcién objetivo para estas va-
riables duales obtenemos w = 480/103.

En el ejemplo anterior, hubo 5 actualizaciones de elementos de los vectores
duales, 9 actualizaciones del valor « dado por la ecuacién (2) y 5 actualizaciones
debidas a la aplicacién de la ecuaciones (6.9). Asi, hubo un total de 19 actuali-
zaciones; en el peor caso, habria la necesidad de realizar 21 actualizaciones.

6.4.2. Encontrando el valor de las variables primales X

En esta seccién asumimos que u y v son vectores duales factibles de un pro-
blema de distribuciéon A € M,,,, y g es su correspondiente a-gréafica completa.
De acuerdo con el Algoritmo 1, asumimos que los valores de las funciones ob-
jetivos del problema dual y primal coinciden. En el siguiente procedimiento, y
bajo esta asuncién, proponemos un método para encontrar el valor de las va-
riables primales correspondientes con u y v tales que satisfagan el conjunto de
restricciones (6.2) y (6.3), posiblemente no satisfaciendo (6.4). Este método se
explica en el Procedimiento 2.

Hacemos la suposicién anterior porque queremos verificar si el conjunto de
vectores duales es éptimo. Sabemos que son factibles, y si las variables primales
asociadas son factibles también, entonces las variables duales y primales seran
Optimas.

Dada una grafica bipartita ¢ = (M, N, E) y un nodo i, deg(i,g) denota el

numero de aristas en g que conectan a ¢ con cualquier otro nodo en g.

Proposicion 10. Las variables primales X, dadas como salida del Proce-
dimiento 2, satisfacen las restricciones (6.2) y (6.3).

DEMOSTRACION. La prueba es directa. Por construccién, los Pasos 2,3 y 4
del Procedimiento 2 aseguran que las variables primales satisfagan las restric-
ciones (6.2) y (6.3). O
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6.4.3. Encontrando nuevos vectores duales factibles v y v

Procedimiento 2 Encontrar variables primales asociadas con una pareja de
vectores duales factibles

Entrada: Vectores duales factibles v € R™ u € RM para un problema de
distribucién A € M,,,, y su a-gréfica completa g = (M, N, E)

Salida: Variables primales X satisfaciendo (6.2) y (6.3).

1. Calcular el valor de la funcién objetivo w para el problema dual.
2. Para cada (i,j) € E tal que deg(i,9) = 1, ;; :==1
3. Para cada (i,j) € E tal que deg(j,g) =1, xi; == w/a;;

4. Encontrar el valor de las demds variables usando (6.3) y que

Z Qi Ti5 = W VJ € N. (611)
ieM

en un orden secuencial adecuado.

Ejemplo 6.3. Consideremos los vectores duales U y v asociados con el pro-
blema de distribucion A del Ejemplo 6.1 dado en la parte final del Ejemplo 6.2 y
su a-grdfica dada en la Figura 6.3. Aplicando los pasos 2 y 8 del Procedimiento
2, obtenemos

T3 = 1, Tr11 = 60/103 and T2 = 48/103

Con esta informacion, podemos encontrar el valor de las demds variables pri-
males. Por ejemplo, sabemos que x11 + w12 + x13 = 1 y 7213 + Sweg = 480/103.
Entonces, obtenemos que

T13 = —5/103

y xij = 0 en otro caso. Claramente, esta no es una solucion factible para el
problema primal (6.1-6.4) porque 13 < 0 (no se satisface (6.4)). Por ello, los
vectores duales U,V no son optimos.

Si consideramos que antes del procedimiento las variables se encuentran ini-
cializadas en cero, es necesario ejecutar m+n — 1 actualizaciones para encontrar
el valor de cada una de las variables basicas primales cuando se tiene una a-
grafica completa.

6.4.3. Encontrando nuevos vectores duales factibles u y v

Es posible que los vectores duales u y v para un problema de distribucién
A € M,,,,, que resultan del Procedimiento 1 no sean éptimos. Esto es, siuy vy su
a-grafica completa son la entrada del Procedimiento 2, puede ser que algunas
entradas en la salida X de este procedimiento sean nimeros negativos. Este
hecho indica que X no representa un solucién factible de (6.1-6.4). Entonces,
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6.4.3. Encontrando nuevos vectores duales factibles v y v

Procedimiento 3 Calculando nuevos vectores duales factibles

Entrada: Vectores duales no 6ptimos v y v para un problema A € M,,,, su
a-gréafica completa g = (M, N, E) y las variables primales correspondientes X
resultantes del Procedimiento 2

Salida: Vectores duales u, v para A y su a-grafica completa ¢’ = (M, N, E')

1. Sea (h, k) € E tal que xpr < 0. Si existen varias variables primales nega-
tivas, escéjase aquella con valor absoluto maximo.

2. Establecer E' := FE\(h, k).
3. Calcular

.. . (% V;
(i,7) :== argmin ;o oa=

(i) B’ AUy AijUj
iEN(CL),JEN(CR)

4. Actualizar

Vp = QU Y Ug 1= Qg VpeM,quNtal quep,qECj

E':=E'U(i,j)

5. Aplicar la normalizacién dada en (6.9) a u y v para obtener U y .

u y v no son O6ptimos. En el Procedimiento 3, mostramos cémo modificar una
a-grafica completa g tal que se asocie con otros vectores duales factibles.

Proposicién 11. Los vectores duales U y v y su a-grdfica completa resultante
del Procedimiento 3 son factibles y son diferentes a los vectores de entrada.

DEMOSTRACION. Consideremos los vectores duales u y v para un problema
A € M, su a-grafica completa g = (M, N, E) y X como la entrada del Pro-
cedimiento 3. En el Paso 1 estamos removiendo una arista (h, k) tal que zpy, < 0.
Esta arista existe porque g no representa una soluciéon éptima y también porque
X es la salida del Procedimiento 2. Esta desconexién causa que g se separe en
dos componentes: una conteniendo al nodo h y la otra conteniendo al nodo k.
Definimos ¢’ = (M, N, E\(h,k)). Queremos que ¢’ sea una a-grafica comple-
ta, por lo que necesitamos anadir una arista que conecte las dos componentes.
Para anadir una arista, usamos la misma idea que en el Procedimiento 1. No
es posible anadir una arista (i,7) ¢ € Cj, y j € Cj porque, para mantener la
factibilidad en los vectores duales asociados, la arista con minimo a (o = 1)
es (h, k). Pero si anadimos esta arista la nueva a-grifica serd la misma que la
de la entrada. Asi, existe una unica manera de conectar las dos componentes
y obtener una nueva (y diferente) a-grafica completa: tenemos que afiadir una
arista (¢,7), ¢ € Ck, j € Cp. Necesitamos asegurar la factibilidad en los vectores
duales. Asi, necesitamos anadir la arista (¢, j) con minima « (Paso 3). También,
necesitamos multiplicar todas las variables duales representadas por aristas en
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6.4.3. Encontrando nuevos vectores duales factibles v y v

C), por esta a minima (Paso 4). Luego de esto, afiadimos la arista. Entonces,
obtenemos una nueva a-grafica completa y nuevos vectores duales. Para hacerlos
factibles, necesitamos usar la normalizacién dada en (6.9) (Paso 5). O

Ejemplo 6.4. Consideremos los vectores duales u y v, su a-grdafica comple-
ta g, resultado del Ejemplo 6.2 y la matriz de distribucion X que resulta del
Ejemplo 6.3 como entradas al Procedimiento 3. En este caso, eriste una unica
variable primal negativa, x13. Entonces, removemos la arista (1,3) (Pasos 1y
2). Esta remocion produce la desconexion de g en dos componentes, C1,1 € M
y C3, como se muestra en la Figura 6.4.

(v) 2607103 }(¥3) 200/10

35/103 28
cl c3

/103

Figura 6.4: La desconexién de G en dos componentes: Cq y C3, después de remover la arista
(1,3).

Necesitamos afiadir una arista para obtener una a-grdfica completa. Cuando
realizamos el Paso 3, notamos que sélo hay que verificar las aristas (2,1) y
(2,2). La arista con minimo valor a es (2,1), a = 10/7. Ahora, actualizamos
el valor de las variables duales en C1,1 € M, multiplicandolas por «. Luego,
anadimos la arista. Con ello, obtenemos la a-grdifica de la Figura 6.5.

@400/103 @ 200/103

@% \®

50/103 40/103 40/103
Figura 6.5: a-grafica resultante de afiadir la arista (2,1) a la grafica de la Figura 6.4.

Entonces, normalizamos las variables duales y obtenemos v = 1—13(40,20) Yy
~_ 1
u = §(57 4, 4)

Cuando identificamos la arista que hay que eliminarse y la eliminamos, en-
contrar la nueva arista que debe entrar requiere un niimero méximo de (m —
|Cr|)(n—]|Ck|) actualizaciones del valor « involucrado. Luego de anadir la arista,
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6.5. Una interpretacién del problema dual

necesitamos actualizar el valor de algunas variables, y esta situacion requiere
|Crh| 4+ (n — |Ck|) actualizaciones.

Ahora probaremos la convergencia del algoritmo:
Teorema 19. El algoritmo 1 produce, como salida, una solucion igualitaria.

DEMOSTRACION. De acuerdo con la Proposicién 7, el Procedimiento 1 pro-
porciona vectores duales factibles u y v asi como una a-grafica completa g para
un problema de distribucién A. Calculamos el valor de las variables primales de
acuerdo al Procedimiento 2 (Paso 3): Si estas variables primales son factibles
entonces el algoritmo termina y tenemos una solucién 6ptima para (6.5-6.8)
y, consecutivamente, de (6.1-6.4). Si las variables primales X que resultan del
Procedimiento 2 no son factibles, entonces aplicamos el Procedimiento 3 (Paso
4) con entradas X,u,v y g. En la ejecucién de este procedimiento tenemos una
solucién dual factible (representada por los vectores duales u y v) y un conjunto
de variables primales no factibles. Mas ain, algunas de estas variables primales
tienen valores negativos. De acuerdo al Procedimiento 3, escogemos la variable
primal con el valor mas negativo para dejar la base. Como mostramos en la prue-
ba de la Proposicion 11, existe una unica variable primal que deberia entrar a
la base para mantener la solucién dual factible. Asi, lo que el Procedimiento 3
estd haciendo, es ejecutar un paso del método simplex-dual. Entonces, desde el
Paso 4, estamos haciendo el método simplex-dual pero utilizando la informacion
relacionada con la a-gréfica completa que se tiene. Esto asegura que el algoritmo
converge a algunos vectores duales v y v para A y algunas variables primales
X. Entonces, la salida del Algoritmo 1 es una solucién éptima de (6.1-6.4). O

Ejemplo 6.5. Continuamos aplicando el Algoritmo 1 para los vectores duales
u y v para el problema de distribucién dado en el Ejemplo 6.1 y su a-grdfica
obtenida en el ejemplo 6.4. Asi, necesitamos aplicar el Procedimiento 2 para
encontrar las variables primales correspondientes X. Luego de hacer esto, no-
tamos que X es una solucion primal factible. Entonces, el algoritmo termina.
La Figura 6.5 muestra la a-grdfica optima y los vectores duales asociados son
variables dptimas de (6.5-6.8), con w = 60/13 ~ 4,615. Entonces, una solucidn
tgualitaria donde el agente con menor valoracion recibe el mdximo monto posible
para el Ejemplo 6.1 es de la siguiente manera:

[ 7/13 6/13 0,0

X = 1/13 0,0 12/13 |°

Nétese que si se asigna 1/n de cada bien a cada agente, cada uno de ellos obtiene
unicamente 4 unidades.

6.5. Una interpretacion del problema dual

En la Seccién 6.3 introdujimos el problema de programacién lineal (6.1-6.4)
que nos permitié encontrar la maxima solucién igualitaria. Podemos establecer
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6.5. Una interpretacién del problema dual

una forma general de este problema de la siguiente manera:

Max cz sujeto a (6.12)
Z QijTij — 2 > bj VJ eEN (613)
ie M
Z Tij = d; Vie M (614)
JEN
IUZO Vie M,Vj € N. (615)

conc>0yb; >0,j€Nyd; >0,ic M. Como establecimos anteriormente,
esta es una formulacion generalizada a un problema de cémo distribuir un con-
junto de bienes continuamente divisibles entre un conjunto de agentes. Como en
el modelo presentado en (6.1-6.4), a;; representa la valoracién del bien ¢ para el
agente j y x;; indica la fraccién del bien i que serd asignado al agente j. De la
misma manera, z representa un monto minimo que cada agente debe obtener de-
bido a la distribucién de los bienes pero, de hecho, ellos estdn obteniendo ¢ veces
este monto, con ¢ € R, ¢ > 0. Asi, ¢ es la valoracién de una unidad obtenida por
la distribucién. En (6.1-6.4), tenemos que ¢ = 1. b; indica un monto adicional
al monto z que debe ser asignado al agente j. También, puede ser interpretado
como si el agente j ya cuenta con bienes que el valora en b;. En nuestro modelo,
b; = 0 para cada j € N; asi, cada agente est4 obteniendo inicamente el monto z
y, debido a la Proposicién 5, la solucién obtenida es igualitaria. Adicionalmente,
d; representa el nimero de bienes del tipo ¢ disponibles para su distribucion.
En (6.1-6.4), tenemos d; = 1 para todo ¢ € M; entonces, se cuenta con un tnico
bien de cada tipo 1.

El correspondiente problema dual del problema generalizado anterior es

Min Z d;v; + Z bju; sujeto a

ieM JEN
QU < Vi e M, Vj eN (616)
Z uj =c (6.17)
JEN
uj >0 Vj e N. (6.18)

Podemos considerar a M como un conjunto de origenes y N como un conjunto
de destinos. Asi, d; representa el niimero de bienes en el origen ¢ y b;, el niimero
de bienes en el destino j. v; ¥y u; indican el valor de un bien en el origen ¢
y el valor de un bien en el destino j, respectivamente. Asi, de acuerdo con
(6.5), necesitamos encontrar los valores para v;, i € M y uj, j € N tales
que la valoracién total debido a los bienes en los origenes y los destinos sea
tan bajo como sea posible. Podemos interpretar a las cantidades a;; como una
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tasa de cambio entre los valores en el origen ¢ y el destino j. Las restricciones
(6.16) indican cémo los valores de los bienes entre los origenes y los destinos se
relacionan. También, en la restriccién (6.17), el valor de una unidad del monto
obtenido por los agentes en (6.12-6.15), debido a la distribucién de los bienes,
se debe repartir entre los destinos.

6.6. Conclusiones

En este capitulo mostramos cémo resolver un problema de divisién justa
tal que el agente que obtiene el menor monto obtiene el mayor valor posible.
Esta solucién no tiene una propiedad que algunos estudiosos de la teoria de la
divisién justa considera como muy importante: no es libre de envidias. Nosotros
consideraremos que si los agentes actiian racionalmente ellos deben preferir una
solucién en donde reciben un valor mayor a una libre de envidias pero donde
estan recibiendo un monto menor. Para estudiar soluciones libres de envidias
necesitamos anadir mas restricciones al problema de programacién lineal origi-
nal, y por el momento esto queda fuera de los alcances de esta tesis.
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