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Resumen

En este trabajo analizamos diferentes esquemas de vacunacién para una pobla-
cion clasificada en dos cohortes en un modelo SIR. El modelo se divide en tres
clases, en la cuales los individuos que son vulnerables a la enfermedad, o pueden
contagiarse con ésta, se conocen como susceptibles (S), los que poseen la enfer-
medad y estdn en condiciones de transmitirla son conocidos como infectados (I)
y, por tltimo, una tercera clase de individuos se conocen como recuperados (R),
que son los que algin momento estuvieron infectados y no volveran a tener la
enfermedad.

Siguiendo el enfoque de [21][22][16][1][2], a partir de un modelo SIR mo-
dificado, cada clase la dividimos de acuerdo a un grupo de edades especifico,
en particular en individuos jovenes y adultos. Adicionalmente, se introducen
nuevos parametros al modelo para describir los contagios entre individuos de
grupos de edades con diferentes clases.

Utilizando los resultados de Dushoff [2] y de Elbevack [1], planteamos dife-
rentes modalidades de vacunacion enfocada, en su mayor parte, en algin grupo
de edad, y se calcula asi el tamano final de la epidemia; es decir, el niimero
total personas que fueron infectadas. De acuerdo a esta informacion, hicimos un
analisis de las estrategias que se podrian seguir para que se aminore el impacto

de una epidemia de influenza en una poblacién dada.
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En el capitulo 1 se puede observar una breve introduccién y motivacion al
estudio de la modelacién epidemiologia, los tipos de modelos que se usan para
esta, y como ha afectado la Influenza en los iltimos anos al mundo. En el capitulo
2 mostraremos algunos modelos de la teoria clésica de modelacion de epidemias,
asi como también basados en resultado de [2] deduciremos el nimero bésico de
reproduccién, y su relacion con el ntimero tipo de reproduccion. Mostraremos
como calcular el tamano final de una epidemia para un modelo SIR divido por
cohortes de edad. Finalmente, en el capitulo 3 usaremos los conceptos vistos en
el capitulo 2 para estudiar la dindmica de un modelo SIR por cohortes de edad,

y hacer el andlisis de estrategias de vacunacion.
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Capitulo 1

Introduccion

Las infecciones respiratorias agudas (IRAs) constituyen un grupo complejo y
heterogéneo de enfermedades ocasionadas por un gran nimero de agentes, que
representan para todos los paises un importante problema de salud publica,
tanto por su morbilidad como por su mortalidad, lo que demanda la implemen-
tacion de programas eficaces para su prevencién y control.

Las TRAs representan la principal causa de morbilidad en el mundo y la
causa mas frecuente de utilizaciéon de los servicios de salud en todos los paises.
En México constituye un problema de salud publica prioritario por su continua
presencia dentro de las diez principales causas de defuncién en distintos grupos
de edad. Entre estas enfermedades se encuentra la influenza.

La influenza es una enfermedad de las vias respiratorias causada por un virus
extremadamente contagioso, existen tres tipos diferentes de virus (A, B, C) los
cuales pueden mutar (cambiar), y existen varios subtipos. La incidencia de la
influenza es mas frecuente en otono e invierno. Es importante conocer acerca de
ésta enfermedad, porque afecta a todas las edades y, en mutaciones importantes

del virus, suele causar complicaciones graves e incluso la muerte en un gran



numero de personas, frecuentemente en ninos y ancianos.

Se dice que una epidemia ocurre cuando una enfermedad afecta a un ntimero
de individuos superior al esperado en una poblacién durante un tiempo deter-
minado. Si la epidemia se extiende por varias regiones geograficas de varios
continentes, o incluso en todo el mundo, se llama pandemia.

La influenza ha sido una de las causas de las principales pandemias en el
mundo. La historia ha mostrado que si los paises no reaccionan a tiempo, pagan
un mayor tributo en el tiempo, no sélo en recursos econémicos, sino también en
vidas. Una epidemia a escala mundial fue el brote de influenza que asolé a la
humanidad entre 1918 y 1919. Los primeros casos se detectaron en los E. U. A.
dos meses mas tarde, se presentaron contagios masivos en Espana, Francia e
Inglaterra. Esta pandemia de 1918 fue la mas severa; se estiman en 21 millones
los muertos en todo el mundo [10].

Anualmente, en promedio, la poblacién afectada por influenza puede estar
entre un rango de 5% a 20%, lo que provoca hasta 500 mil defunciones cada
ano. De acuerdo a los datos referidos por los Centros para la prevencién y
control de las enfermedades (CDC), en los E. U. A, mas de 200 mil personas
son hospitalizadas por complicaciones de la influenza y unas 36 mil personas
mueren a causa de la influenza.

En México, desde 1994, la influenza es un padecimiento sujeto a vigilancia
epidemioldgica y notificacién obligatoria e inmediata, de acuerdo a la Norma
Oficial Mexicana NOM-017-SSA2 de vigilancia epidemioldgica. Ademds, forma
parte del sistema de vigilancia epidemiolégica de influenza (SISVEFLU) es-
tablecido por la Secretaria de Salud. Las unidades de vigilancia de todas las
instituciones del Sistema Nacional de Salud (SNS) deben notificar la ocurrencia

de casos nuevos de influenza de forma inmediata, antes de que transcurran 24



horas desde su deteccion, simultaneamente a través de los niveles técnicos ad-
ministrativos del SNS y al érgano normativo nacional del Sistema Nacional de
Vigilancia Epidemiolégica (SINAVE).

En abril de 2009 en México comenzé a circular un nuevo virus de influenza
identificado como influenza tipo A (HIN1) [25]. La propagacién del virus fue
inminente. El primer brote se identificé en la region sureste y luego continué por
el centro y norte del pais.

El comportamiento de las IRAs en los iltimos anos se tenia de forma esta-
cional clésica; sin embargo se observa que durante el 2009, existié un aumento
stibito del reporte de casos, lo que desencadené en la declaracién de la primera
pandemia del siglo XXI. En 2009, en la Republica mexicana se reportaron 72
mil 548 nuevos casos de influenza, de los cuales mil 316 fueron defunciones.

Es importante hacer énfasis en la vigilancia epidemioldgica ya que, a través
de ésta, en sus diferentes rubros, se puede obtener informacién para poder estu-
diar y analizar el impacto y la severidad de la enfermedad en diferentes estratos
poblacionales.

Hoy en dia el uso de modelos matemdticos para el estudio de estos proble-
mas es de primordial importancia. Los objetivos tltimos de los modelos son
describir, explicar y predecir comportamiento de fenémenos y procesos en ge-
neral [17]. Sin embargo, la implementacién de los modelos se ve limitada con
frecuencia por la falta de conocimientos o informacion acerca de los principios
bésicos del fenémeno en cuestion. Los modelos y simulaciones por ordenador
son herramientas 1tiles que ponen a prueba teorias, responden preguntas es-
pecificas, determinan la sensibilidad de los cambios en los parametros de los
que depende el modelo y a los pardametros clave que quieren explicar los da-

tos observacionales. La comprension, via los modelos, de las caracteristicas de



transmision de enfermedades infecciosas en las comunidades, regiones y paises
puede conducir a mejores métodos para disminuir el impacto en la poblacién de
estas enfermedades.

En general, los modelos matematicos se utilizan para comparar, planificar,
implementar, evaluar y optimizar la prevencion y los programas de control. El
modelado también puede contribuir al diseno y anélisis de los datos cruciales
que se deben colectar, para identificar tendencias, realizar predicciones generales
y estimar la incertidumbre en las previsiones.

Segin Montesinos [18], el uso de modelos matematicos de enfermedades in-

fecto contagiosas es importante porque:

1. Pueden revelar relaciones entre elementos de la epidemia que no son ob-

vias.

2. Es posible extraer propiedades y caracteristicas de las relaciones entre sus

elementos.

3. Por diferentes circunstancias, no siempre es posible experimentar con epi-
demias y menos atin con pacientes, ya que puede ser muy costoso, peligroso
o incluso de plano imposible. Por lo tanto, es natural intentar superar esta

dificultad con la construccion de un modelo abstracto.

4. La predictibilidad de los modelos permiten entender la dispersiéon de una

enfermedad infecciosa a través de una poblacion bajo diferentes escenarios.

En la epidemiologia matematica existen, entre otras clasificaciones, dos tipos
de modelos matematicos: deterministas y estocésticos. En un modelo determi-

nista los parametros involucrados no poseen incertidumbre y, en principio, se



podrian hacer predicciones con exactitud absoluta. Por el contrario, en un mode-
lo estocéstico los resultados se interpretan como distribuciones de probabilidad
asociados a las variables involucradas en el modelo. Por ejemplo, supongamos
que necesitamos predecir el tamano final de una epidemia en una poblacién de
N individuos. El modelo determinista proporcionaria un valor tinico, mientras
que el modelo estocéastico permitiria obtener una distribucién de valores de cero
hasta N individuos. Asi entonces, en el esquema determinista, un solo individuo
podria causar una epidemia generalizada, lo que no es muy realista, en cambio,
en el esquema estocastico existe la posibilidad de que la epidemia se extinga bajo
diferentes condiciones iniciales, incluyendo el hecho de que sea un sélo individuo
el que inicie la epidemia [18]. La diferencia es més profunda de lo que aparenta,
y tiene que ver con la cuantificacion de la informacién con que se dispone para
modelar, y la posibildad de prediccién con esta misma informacién. El esquema
estocastico es, en esencia, una generalizacion del determinista. Sin embargo, un
modelo determinista nos permite tener una buena idea de las tendencias centra-
les que se deducen del estocastico. Por lo anterior, no descartamos la utilidad
del esquema determinista pero debemos advertir sobre sus limitaciones.
Nuestro trabajo esta desarrollado a partir del paradigma de la cinética quimi-
ca estocastica. Nuestro modelo a estudiar es un modelo determinista conocido
como modelo SIR que incluye un esquema de vacunacion, que se describe en
amplitud en el Capitulo 2. El antecedente sobre el que basamos nuestro trabajo,
nos remite a los trabajos de Kermack y McKendrick [26] basados en modelos
deterministas. Ellos fueron los primeros en obtener un resultado umbral que
cuantifica el valor critico de la densidad de personas susceptibles, conocido co-
mo Ry, a partir del cual aparece un brote epidémico. Este concepto es clave en

nuestro trabajo y haremos un analisis detallado mas adelante en el Capitulo 2.



Concretamente, el objetivo de este trabajo en analizar diferentes estrategias
de vacunacion en una poblacién que puede ser afectada por una enfermedad
epidémica, buscando proponer una mejor forma de prevenciéon de una enferme-

dad infecciosa y disminuir asi su impacto en la sociedad.



Capitulo 2

Modelo SIR con vacunacion

En este capitulo abordamos el estudio de un modelo SIR determinista, que se
deduce a partir de un modelo estocéstico, al que le incorporaremos un esque-
ma de vacunacion. El objetivo de este capitulo es mostrar la dindmica de una

epidemia bajo vacunacion.

2.1. Modelo SIR epidémico

Al siguiente modelo se le considera epidémico puesto que la duracion de la
enfermedad es corta comparada con la esperanza de vida del huésped. Por tal
motivo los nacimientos y muertes no son considerados. A los pardametros 5 y ~

se conocen como las tasas de contagio y recuperaciéon respectivamente.

dsS
81
dt /8 Y
dl

dR

— =~
at



Para ver su deduccion, consultar Apéndice 5.1.1.

2.2. Modelo SIR endémico

Llamamos a un modelo epidemiolégico endémico cuando se considera que la
enfermedad permanentemente estd presente en una poblacion. En este caso a
diferencia del anterior si se consideran nacimiento y muertes. Para mantener el
tamano de la poblacién constante, se supone, de forma simple, que el niimero
de nacimientos es igual al nimero de muertes, lo cual nos lleva a considerar que
la tasa de natalidad pu es igual a la de mortalidad. De lo anterior se obtienen las

siguientes ecuaciones para el modelo SIR endémico

as

— = pQ) — BSI — pS

dl

pri BST —~vI — pl, (2.2)
dR

— =1 — uR.

di 7=l

Donde 2 es el tamano de la pobalcion.

2.3. Modelo SIR con vacunaciéon

Entendamos por inmunidad al término que describe el estado de tener sufi-
cientes defensas biolégicas para evitar una infeccion, enfermedad u otra invasién
biolégica no deseada [13]. A continuacién mostraremos que sucede con los mode-
los anteriores cuando consideramos que existe alguna estrategia de vacunacion,

lo que permite que a una parte de la poblacion le sea conferida inmunidad.



2.3.1. Modelo SIR endémico con vacunacion

Si se considera ahora, que una pequena parte p de la poblacién es vacuna-
da al momento del nacimiento, lo que comunmente se hace en los centros de
salud, y que la vacuna es efectiva para una fraccién e de la poblacién, la cual
fue vacunada, se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones para nuestro modelo
epidemioldgico incluyendo el supuesto de nacimientos y muertes en la dindmica

de este sistema.

ds

i (1 —ep)uSt — BST — S,
dV

R 0O—

o~ epr BV,

dl

dR

— =~I — uR.

7 = R

2.3.2. Modelo SIR epidémico con vacunacién

En el caso es que no se consideran nacimiento ni muertes en la poblacion,
debido al poco tiempo de presencia de la enfermedad en ésta, la inclusion de

vacunacion en éste es efectuada de la siguiente forma:

» Consideramos una nueva clase V' la cual representard la poblacion que es

vacunada, y la cual se considera inmune a la enfermedad.

= La poblacién permanece constante, de tal forma que bajo la adicién de la

condicién anterior tenemos ahora que N =S+ 1+ R+ V.

= Se vacuna un porcion p de la poblacién, teniendo asi que en la clase V'

estara esta porcién considerada inmune; asi, V' = pV.



Para el andlisis de éste modelo incluyendo vacunacién, sélo es necesario retirar
la poblaciéon inmune de la dindmica, y analizar el modelo SIR epidémico, con un
nuevo tamano de poblacion ahora reducido, al igual que el niimero de personas

susceptibles debido a la exclusién de las personas inmunes.

2.4. Modelo SIR por cohortes de edades

Anteriormente hemos considerado la poblacién dividida en tres clases dife-
rentes: individuos susceptibles, infectados y recuperados. Para nuestro interés
dividimos ahora cada una de éstas clases en ¢ cohortes, i = 1,2,---,m que
representaran subpoblacion en un grupo de edad especifico. Como podemos ver
a continuacién, podemos dividir cada una de estas clases en 3, de acuerdo con

el esquema de edades que sigue

[0-15) [15-30) Mayores de 30
S1 Sy Sy
I I, I
Ry Ry R

10



Dada la divisién anterior en 3 cohortes de edad, las ecuaciones para el modelo

epidemiologico estan dadas como sigue

dd_Stl = —pS1(c11ly + crals + c1113),
dd_% = —[3Ss(carly + cools + co313),
dd_% = —B53(ca1 1y + c32ly + c3313),

dl,

dat BSi(ciily + cialy + cnnls) — v,
% = BSs(co1 ]y + caoly + co3l3) — 1y,
% = 355(cs1 1y + caals + c33l3) — V13,
% =1,

% = 1y,

% = vI;.

Donde la siguiente matriz, la llamaremos matriz de contactos, puesto que repre-
senta que tanto poder tiene una persona de la cohorte ¢, para contagiar a otra

persona de la cohorte j o de su misma cohorte.

C11 C12 Ci13

¢ = Co1 Co2 Co3 (2-4)

C31 C32 Cs3
2.5. Numero basico de reproduccion

Usando resultados de van den Driessche [14], consideramos una poblacion he-

terogénea cuyos individuos son distinguibles por edad,comportamiento, posicién

11



espacial y estado de la enfermedad, podemos agruparlos en n comportamientos
homogéneos. Un modelo general de epidemias se describe a continuacion.

Sea x = (x1,Z2,...,%,), con x; > 0 el nimero de individuos en cada com-
portamiento. Los primeros m comportamientos de z corresponden a individuos
infectados. El niimero basico de reproduccion puede no ser determinado de la
estructura del modelo matematico sélo, pero depende de la definicion del com-
portamiento infectado y libre de enfermedad.

Consideremos X el conjunto de todos los estados libres de enfermedad.
Xe={x>0|x;=0,i=1,2,...,m};

es decir, todos los x para los cuales el nimero de personas infectadas es 0.

Sea §;(x) la tasa de aparicién de nuevas infecciones en el comportamiento 4,
y U (x) la tasa de transferencia de individuos en el comportamiento ¢ de todas
las otras maneras. Y sea U, (z) la tasa de transferencia de individuos fuera
del comportamiento 7. Asumimos, ademéds, que U, (z),T; (z) y i(z) tiene al
menos 2 derivadas continuas en cada variable.

Las siguientes ecuaciones, junto con las condiciones iniciales, forman el mo-

delo de transmision de la enfermedad
;= fi(x) = Fi(x) = BVi(x), i=1,...,n, (2.5)
donde U; = U; (z) — T () satisfacen las siguientes propiedades:
1. Si z > 0 entonces §;(z), T (z),U; (r) > 0 parai = 1,...,n; es decir, si

son no negativas.

2. Six; € X, entonces U, (z) = 0. Si un compartimento esté vacio, entonces
no puede haber ninguna transferencia de individuos fuera del comparti-

miento por la muerte, infeccion, ni cualquier otro medio.

12



3. §i = 0sii > m. Surge del hecho que la incidencia de la infeccién por

comportamientos no infectados es cero.

4. Si z € X, entonces §;(z) = 0y U =0 parai =1,...,m. Es decir, el

estado libre de enfermedad.

5. Si §(x) es igual a 0, entonces todos los valores propios de D f(zg) tienen
parte real negativa, donde D f(xo) = 0f;/0x;, con x, el Estado libre de
enfermeda (ELE).

Usamos los resultados de [14] para deducir el nimero bésico de reproduccién

y enunciamos el siguiente lema para el (ELE).

Lema 2.5.1 Sixzg es un ELE de 2.5 y fi(x) satisface las propiedades anteriores,

entonces la derivada D§(xg) y DU(xy) se pueden escribir como

F 0
D3 (o) = :

0 0

V 0
Dm($0> =

J3 Jy

Donde F y 'V son las matrices de tamarno mxm, definidas por F' = (0f;/0x;)(x¢)
yV = (0v;/0x;)(x0). Ademds, F es no negativa, V' es una M-matriz no singular

(ver Apéndice 5.2.2), y todos los valores propios de Jy tienen parte real postiva.

La demostracién puede ser consutada en [14]. El niimero bésico de reproduccién
Ry, es el nimero esperado de casos secundarios producidos en una poblacién
totalmente vulnerable, que produce un primer individuo infectado. Mas ade-
lante enunciaremos un teorema que nos da una idea del comportamiento de la

infeccion dado que conocemos cual es el valor de R,.

13



Para la deduccion del Ry partimos de la linealizacion de (2.5) sin considerar

reinfeccion, de la cual resulta:
& = —DU(zo)(x — x0). (2.6)

Por la propiedad 5, el ELE es asintéticamente estable, entonces la ecuacién
anterior puede ser usada para determinar el destino de un pequeno nimero de
individuos infectados introducidos a una poblacién libre de enfermedad. Sea
1;(0) el nimero de individuos infectados inicialmente en el comportamiento
iy sea ¥(t) = (¢P1(t),...,¥m(t))T el nimero de estos individuos infectados
inicialmente que quedan en los comportamientos de infectados después de ¢
unidades de tiempo. Donde el vector ¢ es el de las m primeras componentes de
x, la particién de DV (xy) implica que ¢(f) satisface ¢'(t) = —V(t), el cual
tiene tnica solucién ¥ (t) = e **1)(0). Luego por el Lema 2.5.1, V' es no singular,
por lo tanto invertible y todos los valores propios tienen parte real positiva, asi;
integrando F'(t) de cero a infinito se obtiene el nimero esperado de nuevas
infecciones producidas por los individuos inicialmente infectados como el vector
FV=(1(0)), donde F es no negativa, V es no singular, y V! es no negativa.

Interpretando las entradas de F'V !, desarrollamos una definicién mateméti-
ca de Ry, consideramos el destino de un individuo infectado introducido en un
comportamiento k£ de una poblacién libre de enfermedad . La (j, k) entrada de
V=1 es la duracién media de tiempo que este individuo pasa en el comporta-
miento j durante su tiempo de vida, asumiendo que el resto de la poblacién
estd cerca del ELE y sin considerar reinfeccién. La entrada (i,j) de F es la
taza a la cual un individuo infectado en el comportamiento 5 produce nuevas
infecciones en un comportamiento 7. Por lo tanto, la entrada (i, k) de FV !

es el numero esperado de nuevas infecciones en el comportamiento ¢ producido

14



por un individuo infectado originalmente introducido en un comportamiento k.
Esta es nuestra matriz de nueva generacion, la cual puede ser deducida de otra

forma, y haremos referencia a ella en la siguiente seccion. Finalmente escribimos
Ry = p(FV™), (2.7)

donde p se define como el radio espectral de una matriz, (Ver Apéndice 5.2).

El estado ELE, x(, es asintéticamente estable si todo los valores propios de
la matriz D f(z() tienen parte real negativa, y estable si éstos tienen parte real
positiva. Por el Lema 2.5.1, los valores propios de D f(x() pueden ser particio-
nados en dos conjuntos correspondientes a los infectados, y a los no infectados.
Estos dos son respectivamente, los valores propios de F'— V' y lo valores propios
de —J;. Nuevamente por el Lema 2.5.1, los valores propios de J; tienen parte
real negativa, por lo tanto, la estabilidad de el ELE esta determinado por los
valores propios de F' — V.

En el siguiente teorema enunciaremos una propiedad para el Rj.

Teorema 2.5.1 Consideremos el modelo de transmision de la enfermedad da-
do por (2.5), con f(z) satisfaciendo las condiciones 1-5. Si xog es un ELE del
modelo, entonces xo es asintoticamente estable si Ry < 1. Pero inestable si

Ry > 1.

Demostracién 2.5.1 Sea J; = F —V donde V es M-matriz no singular, y
F no negativa, entonces —J; =V — F tiene patrén de signo Z (Ver Apéndice
5.2.2). Y asi, s(J1) < 0 <= —J; es una M-matriz no singular, donde s(Jy)
denota el maximo de las partes reales de los valores propios de la matriz J, ya
que FV =1 es no negativa, —J, V' = I — FV~! también tiene patron de signo
Z, aplicando entonces Lema 5.2.2 del Apéndice , —J, es M-matriz no singular

siy solo si [ — FV~! es M-matriz no singular.
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Finalmente, ya que FV = es no negativa, todo los valores propios de FV 1
tienen magnitud menor o igual que el radio espectral p(FV 1), y asi [ — FV 1
es M-matriz no singular <= p(FV 1) < 1. Por lo tanto, s(j;) < 0 si y sdlo si
Ry < 1.

La sequnda equivalencia sigue del Lema 5.2.3 del Apéndice 5.2.2, con H =V
y K = I el resto de las equivalencia sigue como en el caso no singular, por lo

tanto s(J;) =0 si y sdlo si Ry =1, implica que s(j1) > 0 si y sdlo si Ry > 1

2.6. Numero tipo de reproducciéon

Muchas veces cuando obtenemos el numero basico de reproduccion, pue-
de ser complicado su uso analitico debido a la gran cantidad de variables que
éste tiene, siendo un problema también cuando se usa numéricamente. A con-
tinuacion deduciremos el nimero tipo de reproduccién, que se obtiene de los
resultados de Heesterbeek [22], donde ademds nos brinda un teorema que rela-
ciona este nimero tipo de reproduccién con el nimero bésico de reproduccion,
permitiéndonos asi un mejor entendimiento de este tltimo.

El nimero tipo de reproduccion es el nimero esperado de casos en los indi-
viduos de la cohorte 1, causada por una persona infectada en la cohorte 1 en
una poblacion totalmente susceptible, ya sea directamente o a través de cadenas
de infeccion pasan a través de cualquier secuencia de las otras cohortes. En la

Figura 2.1, se ilustra éste.
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Figura 2.1: B Tipo 1 y U Tipo 2

Supongamos para empezar que nuestro modelo pose n cohortes de edad,
consideremos el caso cunado alguna cohorte, en nuestro caso el 1. Es la cohorte
al cual se destinaran el esfuerzo de controlar la epidemia, como lo es, mediante la
aplicacion de vacuna. Ya sea por que son las persona mas vulnerables, o aquellas
a quienes les es mas efectiva la vacuna.

Usando los resultado de Chow y Heesterbeek [22] [23]. Definimos la matriz

de proxima generacion como:

Roici1 Roiciz ... Roicin
Ropgecor  Rpacaa ... Rpecap

K = (2.8)
R(]ncnl ROncn2 e ROncnn

Donde ¢;; son los coeficiente la matriz de contacto (2.4), pero en este caso para
una poblacion dividida en n cohortes. Y Ry; es el nimero béasico de reproducciéon
en la cohorte 7. Y se define el nimero basico de reproduccion para la poblacion
en general como p(K), el radio espectral del matriz K de préxima generacién.
La entrada (7, ) de la matriz K representa el nimero esperado de secundarias

enfermedades en la cohorte i, que pueden ser generados por una tipica infeccién
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primaria en la poblacién j susceptible.

Sea ahora el vector e € R", e = (1,0,0,...,0),I la matriz identidad n x n
y P = (pi;) la matriz proyeccién en la cohorte 1, con la entrada p;; = 0y
las demas entradas de P iguales a cero. La segunda generacion de individuos
infectados es descritas por el vector Ke cuya i-ésima entrada (ke); da las nuevas
infecciones en la cohorte ¢ generadas por una primera infeccién de la cohorte 1.

Observemos que la segunda generacion de individuos infectados en las cohor-
te 2,3,...,n puede ser calculada por (I — P)Ke y, a su vez, estos individuos
produciran nuevas infecciones en la tercera generacion de infeccion dados por el
vector K (I — P)Ke. Esta incluye PK (I — P)K e nuevas infecciones en la cohorte
1,y (I = P)K(I — P)Ke en las cohortes 2,3, ...,n. Asi podemos notar que las
nuevas infecciones descritas por K(I — P)Ke no incluyen la contribucién de
individuos infectados de la cohorte 1 en la segunda generacion de infeccion.

Continuando con el proceso anterior, para la (j 4 1) generacién de infeccidn,
el nimero esperado de infecciones en la subpoblacién 1 es e K((I — P)K)’~le.
Teniendo asi que el nimero total de infecciones secundarias en la subpoblacién
1, surgiendo de los primeros individuos infectados esta dado por e” K 3 72 (1 —
P)K)i e, la cual es convergente si p((I — P)K) < 1 (ver Apéndice B 5.2), y
ésta converge el K(I — (I — P)k)"te. Y definimos asf

Ty =e"K(I—(I—P)k) e (2.9)

Ahora, enunciamos el siguiente teorema, que relaciona la expresion hallada

del ntmero tipo de reproducciéon, con el nimero basico de reproduccion.

Teorema 2.6.1 (Roberts and Heesterbeek) Dado T} como en 2.9, si p((1—
P)K) < 1, Se tiene que:

» 71> 1 siy solo si Ry > 1.
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w Sty solo si la subpoblacion 1 es objetivo de vacunacion, entonce la infec-
cion serd erradicada de toda la poblacion si la fraccion de vacunacion py

es tal que; py > 1 — 7

(Ver demostracién en Apéndice 5.3.)

2.7. Tamano final de la epidemia

Usando resultados de Elbevac (1977) [1], podemos calcular el tamano final,
de una epidemia para un modelo dividido en cohortes de edad como, es nuestro
caso. El esquema general de nuestro modelo considerando esta vez sélo dos
cohortes de edad, puesto serd nuestro enfoque especifico, esta dado por

2

i =1

(Z cisl ) . (2.11)

Tomano la Ecuacién 2.12, y multiplicando por ¢;;, nos queda:
Cinj = Cijf)/[j- (213)

Sumando 2.13 respecto a 7, de 1 a 2, se llega a

ZCU = 72% Js (2.14)

7=1

[\

remplazando 2.14 en 2.10, llegamos a

_BS 12% R;). (2.15)
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Reescribiendo

o lo que es lo mismo

S, _ iy, Ry

dt  yN; o Yodt
dS;  —f <

= ciidR;.
Si WNi; 7

Integrando de 0 a ¢, obtenemos

Si(t) = Sig exp (;Nz ; cij(R;(t) — R;(0)) )
= Sio €Xp (’}/_]\sz JZ_; Cinj<t> - ;CUR](O) ) s (216)

Donde S, es la poblacién inicial de susceptibles. Pero 2221 ¢;;R;(0) = 0, debido
a que inicialmente consideramos que en la poblaciéon hay un niimero determinado
de individuos infectados, y el resto de la poblacién es totalmente susceptible.

Por lo que

J=1

La expresién anterior puedes ser usada entonces, para calcular el tamano final
de la epidemia, si tomamos el limite cuando t tiende al infinito y teniendo en
cuenta que S;(00) + I;(00) + R;(00) = N; y que como la epidemia desaparece;
es decir, no habran mds brotes de infecciones, también [;(co0) = 0. Para la
solucion de la ecuacion anterior, se usaron algoritmos iterativos implementados
en Python, planteados por Watson en 1970 [16], (Ver apéndice 5.4).

Usaremos ahora resultados de Andreasen [33] para mostrar que la ecuacién

(2.17) tiene una tunica solucién cunado ¢ = 1,2. Tomando el limite cuando

20



t — oo en la ecuacién (2.17) y usando el hecho de que R;(00) = N; — S;(00), se

obtiene:
Si(00) B
_ N, — 9, 2.1
Sio exXp <N, ;Cw[ i — Sj(00)] (2.18)
2
6] S (o0
j=1 YiV4 J
2
SZ' 0]
= exp —ZbZ]NJ[l— ](V )})
=1 !
Donde:

B— bllNl leNl ’ (219)
leN2 b22N2

es la matriz de proxima generacion para nuestro modelo.

Sk

Si suponemos ahora que Ny + Ny = 1, y ponemos oy = S

Para reflejar
el impacto de una epidemia en una poblacién totalmente susceptible, hacemos

Sko = N y 0 < Ix(0) =~ 0. De este modo podemos escribir (2.18), como:

2
a; = exXp <— Z bz]NJ[l — Oéj]) .
j=1
La cual, rearreglando se puede escribir como:

2

IOg(O[k) = — Z b”N][l - Oéj]. (220)
j=1
Si hacemos
A b1 N1 b1aNy _ 11 a2 7 (2'21)
ba1 N1 by Ny a21 A2

podemos escribir (2.20) como:
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0=A(1—«a)+ log(a). (2.22)

Donde A = BT y a = (a1, as)’. Si ahora A = diag(Ny, Ny), entonces
A = A"1BA, y asi podemos decir que A es similar a B, por lo cual tienen el
mismo espectro, en particular Ry.

Usando lo anterior, se puede abordar la demostracion del teorema que anun-

clamos a continuacién.

Teorema 2.7.1 El tamano final en la ecuaciones (2.17), tienen unica solucion

(a1, ) en el cuadrado abierto (0,1)2, siy sdlo si Ry > 1

(Ver demostracién en Apéndice 5.5.)
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Capitulo 3

Modelo SIR con cohortes de
edad

En este capitulo utilizaremos los resultados mostrados en el Capitulo 2 en donde
establecimos los conceptos basicos de niimero basico de reproduccion, ntimero
tipo de reproduccion y tamano final de la epidemia, para entender la dindmica
del modelo SIR con cohortes de edad. Basados en estos conceptos, analizaremos
diferentes estrategias de vacunacion para una epidemia de influenza. Se trata de
analizar qué pasa con el brote epidémico cuando agregamos una nueva clase de
individuos al modelo SIR que al ser vacunados no forman parte de la dindmica

del modelo, tal como mencionamos en 2.3.1.

3.1. Modelo SIR para 2 cohortes de edad

A partir de la informacién distribuida en el Boletin Epidemioldgico de la
Organizacién Mundial de la Salud (OMS) [15], y de los resultados mostrados

por Dushoff [2], planteamos un modelo que considera dos cohortes de edad en
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un sistema SIR. Los dos grupos o cohortes de edad son, por un lado, los menores
de edad y los jovenes. En esta cohorte destaca la posibilidad de interactuar con
mas personas de sus misma clase o grupo y que poseen un “alto” poder de
transmision epidémico. Adicionalmente, se sabe que la efectividad de la vacuna
en ellos es mayor. Por otro lado, la otra cohorte contempla a los adultos y
ancianos, cuya caracteristica que se asume es que tienen un menor contacto con
otros individuos, y que la vacuna es menos efectiva en ellos.

A partir de lo anterior, establecemos el siguiente sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias que describe la dindmica del modelo SIR con dos cohortes
de edad. Las cohortes se acoplan matematicamente mediante los coeficientes c;;

como a continuacién se muestra:

% — —%(Cnh + c1215),

% — —%(021]1 + c9015),

% _ %@uh + cinly) — A1,

% = %(611]1 + c121y) — 71, (3.1)
% =71,

% — .

Los pardametros S; representan a la poblacién de individuos susceptibles en la
cohorte 7, I; a la poblacién de individuos infectados en la cohorte i y R; a la

poblacién de individuos recuperados en la cohorte 7, con i = 1, 2.
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3.1.1. Numero basico de reproduccién R

Como vimos en el capitulo anterior, usando 2.5, de forma compacta descri-

bimos a nuestro modelo de la siguiente forma

donde,

F= (gﬁ) (20) (3.3)

V= (giﬁ (o), (3.4)

donde x( es un punto de equilibrio. El nimero basico de reproduccién se intro-

duce como sigue

Ry = p(FV™1); (3.5)

es decir, el radio espectral del producto de la matriz F' con la inversa de la
matriz V.

Para nuestro sistema se tiene que zo = (S7,59,0,0, RY, R9)" es punto de
equilibrio en el (ELE), donde S + R = N; y S9+ RS = N, son la poblacién en
la cohorte 1 y la cohorte 2 respectivamente, y N = N; + Ny es una constante
que representa el tamano total de la poblacion.

Explicitamente, F' y V' estdan dadas como sigue

B [ Silenli + ciol)

% = X7 )
52(021]1 + 02212)
I
0 =7 '
I,
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De este modo

F:é Sten SYer
N 83621 58022
y
1
V= !
0 ~

A partir de lo anterior encontramos que

0 0
valz ﬁ 51611 51012 l 1 0 :ﬂ S?Cll S?Clg K

N SgC21 58622 v 0 1 ’}/N 53021 53622
tenemos asi

_ BSYe1r + BSIcan

tr(K) >

(3.6)

st

(011022 - 012021)- (3.7)
Sabemos que si A € Ryyo, €l polinomio caracteristico de la matriz esta dado por

t2 — tr(A)t + det(A), (3.8)

donde tr es la traza y det el determinante. Obtenemos los valores propios como

los ceros del polinomio (3.8), como sigue:

tr(A) & 1/tr(A)? — 4det(A)
2

l1o =

ya que sabemos que tr(A4)? —4det(A) > 0, y usando la Ecuacién (2.7), tenemos
que el nimero basico de reproduccién para un modelo con dos cohortes de edad

esta dado por
_ BSYers + BSYea + VA

Fo IN ’

donde el discriminante A estd dado por:
A = 52(5?)2051 - 2&25?53022011 + ﬁQ(Sg)2C%2 + 4&25983012021.
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La dificultad para hallar este parametro Ry lo da, desde luego, el nimero de

cohortes de edad que empleemos.

3.1.2. Numero tipo de reproduccién R,

Del capitulo anterior, a partir de los resultados de Heesterbeck [22], supo-
nemos que contamos con un nimero basico de reproduccién para cada cohorte,
por ejemplo, Ry y Rpe. Cuando la vacunacién es parte el modelo, una porcién
p1 aplicada a la cohorte 1 y una porciéon p, aplicada a la cohorte 2, respectiva-
mente, nos conduce a establecer nimero basico de reproduccion bajo vacunacién
como sigue:

Ryi = Roi(1 — pi). (3.9)

Lo anterior nos permite escribir la matriz de proxima generacion, en un modelo
con inmunizacion, es decir, incluyendo una nueva clase de individuos vacunados,

como sigue

K R01C11(1 - ]91) R01C21(1 - pl) B Ryicin Ryican

302021(1 - p2) R02022(1 - pz) Ryaco1 Ryacan

Usando la Ecuacién (2.7), el nimero bdsico de reproduccion, en la poblacién

bajo vacunacion, esta dado por
R, = p(K,). (3.10)

Escribiendo a R, = R, (p1, p2), como una funcién de las fracciones de vacunacién,
el nimero béasico de reproducciéon para nuestro modelo sera, entonces Ry =
R,(0,0). Encontremos ahora el nimero tipo de reproduccion.

Sea e € R?, un vector unitario cuya primera coordenada es 1, I = Id, la

matriz identidad de tamano 2 x 2, y la matriz de proyeccion P, de tamano 2 x 2,
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cuya entrada (p11) = 1, y las demds entradas son cero. Encontramos que

Ty =e'K,(I - (I - P)K,)™*
1

- mmvlcﬂ(l — Rycaa) — Ry Rypcarcanl, (3.11)
de donde,
0 0
(I -P)K = - (3.12)
0 Ry2c2

Asi tenemos que, bajo las condiciones del teorema 2.6.1, la epidemia desapare-

cerd si se cumple que p((I — P)K) <1y T, < 1, lo que implica que
ROQCQQ(l — pg) < 1, (313)

es decir, la fraccion de vacunaciéon de la poblacién en la cohorte 2 debera ser tal
que

P2>]_—

(3.14)

)
02C22

tr(K,) — det(K,) < 1. (3.15)

En resumen, si garantizamos que las condiciones (3.14) y (3.15) se cumplen,

entonces la enfermedad desaparece.

3.2. Tamano final de la epidemia

Procedemos ahora a mostrar resultados numéricos del tamano final de una
epidemia, con diferentes valores de parametros en el modelo. A partir de la
Ecuacién (2.17), podemos calcular este tamano final y asi analizar diferentes es-
trategias de vacunacion ante una epidemia de influenza. De esta forma podemos

abordar el problema de qué porcentaje de la poblacién, o en qué proporcion en
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cada cohorte, debemos vacunar. También analizaremos el caso de una epidemia
cuando a una poblacion no se le aplica una estrategia de vacunacion.
Consideramos a la poblaciéon dividida en dos cohortes de edad de igual ta-
mano, digamos, unos 10 mil individuos por cohorte. Como condicién inicial, en
cada grupo, la infecciéon parte de un soélo individuo portador de la enfermedad.
En la Figura 3.1 se puede observar el nimero de personas que, después
del ciclo epidemiolégico, pasan por la infeccién, es decir; el tamano final de la
epidemia en cada cohorte. El computo de evl y hasta evh, que se muestran
en la misma figura, se han realizado de tal forma que se pueda observar un
comportamiento general del tamano final de la epidemia, los cuales como vemos
aumentan a medida que aumentamos los coeficientes de contacto. Se supuso, en
esta primer simulacion, que Ry v R sean relativamente pequenos, Ry = 1,1
y Rp1 = 1,3. Vemos que, a medida que aumenta el “poder” de contacto entre
los individuos de diferentes cohortes, el tamano de final de la epidemia aumenta

drasticamente, aunque el aumento en la tasa de contacto sea pequeno.
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R0O1=1.1, R02=1.3
1600 T T

1382
1400 5
I Infl
1200 4 Inf2
Cll |cl2 |c21 | C22
1000 - 1 evl |03 |00 0.0 0.2z

evl | 0.3 0.1 0.1 03
evd | 0.2 0.1 0.1 03
800 - 1 evd | 0.3 0.1 0.1 0.2

P. Infectada

evb | 0.3 0.2 0.2 0.2

600 - 8

Especificacion
evl: Mo contactes entre cohertes
evl: Bajo contacte entre cohortes
ev3: Mayor poder de infeccidn cohorte 1

400} i

200 - 192 175 i evd: Mayor poder de infeccidn cohorte 1
evi: Contacto intermedio entre cohortes
3 evh: Alto contacto entre cohortes
ola2 o280 6 12 7 6
evl ev2 ev3 evd ev5 eve

Figura 3.1: Tamano final de la epidemia cuando Ry; y Rg pequenos.

A continuacién mostramos, en la Figura 3.2, el cémputo de los valores finales
de la epidemia cuando Ry; > Ry, Ro1 = 1,3y Ro1 = 1,9. Notemos que, en la
primera evaluacién, evl, a pesar de que el Ry es grande, el tamano final de la
epidemia es pequeno debido a que el coeficiente de contacto, entre individuos
de una misma cohorte, es pequeno. Notemos que ademés no hay contacto con
individuos de la otra cohorte; es decir, los coeficientes c15 y ¢o1 son cero.

En el resto de las cdlculos, en esta misma figura, muestra que la poblacion de
la cohorte 1, es la mas “afectada”, pese a que valor de los coeficientes de contacto
entre cohortes es alto. Esto sucede debido a que el Ry, es alto, Ry; = 1,9. Para
el caso de la Figura 3.3, cuando Rg; > R, en el primer calculo del tamano
final de la epidemia, es notoria la diferencia en el tamano final de la poblacién
en cada cohorte ya que para la subpoblacién 1 tanto el Ry, como el poder de
contacto ¢;;, entre individuos del mismo grupo, son grandes. De forma similar

observamos que en los demas céalculos se obtiene un mayor tamano final de la
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epidemia en la cohorte 2, ya que en esta subclase el Ry; es grande, Ry, = 1,8.

R0O1=1.3, RO2=1.9

6000 T
5398
4933
5000 4812 1 -
N Infl
4309 == Inf2
_I_ _
4000 1
Cll jc1e 1l 22
© evl |03 [00 0.0 0.2
2 evl [03 |01 [01 [0.3
s} | evd |02 [01 0.1 0.3
gaooo evd |03 |01 |01 |02
- evi |03 [02 0.2 0.2
2000 1903 i _
1637 Especificacion
1427 evl: Mo contactos enire cohortes
evl: Bajo contacto entre cohortes
1000 1 ev3: Mayor poder de infeccién cohorte 1
evd: Mayor peder de infeccidn cohorte 1
ev3: Alte contacto entre cohortes
0
evl ev2 ev3 evd evs
Figura 3.2: Tamano final de la epidemia para Ry < Rys.
R0O1=1.8, RO2=1.1
6000 T T T 5767.
5000 1 ——
I Infl
[ Inf2
4000 3747 4
Cll |jc12 21 |c22
© 3282 evl | 03 0.0 0.0 0.2
2 3233 ev? [03 |01 |01 |03
=
9] ] evd (02 |01 0.1 03
%3000 evd |03 |01 |01 oz
; evd |03 |02 0.2 0.2
2000 | Especificacion
evl: Mo contactos entre cohortes
1145 evl: Bajo contacto entre cohortes
1000 ev3: Mavor poder de infeccién cohorte 1
1 [ evd: Mayor poder de infeceidn cohorte 1
evS: Alto contacto entre cohortes
0 =47 33
evl ev2 ev3 evd ev5

Figura 3.3: Tamano final de la epidemia para Ry > Rps.
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3.3. Tamano final de la epidemia con vacuna-
cién con dos y tres cohortes

Ahora procedemos a hacer un analisis de escenario para diferentes estrate-
gias de vacunacién. El objetivo es conocer el niimero de personas que se veran
afectadas por la infeccién al emplear algin esquema especifico.

Consideramos nuevamente una poblacién dividida en dos cohortes de edades.
En el modelo se consideran diferentes estrategias de vacunacién, modificando el
tamano inicial de la poblacién de susceptibles y, de acuerdo con en el tamano
final de la poblacién infectada que arroja cada una de estas estrategias, se
analiza la mejor de ellas para aplicar vacunacion.

Como primera hipdtesis suponemos que hay dos niveles de transmision: alta
y baja. Esta transmision estd directamente relacionada con el valor propuesto de
Ry. También supondremos que en cada uno de estos niveles se pueden dar las dos
opciones: alto o bajo poder de contacto entre individuos de una misma cohorte.
Nuestro interés se centra en considerar solo estas hipotesis, ya que es suficiente
para darnos una idea del tamano final de una epidemia bajo vacunacion.

Concretamente, en nuestras simulaciones numeéricas, consideramos que solo
se dispone de vacunas para un 50 % de la poblacién total, con la libertad de
poder repartir la dosis de forma arbitraria entre las dos cohortes. Ademas, se
consideran de igual tamano las poblaciones en ambas cohortes, con un primer
individuo infectado y el resto de la poblacién totalmente susceptible. Conside-
ramos también que la vacunacion tiene una efectividad de 80 % en la cohorte
1 y de 30% en la cohorte 2. Dichos valores son sugeridos a partir del Boletin

Epidemioldgico de la OMS [15]. Adoptamos el término efectividad de la vacuna
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como el porcentaje de la poblacion que, al ser vacunado, logra la inmunidad;
es decir, consideramos que no toda la poblaciéon que es vacunada pasa a ser
inmune.

A partir del andlisis de Dushoff [2], s6lo consideramos la estrategia de vacu-
nacién dirigida en una cohorte, teniendo en cuenta que la vacuna restante, que
no es aplicada en ésta, sera repartida entre los individuos de la segunda cohor-
te, como habiamos mencionado anteriormente. Esta consideracion la hacemos
debido a que en la mayoria de paises la vacunacién contra la influenza se centra
mayormente en los jovenes o personas con problemas respiratorios.

Lo que arroja nuestra simulacién, de acuerdo a lo planteado anteriormente,

es como se muestra en las siguiente figuras:

1.0 = T +— Tamafio final de infectados
0.9 ‘“‘»*“xk _‘_'_._—r—v—"_'*_'__’_*i‘—_.__'_ En el cohorte 1
o8 _*—-_q—::‘}f{—{v_.—_’_* +—+ Tamaiio final de infectados
o 0.7 — En el cohorte 2
T 0.6 MO\-\._‘_
E . T
8 Y S~ R10=2.7 R20=2.1
£ 04 ~—,.
0.3 T €11=0.7 C12=0.1
. - =0. =u.
0.2 B €21=0.1 22207
%b3 02 0.4 0.6 0.8 1.0 N1=N2=10,000

Porcion de Individuos vacunados en cohorte 1

Ef1=80% Ef2=30%

Figura 3.4: Alta transmision y alto poder de contacto entre cohortes. El eje
horizontal representa el porcentaje de vacunacién que se destina a la cohorte 1,

y el eje vertical la fraccién del tamano final de la epidemia.

Si consideramos que la cohorte 2 es la mas vulnerable a la enfermedad, es
importante prestarle mucha atencion, ya que las consecuencias seran mas graves

para este grupo.
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Figura 3.5: Alta transmision y bajo poder de contacto entre cohortes.

Debido al poco nivel de contacto entre individuos de la misma cohorte,
c11 = co9 = 0,2, nos lleva a que a medida que la vacunacién aumente en las
personas de la segunda cohorte, las personas que son infectadas sean cada vez

menos en toda la poblacién.

+— Tamafio final de infectados

L0 En el cohorte 1
0.9~
0.8 -“""“x,_*_ﬁ e +— Tamaifio final de infectados
w 0.7 h“%—;—'—*“_"_'_*_’_'_*_’ En el cohorte 2
. —
4‘; 0.6 r—¢—¢—+—¢—+—'—“ “-‘_x‘q_'
5 05 ——
E 0.4 e R10=1.8 R20=1.4
S
0.3 ~——
0.2 | C11=0.7 C12=0.1
0 C21=0.1 C22=0.7
‘1).0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 N1=N2=10,000
Porcien de Individuos vacunados en cohorte 1 Ef1=80% Ef2=30%

N

Figura 3.6: Baja transmisién y alto poder de contacto entre cohortes.

Al igual que en la alta transmisién de la enfermedad, debido al alto poder
de contacto entre individuos de la misma cohorte, al momento de la vacunacion
se deberia tener prioridad por los individuos de la cohorte que es vulnerable, ya
que al momento de que estos sean portadores de la infeccion, su salud se ve mas

afectada que el resto de la poblacién.
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Figura 3.7: Baja transmisién y bajo poder de contacto entre cohortes.

Observamos que en el cambio del tamano de la poblacion inicial de suscep-
tibles debido a la vacunacién, se observa una disminucién en el tamano final de
la epidemia. Lo anterior podria sugerir un tamano para la poblacion inicial de
susceptibles, en el cual el tamano final de la epidemia en ambas cohortes sea lo
menor posible.

También es de resaltar que la eficiencia de la vacunacion, es decir, el por-
centaje de la poblacién la cual logra la inmunidad, influye en el tamano final

de la epidemia, como veremos a continuacion.

+— Tamaiio final de nfectados

0.345 e En el cohorte 2
0.340 —
—
. 0335 R10=2.3 R20=2.1
o
£ 0330 C11=0.2 C12=0.1
2 fazs €21=0.1 (€22=0.2
- N1=N2=10,000
0.320 Ef1=50% Ef2=30%
03138 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Porcion de Individuos vacunados en cohorte 1

Figura 3.8: Efectividad de la vacuna.

Vemos que hasta cierto porcentaje de vacunacion aplicado a la cohorte 1, el

contacto con los demés individuos infectados de la otra cohorte hace que éste
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porcentaje aumente. Después de alcanzar un gran tamano final de la epidemia,
éste empieza a disminuir después de lograr suficiente porcentaje de vacunacién
para la cohorte 2.

En general, podemos también aumentar el nimero de cohortes en el modelo,
de esta forma tendremos un agrupamiento diferente al inicial. ;Qué pasa ahora
si dividimos a nuestra poblacion en tres cohortes de edad? La primer cohorte:
los ninos, quienes tienen mejor recepcion a la vacuna y mayor contacto con
personas de su misma cohorte. Los adultos en la cohorte 2, quienes también
tienen buena recepcion a la vacuna, pero no tantos contactos con personas de
su mima cohorte. Y por ultimo, en la cohorte 3, los adultos mayores, quienes
son considerados mas vulnerables y que en caso de padecer la enfermedad su
consecuencia puede ser fatal. Estas sugerencias son tomadas de [2] y [15].

Para las simulaciones numéricas, consideramos que las tres cohortes tienen
poblaciones de igual tamano. Enfocamos la vacunacién en la primer cohorte
al igual que en la simulaciéon anterior. Suponemos, ademas, que el nimero de
vacunas que no sean aplicadas a la cohorte 1 se distribuyen entre las cohortes 2
y 3, asignando el 30 % y 70 % de éstas, respectivamente, a cada grupo. La razén
de estos valores es que los adultos mayores necesita un cuidado especial segin
[27]. La eficacia de las vacunas de consideran de 80 % para la cohorte 1, 50 %
para la cohorte 2 y 30 % para la cohorte 3.

Enfocamos entonces nuestro analisis para diferentes valores de Ry, de acuer-
do con la cohorte considerada. Fijamos el valor de R y en las otras dos cohortes

decidimos que son menores. Los resultados lo podemos ver en la Figura 3.9:
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Aunque estas tres simulaciones parecen similares, nos proporcionan infor-
macién acerca del comportamiento bajo diferentes cambios en el Ry en cada
cohorte, como ya explicamos. La Figura 3.9-b muestra que, cuando en la cohor-
te 2 el Ry es grande, el tamano final de la epidemia es muy grande debido a que
el porcentaje de vacunacion es alto, como esperabamos. Mientras tanto, en la
Figura 3.9-c, mostramos que, a pesar de un valor relativamente alto de Ry en

la cohorte, a medida que se aplica la vacunacién en la cohorte 1, el tamano de

Porcion de Individuos vacunados en cohorte 1

+— Tamaiio final de Infectados

Enel cohorte 1

+— Tamaiio final de Infectados

Enel cohorte 2
«~—+  Tawmaiin final de Tnfectadas
Encl cohorte 3

RO1=2.3
R02=1.9
R03=1.7

Cl11=0.3 C12=0.15 C13=0.01
C21=0.15C22=0.2 (C23=0.05
C31=0.10 C32=0.05 C33=0.1

Figura 3.9: Tamano final de la epidemia para 3 cohortes.

la epidemia en ésta misma cohorte va disminuyendo.
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Finalmente, en la Figura 3.10, los valores de los coeficientes de contactos
entre cohortes influyen directamente en el comportamiento del tamano final
de la epidemia. Si no existiera contacto entre individuos de diferente cohorte,

entonces tendriamos tres epidemias diferentes, una en cada cohorte.

0.0 ' ' ' ' +— Tamaiio final de Infectados
0.45 - ) En el cohorte 1
0.40 - 1 +—+ Tamaiio final de Infectados
0.35 | | En el cohorte 2
8 0.30 +— Tamaifio final de Infectados
oY F ) En el cohorte 3
L0.25F .

c
= 0.20 —~— ]
0.15 | Cl=03 C12=0.0 C13=0.0
=0.0 C12=02 C23=0.
0.10 L C21=0.0 €22=02 C23=0.0

C31=0.0 C32=00 C33=0.1

O'O%.O 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Porcion de Individuos vacunados en cohorte 1

Figura 3.10: Sin contacto entre cohortes.

El efecto de la vacunacién, al reducir el tamano inicial de la poblacion inicial
de susceptibles en la dinamica del modelo, se ve reflejado en el crecimiento o
decrecimiento lineal del tamano final de la epidemia, tal como observamos en

la Figura 3.10.
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Capitulo 4

Conclusiones

De acuerdo con nuestro objetivos, en este trabajo hemos desarrollado una
teoria para determinar el tamano final de una epidemia y hemos estudiado di-
ferentes estrategias de vacunacion en un modelo SIR con cohortes de edad. Los
modelos matematicos son sélo una aproximacién a los fenémenos que descri-
ben; sin embargo, los modelos que hemos empleado y adaptado, son un punto
de partida para entender cuantitativamente el impacto de la vacunacion sobre
poblaciones afectadas.

La complicacion del modelo SIR empleado esta basada en la division en cada
clase (infecciosos, susceptibles y recuperados) por cohortes o grupos de edad. Lo
complicado del calculo del nimero bdsico de reproduccion Ry, va en proporcién
al nimero de cohortes en el modelo. Un concepto que nos ayuda a este calculo
es el del numero tipo de reproduccion, el cual es el nimero esperado de casos
de infeccion en los individuos de alguna cohorte, causada por una cadena de
infeccion pasan a través de cualquier secuencia de las otras cohortes.

Una conclusion general de este trabajo es que se muestra que aplicar la

vacunacién a un grupo especifico o grupo de edad particular o cohorte de edad, es
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lo més adecuado, ya que provocard una mayor reduccion de individuos afectados
por una epidemia al final de un brote. Esta conclusién es apoyada por [2][15][27],
lo que se ha traducido en la politica de vacunacién en muchos paises, en donde
las campanas son dirigidas especialmente a nifios y ancianos.

Finalmente, debemos observar que, el llamado “poder de contacto” entre
individuos de diferentes cohortes, que se define a través de la matriz de contactos
C, juega un papel importante en tamano final de una epidemia. Por lo que la
determinacién de sus valores es de primordial importancia para completar el
conocimiento del sistema. Este tema seria asunto de un trabajo futuro, en donde

se resolveria el problema inverso guiado por datos epidemiolégicos.
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Capitulo 5

Apéndice

5.1. Apéndice A

5.1.1. Formulacién estocastica modelo SIR

A continuacién formularemos el modelo en un contexto, para lo cual haremos
uso de la teorfa de probabilidades [9].

Supongamos que el proceso de la propagacién de la enfermedad es tal que la
poblacion se puede dividir en tres clases distintas: Las personas susceptibles, S,
que pueden contraer la enfermedad; las infectadas, I, que tienen la enfermedad
y pueden transmitirla, y la clase recuperado, R, a saber, aquellos que tienen
inmunidad, o bien murieron a causa de ésta.

Sean Ni(t), No(t) y N3(t) variables aleatorias que representan el nimero de
individuos en la clase de susceptibles, los infectados y los recuperados al tiempo
t. Denétense por N (t) = [N1(t), No(t), N3(t)]T un vector aleatorio del sistema y
por n(t) = [n1(t), na(t), n3(3)]7 una realizacién del vector N () al tiempo ¢. Sea

P, nyns(t) la probabilidad de que el sistema esté en el estado n al tiempo ¢.
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Para derivar la ecuacién maestra de la quimica que regula la transicion del

sistema entre estados, se necesitan las siguientes hipotesis:

» El vector aleatorio es markoviano N (t) ; es decir, para un conjunto de tiem-

pos sucesivos t; < ty < ... < t,setiene P[N(t,) | N(t1), N(t2),..N(t4—1)]
PIN(ty) | N(tg-1)]-

s N(At) y [N(t+ At) — N(t)] son idénticamente distribuidos.
» Probabilidad de 2 o més transiciones durante (¢,t + At) es cero.

= La probabilidad de que un individuo esté expuesto a la infeccién es pro-
porcional al intervalo de tiempo (¢, + At) cuando At es suficientemente

pequeno.

» Los individuos en cada clase, es decir, susceptibles (S), infectados (I) y

recuperados (R), estdn bien mezclados.

Ademas de las suposiciones descritas arriba, la probabilidad de transicion
puede ser escrita en términos de la funciones intensidad de transicién A; y Ao

de la siguiente manera:

= La probabilidad de que un individuo en la clase susceptible llegue a ser
infectado debido al contacto con un infectado durante un intervalo de
tiempo (¢, + At) es
P(ny,ng,ng, t + Atlng + 1,09 — 1,n3,t) = kAt + o(At)
= )\1712&15 + O(At),
donde k = ny 1, se debe a la naturaleza no lineal de el proceso de infeccién.

La probabilidad de que un individuo particular de la clase S llegue a ser

infectado, es proporcional a la poblacién de infectados.
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= La probabilidad de que un infectado se recupere durante un intervalo de

tiempo (¢,t + At) esta dada por:

P(nl,ng,ng;tlnl, N9 + 1,TL3 — 1, t) = )\QAt + O(At),

donde lima;,o(0(At)/At) = 0. Adoptando la notacion para o(z) como en [11].

5.1.2. Eventos que rigen la evolucién del estado el siste-

ma
Las transiciones entre estados se describen como sigue:
= Un susceptible es infectado.
= Un infectado se recupera.
= Ninguno de los dos eventos sucede.

Las probabilidades de estos tres eventos exclusivos rigen el sistema en un

estado n a un tiempo arbitrario (¢ + At), son respectivamente:
P(nl, No, N3, t+ At]nl + 1, No — 1, ns; t)
= )\1(77,1 + 1)(712 — 1)Atpn1+1,n2—1,n3 (t) + O(At),
P(ny,ng,ns;ting,na + 1,ng — 1;t) = Aa(ng + 1) AP, nyt1ns-1(t) + 0(Al),
P(nl, Ng, N3, t|n1, No, N3, t) = [1 — ()\1711712 + )\ZHZ)At]Pnl,ng,ng (t) + O(At)

Sumando las probabilidades anteriores, se tiene la probabilidad que el siste-

ma esté en un estado n a un arbitrario tiempo (¢t + At).

Pn1,n2,n3 (t + At) - )‘1(”1 + 1)(”2 - 1>Atpn1+1,n2—1,n3 (t) + /\2(712 + 1)AtPn17n2+1,n3—1(t)

+ []. — ()\1711712 — AQHQ)]AtPnhn%n?’ (t) + O(At)
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Tomando el limite cuando At — 0 se obtiene:

de,nz,na (t)

o = M(n1 + 1) (n2 — 1) Poyy1np—1m5(t) + Xa(n2 + 1) Py yi1ms—1(2)

— ()\1711’[12 — )\Qng)Pnhn%ng (t) (51)

La que se conoce como la Ecuacién Maestra (EM). Escribiéndola de otra forma,

se tiene:

dpnl ;12,13 (t)

L = M[(n1 +1)(n2 = 1) Py s1mp—1,05(t) — 11112 Py g s ()]

+ )\2[(”2 + 1)Pn17n2+1,n3—1<t) - n2pn1,n2,n3 (t)] (52)

Definimos ahora el operador un paso.

Df(n) = f(n+1), (5-3)

D) = fln—1). (5.4)
Tendremos entonces:

(nl + 1)(712 - 1)Pn1+1,n2—1,n3 (t) = Dn1D7;21n1n2Pn1,n2n3 (t)

-1
(TLQ + 1)Pn1,n2+1,n3—1 = DngDn3 ’I’LQPnanng.

Usando el operador de paso podemos escribir:

dPnl,ng,n;; (t)

dt - Al[Dm D;21n1n2pn1,n2,n3 (t) - nln?Pﬂl,nz,ns (t)]

+ )\2 [DTLQD;;TLQPTM’I’LQTL:; - n2Pn1,n2,n3 (t)} (55)

De modo que la ecuacién maestra se puede escribir como:

dP(t)
dt

= )\1[Dn1 D;jnlm — nlng]Pn(t)

— Xo[Dy, Dyl ng — no] Py(t). (5.6)
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La ecuacién anterior es no lineal y, en vez de intentar solucionarla, recurrimos
a aproximarla mediante una expansion. La técnica a emplear en dicha expansion
estd basada en el tamano de la poblacion, como parametro asintotico, y se conoce
como el desarrollo omega de Van Kampen para separar la parte macroscopica
de la microscopica. Debido a que para un sistema lineal, las fluctuaciones son
de orden Q2 como resultado, su efecto sobre las propiedades microscépicas
es el orden de Q2. Dendtese ¢(t),0(t) y §(t) las soluciones de las ecuaciones

microscopicas. Sea Y (t) = [Yi(t), Ya(t), Y3(t)]T vector aleatorio que satisface:

Ni(t) = Qo(t) + Q'2Yi(1);

No(t) = QO(t) + QV2Yy(t);

Na(t) = Qo(t) + QV2Y3(t);
Y definase y;(t),y2(t) v y3(t) las realizaciones del vector aleatorio Y (t) que
satisfacen:

ni(t) = Qo(t) + Q2 (¢);

ny(t) = QO(t) + QY2y,(1);
Donde Ny, N, vy N3 son variables aleatorias que representan a las poblaciones

de susceptibles, infectados y recuperados respectivamente. Y ni,no y ng las

realizaciones de estas variables.
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Ahora, tomando la derivada temporal de y;, 92 y y3, se obtiene:

d¢ dyl
0=0— + Q22

dt + dt”’

do dy2
0=0— + Q222

a dt’

dd dyg
0=0Q— + Q222

dt dt’

y de aqui se obtiene que

% — _QI/Q@- % — Ql/2ﬁ- % — Ql/Qd_a

dt dt’  dt dt’  dt dt’ (5.7)

P,(t) se transforma en W, (t) que depende de las variables aleatorias yi, y2 y ys.

dP,(t)  dV,(t)
.  dt
_ oV oWdy | 090y, | O dys
ov 170 0V dop 1,0V df 100V dd
— 2" _Q 1/2———Q 1/2———Q 172~ * %Y ]

Dado que D(ny) = ny 41y como y; = g5 — ¢Q'/?, tenemos que D(y1) =
y1 + Q2. Debido a que trabajaremos con aproximaciones para obtener el
comportamiento macroscopico del sistema dinamico, usando series de Taylor

podemos escribir:

o 1.0

D, =1+Q7 Y2420 + -
Oy 2 ayl
0 1 0?
Dl=1-Q — 4+ Q' — ..,
oyr 2 oy}
0 0?
D2 =1+207"2 — 4207 — —...,
! oy oy
0 1 0?
D, =1+Q Y24 -t
e T
0 1 82
Dl=1-Q" — 40— ...,
Oya 2 ayQ
1 2
D7§51:1_Ql/28+ a )
Jys 2 83/3

46



reescribiendo, hallamos que

dP,(t) _ dY, ()

dt dt
ov  owds . 0Ude 00 ds
-~ _ Q0 1/2———Q 1/2———Q 1/2¥ = %Y ]

= >\1 (Dn1 D;anan — nlng) \I’y(t) — >\2 (DnzD;;TLQ — Tlg) ‘Ify(t)

Desarrollando esta tltima igualdad de la derecha, en términos del operador

de paso
dV, (t
C;Jt( ) = )\1[Dn1 D;;nmg — nﬂ"cg]qu(t) — )\Q[DnQD;;nQ — ng]\Ily(t)
o 1 02 o 1 02
= MO+ V2 e Y1 -T2 ST ) (0
+ Q2 (0 + Q) — (0 + Q7 2) (90 + QY 2y,) | U
o 1 0?2 o 1 0?2
N(1+Q V2 0 2 Y1 -2 C ) (O
Pl T e ) o 2" o

+ Q) — (0 + QY)W

Si llamamos o = Q¢ + Q Y2y, y, B = Q0 + Q~'/?y, v, multiplicando la

expresion anterior término a término se obtiene:

dq]jt(t) - e ngyz ! %Qlaa_;z T Qm@izn - 183/?;1/2
3 9 3 |
el Q_maiys i %Q_laa_; T Q_maiyz - _183/?;3/3
3 9 5 .

Si agrupamos términos
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dW,(t) o 9. 9" 9
el Al[(1+§z—1/2(———)+—(@—

— )P+ .)aB — ap]¥

+ A[14+Q-1/2(=— — =) + — —)?+..)8 -7

Como \; y o difieren en una constante de tamaifio €2, hacemos A\; = Q!

y multiplicando a por [ asi:

o 0. o' o .,

) (= T2 ) (0%
o)+ )20
+ (Gye + 0y + y19Q) — (209 + (Pys + 0y1) QP + y1y2Q)] T

o o, o' 9 ., s
T X1+ Q-1/25 - — 5 o)+ (5 — g )0+ 2 )

— (0 + Q%)

4, (1
dt

= N A+ (—

Si multiplicamos ahora toda la expresién, se obtiene:

v, (t) 9 9 )

_ )\/ 0O~ 929¢+(¢y2+9y1)93/2+y1y29 + 03/2(— 0p + QO — — —
0 8 Q 8 8 0 8

+ Oy) + QA +5 206 + Q2 (— 2(0

+ Oy) + _(8_ - 8_) Y192 — Q200 — (dya + Oy1) Q0% — 4192 Q)P + Ao [Q0
U1 Y2

0 0 0 0 Q0 9 0
+ OL/? +Ql2———0—|—QO——— 5+ — — — —)?%
V2 / (3?/2 5?43) (5y2 ay:’,) (5?/2 Oyg)
QY2 9 0
+ _—— — QO — QY2
9 (8y2 ayg) Y2 ]

Si eliminamos ahora términos en comun con distintos signos se tiene:
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av,(t) 19, 0 0 0 0 _ 0 )
= N[V - )0+ Q°(— — — +0y) + QY - —
dt 1[ (ayl ay2> (b (ayl ay2 )(¢y2 yl) (ayl ay2 >y1y2
Q% 0 0 0 0 Qt o 0
+ (5= )00+ QO — )2 Oy + ) + ——(5— — =) 10| P
2 (ayl 3y2) ¢ <8y1 3y2) (65 o) 2 <ayl 3y2) el
0 0 0 0 Q° 9 0 QY2 9
+ MQ1/2(— — =)0+ (s — =)o+ —(5— — =)0+ —
o2/ (33/2 8y3) <8y2 0y3>y2 2 (ayz 3y3) 2 (3312
9 \o
- —)*|v
ayg) ]
Reuniendo los terminos de orden 92, e igualando con la parte inicial de la
ecuacion, se tiene
0 0 0 0
X, [ (———)9 } . [91/2 (___) 9} w—
' { Oyr  Oys ¢ ? Oy Oys
_q120Ydd 0 dY 0T dy
O lo que es lo mismo:
00 de 0V dl 0V dy _ oY oV _ ov  ov
Q2 Y P L = N QY —ph— ] -\ Q[ —— ———
8y1 dt (9y2 dt 8y3 dt ! [¢ (9y1 ¢ 8y2] 2 [ 8y2 8@/3]

Igualando respectivamente cada una de las derivadas, se obtiene.

dg

— = -\

db )

% == )\19¢ - )\29
dry

— = Xf.

dt ?

Donde | = \Q
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Las ecuaciones anteriores representa nuestras ecuaciones macroscopica, y
conocemos como modelo SIR. Para un mejor manejo de la ecuaciones del modelo
SIR, renombramos las variables de tal forma que tengan una relacion de acuerdo
con cada clase de la poblacion que representa, de esta manera la poblacién ¢
de susceptibles se representa por S, la poblacion 6 de infectados por I, y la

poblacién § de recuperados por R. Ademas las tasas \] = 5y Ay = 7.

dS
- = I
dt /BS Y
dl
dS

agrupando los terminos de orden Q°, e igualando con % se sigue:

O = NP — )0+ 0) + 5 (o — a0 + Xl —
0
5~ VO
Desarrollamos ahora parte derecha de la igualdad
O = X[Oa®) + 0 ) — 6 — 0 ) + 2 ()
— 005 ) + ) el ) — (o) + ()
: :
- )+ 5

Organizando ahora como sigue:
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v 0 , 0 s 0 O I
% - [/\18(8(@1 yl\Il) + )\lw<ayl yQ\II) )\le(ay2 3/1\1') ()\12/} )\2)(ay2 yQ\II) )\2(ay3
00, O 00, O 09, 07 , 09
+[ 17(8915’91@)_ 17(3%83/2\1])_ 17(8923341\1] _( 17_

0 0? \ 0, 07 \ 0 0? 0 02

_ _ _ _ _ _|_/\_
22)(5%5?;2 ) 22(83/233/3 ) 22(893892 ) 22(8y38y3

finalmente, podemos escribir la ecuaciéon anterior en forma matricial.

oV 0 1 0
= —;Aua—%(‘l’%‘) + 523@'%- (5.11)

Z?]

La ecuacién anterior se conoce como la ecuacién Fokker-Planck (FP), la

cual es un tipo especial de ecuacion maestra, que a menudo se utiliza como una
aproximacién a la ecuacién real (5.2) o como un modelo para los procesos més
generales de Markov [12]. Y nos permite conocer la evolucién en el tiempo de la
densidad de probabilidad W(t). Las entradas de las matrices A y B, estdn dadas

como sigue

An A A _ON —gN, 0
A= Ay Ay Ags | = O, oM —X2 O
Azi Asx Ass 0 Ao 0
y
By, B B GON. 06N, 0
B=| By By By | =] =00\, 0N, — X0 0 |,
B3y Bsy Bss 0 — )20 Ao

o1

yﬂ’)]



5.2. Apéndice B

Los resultados que acontinuacion se muestran, se obtienen de las referencias

[20] [19] [11], pueden ser ampliados o consultados en estas misma.

5.2.1. Radio espectral de una matriz

Sea la matriz A n x n, yAq, ..., A, sus los valores propios, entonces definimos

el radio espectral de una matriz A como:

p(4) = mix(| ).

Y para ellos enunciamos las siguientes propiedades:

Lema 5.2.1 Si A € Cyxn, p(A) su radio espectral y || - || una norma matricial

consistente; entonces, para cada k € N: p(A) < || A*||*/* Vk € N.

Demostracion 5.2.1 Si v en un vector propio de la matriz A y A su valor

propio correspondiente, usando propiedades de la norma matricial:

IFIvIE = XV = A< A% - [Ivi]

como ademds v # 0, se tendrd que

IAIF < 1A
y asi p(A) < || A4|/m
Teorema 5.2.1 Si A € C™™ y p(A) su radio espectral, entonces: limy_,, A* =
0 si y solo si p(A) < 1.
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Demostracién 5.2.2 = Si v en un vector propio de la matriz A y A su valor

propio correspondiente, dado que:
Arv = My
tenemos:

0 = (lim A"v

k—o0

= 1im A*v
k—oo

= lim Mv
k—oo

= v lim M\
k—oo

ya que v # 0, se tendria que limy_.o \¥ = 0 lo que implica que |\ < 1.y
por ser este cualquier valor propio, p(A) < 1.

< Dado el Teorema de la forma candnica de Jordan, sabemos que para
cualquier matriz A € C™", P € C™" matriz no singular y J € C™™ diagonal
a bloques existen asi:

A=PJp!

y por lo tanto A* = VJ*V =1 asi si p(A) < 1, entonces |\i| < 1,Vi, deeste
modo:

lim JF =0Vi

k—o0

donde J,,, son los bloques de Jordan, y asi:

lim J* =0

k—o0

Y en consecuencia:

lim A% = lim VJ*V ! = V(lim J*)V ' = 0l

k—o0 k—o0 k—oo
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Teorema 5.2.2 (Férmula de Gelfand) Si A € C"*" y p(A) su radio espec-
tral, entonces:
p(A) = lim |44
k—o0

Es decir; ||A¥|| ~ p(A)* para k — oo

Teorema 5.2.3 Demostracion 5.2.3 Sea A= (p(A) + €)' A, asi:

usando el teorema anterior limy_, oo ArF =0

Y asi usando la definicion de limite, tenemos que existe un Ny € N tal
que Vk > Ny = ||A*|| < 1 y asi Vk > Ny = [|A*]| < (p(A) + €)*,es decir,
Vk > Ni = [|AF|VF < (p(A) +¢)

se considera ahora la matriz:

A=(p(A)—e)'A

. 1 A
y asi: p(A) = 5L

tal que Yk > Ny = ||A¥|| > 1 y entoces, Vk > Ny = ||AF|| > (p(A) — €)* o
k= Ny = [[AS[VE > (p(A) =€)

> 1 como ||A¥|| permanece inalterable, existe un Ny € N

Tomando: N := maxz(Ny, Na)
Ve > 0,IN € N:Vk > N = p(A) — e < || A*||* < p(A) + ¢, es decir,

lim || A¥)|/% = p(4)m
k—o0

5.2.2. M-matrices

Sea s(A) la mdxima parte real de los valores propios de A (la abscisa espec-

tral). Y sea p(A) el radio espectral de A. Una matriz B = (bij) tiene patron de
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signo Z, si bj; < 0 para todo ¢ # j. si B = sI — P donde I es la matriz identidad
y P es no negativa y s > p(P), entonces B es una M-matriz no singular. Si
s = p(P) entonces B es no singular. Otra definicion es, si B tiene patron de

signo Z y s(B) > 0 entonces B es M-matriz no singular.

Lema 5.2.2 Sea H una matriz no singular y suponga que B y BH™! tienen
patron de signo Z, entonces B es una matriz no singular si y sélo si BH™! es

no singular.

Lema 5.2.3 Sea H una matriz no singular y supongamos que K > 0, entonces

(H — K) es no singular si y solo si (H— K)H™' es no singular.

Demostracion 5.2.4 Sea B = H—K entonces, ambos By BH ' = [-KH™1
tienen patron de signo Z, puesto H=' > 0 ya que H es no singular, por lo tanto

por 5.2.2, queda demostrado.

5.3. Apéndice C

5.3.1. Teorema de Hesterbeeck

Teorema 5.3.1 (Roberts and Heesterbeek) Dado T| como en 2.9, si p((1—

P)K) < 1, se tiene que:
w77 > 1 51y solo si Ry > 1.

s Siy solo si la subpoblacion 1 es objetivo de vacunacion, entonce la infec-
cion serd erradicada de toda la poblacion si la fraccion de vacunacion p;

es tal que py > 1—%.
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Demostracién 5.3.1 Una matriz M = PK Y7 (I — B)K)’ se pude cons-
truir de foma similar a la utilizada para enunciar el teorema de Hesterbeeck (ver
Roberts 2003 [21]), pero iniciando con un vector e; para el cual (¢;); = 0 para

i>1, (e)); >0parai <ly(e); #0 para algin i <I.

Cuando p((I — P)K) < 1 la anterior ecuacion converge a
M =PFRK(I~ (- P)K)'

la cual reescribiéndola queda como M(I — K) = (I — M)P K. Como la matriz
K tiene entradas positivas. al valor propio correspondiente al nimero bdsico de
reproduccion Ry = p(K), corresponde un valor propio con entradas positivas w,

esto justificado en el Teorema de Perron-Frobenius.

Por lo tanto (1 — Ro))Mw = Ro(I — M)Pw. Debido a que los elementos de
Muw y Pw son no negativos, se tiene que 1 — Ry y 1 — p(K) o son cero, o tienen

el mismo signo. Concluyendo asi el primer resultado del Teorema.

Para la sequnda parte, supongamos que una proporcion v de individuos de
tipo 1 son vacunados. Entonces Ty llega a ser gracias a la inmunidad (1 —v)T7,

teniendo asi que para la eliminar la infeccion se necesita que Ty < 1 por lo que

U>1—1/T1
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5.4. Apéndice D

5.4.1. Tamano final de la epidemia

Usando resultados de Elveback y Watson [1] [16] podemos calcular el tamario
final de la epidemia haciendo las siguientes suposiciones:

limy o0 Sj(t) = Sjo — o > 0, limy_o0 1;(t) =0, limy oo R;(t) = Ljo +; >0

De este modo, si ponemos o = Iy + «;, usando la ecuacion 2.17, podemos

escribir en

2
I Ry,
0j :Sjo 1+SLO—eXp{— E cijv—js;‘aj}] (512)
J J

=1

Usando procedimientos iterativos, podemos obtener el tamano final de la epi-

demia calculando:

n
0, = 9j0

I = Ry Ry oy
1+ —expl{ — g cii—2o;(n) — E ci»—]ain_ 5.13
Sjo — N, =2 7yN; (5.13)

La estructura general del algoritmo, el cual fue implementado en Python, es

como sigue:

Inicio

Lea condiciones iniciales
%S_10},S_20,I_10,8_20,N_1,N_2

Lea tazas de transmisén y contacto

%R_01,R_20,gamma

o7



%Lea matriz de contactos
$c_{11},c_{12},c_{21},c_{22}$\\
FOR $i=1$ HASTA num_iteraciones HAGA\\
calcule $\sigma_1"n
calcule $\sigma_27°n
Tamafiofinall=$\sigma_1"n
Tamafiofinal2=$\sigma_2"n
FIN

5.5. Apéndice E

5.5.1. Teorema tamano final de la epidemia para 2 cohor-

tes

Teorema 5.5.1 Eltamano final en la ecuaciones (2.17), tienen inica solucion

(a1, az) en el cuadrado abierto (0,1)?, siy sdlo si Ry > 1

Demostracion 5.5.1 Reescribiendo ecuacion (2.22) del capitulo 2 se obtiene:

1

So(ay) =y = —logoq—l—&(l—al)—i-l (5.14)
Q12 12
1

So(ag) =aq = —logal—l—%(l—ag)—l—l (5.15)
21 21

Geométricamente buscamos la interseccion de las dos curvas a; = S(az) ¥y
as = S(aq) en el cuadrado abierto unitario.

Las siguientes propiedades se tienen para Sk

1. Sp(1) = 1. (Existencia del estado libre de enfermedad).
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2. 8/(1) = (1 —akk)/akl,k =1,2,1=2,1.
3. S (a;) <0 para 0 <oy < 1.
4. Sp(ay) — —o0 para oy — 0T,

Para mostrar la existencia de la solucion cuando Ry > 1 consideramos dos
casos; cuando al menos un elemento en la diagonal de la matriz A es mayor
que 1, o cuando ambos elementos en la diagonal de A son menores que 1.

Caso I: Sea ag, > 1 para k =1 o k = 2, puesto la Matriz A tiene entradas
positivas, suponiendo sin perdida de generalidad que a;; > 1 se tiene que Rg > 1.
Ahora usando la propiedad 2 se tiene que S5(1) < 0, por lo cual la curva ay = Sy
tiene pendiente negativa en (1,1), y por la propiedad 4 y por la continuidad de
So, podemos concluir que la curva cruza todo el cuadrado unitario de abajo
hacia arriba como muestra la Figura 5.1, lo que garantiza la existencia de la

interseccion entre la curvas en el interior del cuadrado unitario.

=

Figura 5.1: Curvas S; y S; en el cuabrado abierto unitario

Caso II: Sea ay, < 1 para k = 1,2, las curvas se interceptardn si la tangente
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de Sy esta por encima de la tangente de Sy en el punto de interseccion (1,1)
como muestra la Figura 5.1 lo cual se traslada a la condicion:
. 1—ai1—ax

1> 8(1)84(1) = (5.16)

Q12 a21

La condicion anterior se puede escribir como Py < 0, donde Py(t) es el

trA
2

polinomio caracteristico de la matriz A, el cual es negativo para <t<Ryy
ya que tenemos que trA = a1 + agn < 2 se cumple si y solo si Ry > 1.

Para ver que las dos curvas tienen a lo sumo una interseccion ademds de
la trivial Interseccion en (1,1), observamos que con la concavidad (hacia abajo)
deSs () todos los puntos de la curva debe estar por encima de la secante entre
la interseccion y el punto (1,1), mientras que todos los puntos de Si(ag) se

encuentran por debajo de la secante. Esto excluye la existencia de maltiples

mtersecciones.
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