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RESUMEN.

En el siguiente trabajo se pretende dar una introduccion a la teoria ondicular asi como
mostrar la factibilidad del método en la solucién de la ecuacion diferencial parcial de difusion

Auy = Bug, — Cuy + f(x,t)
con las condiciones iniciales y de frontera
u(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0) =g(x), 0<z<1

el procedimiento es proponer una aproximacién de la solucién en cierto espacio generado
por una base ondicular y transformar la ecuacién parcial en una ordinaria misma que por
el método de diferencias finitas genera un sistema de ecuaciones algebraicas.

El texto esta estructurado de manera constructiva. En un principio se desarrollara la
teoria necesaria para la comprensién de las ondiculas en diferentes espacios de aplicacién,
empezando por el espacio de vectores con entradas complejas CV, avanzando por el espacio
de sucesiones ¢%(Z) y terminando con el espacio de funciones cuadrado integrables en R,
L?(R). Estas nociones bésicas tiene como finalidad la solucién de Ecuaciones Diferenciales
por lo que después se dard la introduccién al método de Galerkin, método conocido para
la aproximacion de soluciones a ecuaciones diferenciales y se verd la manera en que se
combina este método con las bases ondiculares método llamado el método Wavelet-Galerkin.
Finalmente se veran un par de ejemplos mostrando la eficiencia del método.

Uno de los principales retos en la teoria ondicular es construir una base ondicular, en la
presentacién de la teoria basica se dan las condiciones mediante las cuales se puede construir
una base de este estilo. Durante esta construccion se haréd énfasis en la Transformada de
Fourier y sus propiedades en los mismo espacios CV, ¢?(Z) y L*(R) ya que una de las
necesidades de la aparicién de las bases ondiculares es incrementar las aportaciones que la
Transformada de Fourier proporciona al estudio de las funciones por lo que la construccién
se basa en esta Transformada.

Una vez establecida la teoria bésica se procede a describir el método de Galerkin en
donde se da una de las principales ventajas del método usando bases ondiculares aplicado
a los operadores elipticos y es el buen condicionamiento del sistema asociado a la ecuacion
diferencial. Finalmente se resuelve la ecuacién de difusién mostrando los errores cometidos
en el método estableciendo una buena aproximaciéon del método.

La aplicacién del método ha sido utilizada en otro tipo de problemas como la ecuacién de
Burgues, ecuaciones integrodiferenciales, operadores elipticos de primero y segundo orden,
ecuaciones diferenciales parciales lineales y no lineales, problemas de deflexién de vigas.






Capitulo 1

Transformada Discreta de
Fourier

El objetivo de este capitulo es estudiar las bases para las ondiculas. En la primera
seccién empezaremos por definir los conceptos basicos como el espacio donde trabajaremos,
las definiciones de Transformada Discreta de Fourier, algunas operaciones bésicas como
traslacién y conjugacion compleja en el espacio de interés y terminar con la relacién que hay
entre estas operaciones y la Transformada Discreta de Fourier. En las tltimas dos secciones
estudiaremos las principales propiedades de la Transformada Discreta de Fourier que son la
relacion con las transformaciones lineales invariantes bajo traslacién y un algoritmo rapido
de célculo.

1.1. Conceptos basicos

El estudio de la Transformada de Fourier esta inmerso en el andlisis de senales. El objetivo
principal de la teoria de Fourier es descomponer una senal en componentes mas pequenas
que nos den informacién sobre la senal total.

En el sentido matematico entendemos una sefial como una funcién con dominio temporal
y codominio numérico. Existen varios tipos de senales continuas o discretas dependiendo de
los valores que tome el dominio. Nosotros estaremos interesados, en primera instancia en
sefiales discretas, es decir sefiales donde el dominio es un conjunto discreto, llamado ¢ (Zy ).

Definicién 1 Dado N € N arbitrario definimos al conjunto
P(Zyn) = {z = (2(0),2(1),...,2(N = 1)) : 2(k) € C,k=0,1,...,N — 1}
yZy ={0,1,...,N — 1}
Es decir, estamos considerando la familia de imédgenes de funciones de la forma
z: 4y — C

que son una abstraccién de senales discretas. Por tal motivo, a veces nos referimos a z como
una sefial y hacemos uso de z como una funcién en vez del vector (2(0), z(1),...,2(N —1))
ya que la funcién misma da maés informacién que el rango de esta.
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El espacio ¢?(Zy) es basicamente CV, esto es que ¢?(Zy) es un espacio vectorial de
dimensién N con las operaciones usuales de suma y producto escalar en CV. Como tal
tendrd una base de hecho la base candnica esta dada por

Definicién 2 Dado N € N, la base candnica de (*(Zy) es el conjunto

€ = {60761,...,61\7,1}
donde e; € (2(Zn) y se tiene que e;(j) = { (; ’ ; Zéi

Las propiedades de producto interno, norma y ortogonalidad se preservan como antes si
z,w € (?(Zy) entonces el producto interno esta dado por

N—

(z,w) = Y 2(kyw(k)

k=

—

[}

de donde se sigue que la norma es

y se cumple que z L w siy solo si (z,w) = 0.
Finalmente haremos una convenciéon méas al considerar a z como una funcién periddica
de periodo N considerando que z(j + N) = z(j). Es decir que

z(k) = z(k mod N)

para todo k € Z

Uno de los objetivos principales de la teoria de Fourier es estudiar las funciones en
términos de ciertas caracteristicas principales de la funcién. La base canénica de ¢?(Zy)
presenta algunas limitaciones en el andlisis de senales por lo que buscaremos otra base que
es mas usada en la practica. Consideremos el siguiente conjunto

Definicién 3 Sea E = {Ey, E1,...,Ex_1} C *(Zy) dado por

1 .
E,.(n) = ﬁe%lm"ﬂv 0<m,n<N-1

este conjunto es una base de £?(Zy) como lo muestra el siguiente lema y nos referiremos
a ella como la base estandar

Lema 1.1.1 El conjunto E = {Ey, E1,...,Enx_1} es una base ortonormal de (*(Zy)

La demostracién de que E es un conjunto ortonormal es ver que cuanto vale (Ej;, Ey),
hacer los casos para j = k 'y j # k y hacer uso del hecho que

1— Sk+1

n

E gh=—_-"
1—s

k=0
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Mientras que el hecho de que e conjunto es base se sigue de las propiedades de dlgebra lineal.

Demostracion: Primero demostremos que F es un conjunto ortonormal. Sean j, k €
{0,1,..., N — 1}. Entonces

(Bj, By) = Ej(n)Eg(n)

= _—p2mijn/N Le%ikn/N
N VN

627ri(j7k)n/N

( 2mi(j—k) /N)

y tenemos los siguientes casos, si j = k

N-1
2miG—k) /N _ 1 Z (627”(];1@)/1\[)" _N
n=0
con lo cual
<E17Ek> =1

por otro lado si j # k

N-1 mi(j— N
< 27i(j— k)/N) 1- (62 U k)/N)
1 — e2mi(i—k)/N
n=0
y como
e2mii—k) _
entonces
N-1 "
(em(j—k)/zv) =0
n=0

de donde se tiene que
(Ej, Ex) =0

y esto demuestra que F es una conjunto ortonormal.

Por 1ltimo veamos que E es una base. Esto se sigue de que todo conjunto ortonormal que
no contiene al cero es linealmente independiente y todo conjunto linealmente independiente
con N elementos en un espacio de dimensién N es base. Por lo cual E es una base ortonormal.
O

Dado que tenemos una base ortonormal se cumplen las siguientes relaciones, inherentes
a los espacios vectoriales con producto interno y una base ortonormal dada

N-1

z = Z <Z,Ek> Ek

k=0
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N-1

<Z,IU> = Z <27Ek> <waEk>

k=0

N—-1
2 2
I2l1* = >~ (=, Bl
k=0

la primera formula describe la forma de los coeficientes en la expansion respecto a la base,
la tercera es una consecuencias de la segunda y la segunda es conocida como la relacién de
Parseval en el andlisis funcional. Con el producto interno dado antes tenemos que

1

(z, Em) = ~

B

N-1 .
Z Z(k)6727rzmk/N
k=0

Aunque en la practica conviene eliminar el factor radical debido a los calculos numéricos
ademds de que hay ciertas formulas (las cuales veremos mas adelante) que se simplifican.
Este concepto se determina en la siguiente definicion.

Definiciéon 4 Dado N € N definimos La Transformada Discreta de Fourier como el
mapeo
T3 (Zy) — P(Zy)

definido por z — Z donde

N—
zZ(m) = Z z(n)e~2mimn/N, VYmeZn

n=0

[

y escribimos TDF por sus siglas.

Las relaciones inherentes a los espacio vectoriales mencionadas anteriormente con la
transformada se ven como

Teorema 1.1.2 Dados z,w € {*(Zy) se tiene lo siguiente

Formula de inversién

1 Nl ‘
Z(Tl) — N g(k)e%mkn/N Vone ZN
k=0
Relacién de Parseval
1 = 1
(zw) =5 ) zkjw(m) = + (2,0)
k=0
Formula de Plancherel
1= S T
2 L ~ _ 1
ol = % S B0 = 5 2]
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La demostracién es basicamente aplicar la definicién de la TDF a las relaciones de expansion
y Parseval.
Demostracion: Empecemos por la formula de inversién. Dado que

—_

N—
z(n) = Z (2, Em) Em(n)

=0

por definicién del producto interno y de la TDF se sigue que

1, 1 ,
627r2mn/N — 7Z(m)627mmn/N

Ny
z(n) = mzz:o ﬁz(m)\/—ﬁ I

con lo cual se tiene la formula de inversién.
De manera anéloga para la relacién de Parseval tenemos que

lo que demuestra la segunda relacion.
Finalmente para la tltima, igualdad tenemos, de la relaciéon de Parseval, con w = z que

1 1

2 ~ ~12

z[|F={(2,2) = = (2,2) = = ||z

ol = (2.2) = = 8.2) = [l

y esto demuestra la formula de Plancherel. |
La férmula de inversion es muy importante en el andlisis de Fourier ya que establece que

la funcién z se puede descomponer en una suma de términos mas simples. Estos términos

se especifican en la siguiente definicién

Definicién 5 Dado N € N ym € Zy definimos F,, € (*(Zy) como

1 .
F,(n)= NeQ’”m"/N VneZn

y F={Fy,F,...,Fn_1} como la base de Fourier para (*(Zy).

Esta es conocida como la base de Fourier de (?(Zy). Obsérvese que es como la base
FE la diferencia es el término constante que multiplica a la funcién exponencial. El hecho de
ser base se sigue de observar que F,, = N~'/2E,,. solamente hay que observar que Fj, no
es normal solo ortogonal.

De donde tenemos la interpretacion de la formula de inversién, esto es la representacion de
un elemento z en ¢?(Zy) con respecto a la base de Fourier es precisamente la Transformada
Discreta de Fourier y escribimos

[2lp =2
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pues recordemos que los elementos de ¢*(Zy) son vectores en CV.
Finalmente dado que la TDF es lineal, podemos representa a la TDF por la matriz.

[ 1 1 1 1 1 i
1wy w3 Wi wf\\[f*l
1 W% Wi w§ waN =D
Wy:= |4 wir w§ Wi e w%N_l)
1w wJZV(N—l) w}%v(N—l) w](VN—l)(N—l) ]

donde W™ = e~2mmn/N Fsto pude verse observando que por definicién la transformada

discreta de Fourier es la multiplicacién de esta matriz con el vector z, es decir que Z = Wy z.
Un aspecto importante de la TDF es que es invertible, y mas aun conocemos cual es la

formula, dada por la formula de inversién, con lo cual tenemos la siguiente definicion.

Definicién 6 Dado N € N definimos La Transformada Discreta de Fourier Inversa,
TDFI, como la transformacion

T fz(ZN) — 62(ZN)

que actia como w — W dada por

Z w(m)€2ﬂ'imn/N

W(n) = +
=0

N—1
m

Maés aun, de la definicién de cambio de base tenemos que la formula de inversién, es la
formula de cambio de base para la base de Fourier. Es decir que al igual que antes podemos
encontrar la matriz que representa a la TDFI y es la matriz dada por

Wy = %WN
donde Wy es la matriz cuyas entradas son las entradas de Wy pero conjugadas. Esto se
sigue de la definicién de la TDFI.
Por 1ltimo, como las definiciones de la TDF y la TDFI, estan en términos de una funcién
(2 o w respectivamente) definida en el conjunto Zy, como antes podemos hacer una extensién
de las definiciones a todos los enteros por medio de la periodicidad. Y de las definiciones
tenemos que

1 N-1
w(n) _ N w(m)€27rzmn/N
m=0
1 N-1
- w(m)e—27rim(—n)/N
N m=0
1 N-1
— Nm:ow(m)e—me(—n)/N
1
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y asi, por la periodicidad de las funciones

paran € {1,2,...,N — 1}.

La aplicacion més comun de la TDF es en el procesamiento de senales, como sigue. Re-
cordemos que la idea original nace de representar elementos de un espacio vectorial como una
combinacién lineal de ciertos elementos del espacio, a estos ciertos elementos los llamamos
base y més aun dicha representacién esta univocamente determinada por los coeficientes de
la combinacion lineal. Para el caso de la TDF, vimos que dado una senal, los coeficientes
de la representacion es la transformada discreta de Fourier, es decir, podemos representar
el elemento z € (%(Zy) como

de esta igualdad podemos ver que los pesos de cada elemento de la base estan dados por
la TDF. Esto nos permite extraer informacién de la funcién (o senal) como cuales son los
elementos de la base que mds influyen en la sefial; por ejemplo, si Z(r) es muy grande en
comparacién con otros zz(n) para algin r € Zy y todo n € Zy diferente de r, entonces
podemos decir que la frecuencia principal de la senal es el respectivo F.. Este método es muy
util para el diseno de filtros de seniales. Otros usos son, para amplificar una caracteristica
particular de la senal, pensemos en una senal de audio, esta puede sonar mas o menos grave
dependiendo del objetivo deseado con solo incrementar o disminuir el valor de la TDF.

En la siguiente secciéon veremos que la TDF es invariante bajo traslaciones, pero por
ahora veremos dos propiedades de la TDF y su comportamiento con dos operaciones, la
traslacién y la conjugacion. Empecemos por definir dichas operaciones.

Definicién 7 Dados N € N, k € Z y z € {*(Zy) definimos el operador traslacién como la
transformacion
Rk : EQ(ZN) — fz(ZN)

tal que z — Rz con
Riz(n) = z(n — k) VnelZ

Y la relacién que se tiene entre la TDF y este operador esta establecida en el siguiente
resultado

Lema 1.1.3 Dados N €N, k€ Z y z € (*(Zy) se tiene que para cualquier m € 7
(Ri2)(m) = Z(m)e2mimh/N

La demostracién se basa en demostrar que

N—-k—1 N-1
Z Z(j)e—Qﬂ-zmg/N — Z Z(n)e—Qﬂ-zmn/N — /z\(m)
j=—k n=0

Demostracion: Demostraremos primero que

N—-k—-1 N-1

Z 2(j)e2mimi/N = Z 2(n)e~2m /N = 3(m)

j=—k n=0
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dado que tanto z como la funcién e~ 2™/ son funciones periédicas de periodo N se cumple
que

N—k—1 —1 N—k—1

-\ —2mimj/N -\ —2mimg N 727rzm N
2()e 2N = S (eI 4 S (e 2mima/
j=— j=— j=0
-1 N—k—1
_ § Z(] + N) —2mim(j+N) /N § Z —27sz]/N
j=—k j=0

haciendo un cambio de variable en la primera suma por n = j + N y n = j en la segunda
se tiene que

N—-k—-1 N-1 N—-k—1
Z Z(j)ef%rimj/N _ Z Z(n)672m’mn/N+ Z Z(n)ef%rimn/N
Jj=— n=N-—k n=0
N—
= z(n)ed”m”/N
n=0
= Z(m)

Ahora probemos la conclusién del lema. Por definicién

N-1

sz Z sz 27rimn/N _ Z Z(TL— k)e—Qﬂ'imn/N

n=0
haciendo un cambio de variable j = n — k la ultima suma se transforma en

N—-k—1 N—-k—1

]_?k\z(m): Z Z(j)672mm(j+k)/ e—2mimk/N Z 727mm]/N
j=—k j=—k

y por lo visto al principio de la demostracién
‘Ek\z(m) _ 6727rimk/N2(m)

|
Este lema, muestra una de las principales desventajas de la TDF, pues se tiene que

|Riz(m)| = |Z(m)] VmeZn

y no podemos distinguir z de cualquier rotacién Ryz. En el siguiente capitulo, veremos que
esto implica que no podemos prescindir de ningin elemento de la base para representar
algiin elemento del espacio. Esto implica un mayor costo de almacenamiento de informacién
que en la practica puede no ser muy practico como se requiere.

La segunda operacién a considerar y la tltima parte de esta seccion es la operacién de
conjugacién definida a continuacién.

Definicién 8 Dado N € N y z € (*(Zy) dado por z = (2(0), 2(1),...,2(N —1)) definimos el
conjugado de z como Z tal que

en otras palabras Z(n) = z(n)
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Y la relacion con la TDF es el siguiente lema el cual se sigue de la definicién de la TDF
y las propiedades de conjugacién en los ntimeros complejos.

Lema 1.1.4 Dado N € N y z € (*(Zy) se tiene que

IS

(m) =2(—m) =Z(N —m), v m

Demostracion: Por definicién de la TDF

N—-1

%(m) _ Z E(n)e—Qwimn/N

n=0

por la propiedades de nimeros complejos conjugados tenemos que

N-1 N-1
Z z(n)e_Qﬂ'im"/N — Z Z<n)627\'inLn/N
n=0 n=0

~

que es el conjugado de zZ(—m), por lo que

|
Ademés tenemos el siguiente corolario

Corolario 1.1.5 Dado z € (*(Zy) entonces z es real si y solo si Z(m) = Z(N —m) para
toda m

Demostracion: Dado que z es real si y solo si z = Z, tenemos que 2z = %, pues la TDF es
invertible. Y como el lema anterior dice que z(m) = 2(N — m) para todo m se sigue que
Z(m) = Z(m) = 2(N —m) y esto demuestra el corolario. O

En resumen, definimos la Transformada Discreta de Fourier (TDF) y vimos varias de
su propiedades, la principal de ellas es que es el operador de cambio de base entre la base
Euclidiana, F y la base de Fourier, F. También que la interpretacién que nos dan los
coeficientes, al identificar las frecuencias principales que influyen en una senal, es decir los
elementos importantes de la base del espacio para cada elemento en el mismo espacio. En
las siguiente seccién veremos otra importante propiedad de la TDF, relacionada con las
matrices diagonales.

1.2. La Transformada Discreta de Fourier y las trans-
formaciones lineales invariantes bajo traslacion.

Aun no hemos obtenido las principales ventajas de la Transformada de Fourier. En esta
seccién estudiaremos una de las dos caracteristicas principales de la TDF que son de gran
utilidad en el andlisis de senales, la relaciéon entre la TDF y las transformaciones lineales
invariantes bajo traslaciones.

El objetivo principal de esta seccién es probar que la TDF diagonaliza las transformacio-
nes invariantes bajo traslaciones ya que estas son la que aparecen de manera natural en los
sistemas fisicos ademads las transformaciones que son diagonalizable son faciles de trabajar.
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Resulta que el estudio de una senal por si sola no basta ya que en la realidad fisica
muchas de las senales son sometidas a una alteracién por algin fenémeno. Pensemos en una
sefial de audio que se reproduce esta puede ser modificada para que suene de determinada
manera con mayor o menor fuerza, mas aguda o mas grave, por ejemplo un amplificador de
audio. En general estamos pensando en algin sistema por el cual se hace pasar la senal y
esta se ve modificada.

En términos matemaéticos un sistema es una funcién, especificamente para el estudio de
las senales una transformacion lineal nos representa el sistema de interés. Mds aun estu-
diaremos aquellos sistemas cuyo comportamiento no se ven afectado a diferentes horas del
tiempo, esto es son invariantes bajo traslaciones.

Ya hemos hablado de las traslaciones dadas por el operados Ry, el cual hace un corrimien-
to de las coordenadas de un vector k unidades a la derecha. En términos de este operador
decimos que

Definicién 9 Dada T : ¢2(Zy) — (?(Zy) una transformacién lineal, decimos que T es inva-
riante bajo traslaciones si

para todo z € (*(Zy) y todo k € Z

Es decir, T es invariante bajo traslaciones si conmuta con el operador Rj.
Hay dos caminos para probar el resultado uno de ellos es demostrar directamente el
teorema

Teorema 1.2.1 Sea T : (*(Zy) — ¢*(Zy) una transformacion lineal invariante bajo tras-
laciones. Entonces cada elemento de la base de Fourier F' es un vector propio de T, en
particular T es diagonalizable.

El segundo camino es mas interesante, pues es un teorema que deja ver mas utilidades
de la TDF al andlisis de senales. El teorema dice que

Teorema 1.2.2 Sea T : (*(Zy) — (*(Zn) una transformacion lineal, entonces las siguien-
tes declaraciones son equivalentes

1. T es invariante bajo traslaciones.

2. La matriz que representa a T en la base candnica e, At . es circulante.

o

. T es un operador convolucion.
4. T es un operador multiplicador de Fourier.
5

. La matriz que representa a T en la base de Fourier F, At p es diagonal.

Empecemos por dar las definiciones adecuadas de los términos involucrados en el teorema
y su importancia en el andlisis de senales. La demostracién se dara por medio de varios lemas
bajo las siguientes implicaciones 1 = 2,2=3,3=1,3< 4y 4 & 5.

El primer concepto que debemos establecer es el de matriz circulante y al igual que antes
consideraremos la periodicidad de la forma

Am+N,n = Gmn y Am,n+N = Amn
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Definicién 10 Una matriz A = [amnlo<mn<n—1 de dimension N x N es circulante si se
cumple que
Am+k,n+k = Qmn

para todo m,n,k € Z

Esto es que si nos recorremos una cantidad constante tanto en las columnas como en los
renglones respetando la periodicidad encontraremos el mismo valor por ejemplo

b
Ejemplo 1.2.3 Sean A = y B = a
a

"0
o o0

2 3 4
1 2 3
4 1 2
3 4 1

N W =

A es circulante por definicion
Am+k,n+k = Qmn
st k=1 obsérvese que para la posicion ap 3
Aoy k3+k = a1,4 = a1 =4

bajo el concepto de periodicidad establecido. Sin embargo B no es circulante ya que para
m=n=0yk=2 se cumple que ap,0 = a mientras que Go4k,04+k = a2,2 = C.

Probemos entonces la primera implicacién del teorema

Lema 1.2.4 Supongamos que T : (*>(Zy) — (*(Zy) es una transformacion lineal tal que
Ar . es la matriz que representa a T en la base candnica. SiT es invariante bajo traslaciones
entonces AT’e es circulante.

Demostracion: Primero observemos que pasa cuando multiplicamos la matriz Az . por el
vector candnico e,, es decir el vector que solo contiene ceros excepto en la n-esima posicién
(pensando en dimensién N), se tiene la n-esima columna de Ar . y si nos restringimos a la
m-esima posicién tenemos la entrada a,,, de la matriz Ar .

Lo que quisiéramos probar es que 4k n+k = @m,n Pero por lo anterior podemos escribir

Am+kn+k = (AT,een-‘rk)(m + k)

como A, representa a T’
amkntk = (AT cenik)(m + k) = (Tenir)(m + k)
Pero Rye, = etk pues Ry es un corrimiento k posiciones a la derecha se tiene que
mtkntk = (Arclnir)(m+ k) = (Tepir)(m + k) = (T Rgen)(m + k)
Dado que T es invariante bajo traslacion Ry y T conmutan por lo que
Gmtknth = (Arcnsi)(m+ k) = (Tenii) (m+ k) = (TRien)(m + k) = (RiTeq)(m + k)
Por la definicién de Ry,

Um+k,n+k = (AT,een+k)(m +k) = (Tentr)(m+ k) = (TRre,)(m + k) = (RpTen)(m + k)
= (Tep,)(m+k—k)=(Te,)(m)
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pero otra vez esto es la multiplicaciéon de A por un vector canénico en la posicién m es
decir

Wmtknth = (Areenir)(m+ k) = (Tenir)(m + k) = (TRyen)(m + k) = (RxTen)(m + k)
= (Ten)(m+k—k)=(Te,)(m) = (Arcen)(m) = amn

que es lo que querfamos probar, por lo tanto Az . es circulante. O
La segunda de las implicaciones requiere la definicién de lo que es un operador convolu-
cién, esto es

Definicién 11 Supongamos que b € £*(Zy). Un operador convolucion es una transformacion
Ty : (*(Zn) — *(Zn)

dado por
Ty(z) =bxz

para todo z € (2(Zy) donde el vector (b* z) en su posicion m esta dada por

(bxz)(m) = Z b(m —n)z(n)

Probemos ahora la segunda implicacion del teorema, esta establece que

Lema 1.2.5 Sea A una matriz de N x N dada por A = [amn]o<m,n<N—1 que es circulante.
Entonces
Az =bxz =Tp(2)

para algin b € (*(Zy)

La demostracién se basa en construir un b que satisface las condiciones necesarias y ver que
se satisfacen.
Demostracion: Sea b € (?(Zy) dada por la primer columna de la matriz A es decir

b(n) = an,o

paran =0,1,..., N — 1. Probemos que esto nos define el comportamiento de A aplicado a
cualquier z € (2(Zy).

Pero primero obsérvese que como A es circulante podemos sumarle un entero a las
coordenadas de cualquier elemento, para obtener una posicién de la primer columna de A
es decir, para a,,, sumar —n con lo que se tiene

Um,n = Gm—n,n—n = Am—n,0

que es la entrada en la posicién m — n de la primera columna por lo que tenemos b(m — n)
En base a lo anterior se tiene que A aplicado a un vector cualquiera z € ¢*(Zy) en
alguna posicién m esta dado por

N-1
Az(m) = Z Amnz(n)
n=0
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y dado que a,, = b(m — n) tenemos que

N-1 N-1
m) = Z Amnz(n) = Z b(m —n)z(n)
n=0 n=0

que por definicién es la convolucién de b con z es decir
Az(m) =bx z(m)

lo que significa ser un operador convolucién. Por lo tanto A es un operador convolucién.
O

Vamos a cerrar un circulo entre las primeras tres proposiciones demostrando que 3 = 1
esto es que cualquier transformacién invariante bajo traslacién es un operador convolucion.

Lema 1.2.6 Sea b€ (?(Zy) y sea Ty, : £2(Zn) — (*(Zn) el operador convolucion asociado
a b entonces Ty, es invariante bajo traslacion.

Demostracion: Sea z € £?(Zy) vy k € Z entonces para cualquier m

Ty(Ryz)(m) = b* (Rkz)(m Z b(m —k)

haciendo un cambio de variable j = n — k tenemos que

N-1-k

(sz j{: b(m — k"]) ()

j=—k
dado que b y z son periédicas de periodo N

N—-1-k N—

> bm—k—j)z b(m — k — 5)2(5)
j=—k 7=0

,_.

por la definicién de convolucién

N-1
bm—k—7)z(j) =bxz(m —k) = Rg(bx z)(m)
=0

por lo que
Ty (Riz)(m) = Ri(b* z)(m) = RiTy(2)(m)

es decir T conmuta con el operador traslacién Ry por lo que se tiene el resultado deseado.
O

El uso de estos resultados en el andlisis de senales esta dado de la siguiente manera.
Supongamos que se tiene un sistema, ya sea un amplificador o un sistema de audio. Este
sistema se puede modelar como un transformacién invariante bajo traslacién en £2(Zy). Una
manera de conocer su comportamiento es en base al resultado anterior, como es invariante
bajo traslacién es un operador convolucién Ty es decir el sistema funciona como

Ty(z) =bxz
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pero aun no se conoce b. Si se desea Saber como es b basta con saber cuanto vale Tj(0)
donde
1 sin=0
5(”){ 0 sin#0

Tb(é):b*ézb

ya que

ya que ¢ realmente es eg. Asi basta conocer cuanto vale la salida del sistema cuando la
entrada es 6.

Un aspecto que serd de gran utilidad méas adelante es el comportamiento de la TDF con
la operacién de convolucion.

Lema 1.2.7 Supongamos que z,w € {*(Zy). Entonces para cada m € Zy se tiene que
zxw(m) = Z(m)w(m)

Demostracion: Por definicién

N-1
Zx w(m) (2 % w)(n)e~2mimn/N
n=0
N—1N-1
— z(n _ k)w(k)efwrimn/N
n=0 k=0
N—-1N-1
_ Z(TL _ k)w(k)e—%rim(n—k)/Ne—27rimk/N
n=0 k=0
N-1 N-1
— w(k)e—Zﬂimk/N Z Z(n _ k_)e—27rim(n—k)/N
k=0 n=0
la Ultima suma es
N-1 N—1—k N—-1
Z Z(Tl* k)672m’m(n7k)/N _ Z Z(j)ef%rimj/N _ Z Z(j)6727rimj/N
n=0 j=—k j=0
ya que z es periddica de periodo N de donde se tiene que
N-1 N-1
m(m) w(k)ef%rimk/N z(n _ k)6727rim(nfk)/N

Dl
Lh
il
D!

|
(]

,w(k)e—Zm'mk/N Z(j)e—Qm‘mj/N

(=)

|
27
32
/23\)
2
]
o

J

|
Antes de probar la cuarta implicacién del teorema necesitamos establecer la definicién
correspondiente a lo que es un operador multiplicador de Fourier, esto es
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Definicién 12 Dado m € (*(Zy), definimos un operador multiplicador de Fourier como la
transformacion lineal T,y : £*(Zn) — €*(Zy) dada por

Tim)(2) = (m2)”

donde mZz es el vector que resulta de la multiplicacion entrada con entrada de m y Z, es
decir
mz(n) = m(n)z(n)

Este tipo de transformaciones son muy ttiles en la modelacién de ecualizadores graficos
cuyo proposito principal es alterar por separado las frecuencias de la senal de interés. Esto
es debido a que como podemos ver el efecto de un operador multiplicador de Fourier T(,,)
aplicado a una senal dada z € ¢2(Zy) es multiplicar el k-esimo coeficiente de Fourier por
m(k) ya que

N-1 N—1
T(m)(z) = T(m)ZFk = Z m(k‘)/Z\(kJ)Fk
k=0 k=0

esto debido a que I es la base de Fourier, la representacion de una sefial 1{,,)(z) en dicha
base y por la definiciéon del operador multiplicador de Fourier.

Veamos ahora la implicacién de la cuarta implicacién de nuestro teorema principal de
Fourier, la cual establece que

Lema 1.2.8 Sea T : (*(Zy) — (*(Zx) una transformacion lineal. Entonces T es un ope-
rador convolucion si y solo si T es un operador multiplicador de Fourier

Demostracion: Si T : ¢*(Zy) — (?(Zy) es un operador convolucién digamos T = T,
para algin b € £?(Zy) tomemos m = b se tiene que

~

Ty(z) =bx 2z = (b* 2) = (b2) = (MZ) = Ty ()

conversamente si T' = T{,,,) un operador multiplicador de Fourier basta tomar b = O

Finalmente la tltima de nuestras implicaciones es demostrar que la matriz que representa
a T en la base de Fourier es diagonal. De la definicién de ser un operador multiplicador de
Fourier

Timy (2) = (m3) " Tom (2) (k) = m(k)Z (k)

vemos que la TDF de un operador multiplicador de Fourier se comporta como la multipli-
cacién por una matriz diagonal, a saber la matriz D, tal que D;; = m(i) lo cual establece
se especifica en el siguiente lema

Lema 1.2.9 Sea T : (*(Zy) — (*(Zx) una transformacion lineal. Entonces T es un ope-
rador multiplicador de Fourier si y solo si la matriz que representa T en la base de Fourier
F es diagonal.

Demostracion: Sea T el operador multiplicador de Fourier Tim)- Sea D = [dmn]o<m.n<N-1
que satisface d,,, = m(n) paran=0,1,...,N — 1.

Obsérvese de la definicién de ser un operador multiplicador de Fourier que se tiene la
equivalencia

—

Tim) (2) (k) = m(k)=(k)
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es decir que

m(0)z(0) dooz(0)
m(1)z(1) di1z(1)
[T(m)(z)}F = : :
| m(N - 1)Z(N - 1) dny-_1n—12(N — 1)
[ dpy O - 0 Z(0)
B 0 dyg --- 0 Z(1)
i O O dN—.lel E(N._ 1)
= D%\: D[Z]F

esto es que el operador multiplicador de Fourier se comporta como un matriz diagonal en
la base de Fourier.

Conversamente supongamos que la matriz diagonal D = [d,,n]o<m,n<nN—1 representa a T
respecto a al base de Fourier. Sea m(n) = d,, para 0 << N —1y sea T{,,) el correspondiente
operador multiplicador de Fourier y al igual que antes

[Tim)(2)]F = D[zlr = [T(m)(2)]F

por lo que T' = T,
O

En resumen si T es una transformacién lineal invariante bajo traslacién entonces es
diagonalizable en la base de Fourier dado que se puede ver como un operador multiplicador
de Fourier.

En la préactica este teorema es muy util ya que si T es una transformacién lineal in-
variante bajo traslaciones basta con encontrar su representacién matricial en términos de
la base candnica, la cual serd circulante, tomar la primera columna de esta matriz b con
lo que tendremos un operador convolucién 7, y tomando m = b tendremos un operador
multiplicador de Fourier 7{,,) o si se desea la matriz diagonal D, d;; = m(i) que representa
a T en la base de Fourier esto es

[T(2)]r = Dlz]r

Dado que Wiy es la matriz que representa a la aplicacién TDF en términos de matrices
podemos decir que si T es una transformacién lineal invariante bajo traslaciones, A es la
matriz que representa a T’ en la base candnica, D es la matriz que representa a T en la base
de Fourier tenemos que

—

WnAz = (Az) = [Az]p = [T(2)]Fr = D[z]p = Dz = DWx 2=

es decir
WnAz=DWyz = Az = W' DW=

de donde se tiene que
A= W&lDWN 6 equivalentemente D = WNAVV]Q1

Finalmente vimos que la TDF diagonaliza cualquier transformacién lineal invariante
bajo traslaciones que es una de las propiedades méas importantes de la TDF ya que este
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tipo de transformaciones son las mas comunes en el analisis de sefiales. Sin embargo aun
hay un par de preguntas que quedan al aire sobre la utilidad de la TDF en el analisis
de sefiales, esto es desde el punto de vista computacional, ;Que tan factible es, (fdcil o
dificil) es calcular la TDF? ;Cuantos elementos necesitamos para representar una sefial? en
las secciones posteriores responderemos estas interrogantes y construiremos bases que nos
permitan subsanar las deficiencias que se vayan teniendo.

1.3. Un algoritmo de calculo rapido: La Transformada
Rapida de Fourier

En esta seccién estudiaremos un algoritmo réapido para el calculo de la Transformada de
Fourier conocido como la Transformada Réapida de Fourier (TRF por sus siglas en espaifiol).
En la seccion anterior vimos que la Transformada de Fourier es muy 1til en el estudio de las
transformaciones lineales invariantes bajo traslacién que son las transformaciones que mas
aparecen en el estudio de senales. Sin embargo, el cambio de coordenadas a la base de Fourier
podria no resultar ser tan 1til cuando hablamos desde el punto de vista computacional ya
que para calcular la TDF de una sefal, digamos z € ¢?(Zy) tendriamos que calcular

z=[z]r = Wyl2le

donde ¢ es la base canénica. Es decir, hacer una multiplicacion de una matriz de dimensién
N x N por un vector de dimensién N. Lo que equivale a N? multiplicaciones complejas
(de ntimeros complejos) solo para transformar una senal a su representacién en la base de
Fourier. Si ha esto le anadimos que en las aplicaciones los vectores son de longitud 10, 000, 000
pixeles por segundo (por ejemplo en sefiales de TV) o 500 x 500 pixeles en una imagen, esto
requiere muchas una gran trabajo computacional por los que se requiere un algoritmo rapido
y la Transformada Répida de Fourier es la solucién. A continuacién veremos como se realiza
este procedimiento en base a un ejemplo.

Empecemos por el ejemplo a manera de algoritmo. La idea es calcular transformadas de
Fourier de menor orden para encontrar la de mayor orden.

Ejemplo 1.3.1 Sea z € (%(Zg) el vector z = (1,1,1,i,1,—1,1, —i) calcular Z
Solucién 1.3.2 .

1. Primero consideremos los vectores u,v € (*(Z4) dados por las coordenadas pares e
impares digamos

u = (2(0), 2(2), 2(4), 2(6)) = (1,1,1,1)

v =(2(1),2(3),2(5),2(7) = (1,i,—1, —1)
recuerde que aqui N = 8 por lo que los indices de z son 0,1,2,3,4,5,6,7
2. Calculemos ahora las TDF de u y v pero para esto necesitaremos calcular primero Wy
pues U= Wyu y v = Wyo
a) Para calcular Wy recordemos que Wy = [efzmmn/N]
N=4

0<m.n<nN_1: Para el caso de

e—27rzmn/N _ e—27r1mn/4 — e—‘n’zmn/2
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y Wi esta dada por

—7i0-0/2  ,—mi0-1/2 ,—mi0-2/2

e e e e Ti0:3/2 1 1 1 1
6771'2’1-0/2 efﬂ'i1~1/2 67771’1-2/2 677”'13/2 1 —; =1 i
Wy = e~ i20/2  -wi21/2  -mi22/2 ,-mi23/2 | T | 1 _1 1 _—1
e—Ti30/2  —wi31/2  ,—mi32/2 ,—wi3-3/2 1 i =1 =
b) Usando W4 obtenemos que
1 1 1 1 1
~ 1 —i -1 3 1
u=Wyu= 1 -1 1 -1 1= (4,0,0,0)
1 ¢+ -1 — 1
Y
1 1 1 1 1
~ 1 —i =1 1 i
=Wy = 1 -1 1 -1 1 =(0,4,0,0)
1 ¢« =1 —i —1

3. Finalmente usaremos u y U para construir Z en base a la siguiente formula

S(m) = a(m) + e~ 2™m/85(m) sim=0,1,2,3
T U(m —4) — e 2 i m=N/85(m —4)  sim =4,5,6,7

Observe que los valores de m — 4 son 0,1,2,3 conforme m = 4,5,6,7 esto signifi-
ca que la diferencia entre las dos formulas es el signo. Mds adelante daremos una
interpretacion mds general de esta formula.

FEs decir
2000 = a(0) +e B 085(0) =4+0=4
. 2 2
/Z\(l) _ a(l) + 6_2*7”‘1/8@\(1) =0+ (é» — @{) 4 = 2\/5— i2\/§
22) = UQ2)+e B 2)=0+0=0
23) = UB3)+e »™3BH3)=0+0=0
2(4) = A(0) — e ZTEG(0) =4 —-0=4
2(5) = a(1) — e PBEH(1) =0 — (*f - z\f) 4=-2V2+i2V2
2(6) = W(2)—e P2 =0-0=0
27) = a3) - e BTIE3)=0-0=

2= (4,2v2(1 —4),0,0,4,—2v2(1 —4),0,0)
Este algoritmo esta basado en el siguiente lema

Lema 1.3.3 Supongamos que M € N y que N = 2M. Sea z € (*(Zy) definimos u,v €
0*(Zyr) dados por
u(k) = =z(2k) k=0,1,2,..., M -1
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v(k)=2(2k+1)  k=0,1,2,...,M—1

Entonces z € (*(Zy) se puede calcular como

2(m) a(m) + e 2™m/NgG(m) sim=0,1,2,...,M —1
T a(m — M) — e 2mm=M)/NG(m — M) sim=M,M+1,M+2,...,N -1

Antes de dar la demostracion hay que observar con cuidado las ventajas del lema. Dado
que estamos partiendo en dos el vector de interés z en u y v y se tiene que calcular 4y U en
(7 ~/2) deberemos hacer 2M 2 operaciones para las TDF de u y v mas M multiplicaciones
segiin la férmula establecida en el lema (a saber los productos e~27"*/N%(m)) esto nos da
un total de )

N N N? 1
2M? + M =2 — —=—"+N=2(N*+N
+ ( 5 ) +5 5 T 2( +N)
operaciones que para valores muy grandes de N es basicamente %N 2 es decir la mitad de
operaciones que nos hubiera tomado con la multiplicacién de matrices

z= WgZ
Demostracion: Por la definicién de la TDF se tiene que para cualquierm =0,1,..., N—1
N-1
E(m) _ Z(n)ef%mmn/N

0

3
I

Segun el resultado deseado separamos esta suma en dos sumas, una para las entradas
pares y otra para las entradas impares.

M—-1 M—-1
E(m) _ Z(2k)e—27rim2k/N + Z Z(2/€+ 1)6—27rim(2k+1)/N

k=0 k=0
M-1 M-—1

— Z Z(Zk)e—Q‘rrimk/(N/Q) + e—271'im/N Z Z(Qk‘ + 1)6—27rimk/(N/2)
k=0 k=0
M—-1 M—-1

_ u(k)ef%rimk/M + 6727rim/N Z ,U(k)ef%rimk/M
k=0 k=0

en el caso de que m =0,1,..., M — 1 la suma es

Z2(m) = a(m) + e ™"/N5(m)

sin embargo para los valores de m = M, M +1, M +2,....N —1m = M + j con j =

0,1,...,M — 1y esto transforma la suma en
M—1 M—1
E(m) — Z u(k)6727rik(j+M)/M +6727ri(j+M)/N Z ,U(k)6727rik(j+M)/JVI
k=0 k=0

y puesto que la funcién exponencial que se encuentra dentro de las sumas estan definidas
en Z); ellas son periédicas con periodo M por lo que

M1 M-1
2(m) = Z u(k)e—Qm'kj/M + e 2miG+M)/N Z v(k)e—zm'kj/M
k=0 k=0
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finalmente ya que
o—2mi(j+M)/N _ ,—2mij/N ,~2miM/N

e—27rzM/N _ e—27rz(1/2) L |

y sustituyendo el valor de j = m — M se tiene que

M—-1 M—-1
g(m) _ Z u(k)ef%rik(me)/M o 6727ri(m7M)/N Z ,U(k)ef%rik(mfl\/l)/M
k=0 k=0

que por definicién es
2(m) = U(m — M) — e 27 m=M)/NG(m — M)

|

Hay otros resultados sobre los casos cuando N es primo (en cuyo caso la TRF no aplica)

o cuando N impar o potencia de dos sobre la cantidad e operaciones necesarias para calcular

la TDF. Por ejemplo el nimero de operaciones necesarias para calcular la TDF cuando N
es una potencia de 2 es como sigue

Lema 1.3.4 Supongamos que N = 2™ para algin n € N. Entonces el menor nimero de
multiplicaciones complejas necesarias para calcular la TDF es menor o igual a (1/2)N log, N

Para la TDF inversa obsérvese lo siguiente, si z € ¢*(Zy), Z € (*(Zy) ademds z es
periddica de periodo N y se cumple que para ndmeros negativos —n que z(—n) = z(N —n)
y Z(—n) = Z(IN — n) y por los definiciones de la TDF y la TDF inversa tenemos que

1 1

Z(n) = Nz(—n) = Nz(N —n)

por lo que el calculo de la TDF inversa también es rapido.



Capitulo 2

Introduccion a las ondiculas

En este capitulo veremos una introduccion a las ondiculas y como generarlas. Las ondicu-
las comienzan por la necesidad de satisfacer cierta propiedad que no se tiene con la base
de Fourier y tiene varias aplicaciones en el andlisis de senales. Los objetivos especificos del
capitulo seran dar las condiciones necesarias para crear una base ondicular de primera etapa
y un algoritmo que me permita construir una base ondicular. Mientras que en la segunda
seccién generalizaremos este proceso mediante una iteracion de lo visto en la primera seccion.

2.1. Bases ondiculares de primera etapa

Una de las propiedades de mayor interés en el uso practico de la TDF es que podemos
determinar cuales elementos de la base del espacio (llamados frecuencias) son los més rele-
vantes en la representacién mediante dicha base y asi poder remover aquellas frecuencias que
no sean sustanciales para la senial como frecuencias de ruido, frecuencias imperceptibles o
simplemente frecuencias altas. Esto es, podemos hacer un andlisis en frecuencia del sistema
de interés obsérvese que al dejar de lado algunas frecuencias se pierde exactitud del elemento
en cuestion.

En este sentido, la base de Fourier tiene una desventaja importante en la préactica, ya
que para representar algiin elemento del espacio en un punto especifico debemos tomar
en consideracion el valor de cada una de las componentes de su expansion respecto a la
base de Fourier. Esto no es muy conveniente cuando se desea hacer transmisién de senales,
pues requerimos demasiados términos solo para enviar una senal, lo cual tiene un costo
computacional muy elevado. Por tal motivo estamos en busca de otra base, una que satisfaga
esta necesidad. Es decir, queremos una base que nos permita poder representar una senal no
con todos los elementos de la base, si no solamente algunos que sean los més significativos. A
este tipo de conjuntos se les conoce como conjuntos localizables en el espacio. Formalmente,
decimos

Definicién 13 Un vector z € (*(Zy) es localizable en el espacio, digamos en ng € Zy si
existe § > 0 tal que z es cero fuera de la vecindad de radio § centrada en ng, Vs(no).

Y decimos que un conjunto es localizable en el espacio si todos sus elementos son locali-
zables en el espacio.

La principal ventaja de ser localizable en el espacio es como sigue. Supongamos que tene-
mos una base de ¢2(Z,,), 3 = {vi,va, ..., v, }, que es localizable en el espacio; de acuerdo a la
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definicién de base podemos expresar cualquier elemento z € ¢2(Z,) como una combinacién
lineal de estos elementos
n
z = E QAU
k=0

sin embargo, dado que la base es localizable en el espacio, algunos elementos de la base serdn
cero en ciertos elementos ng € Z,, por lo que z en ng puede ser representado por

m
z(ng) = Zaikvik (ng), m<n
k=0

por lo que la senal se hace menos costosa al solo trabajar con los coeficientes de esta repre-
sentacion cerca de ng.

Las bases que conocemos hasta ahora son la base de Fourier F' y la base canodnica e, esta
ultima definida al principio del capitulo anterior por e(j) = dx; para todo j € Zy. La base
de Fourier no es localizable en el espacio pues cada elemento es una exponencial los cuales
nunca son cero por lo que necesitariamos de todos los elementos para representar una senal
en un punto fijo del dominio como mencionamos antes. Y por otro, lado aunque la base
canonica si es localizable en el espacio, esta no es localizable en frecuencia, que es una de
las ventajas de la base de Fourier que queremos conservar.

Por lo tanto queremos encontrar una base cuyos elementos sean localizable tanto en el
espacio como en frecuencia. Este tipo de bases se obtienen usando ondiculas. Con estas
bases, podemos sacar el doble de informacion de los coeficientes. Por un lado si la base
es localizable en frecuencia podemos saber que frecuencias (o elementos de la base) son
significativos en la senal y por otro lado si la base es localizable en espacio necesitaremos
solo pocos elementos para hacer una representacion de la senal.

Como hemos dicho anteriormente, las ondiculas surgen por la necesidad de un mejor
analisis de ciertas senales pero sin perder las ventajas que ya se tienen con la TDF; una
de estas propiedades de la TDF es que se tiene un algoritmo de computo réapido dado por
la TRF y la diagonalizacién de ciertas transformaciones lineales. En esta misma direccion
con las nuevas bases queremos tener una manera rapida de pasar una senal de una base,
digamos la base candnica e a la nueva base, llamémosle W.

Primero recordemos que los coeficientes de la expansién de un vector z en términos de
la base W = {wy,ws,...,wy} estédn dados por los productos internos (z,wy). Segundo, en
el capitulo anterior vimos que la convolucién de dos vectores puede ser calculada usando
la TDF, que a su vez puede ser calculada de una manera réapida por la TRF. Por lo que
ya tenemos una manera rapida de hacer cierto tipo de calculos y nos gustaria usar esto,
solo necesitamos una manera de relacionar estas dos ideas dicha relacion esta dada por el
siguiente lema, pero primero una definicién que sera 1til en el lema.

Definicién 14 Sea s € (?(Zy) un elemento arbitrario. Definimos la reflexiéon conjugada
de s, 35, como el elemento de (*(Zy) tal que

5(n) = s(—n) = s(N —n) v n

Lema 2.1.1 Dados s,t € (*(Zy) se tiene para cualquier k € Z que

sxt(k) = (s, Rit)

sxt(k) = <3,Rka
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La demostracion es basicamente usar las definiciones y recordar la conmutatividad de la
convolucién. Para la segunda ecuacién basta ver que la reflexion conjugada de la reflexion
conjugada es la identidad y aplicar esto a la primera ecuacién.

Demostracion: Por definicién

(s, Rit)y = s(n)Rit(n

~—

por la conmutatividad del operador convolucién.
Para la segunda ecuacién, primero tenemos que

lo cual aplicado a la primera ecuacién nos da que

sxt(k)=s wl= <S,ka>

con lo cual queda demostrado el lema. O
Con este resultado, la idea esta completa. Si queremos hacer cédlculos rapidos sobre
la representacion de una senal en términos de cierta base basta con tener una base de
traslaciones W = {w, Rjw, ..., Ry_1w}, pues en este caso los coeficientes estardn dados
por el producto interno
(z, Rgw) k=0,1,...,N—1

que segun el lema anterior son convoluciones que a su vez pueden ser calculadas de manera
rapida por la Transformada Rapida de Fourier.

Sin embargo, hasta ahora no tenemos una manera de saber cuando un conjunto de tras-
laciones es base pero existe una caracterizacién de esta relacién dada por el siguiente lema.
Que a su vez es desalentador en la direccién que queremos, que es buscar una base localizable
en frecuencia y en espacio y que sea rapidamente calculable en términos computacionales.

Lema 2.1.2 Seaw € (*(Zy), w no cero. Entonces el conjunto de traslaciones f = { Ryw}p '
es una base ortonormal de (*(Zy) si y solo si |@W(n)| =1 para todo n € Zy

Demostracion: La idea es demostrar que {Ryw}y ' es una base ortonormal de (2(Zy)
si y solo si (w, Rgw) = eg(k) pues en ese caso

—_—

(w, Rpw) = eg(k) = (w, Riw) = ep(k)

pero dado que s x t(k) = (s, Rxt) entonces

o — o — —~

(w, Rpw) = w = B(k) = d(R)D(k) = DIR)B(R) = |G(k)]
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con lo que tendriamos que { Ryw} " es una base ortonormal de ¢2(Zy) si y solo si |@(k)| =
éo(n) pero ép(k) = 1 con lo que se cumpliria el resultado del lema.
Empecemos por demostrar que ép(n) = 1. Por definicién

eo(n) = 1, n=0
710 n=1,2,...,N—1

luego
N—
éa(n) — eo(k)e—Qﬂ'znk/N — eo(o)e—Qﬂ'zn‘O/N —1-1=1
k=0

—

Finalmente demostremos que {Rjw}; ;' es una base ortonormal de £2(Zy) si y solo si
(w, Rpw) = egy(k).

= Supongamos que {Rjw}y ' es una base ortonormal de £2(Zy) y queremos demostrar
que (w, Ryw) = eg(k).
Dado que {Rjw}h ' es una base ortonormal de £2(Zy) se tiene que

L, p=k

(Rpw,Rkw> _{ 07 p# k

para todopy ken {0,1,...,N — 1}. En particular si p =0, R,w = w luego

1,

k=0
<w7Rkw> { O7 k= 17

2,...,N—1
que es la definicién de eg(n).

= Ahora supongamos que (w, Ryw) = eg(k) y queremos demostrar que {Ryw}p ' es
una base ortonormal de (?(Zy)

Como Ryw = w tenemos que
(w,w) = (w, Row) = e¢(0) =1

también
(w, Rpw) = eg(k) =0

para todo k=1,2,..., N — 1 ademaés
(Riw, Riw) = (w,w) =1
finalmente
<RZ‘UJ, R]’LU> = <w,Rj_iw> = eo(j - ’L) =0

paral <i<jyj=23,...,N —1luego el conjunto {Rkw}kN:_Ol es ortonormal de NV
elementos en ¢*(Zy) y como 0 no pertenece a {Rkw}ﬁ’:}} entonces tenemos un conjunto
linealmente independiente en un espacio de dimensién N por lo que {Rkw}i\[:—ol es una
base ortonormal de ¢(Zy).
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|
Este resultado dice que una base ortonormal de traslaciones no puede ser localizable en

frecuencia pues por el lema (1.1.3) se tiene que ’R/;;u(n)’ = |w(n)| = 1 para todo elemento

de la base. Sin embargo, no es tiempo perdido el trabajo hecho hasta ahora pues podemos
hacer una pequena variacién al considerar las traslaciones pares de dos vectores en vez de
las traslaciones de un solo vector. Y buscamos ahora una base del siguiente tipo.

Definiciéon 15 Supongamos que tememos un nimero N par positivo de la forma N = 2M
donde M € N y dos vectores de {*(Zy) u y v. Decimos que una base ortonormal de (*(Zy)
de la forma

{Raru}pgt (J{Rarv 1ot

es una base ondicular de primera etapa llamamos a u y a v los generadores de dicha
base, algunas veces llamados ondicula padre y ondicula madre respectivamente.

Una manera de caracterizar este tipo de conjuntos se da en breve, pero primero consi-
deremos el siguiente resultado que es una caracterizaciéon parcial de algunos elementos de la
base, para ser precisos, la mitad de los elementos de la base

Lema 2.1.3 Supongamos que tenemos M € N, N = 2M yw € (*(Zy) entonces {ngw},iv[:f)l
es un conjunto ortonormal con M elementos si y solo si

|@(n))* + |@(n+ M) =2, n=01,... ,M—1
Para probar este resultado es necesario considerar un poco de notacién.

Definicién 16 Supongamos que M € N, N = 2M y que z € (*(Zy) definimos z* € (*(Zy)
como z*(n) = (=1)"z(n) para todo n.

Lo cual cumple que z*(n) = Z(n 4+ M) para todo n ya que

N-1 ) N-1 ) N—-1 ) )
é\*(n) _ Z*(k)€72mnk/N _ Z(fl)kz(k)e’z’””k/N _ Z Z(k,)efwrkefwmnk/N
k=0 k=0 k=0
N-1 N—-1 N—-1
_ k —imk—2mink/N __ k (—iN7wk—2mink)/N __ k —2itk(N/2+4n)/N
= z(k)e —Zz()e —Zz()e
N-1

_ Z(k)efm"n'k(n%»M)/N — E(H—F M)

>
Il
o

ademas observe que

(2 4+ 2)(n) = 2(n) + 2*(n) = 2(n) + (—=1)"2(n) = 2(n)(1 + (~1)") = { e e

En base a esta definicion podemos dar una prueba del lema 2.1.3 como sigue

Demostracion:

Segiin el lema (2.1.2) se tiene que {Rapw}il," es un conjunto ortonormal con M ele-
mentos si y solo si (w, Ropw) = eg(k) con lo cual se sigue que

(w, Ropw) = eg(k) & wxw(2k) = ep(k)
& 2(w*w(2k)) = 2e9(k) & (w*w) + (w*w)*)(2k) = 2ep(k)
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y dado que

— ~ —

w* w(2k) = (Dw)(2k) = B (2k) = |D(2k))?

o —

(0 @)*(2k) = w * B(2k + M) = (G@)(2k + M) = G0 (2k) = |©(2k + M)|?

—

(w,ngw> = €Q(k) = (w,ngw> = éz)(k) = ((w * ’LT)) + (w * QT))*)A(2]€) =2-1
S wB(2k) + (0 @) (2k) = 2 |B(2k)[° + |B(2k + M)|> =2
|

Este resultado junto con la siguiente definicién nos permitird dar el teorema de caracte-
rizaciéon de las bases ondiculares de primera etapa.

Definicién 17 Supongamos que M € N, N = 2M y u,v € {*(Zy). Para n € Z definimos la
matriz de sistema de u y v, A(n), por

_ 1 u(n) o(n)
V2 | i+ M) 8+ M)

Y finalmente el resultado para caracterizar las bases ondiculares de primera etapa.

Teorema 2.1.4 Supongamos M € N y N = 2M. Sean u,v € (*(Zy) Entonces el conjunto
B = {Roju} Ly  U{Rarv} 2L, es una base ortonormal si y solo si la matriz de sistema A(n)
de uw y v es unitaria para cadan=0,1,..., M — 1.

Equivalentemente B es un base ondicular de primera etapa para (*(Zy) si y solo si

[@(n)|* + [a(n + M)|* = 2

[0(n)* + [o(n + M)|* =2

y ademds

u(n)o(n) +a(n+ M)v(n+ M) =0
para todon =0,1,..., M —1

Demostracion:
Para demostrar que B es base ortonormal de ¢%(Zy), vamos a probar que B es un
conjunto ortonormal de N elementos en ¢?(Zy) que es un espacio de dimensiéon N.
Primero observemos del resultado anterior que {Rzku}kM: 61 es un conjunto ortonormal
de M elementos si y solo si
[@(n)[* + [i(n + M)|* = 2

paratodon =0,1,...,M —1y que {ngv}ﬁ/;l es un conjunto ortonormal de M elementos
si y solo si
[5(n)[* + [6(n + M)|* = 2

para todo n = 0,1,..., M — 1 lo que restaria por demostrar es que la ortogonalidad entre
ambos conjuntos de traslaciones de v y v también se cumple esto es que

<R2ku, RQj’U> =0
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para todo n, j, k veamos que (Rogu, Ro;v) = 0 < u(n)v(n) + u(n + M)v(n+ M) = 0 para
todon=0,1,...,.M —1
Primero tenemos que

<R2ku, jo’l)> =0< (u, jofgk’l)> =0
pero (u, Roj_opv) = <u,R2(j_k)v> = (u, Ro;v) luego
(ngu, R2jU> =0« <u7 RQZ"U> =0

para todo 7,5,k =10,1,2,...,M — 1
Como (u, Ro;v) = u * 0(2¢) entonces

<R2ku, R2jU> =0 ux* ’17(22) =0

para todo ¢,j,k=0,1,2,..., M — 1

pero
wsB(n) =0, n € Zy par = ((uw+¥) + (wsd))(n) =0, VneZy
ya que B
() + (u*D)*)(n) :{ e L =0
esto es

(Roku, Rojv) =0 < ((uxv) 4+ (u*0)")(n) =0
para todon =0,1,...,N — 1 asi
(Raru, Rojv) =0 ((ux?) + (uxv)")(n)=0
para todon =0,1,...,N — 1y dado que
(WD) + (@3 Fm) = (wx 800+ ((wx)T0) = (w7 () + (s 770 + )
= u(n)v(n)+uln+ M)v(n+ M) =u(n)v(n) +uln+ M)o(n+ M)

se tiene que

(Roru, Rojv) = 0 < u(n)v(n) + u(n+ M)v(n+ M) =0

paratodon=20,1,..., M —1
Por lo que B es un conjunto ortonormal de ¢?(Zy) si y solo si se cumple que

[@(n)|* + [ii(n + M)|* = 2

[5(n)[* + [B(n + M)|* =2
u(n)v(n) +u(n+ M)o(n+ M) =0
para todon = 0,1,...,M — 1 y dado que B tiene N elementos y ¢?>(Zy) es un espacio de
dimensién N B es base de £2(Zy).
Para probar la equivalencia basta recordar una caracterizacion de las matrices unitarias
de 2 x 2 estas cumplen que sus columnas forman un base ortonormal de C? por lo que A(n)
es unitaria si y solo si la primer columna es unitaria esto es

[a(n)l* n [a(n+ M) _
2 2
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y la segunda columna también es unitaria es decir

[o(n)|” n o+ M) _
2 2

y el hecho de que las columnas de A(n) sean ortogonales implica que el producto de las
columnas sea cero es decir

A(n)o(n) | an + M)D(n+ M)

2 =0

[\

de donde A(n) es unitaria si y solo si
[@(n)[* + [a(n + M)[* =2

[0(n)* + [0(n + M)|* =2

W(n)o(n) + i(n+ M)o(n+ M) =0
O

En general, no es facil ver directamente si B es una base ortonormal, sin embargo, por
el teorema anterior basta construir la matriz unitaria y después aplicar la TDFI que no es
tan dificil. Una herramienta 1til es el siguiente lema, que nos dice como debe ser la ondicula
madre de una potencial ondicula padre.

Lema 2.1.5 Dado M € N, N = 2M y u € (*(Zy) tal que {Ropu}, ' es una conjunto
ortonormal con M elementos. Definimos v € £2(Zy) por

v(k) = (-1)*u(l-k), Vk
entonces { Ropu}p ot U{Ropv} iy es una base ondicular de primera etapa para >(Zy).
Demostracion:
La demostracién es probar que se satisfacen las condiciones del teorema (2.1.4) sobre la
construccién de una base ortonormal de ¢2(Zy ), es decir buscamos que la matriz del sistema
A(n) sea unitaria para todo n o equivalentemente se cumplan las condiciones

[@(n)|* + [a(n + M)|* = 2

[5(n)|” + [B(n + M)|* =2

u(n)o(n) +u(n+ M)o(n+ M) =0
para todon =0,1,..., M — 1 con la definicién respectiva de v.

Por hipétesis el conjunto {ngu}ﬁ/[: 61 es una conjunto ortonormal con M elementos de
donde se tiene que

[@(n)|* + [a(n + M)|* = 2

para todon =0,1,...,M —1
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Empecemos por calcular la TDF de v, esta es

N—-1 N-1 N-1

’0(m) _ Z v(n)ef%mmn/N _ Z(*l)nilu(l — n)6727mmn/N _ 2(71)7ku(k)672w1m(17k)/N
n=0 n=0 k=0
N-1 N-1
— (e—ﬂ'i>—kme—2ﬂim(l—k)/N — e—2‘n’i7n/1\7 (e—ﬂi)—k@e—Qﬂ'im(—k)/N
k=0 k=0
N-1

. 6727rzm/N

N-1
u(k)e%kﬂ(erM)/N — ¢~ 2mim/N Z u(k)672ik7r(m+M)/N

0 k=0

(]

[l
Il

N—
— e 2mim/N u(k)672ik7r(m+JW)/N _ ef2m'm/Nm
k=0

de donde
S(m+ M) = e—27ri(m+M)/Nm _ 6—2wim/Ne—27riM/Nm
_ 672m'm/N6727riM/Nm _ efzmm/Nefmm
€—2ﬂim/N€—7rim _ e—Qﬂim/N(_l)a(m) _ _6—27rim/Na(m)
asi se tiene que
[B(m)|* + [o(m + M)* = ‘e—%im/Nmf + ‘—e—%im/NW
2 2
- ‘a(m+ M)‘ + ‘ﬁ(m)‘ —2
para todo m = 0,1,..., M — 1 solo basta probar que se satisface la tercera ecuacién
a(n)o(n) +d(n+ M)o(n + M) =0
para todon =0,1,..., M — 1 pero esto se tiene ya que
a(n)o(n) +a(n+ M)o(n+ M) = (n)e2mn/NG(n + M) + (n + M)—e=27n/NG(n)
= A(n)e>™™/Ni(n+ M) —(n + M)e*™ ™/ Nig(n) =0
para todon =0,1,..., M —1 luego por el teorema (2.1.4) u y v generan una base ondicular
de primera etapa para £2(Zy) dada por {Ropu}n’ ot U {Rapv}iyt O

Con este tipo de bases el cambio de coordenadas que nos motivo a buscar una base de
traslaciones queda de la siguiente manera. Si B = {Roru}p ot U{Raxv} i, es una base
ondicular de primera etapa de (?(Zy) y z € £?>(Zy) la representacién de z respecto a B es
el vector de productos internos de z con los elementos de la base, los cuales, segin el lema
(2.1.1) son las convoluciones
zx0(0) ]
z%0(2)

z * E(N -2)
z * u(0)
z*u(2)

i z*ﬂ(]:V—Q)
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que pueden ser calculados de manera rapida por la TRF.

Una parte importante en el estudio de las matematicas es que, cuando estamos trabajan-
do en un espacio y aplicamos ciertos procesos que nos transforman el problema en cuestién
a otro problema en otro espacio con mejores condiciones de manipulacién y lo solucionamos
en este nuevo espacio, podernos regresar al espacio inicial donde surgié el problema. En
nuestro caso pasamos de la base candnica a la base B por el calculo de ciertas convoluciones
y podemos considerar otra vez a la base canénica con un proceso similar al que se tiene de
pasar de la base candnica a la nueva base.

En esta ultima parte estudiaremos precisamente los procesos para pasar de la base canéni-
ca a un nueva base ondicular de primera etapa. Primero definamos un poco de notacién de
dos operadores que seran de utilidad a lo largo del proceso.

Definicién 18 Sea M € N y N = 2M, definimos los operadores de muestreo bajo y muestreo
alto como los operadores

D: 0 (Zy) — (Zy), U:0(Zy)— (Zy)

dados por
g (D(2))(n) =2(2n), n=0,1,....M —1

(U(2))(n) = { z(n/2) n par

0 n impar

y cuyos simbolos de representacion son | 2 y T 2, respectivamente.

Con esta terminologia, podemos describir el proceso hecho anteriormente para ir de la ba-
se canénica a la base ondicular. Supongamos que z € (2(Zy), B = { Ropu} oty U{ Rarv}aly!
es una base ondicular de primera etapa para £?(Zy) y que u y v son los generadores de dicha
base, el siguiente algoritmo indica el proceso para generar el vector que representa z en la
base B:

1. Calcular las reflexiones conjugadas de los generadores, u y v.
2. Hacer la convolucién de z con las reflexiones conjugadas del paso anterior, z*xu y z*7.

3. Aplicar el operador de muestreo bajo a las convoluciones del paso anterior, D(z * @) y
D(z x0).

4. Juntar los vectores del paso anterior en un vector.

Este algoritmo nos da la forma que ya tenfamos de [z]p.

El paso inverso de regresar a la base candnica una vez que estamos en términos de la
base ondicular se da de manera casi natural. Igual que el algoritmo anterior consideremos
la base B, de £*(Zy), generada por u y v y sea z € £2(Zy), mas aun consideremos que
tenemos los vectores que genera el paso tres del algoritmo anterior, es decir consideremos
que tenemos los vectores D(z x u) y D(z *v), el algoritmo es el siguiente

1. Aplicar el operador muestreo alto a los vectores D(zxw) y D(z*v), con lo que tenemos
los vectores U(D(z xw)) y U(D(z x0)).

2. Hagamos la convolucién de estos nuevos vectores con los vectores ¢ y 3§ (s ytse
especifican adelante), esto nos deja con los vectores t * U(D(z xw)) y s+ U(D(z % 0)).
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Ademss el algoritmo se dio de manera general pues no se especificaron quienes son sy .
En el caso particular de una base ondicular de primera etapa, sabemos especificamente cual
es la forma de estos vectores y esta dada en el siguiente teorema, que justifica que tenemos
una reconstruccion perfecta del vector inicial.

Teorema 2.1.6 Supongamos que tenemos M € N, N = 2M y u,v,s,t € {*>(Zy). Entonces
la suma

txU(D(z%0)) +5+U(D(2 7)) = 2

para cualquier z € (*(Zy), es decir nos da una reconstruccion perfecta, si y solo si

A(n)[i:((g } - [ \f} n=01,...,N -1

Mds aun, en el caso que A(n) es unitaria, se tiene que t(n) = v(n) y 5(n) = u(n). si
A(n) es unitaria entoncest =0 y s =1u

Demostracion:
Dado que

se tiene que

si y solo si

0 equivalentemente
u(n)3(n) +0(n)t(n) = 2

U(n + M)3(n) +0(n+ M)t(n) = 2
es decir queremos demostrar que para cualquier z € £2(Zy)
txU(D(z %) +5+U(D(2 7)) = 2

si y solo si
@(n)3(n) +o(n)t(n) = 2

U(n+ M)3(n) +9(n+ M)t(n) =0

Tomando la transformada discreta de Fourier en la identidad que queremos probar ob-
servamos que

txUD(z%0)+35xU(D(2%0)) =z (txUD(z+0) + 3+ U(D(z%0)))(n) = 2(n)
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pero

(t*xU(D(z*w) +3xU(D(z*0))(n) = (txU(D(z*1)

y dado que

U(D(z * 1))
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por lo que

(t*U(D(z%w) +5*U(D(z%0)))(n) = Hn)(U(D(z*)))(n) +5(n)(U(D(2+7)))(n)

- <; (20 (Fnya(n) + o))
2n+ M) (En)a(n + M) + 5(n)o(n + M)] )|
y para cualquier z € ¢?(Zy) se tiene que
t+xU(D(z %)) +3+U(D(2%7)) = 2

si y solo si

<;> [g(n) (?(n)a(n) + g(n)a(n)) +3(n+ M) (?(n)a(n T M)+ W])} = 3(n)
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observemos que esto pasa si

tn)u(n)+35n)o(n) =2 y tn)an+ M) +35n)o(n+M) =0

por otro lado también pasa que si
(3) [200) (Fyito) + STy + 260+ 00) (FCto-+ 20) + Syt + 311) | = 20

para todo z € ¢?(Zy) basta tomar z € (?(Zy) tal que Z(n) =1y Z(n + M) = 0 con lo cual
tendriamos

t(n)a(n) 4 5(n)o(n) = 2

y de manera similar si tomamos z € ¢*(Zy) tal que Z(n) = 0y Z(n + M) = 1 tendrfamos
que

tn)i(n + M) +35(n)o(n+ M) =0
por lo tanto para cualquier z € £2(Zy)
t+xU(D(z %) +3%U(D(z%7)) = 2

si y solo si

~

a(n)3(n) + o(n)t(n) = 2
i(n+ M)3(n) +9(n+ M)t(n) =0

Finalmente en el caso de que A(n) sea unitaria

esta dada por

es decir

aplicando la TDFI



40 Introduccién a las ondiculas

2.2. Bases ondiculares de p-esima etapa

En la seccion anterior, vimos como generar una base ondicular de primera etapa. Ademas
de un algoritmo réapido de computo, basado en lo que llamamos un banco de filtros, el cual
constaba de dos algoritmos. Uno para analizar la senal y encontrar la representacién de
estd en términos de una base y el otro para reconstruir la sefial y regresar a la base inicial.
Llamaremos de ahora en adelante a esto algoritmos como algoritmo de analisis y algoritmo
de reconstruccion, respectivamente.

Sin embargo, existen otro tipo de base ondiculares que nos permiten un mejor estudio
de las senales, llamadas bases ondiculares de p-esima etapa. Y hay dos maneras de ver la
construccién de estas nuevas bases una manera es recursiva y la otra no. En esta seccién
dedicaremos la atencién a estas dos maneras de llegar a estas bases empezando por la
recursiva para determinar la no recursiva. El objetivo es construir una base como establece
la siguiente definicién

Definicion 19 Sea N divisible por 2P donde p es un entero positivo y sea B un conjunto de
la forma

p X
B = {Rongp by (L Ron fi V0

i=1
para algunos fi, fa,..., fpygp € (*(ZN). Decimos que B es una base ondicular de p-
esima etapa de (*(Zy) si B es una base ortonormal para (*(Zn) y que fi, fo, .-, fo) Gp

generan a B.

La primera manera de ver la construccion del nuevo tipo de bases es basada en el estudio
hecho en la seccién anterior. Es decir ;jpor qué no aplicar el algoritmo pasado de manera
recursiva en alguna de las salidas del algoritmo de andlisis? o de igual manera jpor qué no
aplicar el algoritmo de reconstruccién en alguna de las entradas? En cierto sentido es logico
pues después de todo cuando hicimos la construcciéon de la base ondicular vimos que el
algoritmo de analisis nos llevaba a la representacién de un vector z € ¢2(Zy) en términos
de la base ondicular, entonces, esperamos que este proceso de iteracién nos lleve también a
un tipo de base de £2(Zy) y ya veremos que asi es. Veamos como es esto, empezando por
el algoritmo de andlisis. Recordemos los algoritmos y a su vez le haremos unos pequenos
cambios de notacién, primero el algoritmo de anélisis

1. Calcular las reflexiones conjugadas de los generadores, v1 y .

2. Hacer la convolucion de z con las reflexiones conjugadas del paso anterior, z * v y
Z*U.

3. Aplicar el operador de muestreo bajo a las convoluciones del paso anterior, z; :=
D(zxv1)y y1:=D(zxu).

A primera vista podriamos realizar iteraciones en cualquiera de las salidas de este algo-
ritmo o en ambos, sin embargo por conviccién en el tema trabajaremos con iteraciones en
el segundo de los vectores de salida de este algoritmo, es decir en y;.

Aplicando este algoritmo nuevamente a y; tenemos dos vectores nuevos que son

x9:= D(y1 *V2) = D(D(z *u1) *V2), y2:=D(y1 *xuz) = D(D(z*up) * Us)
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y en general en la i-esima iteracién tendremos que
zi = D(Yi—1 % 0;), yi = D(yi—1* ;)

Solo dos detalles técnicos, el primero necesitamos que N sea divisible por una potencia
de 2 dependiendo del nimero de iteraciones que queramos hacer. Segundo, observemos que
en la segunda iteracién us y wve deben generar una base ondicular de primera etapa en
2 (Zny2) y ast us, v; una base ondicular de primera etapa en 2 (Znygi-1). Con esta sucesién
de convoluciones, resumimos lo anterior en la siguiente definicion

Definicién 20 Sea N € N divisible por 2P. Una secuencia de filtros ondiculares de p-
esima etapa es una sucesion de vectores Uy, vi,...,Up, Vp tal que para cada k =1,2,...,p

Uk, Vg € €2(ZN/21“_1)

y el sistema de matriz

1 ug,(n) O (n)
Ag(n) = — | ~ N
k() V2 | wn+ %) onin+ )
es unitaria para todo n = 0,1,...,(N/2%) — 1. También definimos un banco de filtros
ondiculares de p-esima etapa como el conjunto de vectores {x1,z2,...,Zp,yp} donde

Ti = D(yi1 % 0;),  yi=D(yi—1 %), €L (Zyja)

w1 = D(zx01), y1:=D(zxw), €L(Zyy)
para un vector z € 1*(Zy).

Veamos ahora el algoritmo de reconstruccién, que en términos de la definicién anterior
queda de manera muy parecida. Este algoritmo consta de aplicar el operador de muestreo
alto, seguido de la convolucién con la frecuencia de filtros ondiculares de p-esima etapa
como sigue. Supongamos que tenemos una secuencia de filtros ondiculares de p-esima etapa
{u1,v1,...,up,vp} y un banco de filtros ondiculares de p-esima etapa {x1,z2,...,2p,Yp}
como en la definicién anterior. En la primera etapa de reconstruccién tenemos que

Yp—1 = (U(yp)) * up + (U(xp)) * vp

y asi tenemos que en el k-esimo paso

Yp—k = (UYp—k+1)) * Up—kt1 + (U(Tp—k+1)) * Vp—kt1

hasta llegar a
y1 = (U(y2)) * uz + (U(x2)) * vz

y con una ultima iteraciéon tenemos que
z=(U(y1)) *ur + (U(x1)) * 01

No se ha dicho pero estamos suponiendo que se satisfacen las condiciones del lema de
reconstruccién perfecta (2.1.6) en cada una de las iteraciones del proceso de andlisis y el
algoritmo de reconstruccion.

Sin embargo, no es muy claro como es que este proceso nos genera una base ortonormal
de (2(Zy). A continuacién daremos formalizacién a estas ideas, que nos llevan a la segunda
manera de reconstruir las bases ondiculares de p-esima etapa. Empecemos por definir ciertos
conceptos que seran de utilidad para nuestro objetivo.
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Definicion 21 Sean N,k € N con k > 1, definimos
D* 1 A(Zy) — P (Zyjor)

dado por
DFz(n) = 2(2"n)

y también definimos
U* : 3(Zyyor) — C(Zn)
dado por
. | w(n/2%) si 28 divide a n
Utw(n) = { 0 si 28 no divide a n

Estos operadores cumplen que

Lema 2.2.1 Supongamos que N es un entero par de la forma N = 2M para M € N,
z € P(Zy), z,y,w € (*(Zy2) entonces

D(z) *w = D(z xU(w))

Ux) «U(y) = Uz *y)
y en general

Corolario 2.2.2 Supongamos que N es divisible por 2, x,y,w € EQ(ZN/Qk) yz € (3(Zn)
entonces

D¥(2) xw = D*(2 x U*(w))

Uz xy) = Ur(x) » U"(y)

Definicién 22 Supongamos que N es divisible por 2P y que tenemos ui,v1, ..., uyv, tales que
Uk, U € KQ(ZN/Q;CA). Definimos fi = v y g1 = uy e inductivamente a fr, g, € (*(Zn) para
k=2,3,...,p como

fei=gr_1 * U (vg)

gk = g1 * U (uy)

Obsérvese que

Fo = (gre1 % UM (w)) = Gt * (UFH(vg)) = Goor * UF 1 (T)

Gr = (gh-1 * U Hug)) = Gre1 * (UM (un)) = Grr * UF (@)
Esto dado que para z,w € £2(Zy) se tiene que

n (zxw) =Z*xw
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Utilizando estas definiciones y resultados estamos en condiciones para reescribir el pro-
ceso iterativo presentado al principio de la seccién (algoritmo de andlisis y el algoritmo de
reconstruccién aplicados de manera iterativa).

Primero observemos las primeras iteraciones del algoritmo supongamos algunos casos

Supongamos que N = 2M

En este caso solo hay un paso para las fases de andlisis segtn el algoritmo tenemos que

x1:=D(z*07) y1 = D(zxuy)
que en términos de f; y g7 es
x1:=D(z % f1) y1:=D(zxq)
y para la fase de sintesis
vy x U(D(z *71)) up x U(D(z 1))

Supongamos que N = 4M = 22M
En este caso hay dos pasos para las fases de andlisis segun el algoritmo tenemos que

x1:=D(z%01)  y1:=D(zxy)
Ty = D(D(z %) *D2)  ya:= D(D(z*Uy) * Us)
pero dado el lema (2.2.1) y la definicién (22)
29 = D(D(z % Ty) % D3) = D(D(z % Uy x U(%2))) = D*(z Uiy + U(Ta)) = D?(2 % f2)
Yo = D(D(z % Uy) * tia) = D(D(z a1 * U(tz))) = D*(z % Uy * U(ta)) = D*(2 * ga)
y para la fase de sintesis
v *U(D(z%01))  vaxUD*(z% f2))  ug xU(D?(2 % §2))

Supongamos que N = 8M = 23M
En este caso hay tres pasos para las fases de andlisis segtin el algoritmo tenemos que

21 :=D(zx7v1) y1 := D(zxuy)
xg := D(D(z * 1) * Us) ya := D(D(z * uy) * U2)
x3 := D(D(D(z * 1) * Ug) * U3) y3 := D(D(D(z * uy) * ug) * u3)
pero dado el lema (2.2.1) y el corolario (2.2.2)
w5 = D(D(D(z+ i) i) + B) = D(D*(z i + U(iia)) * 7)) i
= D(D*(zxuy * U(t) * U*(D3))) = D3(2 x uy + U(lia) * U%(03)) = D?(z * f3)

ys = D(D(D(z* ) *t2) *uz) = D(D?*(z * uy * U(uz)) * u3))
= D(D*(zxuy * U(tz) * U%(3))) = D*(2 % uy * U(tz) * U(u3)) = D3(2 % g3)
y para la fase de sintesis

v *U(D(z%01))  vaxUD* (2% f2))  wvsxU(D>(z%f3))  ug*U(D3(z%33))
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Supongamos que N = 160 = 2*M
En este caso hay cuatro pasos para las fases de analisis segin el algoritmo tenemos que

21 :=D(zx7v1) y1 := D(z xuy)
29 := D(D(z * 1) * Us) ya := D(D(z *xuy) * U2)
xg := D(D(D(z % uy) * Uz) * U3) y3 := D(D(D(z * uy) * uz) * ug)
24 := D(D(D(D(z * Uy) * Us) * Uz) * vg) Y4 := D(D(D(D(z * Uy) * Us) * Usz) * ug)
pero dado el lema (2.2.1) y el corolario (2.2.2)

ry = D(D(D(D(z ) *t2) * Us) * Ug) = D(D?(z %ty * U(tiz)) * U(U3)) * v4)
= DDz T+ U(la) + U(@i) # US(5)) = D2+ 0y + U(@a) # U () * U%(53)
= D'z fa)

g = D(D(D(D(z %) # i) * ) # ig) = D(D(z %y + (@) U () # ua)
= D(D3(zxy * U(ta) * U(T3)) * U(ts)) = Dz % 1y + U(tz) * U%(U3)) * U>(Ty)
= D*zxqy)

y para la fase de sintesis
v1xU(D(2%01))  vaxU(D*(z%f2)) v3xU (D3 (2% f3)) waxU(D*(z%f1)) ugxU(D*(2%Gs))

Procediendo de manera inductiva podemos conocer los valores para la salida de la fase
de andlisis dado por z; y y; asi como las entradas del algoritmo de sintesis siempre y cuando
se conozcan los valores para fj, gj, f;j ¥ g; los cuales estdn dados en términos de u; y v;
como

fi = w g1 = w

fo = upxU(ve) g2 = wuyg*xU(ue)

fs = up*Ulug) * U%(v3) g3 = up*U(uz)*U?(u3)

fi = u1*U(uz)*Uz(ug)*anj*l(vj) 9 = u1*U(uz)*U2(U3)*--~*Uj’1(uj)
y

h o= W o= T

fé = 171 * U(52) 52 = ’(71 * U(ﬁg)

f3 = ’ljl * U(ag) * Uz(ag) gg = ﬂl * U(ﬂg) * Uz(ag)

fi = WxU)«U(Us)# - = UI"L(W;) g = U+ U(li) * UP(ts) -+ UI 1 (@)

esto se resume en los dos siguientes lemas

Lema 2.2.3 Supongamos que N es divisible por 2P, z € (2(ZN) y u1,v1, ..., Up, v, son tales
que
Uk, V. € éz(ZN/Qkfl)
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para cada k =1,2,...,p. Sean {x1,x2, ..., Tp, yp} un banco de filtros ondiculares de p-esima
etapa donde

€T = D(yi—l * 51)

Yi = D(yi—1 * U;)

en EQ(ZN/Qi) coni=1,2,...,p yyo=z. Ademds sean, f1,q1,..., fp,gp € (*(ZN) definidos
por
fr = ge—1 =« U (vp)

g = gr—1 * U ()
para k =2,3,...,p donde f1 :=v1 y g1 := uy. Entonces se tiene para j =1,2,...,p que

x; :Dj(z*fj)

Y
y; =D’ (2 %7;).
Lema 2.2.4 Supongamos que N es divisible por 2P, z € (2(Zn) y u1,v1, ..., Up, v, son tales
que
Uk, Vi € 62(ZN/2’€—1)
para cada k =1,2,...,p. Sean {x1,x2, ..., Tp, yp} un banco de filtros ondiculares de p-esima

etapa donde
€T; = D(yi—l * 51)
Yi = D(yi—1 * Uy)

en (Zyai) coni=1,2,...,pyyo = z. Ademds sean, f1,91...., fp,9p € (*(Zn) definidos
por
fr = ge—1 =« U* " (vp)

gk = gr—1 * U ()

para k =2,3,...,p donde f1 :=v1 y g1 := u1. Entonces se tiene que en la k-esima iteracion
del algoritmo de reconstruccion nos da

fux U*(zp)
para k = 1,2,...,p. Ademds si estamos en el ultimo paso iterativo de la reconstruccion se
tiene que

9p * U (yp)

En resumen, vimos que aplicar el algoritmo de andlisis-reconstruccién iterativamente es
equivalente a un algoritmo no recursivo, donde las salidas de la etapa de analisis estdn dadas
por

_ i £
xj =D’ (z% f;)

y; =D’ (2 ;)
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para j =1,2,...,p, de donde se tiene que
zj(k) = DY (z % f;)(k) = z % [; (') = (2, Raar fy)
para k =0,1,...,(N/27) — 1 y de manera similar

yp(k) = DP(z % gp) (k) = z % g, (2Pk) = (2, Rarkgp)

para k = 0,1,...,(N/2P) — 1 que son las componentes de z en términos de alguna base
ortonormal.

Ahora ya tenemos otro tipo de bases ondiculares de ¢?(Zy) que sirven para mirar a
detalle ciertas caracteristicas de la senial, segiin sea la aplicacién. Solo basta probar que la
base construida por el algoritmo anteriormente es una base ondicular de p-esima etapa. Esto
lo haremos probando primero dos lemas y después un teorema con el resultado deseado.

Los lemas estableces que podemos descomponer un subespacio generado por las 277!
traslaciones de un vector en dos subespacios, cada uno generado por las 27 traslaciones de
otro vector.

Lema 2.2.5 Supongamos que N es divisible por 27, g;—1 € (*(Zn) y que el conjunto

{RQJ 19— 1}(N/2 R es ortonormal con N/27=1 elementos. Supongamos que wu;,v; €
2 (Zny2i-1) y la matriz de sistema

es unitaria para todo n = 0,1,...,(N/27) — 1 definimos
fi=gix U )y gj=gi1x U7 (wy)

entonces

R 7 U Bang 30
es un conjunto ortonormal con N/QJ*1 elementos.

Demostracion:
Primero observemos que

~ - 1, k=0
gj—1 % gj—1(2 1k) = (gj—1, Roi-159j—1) = { 0. k=12 .. (N/Qj—l) _1

y dado que u;,v; € EQ(ZN/QJ-A) y la matriz de sistema Aj(n) es unitaria se tiene que
N/2i)—1 (N/29)—
{R2kaj}( SRV {RQJkuJ} /
es una base ortonormal para ¢%(Z N/2i-1) con lo que se cumple que

_ 1, k=0
v; % 5(2k) = {vj, Raxvs) :{ 0, k=1,2,...,(N/2}) -
Uj * 17](2/{‘) = (vj7R2kuj> =0

N 1, k=0
U *uj(Zk)—<uj,R2kUj>—{ 0, k=1,2,...,(N/2/) -
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de donde finalmente tenemos que

(fisRainfj) = fi* f;(27k)

gi—1 % U7 (v) % g1 U1 (0;)(27k)
Gj—1%Gj—1 % Uj_}(”j) * Uj_l@j)@jk)
= (gj—1*Gj—1) * UT" (v; % 0;)(27k)

N-1
= D (g1 %95-1) @k —n)UT " (v; + 7;)(n)
n=0
(N/29-1—1
= > (gi-1%G-1) @k — 27N (v % T5) (4)
=0

N 1, k=0
= (”j*“j)(%):{o, k=1,2,...,(N/27) —1

de la misma manera

~ 1, k=0
(9j: Rairgs) = (Uj*uj)(Qk)—{()? k=1,2,...,(N/27) -1

(fis Raings) = (vj * u;)(2k) = 0
para todo k que implica que
<R2kaj7R2jigj> =0
|

En términos de los espacios generados por las traslaciones y la suma directa del algoritmo
de anadlisis y sintesis tenemos que bajo las mismas hipétesis del lema anterior los espacios

V_j4+1 = generado {joflkgj,l},gl/oyil)_l

Jy_
W_; = generado { Ry f; ffi{f -
V_; = generado {Raig; ,(CZ{JQJ)_l
cumplen que
Vo, @W_; =V_
Lo que nos falta por ver es que las salidas del algoritmo de andlisis y sintesis generan

una base ondicular de p-esima etapa, esto se demuestra en el siguiente teorema

Teorema 2.2.6 Supongamos que N es divisible por 2P y que u1,v1, U2, V2, ..., Up, Vp €5 UNG
sucesion de filtros ondiculares de p-esima etapa definimos f1 = vi y g1 = uy e inductiva-
mente a fi,gr € (*(Zy) para k =2,3,...,p por

fro = go—1* U (uy)

gk = gr—1 * U (uy)

entonces fi,gr € 0?(Zy) para k = 1,2,...,p generan una base ondicular de p-esima etapa
para (2(Zy).
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Demostracion:
El objetivo es demostrar que el conjunto

{Rarfr }(N/Q) YU {Ry 2ty (N/2 lu.u {Rovifp}i N/Qp) tu {R2Pk9p}(N/2p

es un conjunto ortonormal de N elementos que no contiene al cero en ¢?(Zy) que es un
espacio de dimension N con lo cual tendremos una base.

Sin embargo la ortogonalidad de los diferentes conjuntos se tiene de manera automatica
debido a que como f; = v; y g1 = u; entonces el conjunto

{Rar f1 ;(c]i U{R2kgl}(N/2) !

es ortonormal, procediendo de manera inductiva sobre el conjunto de la izquierda, es decir

sobre
(N/2) 1

{Rax f1} =
tenemos que

{Ros 120
es ortonormal para 7 = 1,2,...,p asi mismo

{Rowngp i)™

es ortonormal.
Lo que resta es demostrar que también se tiene la ortonormalidad de elementos en
diferentes conjuntos. Supongamos que i < j < p buscamos que

Roi fi L Roir f;
esto se cumple segtin la definicién del conjunto W_; y W_; ya que

Roirfi € W_ y Roirnfj € W_;

ademads
W ,;CV 1 C---CV,
con lo cual
Roirf; € V_;
y como
V_, LW_;
entonces

Roi fi L Rojifj

analogamente para
Rzpkgp € pr - ij 1 ij y jokfj € W,j

cuando j <p
Rovkgp L Rai f;
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El comportamiento del algoritmo de analisis y sintesis establece que comenzando por
(?(Zy) lo partimos en dos subespacios mas pequeiios, nos quedamos con V_; y lo partimos
nuevamente hasta obtener el espacio V_,. Ademads la salida de la fase de andlisis son las
componentes del vector que representa a z € £2(Zy) en la base ondicular de p-esima etapa.

Un aspecto importante del teorema es que establece la relacién que hay entre un sucesién
de filtros ondiculares y la manera de construir una base ondicular de p-esima etapa. Sin
embargo parece un tanto complejo construir una sucesiéon de filtros ondiculares y pareciera
que no hay relacién entre ellos pero el siguiente lema y su corolario vienen a resolver estas
dificultades describiendo la relaciéon que hay entre los elementos de la sucesién de filtros
ondiculares asi solo estamos interesados en construir una pareja de filtros ondiculares u; y
v1 y los demas estan dados segun el siguiente lema.

Lema 2.2.7 Supongamos que N es divisible por 2 y que u1 € (*(Zy)
1. Definimos ug € EQ(ZN/2) por

ua(n) = w1 (n) + uy (n + ];f)

entonces para toda m

us(m) = uy(2m)

2. Suponiendo que N es divisible por 27, definimos u; € EZ(ZN/Qj—l) por

2i—1_1
kN
uj(n) = Z Uy <n+ 2]_1)

k=0
entonces ‘
w;(m) =1y (22" m)
Demostracion:
(N/2)—1
ag(m) = Z u2(n)e—27rinm/(N/2)
n=0
(N/2)—1 N
= Z [ul(n) + uy (n + 2)} e~ 2minm/(N/2)
n=0
(N/2)-1 (N/2)-1 N
= Z ul(n)G*Q‘mnm/(N/Q) + Z Uy (TL+ 2> e*?ﬂznm/(N/Q)
n=0 n=0
(N/2)—1 N1
= Z i (k)e=2mk@m)/N | Z i (k)e=2mik@m)/N
k=0 k=N/2
N-1

_ ul(k)672m’k(2m)/N

k
= w(2m)

haciendo los cambios de variable kK = ny k = n 4+ N/2 en la primera y segunda suma
respectivamente
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de manera inductiva para j = k + 1 tenemos que por definiciéon

(N/2F)—1 [2F—1

N N\ _oni "
Upy1(m) = Z Z 1 (n—i— 2k> —2minm/(N/2%)

n=0 r=0

intercambiando los indices de las sumas

ok 1 [(N/2%)—1

-~ rN —2minm
Upt1(m) = Z Z Uy <n+ 2k> e~ 2minm/(N/2%)

r=0 n=0

usando el cambio de variable s = n + rN/2F

2k —1 [(N/2F)(1+r)—1

ﬂkﬂ(m) _ Z Z ul(S)e—ZTri(s—7"N/2’“)m/(N/2k)
r=0 s=rN/2k

dado que 2™ = 1 para todo t entero

281 [(V/25)(14r) -1

ak+1(m) _ Z Z u1(8)6—2ﬂ'is(2km)/N

r=0 s=rN/2k

obsérvese que mientras r varia desde 0 hasta 2¥ — 1 se tiene que el limite inferior de la suma
en s varia desde 0 hasta 1 — N/2* y el limite superior de la suma en s varia desde N/2% — 1
hasta N — 1 de donde

N—

~ —2mis(28m -~ 4

Up41(m) = g uy (s)e 2ms@m/IN — 3 (2Fm)
s=0

—

O

Corolario 2.2.8 Supongamos que N es divisible por 2P y supongamos que u,v € €*(Zy)
son tales que la matriz de sistema A(n) es unitaria para todo n. Sea uy = u y v1 = v y para
todo j = 2,3,...,p definimos u; por la ecuacion

2i-1_1
kN
uj(n) = Z Uy (n—|— 2]1>
k=0

y similarmente v; por

2911
kN
Uj(n) = v (n+ F

k=

(=)

entonces Uy, Vi, Uz, V2, . . ., Up, Up €S una sucesion de filtros ondiculares.

Demostracion:
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Lo tnico que tenemos que probar es que la matriz A;(n) para cada j = 1,2...,p es
unitaria pero

W - L[ wm
1 { @ (27"n) 9,(2" ) ]
V2 (27 + 5) o (207 n+ 4
1(2j_1n)

s

y dado que esta matriz es unitaria para todo n entonces A;(n) para cada j =1,2...,py
todo n (|

Por lo tanto si construimos una base ondicular de primera etapa para ¢?(Zy) dada por u
y v segun la seccién (2.1) y aplicamos el dltimo corolario de esta seccién podemos construir
una sucesién filtros ondiculares y por consiguiente una base ondicular de p-esima etapa. El
siguiente algoritmo describe el proceso para construir dicha base.

1. Supongamos que N es divisible por 2P
2. Encontrar u y v en £2(Zy) tal que A(n) es unitaria para todo n =0,1,..., N1

Construir la sucesién de filtros ondiculares ug, v, ..., up, vp

- W

Construimos los valores de fi,g1,..., fp, Gp

5. Construir Ry f; para cada valor de j =1,2,...,py Rorrgp



52

Introduccién a las ondiculas




Capitulo 3

Una extension de las ondiculas a
los enteros.

El objetivo de este capitulo es extender el estudio de las ondiculas a otro espacio mas
grande ¢?(Z) introduciendo un poco de notacién y conceptos tedricos sobre espacios de
Hilbert y las principales propiedades y resultados que en ellos se manejan. Después haremos
una construccion de una base ondicular de primera etapa y extenderemos esta idea a una
base ondicular de p-esima etapa en ¢%(Z).

3.1. Conceptos de espacios de Hilbert.

La motivacién para el estudio de las ondiculas en Zy se dio por la necesidad de trabajar
con entes matemdticos que nos representaran las sefales finitas y/o periédicas. Ahora am-
pliaremos un poco mas nuestro estudio a otro tipo de senales aquellas que no son periédicas.
Este tipo de senales se ve descrito nuevamente por funciones de la forma

z:2 — C

asi mismo es mas prudente trabajar con el rango de estas funciones, pensando como un
vector de la forma

z = ( i) 2(72)7 2(71)7 Z(O)a Z(l)a 2(2)7 .- ) = (Z(n))nez

Este tipo de senales son parecidas a las sucesiones que se estudian en andlisis real la diferencia
es el dominio. No obstante las sucesiones nos permiten pensar que el nuevo conjunto de
senales que estudiaremos es un espacio de dimension infinita y como tal no podremos hablar
de una base como un conjunto finito de vectores que nos representen a dichas senales como
una combinacién lineal de los elementos de la base. Lo que haremos en esta seccién es hablar
sobre el simil de una base de un espacio vectorial de dimension finita conocido como conjunto
o sistema ortonormal de vectores.

Empecemos por definir el conjunto de interés asi como restringir nuestro estudio a aque-
llos vectores que sean “matemadticamente trabajables”, es decir no cualquier vector (z(n))nez
sera de interés si no solo aquellos que cumplan cierta condiciéon
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Definicién 23 Definimos el espacio de sucesiones cuadrado sumables como el conjunto €*(Z)
dado por

2(z) = {(z(n))nez 2(n)eC VneZ Y |an)f < oo}
neL

donde la serie de la definicién esta dada de manera usual por la convergencia de las sumas
parciales, ademéas ¢%(Z) es un espacio vectorial con producto interno con las operaciones
usuales de suma y producto escalar entre vectores de dimension finita, donde el producto
interno y la norma estan dados por

1/2
(zw) = zmuw(n)  |z] = (Z IZ(n)I2>

ne”Z neZ

y las relaciones de Cauchy-Schwarz y la desigualdad del tridngulo son

1/2 1/2
< <Z IZ(n)|2> + (Z Iw(n)l2>

nez neE”Z

> 2(nyw(n)

neZ

1/2 1/2 1/2
(ZIZ(H)er(n)Z) <<Z|Z(n)l2> +<le(n)2>

nez ne”Z ne”Z

Este conjunto tiene una caracteristica muy importante que es que toda sucesién en £2 (Z)
que sea de Cauchy converge en ¢(Z) por lo que ¢%(Z) es un espacio vectorial completo con
producto interno es decir es un espacio de Hilbert.

A continuacién escribiremos un poco de teoria acerca de los espacios de Hilbert para
estudiar el comportamiento de las “bases” en estos espacios. Obsérvese que el analogo en la
base canénica de ¢?(Zy) en ¢?(Z) deberfa ser

1, n=y

o ={ g "2

y parece que cualquier vector z € EQ(Z) puede escribirse como

2(j) =Y z(n)en(s)

neEZ

que no es una combinacién lineal finita, pero la idea se mantiene como antes una suma de
términos que involucran un conjunto (no necesariamente finito) de vectores con los cuales
podemos representar un vector lo dnico que faltaria por revisar es la convergencia de las
serie que nos representaria el vector.

Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno que es completo (toda
sucesién de Cauchy converge). En un espacio de Hilbert el andlogo a ser base es el siguiente
teorema

Teorema 3.1.1 Supongamos que H es un espacio de Hilbert y que {a;}jcz es un conjunto
ortonormal en H entonces {a;j}jez es un sistema ortonormal completo si y solo si

f:Z<f’aj>aj

JEZ
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Podemos observar que si tenemos un sistema ortonormal completo tendremos la nocién
de base que se tenia en dimensiones finitas por lo que solo resta definir que es un sistema
ortonormal completo

Definicién 24 Dado H un espacio de Hilbert y {a;}jez C H. Decimos que {a;};cz es un
sistema ortonormal completo si {a;};cz es un conjunto ortonormal tal que el inico elemento
que satisface (w,a;) = 0 para todo j € Z es w =0

A los sistemas ortonormales completos también se les conoce como conjuntos ortonor-
males completos pero aqui los llamaremos sistemas para evitar confusiones con la definicién
de ser completo desde el punto de vista de Cauchy (que toda sucesién de Cauchy converge).

Los dos siguientes lemas justifican el teorema y proveen la convergencia de la serie en el
teorema,

Lema 3.1.2 Supongamos que H es un espacio de Hilbert y {a;};cz es un conjunto orto-
normal en H, si z = (2(§))jez € (*(Z) entonces la serie

converge en H y se tiene que

D z(iag| =Y lz()I2

JEZL nez

Lema 3.1.3 Sea H un espacio de Hilbert {a;};cz un conjunto ortonormal en H y f un
elemento en H entonces la sucesion {(f,a;)} pertenece a (*(Z) con

> el =IIf1?
JEZ

Estos establecen que si tenemos un conjunto ortonormal {a; };cz en un espacio de Hilbert
H 'y f es un elemento del espacio H entonces {(f, a;)};cz pertenece a (*(Z) y por lo tanto
> jez (f,a;) a; converge en H y el hecho de ser un sistema ortonormal garantiza que converge
a f

Una caracterizacién de los conjuntos ortonormales {a;},cz en espacios de Hilbert esta-
blece que es equivalente ser

1. {a;j}jez es un completo.

2. (Parseval) Para todo f,g € H

<f’g> = Z<f7aj> <g,6lj>

Jez
3. (Plancherel) Para toda f € H

AP = 1 f.a5))?

JEL
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Existen varios tipos de espacios de Hilbert aquellos que tiene un sistema ortonormal
completo finito o contable a los cuales se les llama espacios de Hilbert separables y aquellos
con sistemas ortonormales completos que no tienen elementos finitos o contables nosotros
centraremos nuestra atencion a aquellos espacios de Hilbert separables.

Para terminar esta seccién estudiaremos el espacio de Hilbert L%([—, 7)) y las series de
Fourier. Comencemos por definir cual es este espacio de interés y ver que tiene un sistema
ortonormal completo.

Definicién 25 El espacio de las funciones complejas definidas sobre el intervalo [—m, ) que
son cuadrado integrables es el conjunto

L*([—m, 7)) = {f : [-m,7) — C tal que /: |F(0) do < oo}

Este conjunto es un espacio de Hilbert con las operaciones usuales de suma y producto
escalar donde el producto interno y la norma estan dadas por

1 [7 _ 1 /7 , 1/2
o) =5 [ s 1= (5 [ 1reras)
y las relaciones de Cauchy-Schwarz y desigualdad del tridngulo estan dadas por

o [ s < (L [Ciorw) (L [T wors)”

—T —T

([ oot a) < (L [ rora)” (L [ woras)”

Antes de demostrar que L?([—, 7)) tiene un sistema ortonormal completo obsérvese que
si aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz a |f(6)| y g(8) = 1 se tiene

L o< (& [ isoram)”

27 - -

es decir que si f € L?([—m, 7)) entonces f sera absolutamente integrable. Esta es la cla-
ve para ver que LQ([—T(,TF)) tiene un sistema ortonormal completo y basicamente es ver
que L*([—m, 7)) tiene un sistema ortonormal completo ya que el resultado de aplicar la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz a |f(0)| y g(#) = 1 implica que si f € L?([—m,m)) entonces
f € LY([-m, 7)), es decir L?([—m, 7)) C LY([-7, 7))

El conjunto

LM (—m, 7)) = {f [, 7) — C tal que /: 1£(0)]d6 < +oo}

se conoce como el conjunto de las funciones integrables y la norma en este conjunto es

I = [ 15@)a0

—T
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Definicion 26 El conjunto de funciones
{eme}nez
en L?([—m,m)) se le conoce con el nombre de sistema trigonométrico de L*([—m,T)).
Este conjunto es ortonormal en L?([—7, 7)) puesto que
1

L 7 k=
<eik97eij9> _ 27/ ei(j—k)Qde _ (ei(k—j)ﬂ' _ e—i(k—j)rr) N 75 . {
T omi(j— k) 0 Y

1, k=j
0, k#y

ya que la funcién es periédica de periodo 27 finalmente dado que la funcién de L((—m, 7))
que cumple que

(f.em?) = % /7; f(@)e ™%dp =0

para todo n € Z es f(f) = 0 a.e. podemos concluir que el sistema trigonométrico es un
sistema ortonormal de L*((—n, 7]) y por consiguiente se tiene que el sistema trigonométrico
{e”‘e}nez es un sistema ortonormal completo en L?([—7, 7)) pues L?([—, 7)) C L'((—=, 7))

En resumen en L?([—, 7)) tenemos un sistema ortonormal completo dado por {e™?}

y por lo tanto se tiene que
f(g) _ Z <f, ein9> eind

nez

neE”Z

conocida como la serie de Fourier de f y a < f, em‘9> se le conoce como el n-esimo coeficiente
de Fourier. Ademads por el estudio hecho al principio de la seccién tenemos las siguientes
propiedades

Corolario 3.1.4 1. Supongamos que z = (2(n))nez € (*(Z) entonces la serie

Z Z(n)eme

neZ
converge a un elemento de L*([—m,T)).
2. (Férmula de Plancherel) Supongamos que f € L*([—m,7)) entonces la sucesion {{f,e"?)}necz €
(Z) y
ing\ |2 L[ 2
SR =1l =55 [ 1r@)F as
nez T J—n

3. (Relacién de Parseval) Supongamos f,g € L*([—m, 7)) entonces

(f,9)=>_(f,e™)(g,e)

neEZ

4. (Férmula de inversion de Fourier) Para todo f € L*([—m,m)) f(0) =3, 5 (f, €M) e™?

Recordando el capitulo anterior recordemos que la TDF diagonaliza las transformaciones
lineales invariantes bajo traslacién y veremos que lo mismo pasa en L?([—m, 7)) segin para
lo cual necesitaremos las siguientes definiciones
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Definicion 27 Sea T : Hy — Hsy una transformacion lineal entre espacios de Hilbert Hy y
Hy con normas ||-||; y |||, respectivamente decimos que T es acotada si existe C' > 0 tal
que se cumple que

[Tz, < Clllly

para toda x € Hy

Definicién 28 Sea 1 € R arbitrario, definimos el operador traslacién Ty : L*([—m,m)) —
L?([~7, 7)) dado por

(Ty)(0) = f(0 =)
ademds decimos que una transformacion lineal es invariante bajo traslaciones si conmuta
con el operador traslacion, esto es

T(Ty f)(0) = Ty (T f)(0)

Teorema 3.1.5 Supongamos que T : L*([—m,m)) — L?([—m,7)) es una transformacion
lineal acotada invariante bajo traslaciones, entonces para cada m € Z existe A, € C tal que

TeinQ — )\meine

El hecho de decir que T' diagonaliza a las transformaciones lineales acotadas invariantes
bajo traslaciones es por que si tenemos f € L*([—,7)) se cumple que f(6) = >, ., c(n)e™’
por lo que al aplicarle T' se cumple que

Tf() = Z c(n)Tem? = Z c(n) A, e

nez nez

es decir que el efecto es multiplicar el n-esimo coeficiente de Fourier por A,, o un vector
[¢(n)]nez por una matriz diagonal D = [\,],ez suponiendo que pudiéramos hablar de ma-
trices infinitas.

3.2. Bases ondiculares de primera etapa.

Comencemos ahora la construcciéon de las ondiculas en el espacio ¢?(Z). Para lo cual
definiremos primero la TDF en dicho espacio y después una primera etapa de la base,
analogo a la seccién anterior.

En esta primera parte de la seccion el objetivo es definir el analogo de la TDF en el
espacio £?(Z) y revisar la relacién con las transformaciones invariantes bajo traslacion.

Empecemos por la definicién de la Transformada de Fourier

Definicién 29 La Transformada Fourier en el espacio (*(Z) es la funcién = : (*(Z) —
L?([~m, 7)) dada por
z(0) = Z z(n)e™?
neL
donde z(n) € ¢*(Z)
La Transformada de Fourier inversa es la funcion * : L*([—m, 7)) — (*(Z) dada por
i3 ) 1 " —in
fn) = (f,e™) = - ()e~"?dp

Com ),

donde f € L*([—m,))
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El siguiente lema establece las relaciones que se satisfacen con la Transformada de Fourier

Lema 3.2.1 La transformada de Fourier = es biyectiva con inversa *. Para z € (*(Z) se

tiene que
™

2(n) = (B)(n) = — / 2(0)e="0dg

— % -
Para todo z,w € (*(Z) se satisface la relacién de Parseval
- 1 T E—
(z,w) = %z(n)w(n) - /_ﬂ?(n)@( 140 = (2, %)

y se cumple la formula de Plancherel

T

el = Y Jen) = 5 [ [E@)F do = |31

nez -

Una de las principales propiedades de la TDF en el espacio £2(Zy) es que diagonaliza las
transformaciones lineales invariantes bajo traslacién y hay un analogo de esa propiedad en
el espacio ¢?(Z), basicamente la prueba se basa en lo que llamamos un operador convolucién
del capitulo anterior. Para este caso hay un detalle sobre la convolucién, que no es cerrada
para los elementos de ¢?(Z) se necesita pedir que al menos uno de ellos esta en otro espacio
més pequeno que £2(Z) llamado ¢ (Z) este espacio es

NZ) = {z = (2(n))nez : 2(n) € C parap todo n y Z |z(n)| < +oo}

el espacio ¢1(Z) es un espacio vectorial en donde la norma es

I=lly =) l2(n)]

nez
es un subespacio propio de £?(Z) en este caso la convolucién esta definida como

Definicién 30 Dado w € (Y(Z) y z € €*(Z) definimos la convolucién como

z*xw(m) = Z z(m —n)w(n)

nez
que es un elemento de (*(Z)

Al igual que en (%(Zy) la Transformada de Fourier y la convolucién guardan ciertas
relaciones como

s (zxw)(0) = Z(0)w(0) a.e para todo v € £X(Z) y 2z € *(Z)
» 2xw = w* 2 para todo v € (1(Z) y 2 € (*(Z)
» vk (w*2) = (v*kw)* 2z para todo v,w € (X(Z) y z € *(Z)

Probemos entonces como es que la Transformada de Fourier diagonaliza las transforma-
ciones lineales invariantes bajo traslacién.
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Definicién 31 Sea k € Z el operador traslacion Ry, : (?(Z) — ¢*(Z) esta definido por
Riz = z(n — k)

para todo n € Z. Decimos ademds que una transformacion lineal T : (*(Z) — (*(Z) es
invariante bajo traslaciones si conmuta con cualquier operador traslacion, es decir se cumple
que

T(sz) = Rk(TZ)

para todo z € (*(Z) y todo k € 7Z.
También

1, n=0
8(n) = { 0, n#0
para todo n € 7 es la funcion delta en (*(7Z)

Lema 3.2.2 Supongamos que T : (*(Z) — (*(Z) es una transformacion lineal acotada
invariante bajo traslaciones y sea b € (*(Z) dado por b = T(8) entonces para todo z € (*(Z)
se tiene que

T(z) =bxz

Es decir si T' es una transformacién lineal invariante bajo traslacion

—

Tz(n) = bx 2(n) = (b 2)(n) = (b2)(n) = % /_7r b(6)2(0)e~ 0 dg

comparando con la primera ecuacion de las propiedades que se satisfacen con la Transfor-
mada de Fourier .
1

- 2 —inf
o ] z(0)e™ """ db

es como si cambidramos el término z(6) por 6(9)3(9). En este sentido decimos que el sistema
ortonormal completo de {e_i"‘g} be[—mm) diagonaliza a T' como lo hacia {ei"‘g} en el caso de
L?([-m,7)) y F en el caso de (*(Zy)

A manera de construir un analogo de las bases ondiculares de ¢?(Zy) en (%(Z) la siguiente
definicién nos muestran algunas propiedades de ¢?(Z)

Definicién 32 Supongamos que z € (*(Z) y que n,k € 7 la reflexion conjugada de z es

y también definimos el vector

estas operaciones cumplen que

» 2,2 Rpz € (?(Z) para toda k € Z y todo z € £*(Z)

(0) = z() para todo z € ¢*(Z)

u
Y

o~

» 2*(0) = 2(6 + ) para todo z € (*(Z)

. ]?;2(9) = e*92(0) para todo z € (*(Z)
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» (R;z, Ryw) = (2, Ri_jw) para todo j,k € Z para todo z,w € (*(Z)
z, Rpw) = z * w(k) para todo k € Z para todo z,w € (*(Z)

» §(f) =1 para todo 0

La segunda parte de esta seccién estd enfocada en la construcciéon de una base ondicular
para £2(Z). Basicamente ya hemos hecho la parte mas dificil, la generalizacién del enfoque
dado en ¢%(Zy) es natural salvo el detalle que ya hemos considerado en la convolucién. El
objetivo es demostrar el siguiente teorema

Teorema 3.2.3 Supongamos que u,v € {*(Z) entonces tenemos que

B = {Ropu}yep | J{Rokv}ier

es un sistema ortonormal completo en (2(Z) si y solo si la matriz de sistema

1 Al 90)
Al0) = [ A0+ DO+ 7) }

es unitaria para todo 6 € [0, ).

Practicamente la diferencia es que ahora los generadores de la base estdn en £1(Z) y esto
se debe a que si recordamos el algoritmo de andlisis en las bases de £?(Zy) hay que hacer las
convoluciones u* 2 y v*z sin embargo hemos visto que en el caso de £2(Z) no necesariamente
se tiene que la convolucién siga estando en £2(Z) por lo que al menos uno de los elementos
a convolucionar deberd estar en ¢(Z).

La demostracién se basa en el siguiente lema

Lema 3.2.4 Supongamos que z,w € {*(Z)
= Bl conjunto { Ropw}y o, es un sistema ortonormal si y solo si
|@(0)|” + |@(0 + m)|* = 2
para todo 6 € [0,7)

s Tenemos que
<R2k2§, jow> = O

para todo k,j € Z si y solo si
Z(0)w(0) + z(0 + m)w(0 + 7) =0
para todo 6 € [0, )

Demostracion: Dado que el conjunto { Rogw}, ., es ortonormal si y solo si

1, k=0
(w, Rapw) { 0. k£0

basta con demostrar que
wx W+ (w*w)* =20
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puesto que

si y solo si

lo cual es equivalente a tener
wxw~+ (wxw)" =26

Obsérvese que si tomamos la Transformada de Fourier de esta ltima ecuacién
wx W+ (wxw)* =260

si y solo si

~

(wxw)(0) + (w*w)*)(0) =20 =2

para todo 6 pero

(w + @)(0) = D(O)D(0) = D(O)D(0) = |(0)

~—

(w @) (0) = (w* @O +7) = |@(0 + )|

de donde se tiene que
wx W+ (wxw)* =26

si y solo si
@O + |D(0 +m)[* = 2

asi el conjunto { Ropw}, o, es ortonormal si y solo si
|@(0)|” + |@(0 + m)|* =2
finalmente dado que
|@(0)|” + |@(6 + m)|* = 2

es periddica de periodo 7 el resultado es valido si y solo si se tiene para el intervalo [0, 7)
Para demostrar la segunda parte basta observar que (z * w) 4+ (z x w)* = 0 ya que

(o2 )+ (e = { 2C7 0 nres
pero
<R2kZ, jow> =0+« <Z, Rg(j_k)w> =0 zx @(2(] — ]f)) =0

es decir (z+xw)(n) = 0 si n es par por lo que (z*w)+ (z*w)* = 0 aplicando la Transformada
de Fourier tenemos que

(2% @) + (2% @) )(0) = (= % BY0) + (2 % )" (6) = 2(0)D() + 2(6 + m)@(@ + m) = 0

O
Para la demostracion del teorema tenemos que
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Demostracion: Queremos demostrar que B = {Ropu},, U {Roxv},c, €8 un sistema
ortonormal tenemos que probar dos cosas que el conjunto es ortonormal y que es comple-
to. Para demostrar que B es ortonormal tenemos por el lema anterior que {Ragu}, ., es
ortonormal si y solo si

[a(0))* + a6 + m))* =2 (3.1)

también por el lema anterior se tiene que { Rorv}, ., es ortonormal si y solo si
90 + (50 + )| = 2 (3.2)

y {Raru}yeq U {Rarv} ey es ortonormal si y solo si

W(0)5(0) + (0 + m)5(0 + 7) =0 (3.3)

pero las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.3) se cumplen si y solo si la matriz del sistema A(6) es
unitaria para todo 6 por lo que B es ortonormal si y solo si A(f) es unitaria para todo 6
Para demostrar la parte de la completes tenemos que probar que

(z, Rapu) =0, (2, Ropv) =0  VkeZ

implica que z = 0 es decir que el Unico elemento que cumple es el vector cero.
Pero dado que z = v U(D(z % 0)) + u* U(D(z * u)) ya que

(v« U(D(z*0))+uxU(D(zxu)))(0)

pues A(6) es unitaria.
Y como (z, Ropu) = D(z xu)(k) y (2, Rexv) = D(z %) (k) entonces

(z, Ropu) = 0, (z, Ropv) =0 Vk € Z
implica que
z=v+xU(D(z%0))+uxU(D(zx1u)) =v*U((z, Ragv)) + ux U({z, Ropu)) =0

y se tiene que B es un sistema ortonormal completo. O
De aqui podemos ver que el algoritmo para construir la base ondicular en el caso £?(Zy)
se mantiene ademds otra propiedad importante se puede obtener a partir de las ideas de
(?(Zy) el cual nos dice que basta con encontrar un solo vector generador pues su ondicula
companera se construye a partir del vector conocido y esto lo establece el siguiente lema

Lema 3.2.5 Supongamos que u € {*(Z) y que {Ropu}, ., es ortonormal en (*(Z) entonces
el conjunto

{Rakv}yeq U{Ranutyeq

es un sistema ortonormal completo de (*(Z) donde

u(k) = (~1)*Yu(d — k)
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Demostracion: Para demostrar que el conjunto es ortonormal tenemos que probar que
la matriz del sistema A(6) es unitaria para todo € o equivalentemente que se cumplen las
ecuaciones
a0 +m)* =2
4+ [0 +m)* =2

u(@)v(0) +u(@+ m)v@+m7) =0
primero calculemos observemos que por la definicién de v se tiene que

v(0) = Z(_l)k—lmeike _ Z(_l)—j@ei(l—j)a

kEZ JEZ

haciendo j = 1 — k ademdés si escribimos (—1)77 = (¢™)™/ = ¢~*™ tenemos que

5(0) =Y emmu(j)ed 0+ = 00 + )
JEZ

(0 + ) = —%u(6)

de donde se tiene que la primera de las ecuaciones que queremos probar se da por que la
hipétesis de que el conjunto { Raru},, es ortonormal nos la da por otro lado la ecuacién

[B(0)° + [5(6 + )" = 2
se da ya que

a2 L2
15(0))> + [5(0 + 7)|> = |a(0 + w)’ + \—elea(e)( = [a(0 + m)* + [a(6)]> = 2

finalmente para la ecuacién

uw(0)v(8) +u(f +m)v(@+7) =0

se tiene pues

W(0)5(0)+a(0+7)o(0 + 1) = 6(0)a(0 + m)el® —a(f-+m)a(0)e

W(O)a(0+m)e " —a(0)a(9+m)e ™ = 0

O



Capitulo 4

Una extension de las ondiculas a
los reales.

En este capitulo se busca la construccion de la ondiculas en R. Nos basaremos en los dos
capitulos anteriores, es decir, definiremos el espacio de trabajo, definiremos la convolucion,
construiremos la Transformada de Fourier y usaremos lo anterior para la construcciéon de
una base ondicular.

4.1. La Transformada de Fourier en L?(R)

Empecemos por definir nuestro espacio de trabajo. Como antes trabajaremos con las
funciones que son cuadrado integrables solo que ahora en todo los reales no solo en el
intervalo [—m, ) es decir en el conjunto

[3(R) = {f ‘R — C con /R|f(x)|2dx < +oo}

L?(R) es un espacio de Hilbert con las operaciones usuales de suma y producto escalar
definidas en funciones; el producto escalar y la norma estan dadas por

o) = [ rwa@ae )= ( [ lf(z)l2>1/2

y las desigualdades de Cauchy-Schwarz y del tridngulo son

<(/ f(:v)l2>1/2 (/ |g<x>|2)1/2
([ +g<:c>|2)1/2 <(/ |f<x>|2)1/2 “(/ g<x>2)m

También consideramos el espacio de las funciones que convergen absolutamente en todo
R por el conjunto

/R f(@)g(@)da

Ll(R):{f:R—»(Ccon /R|f(x)|daz<+oo}
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con la norma

1@y = / ()| de

y decimos que si f € L1(R) es integrable.

La diferencia es que ahora no hay una contencién entre los espacios L'(R) y L?(R).
Ademas se presentaran ciertos aspectos delicados referentes a la convergencia de las inte-
grales en el proceso pues estas deben cumplir la convergencia de L?(R).

Primero empecemos por la definicién de la convolucién que es una de las operaciones
fundamentales en el estudio de la teoria de Fourier.

Definicion 33 Supongamos f,g: R — C de tal manera que

/le(x—y)g(y)\dy <o (4.1)

para cualquier x € R. Entonces definimos la convolucion de dichas funciones como sigue

fro@= [ F-at)dy
R
esta operacién cumple con las siguientes propiedades
i f,g€ L?(R) = |f*gl <|[|fllllgllVz € R
ii. f,g€ L'R) = [|f*gll; <IIfll llgll, V= € R
iii. feL?(R),ge L'(R)= fxgeL?®R)y

F gl < 1IF1HIgll, Vo € R

Otras definiciones que se utilizan en la construcciéon de la Transformada de Fourier son
la traslacién y la reflexién conjugada

Definicién 34 Supongamos f:R — C, y € R. Definimos la traslacion Ryf : R — C como

También definamos la reflexién f : R — C como

f () = f (=)

estas operaciones tienen la propiedad de
Si f,g € L*(R) y ademés z,y € R entonces

i. (Rof Ryg) = (f, Ry_z9)
ii. (f,Ry9)=fx3g(y)

Dado que

(Rof, Ryg) = /RRacf(t)Ryg(t)dt = /Rf(t —x)g(t —y)dt



4.1 La Transformada de Fourier en L*(R) 67

tomando el cambio de variable u =t — x
(et Fyg) = | fCglesz=yidu= [ )R glidu = (1.Ry .9)
Y ademas
(f,Ryg) = /f R, g(x dx—/f gz —y dx—/f (y —x)dx = fxg(y)

La convolucién jugaba un papel importante en el estudio de la TDF tanto en £2(Zy)
como en ¢?(7Z) pues existia un elemento que llamamos delta § que cumplia que § x z = 2
pero en L?(R) no tenemos tal elemento, sin embargo si hay un anslogo con dicha propiedad
el conjunto conocido como identidad aproximada

Definicién 35 Una identidad aproximada es una familia de funciones {g:}1~o donde

y g:R — C es una funcion que cumple que

_77V1’€R,01>0 Y /g:vdx:l
9@ < T e | o(@)
a la funcién g; se le conoce como la t-dilatacion de g. El nombre de identidad aproximada
se debe a que
lim g, + f(z) = f(z) aexeR
t—0

esto si f € LY(R)

El estudio de las identidades aproximadas es fundamental para la definicién de la Trans-
formada de Fourier como se vera a continuacion.

En base a la definicién de la Transformada de Fourier en ¢?(Zy) y ¢?(Z) nos gustaria
definir la Transformada de Fourier usando la expresion

/ f(z)e ™ de
R

sin embargo esta integral podrfa no converger en el espacio L?(R) pero si converge en el
espacio L*(R) pues

x)e @ dx

gﬂmmw=wwm

por lo que si es posible definir la Transformada de Fourier en L'(R) como
Definicién 36 Si f(x) € LY(R) y & € R definimos la Transformada de Fourier como al

aplicacion
> LY(R) — LY(R)

&= [ raye s

dada por
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y la Transformada de Fourier inversa como la aplicacion
:LYR) — LY(R)

dada por
1 ot
— 1T d
9(x) /R g(§)e™>dg

2m
donde g(z) € L*(R)

Pero lo que nosotros buscamos es la definicién en el espacio L?(R). La definicién para
L'(R) no esta del todo alejada del objetivo general ya que hay ciertos aspectos del espacio
L'(R) que permiten describir a los elementos del espacio L?(R). Primero que nada existe
un conjunto de funciones en L!'(R) que son densas en L?(R), estas a su vez cumplen la
definicién de la Transformada de Fourier y nos ayudaran a definiran la Transformada de
Fourier en L?(R), dichas funciones son

Definicién 37 El conjunto de funciones con soporte compacto son las funciones f : R — C
tal que la cerradura del conjunto {x € R : f(x) # 0} es compacto

En términos del teorema de Heine-Borel basta tener que la cerradura de

{zreR: f(z) #0}

es acotado para que f sea de soporte compacto. Las funciones que son de interés son las
de clase C? con soporte compacto ya que estas cumplen ser densas en L2(R), es decir si
f € L?(R) y € > 0 entonces existe g una funcién de clase C? con soporte compacto tal que

If —gl<e

Las funciones de clase C? con soporte compacto a su vez son funciones del espacio L!(R)
por lo que si f € L?(R) existe una sucesiéon de funciones de clase C con soporte compacto
que aproximan a f es decir

feL’R) = I{fu(@)}pen C L' R) : fr "7 f

Maés aun las funciones de clase C? de soporte compacto cumplen que su Transformada
de Fourier pertenecen a L'(R) por lo que la Transformada de Fourier de una sucesién de
funciones que convergen a f € L?(R) también converge a una funcién de L?(R) y esperamos
que sea a fes decir

feL*R) = I{fu(@)}pen C L' R) : fr =" f

IF € L*(R) : f, =" F

El siguiente lema establece formalmente este echo y ademds especifica que la convergencia
es independiente de la sucesién que se tome salvo un conjunto de medida cero

Lema 4.1.1 Supongamos que f € L*(R) y {f,}5°, es una sucesién de funciones en L'(RR)
que cumple dos cosas fn, fn € LY(R) y fn — f en L*(R) entonces se tiene que
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1. {fn}'%ozl converge en L*(R).

2. Si{gn}So, es otra sucesion que converge a f Y gn,dn € L*(R) entonces {gn} converge
en L*(R) y ademds {fn}521 y {Gn}5°, convergen a la misma funcién a.e

3. Sif e L(R)UL?(R) y F € L*(R) tal que {fn}%’:l converge a F entonces F =

Demostracion: Para demostrar la primer parte del teorema basta probar que la sucesion
{fn}%; es de Cauchy pues dado que L?*(R) es de Hilbert se tiene el resultado. Por las
hipétesis de que f, y f estdan en L'(R) se tiene que f,, € L?(R) para toda n ademés por la

desigualdad de Plancherel
‘ fn - me =V2r ||fn - fm”

y como {f,}n=1 converge en L?(R) por hipétesis es de Cauchy por lo que si € > 0y
n, m € N entonces
‘ fn - f?n

por lo que {f,,}2, es de Cauchy y como L2(R) es de Hilbert entonces existe F € L2(R) tal
que fn — F.

Para la segunda parte se tiene que {g,} converge en L?(R) por las mismas razones que
la primer parte ademds obsérvese que si fn — F y g, — G con F,G € L?(R) entonces

|7~ 7.

por lo que basta demostrar que

<V2mwe VYn,m >N

=0, [|[G=¢nl]l—0, n—o0

’fn_gn —0, n—oo

ya que por la desigualdad del tridangulo

ﬁz - @\n
y si hacemos n — oo F' = G a.e pero por la formula de Plancherel y la desigualdad del

triangulo
|7 = 3l| = Va7 10 = gll < V2R (10 = £+ 115 = gl

y como {f,} — f v {gn} — g cuando n — oo entonces

’ fn - gn
y se tiene que F' = G a.e
Finalmente para la tercera parte dado que f € L?(R) podemos encontrar una sucesién
{gn}22; de L' (R) que convergen a f en L?(R) con g,, € L'(R) y {g, } converge a F' € L*(R)
también como f € LY(R)

IF-Gl<|F-T. + G, — Gl

|

—0, n—o0

lgn = flly = 0, n— o0

esto implica que

9n(&) ~ F()| =

/ (gn(2) — f(2)) e "Eda
R

< / lgn(@) — f(2)|de, Ve

es decir que g,, converge uniformemente a ]? conforme n — oo por lo que F' = f a.e |
Esto nos ayuda a definir la Transformada de Fourier en L?(R) como
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Definicién 38 Si f € L?(R) definimos la transformada de Fourier en L?*(R) de f como

f= lm f,

n—oo

donde {f,}5°, es una sucesion de funciones de L*(R) que converge a f en L?(R) y tal que
fn € LY(R) para todo n y asi mismo la Transformada inversa de Fourier de f como el limite

n—oo

Esta definicién concuerda con la definicién dada anteriormente para L!(R) cuando f €
L'(R)U L?(R) también puede verse que la definicién no es puntual como en la definicién en
L'(R) si no més bien a una funcién como lo necesitamos.

Las principales propiedades de la transformada para f,g € L?(R) son

1. Relacién de Parseval <f, §> =27 (f,qg)
2. Férmula de Plancherel H]?H =27 || f]]

8. (f.3) = & (£.9)
4|17l = A= 171

lo cual nos permitird quitarnos la dependencia de las funciones en L'(R) y poder utilizar
cualquier tipo de funciones incluso en L?(R) esto es si {f,} es una sucesién de funciones en
L?(R) que convergen a f € L?(R) entonces por la formula de Plancherel

y de igual manera para la Transformada de Fourier inversa con los cual podremos seguir
trabajando con las propiedades de la Transformada como antes para la definicion de las
ondiculas en R pues

Ja=f| = Vorlfa =1l =0, 0o

F==0)r
ademads

L (f+gr=F3
2. fx(gxh)=(fxg)*xh

3. ()6 =F(©
4 (R f)(€) = e ™Ef(€) ae

Recordemos que una de las principales propiedades de la Transformada de Fourier era
la diagonalizacion de la transformaciones invariantes bajo traslacién y nos gustaria que
asi fuera también en este caso por lo que de la misma manera definimos

Definicién 39 Dada T : L*(R) — L?(R) una transformacién lineal decimos que T es inva-
riante bajo traslacion si para todo y € R y para toda f € L*(R) se cumple que

T(Ryf) - RyT(f)
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Y esto es dado que cada transformacién lineal acotada invariante bajo traslaciones T se
puede definir como un operador convolucién esto es que

-~

Tf(x) =b(€)f(€)

utilizando la Transformada de Fourier Inversa

Tf) = 5 [ HOFs
T JRr
es decir en la base de Fourier la aplicacion T' se comporta multiplicando por E(f ) el coeficiente
f(f) y en este sentido se diagonaliza T respecto al sistema {e?*¢}.
Con estas herramientas de la transformada de Fourier pasaremos al estudio de las ondicu-
las utilizando el analisis multiresolucién que describimos a continuacion.

4.2. Analisis multiresolucion.

El propésito de estd seccién es dar las condiciones necesarias y suficientes para construir
un sistema ondicular de L?(R). Un sistema ondicular se define como

Definicién 40 Un sistema ondicular de L?(R) es un conjunto ortonormal completo en L?(R)
de la forma {1 1} kez donde

Yig = 222w — k)

para alguna funcion ¢ € L*(R). A las funciones Vi1 se les conoce como ondiculas.

Es decir vamos a considerar todas las traslaciones enteras dela funcién ¢ asi como las
expansiones y contracciones tanto en el eje X como en el eje Y por un factor de 27 y 27/2
respectivamente.

A diferencia de los capitulos anteriores esta vez no nos serd posible construir el sistema
con argumentos similares a los dados para £?(Zy) y ¢?(7Z). El problema es que en L?(R) no se
tiene una funcién § como se tenia en los espacios de las secciones anteriores. La caracteristica
de la funcién ¢ era que

dxz=2z

esto es que actuaba como una identidad més aun las traslaciones de § formaban un sistema
ortonormal completo que nos partia el espacio de interés en dos subespacio con lo cual
obteniamos un sistema ortonormal completo de la forma

{RQkU}keZ U {RQkU}keZ

En esta seccion buscaremos hacer lo mismo aunque no hay tal funcién § buscaremos re-
emplazar las traslaciones de una funcién ¢ por dos conjuntos de traslaciones de otros dos
elementos. Esto serd construir un analisis multiresoluciéon definido como

Definicién 41 Un andlisis multiresolucién (AMR) es una sucesion de subespacios {V;}jcz
de L*(R) que

1. La sucesion de subespacios es creciente V; C V1 para todo j € Z
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2. Eziste una funcion ¢ € Vy tal que el el conjunto {¢ox}rez es ortonormal en L*(R)
donde

Vo = {Zz(k‘)%@o,k 12 = (2(k))rez € KQ(ZN)}

kEZ

a la funcion ¢ se le conoce como funcion de escala.
3. Para cada j, f(z) € Vy si y solo si f(27z) € V.
4- ijZVj = {0}.
5. Ujez Vi es denso en L?(R).
Lo que nos gustaria demostrar es que un andlisis multiresolucion genera un sistema

ortonormal completo para L?(R). La primera clave es que dado un anélisis multiresolucién
con funcién de escala ¢ tenemos que los conjuntos V; estan dados por

V= {Zz(k)g%k : 2= (2(k))rez € 42(2)}

keZ

cada uno de ellos con un sistema ortonormal completo {gojk}L rez €sto se debe a que como
{40,k } ez €s un sistema ortonormal completo de Vf entonces

(pjk, Pik) = /RQOj,k(x)ij,k’ (x)dx = /RZj/zw(ij —k)21/20(29x — K')dx

que con el cambio de variable u = 272 nos queda que

N 1, k=F
- — K = 1) = ’
/R@(U k)o(u —k')du = (oK, Po.k) { 0 k4K
es decir
(@i ks Pk ) = (0,ks POK)
por lo que {@;k}; ;. o, es ortonormal dado que {¢o,x } 5 €s ortonormal. Mds aun, el conjunto

{apjk}j ez € completo debido a que como el conjunto {V};ez es un AMR se cumple que
f(z) € Vo & f(2iz) € V; pero

f(x) € Vo= fz) =Y u(k)por(x) = Y ulk)p(x — k)

kezZ kEZ

luego

F2in) = 3 ulk)p(2ix — k) = 3" u(k)2/ 0, 4(x)

kEZL kEZ

y f(27z) € V; entonces

Vi = {Z 2(k)pjk 2 = (2(k))rez € EQ(Z)}

kEZ
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Uno pensaria que la unién de tales sistemas ortonormales

LJ {gﬁk}mkez

J,kEZL

es una sistema ondicular de L?(R), el problema es que la unién de sistemas ortonormales
no es necesariamente ortonormal pues dado que al ser andlisis multiresolucién con funcién
de escala ¢ se tiene que ¢ € Vo y Vp C V1 de donde ¢ € V3 por lo que

p(x) = ulk)prp(@) =D ulk)V2p(2z — k)

kEZ keZ

que se conoce como la la ecuacién de escala y donde (u(k))rez se conoce como la sucesién
de escala. Puesto que {gojk}j rez € sistema ortonormal completo para L?(R) se tiene que

u(k) = (@, 1.k)
ademds ¢ = g o entonces

u(k) = <S07901,k> = <500,07901,k>

finalmente como ¢(x) no es idénticamente cero se tiene que existe al menos uno de los
producto internos
(0,0, P1,k)

que no es cero por lo que la unién de sistemas ortonormales completos de cada V; dado por
{goj_,k}j ez DO es ortogonal (para ser mas preciso ortogonal a diferentes niveles j). A pesar

de que el panorama no pinta bien para construir un sistema ondicular de L?(R) el siguiente
lema nos da luz para seguir adelante

Lema 4.2.1 Si {V;} es un andlisis multiresolucion con funcién de escala ¢ y sucesion de
escala u entonces { Raru}rez es un conjunto orotnormal en (%(Z)

Demostracion: La demostracién se basa en el manejo de conjuntos ortonormales en £2(Z),
esto es que el sistema { Rogu}rez es ortonormal en ¢2(Z) si y solo si se cumple que

1, k=0
{u, Ragu) { 0. k£0

Pero esta ultima ecuacién es cierta ya que

pla) =Y u(k)V2p(2r — k)

kEZ

implica que

o =p(x—1)= Zu(k‘)x/igp(Z(aﬁ —1i) —k) = Z u(m — 2@')\/5(,0(21‘ —m)

keZ meZ
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haciendo m = 2i + k luego

<§07 900,2'> = <Zu(j)@l,jv Z u(m - 21)@1,m> (42)

JEZ meZ

= D> uli)u(m —20) (15, ¢1m) (4.3)
JEZ mEZ

= > uljuli—2i) (4.4)
JEL

= (u, Ryu) (4.5)

pues {1 1} es ortonormal de donde (u, Rag) = {®, vo.i) pero {¢o 1} es ortogonal por lo que

1, k=0
(u, Roiu) —{ 0, k#0

con lo que se concluye que un andlisis multiresolucién genera un conjunto ortonormal en
2(z) |

Ademss la sucesion de escala (u(k))rez, por ser un conjunto ortonormal de £2(Z), tiene
una compaiiera v € (%(Z) tal que entre ellas dos (u y v) generan una sistema ondicular
de primera etapa para ¢?(Z). De la misma manera que hicimos con u podemos proceder y

considerar
() =Y vk)prr(@) =Y v(k)V20(22 — k)

kEZ keZ

tal que {10k }rez es un conjunto ortonormal de L(R) y el conjunto

Wy = {Z 2(k)bok : 2 = (2(k))rez € 52(2)}

kEZ

tiene la propiedad que Vi = Vy @ Wy.

El siguiente teorema es uno de los teoremas mas importantes ya que muestra como la
compafiera v de u genera un sistema ondicular de L?(R) y més aun marca una manera como
un AMR nos ayuda a la construccién de un sistema ondicular en L?*(R)

Teorema 4.2.2 (Teorema de Mallat) Supongamos que {V;} es un andlisis multiresolu-
cién con funcién de escala @ 1y sucesion de escalau = (u(k))rez € (1(Z) y seanv = (v(k))rez
y ¥(x) dadas por

v(k) = (D) (T = k), (2) =Y v(k)ern() = Y v(k)V2p(2z — k)

kEZ keZ
entonces {1; 1 }jrez €s un sistema ortonormal de L?(R)

Es decir que la manera de genera un sistema ondicular de L?(R) a partir de un AMR
es considerar la sucesién de escala asociada a ¢, la cual estard en ¢*(Z) y construir su
compaiera v en £2(Z) después regresar a L?(R) construyendo 1) y sus traslaciones nos dardn
un sistema ondicular de L?(R) m4ds aun este proceso nos parte el espacio V; en dos espacios
mas pequenos.
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Aunque hemos visto que un AMR nos genera una base ondicular de ¢?(Zy) parece no
ser practico construir una AMR. A continuacién buscaremos una manera de construir un
AMR construyendo solo una funcién que satisfaga ciertas condiciones (o equivalentemente
un elemento de ¢2(Z) con ciertas propiedades).

Lo primero que hay que observar es que parece que podemos prescindir de la funcién ¢
ya que al tener u € ?(Z) que satisfaga la ecuacién escalar podemos encontrar su compaiiera
v € (?(Z) tal que u y v nos generen una base ondicular de £2(Z) y después considerar

d(x) =Y v(k)pi k(@)

k

sin embargo esto implica conocer la funcién ¢ por lo que es necesario encontrar una funcién
que nos satisfaga la ecuacién de escala

pla) =Y ulk)pri(e) =) ulk)vV2p(2z — k)

keZ keZ

si aplicamos la Transformada de Fourier a la ecuacién de escala tenemos que

3 = ulk)prr(©)

kEZ

pero por definicién de la transformada de Fourier
Prr(l) = /w1,k(m)6_”5dﬂc
R
_ / V2 (22 — k)e e dx
R
2 s
— \[/sp(u)e—l( ¢ du
2 Jr
1

—ik&/2 / —iu{/Qd
= —=€ plu)e (7
V2 R )

B e—ikE/2 §

tomando u = 2x — k de donde se tiene que

5O = 5 S ulhe /%5 §)

kEZ

equivalentemente

56 = ma (8) 3 (&

P(§) =mo (2 ?13
donde )

mo(€) = —= > u(k)e ™
V2 g

0 también

) = L2 [ mo@)e<ag = Vanno(—H)
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andlogamente

de donde

e inductivamente
L ¢
70 =50 [[m (

Siempre y cuando el producto HZO=1 m0(2£) converja. Una condicién para que esto pase
es que la funciéon mg : R — C satisfaga que

mo(0) =1, |mo(€)] <1VEER, |mo(€) —mo(0)] < ClE° V€€ R

siempre que existan 6 > 0y C' < co constantes.
Esto es podemos encontrar tal funcién ¢(z) siempre y cuando se cumplan las condiciones
anteriores para mg. La condicién mg(0) = 1 se debe al hecho de que

2(0) = mo(0)&(0)

por la definicién de ¢(§) y dado que buscamos una solucién no trivial de la ecuacién escalar,
esto es que $(0) # 0 de lo contrario ¢(x) = 0 para todo = y la funcién idénticamente cero
no genera un AMR.
El hecho de pedir que |mg(§)| < 1 se tiene de manera inmediata ya que por definicién
1 ~

de la TDF mg(§) = % Spez u(v)e ™ = —5(—¢) ademds u € ¢*(Z) cumple la ecuacién

escalar por lo que {Rapu},c, es un conjunto ortonormal en (?(Z) esto implica que
A~ I2 | 1 2 2 2
[u(0)" + a0 + m)[" =2 = [mo(§)[” + [mo(§ + )" =1
Finalmente la bisqueda de ¢ sera unica salvo un miltiplo constante a saber $(0) que
mas adelante veremos que se cumple que p(0) = 1y se reduce a encontrar cierta mg : R — C
con algunas propiedades que nos permitirdn encontrar ¢ en términos de mg para encontrar

el AMR respectivo. Obsérvese que mg depende de u y podemos formular nuestro resultado
en términos de u ya que

mo(0) =1« Zu(k) =V2
por la discusién anterior
Imo(€)|] < 1< {Raku},e, ortonormal en £%(Z)
lo dnico que faltaria es el andlogo de la propiedad

Imo(€) — mo(0)] < C ¢
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para toda & € R esto ocurre cuando Y, ., |k|" [u(k)| < 400 para algin € > 0 puesto que

Imo(€) — mo(0)] = % S (ke — 3 (k)

kezZ kEZ

1 .
< — lu(k)| e e _ 1
T bl -
1 1
< LS k= S 2
ﬁlklﬁl/\f\ ﬂlkbl/lf\
< % S ) ke V2 Y Julh)] kel
[k|<1/]€] [k|>1/1€]
< V2 Julk)| K€
keZ

tomando C = V23, ., [u(k)|[k|* y 6 = min{1,€}
Hasta ahora lo que hemos establecido es que podemos resolver la ecuacién escalar y
encontrar una funcién ¢(z) que genera un AMR definida por la Transformada de Fourier

inversa de $(§) = [[72, mo(£/27) y cumple que
1. § € L*(R) y es continua en cero.
2. B(€) = mo(€/2)P(¢/2) Vé € R
3. si u € £1(Z) entonces se cumple la ecuacién escalar.
encontrando una funcién mg : R — C que satisfaga
1. mg es periddica de periodo 27w
2. mp(0) =1

3. Imo(€) —mo(0)| < e’ VEER

=~

Amo(©F + Imo(¢ +m)* =1 Ve
o equivalentemente en términos de u que cumple

1. {Raku}rez es ortonormal en ¢?(Z)
2. ZkGZ u(k) = V2
3. > ez [k Ju(k)] < oo para algin € > 0

Regresando a la idea original buscamos ¢ que nos satisface la ecuacién de escala y con
ella encontramos u de donde se desprende su compafiera v € £2(Z) dada por

v(k) = (=) tu(l — k)

esta nos genera Y(z) = >, ., v(k)p1 k(7).
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Dos cosas nos faltan por demostrar, una es que las traslaciones de esta funcién forman un
conjunto ortonormal de L?(R) y que los conjuntos V; formados por la construccién cumplen
con la definicién de AMR.

Empecemos por ver que las traslaciones son un conjunto ortonormal. Al igual que en el
caso de la transformada de Fourier el argumento es una sucesion de funciones que convergen
a ¢ y cada una de ellas cumple que el conjunto de sus traslaciones forman un conjunto
ortonormal de L?(R); esto es si

79 = Jim TTmo (f)
|

A\~

definiendo ¢ = ($)” tenemos que el conjunto {¢o x }xez es ortonormal en L?(R) siempre y
cuando mg : R — C sea una funcién periédica de periodo 27 y cumpla que mg(0) = 1,
Imo(€) — mo(0)] < C'[¢]° para todo € € R, |mo(€)|” + [mo(& +m)|> = 1 para todo € € R y

inf |m >0
o)

pues estas condiciones aseguran que si ¢ = (9)"y
P(&) = lim o, (8)

donde

5 _ ) IT—mo (%) , £€[-2"m 2")
n(&) = J 2
Pnl@ { 0, &é¢[—2"m, 2")

el conjunto de traslaciones {(¢y)o.} para cada n es ortonomal en L?(R) donde la nocién
de ortonormalidad de un funcién ¢(z) € L*(R) es equivalente a

~ 2 k€ g0 2, k=0
[is@resa={ G 120
o equivalentemente

Z P +2mk))P =1 ae

kEZ

Obsérvese que si {@n, (£) }nen €s una sucesién que converge a p(€) y
[lperersa = i [ (@) et
R n—oo JR

entonces {¢o x(€)}rez es ortonormal en L?(R) dado que

; 2, k=0 2, k=0
1, —~ 2 zkgd _ 1» ) _ )
an R"P"(fﬂ ede=lm 0" k2o 0, k#£0
el siguiente lema resume las condiciones necesarias para que lo anterior suceda basado
en el Teorema de Convergencia Dominada que nos permite intercambiar la integral con el
limite
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Lema 4.2.3 Simg : R — C es periddica de periodo 2m y cumple que mo(0) = 1, |mg(§) — me(0)] <
C|¢|° para todo € € R, |mo(€)]* + [mo(€ +m)> =1 para todo £ €R y

inf |m >0
o Imo(©)

entonces el conjunto {@o}rez es ortonormal en L?*(R) donde ¢ es la Transformada de

Fourier inversa de
P 3
w0 =10 (5
j=

En resumen tenemos dos maneras de construir un AMR ya sea buscando una funcién
mg que satisfaga ciertas condiciones

Teorema 4.2.4 Simg: R — C es una funcion periddica de periodo 2w y cumple que
1. [mo(€)]* + [mo(€ + )|* = 1 para toda € € R
2. mp(0) =1
3. Imo(§) —mo(0)| < C |§|5, para algin § > 0
4. mfjgj<r /2 [mo(€)] >0
y tomando u(k) = 2nig(—k), ¢ = (p)” con

e T g
w@—Hm(y
j=1
se tiene que ¢ satisface que la familia de conjuntos {V;};ez es un AMR donde

Vi = {Zz(k)%k 2= (2(k))kez € EQ(Z)}

kEZ

o en términos de un elemento u que satisfaga ciertas condiciones equivalentes al teorema
anterior condiciones

Teorema 4.2.5 Si u = (u(k))rez € (*(Z) cumple que
1. Y en |k [u(k)| < 400 para algin € > 0
2. Y peg ulk) = V2
3. {Roru}rez es un conjunto ortonormal en (*(Z)
4. Simg(€) = % D okez u(k)e™"*¢ entonces inf|¢) <7 /2 [mo(€)] > 0
st hacemos ¢ = ()™ con
A - S
P(6) = H mo (QJ
j=1
se tiene que ¢ satisface que la familia de conjuntos {V;};cz es un AMR donde

V= {Zz(kmk : 2= (2(k))rez € EQ(Z)}

kEZ
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Capitulo 5

Aplicaciones de las ondiculas

El objetivo de este capitulo es estudiar la aplicacién de las bases ondiculares en el método
numérico de Galerkin para la resolucién de ecuaciones diferenciales, método conocido como
Wavelet-Galerkin y las ventajas que este método genera.

5.1. Nociones previas

Existen métodos de solucién de ecuaciones diferenciales que llevan a la solucién de sis-
temas de ecuaciones algebraicos asi la solucién de la ecuacién diferencial esta relacionada
con el comportamiento de la solucién del sistema y en muchos casos la solucién del sistema
algebraico es susceptible a variaciones de los datos iniciales (es decir problemas mal plantea-
dos) por lo que una de las condiciones que nos gustaria tener en un método de solucién de
ecuaciones diferenciales es que el sistema algebraico sea bien condicionado es decir que las
soluciones que arroja el sistema no se vean afectadas por variaciones en los datos iniciales;
mdés aun seria muy util tener un sistema cuya matriz de coeficientes sea operable desde el
punto de vista computacional esto es que tenga muchos ceros. Este tipo de problemas son
cubiertos por las bases ondiculares como veremos a continuacion.

Primero veamos la susceptibilidad a los datos iniciales en el sistema. Una manera de
medir que tan bien condicionado es el sistema es mediante el ntimero de condicién de la
matriz que se denota como Cx(A) y esta definido como

Cy(A) = Al |A~]]

que a su vez esta en funcién de los valores propios de la matriz de coeficientes del sistema

pues se puede probar que

Y
Al

Pensemos por ejemplo en un problema de frontera bésico —u(t) = f(t) con u(0) = 0
y u(1) = 0 dicha solucién es relativamente fécil de calcular siempre y cuando se conozca el
comportamiento de f; el método de diferencias finitas establece que una manera de apro-
ximar la solucién de sistema es discretizar el dominio de la funcién y aproximar los valores
de dicha funcién en los puntos previamente establecidos del dominio esto es buscamos los
valores u; donde

max

Cy(4)

min

1
uj(t) =u(t;) cont; = —
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esto nos lleva a transforma el problema de resolver la ecuacién diferencial

_u//(t)

f(t)7

u(0) =0,

al de encontrar valores u; = u (%) del sistema

u(l)=0

2 -1 0 - 0 0 u(é) #f(&)
-1 2 -1 0 - 0 u(g) mf(g)
o -1 2 -1 0 - 0 u(g) ﬁf(g)
0 0 -1 2 -1 0 0 u(+) = (%)
0 0 0 -1 2 —1 || u(52) et (52)
[ 00 0 -1 2 Jlu(5F) ] L&)

para después considerar una particién mas fina del dominio es decir tender N — oo y obtener
una mejor aproximacién del sistema.

El problema es que este sistema esta mal condicionado ya que la matriz de coeficientes
asociada al sistema tiene valores propios

4sin? (%) m=12...,

por lo que el nimero de condicién del sistema esta dado por

4 sin? (7”(1\[71)) 2
Cy(4) = ))\\||max T 4sin? ( N) ~ 47]:;
2N
con lo cual podemos ver que si N — oo entonces el nimero de condiciéon crece y por
lo tanto el sistema lleva a una solucién menos real ya que los datos iniciales del sistema
inevitablemente tiene errores de medicién.

Por otro lado es bien sabido que el uso de matrices en computacion puede ser muy
tardado si la matriz es grande y con valores distintos de cero. Una matriz con muchos ceros
se conoce con el nombre de matriz dispersa estas son las matrices deseables en los calculos
numéricos.

El método de diferencias finitas nos lleva a un sistema algebraico que no por fuerza tiene
asociado una matriz dispersa. El método de Galerkin es otro método para la solucion de
ecuaciones diferenciales y consiste en construir un sistema cuya matriz de coeficientes son
los productos internos de cierta base del espacio de soluciones de la ecuacién diferencial y
aunque en general este tampoco es un sistema con matriz dispersa los coeficientes dependen
de los elementos de la base que se elija una base que genera una matriz dispersa es una base
ondicular. Veamos primero el método de Galerkin.

Supongamos que buscamos una solucién al problema de frontera

~ 4t (a5 ) + 0 = se0)

u(0) =u(l) =0

y pensemos a la ecuacion diferencial como el operador

4t (a5 ) +o0utt

N -1

min

0<t<1

Lu=
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este problema admite una solucién en L2([0, 1]). La idea del método de Galerkin es pensar
dicha solucién u en términos de un sistema ortonormal completo del espacio L?([0,1]) y
determinar los coeficientes en dicha expansion del sistema ortonormal es decir, supongamos
que {v;} es un sistema ortonormal completo de L*([0, 1]) que satisface que

vj(0) = v;(1) =0

el método de Galerkin busca aproximar la solucién u por una combinacién de ciertos ele-
mentos del sistema ortonormal pensemos que dicha aproximacion esta dada por us donde

S =span{v, : k €I}

e I es un conjunto de indices entonces la aproximacién a u se escribe como
Us = E AUk
kel

vamos a determinar los coeficientes de dicha expresién. Dado que ug quiere ser solucién debe
satisfacer la ecuacién y se tendria que

Lus = f
si tomamos el producto internos con los elementos que generan a S tenemos que
(Lus,vj) = (f,v5) Viel

sustituyendo la expresién para us y aplicando las propiedades del producto interno dado
que L es lineal se tiene que

Zak<ka,vj>:<f,vj> Vjel
kel

lo cual es equivalente a un sistema de ecuaciones de la forma Az = y donde
v = (e, ¥=F0))ers A= (Log,vy)

al resolver el sistema se tiene la aproximacion us y al extender el conjunto de indices se
tiene una mejor aproximacion.

5.2. Wavelet-Galerkin

En el caso de una base ondicular {¢; 1}
solucién al problema

ke el método de Galerkin busca aproximar la

Lu=f, u(0)=u(1)=0

Us = Z ki

Jykel

pensamos que

donde I es un conjunto de indices de Z x Z sustituyendo en la ecuacién y haciendo el
producto interno con los elementos de la base ondicular tenemos que

Z ik (LWj ks Yrs) = (fs trys) Vrsel

j kel
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que es un sistema de ecuaciones de la forma Az =y donde

L= (O‘J}k)j,ke[7 Y= (<f7 wr,s>)n5€]7 A(jk),(rs) = <ij,ka ¢7’,s>

sin embargo la matriz de coeficientes no tiene un nimero de condicién bajo al menos no a
simple vista pero el siguiente lema establece bajo que condiciones el sistema tiene un niimero
de condicién lo suficientemente accesible, esto es

Lema 5.2.1 Sea L un operador diferencial de Sturm-Liouville uniformemente eliptico, esto
es de la forma,

dt

tal que existen constantes C1, Coy y Cs que cumplen que

Lu= —% (a(t)du) Fbult) = f(t), 0<t<1

O<C’1§a(t)§027 0§b(t>§03
Y sea {’(/)j,k}j wer un sistema ortonormal completo que cumple que

Vi x(0) =Yjx(1) =0

1
Ci > 2% |ej k|* < / g/ (O dt < C5 > 2% [e;, k[, Vo= cixti
J.k j.k 5,k

sea ademds M la matriz dada por M = D=YAD™' donde D la matriz diagonal dada por

' . 2j, (]v k) = (T’ 8)
dj kir,s = { 0 (4,k) # (r,s)

y A es la matriz de coeficientes que resulta del método de Wavelet-Galerkin entonces

Cy 4+ C3)C
Cplar) = 20

para cualquier subconjunto finito de indices de I.

Esto es que el sistema que arroja el método a primera vista no tiene un nimero de con-
dicién bajo pero bajo una transformacién sencilla (multiplicar por una matriz diagonal) se
tiene un sistema de ecuaciones algebraicas con niimero de condicién acotado independien-
temente del conjunto de indices que se elija por lo que podemos incrementar la cantidad de
elementos en el sistema ortonormal para mejorar la exactitud de la solucién sin preocuparnos
por una solucién invalida de la ecuacion diferencial.

Entonces la manera de resolver el problema del operador eliptico de Sturm-Liouville
es aplicar el método de Galerkin con la base ondicular y obtener el sistema de ecuaciones
Az = y después transformar el problema construyendo una matriz diagonal D

Ar =y D 'AD'De =Dy & Mz =

con M = D7'AD™!, 2 = Dx y v = D'y en donde esta matriz M tiene un nimero de
condicién acotado sin importar el subconjunto de indices.

Como mencionamos anteriormente deseariamos que el comportamiento de la matriz de
coeficientes del sistema sea una matriz con nimero de condicién bajo asi como dispersa. En
la siguiente seccién construiremos la base adecuada para que la matriz de coeficientes sea
una matriz dispersa.
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5.3. Ondiculas en L?([0,1])

Aunque hemos visto que un sistema ondicular de L?([0, 1]) nos lleva a un sistema de
ecuaciones algebraico con nimero de condiciéon acotado no queda claro cual es la ventaja
sobre otros sistemas ortonormales de L?([0, 1]) por ejemplo el sistema ortonormal completo
de Fourier. La ventaja es la otra caracteristica que nos gustaria que el sistema tuviera una
matriz de coeficientes dispersa (es decir con muchos ceros) esta propiedad la da la base
ondicular de L?([0,1]) dada por

{Vin}jrerr ¥ik(0) =v;k(1) =0

donde I es un conjunto de indices de Z x Z como lo veremos a continuacion.
Primero veamos el comportamiento de las funciones v; ;, que estan dadas por

bjk(z) = 20722z — k)

a k
las cuales estan definidas en un intervalo de longitud 57 centrado en el valor % cuando

la funcién ¢ tiene soporte compacto en el [a,b] en este caso las funciones de interés son
L?([0,1]) por lo que %, x, es una funcién definida en un intervalo de longitud 277 y centrado
en 277k para cada uno de los valores j,k € I.

Para observar como es que se da la dispersién de la matriz de coeficientes hay que ver
que el comportamiento de 1/137 & Y ;1 son parecidos en el sentido que ambas son funciones
definidas en un intervalo de longitud 277 y centrado en 277k asf como %, s esta definida
en un intervalo de longitud 27" y centrado en 27"s por lo que los productos internos de la
matriz de coeficientes del sistema Mz = v dados por

1
(L s ) = /O L wrs

son cero conforme j y r crecen lo que da la dispersion de la matriz de coeficientes del sistema
Mz = v debido al soporte compacto de las ondiculas.

En resumen en los capitulos anteriores vimos que una de las principales ventajas de la
base de Fourier es que diagonaliza las transformaciones lineales invariantes bajo traslacion
sin embargo aquellas transformaciones que no son invariantes bajo traslacién como las de
coeficientes variables por ejemplo los operadores elipticos de Sturm-Liouville estédn lejos de
ser diagonalizables por la base de Fourier. Por otro lado la base ondicular es una base que
esta muy cerca de diagonalizar dichos operadores proporciona una matriz dispersa y esto es
para una gran clase de operadores ademas la matriz asociada al problema tiene un nimero
de condicién acotado por lo que la solucién aproximada es una buena solucién.
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Capitulo 6

Ondiculas y la ecuacién de
difusion.

6.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es aplicar el método de Wavelet-Galerkin en la solucién del
problema con valores iniciales y de contorno dado por

Auy = Bug, — cug + f(z,t)
u(0,t) =u(l,£) =0,t>0
u(z,0) =g(z), 0 <z <1

Lo primero es definir la base a utilizar. Una de las bases ondiculares mas usadas en
las aplicaciones son las bases de Daubechies denotas por DN. Para construir dicha base
recordemos la manera de construir un sistema ondicular que basicamente es considerar una
sucesion u € £1(Z) que cumpla

—_

- >owez [E|S Ju(k)| < +oo para algin e > 0

. Zkezu(k) =2

. {Raru}kez es un conjunto ortonormal en ¢2(Z)

= W N

. Simg(§) = % Zkez u(k)e™**¢ entonces inf¢|<r/2 [mo(§)] > 0
construir la companera v de la sucesién u definida por
(k) = (=) tu(l — k)

con la cual se define

bla) = 3 o(k)or

keZ

y se tiene la base ondicular de L?(R) dada por {¥jk}; ke donde ¢(z) es la ondicula padre

que cumple
56 =TIm 5)
j=1
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mas aun para cada j € Z se tienen los espacios

V= {ZZ(’@)@;k t2 = (2(k))rez € eZ(Z)} . W= {Zz(kwj,k 12 = (2(k))kez € eQ(Z)}

keZ keZ

que satisface que
Vi =V +W;

y el conjunto {V;} es un anélisis multiresolucién con funcién de escala ¢ y sucesién de escala
u. Estos son los espacios que se usaran para aproximar la solucién de la ecuacién diferencial
parcial dada al principio del capitulo.

Las bases de Daubechies DN son aquellas en las que la sucesién de escala u tiene sola-
mente N entradas diferentes de cero. Para resolver la ecuacién diferencial vamos a utilizar
la base D6 la cual se construye como sigue.

Primero vamos a calcular la sucesién de escala u considerando la identidad trigonométrica

0 o\’
[cos2 (2> + sen’? (2>} =1, Vo
o equivalentemente

0 0 0 0 0
10 (Y 8 (Y 2 (Y 1 6 (2 4 (2
Ccos (2) + 5cos (2)sen (2>+ 0cos (2>sen (2>
0 0 0 0 0
4 (7 6 (Y 2 (Y g (Y 10(Y
+ 10cos <2>sen (2)+5605 (2>sen (2>+sen (2)

obsérvese que si definimos

0 0 0 0 0
_ oo Y s (Y 2 (Y 6(? 4 (v
b(0) = cos <2>—|—5cos <2> sen <2)+1OCOS (2> sen (2>
se tiene que

0 0 0 0 0
_ 4 (Y 6V 2 (Y g (Y (Y
b(0 4+ m) = 10cos <2>sen (2>—|—5cos (2)sen <2>+sen (2>
O+m\ N 0 N O+m\ 0
cos | —; =sen |y |, sen | —— | =cos | g

de donde se tiene que

ya que

b(O)+b(0+m) =1

por lo que basta tomar

W) =2b(0), V6

para que se satisfaga la condicién de tener un conjunto ortonormal de traslaciones de ¢2(Z).
Para definir @ obsérvese que en la definicién de b(f) podemos factorizar una potencia de
coseno teniendo que

b(0) = cos® (g) [0084 (Z) + 5 cos? (Z) sen? (Z) + 10sen? (Zﬂ
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equivalentemente completando cuadrados

010 (5) (o (3) e (3)) vt (3) o ()

de donde se puede tomar

(60) = V3 cos® (g) £5i0/2 [ (g) _ /T0sen? (g) _ (54 2v/10) sen (g) (g) ]

para satisfacer que [4(6)|> = 2b(d) y como queremos encontrar la sucesién escalar u se
simplifican términos utilizando las identidades trigonométricas de angulo doble obteniendo
que

a0 = V2cos® <g) ebi0/2 L+ 0205(9) _ \/2170(1 —cos(0)) — w sen(@)i]
= V2cos® (g) e?0/2 ll _2\@ + ! +2\@ cos(f) — w sen(ﬁ)i]

tomando a =1—+v10, b=1+ /10y ¢ = v/5 4+ 24/10 se tiene que

i0/2 —i0/2\ 3
ald) = V2 (ege) %1072 [; + gcos(e) - gsen(G)i]

_ % ei0/2 4 o—i6/2 363i9/26i9 9+9 et 4 =it e il _ —if
2 2 2 2 2 2

\/i i0 . . . a b . . c . .
— /2 —i0/2\3 /3i6/2 ji6 |~ Y0 —i0y\ _ Z 10 _ —if
8(6 +e )Pe”*?/%e |:2—‘r4(€ +e™) 4(6 e )]

V2, 0 sla s b—c\ a0 b+c
_ Vel 1 Wi v i

8(e+)[2e +<4>e +<4)]

2, a . ) . .
= %(63’04—36%94—3610—#1) [Qaew—k(b—c)eme—i—(b—kc)]

V2 i0 2i6 3i6
= 33 [(b+ )+ (2a+ 3b+ 3c)e” + (6a + 4b + 2¢)e*’ + (6a + 4b — 2c)e

+(2a 4 3b — 3c)e*? + (b — c)e5i9]

finalmente dado que u(0) = >, ., u(k)e™? se tiene u € £3(Z) dado por u(k) = 0 para k < 0
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y k> 5y ademas

w(0) = g(b+c)
u(1l) = g(2a+3b+3c)
w2) = £(6a+4b+2c)
u(d) = £(6a+4b—20)
u(d) = §(2a+3b—30)
ut) = Lo-o

donde
a=1-+v10, b=1+V10, c=1/5+2V/10

con lo cual podemos construir v € ¢%(Z) dado por v(k) = 0 cuando k < -4y k > 1y
ademads

v(—4) —u(5)
v(=3) = u(4)
v(=2) = -u(3d)
v(=1) = u(2)
v(0) = —u(l)
v(1) u(0)

obsérvese que u y v construidas de esta manera satisfacen las condiciones para construir el
sistema ondicular pues

L. Y hez |kl Ju(k)| < co para algin e > 0 pues u(k) es cero excepto en seis coordenadas.

2. > ez u(k) = V2 o equivalentemente mg(0) = 1 o @(0) = v/2 lo cual sucede por la
eleccién de U que es

(0) = V2 cos® (;)) £5i0/2 [COSQ (g) ~ V10sen? (g) — (54 2v/10) sen (g) cos (g) z]

3. El conjunto {Ropu},, es ortonormal en ¢(Z) por la eleccién de b(f) que es
@(9)[” = 26(0)

luego
[a(0 4 m)> = 2b(0 + )

con lo que se cumple que
G@(0) + [@(6 + m)[> = 2b(8) + 2b(6 + 71) = 2

y se tiene la condicién de ortonormalidad en ¢2(Z)
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4. Finalmente la condicién de que inf ¢« /2 |mo(§)| > 0 se tiene por la definicién de b(6)
que es una suma de términos no negativos el primero de ellos un coseno que es no
negativo en el intervalo —5 < £ < 3

Esta es la base ondicular de primera etapa para £?(Z) que nos da los coeficientes para
las expresiones de las ondiculas madre y padre

dx) = > uk)dri(@),  v(@) = v(k)¢1 ()

kEZ kezZ

que en realidad es una suma finita pues u(k) = 0 cuando 0 < k < N — 1 y como v(k) =
(—=1)*='u(1 — k) entonces v(k) = 0 cuando 2 — N < k < 1 y como estamos considerando

N=6
1

= Zu )o1.5( Y(z) = Z v(k)¢1 k()

=0 k=—4

ademds ¢ y 1 tienen soporte compacto en los intervalos [0, N — 1] y [1 — &, &] respectiva-
mente que para el caso de N = 6 nos queda quedan como [0,5] y [—2, 3].

En las figuras 6.1 y 6.2 se pueden observar las graficas de las ondiculas padre y madre
de la base de Daubechies D6.

15

05F

051

1 0 i 2 3 : 5 % = ] o i 2 s
Figura 6.1: ¢(x) ondicula padre en D6  Figura 6.2: ¢)(x) ondicula madre en D6

La manera de contruir dichas graficas es considerar la ecuacién escalar
5
g uw(k)2Y?p(22 — k)
k=0

y actuar de manera recursiva esto es, conociendo los valores de la funcién ¢(z) en los enteros
0,1,2,3,4,5 se aproximan los valores de la funcién en los valores intermedios
) Y ) ) )

x:g, conr=20,1,2,...,10

por la ecuacion escalar

() iu k)2 2¢(r — k)

k=0
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comor=0,1,2,...,10 y £k =0,1,2,3,4,5 se tiene que r — k puede tomar valores desde —5
hasta 10 y como ¢(z) tiene soporte compacto en el intervalo [0, 5] los valores de ¢ (%) estan
en terminos de los valores de ¢ en 0,1,2,3,4,5.

De la misma manera para conocer los valores de la funcién en las cuartas partes de los
puntos

ng, conr=20,1,2,...,20

se tiene que

5
o(5)= w5 )

donde 5 — k es de la forma % con t =,10,-9,...,10.

Analogamente para los valores
r

se utilizan los valores de ¢ en los puntos de la forma

t
9i—1

y asi hasta obtener una representacién suficientemente buena de la funcién.

6.2. FEcuacion de difusion

Consideremos ahora la solucién aproximada

Z uj (1) g (@

donde j esta relacionado al nivel de la aproximacién de la solucién en el espacio V; y {¢; 1 (x)}
son las ondiculas generadas por la ondicula madre de la base de Daubechies.

Lo que falta por determinar son los coeficientes u; () de la expresién para u;(x,t) para
lo cual sustituimos u;(z,t) en la ecuacién con lo que tenemos que

Azujk q’)Jk BZqu CZqu +f(.’L‘ t)

tomando el producto interno con ¢;;(x) para todo ! =1,2,..., N queda que

AZqu /di]k (/f)]l = Bzu]k /¢J, ¢Jl r)dz
1
—(725214Lk(t)/£ ¢;k(x)¢jJ(x)dm-+»/£ f(x, t)dji(x)

que es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden de la forma

AMU = BNU — CPU + Q
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donde M, N, P, @ son matrices dadas por
1
Mis= [ buu@orlalde Nis= [} 6}, (@)05(w)dz
0
1
Py =/ O 1 (@)pja(z)dr Q. Zfolf(%t)%,l(x)dw
0

también U es el vector columna U = [u;1(t), uj2(t), .., uj n (O] y U = [uj1(t),i52(t), ., 55 ()T

Dichas integrales son altamente oscilatorias por lo que los métodos comunes de integra-
cién podrian fallar, una manera de calcular dichas integrales es transformar las integrales a
las cuales se les puede aplicar cierto método de integracién. Lo primero es ver que

1 1 . . . .
My, = / Gjx(x)pji(x)dr = / 22¢(21x — k)22 $(2x — 1)dx
0 0

segun la definicién de ¢; (), tomando el cambio de variable y = 2/ ¢ — | tenemos que

w=2 [ (2 (D) k)o@ = [ ot - oy

- -

ya que como 0 < x < 1 entonces — <y < 2/ — [y dy = 2/dx.
De la misma forma, como

8 (2) = L 23/2(203 — k) = 2/223/ (29 — k) = 29/ (2 — )

T dx

d2 . ) . . ) . .
(@) = 5 2126(2w — k) = 291222 ¢" (V — k) = 2724/ (2w — k)

se tiene que

Py / &) ()¢ (x)da = / 2320 (2 — k)22 (2w — 1)dx
0 0

- Ty (w‘ (y;l) —k) oy =2 [ " = - D)oty

-1 l

Ney = / ¢ k()¢5 (x)dw = / 27129 (20w — k)22 P20 — D)da
0 0

- [ Ty (zj (y; l) - k) sy =2 [ " = (k- D)oy

-l -l

es decir que
271
Mia= [ oty (= D)os)dy

27
Po=2 / & (y — (k — 1))é(y)dy
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o2
Ny = 2% / 9 (= D)oy

Estas integrales se calculan con un algoritmo recursivo como el utilizado en la graficacién
de las ondeletas madre y padre de la base de Daubechies D6 en las figuras 6.1 y 6.2 detallado
por Ming-Quayer. Para el caso de @i, se procede de forma similar, la diferencia es que se
hace un par de suposiciones sobre la funcién f(x,t) una es que tiene la forma h(t)z(x) y
z(x) es un polinomio de grado finito digamos m, es decir que f(x,t) se ve como

f(z,t) = h(t) Zaixi
en cuyo caso @y, se calcula como M, Ny P
1
Qk.l :/ flz, )¢ 1(x)dx :/ h(t)z(z )23/2¢(2Jz ldx = 2J/2h Zaz/ &2 x—1)dx
0 0

haciendo el cambio y = 27z se sigue que x = 277y, 0 < y < 27 y dy = 2/dz de donde

m 2J . m 27
— 9i/2 , YN o Y h(t)a; i
Qua=2h(0) 3 e /0 (57) ev-0% 2 S /O y'oly — Dy

2
7=

misma que puede ser calculada por el algoritmo recursivo como se menciono anteriormente
para el calculo de M, N y P. Esto significa que de entrada conocemos todas las matrices
que involucra el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

AMU = BNU — CPU +Q

lo que faltaria por determinar es la condicién inicial del sistema.
Para la condicién inicial recordemos que u(z,0) = g(z) o equivalentemente

Z u; 1 (0)¢;k(x) = g(x)

tomando el producto interno tenemos que

N 1 1
I;Uj,k(o)/o ¢j,k($)¢j,l($)=/o 9(@)dju(x), VI=1,2,...,N

la cual en términos de matrices es MU (0) = R donde R es la matriz dada por

1
R = /0 9(x)pj1(z)dx
de aqui se sigue que la condicién inicial U(0) esta dada por
U@0)=M"'R
En resumen, hemos transformado el problema de aproximar la solucion de la ecuacion

de difusion
Auy = Bugy — Cug + f(x,t)
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w(0,t) =u(l,t)=0, t>0 y wu(z,0)=g), 0<z<l

al de resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
AMU = BNU — CPU + Q, UO)=M"'R

para encontrar los coeficientes de la aproximacion uj(x,t).

Pasemos ahora a resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en U que nos permite
conocer los coeficientes de la aproximacién u;(z,t). Aplicando un esquema de diferencias
finitas dado por

U; = U(iAt)

podemos aproximar la solucién U(t) considerando ya sea diferencias finitas centradas o
diferencias finitas laterales.

Método 1 Desde el punto de vista de diferencias centradas se tiene que

Uit1 — Ui

U =
2At

ademds podemos considerar el valor de U; dado por el promedio

Uit1 + Uiy

U, = 5

los cuales al ser sustituidos en el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
AMU = (BN — CP)U + Q

generan el método iterativo
A Uipr = AU 1 + As

donde
Ay =[AM — At(BN — CP)]
As = [AM + At(BN — CP)]
Az = 2AtQ
puesto que
AMU; = (BN —-CP)U; +Q
AM(mﬂmflﬁ = BN—CH<MH;u1>+Q
AMU; 41 — AMU;_y = (BN —CP)U;11At+ (BN — CP)U;_1 At + 2AtQ
AMU; 41 — (BN — CP)Ujs1At = AMU;_1 + (BN — CP)U;,_1 At + 2AtQ
[AM — (BN — CP)At|U;3+1 = [AM + (BN — CP)AtU;—1 + 2AtQ

Método 2 Por otro lado desde el punto de diferencias finitas laterales se tiene que
Ui+1 == Uz + AtUZ

de donde

U1 —U;

Ui=—"x
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que al ser sustituido en el sistema de ecuaciones se tiene que

U1 —U;

(e

) = (BN — CP)U; + Q

al despejar U; 1 se tiene que
AUipr = AU + As

donde
Ay =AM
As = AM + At(BN — CP)
Az = AtQ
para i > 0.

En cualquiera de estos dos planteamientos podemos generar los valores de U en los
puntos iAt. A continuacion se presentan dos casos concretos de la aplicaciéon del método para
observar su comportamiento respecto soluciones analiticas usando un esquema solamente de
diferencias finitas centradas por su buen comportamiento respecto al de diferencias finitas
laterales.

Ejemplo 6.2.1 Considere el problema de valores iniciales dado por la ecuacion de difusion
Up = Ugy — Uy + 3sent — 2xsent + x(1 — x) cost
con las condiciones
u(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0)=0, 0<z<1
se sabe que la solucion exacta es

u(z,t) = z(l — x)sent

y bajo el esquema de diferencias centradas con At = 0,001 se obtienen los siguientes errores
absolutos a diferentes niveles de j

Tiempo j=5 7=7 j=9
0.01 0.296E-06 | 0.294FE-06 | 0.293E-06
0.1 0.275E-04 | 0.273E-05 | 0.271E-05
1.0 0.0014 0.314F-03 | 0.778E-04
1.5 0.0021 0.373E-03 | 0.107E-03

Ejemplo 6.2.2 En este ejemplo se considera la ecuacion

U = 2y — 0,3uy + (1 —t)e ta?(1 — 2) + [12,62 — 0,927 — 4]te™"

con las condiciones iniciales y de frontera dadas por

u(0,t) = u(l,t) =0, w(z,0) =0, 0<z<1

cuya solucion exacta es
u(z,t) = 2%(1 — z)te ™

y bajo el esquema de diferencias centradas con At = 0,001 se obtienen los siguientes errores
a diferentes niveles de j
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Tiempo j=5 =7 71=9
0.01 0.2475E-10 | 0.2475E-10 | 0.2475E-10
0.1 0.9178E-06 | 0.2328E-07 | 0.2328E-07
0.5 0.3107E-03 | 0.2638E-04 | 0.6038E-05
1.0 0.7547TE-03 | 0.1584E-03 | 0.3672E-04

En conclusién el método de Wavelet-Galerkin es una buena eleccidon para la solucién de
la Ecuacion Diferencial Parcial de Difusién por su alto grado de exactitud como se puede
observar en la tablas de resultados. La principal desventaja es encontrar la base a utilizar en
el método, sin embargo ya existen métodos que nos permiten operar con una gran familia

de bases (las bases DN) cuya implementacién numérica es relativamente sencilla.

Este método es muy usado en ecuaciones diferenciales parciales lineales de primer y
segundo orden e incluso ha demostrado su efectividad en ecuaciones diferenciales parciales no
lineales parabdlicas, elipticas e hiperbdlicas. Algunos de los fenémenos que se han estudiado
con este tipo de métodos son difusiéon de contaminantes en medios porosos, deflexién de
Vigas, la ecuacion de Burgues y ecuaciones integrodiferenciales. En algunos casos el método

de Wavelet-Galerkin ha mostrado ser una alternativa para el método de elemento finito.
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