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Introduccion

El movimiento ondulatorio es uno de los tépicos mas estudiados en las
ciencias. Aparece en casi cualquier area pues muchos problemas modernos

involucran el fenémeno de propagacién de ondas.

En particular, el estudio del fenémeno de propagaciéon de ondas en un
material produce informacién acerca de las caracteristicas del material [54].
De esta forma se pueden determinar propiedades del interior de un cuerpo

basado solamente en observaciones hechas en el exterior del mismo [9].

Asi, uno de los medios no invasivos usado en el diagnéstico de propiedades
de materiales muy complicados es el uso de la energia de las ondas. Los
radares, sonares y la diagnosis médica, son algunos ejemplos donde se aplica

este tipo de estudio [54].

Si bien la exploracién por medio de ondas lleva a la determinacién de
parametros que caracterizan la estructura del interior de un medio, podria
decirse que su fin 1iltimo es la formacién de imagenes que representan tal
estructura. A grandes rasgos, un sistema de exploracion de este tipo es tal

que colecta ondas o senales y a partir de éstas crea una imagen del material.



Los sistemas de exploracion y formacién de imagenes en la actualidad
involucran diversas dreas de las ciencias, e histéricamente tienen sus raices
en cada una de tales areas.

A pesar de la variedad de sistemas que existen, y del desarrollo inde-
pendiente que ha tenido cada uno de ellos, comparten sus fundamentos
matematicos y de procesamiento de senales.

Ademas de las aplicaciones en radares, sonares y formacion de imagenes
médicas, la exploracién por medio de senales ha tomado lugar también en
holografia, radio astronomia, cristalografia y formacién de imagenes sismi-
cas.

La formacion de imagenes con fines diagndsticos médicos tiene sus origenes
con la invencién de la radiografia de rayos X en 1895, por Rotgen. El de-
sarrollo de la tomografia de rayos X, que consiste en la reconstruccién de
una imagen computarizada para aplicaciones médicas, inicié6 en Gran Bre-
tana entre 1963 y 1971. Gracias al trabajo de Cormack y Hounsfield se pudo
implementar el primer tomdgrafo incorporando tecnologia computacional.

En nuestros dias existen diferentes clases de tomografia, algunas basadas
en las proyecciones de senales electromagnéticas (ionizantes y no ionizantes),
y otras en el decaimiento de radioisétopos (tomografia de emisién), o en la
excitaciéon magnética de un nicleo atémico (resonancia magnética) [8].

El uso de la radiacion electromagnética no ionizante ha tomado rele-
vancia a partir de la década de 1980 gracias a que ha sido posible crear y
transmitir pulsos electromagnéticos no ionizantes de muy corta duracién y
muy energéticos; lo que brinda la posibilidad de su empleo en la exploracion
de todo tipo de materiales, incluyendo los biolégicos [3, 15, 22]. Este tipo
de radiacion, en particular, apoya el diagnéstico médico en el monitoreo o

tratamiento de enfermedades como el cancer.
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Figura 1.1: Exploracién por medio de ondas

En virtud de lo anterior, ha sido motivado este trabajo de tesis, en el cual
se propone un modelo para la formacion de imagenes tomograficas con el

uso de ondas electromagnéticas no ionizantes con datos de tejido biolégico.

1.1. Teoria de dispersion

De forma general, podemos decir que un sistema de exploracién consiste
de un medio, una fuente de energia o transmisor, y un detector o receptor
(figura 1.1). El transmisor emite una senial que es detectada en el receptor,
posiblemente después de haber sido perturbada (dispersada) por un obstécu-
lo, o variaciones, en el medio [54]. Una vez que se han colectado estos datos,
la tarea consiste en construir una imagen que recree la escena del material
explorado.

Para poder obtener tal imagen a partir de los datos, es necesario conocer

primero la relacion entre la senal emitida y la senial que el sensor recibe,
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asi como la forma en que esta relacién influye en el proceso de obtencién de
la imagen [8]. Las relaciones que surgen a partir del proceso de entrada y
salida de la onda son el objeto de estudio de la teoria de dispersion.

Es obvio que si no hay obstaculo o dispersor, no hay dispersiéon. Sin
embargo, es muy importante conocer la manera en la cual la onda se propaga
en ausencia de perturbaciones. Una vez que conocemos como se propagan las
ondas en un medio homogéneo, podemos estudiar el problema perturbado e
involucrar ahora caracteristicas como condiciones de frontera, términos de
forzamiento, coeficientes variables, etc.

Cuando una onda incide en un medio con dispersor, su propagacion
antes de encontrarse con el obstaculo es como si se tratara de un medio
homogéneo. Una vez que ha sido dispersada, la propagacién puede modelarse
haciendo una perturbaciéon al modelo de propagacién sin dispersor. Todas
estas relaciones constituyen lo que se conoce como el problema directo de
dispersion de onda.

Nosotros nos restringiremos a un modelo aproximado en donde tomamos
en cuenta sélo una primera onda dispersada (aproximacién de Born). En
general, las ondas son transmitidas y rebotadas, para lo cual la transmisién
la consideraremos como una atenuacién como mas adelante explicaremos.

El fenémeno de dispersién de onda involucra asi tres ingredientes: una
onda entrante o incidente, una zona de interaccién en la cual la onda inci-
dente es perturbada, y una onda saliente que surge como consecuencia de la
perturbacién [54].

La dispersién de ondas electroméagneticas estd basada en las ecuaciones
de Maxwell. El planteamiento del problema directo de este tipo de dispersién
es el objeto de estudio del capitulo 2.

El problema inverso de dispersion de ondas consiste, por el contrario,




en determinar la localizacién, forma y caracteristicas del dispersor, a partir
del conocimiento de la onda dispersada. En particular, la localizacion del
dispersor se obtiene a partir de una imagen que represente el interior del
medio en cuestiéon. La tarea de conseguir esta imagen es el objetivo del
problema inverso de formacion de imagen a partir de la dispersién de las
ondas. Estudiaremos el problema inverso de formacién de imagen a partir
de la dispersiéon de ondas en el capitulo 4.

Existe cierta dualidad entre el problema directo y el problema inverso
de dispersion, pues la solucién de éste ultimo requiere del conocimiento del

primero.

1.2. Problemas directos e inversos

En modelacién matematica se utilizan los términos problema directo y
problema inverso para la descripcién de un proceso. Los nombres se usan en
un sentido relativo, dependiendo de qué es lo que se conoce y qué es lo que
se quiere determinar [29]. Estos problemas estan relacionado mutuamente,
pues la formulacion de uno de ellos requiere conocimiento parcial o total del
otro. Usualmente, uno de ellos ha sido estudiado por més tiempo y, quiza,
con mayor detalle. Generalmente, a éste se le llama el problema directo,
mientras que el otro es el problema inverso respectivo. [39].

Los problemas directos estdn relacionados con la prediccién [32]; consis-
ten en el calculo de las consecuencias, o efectos, de causas conocidas. Mien-
tras que su correspondiente problema inverso esta asociado con lo reciproco,
consiste en encontrar causas desconocidas a partir de las consecuencias [7].

Los problemas directos tienen solucién (en principio), y el proceso de

transformacion de las causas en efectos es una funcién matematica: una




causa determina, por medio del modelo, un efecto tinico [32]. De forma

general podemos describir esto mediante

T(f) =y,

donde T es un operador conocido que describe el proceso, f es el objeto
(también conocido) sobre el cual actia T, y g son los datos que se quieren
obtener. A menudo el operador T es un operador integral, f una funcién
continua, y ¢ una funcién continuamente diferenciable.

En el problema directo de dispersién de ondas, f representa el obstaculo
o dispersor, T' el proceso de dispersiéon de la onda incidente, y g son los
datos que el sensor registra. Es decir, el problema directo de dispersién es
calcular las ondas dispersadas a partir del conocimiento de las fuentes y del
obstaculo.

En la mayoria de los problemas directos hay pérdida de informacién; su
solucion define una transicién de una cantidad fisica con un cierto contenido
de informacién, a otra cantidad con un menor contenido de informacién
[7]. Ademsds, suele haber errores de medicién, tanto experimentales como
numéricos. Por lo tanto, g se conoce sdlo de manera aproximada.

Un problema inverso es la otra cara de la moneda [32]. Ahora se trata de
la estimacién de ciertas cantidades usando informacion obtenida de medi-
ciones indirectas [18]. En general, se puede representar como un problema
no lineal.

En este caso los datos g son los que estdn disponibles, y lo que se quiere
determinar es el objeto f que produjo tal informacién.

Los problemas inversos a veces se definen como problemas de determi-
nacién de pardmetros en un contexto més general [69].

Referirse al problema inverso de dispersién de ondas, significa que la




localizacién, forma y caracteristicas del dispersor que produjo los datos reg-
istrados es ahora lo que nos interesa conocer.

Es dificil (e incluso imposible) conocer con precisién a f, pues para em-
pezar ha habido pérdida de informacién durante la evolucién del sistema
[7]; ademds, en la practica existen limitaciones para hacer mediciones. La
recuperacién de f serd también, por lo mismo, una aproximacion.

La teorfa de los problemas inversos es una de las partes méas atractivas
de las mateméticas aplicadas [17], particularmente por la gran cantidad de

problemas que permite resolver.

Problemas bien y mal planteados

Hay una caracteristica importante que marca la diferencia entre los prob-
lemas directos e inversos: el buen o mal planteamiento del problema.

La idea de un problema bien planteado tiene sus origenes en el articulo
publicado por Jacques S. Hadamard en 1902. Hadamard introdujo el con-
cepto basado en la filosofia, de que el modelo matematico de un problema,
fisico debe tener las propiedades de existencia, unicidad y estabilidad de la
solucién (la solucién depende continuamente de los datos del problema). Si
una de las propiedades falla, se dice que el problema es mal planteado.

Por lo tanto, un problema mal planteado es un problema cuya solucion
no es uUnica, o no existe, o no depende continuamente de los datos.

Los inconvenientes con la existencia y la unicidad en los problemas in-
versos pueden, a menudo, ser resueltos agrandando o reduciendo el espacio
de soluciones. La tendencia actual indica que la extension de los problemas
inversos hacia una formulacién bayesiana permite subsanar el problema de

la unicidad [37]. Sin embargo, para conseguir la estabilidad se requiere cam-

7



biar la topologia de los espacios. Lo anterior es, en varios casos, imposible
de hacer debido a los errores de medicién [39].

Aunque pareciera que no se puede calcular la solucién de un problema
numéricamente si la solucién del problema no depende continuamente de los
datos, bajo informacién adicional a priori acerca de la solucién, es posible
restaurar la estabilidad y construir algoritmos numéricos eficientes [39].

Casi todos los problemas inversos en la ciencias son problemas mal
planteados, mientras que los correspondientes problemas directos son bien
planteados. Sucede asi con el par problema directo-inverso de dispersién de

ondas.

1.3. Formacion de imagenes

Hemos mencionado que la finalidad de un sistema de exploracién por
medio de senales es la obtencion de una imagen que representa la estructura
interior de un cuerpo o material. Especificamente, se quiere reconstruir una
imagen que permita la localizacién de los objetos, o dispersores, que pudiera
haber al interior del medio. En ese sentido, es importante trasladar la nocién
de problema directo e inverso en términos de la formacion de imagenes.

Para empezar, consideremos que X es el espacio en el cual se encuentran
todas las funciones que describen los objetos de los cuales queremos obtener
una imagen; en general, puede tratarse de un espacio de Banach o un espacio
de Hilbert. Resolver el problema directo es obtener, para cada objeto, su
correspondiente imagen. Idealmente, esta imagen es una imagen libre de
ruido, donde por ruido entendemos aquella parte de la senal medida que la
degrada o que no aporta informacién de interés. Puesto que el problema es

bien planteado, a cada objeto le corresponde una, y sélo una, imagen.
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Asi, la solucién del problema directo define un operador, denotado por
T, que transforma cualquier objeto de X en una imagen libre de ruido que
estd en un espacio Y que, en general, también se trata de un espacio de
Banach o un espacio de Hilbert. En otras palabras, el objeto puede represen-
tarse mediante una funcién f : R? — R, que codifica, por ejemplo, la escala
de grises o la intensidad. La imagen producida es una funcién g : R? = R, y
el proceso puede presentarse en abstracto por un mapeo de f a g, T'(f) = g,
donde T modela la obtencion de la imagen.

Es importante mencionar que las normas que son apropiadas para los
instrumentos de medicién son las normas L; y Lo. Esto es, pueden medir
la magnitud o el valor cuadratico medio. En la practica, se considera que el
espacio Y es el espacio de Hilbert Lo de las funciones cuadrado integrables
[29].

En un caso ideal, T' = I, el operador identidad, y puede expresarse en

términos de la delta de Dirac en dos dimensiones como

£00 = [ stx =) d.

Sin embargo, la modelacién produce pérdida de informacién y la imagen g
no es exactamente f. Cuando el proceso T de formacion de la imagen puede

ser modelado como un proceso lineal, se puede representar a g mediante

o) = T1x) = [ [ xy)f3) dy. (1)

donde h es alguna aproximacién de la delta centrada en el origen [32], y es
la funcién de respuesta a un impulso. A h se le conoce como la funcién de
dispersién puntual, o en inglés, Point Spread Function (PSF). Veremos en el
captulo 3 que el problema de dispersién de ondas puede llevarse a la forma

(1.1).




En varios sistemas de formacién de imégenes, la PSF es invariante con
respecto a traslaciones en el sentido de que la imagen h(x,y) de una fuente
puntual localizada en y es la traslacién hecha por y de la imagen h(x,0)
de una fuente puntual localizada en el origen del plano de los objetos, i.e.
h(x,y) = h(x — y,0). Asi que h(x,y) es una funcién de la diferencia x —y,
y se escribe h(x —y) en lugar de h(x,y). En este caso, el operador 7" es un

operador de convolucion:

o) = T1x) = (s ) = [[ mx=yifmay. 02)

El tratamiento de los problemas de convolucion estd basado en el analisis de
Fourier. Nuestro problema de dispersién no serd modelado por un operador
de convolucién, sin embargo, este tipo de operadores sera el punto de partida
para nuestro andlisis en el problema inverso.

El problema inverso correspondiente a (1.1) consiste en encontrar la fun-
ciéon f a partir del conocimiento de g y del operador integral determinado
por h. En el caso particular de (1.2), se dice que es un problema de decon-
volucion de la imagen.

La pérdida de informacion que se da como parte de la modelacion, tiene
fundamentalmente dos consecuencias. Primero, podria ser que dos o més
objetos tengan la misma imagen; y en segundo lugar, que dos objetos muy
distintos tengan imégenes muy parecidas [7]. Lo anterior se ve reflejado en
el problema inverso como un mal planteamiento. Si dos o0 méas objetos tienen
la misma imagen, significa que el problema inverso no tiene solucién tnica.
Si dos imégenes son cercanas pero los correspondientes objetos son muy
distintos, el problema inverso no depende continuamente de los datos.

Atn cuando los datos estén libres de ruido hay dificultades para resolver

el problema inverso. A lo més que se puede aspirar es a tener soluciones que
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reproducen los datos de manera aproximada.

Para encontrar las soluciones aproximadas, es necesario compensar la
pérdida de informacién con informacioén adicional a priori. Adicional porque
no es informaciéon que se pueda derivar de la imagen, o de las propiedades
de T, mas bien se trata de propiedades fisicas que se espera que el objeto
tenga [7].

Hay varias clases de informacién adicional. Una de ellas consiste de las
propiedades estadisticas de los objetos, o dispersores. En este caso, se supone
que la reflectividad de los obstaculos son realizaciones de un proceso aleatorio
con distribucién de probabilidad conocida. Este es el tipo de informacién que
usaremos para nuestro problema inverso de dispersién de ondas.

En la practica el proceso de medicién no es exacto, e inevitablemente g
estard mezclada con ruido. Digamos que los datos obtenidos de las medi-
ciones y afectados con ruido son g,, y supongamos que el espacio Y ahora
contiene tanto a las imagenes libres de ruido como a las imagenes con ruido.
Dado que el rango de T son las imédgenes sin ruido, el problema inverso (1.1)
de obtener f a partir de g, no tiene solucién: g, no se encuentra dentro del
rango de T'. Por lo tanto, preguntarse sobre la existencia de la solucién de
un problema inverso a partir de los datos obtenidos en las mediciones no
tiene sentido porque tal solucién no existe. Mds bien, la solucién se halla
en el sentido de que si el problema inverso puede estabilizarse, sea posible
encontrar soluciones aproximadas que correspondan a los datos g, [29].

Noétese que los datos de las mediciones son de la forma

gn(x) = g(x) +n(x) = Tf(x) + n(x), (1.3)

donde 7 representa la contribucién de ruido aditivo. En general, 1 es una

realizacién de un proceso aleatorio del cual se conocen sus propiedades es-

11



PROBLEMAS | PROBLEMAS
INVERSOS | —* Modelacion —— pgene

Objeto Imagen sin
ruido
/”/’
P o RAA o
BB, «—— Proceso de
Gy medicion
Imagen con
ruido

Figura 1.2: Representacién esquematica de la obtenciéon de una imagen

tadisticas (media, varianza, etc.).

En resumen, los datos colectados son una representacion degradada del
objeto original, donde las dos fuentes de degradacién son el proceso de mo-
delacién y el proceso de medicién. En la figura (1.2) hay una representacién

del proceso de obtenciéon de datos como resultado de estos dos procesos.

Regularizacion

Los problemas mal planteados han llevado al desarrollo de métodos que
los resuelvan de manera aproximada, pero de tal manera que las soluciones
cambien continuamente con los datos. A esto se le conoce, en general, con
el nombre de reqularizacion [29).

Existen varias aproximaciones a la solucién de un problema mal plan-

teado. Entre las mdas importantes estan las soluciones generalizadas, las ex-
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pansiones en valores singulares, la teoria de regularizacion, los métodos iter-
ativos y la molificacion. De éstas, la teoria de regularizacién es quiza la mas
importante.

La primera aproximacién para la solucién del problema inverso determi-

nado por (1.3) estd dada por el minimo del funcional

E(fogn) =ITf — gnll?,

en el conjunto de los objetos f con energia finita:

[ 17607 dx < .

La solucién minima f;, se conoce como pseudoinversa o solucion de minimos
cuadrados.
Para reducir aiin mas los efectos del ruido en la solucién inversa, Tijonov

propuso en 1984 estimar la soluciéon como el minimo del funcional

5%fj(f> gn) = ITf = gyl + allf]I?,

donde « se conoce con el nombre de término de regularizacion [38].

La idea béasica de la regularizacion de Tijonov consiste en considerar una
familia de soluciones aproximadas que dependen de este término de reg-
ularizacién y tomar aquella que corresponde a la mejor aproximacion. La
principal propiedad es que, en el caso de datos libres de ruido, las funciones
de la familia convergen a la solucién exacta del problema cuando el térmi-
no de regularizacién tiende a cero. Mientras que en el caso de datos con
ruido se obtiene una aproximacién éptima de la solucién exacta para un
término de regularizacién distinto de cero. En la deconvolucién de imagen,

la regularizacién de Tijonov es equivalente al filtrado de la solucién [7].
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Hasta ahora, hemos menciondo técnicas de regularizacién deterministas,
sin hacer uso de la naturaleza estadistica del ruido. Cuando el ruido se con-
sidera como un proceso aleatorio, tienen lugar los métodos de aproximacion
estadisticos. De entre estos métodos se distinguen los métodos Bayesianos,
los cuales estan basados en informacién adicional a priori acerca de la dis-
tribucién de probabilidad del dispersor. En el caso de procesos gaussianos
se obtiene, como ejemplo particular, el método del filtro de Wiener, que es
un tipo de generalizacion de la regularizacién de Tijonov.

El método estadistico que usaremos para el problema inverso de dis-
persion de ondas es un caso particular de un método Bayesiano. Est4 basado
en la estimacién minima del error cuadratico medio, lo cual nos conduce a

regularizar por medio de un filtro de Wiener.

1.4. Esquema de tesis

Hemos visto de manera muy general que el problema inverso de forma-
cién de imagenes, a partir de la exploracién por senales, involucra distintos
aspectos de las matematicas, tales como analisis matematico, analisis fun-
cional, teoria de funciones analiticas, y probabilidad y estadistica. Haremos
uso de conceptos y resultados importantes en estas materias.

En el capitulo 2 planteamos el problema directo de dispersién de ondas
electromagnéticas y su unicidad. La propagacién de estas ondas en un medio
sin dispersores se modela, para campos arménicos en el tiempo, mediante
la ecuacién reducida de ondas, o ecuacién de Helmholtz. Las soluciones de
Helmholtz se pueden representar en forma integral y en término de la funcién
de Green correspondiente a la ecuacién de Helmholtz. Con ayuda de tales

representaciones y algunos otros teoremas de andlisis se puede probar la
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unicidad del problema de dispersién.

La solucién numérica del problema directo es el objetivo del capitulo 3.
Para conseguirlo, serd importante tener la representacion integral del proble-
ma de dispersion. A ésta se le conoce como ecuacién de Lippmann-Schwinger
y se trata de una ecuacién integral de Fredholm de la segunda clase. En
este punto se hard una aproximacién considerando que los dispersores son
débiles, ésta se conoce con el nombre de aproximacién de Born. Para la
realizacién de tal aproximacién es importante determinar la forma de la on-
da incidente. Tomaremos ésta como una funcién de Hankel de la primera
clase de primer orden. Dada la aplicacién que pudiera tener en fisica médica,
adaptamos el modelo a una geometria cilindrica o polar. Con la ayuda de
las férmulas asintéticas de las funciones de Bessel y de la transformacion a
coordenadas polares, expresaremos el problema directo como una integral
oscilatoria [11, 64]. Los datos de dispersién que se pueden obtener con este
modelo son de tipo tomografico, en el sentido de que las mediciones se ob-
tienen para diferentes posiciones de la fuente emisora asi como del receptor.
Al final de este capitulo mostraremos algunos resultados numéricos para
dispersores puntuales y dispersores gaussianos.

El capitulo 4 trata el problema inverso de formacién de imagen a partir
de los datos de dispersién obtenidos con el modelo directo. Se propondra la
inversion mediante un operador integral en analogia con la transformada de
Fourier, cuya estabilidad se conseguird por una generalizacién del método
de regularizacion de Tijonov. Este operador involucra el uso de un filtro que
serd determinado, en el contexto estadistico, mediante la técnica del error
cuadratico medio. La formula de inversion tomogréfica es el objetivo princi-
pal de este trabajo de tesis. Para finalizar, se mostraran algunas imégenes

tomograficas obtenidas con este modelo de inversion.
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Problema de dispersién de

ondas

Gracias al desarrollo de los teléfonos celulares o méviles, el empleo de
las microondas se ha popularizado. En particular, su empleo en la fisica
médica se ha facilitado debido al desarrollo de emisores de bajo costo. Por lo
anterior, la tomografia de microondas se ha vuelto relevante en la deteccion
del cancer de seno debido a que se sabe que hay un gran contraste entre los
parametros electromagnéticos de los tumores malignos y del tejido normal
[4]; asi también en el caso de la leucemia, donde el crecimiento anormal de
la poblacién celular en la médula ésea provoca variacién de los parametros
en la médula [22].

El contenido de agua es la clave para indicar si el tejido es normal, ya que
la concentracién de agua determina mayormente cambios en la permitividad
en el medio [27].

Por otra parte, el empleo de microondas en formacion de imagenes ofrece

otras ventajas practicas. Primeramente, es radiacion no ionizante y, segundo,
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es menos costosa que la resonancia magnética o la tomografia por emision.

Derivado de esto, surge nuestro interés por la obtencion de imagenes

tomograficas electromagnéticas dentro del espectro no ionizante.

La formacion de imégenes es un problema inverso que requiere del co-
nocimiento sélido de la teoria para el correspondiente problema directo de
dispersion. Por ello, estudiaremos el problema directo de dispersion de ondas
en el presente capitulo. El objetivo es proponer un modelo matematico de

propagacion y dispersion de ondas electromagnéticas.

La primera parte es una breve introduccién al electromagnetismo, cuya
base son las ecuaciones de Maxwell. De tales ecuaciones deduciremos la
ecuaciéon que modela la propagacién y dispersién de ondas: la ecuacion de

Helmholtz.

Ya que la exploracién por ondas tiene diferentes y variados campos de
aplicacién, el modelo de propagacién dado por la ecuacion de Helmholtz
surge también en otras areas, tales como la acustica o la mecénica de flui-
dos. La segunda seccién es un corto espacio dedicado a la deduccién de tal
ecuacion a partir de la acustica. Asi, aunque nuestro trabajo estara enfocado
en la aplicacién para ondas electromagnéticas, puede trasladarse a alguna

otra area donde la ecuaciéon de Helmholtz surja.

Con base en la teoria de dispersién, plantearemos en la tercera seccién

el problema de dispersion de ondas electromagnéticas y su unicidad.

Finalmente, en la secciéon cuarta daremos la representacion integral de
las soluciones de la ecuacion de Helmholtz. Estas representaciones seran
utiles en el siguiente capitulo para la formulacion integral del problema de

dispersién.
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2.1. Propagacién y dispersion de ondas electro-

magnéticas

Antes de describir las leyes fundamentales del electromagnetismo, hace-
mos unas observaciones respecto a la notacién.

Por C™(2) se denota al espacio vectorial lineal de funciones de valores
reales o complejos sobre algiin conjunto 2 C R3 6 R?, que son n-veces dife-
renciables. Mientras que C™(£2) es el subespacio de funciones de clase C™(£2)
que, junto con todas sus derivadas hasta de orden n, se pueden extender

continuamente de 2 a su cerradura 2.

Béasicamente trabajaremos en espacios de funciones de este tipo.

2.1.1. Las ecuaciones de Maxwell

Algunos fenémenos eléctricos producen efectos magnéticos, y algunos
fenémenos magnéticos, efectos eléctricos. Esto lleva a unificarlos con el nom-
bre comun de electromagnetismo. El descubrimiento de las leyes del electro-
magnetismo y su unificacién fue un gran triunfo de la fisica del siglo XIX. Su
aplicacién ha dado origen a muchos aparatos de uso practico: motores, radio,
televisores, radares, tomégrafos, hornos de microondas, teléfonos celulares,
etc. [52].

Las ecuaciones béasicas del electromagnetismo se conocen como ecua-
ciones de Maxwell, en honor del fisico escocés James Clerk Maxwell (1831-
1879), quien fue el primero en unificar las ideas fisicas en forma matemaética,
y dio al electromagnetismo una base tedrica solida. Todos los efectos elec-
tromagnéticos pueden explicarse mediante estas ecuaciones.

A partir del establecimiento de las ecuaciones de Maxwell surgi6 la
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prediccion de la existencia de ondas electromagnéticas. Sin embargo, las on-
das electromagnéticas fueron descubiertas experimentalmente por Heinrich
Hertz en 1888, quince anos después de publicarse la teoria de Maxwell.

La importancia de estas ondas radica en que, al igual que cualquier forma,
de onda, pueden transportar energia de un punto a otro del espacio, ésto lo
hacen por medio de sus campos electromagnéticos. Por esta razén, uno de
sus principales usos es en la exploracién de medios materiales.

Las leyes del electromagnetismo estan descritas en forma diferencial por

V- -D(x,t) = p(x,t), (2.1)
V- -B(x,t) = 0, (2.2)
V x E(x,t) = —;B(X7 t), (2.3)
VxH(x,t) = Jx,t)+ gtD(x, t). (2.4)

Donde E,D,B,H y J son campos vectoriales llamados campo eléctrico,
densidad de flujo eléctrico, densidad de flujo magnético, campo magnético y
densidad de corriente, respectivamente; y la funcion escalar p es la densidad
de carga. Suponemos que tanto los campos como p estan definidos en todo
R? y para todo tiempo t. Mas atin, son funciones de clase C' en (x,t) =
(z,y, z,t). Los valores que toman los campos vectoriales estan en R3, y los
valores de p en R.

Dependiendo de las unidades fisicas que se empleen, las ecuaciones pueden
aparecer con factores como 4w, la velocidad de la luz ¢ o algunos otros.
Aqui hemos usamos el Sistema Internacional (SI) de unidades.

Con la finalidad de comprender mejor estas ecuaciones, haremos una
breve revisién de algunos conceptos en electromagnetismo, omitiendo, sin

embargo, la derivaciéon de las ecuaciones de Maxwell ya que no es el propdsito
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de este trabajo. Nos hemos basado en [31, 34, 48, 51, 52].

Los objetos que nos rodean almacenan carga eléctrica. Como esta carga
generalmente se encuentra en equilibrio, sélo es posible notarla cuando hay
un desbalance. Decimos entonces que un cuerpo estd “cargado” cuando hay
un desequilibio en el contenido de carga. La carga eléctrica neta de un objeto
suele representarse con el simbolo ¢. Es una cantidad escalar que puede ser
positiva o negativa, y se mide en coulombs (C) en el SI.

Se sabe, por experimentos, que los cuerpos cargados ejercen una fuerza
mutua, atin en el vacio. Desde el punto de vista clasico, cada carga esta rodea-
da de un campo eléctrico E, e interacciona directamente con €él. Si una carga
q experimenta una fuerza Fg, el campo eléctrico en la posicion de la carga
estd definido por Fp = ¢E. Las unidades del campo eléctrico son N/C. Si la
carga es movil, entonces puede experimentar otra fuerza Fp; proporcional
a su velocidad v. Se define entonces otro campo, la induccién magnética, o
densidad de flujo magnético, B, tal que Fj; = qv x B. La unidad de B es
la tesla (T), donde 1 tesla = 1 N/(Cm/s).

Si ambas fuerzas Fg y Fjs ocurren simultdneamente se dice que la carga
se mueve a través de una regién ocupada tanto por campos eléctricos como
magnéticos, y la fuerza total ejercida sobre la carga es F = ¢E 4+ qv x B
(fuerza de Lorentz).

Los campos eléctricos son generados tanto por cargas eléctricas estaticas,
como por campos eléctricos variables en el tiempo. A su vez, los campos
magnéticos son generados por corrientes eléctricas y por campos eléctricos
variables en el tiempo. De esta dependencia surgen las leyes del electromag-
netismo.

Se da el nombre de corriente eléctrica al flujo de electrones (u otras

particulas con carga); de forma mas especifica, definimos la corriente eléctri-
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ca como la carga neta que atraviesa una pequena superficie de un material
por intervalo de unidad de tiempo:
;_ da

dt’
La corriente es un escalar, y su unidad en el SI es el ampere (A), donde
1 ampere = 1 coulomb/segundo. La magnitud vectorial relacionada es la
densidad de corriente J o corriente por unidad de area, cuya magnitud se
define por

i

J = T

La direccién de J es la direccién del flujo de una carga positiva.

Cuando un material se somete a un campo eléctrico, la distribucién in-
terna de carga se distorsiona bajo la influencia del campo. El campo eléctrico
separa las cargas positivas y negativas, asi que cada par forma un dipolo.
A este efecto se le conoce como polarizacion, y al campo generado que se
opone al campo aplicado se le llama campo de polarizacién P. Este campo
es una medida del comportamiento general del medio, ya que es igual al
momento dipolar resultante por unidad de volumen. Las unidades de P son
C/m?. Cuanto mayor sea el campo aplicado, mayor serd el campo de polar-
izacién. Puesto que el campo dentro del material ha sido alterado, tenemos

que definir un nuevo campo, el desplazamiento eléctrico D:
D =¢E+ P, (2.5)

donde la constante € es la permitividad eléctrica del vacio, cuyo valor es de
€0 = 8.8542 x 10712 C? /Nm?. Las unidades del desplazamiento eléctrico son

C/m?. De (2.5)

D P
E=—"+—.
€0 €0
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Esto es, el campo eléctrico interno E es la diferencia entre el campo D /e,
el cual existiria en la ausencia de polarizacién, y el campo P /ey que surge
de la polarizacién.

Podemos definir también una polarizacion magnética o campo de mag-
netizacion M al someter un material a un campo magnético. Este campo es
el momento dipolar magnético por unidad de volumen, y sus unidades son
C/ms. Introducimos ahora un vector auxiliar H, conocido como el campo
magnético:

H:iB—M,
Ko

donde la constante jig es la permeabilidad del vacio y tiene valor de 47w x 10~7
Ns?/C2. Las unidades del campo magnético H son C/ms.

Las ecuaciones del electromagnetismo aparecieron por primera vez en el
articulo de Maxwell titulado “A Dynamical Theory of the Electromagnetic
Field”, en 1864. Sin embargo, el calculo vectorial moderno no era cono-
cido por Maxwell, asi que fueron formuladas en forma equivalente por 20
ecuaciones escalares. Fue el fisico Oliver Heaviside, en 1880, quien las ex-
presé en la manera en que las hemos presentado. Histéricamente, las ecua-
ciones aparecieron primero en forma integral puesto que surgieron de los

resultados experimentales de Andre Marie Ampere y Michael Faraday.

2.1.2. Ondas electromagnéticas

Con el conocimiento de las ecuaciones de Maxwell se predijo la existencia
de las ondas electromagnéticas, pues la manera de propagarse de los campos
eléctricos y magnéticos es en forma de ondas.

Consideremos una carga que de alguna manera se acelera desde el re-

poso. Cuando la carga estd sin movimiento, tiene asociada a ella un campo
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eléctrico uniforme radial que se extiende hasta el infinito. A partir de que la
carga comienza a moverse, el campo E se altera (se perturba) en la vecindad
de la carga y esta alteracion se propaga. El campo E variable en el tiempo
induce un campo magnético (ley de Ampere, ecuacién 2.4). Pero la carga
esta acelerandose, asi que no es constante su velocidad en el tiempo, luego
el campo B inducido es dependiente del tiempo. El campo B variable con el
tiempo genera a su vez un campo E (ley de induccién de Faraday, ecuacién
2.3), y el proceso continua con E y B acoplados uno a otro. A medida que
un campo cambia, genera un nuevo campo que se extiende un poco mas
alla, y asi el punto se mueve al siguiente a través del espacio. Los campos E
vy B pueden considerarse como dos aspectos de un solo fenémeno, el campo
electromagnético, cuya fuente es un carga en movimiento. La perturbacién,
una vez que ha sido generada en el campo electromagnético, es una onda que
se propaga mas alla de su fuente e independientemente de ella. Ligados uno
a otro, como una sola unidad, los campos magnéticos y eléctricos variables

en el tiempo se regeneran uno a otro en un ciclo sin fin [34].

Las ondas electromagnéticas, a diferencia de otros tipos de ondas, no
necesita de un medio material para propagarse, sino que puede hacerlo en
el vacio. La velocidad con que una onda electromagnética se propaga en el

vacio estd determinada por

co = ~ 3 x 10°m/s.

€00
Sin embargo, en todo medio material, en mayor o menor grado, la ve-
locidad de propagacién de las ondas es funcién de la frecuencia [13].
Las relaciones constitutivas ligan los campos mediante pardmetros, y uno

de ellos es la permitividad, por ejemplo.
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Relaciones constitutivas

Una primera relaciéon constitutiva se obtiene al considerar que el medio
de interés es isotrdpico; es decir, sus propiedades fisicas son iguales en todas
direcciones, son invariantes bajo rotaciones. Cuando estos medios se some-
ten a un campo eléctrico E, sus electrones son acelerados generando una

corriente. La densidad de corriente estd determinada por
J=0E. (2.6)

Aqui, o denota la conductividad eléctrica del material. Esta indica la ca-
pacidad de un material para conducir corriente eléctrica. Un valor grande
de o significa que el material es un buen conductor. La unidad de la conduc-
tividad es el siemens/metro, (S/m), donde 1 siemen = 1 ampere/volt. La
ecuacién (2.6) se conoce como la ley de Ohm. En el caso general, tenemos
relaciones J = J(E), donde J es un funcional.

Por otra parte, en medios isotrépicos P y E estan en la misma direccién.
En muchos materiales, el campo de polarizacion P se relaciona con el campo
E por

(e—e)E=P, (2.7)
donde € es la permitividad eléctrica del medio. A estos materiales se les
conoce como [lineales. La permitividad describe entonces, como un campo

eléctrico afecta un medio. Tiene unidades de C?/Nm?. La permitividad de

un material se puede expresar en términos de €y como
€ = €r€p,

la cantidad adimensional €, recibe el nombre de permitividad relativa. Por

(25) y (2.7)
D =¢E. (2.8)
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Andlogamente, para un medio isotrépico y lineal, B y H son paralelos y

proporcionales:

1
H=-B. 2.9
. (2.9)

A pu se le llama permeabilidad del medio y su relacién con la permeabilidad

del vacio es

K= HrHo,

con p, la permeabilidad relativa, sin dimensiones. Las unidades de la per-
meabilidad son Ns?/C2.
En el caso particular del vacio, c =0y ¢, = u, = 1.

La velocidad de una onda electromagnética en un medio esta dada por

y la razén entre las velocidades en el vacio y la materia se conoce como

indice de refraccion. Este indice lo denotamos por n y es igual a

Co Eu
n=—=— M

)
c €0/b0

se trata de una cantidad adimensional. En términos de la permitividad y

permeabilidad relativas,
n = /€ b

Conviene resaltar que la refraccién se debe a que la velocidad de las ondas
electromagnéticas cambia de un medio a otro [52].
En la gran mayoria de los materiales, i, es apenas diferente de 1, asi que

en adelante tomaremos u, = 1. Nos queda

n=/e. (2.10)
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Cuando se estudia la propagaciéon de una onda electromagnética en un
medio absorbente, se vuelve conveniente utilizar el indice de refraccién con

valores complejos:

n=npg+inj.

Si la parte imaginaria es distinta de cero, la amplitud de la onda dis-
minuird cuando se propague a través del medio, debido a la absorcién de
energia electromagnética [10]. La parte real ng, corresponde al cociente entre
la velocidad de la onda en el vacio y la velocidad de la onda en el material,
mientras que la parte imaginaria n; depende del coeficiente de absorcion.
Asi, se elige la rama de la raiz cuadrada en (2.10) tal que n; corresponde

fisicamente a la atenuacién de la propagacién de la onda electromagnética.

En general, los pardmetros de conductividad, permitividad, y por con-
siguiente, el indice de refraccién, pueden variar con la posicién en el medio, la
frecuencia del campo aplicado (que definiremos més adelante), la humedad
o la temperatura, entre otros. Para el problema de dispersién que nos in-
teresa, solamente consideramos la dependencia de la posicién; y cualquier

otro factor lo tomaremos constante.

Para tratar con el problema de dispersion serd importante estudiar las
ondas electromagnéticas en ausencia de dispersores. Es decir, hemos de con-
siderar un medio homogéneo, cuyas propiedades sean invariantes a las trasla-

ciones. En este caso, los pardmetros o, €, i, n, n serdn constantes.
Por ahora no serd necesario especificar si el medio es o no homogéneo.

Si consideramos un medio isotropico y lineal, las relaciones constitutivas
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(2.6), (2.8), (2.9) en las ecuaciones de Maxwell (2.1)-(2.4) producen

V-E = 2 (2.11)
€
V-H = 0, (2.12)
OH
VxE = —M0§7 (213)
VxH = UE—i—ea;?. (2.14)

Estas ecuaciones modelan el comportamiento de una onda electromagnética

en el medio.

Campos armoénicos en el tiempo

Hay varias formas de ondas que pueden satisfacer las ecuaciones de
Maxwell, pero nuestro interés esta en las ondas arménicas en el tiempo.

Un campo de ondas armonico en el tiempo tiene la forma general
F(x,t) = A coswt + Bsenwt,

donde A y B son campos vectoriales independientes del tiempo pero que
pueden depender de la posicién, y w se conoce como frecuencia angular. Esta
frecuencia se mide en radianes/segundos (rad/s), y cuando el valor de ésta
es constante, se dice que el campo es de ondas monocromadticas. E1 modelo
de dispersién de ondas que deduciremos mas adelante es un modelo para
ondas monocromaéticas, es decir, consideramos solamente una frecuencia.
Notemos que F puede escribirse como la parte real de un vector complejo:

F = Re(F.), para el cual
F.=Ce ™ C=A+iB.

El vector F. es una representacion compleja del campo real F. Dado cualquier
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operador lineal £, la operacion sobre F es equivalente a operar sobre la rep-

resentacién compleja F. y luego tomar la parte real:
L(F) = L(Re(F.)) = Re(L(F.)).

La representacién con nimeros complejos es matematicamente méas simple
para trabajar. Puesto que todas las operaciones que realizaremos sobre los
campos armonicos en el tiempo en este trabajo son lineales, encontramos
conveniente utilizar la representacién compleja. Quedamos en el entendido
de que el campo real es la parte real de su representacién en C.

Atun cuando trabajamos con una sola frecuencia, el indice de refraccién
complejo se expresa en términos de w. En un medio absorbente, la permi-

tividad relativa esta dada por

1 .o

€rC = — (e +z—> .
€0 w

Por lo tanto,

1 N

n=,/— (e + z—).
€0 w

De gran utilidad sera el indice de refraccion normalizado de un medio

respecto a otro. Si ny, ng son los indices de refraccién de dos medios, el indice

de refraccién del medio 2 normalizado respecto al medio 1 es

2

2
n. €y, C 1 .09
mQ g —2 = 72 = — (62 + Z—) .
ny €rq €1 w

La frecuencia de una onda la definimos en términos de su frecuencia

angular:

Sus unidades son los Hertz (Hz).
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La razén entre la frecuencia angular y la velocidad de la onda en un

medio se conoce como numero de onda, y lo representaremos como k:

k=Y = W+/€LLQ-

c
Las unidades del nimero de onda son rad/m.

La longitud de onda es un parametro que se define por

su unidad es el metro.
Podemos ver que la longitud de onda y la frecuencia tienen una relacion
inversa dada por
A=Z
v
Las ondas electromagnéticas se clasifican de acuerdo a la frecuencia o a

su longitud de onda. Tal clasificacién se conoce con el nombre de espectro

electromagnético.

Espectro electromagnético

El espectro electromagnético (ver figura 2.1.2) incluye una amplia gama
de tipos de radiacién electromagnética emanada de diversas fuentes. Las
propiedades de estas radiaciones difieren enormemente de sus medios de
producciéon y de las formas en las que las observamos, pero todas esas
propiedades se pueden describir en funcién de los campos eléctricos y magné-
ticos y todas se desplazan por el vacio con la misma velocidad (la velocidad
de la luz) [52]. En esencia, lo inico que las distingue es la longitud de onda
o su frecuencia.

Si la longitud de onda es muy pequena comparada con la distancia mas

pequena del objeto que se quiere observar, el dispersor produce una sombra
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ESPECTRO DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS
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Figura 2.1: Espectro electromagnético

con borde definido. Cuando se observa més de cerca, se nota que la sombra
en realidad no esta bien definida sino que se descompone en franjas. A este
fenémeno se le conoce como difraccion. En el otro extremo, los obstaculos
que son pequenos comparados con la longitud de onda perturban la onda
incidente de tal forma que no se produce alguna sombra con la que se pueda
indentificar el objeto.

Asi, se pueden distinguir dos regiones de frecuencia de acuerdo a la mag-
nitud de ka, donde a es la dimensién caracteristica del dispersor. Una de
ellas corresponde al grupo de valores de k para los cuales ka > 1; llamada
region de alta frecuencia. La otra corresponde a los valores de k tales que
ka es menor, o comparable con 1; esta regién se llama region de resonancia
[21].

Este trabajo se desarrolla considerando frecuencias para la regién de
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resonancia. Mas especificamente, consideramos que la frecuencia de nuestros
campos esta dentro del espectro de las microondas, el cual a su vez es parte

de la gama de radiacién no ionizante.

2.1.3. Dispersiéon de ondas electromagnéticas

Los cumulus en el cielo de una tarde de verano presentan un sorpren-
dente contraste de blanco comparado con el brillante cielo azul. Durante
un inesperado chubasco los arcoiris primario y secundario muestran sus ar-
cos multicolores. Estos fenémenos son manifestaciones de la dispersion y
absorcién de la luz por particulas pequenas [10].

La dispersion y la absorcién de la luz, y en general de las ondas electro-
magnéticas, es una importante herramienta para la exploracién de medios.

La dispersién de ondas electromagnéticas en cualquier sistema esté rela-
cionada a la heterogeneidad del sistema [10]. Heterogeneidad, objeto, obs-
taculo, o dispersor, significa que hay una parte dentro del medio que tiene
una propiedad distinta a la del resto.

La caracteristica que distingue a un dispersor cuando una onda electro-
magnética incide en el medio en el cual éste se encuentra, es el indice de
refraccion. Asi, el proceso de exploracién con este tipo de ondas consiste en
distinguir dénde el indice de refraccién tiene una variacién significativa.

Independientemente del tipo de heterogeneidad, o forma del dispersor,
la fisica de la dispersién es la misma para todos los sistemas. Si un objeto es
iluminado por una onda electromagnética, las cargas eléctricas en el objeto
se ponen en movimiento debido al campo eléctrico de la onda incidente. Las
cargas eléctricas aceleradas irradian energia electromagnética en todas las

direcciones (figura 2.2); a esta radiacién secundaria se le llama radiacién
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Figura 2.2: Dispersién de ondas.

dispersada por el objeto [10].

Ademads de la energia electromagnética re-radiada, las cargas elementales
excitadas podrian transformar parte de la energia electromagnética en otras
formas (energfa térmica, por ejemplo), proceso que se llama absorcion [10].

La dispersién y la absorcién no son procesos mutuamente independien-
tes. Por ello, cuando hablamos de la dispersiéon implicitamente incluimos
la absorcién. Como mencionamos antes, el término de absorcion estd dado
matematicamente por la parte imaginaria del indice de refraccion.

Para nuestro trabajo, asumiremos que la dispersién es eldstica, es decir,
la frecuencia de la onda dispersada es la misma que la de la onda incidente.

Se consideran esencialmente dos tipos de objetos que pueden producir
dispersion: los obstaculos y las heterogeneidades.

Por obstaculos entendemos cambios de las propiedades materiales que

experimentan discontinuidades (en relacién al medio en el cual se encuentra
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el obstaculo) a través de sus fronteras. Contrariamente, el cambio es grad-
ual y suave en el caso de las heterogeneidades [29]. En otras palabras, en
el primer caso el dispersor es un obstaculo acotado no penetrable, y en el
segundo caso las ondas penetran en un medio no homogéneo cuya hetero-

geneidad es de soporte compacto.

Recordemos que el soporte de una funcién f es la cerradura del conjunto
de puntos para los cuales la funcién no se anula. Una heterogeneidad de so-
porte compacto se refiere a que la funcién de la caracteristica que determina

la heterogeneidad es de soporte compacto.

La dispersion debida a heterogeneidades es la que nos interesa estudiar.
En concreto, para la dispersion de ondas electromagnéticas la heterogeneidad
de soporte compacto se refiere a que el indice de refraccion del dispersor lo

caracterizaremos con una funcién de soporte compacto.

Ecuacién de Helmholtz

La dispersién de ondas producida por objetos materiales esta goberna-
da por la ecuacién reducida de ondas, también conocida como ecuacion de

Helmbholtz [29].

La ecuacion de Helmholtz, en particular, modela la propagacién del cam-
po electromagnético en un medio con y sin dispersores. Por lo tanto esta

ecuaciéon puede derivarse a partir de las ecuaciones de Maxwell.

Supongamos que un campo electromagnético armonico en el tiempo se
propaga en un medio no cargado (p = 0), lineal, isotrépico y absorbente,

con permitividad € y conductividad o. Digamos que los campos eléctrico y
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magnético son
E(X7 t) -
H(x,t) = H(x)e ™.

De las ecuaciones (2.11)-(2.14),

V-E = 0,

V-H = 0,

VxE = iw/emH,
VxH = /:—S(U—iwe)ﬁ].

Como el nimero de onda kg del vacio es

ko = = wWy/€oHo,

w
Co

y el indice de refraccion complejo del medio se determina por

9 1 Ny
n :—<e+z—>,
€0 w

entonces las ecuaciones (2.17) y (2.18) se convierten en

V x E = ikoI:I,

VxH = —ikn’E.
Tomamos el rotacional sobre la ecuacién (2.19) y sustituimos (2.20):
V x (V x B) = iko(V x H) = iko(—ikon’E) = k2n’E.
Por propiedad del rotacional, y de (2.15),

Vx (VxE)=V(V-E)-VE=-V’E,

o
i
=)

.
[
EN{

(2.19)

(2.20)
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Entonces el campo eléctrico estd gobernado por la ecuacion:
VZE + k2n’E = 0. (2.21)
Por otra parte, de la ecuacién (2.20) obtenemos
V x (;(v X ﬂ)) = —iko(V x B) = —iko(ikoH) = k2H. (2.22)

Si el medio es homogéneo, n es constante, y las ecuaciones (2.21)-(2.22) se

reducen a las ecuaciones de Helmholtz para los campos eléctrico y magnético:

V2E + En’E = 0, (2.23)

VH + kn®H = 0. (2.24)

En particular, si el medio es el vacio (n = 1), las ecuaciones que modelan la

propagacion del campo electromagnético arménico son

VZE+EE = 0,

VH+KH = 0.

Si el medio no es homogéneo, n = n(x),x € R3. Las ecuaciones (2.21)-
(2.22) en este caso sirven para modelar la propagacién de una onda elec-
tromagnética que ha sido dispersada por un medio no homogéneo que se
encuentra en el interior del medio homogéneo que es el vacio.

En particular, consideremos el problema de dispersién debido a un cilin-
dro no homogéneo infinito con eje en la direccion k del eje z; suponemos que
el cilindro es homogéneo en la direccién k v que la onda incidente se propaga
en una direccién perpendicular al eje del cilindro y es independiente de z.
Entonces E(x) = (F1(x), E2(x), E3(x))T y H(x) = (H(x), Hy(x), H3(x))T
son independientes de z. Las ecuaciones (2.21)-(2.22) estédn definidas aho-

ra para x € R2. Por su parte, las ecuaciones (2.19)-(2.20) se reducen a los
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siguientes dos grupos de ecuaciones

0F3

By = ikHjy, (2.25)
O~ ik, (2.26)
%ff - a;y“ — ikn’Ey: (2.27)
y
8;;” = —ikn’Ey,
% = ik:uQEg,
% - 6;;1 = —ikHs;

donde x = (z,y) € R

Notemos que el primer grupo de ecuaciones involucra solamente E3, H1, Ho
y el segundo solamente F4, Fo, H3. En particular, si E3, Hy, Hy satisfacen
(2.25)-(2.27), entonces E(x) = F3(x)k y H = Hj(x)i + Hy(x)j determi-
nan una onda electromagnética polarizada perpendicular al eje z, donde

E5 € C?(R?) satisface la ecuacién:
V2E3(x) + k*n?(x)E3(x) = 0, (2.28)

en R2.

La dispersion de ondas electromagnéticas con la geometria de este ejem-
plo es la que nos interesa en este trabajo. Asi, nos enfocaremos a tratar el
problema de dispersién para campos escalares definidos en R?.

De manera més general, nos interesa la dispersion de una onda elec-
tromagnética debida a una heterogeneidad, o medio no homogéneo, que se
encuentra en el interior de un medio homogéneo absorbente distinto del

vacio.
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Supongamos que el medio homogéneo tiene permitividad €,,, indice de
refraccion n,,, indice de refracciéon complejo n,,, indice de refracciéon normal-
izado (respecto a n,) M, y numero de onda k,,. Para el dispersor simple-
mente omitimos el subindice w. El andlogo al nimero de onda kg se define
por

v = kN = ko

Mientras que el indice de refraccién n es andlogo a

La ecuacién que modela ahora la dispersién del campo eléctrico en R? es
V2E(x) + 12N (x) E(x) = 0 (2:29)

o bien,

V2E(x) + k290 (x) E(x) = 0. (2.30)

Si el medio no tuviera heterogeneidad, el indice N serfa 1, y la ecuacién
(2.29) quedaria
V2E(x) + v*E(x) = 0. (2.31)

La cual es equivalente a (2.28) pero con indice n,, constante. Corresponde a
la propagacién de la onda en el medio homogéneo.

Es necesario dar condiciones de frontera o condiciones de radiacién para
poder resolver (2.28) 6 (2.29) de manera tinica. Nosotros usaremos una condi-
cion de radiacién. El planteamiento del problema de dispersién con condicién
de radiacién se dard en la seccién 2.3.

A partir de la actstica también puede derivarse la ecuacién de Helmholtz
como modelo de propagacién. Asimismo una ecuacién de la forma (2.29)
que modela la dispersién debida a una heterogeneidad. Sobre ello trata la

siguiente seccion.
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2.2. Propagacién y dispersién de ondas acusticas

Los problemas actsticos escalares son de interés practico en varias apli-
caciones, tales como en ultrasonido en medicina y en acustica ocednica [36].

Podriamos clasificar los medios materiales en fluidos y sdlidos. Los flu-
idos incluyen gases y liquidos y en general son wiscosos. Sin embargo, a
menudo los efectos de la viscosidad son despreciables, y podemos considerar
fluidos no wiscosos, o fluidos perfectos. Los fluidos son en general compresi-
bles, pero cuando la densidad del medio se considera constante, los fluidos
son incompresibles.

La propagacién de una onda acustica se puede dar en sélidos eldsticos,
fluidos compresibles viscosos, y fluidos compresibles no viscosos. En esta
seccion resumimos la formulacion para la propagacién de ondas acusticas en
fluidos compresibles no viscosos.

Consideremos un fluido con densidad o(x,t) y entropia S(x,t). Supong-
amos que una onda perturba g y se propaga a través del medio. Entonces
la presién P(x,t) y la velocidad v(x,t) de una particula en el medio tam-
bién son cambiadas. Si suponemos que no hay fuerzas exteriores que actiien
sobre el fluido, entonces el movimiento de la particula estd descrito por las

siguientes ecuaciones:

1
88‘; + (V- V)V+v+ EVP = 0, (ecuacién de Euler) — (2.32)
g? +V-(ov) = 0, (ecuacién de continuidad)(2.33)
f(o,S) = P, (ecuacion de estado) (2.34)
885 +v-VS = 0, (hipdtesis adiabética) (2.35)

donde la funciéon f depende del fluido, v es un coeficiente de regulaciéon que
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se supone constante por trozos. Este sistema es no lineal en las funciones
v, 0, P y S. Para hacerlo lineal, considérese el caso estacionario para el cual
vop = 0,0 = 0(x),5 = So(x), y Py es constante tal que f(go(x),So(x)).

Hacemos

v(x,t) = svl(x,t)+(9(52),
P(x,t) = Py+ePi(x,t)+ O(?),
o(x,t) = 00(x) +eo1(x,t) + O(e?),
S(x,t) = So(x)+eSi(x,t) + O(e?),
y sustituimos en (2.32)-(2.35). Obtenemos
8V1 1
—_— —VP =0 2.36
5 +yv1 + Qov d ( )
d
%0 L9 (o)) = 0 (2.37)
df(00,50) df(00,50) _
Do o1+ 55 S1 = P (2.38)
S
Puesto que
df (00,5 9f (00,5
0= Ve 5o(x) = &gy, 4 200 S g,
v de (2.38)
0f(e0,5) 001 | 9f(e0,50) 051 _ 0P
o)) ot oS ot ot’
al sustituir ( 2.39) se tiene
P _ 9f(00,5) [0e1
o~ o0 |ot TV Vel
Haciendo

df(00(x),S0(x))
0o ’

2 (x) =
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nos queda

8P1_ 2 3@1
W_C |:at+V1VQO:|

(2.40)
Los valores que tome ¢ dependen del fluido, y ésta es la velocidad de la onda
actstica en el medio. Ahora derivamos (2.40) con respecto a t, y usando

(2.36) vy (2.37), queda

Esta es la ecuacion de onda actstica basica para un medio estacionario.
Obsérvese que el término 1/pg estd dentro de la operacién de divergencia.

Para un medio uniforme, este término puede tomarse fuera de la divergencia:

Consideremos ahora que P; es armédnico en el tiempo, i.e., es de la forma
Py (x,t) = Re[u(x)e "],

con w > 0y u = u(x) de valores complejos. Asi, la ecuacién (2.41) se

convierte en
v?()+“’2(1+”) (x) =0 (2.42)
u(x) + — i— ) u(x) =0. .
c2 w
Supongamos que tenemos un medio homogéneo, donde la velocidad de la

onda ¢(x) es constante, digamos ¢(x) = ¢y, y v = 0. La ecuacién (2.42) en

este caso es la ecuacién de Helmholtz:
V2u(x) + k*u(x) = 0,

donde k es el nimero de onda definido por

k=" >0,
co
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Cuando dentro de un medio homogéneo tenemos un obstaculo o dispersor,
la velocidad no se conserva constante, y la ecuacién que gobierna la propa-

gacion es (2.42). Si definimos el indice de refraccién

2

nix) = c;((;() (1 + z%) ’

nos queda

V2u(x) 4 k*n(x)u(x) = 0.

Entonces, las ecuaciones que modelan la propagacion en la acustica son
las mismas que para el caso electromagnético. Aunque la interpretacién fisica
es distinta, este trabajo de tesis puede extenderse para problemas de disper-

sién de ondas cuyo modelo siga siendo la ecuaciéon de Helmholtz.

2.3. Teoria de dispersion

La teoria de dispersién ha jugado un papel central en la fisica matematica
del siglo XX.

En términos muy generales, la teoria de dispersion se encarga del estudio
del efecto que tiene un medio no homogéneo sobre una onda incidente. En
particular, si el campo total se ve como la suma de un campo incidente u’
y un campo dispersado u®, entonces el problema de dispersion directo es
determinar u® a partir del conocimiento de u’ y de la ecuacién diferencial
que gobierna el movimiento de la onda [21].

A continuacién plantearemos el problema directo de dispersiéon de on-
das sobre el cual se desarrolla este trabajo. Esta formulacion, asi como los
resultados sobre las soluciones de Helmholtz en medios homogéneos de la

seccion 2.4, son vélidos en cualquier area donde la ecuacién de Helmholtz
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modele la dispersiéon de ondas. Utilizaremos la letra u para denotar al cam-
po escalar de ondas, que podré interpretarse desde el punto de vista del

electromagnetismo, la actstica, la mecanica de fluidos o alguna otra area.

2.3.1. Problema de dispersién de ondas

Consideramos el caso en que tenemos una heterogeneidad de soporte
compacto al interior de una regién que representa un medio homogéneo. La
regién en consideracién estd dada toda en R?. El movimiento de onda es
causado por un campo incidente u’ que satisface la ecuacién de Helmholtz
sin perturbacién:

V2u(x) + k*u(x) = 0. (2.43)

donde k € R,k > 0 es el niimero de onda en el medio homogéneo y x € R2.
Esta onda incidente es dispersada por la heterogeneidad y se produce el
campo u®. Supongamos que la heterogeneidad esta contenida en un disco D
con centro en el origen y radio a > 0, i.e. ¢(x) =constante para x € R?\ D.

El problema de dispersién consiste en encontrar una solucién u € C'(R?) de
V2u(x) + k2n?(x)u(x) = 0; (2.44)

tal que
u=u'+u’, (2.45)

y u® satisface la condicién de radiacién de Sommerfeld:

lfm /7 <88“ —ikus> =0, (2.46)
T

r—00

con el limite uniforme en todas las direcciones & = x/|x|, y donde r = |x]|.
El indice de refraccion representa el radio entre la velocidad de la onda en

el medio homogéneo que contiene la heterogeneidad y la velocidad de la
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onda en la heterogeneidad. Asf, en nuestro caso n(x) = 1 para x € R?\
D. Supondremos que n(x) es complejo; mas ain, consideramos que hay
atenuacién de la onda y no amplificacién: Re(n) > 0,Im(n) > 0.

La primera pregunta que surge en torno al problema de dispersién es la
unicidad de la solucion. Las herramientas basicas para establecer la unicidad
son los teoremas de Green y el Principio de Continuacién Unica de las solu-
ciones de ecuaciones elipticas [21]. La condicién de radiacién de Sommerfeld

(2.46) es la que asegura la unicidad del problema de dispersién.

Condicién de radiacion de Sommerfeld

Una solucién v de la ecuacién de Helmholtz
V2u + k*u =0,

cuyo dominio de definicién incluye el exterior de una esfera se llama solucidon

de radiacion si satisface la condicién de radiacién de Sommerfeld:

r—00 or

lim /7 <a“ - zk:u) =0,

donde r = |x|, y el limite se da uniformemente en todas las direcciones x/|x|.

Esta condicién de radiacién fue introducida por Sommerfeld en 1912, y
con ella se asegura la unicidad de la solucién para problemas de propagacion
de ondas modelados por la ecuacién de Helmholtz.

Fisicamente la condicién dice que las fuentes deben ser fuentes, no pozos,
de energia. La energia que se irradia desde las fuentes debe dispersarse en
infinito; y ninguna energia deberia ser radiada desde el infinito hacia las
singularidades del campo [60]. Lo anterior se corresponde con lo que ocurre

en la naturaleza.
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Como veremos en el siguiente capitulo hay dos tipos de soluciones a la
ecuacion de Helmholtz. Una representa la onda que se aleja, o que se irradia,
y la otra la onda entrante, o que estd siendo absorbida. De éstas sélo la
primera satisface la condicién de radiacion. Asi, la condicién de Sommerfeld
caracteriza a las ondas salientes.

El requisito de que u*® satisfaga la condiciéon de radiacién en el problema
de dispersién garantiza a su vez la unicidad del problema [60].

Por ello, estaremos interesados en las soluciones de Helmholtz que satis-

fagan esta condicion.

2.3.2. Unicidad del problema de dispersion

La prueba de la unicidad del problema de dispersién estd basada en el

siguiente teorema.

Teorema 2.1 (Lema de Rellich) Sea Q un conjunto abierto acotado y

u € C%2(R%\ Q) una solucion a la ecuacion de Helmholtz que satisface

lim lu(x)|? ds = 0.
7—00 ‘X|:7“

Entonces u =0 en R%\ Q.

Para la prueba puede consultar [19, 39]. La segunda herramienta impor-

tante es el Principio de Continuacién Unica.

Teorema 2.2 (Principio de Continuacién Unica) Sea Q un dominio

en R™ y sea u : Q — R una funcién de clase C? tal que
[V2u(x)] < L(fu(x)| + [Vu(x))),

para x € §, y L independiente de x. Si u se anula idénticamente sobre

alguna bola B C €, entonces u se anula en todo €.
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Como consecuencia de éste se tiene lo siguiente.

Teorema 2.3 Sea n € C?(R?) con n(x) = 1 para x| > a, y a > 0 dado.
Sea u € C%(R?) una solucion de la ecuacion (2.44) en R%. Siu(x) = 0 para

|x| > b para algin b > a, entonces u se anula en todo R?.

La demostracién del teorema 2.3 puede consultarse en [21, 39]. La uni-
cidad del problema de dispersion se da en el siguiente teorema. Damos un
breve bosquejo de la prueba. La demostracién completa se encuentra en

21, 39, 40]

Teorema 2.4 (Unicidad del problema de dispersién) El problema de
dispersion (2.44)-(2.46) tiene a lo mds una solucion, i.e. siu es una solucion

que corresponde a u' = 0, entonces u = 0.

Demostracién. Sea u; = 0. La condicién de radiacién (2.46) lleva a

lim lu|? ds = 0.
r—00 |X‘:T’

El lema de Rellich implica que v = 0 para |x| > a. Del teorema 2.3, u = 0

en R2. [}

Ahora que hemos establecido la unicidad de la solucién del problema de
dispersién, la siguiente pregunta es la existencia y aproximacién numérica
de la solucién. La aproximacién mas utilizada es el método de ecuaciones
integrales [21]. El campo se calcula por medio de una representacién de
Helmholtz, la cual es una ecuacién integral que relaciona el campo dispersado
con el obstaculo o dispersor [29].

La representacién integral del problema de dispersion de ondas es el

objeto de estudio del siguiente capitulo.

46



Para obtener esta representacién integral seran necesarios algunos re-
sultados que caracterizan a las soluciones de la ecuacién Helmholtz en un

medio homogéneo, no perturbado. Sobre éstos trata la siguiente seccion.

2.4. Representacion de las soluciones de Helmholtz
Consideremos la ecuacion
Viu 4 k*u = 0, (2.43)

definida en todo R?, donde k > 0.
Las propiedades bésicas de las soluciones de (2.43) se deducen en su

mayoria de su solucion fundamental, 6 funcion de Green.

2.4.1. Funcion de Green

Las funciones de Green fueron estudiadas por primera vez por George
Green, razon por la cual llevan ese nombre. Su estudio lo desarrollé en un
ensayo titulado “Andlisis matematico de la teoria de electricidad y mag-
netismo” publicado en Nottingham en 1828. En este ensayo se formularon
las soluciones en términos de la funcién de Green para la ecuaciéon de Laplace
y Poisson [26].

La funcién de Green es una fuerte herramienta matemaética que ha sido
utilizada para realizar calculos en distintas areas de las matematicas y de la
fisica matematica. En particular, en la solucién de ecuaciones diferenciales
parciales.

En principio, la técnica de funciéon de Green puede aplicarse a cualquier
ecuacion diferencial parcial lineal no homogénea con coeficientes constantes,

sea escalar o vectorial, y para cualquier niimero de variables independientes;

47



aunque en la practica pueden surgir muchas dificultades técnicas con la
realizacién de los calculos.

Las funciones de Green proporcionan mas que una solucién, éstas nos
permiten tener una representacion integral de la ecuacion en derivadas par-
ciales. El nicleo de la ecuacién integral estd formado, completamente o en
parte, por la funcién de Green asociada a la ecuacion diferencial.

Fisicamente, la funcién de Green es la respuesta de un sistema a un
impulso, o fuente puntual, aplicado al sistema [45]. Matematicamente se
formula usando la funcién generalizada llamada delta de Dirac.

En esta seccion nos enfocaremos solamente en la funcién de Green aso-
ciada a la ecuacion de Helmholtz en dos dimensiones.

Para un estudio de las funciones de Green de la ecuacién de Helmholtz en
otras dimensiones, o de las funciones de Green en general, se puede consultar
[25, 26, 61, 62].

Una de las herramientas basicas para las funciones de Green, asi como de
las propiedades de las soluciones de Helmholtz son las identidades integrales

de Green.

Teorema de Green

El teorema de Green es una consecuencia particular, pero de gran impor-
tancia, del teorema de la divergencia de Gauss. Este tiltimo es esencialmente
una generalizacion de la férmula de integracién por partes y del teorema fun-
damental del cdlculo en una variable.

Puesto que el problema de dispersién que nos interesa esta dado sobre R2,
los siguientes resultados se enuncian para dos dimensiones. Los problemas de

dispersién en R? son tratados ampliamente en referencias como [21, 39, 40]
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Dado un conjunto  C R?, diremos que € es un dominio si es abierto
y conexo. El dominio  serd de clase C* si su curva frontera 99 puede

parametrizarse localmente con una aplicacién biyectiva de clase C*.

Teorema 2.5 (Teorema de la divergencia de Gauss) Consideremos un

dominio acotado 2 C R? de clase C*, y sea F un campo vectorial C1(€2).

//Q(divF) dA:/aQF-ds:/m(Fn) ds,

donde n es la normal unitaria que apunta al exterior de la curva OS2.

Entonces

Consideremos dos funciones f, h de valores reales en C2(Q2) para €2 como

en el teorema de Gauss. Obsérvese que
div (hVf) = Vh-Vf + hV2f.
De la misma manera
div (fVh) = Vf-Vh+ fV2h. (2.47)
Entonces
/ /Q div (hVf — fVh) dA = / /Q (hV2f — fV2h) dA.
Sin embargo, por el teorema de Gauss
// div (WY f — fVh) dA = / (hVf — fVR) - n) ds.
Q o0
Asi que se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.6 (Teorema de Green) Dadas dos funciones f,h de valores
reales y clase C? definidas en Q, donde Q0 es un dominio acotado de clase

C1, se cumple

//Q(hVZf - fVQh) dA = /ag((hvf — fVh) -n) ds.

A este resultado también se le conoce como sequnda identidad de Green.
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La primera identidad de Green se obtiene de forma similar a partir de

(2.47). Se tiene

//Q(Vf-Vh—l—fV%) dA:/m((th)_n) ds,

para funciones de valores reales f,h tales que f € C'(Q), h € C%(Q) y Q

dominio acotado de clase C1.

Funcion de Green

Definimos la solucién fundamental g de la ecuacién de Helmholtz como
la solucién a la ecuacién que se obtiene cuando en lugar de igualar a cero en
(2.43) igualamos con la delta de Dirac que representa una fuente puntual en

Xg. Esto es, se debe satisfacer
(V2 + k*)g(x|x0, k) = —=6°(x — x0), (2.48)

donde x,xg9 € R? y §%(x — Xg) := §(z — 20)d(y — o). Cuando la solucién
fundamental esta sujeta a condiciones de frontera o de radiacion, se dice que
es un funcion de Green. La funcién de Green es la respuesta del sistema a
un impulso o perturbacién en xq y representado por 62(x — Xgq).

Fisicamente, las funciones de Green asociadas con problemas ondulato-
rios, como en el caso de la ecuaciéon de Helmholtz, representan la manera
en la cual la onda se propaga de un punto a otro del espacio [26]. Como
veremos, la funcion de Green en nuestro caso es una funcién de la distancia
entre x y xo. Esta distancia estd dada por |x — xg|, es por ello que usamos
la notacién x|x¢ = |x — xg| y escribimos g(x|xg, k).

Ahora encontraremos una expresion de g. Para simplificar denotaremos

R=x-x0y R =|R| = |x —x0|. Expresamos a ¢ y 0 en términos de sus
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transformadas de Fourier:

g(R k) = 21 2// (v, k)eV R dA(v), (2.49)
2 _ 1 eiv~R v
PR = G //R dA(V).

Sustituimos en (2.48):

(V2 + ) / /R (v, R dA(Y) = - / /R VR QA(y),

Diferenciando bajo la integral se obtiene

//R2(—|V12 +E)g(v, k)eV R dA(v) = — //R2 SR 1A (y),

De tal forma que

1

R

Asi, de (2.49)
(R k)_l// ﬂd/l(v)
PEET @y L (VPR T
Recordemos que para cualesquiera dos vectores a,b € R? se tiene
a-b = |a||b|cos b,

donde 0 < 0 < 7 es el angulo entre los dos vectores. Si consideramos ahora

(r,0) como coordenadas polares para v, con 6 el dngulo entre v y R, queda

1 T eichos@
g(R, k) = (27r)2/0 /]1{(7”2 — k2)r drdf. (2.50)

Para evaluar la integral sobre r haremos uso de la férmula integral de Cauchy

aplicada a la funcién

ZezzR cos 0

f(z) = ik (2.51)
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Tenemos que

(ZL dz = (2mi) - f(k) = meichose’
r<—

donde I' es una curva cerrada simple que encierra a z = k. Entonces,

seizRcost zet#ficosd . ikRcos®
ﬁ dz e T <, < dz =me '
e r(z+k)(z—k)

Esto nos dara una expresion para la funcién de Green que representa la
propagacion de las ondas que viajan alejandose del punto de perturbacién
X = Xp; es decir, la solucion fundamental que satisface la condiciéon de ra-

diacién de Sommerfeld. En este caso la funcién de Green se determina por

1 7r. ik R cos 4 " ik R cos
9(R, k) = (277)2/0 imetFftcost gp — 471_/0 etkReost g9, (2.52)

Existe un tipo especial de funciones conocidas como funciones de Hankel.
En el siguiente capitulo hablaremos un poco al respecto de tales funciones.
Puesto que la funciéon de Hankel de la primera clase de orden cero se puede

expresar como

H(gl)(if) — 1/0 6ixcos¢ dgf),

T
donde z € R, escribimos la funcién de Green (2.52) para la ecuacién de

Helmholtz como

g(R, k) = ~HV(kR) = %Hél)(k]x — o).

;
4

Si para evaluar la integral respecto a r en (2.50) wusamos
f(2) = ze#f0s0 /(). y T una curva cerrada simple que encierra a z = —k,
obtendremos la funcién de Green que representa a una onda entrante, es de-
cir, una onda viajando hacia x = xg.

Puesto que estamos interesados en soluciones que satisfacen la condicion

de radiacién de Sommerfeld, en adelante consideramos la funcion de Green
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dada por
i

4Hél)(k|x — o). (2.53)

9(x[x0, k)
Dado que la funcién de Hankel Hél)(x) es singular para el punto x = 0,
la funcién de Green es singular cuando k£ = 0 6 x = xg.

Noétese que por la forma en que estd dada, la funcién de Green tiene la

propiedad de reciprocidad:

g(xly, k) = g(y|x, k).

Un buen ejemplo de esta funcién de Green bidimensional se observa
cuando una pequena piedra cae verticalmente dentro de un estanque. La
expansion simétrica de los frentes de onda representan el resultado de un
impulso corto sobre la superficie del agua. {Lo que se observa es una buena

aproximacién de una funcién de Hankel! [26].

2.4.2. Representacion de Helmholtz y formula de Green

En esta parte vamos encontrar una expresion para la soluciéon de Helmholtz
en el interior de una regién en R?. Esta férmula se conoce como repre-
sentacion de Helmholtz.

Sea Q C R? un dominio acotado de clase C? y u una funcién en C%(Q) N

C(£2) que es solucién de la ecuacién de Helmholtz
V2u(x) 4+ k*u(x) =0 (2.54)
en ). Consideremos la funcién de Green g(x|xo, k):
V2g(x|x0, k) + k2g(x|x0, k) = §%(x — Xq) (2.48)

la cual estd definida para x,xo € R?. En particular supongamos que X, Xq €

Q2. Multiplicamos (2.54) por ¢(x|xo,k), (2.48) por u(x) y restamos para
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obtener
9(x|x0, k)V?u(x) — u(x)V?g(x|x0, k) = —u(x)*(x — x0).
Integramos sobre x € €2, y por propiedad de la delta de Dirac nos queda
o) = [ [ o, 1) V2u() = ux) Vg (xixa, ] dA().
para todo xg € €2. Del teorema de Green,
o) = | [a(xlxo. 1)Vu(x) = u(x)Va(xixo. )] ds().

Obsérvese que si xg € R?\ Q, entonces la integral es idénticamente cero.
Esto se debe a que en este caso la funcién de Green no tiene singularidad y
satisface

V2g(x|x0, k) + kzg(x|x0, k) =0.

Resumimos lo anterior en el siguiente teorema, para el que hemos usado

la propiedad de reciprocidad de la funcién de Green.

Teorema 2.7 (Representacién de Helmholtz) Sea Q C R? un dominio

acotado de clase C? yu € C*(Q)NC(Q) solucion de la ecuacion de Helmholtz
Viu+ k*u=0
en Q. Entonces
) = [ [oloxlz. k) Vsu(2) — u() Vag(xlz. )] - n(e) ds(a)

para x € €.
Cuando x € R?\ Q,

/ [9(x|z, k)Vzu(z) — u(z2)V59(x|z, k)| - n(z) ds(z) = 0.
o
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El teorema 2.7 también es vélido para valores complejos de k.
La representacion de una solucién de Helmholtz en el exterior de una
regién se conoce como formula de Green. Para encontrar ésta se hace uso

del teorema 2.7 y de la condicién de radiacién de Sommerfeld.

Teorema 2.8 (Férmula de Green) Considérese un dominio 2 acotado
y simplemente conexo. Sea u una funcién de clase C? en R%\ Q y de clase
Cl en R?\ Q, que es solucién de radiacion de la ecuacion de Helmholtz en

R2\ Q. Entonces

u(x) =/ [u(2)V2g(x|2) — g(x|2)V5u(2)] - n(z) ds(z)
o0

para x € R2\ Q, con g(x|z) la funcién de Green de Helmholtz.

Demostracién. Sea x € R?\ Q* y sea D, un disco con centro en el origen
y radio r que contenga en su interior a 2 y a x. Denotamos por * la regién
D, \ Q y por 002" su frontera. Notemos que u es solucién de Helmholtz en

QO tal que es de clase C? en Q* y de clase C!' en 9Q*. Por el teorema (2.7),

u(x) = / l9(xl2, k) Vau(z) — u(z)Vag(xlz, k)] - n(z) ds(z).
o0*

u(x) = / l9(x12, k) Vau(z) — u(z)Vag(xlz, k)] - n(z) ds(z)
oD,

- / [9(xl2, k) Vau(z) — u(z)Vag(xlz, k)] - n(z) ds(z)
o0

/ [u(2)Vag(x|2, k) — g(x[2, k) Vau(2)] - n(z) ds(z)
00

/ [u(2)Vag(x|2, k) — g(x|2, k)Vzu(2)] - n(z) ds(z).
oD,

(2.55)
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Para completar la demostracién del teorema, se prueba que la integral
sobre 0D, es cero cuando r — oc.
De la condicién de radiacién de Sommerfeld se puede probar que cuando

r — 00

/ lu(z)|* ds(z) = / lu(z)|* ds(z) = O(1). (2.56)

D, |z|=r

Por otra parte se tiene la identidad
/ [wW(2)Vag(x|z, k) — g(x|2,k)V,u(z)] - n(z) ds(z)
oD,
= [ HCNTag ) (o) ikl )] )
—/ 9(x|z,k)[V,u(z) - n(z) — iku(z)] ds(z).
|z|=R

Aplicando la desigualdad de Schwarz a cada integral, usando (2.56), el hecho
de que g(x|z,k) = O(1/+/r), y que tanto u como g satisfacen la condicién
de Sommerfeld, se deduce que la integral sobre 9D, en (2.55) tiende a cero

cuando r — 0. [

Una prueba maés detallada de la férmula de Green se puede encontrar en

19, 21].
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Representacion integral del

problema de dispersiéon

El problema de dispersién de ondas puede llevarse a una forma integral
equivalente conocida como ecuacién de Lippmann-Schwinger. Adn cuando
se sabe, por métodos del andlisis funcional, que la solucién de este problema
existe, calcularla numéricamente requiere del uso de aproximaciones.

El objetivo en este capitulo es construir una férmula que permita el
célculo aproximado del campo dispersado en un dominio circular. Como
veremos, se trata de una expresion integral oscilatoria.

La ecuacién de Lippmann-Schwinger la deduciremos en la Seccion 3.1, y
la primera aproximacion que realizaremos serd la aproximacién de Born.

Dada la geometria del problema de nuestro interés, es importante consi-
derar las soluciones cilindricas de Helmholtz. Estas soluciones se obtendran
en la segunda seccién, y se daran algunas de sus propiedades més impor-
tantes, como la férmula de adicién.

En la tercera secciéon adaptamos el problema de dispersiéon a una geo-
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metria circular. Con la ayuda de las expresiones asintdticas de las solu-
ciones cilindricas en coordenadas polares, obtendremos una representacion
asintética del campo dispersado. Esta tiene la forma de integral oscilatoria.
Daremos aqui algunos ejemplos numéricos. Los valores de los pardmetros en
las simulaciones han sido tomados de la literatura y corresponden a datos

en tejido biol’ogico.

3.1. Ecuaciéon de Lippman-Schwinger

Consideremos el modelo dispersién (2.44)-(2.46) bajo las consideraciones
senaladas en 2.3.1
Este problema de dispersién se puede ver como una integral de Fredholm

de la segunda clase. Para probar esto suponemos que n € C%(R?), y
m(x) =1 —n?(x)

de soporte compacto. Digamos que Q = {x € R? : m(x) # 0}. Esto implica
que 2 C D. La ecuacién (2.44) queda

V2u(x) + ku(x) — m(x)u(x) = 0, (3.1)

con x € R2. Nuevamente consideramos la funcién de Green g(x|xp, k), tal
que

V2g(X|X0, k) + k:Qg(x\Xo, k) = 52(X — Xp), (2.48)
con x,xg € R2. Multiplicando (3.1) por g(x|xo, k), (2.48) por u(x), y res-
tando

g(x|xo, k)V2U(X) — u(x)VZg(x|x07 k) — k‘zg(x|xo, k)m(x)u(x)

= u(x)6%(x — xq).
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Ahora tomamos la integral sobre x € D:

u(xo) = //D [9(x[x0, £)V2u(x) — u(x)V2g(x|x0, k)] dA(x)
—//D k:zg(xlxo,k)m(x)u(x) dA(x),

siempre que xg9 € D. Haciendo uso de la propiedad de reciprocidad de la

funciéon de Green, realizaremos un cambio de notacién. Tenemos
u(x) = //D[Q(XIZ»/’@)V%(Z) — u(z)V?g(x|z, k)] dA(z)
—k? x|z, k)m(z)u(z z
2 [[ otz km(yu(a) daa)
con x € D. Por el teorema de Green,
u(x) = / l9(x|2, k)Vu(z) — u(2)Vg(x|z, k)] - n(z) ds(z)
oD
—k? x|z, k)m(z)u(z V7
¢ [[ otz kym(z)u(a) da(z)
para x € D. Como (2.45) se cumple, entonces
u'(x) +ud(x) = /BD[Q(X!Z%)VW(Z) +u’(2))] - n(z) ds(z)
- [ (@) + u* @) Vg(xiz. k) n(z) ds(z)
oD
—k? x|z, k)m(z)u(z Z
& [[ gz km(@u(a) dA)
= / [9(x|z, k)Vu'(z) —u'(2)Vg(x|z, k)] - n(z) ds(z)
oD
+ [ lg(xia, k) Va(a) — vt (2)Vg(xlz, b)) - n(a) ds(a)
oD
—k? x|z, k)m(z)u(z Z
¢ [[ gz km(@uta) dae)
en D. Puesto que la representacién de Helmholtz para u’ en D es

u'(x) =/ l9(x|z, k)Vu'(2) — u'(2)Vg(x|z, k)] - n(z) ds(a),
o0N

99



se sigue
w(x) = /8 lolxlz K)Vu (2) — u*(2)Vo(xlz. )] - n(z) ds()

-2 [ /D g(x|z, kym(z)u(z) dA(z),

en D. De la condicién de radiacion se obtiene que

/ [9(x|z, k)Vu®(z) — u’(2)Vg(x|z, k)| - n(z) ds(z) = 0.
oD

Luego entonces, para x € D,

u®(x) = —k? // g(x|z, k)m(z)u(z) dA(z). (3.2)
D
Nétese que, como el soporte de m estd contenido en D, la ecuacién (3.2) se

puede extender a todo R?

Obtenemos asi la ecuacion de Lippmann-Schwinger para el campo total

u(x) = u'(x) — k? //R2 9(x|z, k)m(z)u(z) dA(z), (3.3)
con x € R2. Esta es una integral de Fredholm de segunda clase.
Reciprocamente se puede mostrar que, si u € C(R?) es solucién de la
ecuacién de Lippmann-Schwinger (3.3), entonces u € C2(R?) es solucién del
problema de dispersion (2.44)-(2.46). La prueba de ésto puede consultarse
en [21, 39].

Teorema 3.1 Siu € C%(R?) una solucién al problema de dispersion (2.44)-
(2.46), entonces u es solucion de (3.3). Reciprocamente, si u € C(R?) es

solucion de (3.3), entonces u € C*(R?) es solucion de (2.44)-(2.46).

La unicidad de la solucién de la ecuacion integral (3.3) se puede probar
también con andlisis funcional.
Por lo tanto, es suficiente encontrar la solucién tnica de (3.3) para re-

solver el problema de dispersiéon también de forma tnica.
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3.1.1. Aproximacion de Born

Atn cuando la férmula (3.3) nos proporciona la manera de calcular el
campo dispersado u® y el campo total u, es claro que falta conocer u dentro
de D. En la préactica no es posible conocer este valor y es necesario realizar
una aproximacién que modele el problema fisico de manera adecuada [26].

Uno de los modelos més usados en teoria de dispersion es la aproximacion
de Born. Esta se realiza cuando el contraste entre el medio y el dispersor
es pequeno; es decir, el campo dispersado es débil porque los dispersores
se parecen al medio. Por lo tanto se hace la suposicién de que cerca del
dispersor el campo se comporta como el campo incidente. Es decir, u = u
en D. Bajo esta hipdtesis podemos encontrar una soluciéon aproximada para
u® y u.

Esta aproximacion fue introducida por Born en 1920 en sus estudios de
mecénica cuantica [26].

Calculamos el campo total mediante

u(x) = u'(x) — k2 //R2 g(x|z, k)m(z)u'(z) dA(z),
con x € R?.

Es importante, por tanto, conocer bien la forma de las ondas incidentes.

Las soluciones mas simples de la ecuacién de Helmholtz
Vu + k=0 (2.43)

en R? son las ondas planas y las ondas cilindricas. Las ondas planas tiene la
forma

u(x) = ae't*x,

donde k es algtin vector unitario que describe la direccién de propagacion

de la onda plana, y la amplitud a € C alguna constante. Por otra parte, las
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ondas cilindricas en R? hacen uso de la funcién de Hankel Hél) de la primer

orden y de la primera clase. Estan dadas por
1
u(x) = aHy (kfx — y)),

para x € R?\ {y} v a € C constante.

Cualquier de estas dos formas de solucién pueden considerarse como onda
incidente y realizar el cdlculo numérico de u en el problema de dispersion.
Sin embargo, pueden surgir situaciones fisicas en las que la geometria del
problema haga més conveniente el uso de una que de la otra. Por el problema
de aplicacion que nos interesa, aqui consideraremos las ondas cilindricas. El
problema de dispersién tratado con ondas incidentes planas puede revisarse

en [19].

3.2. Soluciones cilindricas de Helmholtz

Las soluciones cilindricas de la ecuacion de Helmholtz se obtienen al
pasar la ecuacion (2.43) a coordenadas polares. De esta transformacién surge
la ecuacion conocida como ecuacion de Bessel, y de ésta las soluciones o
funciones de Bessel de la primera, segunda y tercera clase. Sobre esto trata

la presente seccion.

3.2.1. Funciones de Bessel

En general, muchos de los problemas en dos dimensiones que involucran
el laplaciano V2u estéan dados sobre regiones en las que conviene expresar la
ecuacion en coordenadas polares més que en coordenadas rectangulares. Una

vez expresado el problema en coordenadas polares, el proceso de separacién
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de variables produce una ecuacién diferencial de la forma
d d
== 4 r—=+ (vr? = Xy =0. (3.4)
r r

donde y = y(r). Aqui, —\? es una constante de separacién, y los valores de
A2 son los valores propios del problema de Sturm-Liouville asociado a (3.4).
El pardmetro v es un nimero no negativo determinado por aspectos del
problema. Con una sustitucién adecuada, la ecuacién puede transformarse

€n una que no involucra v:
2.1 / 2 2 _
27y (2) + 2y (2) + (27 = A)y(z) = 0.

Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de Bessel, y sus soluciones se lla-
man funciones de Bessel, o funciones cilindricas. La variable z y el parametro
A pueden ser niimeros complejos arbitrarios. Aunque para la mayoria de las
aplicaciones ambos son reales y no negativos, resulta conveniente trabajar
en un contexto de variable compleja.

Consideremos pues la ecuacién de Helmholtz en R?
V2u(x) + k*u(x) = 0. (2.43)

Si (r,0) son las coordenadas polares de x, la expresion (2.43) es equivalente

a
du  10u 1 9%u

af " ror T 2o

donde u = u(r, #). Considerando que u(r,0) = y(r)9¥(0), se encuentra que

Py  dy

207y Ay 2.2 2\ _

r dT‘2 +rd7‘ + (k r >‘ )y 07 (35)
29,
W_‘_)\ 9 = 0,

aqui —\? es la constante de separacién. Impondremos soluciones para ¥ que

0

sean de la forma €', con n un entero; de tal manera que u sea periddica en
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0, de periodo 27. Tenemos pues que A = n. Haciendo el cambio de variable

z = kr en (3.5) nos queda la ecuacién de Bessel

o bien,
" 1 n?
y'(z) + ;y(z) +(1- = )y= 0. (3.6)
Dado que z = 0 es un punto singular regular de la ecuacién (3.6), esperamos

encontrar soluciones de la forma

o0

— Z aj sl

§=0
donde el exponente b y los coeficientes a; son los que se van a determinar.
Se encuentra que para cadan =0,1,2,...,
> ' n+2j
]go jl(n —|— J)! ( )
es solucién de (3.6). A J, se le conoce como la funcion de Bessel de primera
clase de orden n. Definidas para z € C, estas funciones son analiticas en
todo C.

Es posible encontrar una segunda solucion linealmente independiente de
Jn(z). A ésta se le llama funcion de Bessel de sequnda clase de orden n,
o funcion de Neumann de orden n,y se denota por Y, (z). Existen varios
métodos para encontrar dicha solucién, pero la teoria resulta considerable-
mente mas complicada que para J,(z). Nos limitaremos a dar solamente el
resultado. Para n > 0,

n—1 n—2j
) = 3 (o ) ;Z”‘” o

J=

—fz A (3 et )+ o)
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; Funciones de Bessel de la primera clase
T T T

32
J@)
0.8 5@ f

0.6 —

0.2 B |

Figura 3.1: Primeras tres funciones de Bessel de la primera clase

J
siempre que z € C\ (—o0, 0], donde p(0) =0, o(j) = >_ % y ¢ = 0.57721566
s=1

es la constante de Euler.

Entonces, si z ¢ (—o0, 0] la solucién general de la ecuacién de bessel (3.6)

se puede escribir como
Yn(2) = B1Jn(z) + BaYn(2), (3.7)

para cada n =0,1,2,..., con By y By constantes complejas arbitrarias.

En las figuras 3.1 y 3.2 presentamos las graficas de las primeras tres

funciones de Bessel de primera y segunda clase, respectivamente.

El proceso que hemos seguido nos ha servido para tener las funciones
de Bessel de 6rdenes enteros no negativos. Pero notemos que si sustituimos
—n en lugar de n (n > 0) en la ecuacién (3.6), ésta no se altera. Es l6gico

pensar entonces que existen soluciones, o funciones de Bessel, para érdenes
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Funciones de Bessel de la segunda clase
1 T T T

vy@

v2)

Figura 3.2: Primeras tres funciones de Bessel de la segunda clase

negativos: J_,(z),Y_,(2). A éstas las definimos como

J_n(2) = (=1)"Ju(2),
Y_o(2) = (=1)"Y,(2).

Se puede probar que, en efecto, éstas funciones satisfacen la ecuacién de
Bessel; y que {J,,Y,} forman un conjunto fundamental de soluciones para

la ecuacién (3.6) con n cualquier entero [65].

Funciones de Hankel

En numerosas investigaciones sobre la teoria de funciones de Bessel,
asi como en aplicaciones fisico matematicas, aparecen frecuentemente dos
combinaciones de las funciones de Bessel: J,,(2) £ Y, (2). Tiene sentido en-
tonces pensar en este par de funciones como soluciones de la ecuacién (3.6).

A estas funciones se les llama funciones de Bessel de tercera clase o

funciones de Hankel, en honor del matematico aleman Hermann Hankel
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(1839-1873). Se les denota por Hq(ll)(z),Hg)(z):

HWM(z) = Ju(2) +iY(2) (3.8)

HP)(2) = Ju(2) = i¥n(2); (3.9)

y, en efecto, {HT(LU, H,(L2)} forman un conjunto fundamental de soluciones de

la ecuacion de Bessel.

Asi, una solucién equivalente a (3.7) para la ecuaciéon de Bessel (3.6)

estd dada por

yn(2) = FLHM (2) + R HP (2),

para n cualquier entero, z ¢ (—o00,0], y Fi, F5 € C constantes arbitrarias.

La formulacién (3.8)-(3.9) de las funciones de Hankel es andloga a la des-
composicién de la funcién exponencial en sus componentes trigonométricas,
como lo representamos en este arreglo:

e, e "™  cosx, senc,

HWV(z), H?(z), J(z), Y(2).

Esta analogia no sélo es cualitativa, sino que asintéticamente (z — o) se
cumple [60]. El término con H™M(z) representa una onda que es radiada,
mientras que para H (2)(2) se trata de una onda que esta siendo absorbi-
da. Asi como preferimos la representacién exponencial compleja a la repre-
sentacion trigonométrica, preferimos la representacién de las soluciones de
Helmholtz en términos de las funciones de Hankel en lugar de las funciones

de Bessel de primera y segunda clase.
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3.2.2. Soluciones cilindricas

Las soluciones cilindricas de la ecuacion de Helmholtz son entonces de

la forma

u(r7 9) = y(r)q?(@) = [BIJn(kr) + BQYn(kr)]emea

con n cualquier entero, r > 0 y Bi, By constantes. En términos de las fun-

ciones de Hankel,
u(r,0) = [FLHWY (kr) + FHP (kr))e™,
y n entero, r > 0, F, Fy constantes. En particular, si n =0
u(r,0) = [FLHS) (kr) + FHE (k)
es solucién de Helmholtz. Mas atn,
u(x) = FHP (Kx - y]) (3.10)

es solucién de radiacién para la ecuacién de Helmholtz en R?, siempre que
y # x. Como ya hemos mencionado, tenemos particular interés en las solu-
ciones cilindricas de la forma (3.10).

Resultard conveniente tener una expresién en coordenadas polares para
Hél)(k|x —y|). Tal formulacién se conoce con el nombre de férmula de adi-
cion, la cual trataremos en la Seccion 3.2.5.

En el siguiente apartado veremos que las funciones de Bessel de la
primera clase se pueden definir también a partir de una funcién generadora.
Del analisis de tal funciéon conseguiremos resultados ttiles en la obtencién
de las expansiones asintéticas de las funciones de Bessel, asi como en la

obtencion de la formula de adicion.
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3.2.3. Funcién generadora de las funciones de Bessel

Recordemos que si {ay, } es una sucesién de nimeros complejos, la funcion
o0

generadora para a, es la serie de potencias ) an2". Estamos interesados
n=0
en encontrar la funcién generadora de las J,(z).

Consideremos la funcién

Para z fijo, esta es una funcién analitica en ¢ en cualquier anillo 0 < o <
|| < B. Asi que tiene una expansion en serie de Laurent de la forma

[e.9]

SN2 F e

donde
_ 1 —n—1 %Z(C—%)
an(z) = 57 /CC e g, (3.11)

con C cualquier circulo alrededor del origen. Mostraremos que a,,(2) = J,(2).

Hacemos el cambio de variable { = 2¢/z, obteniendo para cada z fija,
1 220\ """ 1 (2t =
= — [ - — —z|— == dt
an(2) 21 Jo 2 (z> P [22<z 2t>}
1 1/z\n 22
= Y e (-2 @
21t Jo t \2t 4t

1 /2\n 22
= — (= gt t— - dt
omi (2) /C exP( 4t>

Sabemos que la funciéon exponencial tiene una expansion en serie que es

valida para todo C, y uniformemente convergente. En particular,

()25 (5) -5 5

Jj=0
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serd uniformemente convergente siempre que t # 0. Entonces la serie anterior
converge uniformemente para ¢t € C. De esta forma podemos integrar término

a término y obtener

1 2
an(z) = 9 (g /ct "lexp(t) exp ;) dt
- L) /t S (C)' ) @
2mi \2)  Jo G \2
- Loy (E)Qj [t a
omi \2) £ 1 \2/) /.
7=0
1 X (—1)7 fz\n+2j et
_ %Z ] <§> [ et (3.12)

[e=]

=

Supongamos ahora que n > 0. Sean p(t) = e’ y q(t) = "+l La fun-
ciones p y ¢ son analiticas en t = 0, ademas, p(0) = 1,¢(0) = 0,¢M(0) =
0,...,q")(0) = 0,¢"*+D(0) = (n +j + 1)! # 0. Por lo tanto, e*/t"+i+1

tiene un polo de orden n+ j 4+ 1 en t =0 y el residuo es Asi,

1
(n+k)!"

1 o
an(Z) = % Z
Jj=

Esto es, an(z) = Ju(2). Suponga ahora que n < 0, y que n = —N para
algiin entero N > 0. Si j +1 < N, el integrando en (3.12), etV—U+D es
una funcién entera; asi que por el teorema de Cauchy, la integral se hace
0. Sij+ 1> N, las funciones p(t) = e!,q(t) = t " V*17*! son analiticas en
t =0,y p(0) =1,q(0) = 0,¢V(0) = 0,...,¢=N*)(0) = 0,1 (0) =

(=N 4+ j + 1)! # 0. El residuo de e!/t N+t en t = 0 es De esta

1
(=N+)!"
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forma,
[ee] y :
(—1) <Z>*N“J
a,(z) = —— | = .
-3 i G
Haciendo el cambio w = —N + 7,
00 (_1>N+w

an(2) = Z (N + w)lw!

(
(

o0 (_1)N+w

e —1)w 2\ N+2w
= 07 (N(+ u)))!w! (5)

Esto es, a,(z) = J,(z) también para n < 0.
1(c 1
Por lo tanto, la funcion e? Z(C ¢ ) es la funcién generadora de las funciones
de Bessel de la primera clase:

:(¢8) = i Tn(2)C™, (3.13)

n=—oo

Haremos ahora algunas observaciones ttiles en nuestro trabajo posterior.

Notemos que si ¢ = ie?, para § un dngulo arbitrario entre 0 y 27,

o0

Z I (2)eM? = Z In(2) (i€”)"

n=—oo n=—oo

1 (;i6_ _1
_ 622<Z€ Z_Ew)

{10 10

ZZ(T
= €

e'iz cos 0 )

Similarmente, si ¢ = —ie’?, obtenemos

o0

e—izcosez E (_i)an(z)ein07 (314)

n=—oo
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ysi¢=e?,

eizsenaz Z Jn(z)emo. (315)

n=—oo

Por otra parte, la expresién en (3.11) nos proporciona una representacion

integral para las J,(z). Si usamos el circulo unitario ¢ = € en (3.11), se

tiene

In(2)

1 2m 0, 0 1 Lo(eif_p—ib
T iet (61 ),n, 652(6 —e ) do
™ Jo

1 2w

- efinaeizseHO do

2T 0

1 ™

- eizsen@—in@ Ao

2 J_,

i |:/0 eizsen&—mé d9+/7r ez‘zsené—z’n@ d9:|
2m —m 0

i |:/7r e—(izsen@—in@) do + /7r eizsen@—in@ d9:| (3.16)
2T 0 0

1 ™1 , .
- = [ —i(zsen6—nbh) i(zsen6—nb)
- UO 5 (e +e ) de]

1/ cos(zsenf — nf) db.
0

™

La expresién (3.16) es ttil para encontrar la férmula asintética de las fun-

ciones J,.

3.2.4. Expansiones asintoticas de funciones de Bessel

Las expansiones asintéticas proporcionan un método para usar las sumas

parciales de una serie, con el objetivo de aproximar valores de una funcién

compleja f(z), si z es grande. Puede resultar més facil de manejar la expre-

sién asintética que la funcion misma. Cuando se usa inicamente un término

de la serie se dice que se tiene una aproximacién asintética o una féormula

asintética para f [47].
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En esta secciéon daremos féormulas asintdticas para las ecuaciones de

)

Bessel J, y las funciones de Hankel H,Sl . En el apéndice A hacemos una

revisién de los conceptos béasicos de andlisis asintético.

Del teorema de la fase estacionaria (A.4) se deduce el siguiente resultado.

Proposicion 3.2 Para cualquier entero n, son vdlidas las formulas

- 1
cuando z — 00, con z real y mayor que cero. La relacion para H,(L )(z)

también es vdlida para z complejo con Im(z) > 0.

Demostracién. Usaremos la representacion (3.16):

1 ™ . 7T . .
Jn(z) — % <A ezzsenefznO d9+/0 efzzsen9+ln9 d9> ] (316)

Considérese la funcién

f(Z) :/ 6izsen6‘—in0 de.
0

En la notacién del teorema de la fase estacionaria, h(t) = sent y p(t) = e =™,
Como se puede notar, h(t) es analitica y real para t real; y p(t) es de clase
C*. El intervalo es [0,7], y W/(t) = cost se anula tinicamente en ty = /2.
Ademids h”(tg) = —sentyg = —sen(w/2) = —1 < 0. Asi, el teorema da

1z, / /
f(z) ~ 76 \/Pﬁe_iZe_i? = 2—71-@1‘(27”7”7 )’
z z

cuando z — oo en el eje real positivo. De manera andloga, si hacemos

Lk}

f(Z) :/ efizsenGJrinB d@,
0
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obtenemos
~ 27‘[‘ —i( _nrr_%)

f(z) vy eV,

z

cuando z — oo en el eje real positivo. Por lo tanto,

R~ ()

El célculo de la expansion asintética para las funciones de Hankel es méas

complicado y omitiremos la prueba. Se puede consultar [65]. ]

Maés especificamente, cuando z € R,z > 0y z — oo,

Jo(z) = \/Zcos (-2 -T)+o <231/2> , (3.17)
HD () = \/Zexp [z <z - % - %)} +0O (231/2> . (3.18)

para cualquier entero n. La segunda relaciéon también se cumple si Im z > 0.
Ya que todas las funciones de Bessel guardan relaciones entre si, a partir

de (3.17)-(3.18) pueden obtenerse las correspondientes a Y, (z) y H7(L2)(z).

3.2.5. Formula de adicién

La férmula de adicién consiste en expresar la funcion de Hankel de la
primera clase de orden cero en coordenadas polares. Tal expresion se da
en términos de una serie de Fourier, y el andlisis asintético servird para

encontrar los coeficientes de Fourier de la serie.

74



Sean x,y € R% Sabemos que para y fijo y x # y, u(x) = Hél)(]x -yl)
es solucién de
V2u(x) 4+ u(x) = 0,
y satisface la condicién de radiacién

lim /7 <a@é€f‘> _ Z-u(x)) o,

r—00
donde r = |x|.
Haciendo (r,0) las coordenadas polares de x y (p, ) las coordenadas

polares de y, donde r,p >0y 6,¢ € [-m, 7],

x —y| = v/r? —2rpcos(d — ¢) + p?.

Asi que denotaremos

HD (r,0; p,6) = HV (\/72 = 2rpcos(6 — ) + p2) = HSV(|x — ).

Considérese r > p. Si mantenemos r y p fijos, la funcién Hél)(r,ﬁ; P, d)
depende solamente de cos(v), donde 1) := 6 — ¢; ademds, es continua en

[—7, 7. El teorema de Fourier nos garantiza que

H(r,6:p,6) = Jao+ 3 (an(r, ) cos(mt) + bu(r, p) sen(nv)).

n=1
donde
Y A
an(ra p) - ; H(] (7“79707 Cb) COS(W/J) dT/),
L
bu(r,p) = — [ Hy'(r.0;p,¢)sen(ny) dy,
paran =0,1,2,.... Dado que H(gl) (r,0; p, @) es una funcién par en la variable

Y (ver figura 3.3), entonces Hél)(r,G;p, ¢) cos(ny) es par también en esta

variable; los términos a, se reducen y los b, se anulan. De tal forma que

Hél)(h 0;p, ¢) = %ao + Z an(r, p) cos(ni), (3.19)

n=1
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Funcion de Hankel de la primera clase de orden cero, r > p fijos
1 T T 1

1.05

0.95-

0.9

0.85-

0.8

H(r=1,0,0=0.5,4)

0.75

0.7

0.65

L L L
—pi —pil2 0 pil2 pi
= Y

Figura 3.3: La funcién Hél)(r, 0; p, @) es par en la variable 1. Aqui r y p son

fijos.
con
_ 2 [Ty, .
an(r7 p) = ; H() (Ta 97 P, (b) COS(TW) dip, (320)
0
donde n =0,1,2,.... Lo que haremos ahora es encontrar estos coeficientes.

Vamos a mantener fijo solamente p. Entonces a, es una funcién de una
sola variable y H, (1 )(7", 0; p, @) cos(n) depende sélo de r y . Podemos difer-

enciar en (3.20) bajo el signo de la integral:

d
d—an / (r,0; p, @) cos(nyp) dip.

Asi también para la segunda derivada,

d2
dr2 / e 2 (r,0; p, p) cos(nyp) dip.
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Luego,

d’a, 1da, n?
-n 1— —
dr? +7’ dr + 2 ) an

T 2 77(1) (1) 2
= 2/ cos(ny) [8 Ho + 19H, + (1 - n2> Ho(l)] dy (3.21)
0 T

T Or? r Or

Usando el hecho de que H(gl)(r, 0; p, ¢) satisface

Vzu—i—u—@—i-lau 1 0%u

o2 Trar Trrgge T

el lado derecho en (3.21) queda

T 2 (1) 2
2/ cos(ny) [— Lo Hy " nHél)] di.
™ Jo

r2 o2 72

Haciendo integracién por partes, la integral anterior es igual a

Luego entonces

d2an+1%+ l—n—Q ap =0
dr? r dr r L

La solucién general a esta ecuacion de Bessel es
an(r,p) = FLHV (r) + FHP (1),

donde F} y F» dependen de p. Pero Hél) satisface la condicién de radiacién

de Sommerfeld, asi que sus coeficientes de Fourier deben ser de la forma
an(r, p) = Fi(p)HM (r). (3.22)

El mismo andlisis pero ahora manteniendo fijo r, y usando el hecho de

que Hél) es acotada respecto de la variable y, produce

an(r, p) = Bi(r)Ju(p). (3.23)
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Asi, de (3.22) y (3.23) se tiene que
an(r,p) = BEO ()7 (0), (3.24)

con B independiente de r y p. Los coeficientes a,, quedaran completamente
determinados cuando encontremos el valor de la constante B.

Para ello usaremos analisis asintético. Por una parte,

x—y| = \/T2—2rpcos¢-|—p2
2

= 7“\/1—2pcos¢—i-p2

r r

1
= r—pcos¢+(9<r>.

Asi que de (3.20) y el comportamiento asintético de Hél),

an(r, p) = i\/zei(r—’i) /07r =PV cos(nab) dip + O (i) . (3.25)

Ahora bien, por (3.14) y el hecho de que J_,(p) = (—1)"J,(p) se tiene que

o0

T = 3 (i) (o)t

= Jo(p) +2 ) (i) Ji(p) cos(j).
=0
Entonces (3.25) queda

an(r,p) = 2\/Zei(r2)(—i)"Jn(p) L0 <i> .

Por otra parte, la expansién asintética de Hy(Ll) en (3.24) da como resultado

2 . =z 1
n = By/— Z(T_f) —1 an Ool=).
onlrop) = By 2D =i +0 ()
Por lo tanto B = 2. Asi, de (3.19) y (3.24), la formula de adicion para la

funcién de Hankel Hél)(\x —yl) es

HV (V2 = 2rpeost + p2) = Jo(p) H (r) +2 3" Ju(p) B (r) cos(nw),
n=1

(3.26)
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para r > p. Puesto que |x — y| es simétrico en x y y, si r < p la férmula

(3.26) es vélida con 7 y p intercambiados.

Observemos que para un ndmero real o cualquiera

an/12 —2rpcost) 4+ p2 = /a2(r2 — 2rpcostp + p?)
= Va2r2 —2a2rpcostp + a2p?)

= /(ar)? —2(ar)(ap) cos ¢ + (ap)?.

De tal forma que la férmula de adicién para Hél)(k:|x —yl), donde k& > 0,

queda

Hél)(k\/TQ — 2rpcos + p?)

= Dok P (r) +2 3 (k) HED (i) cos()

n=1

Lo anterior también se cumple para k € C con Im(k) > 0.

Notemos que

2> " Jn(kp)HD (kr) cos(na)

n=1
= > Julkp)HP (kr) (™ + ")
n=1
= > Jnlkp)H (kr)e™ + Y Ju(kp)HYV (kr)e™ ™
n=1 n=1

De la definicién de J_,, y la propiedad
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de las funciones de Hankel H,,, el segundo término del lado derecho es

-1

Z Jon(kp)HO) (kr)e™ = 3" (=1)" T (kp) (—1)" H (k)™
- - |
= ) Ju(kp)HV (kr)e™ .
Luego

Por lo tanto, si r > p

(1)(k:\/r2 — 2rpcosth + p?)

= Jolko)Hy" (kr)

—I-ZJ (kp)HV (kr)e™ + Z Jn(kp)HD (kr)e™”

n=—oo

— i Jn(kp)HD (kr)e™ . (3.27)

n=—oo

3.3. Representacion asintética del campo disper-

sado

Consideremos el problema de dispersién (2.44)-(2.46) para una onda elec-

tromagnética polarizada que se propaga en un medio homogéneo, lineal,

isotrépico y absorbente que contiene un dispersor de soporte compacto en

su interior.
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Es decir, queremos una soluciéon E(x) € C(R?) que satisfaga la ecuacién
V2E(x) + k2% (x)E(x) = 0. (2.30)

De tal forma que E = E* + E*, con E' solucién de
V2E(x) + v*E(x) = 0; (2.31)

y E® que satisface la condicién de radiacion de Sommerfeld

lim /7 <6E - i’yES> =0. (3.28)

r—o0 or

Recordemos que v = kM, donde k,, es el nimero de onda del medio, I,
es el indice del medio normalizado respecto al indice n,,, y 2 es el indice de
refraccion del dispersor normalizado respecto a n,,. Suponemos que el indice
de refraccién n = n(x) € C%(R?) y que n(x) = n, para R?\ D, en algtin
disco D. Dicho de otra forma, N'(x) = n(x)/n,(x) = 1 en R?\ D.

Por el teorema 2.4 sabemos que este problema de dispersion tiene solu-
cién Unica, y por el teorema 3.1 su solucién se puede encontrar mediante su

representacioén integral
B0 = B'x) = [ aloxlanm(@)B(a) dAa),
donde m(x) es tal que
ka9 (x) = 7*(1 — m(x)).

El soporte de m es un conjunto 2 C D compacto. Al hacer aproximaciéon de

Born y sustituir g(x|z, ) nos queda

. i~n2 .
B(x) = E'(x) - //RQ HY (1]x — z)ym(2) E'(z) dA(z).
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1

Y.//
9 -
D

Dy

Figura 3.4: Representacién de los dominios para el problema directo.
Hacemos incidir ondas de la forma
(x) =Hy ' (vx —yl),

en puntos y tales que |y| = b, donde el disco D}, con centro en el origen y

radio b contiene a D (figura 3.4). El campo total medido en |x| = b satisface

entonces
Exiy) = HM(x—yl)
) 0 ’7 y
Z‘ 2
S0 [ B i = ahmi@) Gl - ) daca).
b

Puesto que una vez que se determina el campo dispersado E?, queda
también determinado el campo total F, nuestro problema directo de disper-

sion de ondas consiste en encontrar E° dado m:

in?
ay) == [| B Glx = adm@ S Gla =) dA) - 63:29)
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Por la geometria de nuestro problema, resulta conveniente expresar la

ecuacién (3.29) en coordenadas polares.

Ecuacion de Lippmann-Schwinger para el campo dispersado en

coordenadas polares

Denotamos por (r,0),(&,¢) v (p,¢) las coordenadas polares de x,y y
z, respectivamente (figura 3.5), entonces 1 = £ = b,0 < p < by 0,p,¢ €

[—7, 7]. El campo dispersado se puede calcular con

E*(r,0;¢, <p
- /_ / HY (337,05 p, )mlp, ) HG (v p, 65 €, 9)p dpdo,
(3.30)

donde H(l)(ﬁy;r 0; p, qb) denota H(l)(’y]X—z]) en coordenadas polares, y
andlogamente para H (7, p, $; &, ). Por la férmula de adicién (3.27),

BV (ir0,0.0) = Y T HP (1), (3.31)
HV (y;p,036,0) = Z Tn(yp) H (£)e™", (3.32)

donde ¥y =0 — ¢y 1 = ¢ — .

Es claro que ain cuando la férmula (3.30) determina el campo dispersa-
do E*, en la practica resulta complicado realizarlo. En la siguiente seccion
haremos una aproximacién que nos permite expresar (3.30) como una in-
tegral oscilatoria, y con esta nueva expresién el cdlculo numérico es mas

sencillo.
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y = (&)

Figura 3.5: Representacién de x,y y z.

3.3.1. Integral oscilatoria para el campo dispersado

Consideremos la expansién (3.18) para las funciones de Hankel a. si

z€R,2>0,y a € C con Im z > 0, entonces

HWY (az) = \/zexp [z (az — %T - Z)] +0 (W) ) (3.33)

cuando z — oo. El término en O denota una funcién tal que existe una

constante L y

1 1
O — )| <L|l———]|.
‘ ((az)m)‘ T [(a2)3?
Pero
1 -1
Yeoer| = er)

donde L = L/|a?/?|. Entonces (3.33) la podemos escribir como

HO (az) = \/zexp i (a2 - - %)} +0 <Z31/2> . (3.34)
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Al usar la expresion asintotica (3.34) para las funciones de Hankel de la

primera clase en (3.31) obtenemos

H (i1,0,p,0) = Z Jn(7p) {\/FTW [(W—’Z’—Z)]Jro(?;/z)]emw

— \/7 Z J f)/p %_g)ein¢+7zl(7;r767pa¢)
wyr e —oo
— \/> 'YT_7 Z J ’yp Zn )+R1(77T707P7¢)

con residuo

1
Ri(vir,0,p,¢) = Z Jn(vp)e ”“”0< /2>

n=—oo

De la propiedad (3.15) se tiene
M. _ ’YT—f Z'ypsen( )
Hy ' (y;r,0,p,0) = + Ra(v;r,0,p,0)

i(yr—1%) —ivp605¢+721(7;7’,9,ﬂ,¢) (3.35)

W

y también

1 > ‘
Ri(vir,0,p,0) = 0<7M> > Tulyp)e™

n=—oo

1 .
— iypsen Y
_ O(m)‘ew

1
= 0(5m):

donde la ultima igualdad se debe a que el término exponencial estd acotado

por 1 (apéndice A). La expresién (3.35) queda

2 i(yr—=% ) _—iypcos 1
Ho(l) (77 T, 9’ P, ¢) = rwe (’7 ) P P + O (73/2) (336)

Andlogamente,

H(()l)(,y; 0, (b;f?@) _ \/zei(vf—”) —iypcos iy +0 (gi}/Q) (3'37)
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Sustituimos primero (3.36) en la ecuacién de Lippmann-Schwinger (3.30)

para el campo dispersado:

[t e o ()

x m(p, 9)HS (v: p, 6 €, 0)p dpddp

i2 2 ) —Z) —iypcos
Z—Z\/W//el(w De 0ot (p 6)HY (v p, 63 €, 0)p dpdd + R,

donde

(T9§7

2 1
-7 / / o (wa) m(p, o) HS (v: p, ¢ €, 90)p dpdep.

Hemos quitado por ahora los limites de integraciéon para simplificar la no-

tacion. Sustituimos ahora (3.37):

(7“9690

'yrff wpcos¢
S ] m(p. )
|:\/7€ i(v€=7) g—irpcosi +0 <£31/2>] p dpdd + Ro
rff —1 cosd; §—7 ) —ivpcosin
\/;r’/m // 7 1 eosvei(16-5) =0 Vi (p 9)p dpdep

+R3+ Ra

- 277 1/2 / / Tiaenlrtemplcosyteostilm (p, ¢)p dpdd + R + Ra

Dado que el receptor y la fuente cumplen |r| = ||,

)
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La tltima igualdad se tiene de la definicién de O (apéndice A). Mientras

que

s ffo ()
[\/>e (6-5) g-iweostn | ( 531/2)] p dpds
\/;// <r3/2> (BT emrestim(p, 6)p dpde
// <r3/2> <§3/2) e O)p dpde
_ o(é).

Esta 1ltima igualdad también se tiene por la definicion de O. Sabemos que

. .
e *2 = —i. Por lo tanto,

E*(r,0;€, ¢)
___ 7 i (r+&—p(cos Y+cos 1)) dod
Pm(rE)1/? //De m(p, ¢)p dpde

w0 (%)

con D = [0,b] x [—m,7]. De lo anterior llegamos al resultado principal en

este capitulo.

Teorema 3.3 El campo dispersado para el problema (2.30)-(2.31)-(3.28)

estd dado por

E*(r,0;&,¢) = K// pdpd¢+(’)<1> (3.38)

b
27 (ré)1/?
z = r+£&—pcosyy — pcosy

donde
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Con la expresién (3.38) resulta sencillo calcular ahora el campo disper-
sado dado m, a partir de la emisién de ondas en (£, ¢) y medido en (r,0).

Hemos adaptado el problema directo de dispersién de ondas a una geo-
metria cilindrica o polar, sélo pensando en las aplicaciones que en fisica
médica tener. Las ondas incidentes también son construidas ad doc, pero
no tienen nada de especial, simplemente son unas de las mas simples de
implementar computacionalmente, y tienen la caracteristica de ser soluciones
fundamentales en polares de la ecuaciones de Helmholtz involucradas.

Puesto que el algoritmo de reconstruccién, o férmula de inversién, que
construiremos en el siguiente capitulo, se deduce a partir de (3.38), también
estara adaptado a una geometria cilindrica.

Hay dos tipos de dispersores que particularmente nos interesan: los dis-
persores puntuales y los dispersores gaussianos, que definiremos a continua-

cién.

3.3.2. Dispersién puntual y gaussiana

En primer lugar consideramos la interaccién de una microonda con una
sola particula que estd dentro de un medio homogéneo. Aunque la particula
pudiera ser de forma complicada, suponemos que estd compuesta de tal
manera que, en términos macroscopicos, se puede describir como un punto.
A esto nos referimos con un dispersor puntual.

La respuesta del sistema a un dispersor puntual determina la funcién de
dispersién puntual, o Point Spread Funcion (PSF). Esta funcién juega un
papel importante en la formulacién del problema directo, pero también en

la solucién del problema inverso.

Suponga que el dispersor es un punto colocado en (pg,¢9) € D y
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m(po, o) = my es su intensidad constante. Esto es,

m(p, @) = mod(p — po)d(¢ — ¢o).

Entonces el término integral en (3.38) es

[ ntriepento-orseoste- Mo p)ao - dup dpds

— mopoei’Y(H‘E—po cos(0—¢o)—po cos(po—)))

Asi, el campo dispersado se calcula simplemente como
; 1
E*(r,0;€, 95 po, $0) = Kmopoe’* + O (2) : (3.39)
r
con

20 =1+ &= pocos(d — ¢o) — po cos(¢o — ).

La PSF de nuestro problema de dispersién es entonces (3.39).

Para un objeto cualquiera, suponemos que se compone de una coleccion
discreta de puntos. Asumimos entonces que la dispersién es simple, es decir,
el nimero de particulas es suficientemente pequenio y su separacion sufi-
cientemente grande, tal que en la vecindad de cualquier particula el campo
dispersado por todas las particulas es pequeno comparado con el campo ex-
terno. Bajo esta hipotesis el campo dispersado total es justamente la suma
de los campos dispersados por las particulas individuales, cada una de las
cuales actia con el campo externo de manera aislada con respecto a las otras
particulas [10].

Un ejemplo de dispersor distinto al puntual se da cuando la coleccién de

puntos tienen forma gaussiana. En este caso consideramos el dispersor dado

i) < s (L Yo (08,

2
207

por
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donde my = m(po, po) es el valor méximo del dispersor, y og,01 son los
parametros que determinan el ancho de la funcién gaussiana en la coorde-

nada radial y angular, respectivamente. Entonces

E*(r,0:¢, )
= Kmy // exp(iyz) exp ( (p2 Po) ) exp < (¢20 (Z)O) ) p dpdo
1

o(2)

Los dispersores puntuales y gaussianos seran considerados para las si-
mulaciones numéricas en la siguiente seccién.

Los experimentos numéricos que presentaremos a continuacién nos per-
miten ejemplificar el algoritmo de dispersién de ondas, asi como los ejemplos
numéricos del siguiente capitulo nos permitiran ejemplificar el algoritmo de
reconstruccién. Pero los algoritmos que determinan nuestros modelos son
mas generales y pueden ser mostrados con otras configuraciones y parame-

tros iniciales.

3.4. Ejemplos numéricos

Finalizamos el capitulo dando algunos ejemplos numéricos de la apli-
cacién de (3.38) para dispersores puntuales y para dispersores gaussianos,
con base en valores tomados de la literatura. Las imégenes que mostraremos
estdn dadas en coordenadas polares.

Estamos considerando que el medio homogéneo es el agua. El valor de k,,
es 144, que corresponde con una frecuencia de 800 MHz a una temperatura de
37°C. El indice de refraccién normalizado 91, es igual a v/1 + 0.04i. Mientras
que mg = 1/0.69 + 0.4i corresponde al indice de refraccién normalizado del
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musculo humano [22]. El valor de r = ¢ =bes 0.1 m = 10 cm =1 dm. Por

conveniencia, las distancias estan en decimetros.

Configuracion inicial Datos de dispersion

pir2

—pir2

—pi

Figura 3.6: Configuracion inicial y campo dispersado para un dispersor pun-

tual localizado en (po, ¢o) = (0.6, —0.77).

La figura 3.6 muestra los datos de dispersién para un dispersor puntual
localizado en (pg, o) = (0.6, —0.77). La figura 3.7 tiene los datos de dis-
persién para dispersores puntuales localizados en (pg, ¢o) = (0.6, —0.27) y
(po, ®0) = (0.6,0.47). En estas figuras tenemos fijo pg = 0.6. Podemos notar
que el campo dispersado E® no varia en intensidad conforme ¢g cambia en-
tre —m y . Sin embargo, la zona de mayor intensidad se desplaza sobre la

diagonal ¢ = @, de izquierda a derecha.

Si la variacién se hace ahora en el sentido radial, manteniendo fijo ¢g =
0.17, se nota que la zona de mayor intensidad se mantiene en el mismo lugar,
pero la intensidad varia de menor a mayor conforme pgy crece. En la figura
3.8 se tienen los datos de dispersién, y un corte transversal de estos datos
en ¢ = 0, para un dispersor puntual en (pg, ¢g) = (0.08,0.17). Comparamos

con los datos en la figura 3.9.

Cuando el dispersor se encuentra cerca del centro de Dy, la intensidad
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Configuracion inicial Datos de dispersion

0.8 1

07 _

pir2 pil2

06

05 &
vi

0.4 v

0.3

—pir2 o
02 P

0.1

—pi
0 o —pi2 0 pir2 pi

(a) (po, $o) = (0.6, —0.27)

Configuracion inicial Datos de dispersion

07
pil2
pir2

m<é<m

-pir2 —pil2 -05

-pi
4 o —pif2 [ pil2 pi
- 0

() (po, ¢o) = (0.6,0.47)

Figura 3.7: Configuracion inicial y campo dispersado para un dispersor pun-

tual localizado en (a) (po, ¢o) = (0.6, —0.27) y (b) (po, o) = (0.6,0.47).

92



Datos de dispersion x10°
Configuracion inicial

pi

pir2

—pil2

Corte transversal Ondas Dispersadas a un angulo ¢ =0
T T

Amplitud
o

1t 4

—2F 4

L
pi —pil2 0 pir2 pi

Figura 3.8: Configuracién inicial, campo dispersado y corte transversal para

un dispersor puntual localizado en (pg, ¢o) = (0.08,0.17).

del campo es mucho menor que cuando se encuentra cerca de la frontera.
Recordemos que se esta considerando que las ondas incidentes son funciones
de Hankel, las cuales disminuyen en amplitud conforme aumenta la distancia
desde donde fueron emitidas.

Estos experimentos numéricos muestran lo que se conoce como las fun-
ciones de esparcimiento puntual, o PSF por sus siglas en inglés. Que corres-
ponden a la “respuesta”’ puntual o casi puntual, que la formula de inversién

tiene que procesar como informacion a priori de objetos dispersores. De
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Datos de dispersion

08 03
0.7
pir2 02
06
0.1
0.5
of
0.4 o
03 0.1
02 ~pif2|
02
0.1
03
o
p pil2 o pil2 pi
<<

Corte trnswersal Onels Dispersas  w anglo = 0

Auplitud
°
=

(a) (po, do) = (0.45,0.17)

Datos de dispersion

Corte trnsversal Ondas Dispersucas 1 n angalo ¢ = 0

(b) (po, po) = (0.75,0.17)

Figura 3.9: Configuracién inicial, corte transversal y campo dispersado para

un dispersor puntual localizado en (a) (po, ¢o) = (0.45,0.17) y (b) (po, po) =
(0.75,0.17).
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esta forma estamos mostrando la ejecucién del algoritmo para detectar sin-
gularidades (puntuales o casi puntuales) en un medio de referencia, pero no
ponemos énfasis en la resolucién ni en la eficacia del algoritmo.

En este caso también estamos pensado en las aplicaciones en fisica médi-
ca, en donde la idea es detectar apariciones de defectos pequenos en tejido
que no son perceptibles por otros métodos en las etapas iniciales de un
potencial dano o enfermedad.

Finalmente, en la figura 3.10 mostramos los datos de dispersién y el corte

transversal para un dispersor gaussiano cuyo valor maximo se encuentra en

(po; o) = (0.4, 7/4).
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Datos de dispersion X107
Configuracion inicial

pi 4
08
3
oz 0.7 pil2 5
0.6
1
«
E 0.5 VI
Vi > ] [
s 0 Vi
' 13
4 0.4 j »
03 o
» —pil2
o
0.2 3
0.1 4
pi
—pi 0 —pi —pir2 0 pir2 pi
0 0.2 06 08 a<o<n
” -
x 107 Corte transversal Ondas Dispersadas a un angulo ¢ = 0
3k ]
oL ]
1L
2k 4
3L 4
i i
—pi —pil2 0 pi/2 pi
T<O<T

Figura 3.10: Configuracién inicial, campo dispersado y corte transversal para

un dispersor gaussiano con (po, ¢o) = (0.4, 7/4).
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Problema inverso de
formacién de imagenes

tomograficas

La primera maquina clinica para la deteccién de tumores, basada en to-
mografia computada de rayos X, fue instalada en 1971 en el hospital Atkin-
son Morley de Wimbledon, Gran Bretana. Este hecho ha sido considerado
uno de los més grandes logros en radiologia desde el descubrimiento de los
rayos X por W. C. Rontgen en 1895. Las imagenes generadas por computa-
dora dieron el primer ejemplo de imagenes obtenidas mediante la solucién
de un problema matemético que pertenece a los problemas inversos [7]. A
partir de este suceso, los problemas inversos han tenido importantes avances
tanto en los aspectos tedricos como en la practica. En particular, se han
desarrollado métodos efectivos para superar las dificultades que implican el
mal planteamiento de este tipo de problemas.

Recordemos que un sistema de exploracion es, a grandes rasgos, cualquier
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sistema que colecte seniales y forme una imagen observable del medio a partir
del procesamiento de tales senales. La imagen suele ser el producto final del
sistema de exploracion. Esta es una representacién del medio que se explora,
y generalmente se trata de una escena bidimensional o tridimensional. En
la representacion formal: g = T'(f), es f quien denota esta imagen; y para
nuestro caso, la escena es bidimensional.

La tarea computacional de estimar esta funcién f, cuando se conocen
los datos g y el proceso que modela el operador T, es lo que se conoce
como el problema inverso de formacion de imagen [8]. En términos de la
dispersion de ondas, el problema inverso de formacién de imagen consiste
en la determinacién de f cuando un conjunto de ondas dispersadas que
dependen de f ha sido dado. Si el conjunto de datos dispersados proviene
de mediciones que se realizaron empleando diferentes posiciones, tanto de
emisién como de recepcion de las seniales, se dice que la imagen es una imagen
tomogridfica.

Como ya hemos mencionado, en la prictica uno nunca mide datos que
representen impecablemente el proceso o la distribucién de interés; sino que
los datos medidos estén afectados por las degradaciones (deterministas) pro-
ducto de la modelacién, asi como por las degradaciones aleatorias, como el
ruido [38]. En consecuencia, f no se puede obtener de manera exacta. La
solucion al problema inverso corresponde mas bien a una aproximacién de
f que se corresponda con los datos. Otra manera de referirnos a la solucién
es decir que estamos reconstruyendo una imagen de f, que si bien no es
exactamente f, es la mejor aproximacion, en algiin sentido.

En el capitulo anterior se construyé un modelo de dispersién de ondas
con una geometria que permite la obtencién de datos de dispersién para

diferentes posiciones, tanto de emisor como de receptor, alrededor de un
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dominio circular. Esto conlleva a un problema de inversién tomografico. El
problema inverso de formacién de imagénes tomograficas que se deduce del
modelo (3.38) consiste en obtener una imagen que represente el interior del
medio explorado a partir de un conjunto de datos de dispersion, F*, medidos
en la frontera de algiin dominio circular adecuado. A partir de tal imagen
es posible la localizacion del dispersor.

En este capitulo construiremos una férmula de inversién tomografica
para (3.38), tomando en cuenta la degradacién, tanto determinista como
aleatoria, que sufren los datos de dispersién. Mediante esta férmula obten-
dremos imagenes tomograficas de un medio bioldgico.

Una primera aproximacion a la féormula de inversién serd dada en ana-
logia a la transformada inversa de Fourier, aprovechando la forma de integral
oscilatoria que tiene (3.38). Esta formulacién y ejemplos numéricos de su
aplicacién estan dados en la Seccion 4.1. No obstante, esta primera version
no considera la degradacion debida al ruido.

Para llegar a la férmula de inversion que considera las degradaciones
tanto deterministas como aleatorias, haremos analogia con la teoria basica
de formacion de imagenes.

La teorfa de formacién de imégenes se encarga de la descripciéon mate-
maética de los procesos de formacion de imédgenes, tratando las degradaciones
de tal forma que sus efectos sobre la calidad de la imagen puedan ser carac-
terizados y, de ser posible, corregidos [38].

Los sistemas bésicos dentro de la teoria de formacién de imégenes son los
sistemas lineales deterministas. Ellos describen las principales caracteristi-
cas de la mayoria de los sistemas de formaciéon de imagen y son la base
de varias técnicas de procesamiento de imégenes. Para éstos, la herramien-

ta matemadtica principal es el andlisis de Fourier. Dentro de los sistemas
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lineales, los sistemas invariantes tienen un papel fundamental debido a sus
propiedades matematicas. Estos sistemas reciben el nombre de sistemas de
convolucién, y la solucion al problema inverso es un problema de deconvolu-
cién de la imagen. La solucién a este tipo de problemas serd la referencia

para la construccién de nuestro modelo inverso.

La presencia de ruido en los sistemas de formacion de imagen lineales
conduce a problemas de inversién mal planteados, lo que ha motivado el

desarrollo de métodos de regularizacién.

Un primer método obtiene una solucién aproximada conocida como pseu-
doinversa, o solucién de minimos cuadrados. Sin embargo, esta técnica con-
duce también a problemas mal planteados, pues la solucién pseudoinversa

es bastante sensible al ruido.

Una técnica mas efectiva, que reduce los efectos del ruido en la imagen, se
conoce con el nombre de regularizacién de Tijonov. A pesar de su efectividad,
la regularizaciéon de Tijonov es un método determinista que no considera la

naturaleza aleatoria del ruido.

La consideracion aleatoria del ruido da lugar a métodos de aproximacion
estadisticos. Este tipo de aproximacion es la que nos interesa para nue-
stro modelo de inversién tomografica. El enfoque estocastico nos llevara a
regularizar mediante un filtro de Wiener, obtenido al minimizar el error
cuadratico medio en las imagenes reconstruidas. Como veremos, esta regu-
larizacién generaliza el esquema de Tijonov para problemas de deconvolu-
cion. La Seccién 4.2 abarca todo este andlisis y ejemplos numéricos de la

aplicacién del modelo.

Con la obtencion de imagenes tomograficas en este tltima Seccién se

consigue el objetivo principal del capitulo y de la tesis.
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4.1. Problema inverso para datos sin ruido

En el capitulo anterior obtuvimos un modelo de dispersién de ondas en

el que el campo dispersado estd determinado por

E*(r,0;&,¢) ~ K//D e"*m(p, d)p dpdg,
donde D = [0,b] x [—7, 7], y

Y
K = —— 1
2m(ré)!/?’

2 = r4E—peos(f — ) — peos(d — ¢).

Buscamos ahora crear una imagen tomografica del medio, que nos permita
localizar el dispersor, a partir de los datos E*(r,0;¢,¢). Vamos a suponer
que los datos de dispersién no son afectados por ruido.

En analogfa con la transformada inversa de Fourier, proponemos que

Ie)= [[ Q.o B (e o) diap. @)
es una aproximacién de la imagen del medio de donde se obtuvieron los
datos dispersados. Aqui, ® = [-m, 7| X [—7, 7],

Q0. ¢:0.9) = =,
K
y

(=r+&—ocos( — V) — ocos( — o),

con (p,9) € D. El signo negativo en la exponencial sugiere que estamos
revirtiendo el sentido de las ondas para encontrar el punto en el que fueron
dispersadas, andlogo al signo negativo en la transformada inversa de Fourier.

El esquema de inversién que estamos construyendo proviene de la teoria

de dispersién de ondas de Kirchhoff que no es tomografica. Esta teoria de
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dispersion estd basada en la descripcién que sigue un sélo rayo (6ptica -
geométrica), que incluye tanto un campo emisor como uno dispersado. El
campo dispersado explicitamente depende de una posicién de emisiéon como
de medicién. Dichas posiciones las podemos hacer coincidir, lo que significa
que la antena que emite las ondas también las colecta como ecos. Esta es
una aproximacion que en inglés se llama “start-stop”.

Obéervese que cuando el dispersor es puntual y localizado en pg, ¢g,

I(0,7; po, ¢o) = // mopoe” 770 dfdp.
°

Idealmente, la reconstruccién de la imagen se obtiene con esta funcién de
po, ®o para cada punto donde se encuentre el dispersor. Es decir, la imagen

de reconstruccion ideal es

ILia(0,9; po, do) = / / / /@ XDB_”(C_Z)m(p, ®)p dpdepdddyp. (4.2)

A continuacién presentamos algunos ejemplos numéricos. En la figura
3.9(b)) del capitulo anterior se mostraron los datos de dispersién de un
dispersor puntual localizado en (pg, ¢g) = (0.75,0.17). Ahora mostramos
la reconstrucciéon de este dispersor en la figura 4.1, basada en el modelo
(4.1). Damos nuevamente la configuracién inicial y agregamos el relieve de
tal configuracion para la comparacion.

El ejemplo de reconstruccién de un dispersor gaussiano lo encontramos
en la figura 4.2. Se reconstruyé el dispersor gaussiano de la figura 3.10 (valor
méximo en (po, ¢o) = (0.4, 7/4)).

Un modelo maés realista necesita considerar que las mediciones en la
practica no son exactas y si contienen ruido. Damos un ejemplo de datos
afectados con ruido en la figura 4.3, donde se considera el mismo dispersor

gaussiano de la figura 4.2.
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Configuracion inicial
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Figura 4.1: Reconstruccién del dispersor

(0.75,0.17), mediante el modelo (4.1).
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Relieve configuracion inicial

Configuracion inicial
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Relieve imagen reconstruida
Imagen reconstruida
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Figura 4.2: Reconstruccién del dispersor gaussiano con méximo (pg, ¢g) =

(0.4, 7/4), mediante el modelo (4.1).
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Datos de dispersion
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0.005
«
Vi
> 0 El 0|
¥ 2
' < -0.005|
-0.02
-0.01
—pir2
-0.04 -0.0151 -
-0.02 . -
-0.06
-l -0.025 : 4
i —pil2 0 pir2 pi i | |
a<f<n -pi —pil2 0 pil2 pi
o m<0<n

Figura 4.3: Datos de dispersién con ruido para el dispersor gaussiano con

maximo en (po, ¢o) = (0.4, 7/4).

Imagen reconstruida

Figura 4.4: Reconstruccién del dispersor gaussiano con méaximo en (pg, ¢g) =

(0.4, 7/4).
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Si aplicamos el modelo de inversién (4.1) a estos datos, observamos que la
reconstruccién (figura 4.4) también contiene ruido, y no es tan satisfactoria
como en los casos de los dispersores de las figuras 4.1 y 4.2.

El ruido en los datos de medicion es producto de un proceso aleatorio. Por
lo tanto es importante considerar su naturaleza y propiedades estadisticas
en la solucién del problema inverso. En la siguiente seccién proponemos un

modelo de inversién que toma en cuenta estas consideraciones.

4.2. Problema inverso estadistico

Ademsds de las caracteristicas del ruido, es necesario compensar la pérdi-
da de informacién en el problema directo con informacién adicional respecto
al dispersor. En nuestro caso supondremos que el dispersor también es una
realizacién de un proceso aleatorio y pediremos que cumpla con algunas
propiedades estadisticas.

Para darnos una idea m4s intuitiva, pensemos que el problema consiste
en seleccionar una imagen (la imagen de reconstruccién) de un espacio de
posibles imagenes. Desde este punto de vista, una imagen es una realizacién
de una variable aleatoria caracterizada por una funcién de probabilidad
predefinida sobre un conjunto de imagenes. El propdsito no es tomar la
imagen “real”, sino seleccionar una imagen del espacio de imagenes que
explique mejor los datos observados [§].

Antes de iniciar con la construccién de la férmula de inversién que con-
sidere las propiedades aleatorias del dispersor y del ruido, daremos un breve
resumen de las ideas fundamentales que motivan la solucién aproximada por
tal formula.

Partimos del siguiente problema determinista.
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Problema 4.1 Hallar x € Hy que satisface
Az =y, (Ecuacion de Fredholm de primera clase.)

con y € Ha, en donde Hy, Hy son espacios separables de Hilbert (dimension

finita o infinita), y A : Hy — Ha un operador compacto.
Sabemos que

1. La solucién existe <= y € Ran(A).

2. La solucién es tnica <= Ker(A) = {0}.

Lo que en realidad significan estas dos condiciones es que tenemos restric-
ciones para hallar solucién al problema. Existe un tercer obstaculo para
hallar una solucién tunica: el vector y representa tipicamente datos de medi-
cién contaminada por ruido (senal degradada). Ante tal situacién, la opcién
que tenemos es construir sélo soluciones aproximadas z, tal que Az = y.
Por otro lado, ain cuando la inversa de A exista, podria no ser continua,
a menos que los espacios H; fueran de dimensién finita [42, 71]. Lo anterior
significa que “pequenos” errores en los datos y, pueden causar “grandes”
errores en x. Adicionalmente, en aplicaciones practicas, si T es una matriz
(sistema lineal) las condiciones (1) y (2) no son suficientes para resolver
adecuadamente al sistema. El nimero de condicién x(A) puede ser muy
grande, ain en problemas de dimensién finita, debido a los problemas de
redondeo numérico. El objetivo de los métodos de regularizacion es remediar
algunos de estos problemas. Uno de tales métodos es la regularizacién de

Tijonov, que consiste en lo siguiente.

Definicidon 4.2 Sea € > 0 una constante dada. La solucion regularizada de

Tijonov x. € Hy es el minimizador del funcional

F.(z) = || Az — y||” + €|z,
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con tal de que el minimizador exista. El pardmetro ¢ > 0 se llama el

pardmetro de regqularizacion.

La idea principal de este esquema es controlar simultdneamente la norma
del residuo r = Az —y y la norma de la solucién aproximada x. El siguiente

teorema muestra la solucién al problema.

Teorema 4.3 Sea A : Hy — Hs un operador compacto con un sistema
singular (A, Un,upn). Entonces, la solucion reqularizada de Tijonov existe,

es unica y estd dada por la férmula
= (A*A+61) 1A%y = Z /\2 y,un> Vp.

La aplicacién de este teorema dentro de la teoria de formacion de imagenes
permite la reconstruccién de imagenes mediante transformadas de Fourier.
Ejemplificamos esto con un problema de deconvolucién. Consideremos un

sistema invariante representado por el problema de convolucién

o) = (e ) = [ [ty =01(v) ay (13)

donde x,y € R? y las funciones g y f estdn definidas en espacios de Banach
Hy = Hy = L*(R?), y f, de valores reales, es de soporte compacto. A su
vez, g define un operador integral de la forma (7f)(x) =: g(x), en donde
supondremos que 1" = T* es autoadjunto y que el nicleo h(—x) = h(x) es
una funcién par. Queremos determinar el minimizador fs = (T*T+61)"1T*g
de este problema. Primero observamos que, aplicando la transformada de
Fourier, F, a la operacién T'(f) = g, obtenemos la multiplicacién § = hf,

verti . _ .
or lo que, para recuperar a g invertimos Fourier, 71, de la siguiente forma

o) = FHRAW) = g [ [ R i) dA).
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Asi podemos definir al operador Ty su adjunto 7™ como sigue

donde la barra ~, denota conjugado complejo. Aplicando el adjunto a T'f

obtenemos

Luego entonces, agregando la identidad a este operador T*T', obtenemos
(T*T + ) f(x) = F[(|A]* + &) f](x), (4.4)

pero esta expresion es en realidad el lado izquierdo de los minimos cuadrados

con regularizacién del problema original; es decir,
(T*T +¢l) f(x) = T"g(x). (4.5)

Tomando la transformada de Fourier en ambos lados de la igualdad (4.4)

obtenemos

FUT*T +eDf1(v) = (I + ) f(v);

por lo tanto, tenemos la representacién espectral como producto del lado
izquierdo de (4.5), de ahi que podamos despejar a f, en realidad su aproxi-

macion f., y obtener que
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Por lo tanto, a partir de la inversién para la Ecuacién (4.5), concluimos que
fo(x) = (T*T + D) 'T*g(x) = F* <Ahg) (x).
|h|2 + ¢
Lo anterior nos da como resultado una aproximacion de Tijonov a la decon-
volucién de f en (4.3); es decir, f.. {Cuénto vale £7, es una pregunta natural
y se puede determinar, por ejemplo, con el criterio de Morozov [42].

La regularizacién con el filtro de Wiener que obtendremos para la férmula
de inversién tomografica generaliza no sélo el esquema de Tijonov, si no que
le da un sentido fisico a este pardmetro € que, como veremos, pasa a ser el
cociente de las densidades espectrales entre el dispersor y el ruido ambiental.

Es importante notar que el andlisis de deconvolucién estd basado en
propiedades de la transformada de Fourier. Dicha transformada diagonaliza
operadores diferenciales de coeficientes constantes (los reemplaza por mul-
tiplicaciones en el dominiode Fourier). Sin embargo, la inversién de Fourier
reemplaza productos por convoluciones no locales. No obstante, la trans-
formada y su inversa son problemas bien planteados [6]. Si Hy y Hs son
espacios de Banach y A un operador lineal de H; a Hs, para cada y € Ho,
quisieramos resolver el problema lineal: hallar x tal que Az = y. Formal-
mente, definimos un problema bien planteado como aquel en el cual A es
invertible (A~'y estd definido para todo y € Hs) y que posee una inversa
acotada; es decir, ||A"Yy||z, < C|ly||u, (para una constante C' que depende
de A pero no de y € Hs). La transformada de Fourier es un operador bien
planteado de H; = L?(R™) a Hy = L?(R") ya que su inversa estd bien defini-
da de Hy = L*(R") a H; = L?*(R"). El resultado es que la transformada es
estable con respecto a datos con ruido. En una imagen reconstruida sélo con
transformada de Fourier significaria que la imagen se veria degradada, pero

los errores no serian muy significativos. Dicho de otra forma, el error entre
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dos soluciones x; y x2, que corresponde a dos conjuntos de datos y; y yo,
satisface que ||z1 — x2||g, < Clly1 — y2||m,. La eleccién de de los espacios
Hy, y Hy y de las normas || - ||z, v || - ||z, es importante desde luego.

En nuestro caso, los mapeos directo e inverso no son de transformadas de
Fourier (ecuaciones (3.38),(4.7)). Pero, en cierto sentido, haremos analogia
con la teoria de Fourier al momento de plantear la férmula de inversién. Los
operadores que definen nuestros problemas directo e inverso son una gene-
ralizacion en términos de Operadores Integrales de Fourier. Los operadores
integrales de Fourier (FIO, por sus siglas en inglés), aparecen en el estudio de
las ecuaciones diferenciales parciales, en particular en las que no son de coe-
ficientes constantes. Cuando los coeficientes son constantes, se conoce que el
Teorema de Malgrange-Ehrenpreis garantiza la existencia y unicidad de las
soluciones, gracias a la descomposicion de Fourier de los operadores diferen-
ciales de estas ecuaciones [55]. En el contexto de la formacién de imédgenes
tomograficas, la introduccion de esta teoria que generaliza las transformadas
de Fourier data de mediados de los 80’s [9]. El problema es que la férmula
de inversién o mapeo inverso, es un problema mal planteado y por lo tanto
no estable. La determinacién de un filtro adecuado en nuestra féormula de

inversion garantiza la estabilidad del problema inverso.

4.2.1. Foérmula de inversion tomografica

Procedemos ahora al célculo de nuestra férmula de inversién para el
problema de dispersién de ondas.
Consideremos que los datos de dispersion tienen ruido aditivo. Si deno-

tamos d(r, 0, ¢) como las mediciones, entonces

d(r,0,p) = E*(r,0,¢) +n(0, ). (4.6)




Puesto que |r| = |¢| (medimos E* a la misma distancia de donde se emite E?)
hemos omitido la dependencia de £ para simplificar notacién. Para formar la
imagen I(p,v) a partir de los datos con ruido, aplicamos un operador MQ

de la siguiente manera
Ie.0) = Mgld) = [[ Q.00 d(r0.0) o, (a7)
donde ® = [—m, 7| X [—7, 7], Q(0, ¢; 0,7) es una funcién por determinar, y
¢ =2r—opcos(f —19) — pcos(¥ — ),

para (g,9) € D. Con el fin de encontrar la relacién entre la imagen [ y el

dispersor m, sustituimos (3.38) y (4.6) en (4.7):
I(0.9) = //@ Q6,4 0,0)e " [E5(r,0,0) + (6, )] dbd,
= // Q(0, p; 0,9)e” ¢
D
[ [ K= mip.0)0 dpo+ 00,0 dode
- / / / KQ(6, 45 0,0)e " Im(p, 6)p dpdddy
DxD
+/ Q0,5 0,9)e” (0, ) dbdep,
)

donde
z=2r —pcos(f — ¢) — pcos(¢d — p).
Escribiendo
In(0,9) = KQ(0,9;0,0)e™ "D m(p, ¢)p dpdpdfdep, (4.8)
DXD
L(0,9) = /@ Q0,93 0,9)e ™" n(0, ) dody, (4.9)
se tiene
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Hemos omitido algunos signos de la integral para simplificar la notacion.
Nuestro propésito es determinar () de tal forma que podamos suprimir el
ruido al mismo tiempo que obtenemos informacién del dispersor, tanta como
sea posible.

Si queremos encontrar el filtro @ para el cual I(p,1) es la mejor recons-
truccién, es necesario cuantificar la calidad de cada reconstruccién. Para
ello, necesitamos primero considerar una imagen que nos sirva de referencia

para la comparacién con la reconstruccién. Usaremos

Lig(0,9) = /@ e_W(C_Z)m(p, @)p dpdpdfdep. (4.11)
xD

La cuantificacién la obtenemos con la norma L? de la diferencia entre nuestra

reconstruccién y la referencia I;4. Definimos el error puntual £(p, ) por
E(0,9) = 1(0,9) — Lia(0, V).

El error L? para esta reconstruccién es

A(Q,m):/pe(g,ﬂ)|2 dodd (4.12)

Como el ruido adicionado a la imagen es en realidad una cantidad aleatoria,
estrictamente hablando la imagen reconstruida es una cantidad estocdstica.
Esto implica que la ecuacién (4.12) es también aleatoria. Ademds, buscamos
@ no sélo para un dispersor particular, sino para una familia de posibles
funciones m. Es decir, consideramos cada dispersor como una realizacién de
un campo aleatorio. El modelo de ruido estocéstico y el modelo de campo
aleatorio para el dispersor inducen una funcién de densidad de probabili-
dad para A(Q,m). Asi, en lugar de usar (4.12) como medida del error de

reconstruccién, emplearemos el error cuadratico medio:

AQ) = (AQ.m)) = < [ e dgd19>. (4.13)
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Aqui (-) denota la media o esperanza. Hacemos intercambio de la esperanza
con la integral y obtenemos el error cuadratico medio como una integral

sobre el segundo momento puntual del error de reconstruccién,

AQ) = /D (10, 0)[2) dodv. (4.14)

La @ o6ptima para nuestro problema la encontramos minimizando el fun-
cional A(Q). Para encontrar la férmula explicita de ) primero encontraremos
la forma explicita de este funcional.

Hacemos algunas suposiciones respecto a los términos aleatorios.

Hipdtesis 4.4 Consideramos que el dispersor es un campo aleatorio de se-

gundo orden y media cero, con funcion de correlacion R,, conocida,

(m(p,9)) = 0,
Ru(p, 930, ¢") = (m(p,o)m(p’,¢));
la linea sobre m(p', ¢') denota conjugado complejo. Suponemos ademds que

el ruido (0, @) es un campo aleatorio de sequndo orden y media cero, el cual

cumple
(0. (0, &) = TS 60— 00— ),
donde 572] es la densidad espectral del ruido, e indica su intensidad. Por

ultimo, asumimos que m y n son estadisticamente independientes, tal que

(m(p, &)n(0, ¢)) = (m(p, 6))(n(0, ¢)) = 0. (4.15)

Veamos en qué consiste |€(o,9)|?, con g, ¥ fijos. Para simplificar notacién

omitiremos por ahora la dependencia (g, ¥),

EP =1 —La?> = (I-1La{I - L)

= JII— Im - Iidj + Iidm-
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Pero por (4.10),
€7 = (I + L) (T + Iy) = (I + I)Tia = Lia(Tn + I) + LiaTia
= Il + Indy + LT + 11,
—Inmlig — InLig — Ligly, — Lialy + Lialia
= Inly — InIia — Ligly + Lialia
+ Iy + Iyl + 11, — IyTig — Ligl,

= ’Im - id|2 + ImE"‘ Inm"‘ InE - Inm - Iszr]

Denotamos
gr2n = ’Im - id‘Q
&2 = Inly+ Iy + LT, — I,Tig — Liyl,,
asi que
E]? = &, + &
Luego,
(%) = (ER) +(&°). (4.16)

Por (4.8) y (4.11),
(Em)

X
g

- < / 62, 6) [KQ(6, 5 0,9) — 1] dpdgdbdy
@X'D

KQ(0, ¢;0,9)e” " Hm(p, ¢)p dpdedddy

DXD
2>

_ / e (. 8)p dpddddde
DxD
/ T Dm(p, @)K Q(O, 5 0,9) — 1] dpdgdidyp
Z)XD

)

/@ Dﬂ'@”“ m(p, ¢")[KQ(Y', &5 0,9) — 1] dp'd¢>’d9'dso'> :
X
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donde

Haciendo

= 2r —gcos(f — ) — gcos(V — ¢),

= 2r—p'cos(0' — ¢') — p'cos(¢/ — ¢').

L(0,0;0",¢';0,9) = [KQ(0, p; 0,9) — 1][KQ(0', ¢'; 0,9) — 1],

queda

N / ppe” A m (o, g)m (o, &)
(DxD)x(DxD)

/(®><D)><(Z)><D)

/(DXD)X(QXD)

XL(0,0;0',¢'; 0,9) dpdpdfdyp dp’d¢’d9’d<p’>

pp/€7i7(<7Z)+i7(<lfz < (p (Z)) ( ¢/)>
L(0, 00, ¢'; 0,9) dpdpdody dp'd'de’dy’
pple AR (5 o 0 @)

L0, 90, ¢s 0,9) dpdpdfdy dp'd¢'dd'dy’.  (4.17)

Por otra parte, el primer término de (8,3) es

= O’

< KQU0, 0: 0,9)e " mi(p, 6)p dpdodody
DxXD

></ Q0,5 0,9)e 7 (0", ') dG’d¢’>
D

/ KQ(0, p;0,0)Q(0, 5 0,9)
DXDxD

x e~ VC=DTA (1 (p, p)n(07, ")) p dpdpdfdy db'dy’'

debido a que m y 71 son estadisticamente independientes y se cumple (4.15).

Anélogamente,

(LyTom) = (IyTia) = (LiaTy) = 0.
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Por lo tanto,
(&?) = <InTn>
= Q(0,¢;0,9)Q(0',¢'; 0,0)
DXD
% e—ivCJrﬁC'w(g )(9/ )>d0dg0d0 dy’
= Q(0, ¢;0,9)Q(0, ¢'; 0,7)
DXD
x e N T G260 — o — ) dfdpde dy'
_ / Q(0,¢: 0,9)Q0, 9 0, 0) S2d0dy (4.18)
_ /@ QU0 g 0, 0)*S2d0d (4.19)

Finalmente, de (4.16),(4.17) y (4.19) tenemos

AQ) = /D (1(0, D)) dodd = An(Q) + A,(Q),

An(Q) = /D (E2(0,1)) dod?

/ pple—z’fy(g—z)-i-iﬁ(g/_zf)Rm(p7 &, p/’ ¢/)
(DxD)x (DxD)xD
L(0,p;0',¢'; 0,9) dpdpdfdyp dp'dd'de’d’dodd,

(4.20)

8Q) = [ (E3e0)) doas
=/ Q8,3 0,9)*S2 dbdep dod. (4.21)
D XD

Con la finalidad de reducir variables en (4.20), haremos ahora la aproxi-

macién de fase estacionaria:

' ~0, ¢ ~p, p~o @~
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Esta aproximacion considera que la contribucién principal de la integral debe
venir de la regién donde el angulo fase varia tan lentamente como es posible,

andlogo a lo que establece el teorema de fase estacionaria (A.4). Entonces

tenemos
¢" ~ 2r—gcos(d — V) — ocos(V — ) =,
7 ~ (.
Luego,
An(Q) ~ /( o2 e 6,00
x L(0, ¢: 0,9) dpdpdfdp dodd, — (4.22)
con
L(0,p;0,9) = [KQ(0,9;0,9) — 1][KQ(0,¢;0,9) — 1]

Definimos la densidad espectral del dispersor S, por medio de la relacién

Ron(p, ¢; 0,9) = / e 10D PN @D G2 (5. G 5. D) dpdddgdd.  (4.23)
Sustituyendo (4.23) en (4.22),

An(Q) ~ / p@e*iv(C*Z)e*i(p,qﬁ)-(ﬁ@)el‘(@ﬁ)-(éﬂ?)Sm([3’ (5; d, 5)

(DxD)xD
x L(6, ¢; 0,9) dpdpdfde dpdpdsdd dod?.
Tomamos nuevamente la aproximacién de fase estacionaria,
o~0, Vo, pro G~
Entonces z = (, y
An(Q) ~ / Qe @D (P9 (e 005 (5,3:0, )
D XD

x L(6, ¢; 0,9) dody dpde dodd. (4.24)
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Hacemos la hipétesis de que el dispersor m es un campo aleatorio esta-
cionario en sentido amplio. En este caso la funcién de correlacién R, es una

funcién tal que

Sou(p: 0:0,0) = S (5, $)5(p — 0,9 — ).
Bajo esta hipétesis, de (4.24)
Ap(Q) ~ / 0°S2(0,9)L(8, ¢; 0,9) dfdep dody. (4.25)
DxXD

Combinando (4.25) y (4.21),

AQ) = An(Q)+AQ),
~/ (2520, 0)L(0. 41 0.1)
DXD

+1Q(0, ¢ 0,0)[*S2| dbdy dodd.
Notemos que
L=KKQQ-KQ—-KQ+1,

aqui hemos omitido escribir la dependencia de (0, ¢; 0,9) para simplificar
notacién. Esta dependencia, y la de (6,¢) en S,,, serdn omitidas en los

siguientes cdlculos. Se tiene asi

M@ ~ [ (85 (KFQQ-KQ-KQ+1)
+ QQS?] dbdyp dodV. (4.26)

Queremos encontrar el filtro 6ptimo Q = Qopt para el cual (4.26) sea mini-

mo. Para ello, haremos cero la derivada variacional %A(Q + oh). Primero
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observemos que

A(Q 4+ oh)

= [ 85 (1@ + omi@+ ah) - K(@ + oh) - K@+ oF) +1)
+55(Q + Uh)W} dbdy dod

= [ (282 (K7(@Q + 0T + o+ 04T
~KQ~0Kh—KQ—oKh+1)

+52(QQ + 0Qh + oQh + o>hh)| dfdyp dedd.

De tal forma que

diA(Q+ah) :/ [Q253n(|K\2(QE+@h+zahﬁ)—Kh—ﬂ)
g DXD

+S52(Qh + Qh + 20hh)| dfdy dody.
Luego,

—A(Q + oh)

do = /@D[QQS?Z (IK*(Qh+Qh) — Kh — Kh)

+S2(Qh + Qh)] dbdyp dodV
=/ [QQSE,L(me(\KFQE—ﬂ))
DxD

+57 (2Re(Qh))] dfdy dody.

Como esto debe cumplirse para todo h, obtenemos
(IKPPQ — K) 0*Sp, + Q@S2 = 0.

Por lo tanto,

0*KS2 (6, p)
PIK S, (6.0) 1 52
o
o°K
= . 4.27
PIKP 1 52/52%,(0,9) (4.27)

Qom(ea ®; 0, 19) =
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Una vez determinado Qopt, queda determinado el operador de inversién MQ.
La obtencién de @), y por ende la determinacién de la férmula de inversion,
son los resultados fundamentales en esta tesis.

La cantidad S% /S2.(0,¢) es un término de regularizacién, analogo al
término de regularizacion de Tijonov. Nétese que cuando no hay ruido,
Sg/an(G,go) = 0 y por lo tanto Qopt = 1/K. Es decir, se reduce al pro-
blema inverso determinista que se traté en la Seccién 4.1.

En resumen, a partir del operador integral de dispersién o mapeo direc-
to M proponemos, con analogia a la transformada inversa de Fourier, un

operador inverso MQ, y establecemos el siguiente problema de optimizacién
mé,n HMQ - Mideal”%- (428)

A partir de este problema es que determinamos el filtro de Wiener Qqpt que
minimiza esta varianza. El factor de regularizacién estd contenido en este
filtro pero no como un simple parametro, sino como un cociente que tiene
informacién estadistica tanto de los dispersores como del ruido ambiental;

es decir,
2
Sy

E=—=.
2
Sin

(4.27)

Precisamente esta razén es la que estabiliza el problema de inversion garanti-
zando la convergencia de la expresion integral del mapeo inverso. Este filtro
es una generalizacién de la inversién de Tijonov via Fourier. El papel del
filtro es, precisamente, “filtrar” frecuencias no deseables, y permitir el paso
de las que mejoran las imagenes formadas, en el sentido 6ptimo de varian-
za minima. Otra ciencia o arte es determinar u obtener esta informacion
a priori y emplearla adecuadamente. Para ésto tultimo, en la practica, los

experimentos son los que deben tener la ultima palabra.
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Adicionalmente, quisieramos mencionar que el enfoque bayesiano, que
hemos mencionado en la introduccién en este trabajo, no esta alejado de
la regularizacién mediante el filtro de Wiener; éste tultimo enfoque podria
considerarse un caso particular del primero. Y la razén es que, en cuan-
to establecemos el cdlculo de errores cuadraticos medios, o bien, calculos
de varianzas sobre las imagenes que reconstruimos, estamos asumiendo que
obtenemos estas cantidades estadisticas respecto a densidades de probabili-
dad (que provendrian del ciculo de las densidades de probabilidad a poste-
riori del método bayesiano [37]), o bien, respecto a un enfoque frecuentista
en donde, cada vez que resolvemos nuestro problema inverso, estamos ll-
evando a cabo una sola realizacién del proceso estocastico subyacente. Lo
anterior significa que las imagenes formadas sdlo tienen sentido llevando a
cabo “promedios” de varias de ellas con una misma configuracién, como ex-
plicitamente lo mostramos en el momento de disenar el filtro de Wiener en

la formula de inversion.

4.2.2. Ejemplos numéricos

En este iltimo apartado damos algunas reconstrucciones con base en la
férmula de inversién (4.7).

Estas simulaciones consideran que el término de regularizacion S% /S2 es
constante. Esta constante corresponde a la razén entre la fracciéon porcentual
de ruido en relacién al promedio de la intensidad de la onda incidente (que
denotamos por «), con la proporcién entre la intensidad promedio del campo
dispersado y el campo incidente.

Las primeras dos reconstrucciones (figuras 4.5, 4.8) corresponden a una

sola realizacion del proceso estocdstico que determina nuestra formula de
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inversién. Conforme el porcentaje de ruido aumenta, una sola realizacién se
vuelve insuficiente para la obtenciéon de una buena imagen de reconstruc-
cién. Para ejemplificar esto mostramos dos casos en las figuras 4.7 y 4.9,
respectivamente.

Aplicamos el modelo de inversién (4.7) para el dispersor gaussiano de
la figura 4.2, cuyos datos de dispersién han sido afectados por un factor de
a = 0.5, es decir, el procentaje de ruido en relacién a la intensidad de la
onda incidente es del 50 %. La figura 4.5 tiene los datos de dispersién y las
reconstrucciones. Si bien la imagen permite la localizacién del dispersor, es
notorio que el efecto del ruido distorsiona la imagen.

En la Seccion 4.1 vimos que cuando los datos de dispersion de este disper-
sor gaussiano son afectados en un porcentaje o = 1.0, el modelo (4.1) no da
un buena reconstruccion. La figura 4.6 muestra que una sola realizacién con
el modelo (4.7) tampoco resulta satisfactoria. Sin embargo, tras 10 realiza-
ciones del proceso, la imagen de reconstruccién mejora considerablemente,
como lo muestra la figura 4.7. Aqui, las primeras dos imagenes corresponden
a la reconstruccion, y el resto a cada una de las 10 realizaciones.

Para el caso puntual mostramos la reconstruccién en una realizacion de
un dispersor colocado en (0.45,0.17). En la figura 4.8 se tiene la imagen
cuando el porcentaje de ruido es o = 25.0.

Si ahora consideramos un dispersor puntual en (pg, ¢9) = (0.15,0.17)
con porcentaje de ruido a = 6.0 (figura 4.9), una sola realizacién no es
suficiente para tener una buena reconstruccion. La situaciéon mejora después
de 10 realizaciones (figura 4.10). La figura 4.11 es un acercamiento a las dos
primeras imdagenes de 4.10, es decir, a las imagenes de la reconstruccién.

Observemos que en este 1iltimo ejemplo el porcentaje de ruido fue menor

con respecto al primer dispersor puntual (pg, ¢g) = (0.45,0.17), y sin em-
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Datos de dispersion
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Figura 4.5: Campo dispersado y reconstruccién (con base en el modelo (4.7))
para un dispersor gaussiano con méaximo localizado en (po, ¢o) = (0.4, 7/4).

Porcentaje de ruido a = 0.5.

bargo, el efecto de degradacion fue mayor. Esto se debe a que la intensidad
del campo disminuye mientras més distancia recorra la onda incidente. Por

lo tanto, el efecto del ruido se vuelve méas dominante.
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Datos de dispersion
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Figura 4.6: Campo dispersado y reconstruccién tras una sola realizaciéon
del modelo (4.7) para un dispersor gaussiano con méximo localizado en

(po, o) = (0.4,7/4). Porcentaje de ruido a = 1.0.
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Imagen reconstruida x 10

Figura 4.7: Reconstruccién del dispersor gaussiano con méaximo en (pg, ¢g) =

(0.4,7/4). Porcentaje de ruido o = 1.0.
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Figura 4.8: Configuracién inicial, campo dispersado, y reconstruccién (con
base en el modelo (4.7)), para un dispersor puntual localizado en (po, po) =

(0.45,0.17), y porcentaje de ruido a = 25.0.

127



Relieve configuracion inicial

Configuracion inicial

pir2

—pil2

Datos de dispersion

Figura 4.9: Configuracion inicial y campo dispersado para un dispersor pun-

tual en (pg, ¢o) = (0.15,0.17), y porcentaje de ruido o = 6.0.
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Imagen reconstruida

Figura 4.10: Reconstruccién del dispersor puntual en (pg, ¢9) = (0.15,0.17).

Porcentaje de ruido a = 6.0.
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x10° Relieve imagen reconstruida

25

Imagen reconstruida

Figura 4.11: Reconstruccién del dispersor puntual en (pg, ¢o) = (0.15,0.17)

tras 10 realizaciones. Porcentaje de ruido a = 6.0.
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Conclusiones

Este trabajo de tesis fue motivado por las aplicaciones que tienen lo
problemas inversos de dispersiéon de ondas en el campo de la medicina. En
particular, la formacién de imagenes tomograficas para la deteccion de en-

fermedades como el cancer es una de las aplicaciones mads interesantes.

El modelo de dispersion de ondas electromagnéticas ha sido ampliamente
estudiado. Mas generalmente, el problema de dispersiéon de ondas es uno de
los principales topicos para los problemas inversos en la actualidad. Si bien
el problema directo de dispersién ha sido solucionado teéricamente con her-
ramientas matemaéticas como el analisis funcional, para obtener la solucién
numérica es necesario realizar aproximaciones que permitan un calculo sen-
cillo. Nosotros hemos propuesto un modelo aproximado para esta solucién
numérica en el caso particular de un dominio circular, y a partir del cual se
pueden obtener datos de dispersién para diferentes localizaciones del emisor
y del receptor. Por lo tanto, la informacién del campo dispersado es tomo-
grafica. A partir de este modelo, propusimos también el modelo de inversion.
Dada la forma del operador de dispersion, no era posible aplicar técnicas de
formacién de imagenes béasicas. Asi que lo que se propuso fue una solucién
en analogia con éstas. Mas especificamente, en esta tesis hemos mostrado,

via el filtro de Wiener (contexto estadistico), cémo construir un operador
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integral para la inversion tomogréfica que es regularizado y estable numérica-
mente. Con esto se alcanzo el objetivo principal de la obtencién de imagenes
tomograficas mediante radiacién no ionizante en tejido bioldgico.

Atn cuando nuestro estudio partié del contexto electromagnético, y las
simulaciones numéricas se consideraron también para una aplicaciéon con
parametros electromagnéticos, los resultados pueden considerarse y exten-
derse en areas donde el modelo de dispersién de ondas sea determinado por
la ecuacion de Helmholtz, o equivalentemente, por la ecuacion de Lippmann-
Schwinger.

Uno de los puntos positivos que ofrece nuestro modelo de inversién, es la
consideracion estadistica de los dispersores y del ruido, pues los experimentos
reales inevitablemente involucran aleatoriedad. Sin embargo, hemos hecho
también varias simplificaciones para conseguir el modelo, tanto de dispersién
de ondas, usando aproximacion de Born, por ejemplo, como en la deduccion
del filtro de Wiener en férmula de inversion, al hacer aproximacion de fase
estacionaria. Esto conlleva dificultades puesto que por conseguir simplicidad
se llegan a sacrificar, entre otros, algunos aspectos fisicos importantes. Un
posible trabajo a futuro seria considerar simplificaciones menos restrictivas
que las que aqui hemos hecho.

Por otra parte, a pesar de los esfuerzos que se han realizado para investi-
gar las propiedades de los tejidos bioldgicos, al respecto de sus propiedades
electromagnéticas, muchos aspectos siguen desconocidos o poco comprendi-
dos. En particular, encontrar valores de los parametros electromagnéticos
en tejido biolégico humano es una tarea dificil. Otro de los problemas con
los que se enfrenta el desarrollo de sistemas de monitoreo que incluyen al
espectro de las microondas para explorar dentro de seres vivos, es el de la

seguridad en el empleo de este tipo de radiacién. La dosis de radiacion debe
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ser considerada como una limitaciéon que impone el sistema sobre el modelo
matematico, de tal manera que a partir de éste sea posible cuantificar la
dosi maxima “aceptable” bajo premisas fisicas. Esto propone un reto para
algin trabajo posterior.

Finalmente, en el aspecto numérico, nos enfocamos simplemente en mostrar
que el algoritmo de reconstruccién determinado por la férmula de inversion
funciona adecuadamente. La mejora en la precisién y eficiencia del cédigo

podria ser también una linea de trabajo a futuro.
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Expansiones y féormulas

asintoticas

Es comun querer aproximar una funcién cuando un parametro, indice o
variable independiente tiende a un valor especifico [58]. A estas aproxima-
ciones se les conoce como formulas asintdticas. Las féormulas asintdticas se
definen por medio de las expansiones asintéticas de la funcién en cuestion.
Las férmulas y las expansiones asintéticas son el objeto de estudio de este

apartado.

Para iniciar con el estudio de las expansiones asintoticas es necesario usar
una notacién que ayude relacionar el comportamiento entre dos funciones.
Por ello introduciremos los simbolos Landau O (‘O’ grande) y o (‘0’ chica).
Supéngase que f(z) y g(z) estan definidas para z en alguna regién 2 en el
plano complejo. Nos restringimos a usar sectores, es decir, consideramos 2
como el conjunto de los z tales que a < argz < By |z| < a, donde a puede

ser co. Una funcién f(z) es O(g(z)) (y se dice f(z) es ‘O’ grande de g(z))
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para z € (), si existe una constante A tal que

[f(2)] < Alg(2)]

para toda z € . Escribimos f(z) = O(g(z)) en €. Nos interesa, en parti-
cular, el comportamiento de una funcién cuando z — oco. Entonces decimos

que f(z) = O(g(#)) cuando z — oo, si existen constantes A,b tales que

[f(2)] < Alg(2)]

siempre que |z| > by a < argz < . Cuando se tiene f(z) = O(1), significa
que f(z) es acotada cuando z — co. Observemos que si f(z) = O(1/2") y

h(z) = O(1/2™), entonces (fh)(z) = O(2"T"™), pues si A1, Ay son constantes

tales que
PO A =], Jh()] < Ag |~
<A ol < Az o
entonces
1
(EI<A| ] A= e

También, si f(z) = O(1/z") y h(z) es acotada, entonces (fg)(z) = O(1/2").
Por otra parte, tener f(z) = o(g(z)) (se pronuncia f(z) es ‘o’ chica de

g(z)) en () significa que

— 0,

‘f(z)
9(2)
cuando z — zg 0 z — co. También en este caso nos interesa f(z) = o(g(2))

cuando z — oo. Asi, f(z) = o(g(z)) significard que para toda € > 0 existe b

tal que
|f(2)] <elg(2)],
cuando |z| > by a <argz < .
Con esta notacién es posible dar ahora una definiciéon formal de expan-

sién asintética.
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Definicion A.1 Considérese una serie S de la forma
al a9
S(z) = T
(z) =ao+—+ 5+

Y sea
aq Qp,
Sp(z)=ap+—+--+ —
n(z)=ao+— 4+,

con arg z en un rango [a, (). Si f(z) estd definida para o < argz < f3, se dice

que f ~ S, o que [ es asintdtica a S, o que S es una expansion asintotica
1
f —S,=o0 (Zn>

Equivalentemente, decimos que f es asintética a S, si para cada € > 0 existe

de f, cuando

en el sector a < argz < .

b tal que
1

Z’I’L

[f(2) = Sn(z)| < e

O bien,
lim [2"(£(2) — Su(2))] = 0.

Z—00
A continuacién enunciamos algunas propiedades basicas de las expan-
siones asintéticas. Para evitar ser repetitivos, en adelante suponemos que
las funciones y sus expansiones asintoticas estan definidas en sectores ade-

cuados.
Proposicién A.2 (i) Si f(z) ~ S(2) =ao+ % + 3 +---, entonces
1
f(z) = Sn(z) =0 ol )
y reciprocamente.

(ii) Si f(z) ~ao+ %L+ B+, y f(2) Ndo—i—%—i—i%—i—---, entonces

a; = a;. Bs decir, la expansion asintética de una funcion es unica.
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(iii) Sz'f(z)wao—i—az—l—l—%—l—---,yg(z)wbo—i—%—i-g%—i—---, entonces

(CL1 + bl) (CLQ + bg)
+ 2
z z

(f +9)(2) ~ (a0 + bo) + +
(fO)) ~ o+ T+ S5+,

con

n
Cp = E ajbn,j.
j=o

(iv) Dos funciones diferentes pueden tener la misma expansion asintdtica.

Hasta ahora hemos considerado el comportamiento de una funcién sola-
mente en términos de series de potencias inversas, pero el rango de aplicacion
de esto es un poco restringido. En varias problemas es ttil aproximar las
funciones con otras que contienen términos como e?, zP (con p un escalar
complejo), o cos z, como es el caso de las funciones de Bessel.

Necesitamos entonces definir el comportamiento asintético de una fun-

cién en una forma més general. Supongamos que tenemos

n 1
f(z) = g(2) [ao+‘“+---+an+o<nﬂ -
z z z
Escribimos

f(z)Ng(z)<ao+%+f2+...).

y esperamos que, al menos en algin sentido, g(z) sea una funcién mas fécil

de manejar. Si agp lo consideramos dentro de g(z),

f(z) ~g(2) <1+[2+l;+...>,
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Estamos interesados en obtener el primer término. De tal forma que se tiene
una funcién g(z) tal que f(z) = g(2) [1 + O (1)]. Mds generalmente, f(z) =

g(2)[1 + o(1)]. Esto nos conduce a la siguiente definicién.

Definicién A.3 Dos funciones f(z) y g(z) son asintdticamente equivalentes
s1
f(z) = g(2)[1 +o(1)].

Escribimos f(z) ~ g(2).

La funcién ¢(z) da una férmula asintdtica para f(z) que permite aproxi-
marla para valores grandes de z.

Es importante mencionar que la formula asintética no es tnica. La misma
funcién puede tener dos férmulas asintéticas de diferente aspecto.

Uno de los métodos mas conocidos para encontrar formulas asintéticas

es el método de la fase estacionaria.

Teorema A.4 (Teorema de la fase estacionaria) Sean [a,b] un inter-
valo acotado en el eje real, h(t) una funcion analitica en una vecindad de
[a,b] que es real para todo t real, y p(t) una funcion de valores reales o

complejos en [a,b] con derivada continua. Suponga

f(z) = / b M Dp(t) dt.

Si h'(t) = 0 en exactamente un punto to en (a,b) y h'"(t) # 0, entonces

N ¢izh(to) \ /o £%0010)
\/Evih"(to)e o

cuando z — oo en el eje real positivo. Se usa el signo mds si h"(tg) > 0 y

f(2)

se usa el signo menos si h"(ty) < 0.

139



El término “fase estacionaria” viene de la interpretacién de que el inte-
grando es una cantidad compleja con amplitud p(¢) y dngulo fase zh(t). La
intuicién detras de la férmula es que la contribucién principal de la integral
debe venir de la vecindad de ty donde el angulo fase varia tan lentamente

como es posible [47].
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