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Introducción

En 1928 John Wishart [27] derivó la distribución matricial que lleva su nombre en el contexto

de diversos problemas de estadística multivariada. Puede pensarse a la distribución de Wishart

como la versión matricial de la distribución ji-cuadrada y es actualmente de gran importancia en

inferencia estadística acerca de una distribución normal multivariada, como en la estimación de

las matrices de covarianza, en el estudio de componentes principales, pruebas de verosimilitud en

estadística multivariada, entre otros problemas; ver por ejemplo el libro [19].

El proceso cuadrado de Bessel, nombrado así en honor a Friedrich Bessel, es un proceso de

Markov continuo con importancia tanto teórica como aplicada. Aparece, por ejemplo, en la teoría

de los procesos de Markov y difusiones, con aplicaciones a la teoría del tiempo local del movimiento

browniano [14], [26], a excursiones brownianas y tiempo reverso [14]. Asimismo es bastante conocido

por sus aplicaciones a la teoría en �nanzas [3], [7], [23]. El proceso cuadrado de Bessel puede ser

de�nido en varios contextos; mediante su generador in�nitesimal [13], como la parte radial de un

movimiento browniano d�dimensional [15], [16] o como la solución de una ecuación diferencial

estocástica [21]. Este proceso es de especial interés en esta tesis ya que el proceso de Wishart es el

análogo matricial del proceso cuadrado de Bessel y también se encuentra relacionado con el proceso

de eigenvalores.

En 1989 Marie-France Bru [4] estudió el espectro de matrices varianza-covarianza brownianas;

motivada por el análisis de componentes principales y también realizó un análisis espectral de

matrices de correlación. La importancia de su artículo es que realiza los primeros estudios del

comportamiento dinámico de un proceso continuo que para cada tiempo �jo posee distribución

de Wishart. Éste es el análogo matricial del proceso cuadrado de Bessel, más especí�camente el

producto de matrices brownianas.

En un artículo posterior en 1991, Bru [5] de�nió el proceso de Wishart X = (Xt; t � 0) como la

solución a una ecuación diferencial estocástica matricial que incluye una familia más amplia que los

procesos estudiados en [4] y que incluye parámetros matriciales Q y K. Bru mostró que este nuevo

proceso existe solamente para matrices Q, K que conmutan y siempre y cuando los eigenvalores

del proceso se mantengan distintos. En esta tesis llamamos Proceso de Wishart estándar al caso

en que Q = Ip y K = 0, para el cual se cumple que cada tiempo t �jo, Xt se distribuye como una



extensión de la distribución de Wishart central. La extensión es en el sentido de que la distribución

de Wishart central depende de un parámetro n 2 N y la extensión es para una distribución que

incluye un parámetro � 2 R+, similar al caso del proceso cuadrado de Bessel �-dimensional.

En 2008 Oliver Pfa¤el [21] consideró en su tesis de maestría una de�nición más general del pro-

ceso de Wishart que la considerada en [5], la cual en este trabajo llamaremos proceso de Wishart

general. Sin imponer restricción en K y Q ni la condición de la no colisión de los eigenvalores, en

[21] se demuestra que el proceso de Wishart general existe y es único, en [17] se demuestra que un

conjunto de procesos que incluyen al proceso de Wishart general existen; ambas demostraciones

se desarrollan usando herramientas del cálculo estocástico matricial. Para el proceso de Wishart

general se cumple que para cada tiempo t �jo, Xt se distribuye como una extensión de la distribu-

ción Wishart no central. La extensión es en un sentido análogo al descrito anteriormente para el

parámetro � 2 R+.

El objetivo principal de este trabajo es presentar de manera uni�cada resultados básicos del

proceso de Wishart, estudiar su proceso de eigenvalores y resultados recientes sobre la dinámica de

algunas propiedades distribucionales, utilizando el enfoque de cálculo estocástico.

De especial interés en este trabajo es el realizar de manera detallada el estudio de los valores

propios del proceso de Wishart. Éste fue iniciado por [4], [5] en el caso del proceso de Wishart están-

dar, encontrando la ecuación diferencial estocástica que obedece este proceso, el cual se comporta

como un proceso cuadrado de Bessel mas un término de no colisión de los eigenvalores.

Una aportación de esta tesis es el estudio detallado de los eigenvalores del proceso de Wishart

general. Especí�camente, se obtiene una ecuación diferencial estocástica que describe la dinámica

de estos eigenvalores. Esto requiere primero de una extensión de algunas técnicas propuestas por

Bru y en especial una modi�cación del llamado argumento de McKean; resultado que conjeturamos

permite mostrar que los eigenvalores del proceso de Wishart general nunca colisionan. Asimismo,

con el propósito de dar una interpretación de la dinámica de los eigenvalores propios del proceso

de Wishart general, en este trabajo se hace la propuesta de una de�nición aún más general del

proceso de Wishart estudiada en [21] y más generalmente en [17], estudio que proponemos realizar

posteriormente.

Con respecto a las propiedades distribucionales del proceso de Wishart, recientemente han sido

considerados varios resultados. En 2007 Vostrikova y Graczyk [25] proporcionaron fórmulas recur-
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sivas para los momentos y esperanzas de funcionales del proceso de Wishart estándar vía cálculo

estocástico. En 2010 Alfonsi y Ahdida [1] estudiaron propiedades distribucionales de procesos a�nes

y usan el generador in�nitesimal con el propósito de generar distribuciones de Wishart y generar

el proceso de Wishart general y procesos a�nes en matrices semipositivas de�nidas sin alguna

restricción en los parámetros.

Hay varias propiedades y aspectos del proceso de Wishart que no se consideran en este trabajo.

Por ejemplo, resultados relacionados con comportamiento límite o matrices con entradas complejas;

el proceso de Wishart libre o la distribución asintótica espectral como en [6] y [20]; o propiedades

sobre las relaciones de las medidas del proceso de Wishart con respecto a dimensión diferente [9].

La estructura de la tesis es la siguiente. El Capítulo 1 presenta la nomenclatura y resultados

clásicos del cálculo estocástico real y matricial que serán de utilidad en el desarrollo de la tesis. Así

mismo se formula y demuestra una extensión del argumento de McKean, el cual se usa para probar

la no colisión del proceso de eigenvalores del proceso de Wishart general en la Sección 5.3.

En el Capítulo 2 se presenta la de�nición general del proceso de Wishart propuesta por Bru

[5] y estudiada por Pfa¤el [21] y por Mayerhofer, Pfa¤el y Stelzer [17] y se recopilan resultados

recientes y generales sobre su existencia y unicidad, presentado las pruebas de los resultados más

importantes. Se mencionan los procesos a�nes y su relación con el proceso de Wishart y se presenta

el generador in�nitesimal de este proceso. Finalmente se expone y demuestra una generalización

de un resultado enunciado sin demostración por Bru ([5, Sección 5.3]). Esto caracteriza el proceso

de Wishart general.

El Capítulo 3 está dedicado a las propiedades distribucionales del proceso de Wishart, tal como

la transformada de Laplace y los momentos, los cuales han sido estudiados recientemente por

Vostrikova y Graczyk [25] y Alfonsi y Ahdida [1]. Se muestra que los momentos del proceso de

Wishart en el caso estándar pueden ser calculados por recurrencia, usando cálculo estocástico.

En el Capítulo 4 se presenta el algoritmo propuesto por Ahdida y Alfonsi [1] para generar

un proceso de Wishart sin restricción en los parámetros. La idea principal de este algoritmo

se basa en una descomposición del generador in�nitesimal del proceso de Wishart y propiedades

distribucionales presentadas en el Capítulo 3.

Finalmente, en el Capítulo 5 se aborda el estudio del comportamiento dinámico de los eigen-

valores del procesos de Wishart primero en el caso estudiado por Bru [5] y posteriormente los
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detalles del caso general. Para �nalizar el capítulo se proporciona una interpretación del compor-

tamiento dinámico de los eigenvalores dando como resultado el planteamiento de un posible proceso

de Wishart aún más general.

Con el objetivo de hacer la lectura de este trabajo lo más auto contenida posible se incluyen

tres apéndices. En el Apéndice A se encuentran resultados relacionados con matrices deterministas.

En el Apéndice B se presentan de�niciones y resultados relacionados con las matrices aleatorias

que son de utilidad en este trabajo. En el Apéndice C se demuestran resultados auxiliares que se

utilizan en este trabajo.
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Capítulo 1

Preliminares de Cálculo Estocástico

El objetivo principal de este capítulo es presentar las herramientas de cálculo estocástico real y

matricial que son necesarias para el estudio del proceso de Wishart y otros procesos estocásticos

que se obtienen a partir de éste. En particular se describe el proceso cuadrado de Bessel; un proceso

importante tanto por su contenido teórico como por sus aplicaciones y debido a que el proceso de

Wishart es el análogo matricial del proceso cuadrado de Bessel. Así mismo se incluye el llamado

argumento de McKean y presentamos una extensión de éste, el cual se usa para probar la no colisión

del proceso de eigenvalores del proceso de Wishart en el Capítulo 5.

1.1 Notación

La nomenclatura que se utiliza en esta tesis es usual y es fácilmente interpretable para un lector con

conocimiento básico de álgebra y espacios de matrices, sin embargo conviene repasar la notación.

Se denota con R el conjunto de los números reales y R+ como el conjunto de los reales no

negativos, Rp = f(x1; :::; xp) : xi 2 Rg y Rp+ = f(x1; :::; xp) : xi 2 R+g.

La nomenclatura para el espacio de las matrices se describe a continuación:

Mp;q (R) es el conjunto de las matrices de tamaño p�q con entradas en R y si p = q se escribirá

Mp (R). El grupo de las matrices invertibles en Mp (R) se denota como Gp (R) : Las matrices

simétricas en Mp (R) son representadas por Sn. Recuérdese que el cono de las matrices positivas

(negativas) de�nidas S 2Mp (R) son aquellas que para toda x 2 Rpn
n�!
0
o
cumplen que x>Sx > 0

(< 0), serán denotadas por S+p
�
S�p
�
. Se utiliza la notación S+p para la cerradura de S+p enMp (R),
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es decir el conjunto de las matrices semipositivas de�nidas en Mp (R). El orden parcial en Sp
inducido por el cono es denotado por �, y x > 0 sí y sólo si x 2 S+p .

Ahora se de�ne la notación para algunas funciones de�nidas enMp (R). La transpuesta de una

matriz cuadrada x se denota como x>, la adjunta de la matriz x es adj (x), la traza de x se escribe

como Tr(x), y la dimensión de la imagen de x; es decir, el rango de x se denota por Rk (x).

Dotemos a Sp con el producto escalar hx; yi := Tr (xy). Mientras no se diga lo contrario k�k

denota la norma asociada y d
�
x; @S+p

�
es la distancia de x 2 S+p a la frontera @S+p .

Algunos elementos de Mp (R) con importancia para la descomposición de cualquier matriz

cuadrada p� p como suma de matrices en bloques se de�nen a continuación. La matriz identidad

en Mp (R) se denota como Ip y para n � p, Inp = (1i=j�n)1�i;j�p y e
n
p = (1i=j=n)1�i;j�p de tal

forma que Inp =
Pn
i=1 e

i
p. Denótese para 1 � i; j � p, ei;jp = (1k=i;l=j)1�k;l�p.

1.2 Elementos de Cálculo Estocástico

En esta sección se recopilan de�niciones y resultados clásicos de cálculo estocástico en R.

Se comienza con una de�nición básica.

De�nición 1.1 (Espacio de probabilidad �ltrado) Una cuádrupla
�

;G; (Gt)t2R+ ; Q

�
es lla-

mado un espacio de probabilidad �ltrado si 
 es un conjunto no vacío, G es una ��álgebra en 
,

(Gt)t2R es una familia creciente de sub-��álgebras de G (una �ltración) y Q es una medida de

probabilidad en (
;G).

De�nición 1.2 (Condiciones usuales) Un espacio de probabilidad �ltrado
�

;G; (Gt)t2R+ ; Q

�
satisface las condiciones usuales sí y sólo si

i) La �ltración es continua por la derecha, es decir, \s>tGs = Gt 8t � 0 y

ii) (Gt)t2R+ es completo, es decir, G0 contiene a todos los conjunto de G de medida 0.

Se asume a partir de ahora que cualquier espacio �ltrado
�

;F ; (Ft)t2R+ ; P

�
que se convoque

en este trabajo es un espacio de probabilidad �ltrado que satisface las condiciones usuales.

De�nición 1.3 (Variable Aleatoria Real) Una variable aleatoria real X es una función medi-

ble

X : (
;G)! (R;B) :
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Se de�ne un proceso estocástico en R.

De�nición 1.4 (Proceso Estocástico Real) Una función medible

X : R+ � 
! R;

(t; !) 7�! X (t; !) = Xt (!)

es una proceso estocástico si X (t; !) es una variable aleatoria para toda t 2 R+.

Se de�ne a continuación una martingala.

De�nición 1.5 (Martingala) Dada una �ltración (Ft)t�0 en el espacio de probabilidad (
;F ; P )

y un proceso estocástico real X = (Xt)t2T para T � R un conjunto que suele representar el tiempo.

Se dice que (Xt;Ft)t2T es una martingala si y sólo si para cada t 2 T se cumple:

i) X es adaptado a la �ltración (Ft)t�0 ; es decir que Xt es Ft �medible 8t 2 T .

ii) E (jXtj) <1 8t 2 T;

iii) Xt = E (XsjFt) 8t 2 T con t < s.

El movimiento browniano uno de los procesos estocásticos continuos más conocidos. Por una

parte, por su origen al tratar de modelar el movimiento, aparentemente errático, de las partículas

de tamaño ín�mo que se encuentran en una solución en reposo. Por otro lado por toda la teoría

desarrollada alrededor de este proceso.

De�nición 1.6 (Movimiento Browniano Real Estándar) Un movimiento browniano en R es

una proceso continuo adaptado W = fWt;Ft; t 2 R+g de�nido en algún espacio de probabilidad

�ltrado
�

;F ; (Ft)t2R+ ; P

�
, con la propiedad de que W0 = 0 c.s., Wt�Ws es independiente de Fs

y está normalmente distribuido con media cero y varianza t� s.

La siguiente de�nición está relacionada con resultados de convergencia de momentos en espacios

�ltrados. Será de utilidad en la sección de los momentos del proceso de Wishart estándar.
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De�nición 1.7 (Integrabilidad Uniforme) Una familia de variables aleatorias fXtgt2T , donde

T es una familia de índices arbitraria, se dice uniformemente integrable si y sólo si

lim
A!1

Z
jXtj>A

jXtjdP = 0

uniformemente en t 2 T .

El siguiente resultado que caracterización cuándo un proceso es uniformemente integrable se

encuentra en [8, pág 101] con su respectiva demostración.

Teorema 1.1 (Caracterización de Integrabilidad Uniforme) La familia fXtg es uniforme-

mente integrable si y sólo si las siguiente dos condiciones se satisfacen:

i) E jXtj es acotada en t 2 T .

ii) Para toda � > 0, existe � (�) > 0 tal que para cualquier E 2 F

P (E) < � (�) =)
Z
E
jXtj dP < � 8t 2 T:

Se describe a continuación una equivalencia entre la convergencia de momentos y la convergencia

en probabilidad. Se puede ver este teorema con su respectiva demostración en [8, pág 101]. Este

resultado está demostrado para variables aleatorias, pero siguiendo la demostración es válido para

matrices aleatorias.

Teorema 1.2 (Convergencia de Momentos) Sea 0 < r < 1, Xn con momento r-ésimo, y

Xn ! X en probabilidad. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes.

i) fjXnjrg es uniformemente integrable;

ii) Xn ! X en media r-ésima;

iii) E jXnjr ! E jXjr <1.

Se presenta a continuación una generalización del llamado argumento de McKean. Este teorema

permite mostrar que una familia de procesos que incluyen al proceso de Wishart existen en R+:
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Esta generalización del argumento de McKean fue enunciado y demostrado en [17, Proposición 3.4].

La demostración sigue un argumento de reducción al absurdo utilizando que toda martingala local

parada es un movimiento browniano parado con cambio de tiempo (Teorema 1.13).

Teorema 1.3 Sea Z = (Zt)t2R+ un proceso cádlág adaptado real valuado en un intervalo estocás-

tico [0; �0) tal que Z0 > 0 c.s. y

�0 := inf ft � 0 : Zt� = 0g :

Supóngase que h : R+n f0g ! R satisface lo siguiente:

i) Para toda t 2 [0; �0) se tiene que h (Zt) = h (Z0) +Mt + Pt; donde

� (a) P es una proceso cádlág adaptado localmente acotado y no negativo en [0; �0) ;

(b) M es una martingala local continua en [0; �0) con M0 = 0;

ii) limx!0 h (x) = �1 o respectivamente 1:

Entonces �0 =1 casi seguramente.

El siguiente resultado, el llamado argumento de McKean puede encontrarse en [21, pág 21].

La demostración sigue las mismas ideas que el teorema anterior. Sin embargo, bajo el teorema

anterior, este resultado es un corolario directo cuando P es un proceso creciente. El argumento de

McKean se incluye en este trabajo de tesis porque es utilizado para la obtención de otra versión de

este argumento.

Teorema 1.4 (Argumento de McKean) Sea r un proceso estocástico en R+ tal que P (r0 > 0) =

1 y h : R+ ! R tal que

i) h (r) es una martingala local continua en el intervalo [0; �0) para �0 = inf fs : rs = 0g ;

ii) limx!0+ h (x) =1 o respectivamente limx!0+ h (x) = �1:

Entonces �0 =1 casi seguramente.
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Los resultados expuestos y demostrados en este trabajo giran en torno a la solución fuerte de

una ecuación diferencial estocástica. La siguiente de�nición explica este concepto.

De�nición 1.8 (Solución de EDE) Sea
�

;G; (Gt)t2R+ ; Q

�
un espacio de probabilidad �ltrado

que satisface las condiciones usuales y considérese la ecuación diferencial estocástica

dXt = b (t;Xt) + � (t;Xt) dWt, X0 = x0

donde b : R+ � R ! R y � : R+ � R ! R son funciones medibles, x0 2 R y W un movimiento

browniano.

i) Un par (X;W ) de procesos continuos Gt � adaptados de�nidos en
�

;G; (Gt)t2R+ ; Q

�
es lla-

mado solución de (1.1) en [0; T ), T > 0 si W es un Gt�Movimiento browniano y

Xt = X0 +

Z T

0
b (s;Xs) ds+

Z T

0
� (s;Xs) dWs, 8t 2 [0; T ) :

ii) (X;W ) es una solución fuerte de (1.1) si X es adaptado a
�
GWt
�
t2R+, donde G

W
t = �c (Ws; s � t).

iii) Una solución (X;W ) de (1.1) que no es fuerte es llamada solución débil.

El estudio del comportamiento dinámico de los eigenvalores del proceso de Wishart y una

caracterización del proceso Wishart general requiere del siguiente resultado de representación de

martingalas; que se encuentra en [13, página 90].

Teorema 1.5 Sea
�

; (Ft)t�0 ;F ; P

�
un espacio de probabilidad �ltrado y M i martingala local

continua cuadrado integrable que inicia en 0 c.s. i = 1; 2; :::; d. Sean �i;j, i; j = 1; 2; :::; d y 	i;k; i =

1; 2; :::; d, k = 1; 2; :::; r procesos Ft �medibles tales que
R t
0 j�i;j (s)jds <1 y

R t
0 j	i;k (s)j

2 ds <1

8t � 0 c.s., �
M i;M j

�
t
=

Z t

0
�i;j (s) ds

y

�i;j (s) =

rX
k=1

	i;k (s)	j;k (s) :

10



Entonces en una extensión
�
~
;
�
~Ft
�
t�0

; ~F ; ~P
�
de
�

; (Ft)t�0 ;F ; P

�
existe un

�
~Ft
�
�movimiento

browniano Wt =
�
W 1
t ; :::;W

r
t

�
tal que

M i
t =

rX
k=1

Z t

0
	i;k (s) dW

k
s

1.3 Cálculo Estocástico Matricial

El propósito de esta sección es exponer las herramientas del cálculo estocástico matricial que se

utilizan para el estudio del proceso de Wishart general. Estas de�niciones y resultados pueden

encontrarse en [17] y [21].

De�nición 1.9 (Matriz Proceso Estocástico) Una función medible

X : R+ � 
!Mm;n (R) ;

(t; !) 7�! X (t; !) = Xt (!)

es una matriz proceso estocástico si X (t; !) es una matriz aleatoria para toda t 2 R+. Además, X

es llamado proceso estocástico en S+p si X : R+ � 
! S+p .

De�nición 1.10 (Proceso Estocástico en un Intervalo Aleatorio) Una familia (Xt)t2R+ de

matrices aleatorias en ft < T g ; con T un tiempo de paro, es llamado proceso estocástico en [0; T ) :

Si Xt es ft < Tg \ Ft �medible para toda t 2 R+; entonces se dice que X es adaptado.

Para de�nir la ley de probabilidad PX de un proceso estocástico X; se considera a X como

una matriz aleatoria en el espacio funcional
�
Mm;n (R)R

+

; eF� con la �� �algebra generada por los
cilindros

f! 2 
 : Xt1 (!) 2 F1; :::; Xtk (!) 2 Fkg

k 2 N y donde Fi �Mm;n (R) son conjuntos de Borel.

X : (
;F ; P )!
�
Mm;n (R)R

+

; eF� es una función medible con ley PX .
De�nición 1.11 (Movimiento Browniano Matricial) Un movimiento browniano matricialW

en Mn;p (R) es una matriz que consiste de movimientos brownianos independientes estándar de

11



dimensión uno. Es decir, Wi;j son movimientos brownianos independientes estándar (de�nición

1.6), 1 � i � n, 1 � j � p. La notación será W � BMn;p (y W � BMn si p = n).

De�nición 1.12 (Martingala Local Matricial) Un proceso estocástico X en Mp (R) es lla-

mado martingala local en R+ si cada componente de X es una martingala local en R+, es decir,

si existe una sucesión estrictamente creciente de tiempos de paro (Tn)n2N ; con Tn
c:s! 1 tal que

(Xn^Tn)ij es martingala para toda i; j.

De�nición 1.13 Un proceso adaptado M en [0; T ) es llamado martingala local continua en [0; T )

si existe una sucesión creciente de tiempos de paro (Tn)n2N y una sucesión de martingalas continuas�
M (n)

�
n2N (en la forma usual en [0;1)) tal que limn!1 Tn = T c.s. y Mt =M

(n)
t en ft < Tng :

De�nición 1.14 (Semimartingala) Un proceso estocástico X es una semimartingala si X se

puede descomponer como X = X0 +M + A, donde M es una martingala local y A es un proceso

adaptado de variación �nita.

Se asumirá a partir de ahora que las semimartingalas que se mencionen son continuas a menos

que se diga lo contrario.

La integral estocástica matricial, que será fundamental para de�nir el proceso de Wishart, se

de�ne a continuación a partir de las integrales estocásticas de Itô de sus entradas.

De�nición 1.15 (Matriz Integral Estocástica) Sean W � BMn;p y X y Y procesos estocás-

ticos en Mm;n (R) y Mp;q (R) respectivamente y un tiempo de paro T entonces la matriz integral

estocástica en [0; T ) es la matriz con entradas

�Z T

0
XtdWtYt

�
i;j

=
nX
k=1

pX
l=1

Z T

0
Xt;ikYt;ljdWt;kl;

81 � i � m; 1 � j � q.

De forma similar se de�ne la matriz de variación cuadrática a partir de las variaciones cuadráti-

cas de sus entradas.

De�nición 1.16 (Variación cuadrática) Para dos semimartingalas A 2Md;m (R), B 2Mm;n (R)

12



la matriz de variación cuadrada está de�nida como

[A;B]t;ij =
mX
k=1

[Aik; Bkj ]t 2Md;n (R) .

De�nición 1.17 Para una martingala local continua M en [0; T ) la variación cuadrática es el

proceso [M;M ] valuado en R [ f1g de�nido por

[M;M ]t = sup
n2N

h
M (n);M (n)

i
t^Tn

para toda t 2 R+:

La fórmula de Itô es uno de los resultados más importantes en cálculo estocásticos, ya que

permite expresar la imagen de una semimartingala bajo una función lo su�cientemente suave en

términos de la semimartingala original. En esta tesis se utilizan las siguientes versiones matriciales

de la fórmula de Itô.

Teorema 1.6 (Itô Leibnitz Matricial) Sea U � Mm;n (R) un conjunto abierto, X y Y semi-

martingalas continuas con valores en U . La fórmula de Itô para diferenciar el producto X>Y

es

d
�
X>Y

�
= X>dY + (dX)> Y + (dX) (dY )

Demostración. La demostración es directa aplicando la fórmula de Itô en R en cada entrada del

producto X>Y .

La notación (dX) (dY ) signi�ca d [X;Y ] :

A continuación se enuncia una variante de la fórmula de Itô que es utilizada más adelante [17,

Lema 4.4].

Teorema 1.7 Sea X una semimartingala no necesariamente continua con valores en S+p en un

intervalo estocástico [0; T ) y

f : S+p �! R

una función dos veces continuamente diferenciable. Si Xt� 2 S+p para toda t 2 [0; T ) y

X
0<s�t

k�Xsk <1

13



para t 2 [0; T ) donde �Xs = Xs �Xs�; entonces f (X) es una semimartingala en [0; T ) y

f (Xt) = f (X0) + Tr

�Z t

0
rf (Xs�)T dXc

s

�
+
1

2

Z t

0

nP
j;l=1

mP
i;k=1

@2

@Xij@Xkl
f (Xs�) d [Xij ; Xkl]

c
s

+
X
0<s�t

(f (Xs)� f (Xs�)) :

El siguiente teorema se sigue directamente del Teorema 1.7 para semimartingalas continuas.

Teorema 1.8 (Fórmula de Itô) Sea U �Mm;n (R) un conjunto abierto, X una semimartingala

continua con valores en U y sea f : U ! R una función dos veces continuamente diferenciable.

Entonces f (X) es una semimartingala continua y

f (Xt) = f (X0) + Tr

�Z t

0
Df (Xs)

T dXs

�
+
1

2

Z t

0

nP
j;l=1

mP
i;k=1

@2

@Xij@Xkl
f (Xs) d [Xij ; Xkl]s

con D =
�

@
@Xij

�
ij
.

La siguiente caracterización del movimiento browniano matricial será utilizada varias veces en

este trabajo.

Teorema 1.9 (Caracterización de Lévy del Movimiento Browniano) Sea W una martin-

gala local continua en el espacio (
;F ;P) que toma valores en Mp (R). Entonces W es un

movimiento browniano matricial p� p si y sólo si se cumplen

[Wi;j ;Wk;l]t =

�
t; si i = k y j = l

0; de otra forma

para toda i; j; k; l 2 f1; :::; pg.

A continuación se presentan varias nociones y resultados sobre ecuaciones diferenciales estocás-

ticas matriciales.
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De�nición 1.18 (Solución de EDE) Sea
�

;G; (Gt)t2R+ ; Q

�
un espacio de probabilidad �ltrado

que satisface las condiciones usuales y considérese la ecuación diferencial estocástica siguiente

dXt = b (t;Xt) + � (t;Xt) dWt, X0 = x0 (1.1)

donde b : R+ �Mm;n (R)!Mm;n (R) y � : R+ �Mm;n (R)!Mm;p (R) son funciones medibles,

x0 2Mm;n (R) y W � BMp;n.

i) Un par (X;W ) de procesos continuos Gt � adaptados de�nidos en
�

;G; (Gt)t2R+ ; Q

�
es lla-

mado solución de (1.1) en [0; T ), T > 0 un tiempo de paro, si W es un Gt�Movimiento

browniano y

Xt = X0 +

Z T

0
b (s;Xs) ds+

Z T

0
� (s;Xs) dWs, 8t 2 [0; T ) :

ii) (X;W ) es una solución fuerte de (1.1) si X es adaptado a
�
GWt
�
t2R+, donde G

W
t = �c (Ws; s � t)

es la ��álgebra generada porWs; s � t, que fue completada con todos los conjuntos que tienen

medida cero bajo Q.

iii) (X;W ) es una solución débil de (1.1) si no es una solución fuerte.

De�nición 1.19 (Unicidad de Soluciones) i) Se dice que la unicidad por trayectorias para

(1.1) se cumple si para cualesquiera dos soluciones (X 0;W 0) y (X;W ) de�nidas en el mismo

espacio de probabilidad �ltrado, X0 = X 0
0, W = W 0 implica que X y X 0 son indistinguibles,

i.e. para P�casi toda ! 2 
; Xt (!) = X 0
t (!), o de forma equivalente

P

 
sup

t2[0;1)



Xt �X 0
t



 > 0! = 0:
ii) Existe unicidad en ley para (1.1), si cualesquiera dos soluciones (X 0;W 0) y (X;W ) con posi-

bles movimientos brownianos independientesW , W 0 (en particular si (X 0;W 0) y (X;W ) están

de�nidos en espacios de probabilidad �ltrados distintos) y X0; X 0
0 tienen la misma distribu-

ción, entonces las leyes PX y PX
0
son iguales. En otras palabras , X y X 0 son dos versiones

del mismo proceso: tienen las mismas distribuciones �nito dimensionales (véase [15, pág 2]).
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Observación 1.1 i) Unicidad por trayectorias implica unicidad en ley, pero no es cierto la otra

dirección. Véase [15, Proposición 3.20, pág 309].

ii) El enunciado anterior tiene como consecuencia el que la existencia de una solución débil y la

unicidad por trayectorias implica solución fuerte. Véase [15, Corolario 3.23, pág 310]

iii) La de�nición de unicidad de trayectorias implica que existe a lo más una solución fuerte de

(1.1) módulo indistinguibilidad.

El siguiente teorema proporciona condiciones para la existencia fuerte de solución a una ecuación

diferencial estocástica hasta un tiempo de paro T y describe el comportamiento de la solución para

cuando t ! T . Este resultado es importante porque permite estudiar la existencia del proceso de

Wishart general. Se puede encontrar este resultado en [21, pág 17].

Teorema 1.10 (Existencia y Solución de EDE a Partir de Semimartingalas Continuas)

Sea U un subconjunto abierto deMd;n (R) y (Un)n2N una sucesión creciente de conjuntos convexos

cerrados tales que Un � U y [n2NUn = U . Supóngase que f : U !Md;m (R) es una función local-

mente Lipschitz y Z 2 Mm;n (R) es una semimartingala continua. Entonces para cada condición

inicial X0 que es U -valuada y medible existe un tiempo de paro T y una única U -valuada solución

fuerte X de la ecuación diferencial estocástica

dXt = f (Xt) dZt (1.2)

hasta el tiempo T > 0 c.s. En T < 1 se tiene que X alcanza la frontera @U o explota. Si f

satisface la condición de crecimiento lineal

kf (X)k2 � K
�
1 + kXk2

�
(1.3)

para alguna constante K 2 R+, entonces no puede ocurrir una explosión.

Para garantizar la unicidad de soluciones de una ecuación diferencial estocástica, se utiliza la

condición usual a las ecuaciones diferenciales ordinarias: condiciones de Lipschitz.
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De�nición 1.20 (Localmente Lipschitz) Sean (U; k�kU ) y (V; k�kV ) dos espacios normados y

W � U un abierto. Entonces la función f : W ! V es localmente Lipschitz , si para toda x 2 W

existe una vecindad abierta U (x) �W y una constante C (x) 2 R+ tal que

kf (z)� f (y)kV � C (x) kz � ykU 8z; y 2 U (x) :

Como en el caso clásico de las ecuaciones diferenciales estocásticas la solución de (1.2) es un

proceso de Markov (Teorema 1.11), ahora matricial.

De�nición 1.21 (Proceso Creciente) Un proceso cádlág adaptado X con valores en Sp es lla-

mado S+p � creciente si Xt � Xs c.s. para toda t > s � 0: Éste proceso es de variación �nita en

compactos por [2, Lema 5.21] y entonces una semimartingala.

De�nición 1.22 (Proceso de Puro Salto) Un proceso creciente es llamado de puro salto si

Xt = X0 +
X
0<s�t

�Xs;

donde �Xs = Xs �Xs�.

Para una semimartingala X se denota por Xc su parte continua. En este trabajo de tesis todas

las semimartingalas tendrán parte discontinua de variación �nita, es decir,
P
0<s�t k�Xsk es �nita

para toda t 2 R+; y se de�ne

Xc
t = Xt �

X
0<s�t

�Xs: (1.4)

De�nición 1.23 (Proceso de Markov) Sea U �Mp (R) un conjunto abierto. Sea Z un proceso

con valores en U , el cual es adaptado a la �ltración (Ft)t2R+.

i) Z es un proceso de Markov con respecto a la �ltración (Ft)t2R+ sí y sólo si

E (g (Zu) jFt) = E (g (Zu) jZt)

para toda t 2 R+, u � t y g 2 U ! R acotada y Borel medible.
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ii) Sea Z un proceso de Markov y defínase para toda s; t 2 R+; s � t la función de transición

Ps;t (Zs; g) := E (g (Zs) jZt) con g : U ! R acotada y borel medible. Si

Ps;t = P0;t�s =: Pt�s para toda s; t 2 R+; s � t

entonces se dice que el proceso de Markov Z es homogéneo en el tiempo.

iii) Un proceso de Markov homogéneo es llamado proceso de Markov fuerte si

E (g (ZT+s) jFT ) = Ps (ZT ; g) = E (g (ZT+s) jZT )

para toda g : U ! R acotada y Borel medible y todo tiempo de paro T �nito casi seguramente.

En analogía al caso univariado, para poder tener condiciones iniciales arbitrarias al problema

de ecuaciones diferenciales estocásticas es necesario agrandar el espacio de probabilidad.

De�nición 1.24 (Espacio de Probabilidad Agrandado) Sea
�

;F ; (Ft)t2R+ ; P

�
un espacio

de probabilidad �ltrado donde (Ft)t2R+ es continuo por la derecha y toda Ft es completada con

conjuntos de F que tienen P -probabilidad 0. Sea U �Mp (R) un subconjunto abierto deMp (R).

El espacio de probabilidad
�

;F ;

�
F t
�
t2R+ ;

�
P
y�
y2U

�
con


 = 
� U , F t = \u>t� (B (U)�Fu) ;

F = � (B (U)�F) ; P y = �y � P

es llamado la expansión de
�

;F ; (Ft)t2R+ ; P

�
. La medida �y es la medida de Dirac con respecto

a y 2 U .

Una matriz aleatoria Z : 
!Mp (R) se extiende sobre 
 como Z ((y; !)) = Z (!).

El resultado siguiente es especialmente importante para estudiar el generador in�nitesimal de

un proceso de Wishart.

Teorema 1.11 (Propiedad de Markov de Solución de una EDE) Supónganse las hipótesis

del Teorema 1.10 a excepción del crecimiento lineal, pero supóngase que Z es un movimiento

browniano con deriva en Mm;n (R). Supóngase además que T = 1 para todo valor inicial U .
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Considérese el espacio de probabilidad expandido
�

;F ;

�
F t
�
t2R+ ;

�
P
y�
y2U

�
y de�nase X0 como

X0 ((y; !)) := y para toda y 2 U . Entonces la única solución fuerte X de

dXt = f (Xt) dZt (1.5)

es un proceso de Markov homogéneo en el tiempo en U bajo cualquier medida de probabilidad de la

familia
�
P
y�
y2U .

El Teorema de Girsanov es un resultado clásico y una herramienta crucial de la teoría de las

ecuaciones diferenciales estocásticas. Permite construir una medida de probabilidad Q tal que el

movimiento browniano con deriva sobre la medida de probabilidad P es un movimiento browniano

matricial sobre Q. Antes de enunciar este teorema se de�ne la exponencial estocástica matricial.

De�nición 1.25 (Exponencial Estocástica) Sea X una semimartingala. La única solución

Z = � (X) de

dZt = ZtdXt; Z0 = 1

es llamado exponencial estocástica de X.

Teorema 1.12 (de Girsanov para matrices aleatorias) Sea T > 0, W � BMp y U un pro-

ceso estocástico adaptado y continuo con valores enMp (R) tal que�
�

�
Tr

�
�
Z t

0
U>s dWs

���
t2[0;1)

es una martingala, por ejemplo que satisfaga la condición de Novikov:

E
�
exp

�
Tr

�
1
2

Z T

0
U>Udt

���
<1:

Entonces bQ = Z �

�
Tr

�
�
Z T

0
U>t dWt

��
dP

es una medida de probabilidad equivalente y

cWt =

Z t

0
Usds+Wt
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es un bQ-movimiento browniano en [0; T ).
El siguiente resultado se prueba en [17, Lema 4.3]. Es utilizado para mostrar que el proceso de

Wishart existe y usa el concepto de movimiento browniano W h en [0; T ) ; con T un tiempo de paro

predecible.

De�nición 1.26 (Movimiento Browniano en [0; T )) Sea T un tiempo de paro. Una martin-

gala local continua W en [0; T ) es un movimiento Browniano en [0; T ) ; si [W;W ]t = t en [0; T ).

Lema 1.1 Sea X 2 S+p un proceso estocástico adaptado cádlág en el intervalo estocástico [0; T )

con T un tiempo de paro predecible, W � BMp y h : Mp (R) ! Mp (R). Entonces existe un

movimiento browniano W h en [0; T ) tal que

Tr

�Z t

0
h (Xu�) dWu

�
=

Z t

0

r
Tr
�
h (Xu�)

> h (Xu�)
�
dW h

u :

El lema que sigue es utilizado para mostrar en la Sección 2.2 que algunos procesos que se de�nen

en esa misma sección son procesos cuadrados de Bessel.

Lema 1.2 Sea X 2 S+p un proceso estocástico, W � BMp y h : Mp (R) ! Mp (R). Entonces

existe un movimiento browniano W h en R tal que

Tr

�Z t

0
h (Xu) dWu

�
=

Z t

0

r
Tr
�
h (Xu)

> h (Xu)
�
dW h

u :

Demostración. El movimiento browniano que se busca es

W h
T =

pX
i;n=1

Z T

0

h (Xt)r
Tr
�
h (Xt)

> h (Xt)
�dWt;ni.

Para mostrar que W h
T es movimiento browniano se utiliza el Teorema de caracterización de Lévy

(Teorema 1.9).

Una demostración detallada puede encontrarse en [21, pág 32].

Otra forma de probar este lema es utilizando directamente el Lema 1.1 con T =1.

El siguiente resultado se utiliza para mostrar una modi�cación del argumento de McKean (Teo-

rema 1.4) que se propone en este trabajo.
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Teorema 1.13 Sea �0 <1 un tiempo de paro y M una martingala local continua en el intervalo

[0; �0). Sea

Tt := inf fs : [M;M ]s > tg

(con la convención de que inf f;g = 1) entonces Wt := MTt es un FTt�movimiento browniano

parado en el intervalo
�
0; [M;M ]�0

�
; es decir un movimiento browniano con respecto a la �-álgebra

FTt =
�
A 2 F : A \ fTt � tg 2 Ft; t 2 R+

	
que está parado en [M;M ]�0. Además, Mt =W[M;M ]t

, es decir que M es un cambio de tiempo del

movimiento browniano parado.

Para la demostración del teorema anterior ver [21, pag 21].

En el siguiente teorema, con su respectiva demostración, es una modi�cación del argumento

de McKean. Esta versión del argumento de McKean se desarrolló en este trabajo para generalizar

un resultado de [5] que describe el comportamiento dinámico de los eigenvalores del proceso de

Wishart, en particular, permitirá en la sección 5.3 demostrar que los eigenvalores de un proceso de

Wishart no colisionan c.s.

Teorema 1.14 (Argumento de McKean II) Sea r un proceso estocástico en Rp+ continuo tal

que

P (ri (0) = rj (0) para algún i 6= j) = 0

y h : Rp+ ! R tal que

i) h (r) es una martingala local continua en el intervalo [0; �0) para

�0 = inf fs : ri (s) = rj (s) alguna i 6= jg ;

ii) lim
xi�xj!0
i6=j

h (x1; :::; xp) =1 o respectivamente lim
xi�xj!0
i6=j

h (x1; :::; xp) = �1:

Entonces �0 =1 casi seguramente.
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Demostración. Nótese que �0 es un tiempo de paro porque si se de�ne

� ij = inf fs : ri (s)� rj (s) = 0g

para 1 � i < j � p que son tiempos de paro entonces �0 se puede escribir como �0 = min f� ijg lo

que implica que �0 es también un tiempo de paro.

Supongamos que �0 <1:

De�nase M := h (r) y Tt como en el Teorema 1.13. M es una martingala local continua en

[0; �0] y por el Teorema 1.13 se concluye que Wt := MTt es un movimiento browniano parado en�
h (r0) ; [M;M ]�0

�
. Nótese que P (ri (0) = rj (0) para algún i 6= j) = 0 implica que �0 > 0.

Considérese el caso lim
xi�xj!0
i6=j

h (x1; :::; xp) = 1. En el intervalo [0; �0), el proceso h (rt) toma

todos los valores en
h
�h (r0) ;1

�
, en particular [h (r) ; h (r)]�0 = [M;M ]�0 > 0. Para �0 < 1 se

tiene limt![M;M ]�0
Tt = �0 por lo que limrTt!r�0Wt =1.

Se tiene dos casos:

� [M;M ]�0 < 1 entonces se llega a una contradicción porque un movimiento browniano no

puede ir a 1 en una cantidad �nita de tiempo.

� [M;M ]�0 =1; implica que W es un movimiento browniano en R+ que converge a 1 c.s. lo

que es una contradicción porque

P (Wt � 0 un número in�nito de veces para t!1) = 1

Ambos casos implican una contradicción por lo que se concluye que � =1 c.s.

El caso lim
xi�xj!0
i6=j

h (x1; :::; xp) = �1 es análogo.

1.4 Proceso de Cuadrado de Bessel

En esta sección se presenta el proceso cuadrado de Bessel con el enfoque de cálculo estocástico.

Este proceso es un elemento importante del cálculo estocástico ([13, pág 237]) y bastante conocido

por sus aplicaciones a la teoría en �nanzas ([7], [23]). Así mismo, es de especial interés en esta tesis
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ya que el proceso de Wishart es el análogo matricial del proceso cuadrado de Bessel y también se

encuentra relacionado con el proceso de eigenvalores.

De�nición 1.27 (Proceso Cuadrado de Bessel) Sea � � 0 y W un movimiento browniano en

R. Una solución fuerte de

dXt = 2
p
jXtjdWt + �dt; X0 = x (1.6)

es llamado proceso cuadrado de Bessel de dimensión � y denotado por X � BESQ (�; x).

Observación 1.2 Se de�ne el proceso cuadrado de Bessel con j�j dentro de la raíz porque no se

sabe a priori si el proceso se mantiene no negativo. Se muestra más adelante que el proceso es no

negativo y se elimina el valor absoluto dentro de la raíz.

La razón por la que se le nombra proceso cuadrado de Bessel es porque las primeras de�niciones

involucran sumas de cuadrados de movimiento brownianos independientes. Se explica con más

detalle este punto en la Sección 2.1.

El siguiente teorema proporciona un resultado clásico de cálculo estocástico. La demostración

se puede encontrar en [28]. Este resultado es importante porque permite mostrar que el proceso de

Bessel existe y es único.

Teorema 1.15 (Unicidad de Trayectorias) Sea

dXt = � (Xt) dWt + b (Xt) dt (1.7)

una ecuación diferencial estocástica en R donde b; � : R ! R son funciones continuas y W un

movimiento browniano. Supóngase que existen funciones crecientes �; � : (0;1) ! (0;1) tales

que

j� (�)� � (�)j � � (j� � �j) ; 8�; � 2 R

con

Z 1

0
��2 (u) du =1 (1.8)

y

jb (�)� b (�)j � � (j� � �j) ; 8�; � 2 R

con

Z 1

0
��1 (u) du =1
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entonces la unicidad por trayectorias para (1.7) se cumple.

Una de las características principales del proceso cuadrado de Bessel es que siempre se mantiene

estrictamente no negativo. Esto se puede demostrar usando el argumento de McKean (Teorema

1.4) de�niendo �0 como el primer momento en que la solución a (1.6) se anula. Sin embargo, aquí

se presenta una prueba alternativa utilizando el siguiente resultado.

El teorema que sigue permite comparar soluciones de dos ecuaciones diferenciales a partir de

los parámetros de las ecuaciones. Es utilizado para mostrar que el proceso cuadrado de Bessel es

no negativo.

Teorema 1.16 (Comparación de Soluciones) Considérese las siguientes dos ecuaciones

dXt = � (Xt) dWt + b
1 (Xt) dt

dXt = � (Xt) dWt + b
2 (Xt) dt:

Ambas ecuaciones poseen soluciones únicas. Además, b1; b2 son dos funciones Borel medibles y

acotadas tales que b1 � b2 en todas partes y una de ellas es Lipschitz. Si
�
X1;W

�
es una solución

de la primera ecuación diferencial estocástica y
�
X2;W

�
es una solución de la segunda con respecto

al mismo W y si X1
0 � X2

0 c.s. entonces

P
�
X1
t � X2

t 8t 2 R+
�
= 1:

Observación 1.3 Skorokhod estudió la existencia de soluciones débiles de una ecuación diferencial

estocástica que incluye a la ecuación (1.1). De acuerdo a Skorokhod [24, pág 59],

dXt = 2
p
jXtjdWt + �dt; X0 = x (1.9)

siempre tiene una solución débil (aunque no necesariamente única). En esta situación, si la unici-

dad de (1.9) se cumple entonces existe una solución fuerte y única.

El siguiente enunciado es el resultado principal de esta sección. Proporciona la existencia,

unicidad y la no negatividad del proceso de Bessel. La idea de la demostración para la existencia y
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unicidad es mostrar que se cumplen las hipótesis del Teorema 1.15. La no negatividad se muestra

primero para el caso particular � = 0 y x = 0 y posteriormente se utiliza la solución de este caso

particular y se compara con la solución del caso general utilizando el Teorema 1.16.

Teorema 1.17 (Existencia, Unicidad y no-negatividad de Bessel) Para � � 0 y x0 � 0

existe una única solución fuerte no negativa X de

Xt = x0 + 2

Z t

0

p
XsdWs + �t (1.10)

en el intervalo [0;1). Además, si � � 2 y x0 > 0 la solución X es positiva c.s. en [0;1).

Demostración. Por las Observaciones 1.1 (pág. 16) y 1.3 existe una solución débil a (1.10). Si se

muestra que la solución es única se habrá mostrado que la solución es fuerte. Con el Teorema 1.15

se muestra la unicidad de solución para la ecuación diferencial estocástica siguiente

Xt = 2
p
jXtjdWt + �dt; X0 = x0: (1.11)

Sabemos que
���pz �pz0��� �pjz � z0j 8z; z0 � 0, entonces
2
���pj�j �pj�j��� � 2pjj�j � j�jj � 2pj� � �j = � (j� � �j) 8�; � 2 R;

además con � (u) = 2
p
u, es claro que

Z 1

0
��2 (u) du =

1

4

Z 1

0

1

u
du =1:

Por lo tanto si existe una solución a (1.11), ésta es única. La existencia y unicidad de solución

fuerte de (1.11) se ha mostrado.

A continuación se muestra que la solución nunca se vuelve negativa utilizando el Teorema 1.16.

Considérese el caso x10 = 0 y �
1 = 0. En este caso, es claro que la única solución de (1.11) es

X � 0. Además, para � general se mostró que existe una solución única X2. Por el Teorema de

comparación (Teorema 1.16) se concluye que

P
�
X2
t � X1

t 8t 2 R+
�
= P

�
X2
t � 0 8t 2 R+

�
= 1:
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Entonces X2
t es no negativa para toda t casi seguramente. Entonces X

2
t nunca se vuelve negativa

y podemos descartar j�j en (1.11). Se ha mostrado que el proceso de Bessel es no negativo.

Para mostrar que el proceso cuadrado de Bessel es positivo c.s. es su�ciente suponer � � 2 y

x > 0: Utilizando un comentario de Revuz y Yor [22, pág 442] se obtiene que f0g es polar, es decir

que

P (inf fs : Xs = 0g <1) = 0;

para todo valor inicial x0 > 0. Entonces en este caso la única solución fuerte X es un proceso

positivo c.s.
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Capítulo 2

Proceso de Wishart

En este capítulo se de�ne de forma general el proceso de Wishart y se recopilan resultados recientes y

generales sobre su existencia y unicidad y de procesos de�nidos de forma más general. Se presentan

las pruebas de los resultados más importantes.

Se menciona brevemente los procesos a�nes y su relación con el proceso de Wishart. Al �nal del

capítulo se presenta el generador in�nitesimal del proceso de Wishart y algunas de sus propiedades.

2.1 Proceso de Wishart Estándar

Sean Y1; :::; Yn; n variables aleatorias independientes normales estándar. Es bien conocido que

Z =
Pn
i=1 Y

2
i se distribuye como una ji � cuadrada con n grados de libertad. La distribución

ji-cuadrada aparece en una gran variedad de aplicaciones en la Inferencia Estadística.

Una generalización a las matrices aleatorias de la distribución ji� cuadrada es la distribución

de Wishart (De�nición B.13). El descubrimiento en 1928 de la distribución de Wishart ha con-

tribuido al desarrollo del análisis estadístico multivariado, ver por ejemplo a Muirhead en [19]. La

distribución de Wishart se puede obtener considerando S � Np;n (0;�
 In) una matriz aleatoria

de tamaño p � n con distribución normal (De�nición B.12) y de�niendo X = SS>. Entonces X

tiene distribución de Wishart central WISp (n;�) (Teorema 3.2.2 [11, pág 88]).

Considérese ahora un movimiento browniano matricial Nt = (ni;j (t)) real en Mn;p (R) con

condición inicial N0 = (ni;j (0)) (De�nición 1.11); de�nase Xt = N>
t Nt: Para t 2 R+ �ja, Xt tiene

una distribución de Wishart no central (Teorema 3.5.1 [11, pág 116]). Para el caso en que p = 1
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se obtiene el proceso cuadrado de Bessel como la suma de cuadrados de movimiento brownianos

independientes.

Veremos a continuación que (Xt)t�0 puede ser estudiado como la solución de una ecuación

diferencial estocástica matricial. De�nase W de la siguiente forma

dWt =
�p

Xt

��1
N>
t dNt (2.1)

que es un movimiento browniano (por caracterización de Lévy, Teorema 1.9), donde la raíz de una

matriz semipositiva de�nida Xt es como en A.1. Por otro lado, por la fórmula de Itô (Teorema 1.6)

y por de�nición de X

dXt = N>
t (dNt) + (dNt)

> dNt + nIpdt; (2.2)

luego, despejando dNt de (2.1) y sustituyendo en (2.2)

dXt =
p
XtdWt + dW

>
t

p
Xt + nIpdt:

Así, una forma alternativa de de�nir el proceso de Wishart es utilizando la ecuación diferencial

estocástica anterior pero considerando n 2 R+. De forma más general y en analogía con un proceso

cuadrado de Bessel, Bru [5] da la siguiente de�nición.

De�nición 2.1 (Wishart Estándar) Un proceso de Wishart (Xx
t )t�0 es una solución fuerte en

S+p a la siguiente ecuación diferencial estocástica (si es que existe):

dXx
t =

p
Xx
t dWt + dW

>
t

p
Xx
t + �Ipdt; X

x
0 = x 2 S+p , � > 0: (2.3)

Esta de�nición se puede generalizar aún más y es con la que se trabaja en la siguiente sección.

2.2 Proceso de Wishart General

Esta sección tiene el propósito de de�nir el proceso de Wishart general y describir resultados

generales de existencia y unicidad de este proceso. El proceso de Wishart general fue de�nido por

primera vez por Bru [5] utilizando condiciones en los parámetros. Pfa¤el [21] retomó la idea de la

de�nición y es la que se describe a continuación.
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De�nición 2.2 Sea W � BMp; Q;K 2 Mp (R) matrices arbitrarias, x 2 S+p el valor inicial y

� > 0 un número real no negativo. Entonces a la siguiente ecuación diferencial estocástica se le

llama la ecuación diferencial estocástica de Wishart:

dXx
t =

p
Xx
t dWtQ+Q

>dW>
t

p
Xx
t +

�
Xx
t K +K>Xx

t + �Q
>Q
�
dt; X0 = x: (2.4)

De�nición 2.3 (Proceso de Wishart) A una solución fuerte de (2.4) en S+p se le conoce como

un proceso de Wishart (de dimensión p� p) con parámetros Q, K, �, x.

Observación 2.1 El proceso de Wishart ha sido de�nido como un proceso en S+p y con condición

inicial también en S+p . Sin embargo los teoremas de existencia y unicidad del proceso de Wishart

que se describen en este capítulo muestran que siempre se mantiene en S+p siempre que x 2 S+p y

proporcionan condiciones sobre los parámetros para que este proceso sí exista.

Notación 2.1 Se denotará por WISp (x; �;K;Q) la ley de (Xx
t )t�0 un proceso de Wishart y como

WISp (x; �;K;Q; t) la distribución marginal de Xx
t .

Procesos estocásticos matriciales más generales que el proceso de Wishart han sido considerados

recientemente por [17] bajo el nombre de difusiones a�nes.

De�nición 2.4 (Difusiones A�nes) Sean x; � 2 S+p , Q 2 Mp (R) ; B 2 L (Sp (R)) una función

lineal en Sp (R) y W � BMp. Un proceso afín es una solución (fuerte o débil) a la siguiente

ecuación diferencial estocástica

Xx
t = x+

Z t

0
(�+B (Xx

s )) ds+

Z t

0

�p
Xx
s dWsQ+Q

>dWs

p
Xx
s

�
: (2.5)

Observemos que efectivamente un proceso de Wishart es un proceso afín: si 9� � 0 tal que

� = �Q>Q y 9K 2Mp (R) tal que 8x 2 Sp, B (x) = K>x+ xK:

En esta tesis consideramos sólo el caso de procesos de Wishart como elemento de las difusiones

a �nes, debido a que, por un lado este trabajo tiene como objetivo recopilar varios aspectos de este

proceso matricial para el cuál aún existen varios problemas por estudiar. Por otro lado consideramos

dejar para un estudio posterior procesos a�nes más generales que incluyen procesos con saltos,

mientras que el proceso de Wishart es un proceso continuo.
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Sin embargo, algunos resultados relacionados con procesos a�nes serán enunciados por lo que se

introduce la notación AFFp (x; �;B; a) para un proceso afín con condición inicial x y parámetros

�;B; a:

Por otro lado, para mostrar la existencia y unicidad de solución fuerte de (2.4) se muestra en

esta sección que existe solución a una ecuación más general que se describe a continuación.

Sean b 2 Sp; Q;K 2Mp; J un proceso con valores en Sp;

� : S+p �! S+p ;

g : S+p �! R+

funciones y considérese la siguiente ecuación diferencial estocástica matricial con condición inicial

Xx
0 = x 2 S+p

dXx
t =

q
Xx
t�dWtQ+Q

>dW>
t

q
Xx
t�

+
�
Xx
t�K +K>Xx

t� + �
�
Xx
t�
�
+ b
�
dt+ g

�
Xx
t�
�
dJt; (2.6)

Por el momento no se pedirán condiciones sobre los parámetros de la ecuación (2.6), pero sí serán

necesarias ciertas restricciones para mostrar que existe solución fuerte a esta ecuación y por con-

siguiente que existe el proceso de Wishart.

Antes de continuar con los teoremas de existencia y unicidad se proporciona a continuación una

interpretación intuitiva de (2.4) el objeto principal de estudio de este capítulo.

Véase la siguiente aproximación usual para h > 0 pequeño:

Xx
t+h = Xx

t +
p
Xx
t

Z t+h

t
dWtQ+Q

>
Z t+h

t
dW>

t

p
Xx
t�

Xx
t K +K>Xx

t + �Q
>Q
�
dt

Xx
0 = x.
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Obsérvese que Q controla la covarianza de las �uctuaciones distribuidas normalmente y estas dis-

tribuciones son proporcionales a la raíz cuadrada del proceso:

p
Xx
t

Z t+h

t
dWtQjXx

t �
p
Xx
t � Np;p

�
0; Ip 
Q>Qh

�
:

Las �uctuaciones decrecen rápido si el proceso se va a cero y como �Q>Q es positiva semide�nida,

� determina qué tan lejos de cero es la deriva.

Ahora consideremos la ecuación determinista equivalente a (2.4) y estudiaremos el compor-

tamiento para cuando t!1; es decir

dXx
t

dt
= Xx

t K +K>Xx
t +Q

>Q; Xx
0 = x:

Simpli�cando notación: C : Sp ! Sp; X 7�! XK +K>X, M = �Q>Q, se obtiene

dXx
t

dt
= CXx

t +M; Xx
0 = x:

Resolviendo:

Xx
t = e

Ct (x+ constantes)� C�1M:

Entonces si Re (� (K)) � (�1; 0) se tiene que limt!1Xx
t = �C�1M .

Como la ecuación determinística converge a �C�1M , entonces la ecuación estocástica �uctuaría

alrededor de �C�1M .

Antes de continuar con el estudio del proceso de Wishart es necesario el siguiente lema [17,

Lema 4.1].

Lema 2.1 En S+p se tiene

(i) r det (x) = det (x)
�
x�1

�
:

(ii) @2

@xij@xkl
det (x) = det (x)

h�
x�1

�
kl

�
x�1

�
ij
�
�
x�1

�
ik

�
x�1

�
lj

i
:

Es de gran importancia conocer la variación cuadrática del proceso de Wishart, por lo cual se

calcula a continuación.
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Lema 2.2 (Variación Cuadrática del Proceso de Wishart) Sea X �WISp (x; �;K;Q) : En-

tonces, siempre que el proceso (Xx
t )t�0 exista, su variación cuadrática es

d
�
Xx
ij ; X

x
kl

�
t
= Xx

t;ik

�
Q>Q

�
jl
dt+Xx

t;il

�
Q>Q

�
jk
dt+Xx

t;jk

�
Q>Q

�
il
dt+Xx

t;jl

�
Q>Q

�
ik
dt:

Demostración. La demostración es directa utilizando la ecuación (2.4) y que [Wi (t) ;Wj (t)] = �ijt

para movimientos brownianos independientes W 0
is y que [Wi (t) ; t] = 0.

De�nase

dHt :=
p
Xx
t dWtQ+Q

>dW>
t

p
Xx
t

y entonces [Hij ;Hkl] =
h
Xx
ij ; X

x
kl

i
.

De la de�nición de H

Hij (t) =
X
mn

�p
Xx
t

�
in
dWnm (t)Qmj +QmidWnm (t)

�p
Xx
t

�
nj

entonces el último sumando de d [Hij ;Hkl] es

X
mn

�p
Xx
t

�
nj

�p
Xx
t

�
nl
QmiQmkdt = Xx

t;jl

�
Q>Q

�
ik
dt:

Los demás sumandos se obtienen de la misma manera.

El siguiente lema, que se encuentra en [17, Lema 4.2], es una generalización del Lema 2.2.

La demostración sigue las mismas ideas que el resultado anterior. La notación superíndice c se

encuentra descrita por (1.4).

Lema 2.3 Considérese la solución Xx
t de (2.6) en [0; Tx), donde

Tx = inf
�
t � 0 : Xx

t� 2 @S+p �o Xx
t 62 S+p

	
: (2.7)

Entonces

d
�
Xx
ij ; X

x
kl

�c
t
=

�
Xx
t�;ik

�
Q>Q

�
jl
+Xx

t�;il

�
Q>Q

�
jk
+Xx

t�;jk

�
Q>Q

�
il
+Xx

t�;jl

�
Q>Q

�
ik

�
dt:
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A continuación se describen los teoremas de existencia y unicidad del proceso de Wishart. Para

demostrar el teorema más general de esta sección (existencia y unicidad del proceso de Wishart

general) se demuestra que existe solución a la ecuación (2.6). La existencia del proceso de Wishart

general se demuestra en [21] utilizando el Teorema 1.12 de Girsanov para matrices aleatorias. A

continuación se presenta una demostración más directa y menos restrictiva, dada recientemente en

el trabajo [17, Teorema 2.2].

Se enuncia y demuestra el primer teorema de existencia y unicidad del proceso de Wishart

después de la siguiente importante observación concerniente a la técnica de demostración de estos

teoremas.

Observación 2.2 Una razón por la que no se puede adaptar la demostración del Teorema 1.17

al caso matricial es debido a que el argumento de tipo Yamada-Watanabe del Teorema 1.15 no es

aplicable en nuestro caso, como se argumenta a continuación. En la versión matricial del Teorema

1.15, como es descrito por Pfa¤el [21, pág 31], la condición (1:8) corresponde a

Z
n
U2S+p :kUk�1

o
U 7�!�2(U)U�1 es cóncava

��2 (U)UdU =1:

Sin embargo, Z
n
U2S+p :kUk�1

o ��2 (U)UdU =
Z
n
U2S+p :kUk�1

o IpdU <1 (2.8)

para � (U) =
p
U: Por lo tanto el teorema no puede ser aplicado a este caso. Además, Pfa¤el [21,

pág 31] menciona que si (2:8) se cumple para p � 3, una ecuación diferencial estocástica con dos

soluciones puede ser construida y por lo tanto la unicidad de soluciones no es cierto. Sin embargo

se muestra que el proceso de Wishart es único.

Teorema 2.1 (Existencia y Unicidad de Wishart I) Para todo valor inicial x 2 S+p existe

una única solución X a la ecuación diferencial estocástica de Wishart en el cono S+p hasta el

tiempo de paro

T = inf fs : det (Xx
s ) = 0g > 0 c:s:

Demostración. Para esta prueba se utiliza el Teorema 1.10. Se muestra que se cumplen las

hipótesis requeridas.
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De�namos U := S+p .

�min : S
+
p ! (0;1) M 7! �min (M) = min

kvk=1
v>Mv (que es continuamente diferenciable).

De�niendo a Un :=
�
M 2 S+p : �min (M) � 1

n

	
= ��1min

��
1
n ;1

��
es cerrado.

Un es convexo porque 8M1;M2 2 Un; � 2 [0; 1]

�min (�M1 + (1� �)M2) = min
kvk=1

v> (�M1 + (1� �)M2) v

� �min v>M1v + (1� �)min v>M2v

� �
1

n
+ (1� �) 1

n
=
1

n
:

A continuación se reescribe la ecuación diferencial (2.4). De�namos el siguiente operador

ZXx = Z (Xx) :Mp (R)! Sp

Y 7�!
p
XxY Q+Q>Y >

p
Xx

y como antes

C : Sp ! Sp; Y 7�! Y K +K>Y:

Entonces reescribimos la ecuación (2.4)

dXx
t =

p
Xx
t dWtQ+Q

>dW>
t

p
Xx
t +

�
Xx
t K +K>Xx

t + �Q
>Q
�
dt

como

Xx
t =

Z t

0
ZXx

u
dWu +

Z t

0

�
CXx

u + �Q
>Q
�
du

=

Z t

0

� Z(Xx
u)

CXx
u+�Q

>Q

�>
d
�
Wu

uIp

�
=

Z t

0
f (Xx

u) dZu:

Donde es claro que Zu :=
�
Wu

uIp

�
es una semimartingala continua.
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Falta mostrar que f es localmente Lipschitz. Para una norma dada en Mp (R), de�nase la

siguiente norma enM2p;p (R) como




(Z; Y )>



M2p;p(R)

= kZkMp(R) + kY kMp(R) ;8Z; Y 2Mp (R) :

Entonces para toda S;R 2 S+p se tiene que

kf (S)� f (R)k = kZs �ZRk+ kC (S �R)k :

Pero como C es un operador acotado (ya que dimSp <1) ; entonces

kC (S �R)k � kCk k(S �R)k con kCk <1:

Sea S; R 2 S+p . Para Y 2Mp (R) arbitrario se tiene que

k(Zs �ZR)Y k =



�pS �pR�Y Q+Q>Y > �pS �pR�




� 2



pS �pR


 kY k kQk :

Entonces

k(ZS �ZR)k = sup
Y 2Mp(R)�f0g

k(Zs �ZR)Y k
kY k � 2




pS �pR


 kQk :
Sea Z 2 S+p . Como la función raíz cuadrada de una matriz es localmente Lipschitz, existe una

vecindad abierta U (Z) de Z tal que para toda S;R 2 U (Z)




pS �pR


 � C (Z) kS �Rk ;

entonces

k(Zs �ZR)k � 2C (Z) kQk kS �Rk

= : C 0 (Z) kS �Rk :
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Entonces f es localmente Lipschitz:

kf (S)� f (R)k = kZs �ZRk+ kC (S �R)k

� C 0 (Z) kS �Rk+ kCk k(S �R)k

=
�
C 0 (Z) + kCk

�
kS �Rk

= : K kS �Rk : (2.9)

Hasta ahora se ha probado que se cumplen todas las hipótesis del Teorema 1.10. Se ha mostrado

que existe un tiempo de paro T no cero tal que existe un único proceso S+p -valuado que es solución

fuerte de la ecuación (2.4) para t 2 [0; T ). Si T <1, el teorema nos dice que ST alcanza la frontera

de S+p o explota. Se muestra ahora que ST no puede explotar.

Fíjese R 2 U (Z) y sea S = Z, entonces por (2.9)

kf (Z)� f (R)k � K (kZk+ kRk) ;

entonces

kf (Z)� f (R)k2 � K2
�
kZk2 ++2 kRk kZk+ kRk2

�
� L

�
1 + kZk+ kZk2

�
;

con L = max
n
K2 kRk2 ; 2K2 kRk ;K2

o
: Como kZk � 1 + kZk2

kf (Z)� f (R)k2 � 2L
�
1 + kZk2

�
:

Entonces Z 7�! f (Z)� f (R) satisface una condición de crecimiento lineal y por lo tanto también

f . Se concluye que la solución toca la frontera de S+p cuando t! T c.s.

Obsérvese que se concluye que el proceso de Wishart existe siempre que se mantenga en S+p :

Para mostrar que el proceso de Wishart general existe en [0;1) se proporcionan condiciones para

que Xx
t se mantenga siempre en S+p . Pero antes los siguientes dos resultados.

Teorema 2.2 Para todo valor inicial x 2 S+p existe un tiempo de paro T > 0 y una única solución

fuerte a la ecuación diferencial estocástica de Wishart en [0; T ). Supóngase que T <1. Entonces
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existe una única solución fuerte (Xx
t )t2[0;T ] de la ecuación de Wishart en [0; T ) tal que X

x
t 2 S+p

para toda t 2 [0; T ) y Xx
T 2 @S+p . Entonces para toda z 2 Rd con z>Q>Qz = 1 el proceso�

z>Xx
t z
�
t2(0;T ] es un proceso cuadrado de Bessel con de dimensión � y condición inicial z>xz,�

z>Xx
t z
�
t2(0;T ] � BESQ

�
�; zTxz

�
. Además, si � � 2, el proceso

�
z>Xx

t z
�
t2(0;T ] pertenece positivo

casi seguramente. Además, sí Q 2 Gp (R) entonces para toda y 2 Rp; y 6= 0 se cumple y>Xx
t y > 0

para toda t 2 [0; T ] c.s.

Demostración. La solución requerida se obtiene por el Teorema 2.1. Sea z 2 Rp vector arbitrario

con z>Q>Qz = 1. La derivada de la función X 7�! z>Xz 2 R es

D
�
z>Xz

�
= (zizj)i;j = zz>

y por lo tanto sus segundas derivadas son cero.

Por la fórmula de Itô (Teorema 1.8):

d
�
x>Stx

�
= Tr

�
xx>dSt

�
= Tr

�
Qxx>

p
StdBt

�
+Tr

�p
Stxx

>Q>dB>t

�
+Tr

�
xx>�Q>Qdt

�
= 2Tr

�
Qxx>

p
StdBt

�
+Tr

�
xx>�Q>Qdt

�
= 2

q
Tr (Stxx>Q>Qxx>)dBt + �Tr

�
x>Q>x

�
dt (2.10)

= 2
q
Tr (Stxx>)dBt + �dt:

Se utilizó el Lema 1.2 en (2.10). Entonces
�
z>Xx

t z
�
t2[0;T ] � BESQ

�
�; z>xz

�
.

Si � � 2, por Teorema 1.17, el proceso
�
z>Xx

t z
�
t2[0;T ] es estrictamente positivo para toda

t 2 [0; T ] c.s. porque la condición inicial es mayor que cero.

Supóngase que Q 2 Gp (R). Para y 2 Rp, y 6= 0, entonces para z =
�
y>Q>Qy

�� 1
2 y se cumple

que z>Qz = 1 y por lo anterior z>Qz > 0 8t 2 [0; T ] c.s. Entonces también se obtiene que

y>Xx
t y > 0 8t 2 [0; T ].

Teorema 2.3 La traza del proceso de Wishart estándar (St)t�0 es un proceso cuadrado de Bessel

de dimensión �p.
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Demostración. Con la notación de la fórmula de Itô (Teorema 1.8) y Lema 1.2, sea h (X) = TrX,

entonces Dh = Ip y las segundas derivadas de h son cero. Aplicando la fórmula de Itô:

d (TrSt) = Tr (dSt)

= 2Tr
�p

StdWt

�
+Tr (�Ip) dt

= 2Tr
�p

StdWt

�
+ �pdt

= 2Tr (St) d�t + �pdt:

Por lo tanto TrSt es un proceso cuadrado de Bessel de dimensión �p y condición inicial TrS0.

A continuación se enuncia el resultado que asegura la existencia de solución fuerte a la ecuación

(2.6) en toda la recta positiva. Este resultado da como caso particular la existencia y unicidad del

proceso de Wishart general en [0;1).

Teorema 2.4 Sean b 2 Sp; Q;K 2Mp y consideremos la ecuación (2.6) en donde:

i) J es un proceso cádlág adaptado con valores en Sp el cuál es S+p � creciente y de tipo puro

salto,

ii) � : S+p �! S+p una función localmente Lipschitz con crecimiento lineal,

iii) g : S+p �! R+ una función localmente Lipschitz con crecimiento lineal.

Si b � (p+ 1)Q>Q; entonces la (2.6) tiene una única solución fuerte (Xx
t )t2R+ en S+p la cual

es adaptada y cádlág. En particular se tiene que

Tx : = inf
�
t � 0 : Xx

t� 2 @S+p �o Xx
t 62 S+p

	
= inf

�
t � 0 : Xx

t� 2 @S+p
	
=1 c.s.

Demostración. Por facilidad en la notación, en esta demostración se denota Xx
t como Xt.

Como los coe�cientes de (2.6) son localmente Lipschtiz y por el crecimiento lineal, teoría están-

dar de ecuaciones diferenciales estocásticas implica la existencia de un única solución fuerte local

adaptada, cádlág no explosiva hasta el tiempo de paro Tx. La demostración detallada de estas

a�rmaciones sigue la misma línea de ideas que el Teorema 2.1. Entonces solamente basta mostrar
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que Tx = 1 c.s. Para ello se hace uso de una generalización del argumento de McKean (Teorema

1.3).

De las suposiciones sobre g y J , se tiene que todos los saltos deben ser semipostivos de�nidos

y por lo tanto la solución no puede salirse de S+p . Esto implica que

Tx = inf
�
t � 0 : Xx

t� 2 @S+p
	
:

Por la continuidad por la derecha de Xt, Tx > 0 c.s.

Sea

Tn = inf
�
t 2 R+ : d

�
Xt; @S

+
p

�
� n �o kXtk � n

	
:

Entonces (Tn)n2N es una sucesión creciente de tiempos de paro tal que

lim
n!1

Tn = Tx;

por lo que Tx es predecible.

Introduzcamos la siguiente notación:

Zt : = det
�
e�KtXte

�K>t
�
;

h (z) : = ln (z) ;

rt : = h (Zt) ;

con lo que Tx se reescribe como

Tx = inf ft > 0 : rt� = 0g :

Por el Lema 2.1 (i) se obtiene

Tr (r (det (Xt�)) dXc
t ) = det (Xt�)

�
2
q
Tr
�
Q>QX�1

t�
�
dWt +Tr

�
(b+ � (Xt�))X

�1
t�
�
+ 2Tr (K)

�
dt
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para algún movimiento browniano unidimendional W en [0; Tx) dado por el Lema 1.1. Además,

por el Lema 2.1 (ii), el Lema 2.3 y cálculos directos se obtiene

1

2

X
i;j;k;l

@2

@xij@xkl
det (Xt�) d [Xij ; Xkl]

c
t = det (Xt�)

h
(1� p) Tr

�
Q>Q

�
X�1
t�

i
dt:

Por la fórmula de Itô (Teorema 1.7) y sumando las dos últimas ecuaciones se obtiene lo siguiente,

d (det (Xt)) = 2 det (Xt�)
q
Tr
�
Q>QX�1

t�
�
dWt + det (Xt)� det (Xt�)

+det (Xt�)
h
Tr
��
b+ � (Xt�) + (1� p)Q>Q

�
X�1
t�

�
+ 2Tr (K)

i
dt:

Usando nuevamente la fórmula de Itô se tiene

d (ln (det (Xt))) = 2
q
Tr
�
Q>QX�1

t�
�
dWt + ln (det (Xt))� ln (det (Xt�))

+Tr
h�
b+ � (Xt�)� (p+ 1)Q>Q

�
X�1
t�

i
dt+ 2Tr (K) dt:

Recuérdese que la matriz exponencial satisface det
�
eA
�
= eTrA para A 2 Mp: Usando esta

propiedad de la matriz exponencial se demuestra que

rt = ln (det (Xt))� 2Tr (K) t

y por lo tanto r satisface la siguiente ecuación:

drt = 2
q
Tr
�
Q>QX�1

t�
�
dWt +Tr

h�
b+ � (Xt�)� (p+ 1)Q>Q

�
X�1
t�

i
dt

+ ln (det (Xt))� ln (det (Xt�)) :

De�namos

Mt = 2

Z t

0

q
Tr
�
Q>QX�1

s�
�
dWs y

Pt =

Z t

0
Tr
h�
b+ � (Xs�)� (p+ 1)Q>Q

�
X�1
s�

i
ds+

X
0<s�t

ln (det (Xs))� ln (det (Xs�)) :
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Como

M
(n)
t =

Z t

0

s
Tr

�
Q>Q

�
XTn
s�

��1�
dWs; t � 0

es una martingala continua y satisface queMt =M
(n)
t en ft < Tng ; entoncesM es martingala local

en [0; Tx) : En forma similar se puede mostrar que P es no negativa y localmente acotada en [0; Tx)

y que para toda s 2 [0; T ) ; Xs �Xs� � 0; por lo tanto det (Xs) � det (Xs�) usando el Corolario

A.1.

Finalmente por la generalización del Argumento de McKean (Teorema 1.3) se tiene que Tx =1.

La existencia del proceso de Wishart general en R+ se sigue entonces del teorema anterior al

elegir g � 0; � � �0 y b = �Q>Q: Este resultado se enuncia a continuación.

Teorema 2.5 (Existencia y Unicidad de Wishart II) Para todo valor inicial x 2 S+p y � �

p + 1 existe una única solución fuerte a la ecuación diferencial estocástica de Wishart en el cono

S+p .

En esta sección se han presentado los teoremas de existencia fuerte y unicidad del proceso de

Wishart general que fueron probados por Pfa¤el [21] y por Mayerhofer, Pfa¤el y Stelzer [17].

Cabe hacer mención que en [17] se demostró que para � � p� 1 existe una solución débil a la

ecuación diferencial estocástica de Wishart, mientras que aquí se pide � � p+ 1 para la existencia

fuerte del proceso de Wishart en R+.

A partir de ahora, mientras no se exprese otra cosa, siempre que se invoque un proceso de

Wishart se supondrá lo necesario para que el proceso de Wishart exista.

A continuación se describe una caracterización del proceso de Wishart general. Una versión de

este resultado se puede encontrar sin demostración en [5, pág 746].

Teorema 2.6 (Caracterización del Proceso de Wishart) Las siguientes dos a�rmaciones son

equivalentes:

i) Xx
t es solución de (2.4).

ii) Mt es una martingala local continua cuadrado integrable y

41



dXx
t = dMt +

�
Xx
t K +K>Xx

t + �Q
>Q
�
dt

d
h
Xx
ij ; X

x
kl

i
t
= Xx

t;ik

�
Q>Q

�
jl
dt+Xx

t;il

�
Q>Q

�
jk
dt+Xx

t;jk

�
Q>Q

�
il
dt+Xx

t;jl

�
Q>Q

�
ik
dt:

Demostración. Si Xx
t es solución de (2.4) entonces la a�rmación ii) es cierta porque X

x
t es una

semimartingala continua cuadrado integrable y en este caso Mt de�nida como

dMt =
p
Xx
t dWtQ+Q

>dW>
t

p
Xx
t

es la parte martingala local de la solución. La expresión d
h
Xx
ij ; X

x
kl

i
t
se sigue del Lema 2.2.

Si la a�rmación ii) es cierta entonces el recíproco es intuitivamente claro porque

d
�
Xx
ij ; X

x
kl

�
t
= d

�
Parte martingala de Xx

ij ; Parte martingala de X
x
kl

�
t

ya que los términos que contengan la parte de variación �nita de Xx
ij se anulan. Aquí lo que se busca

es obtener una especie de recíproco del lema 2.2 y encontrar que dMt =
p
Xx
t dWtQ+Q

>dW>
t

p
Xx
t .

Ésto se hace mostrando que las hipótesis del Teorema 1.5 se cumplen con d = p2.

Considérese el proceso

	ij;kl (t) :=
�p

Xt

�
ik
Qlj +Qli

�p
Xt

�
kj

con i; j; k; l 2 f1; 2; :::; pg que cumple
R t
0 j	ij;kl (s)j

2 ds < 1 porque (Xt)t�0 lo cumple y porque

j	i;k (t)j2 es una combinación lineal de Xt.
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Sea

�ij;kl (t) : =
X
r;q

	ij;rq (t)	kl;rq (t)

=
X
r;q

��p
Xt

�
ir
Qqj +Qqi

�p
Xt

�
rj

� h�p
Xt

�
kr
Qql +Qqk

�p
Xt

�
rl

i
=

X
r;q

�p
Xt

�
ir

�p
Xt

�>
rk
Q>jqQql +

X
r;q

�p
Xt

�
ir

�p
Xt

�
rl
Q>jqQqk

+
X
r;q

�p
Xt

�
kr

�p
Xt

�
rj
Q>iqQql +

X
r;q

�p
Xt

�>
jr

�p
Xt

�
rl
Q>iqQqk

(Xt es simétrica) =
X
q

(Xt)ikQ
>
jqQql +

X
q

(Xt)ilQ
>
jqQqk

+
X
q

(Xt)kj Q
>
iqQql +

X
q

(Xt)jlQ
>
iqQqk

= (Xt)ik

�
Q>Q

�
jl
+ (Xt)il

�
Q>Q

�
jk
+ (Xt)kj

�
Q>Q

�
il
+ (Xt)jl

�
Q>Q

�
ik
:

Obsérvese que
R t
0 j�ij ;kl (s)jds <1 porque (Xt)t�0 lo cumple y porque j�ij;kl (t)j es una com-

binación lineal de Xt. De estos cálculos se obtiene que se cumple la siguiente igualdad

[Mij ;Mkl]t =

Z t

0
�i;j (s) ds:

Entonces por el Teorema 1.5 existe un movimiento browniano matricial W 2Mp�p (R) tal que

dMij (t) =
X
kl

	ij;kl (t) dWkl (t)

=
X
kl

��p
Xt

�
ik
Qlj +Qli

�p
Xt

�
kj

�
dWkl (t)

=
X
kl

�p
Xt

�
ik
dWkl (t)Qlj +

X
kl

QkidWlk (t)
�p

Xt

�
lj

=
�p

XtdWtQ
�
ij
+
�
Q>dW>

t

p
Xt

�
ij

Entonces X �WISp (x; �;K;Q).
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2.3 Generador In�nitesimal

En esta sección se presenta el generador in�nitesimal del proceso de Wishart y se expone en un

caso particular una forma de separar el generador in�nitesimal en operadores simples.

El generador in�nitesimal del proceso de Wishart (De�nición B.8) es el siguiente [1, pág 3].

Proposición 2.1 (Generador In�nitesimal en Mp (R)) El generador in�nitesimal enMp (R)

asociado a X �WISp (x; �;K;Q) es

LM = Tr
�h
�Q>Q+

�
K>x+ xK

�i
DM

�
+
1

2

8>>><>>>:
2Tr

�
xDMQ>QDM�+

Tr
�
x
�
DM�>Q>QDM

�
+Tr

�
xDMQ>Q

�
DM�>�

9>>>=>>>; ; (2.11)

donde DM = (@i;j)1�i;j�p.

Demostración. La parte de deriva de LM es

pX
k;l=1

�
�Q>Q

�
kl
@kl +

pX
k;l=1

�
K>x+ xK

�
kl
@kl = Tr

�h
�Q>Q+

�
K>x+ xK

�i
DM

�
:

La parte de difusión del operador LM se obtiene del Lema 2.2:

1

2

pX
n;m;i;j=1

�
Xx
t;im

�
Q>Q

�
jn
+Xx

t;in

�
Q>Q

�
jm
+Xx

t;jm

�
Q>Q

�
in
+Xx

t;jn

�
Q>Q

�
im

�
@ij@mn

=
1

2

pX
n;m;i;j=1

Xx
t;im

�
Q>Q

�
jn
@ij@mn +

1

2

pX
n;m;i;j=1

Xx
t;in

�
Q>Q

�
jm
@ij@mn

+
1

2

pX
n;m;i;j=1

Xx
t;jm

�
Q>Q

�
in
@ij@mn +

1

2

pX
n;m;i;j=1

Xx
t;jn

�
Q>Q

�
im
@ij@mn

=
1

2

h
Tr
�
xDMQ>Q

�
DM�>�+Tr�xDMQ>QDM

�
+Tr

�
xDMQ>QDM

�
+Tr

�
x
�
DM�>Q>QDM

�i
=

1

2

h
Tr
�
xDMQ>Q

�
DM�>�+ 2Tr�xDMQ>QDM

�
+Tr

�
x
�
DM�>Q>QDM

�i
:

Se sabe que el proceso de Wishart toma valores en S+p � Sp. Bajo esa a�rmación se puede

buscar el generador in�nitesimal del proceso de Wishart en Sp (De�nición B.9).
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Para f : Sp ! R dos veces continuamente diferenciable denótese como @fi;jgf la derivada con

respecto a las coordenadas xfi;jg: Sea

� : Mp (R)! Sp

x ! x+ x>

2
;

entonces � (x) = x solo para x 2 Sp: Es claro que f � � es dos veces continuamente diferenciable y

LSf (x) = LMf � � (x) :

Por la regla de la cadena, se tiene que para x 2 Sp; @ijf � � (x) =
�
1i=j +

1
21i6=j

�
@fi;jgf (x). Se

obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2.1 (Generador In�nitesimal en Sp) El generador in�nitesimal en Sp (R) asociado

a X �WISp (x; �;K;Q) es

LS = Tr
�h
�Q>Q+

�
K>x+ xK

�
DS
i�
+ 2Tr

�
xDSQ>QDS

�
; (2.12)

donde DS está de�nido como DS
i;j =

�
1i=j +

1
21i6=j

�
@fi;jg, para 1 � i; j � p.

La ventaja de utilizar el operador LS es que contiene la información de que el proceso de Wishart

se encuentra en las matrices simétricas y además facilita los cálculos, por lo que a partir de ahora

se hace uso solamente del generador LS y se escribirá L.

El siguiente teorema explica cómo separar el generador in�nitesimal de un proceso Xx
t �

WISp
�
x; �; 0; Inp

�
como la suma de generadores in�nitesimales de procesos más simples que con-

mutan. Este resultado es fundamental para generar el proceso de Wishart general.

Teorema 2.7 Sea L el generador in�nitesimal asociado al proceso de Wishart WISp
�
x; �; 0; Inp

�
y Li el generador asociado a WISp

�
x; �; 0; eip

�
para i 2 f1; :::; pg. Entonces se tiene

L =

pX
i=1

Li y (8i; j) LiLj = LjLi. (2.13)

Demostración. Por la expresión de L dada en el Corolario 2.1 y como Inp =
Pn
i=1 e

i
p se obtiene que
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L =
Pp
i=1 Li. Para mostrar la conmutatividad es necesario hacer un cálculo directo pero laborioso.

Para la demostración completa re�érase a [1, Teorema 10, pág 7].

Más allá de la conmutatividad, otras dos propiedades de (2.13) que son importantes notar son:

i) Los operadores Li y Lj son los mismos a excepción de cambios de coordenadas i, j.

ii) Los procesosWISp
�
x; �; 0; Inp

�
yWISp

�
x; �; 0; eip

�
están bien de�nidos bajo la misma hipóte-

sis � � p� 1 y x 2 S+p :

Esta segunda propiedad permite la composición que se explica a continuación. Considérese

t > 0 y x 2 S+p : De�niendo iterativamente

X1;x
t � WISp

�
x; �; 0; e1p; t

�
;

X
2;X1;x

t
t � WISp

�
X1;x
t ; �; 0; e2p; t

�
;

X
3;X

2;X
1;x
t

t
t � WISp

�
X1;x
t ; �; 0; e2p; t

�
;

:::

Xn;:::;X
1;x
t

t � WISp

�
Xn�1;:::;X

1;x
t

t ; �; 0; enp ; t

�
:

Proposición 2.2 Sea Xn;:::;X
1;x
t

t de�nido como arriba. Entonces

Xn;:::;X
1;x
t

t �WISp
�
x; �; 0; Inp ; t

�
:

Nótese que gracias a esta proposición se puede generar una muestra de acuerdo aWISp
�
x; �; 0; Inp ; t

�
si es que se pueden generar matrices con distribución WISp

�
x; �; 0; enp ; t

�
. Estas leyes son las mis-

mas que WISp
�
x; �; 0; I1p; t

�
, salvo por la permutación de la primera e i-ésima coordenada. En la

Sección 4.1 se explica como generar variables aleatorias con distribución WISp
�
x; �; 0; I1p; t

�
.
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Capítulo 3

Propiedades Distribucionales del

Proceso de Wishart

En este capítulo se presenta la transformada de Laplace del proceso de Wishart. Se enuncian

diversos resultados relacionados con las propiedades distribucionales del proceso de Wishart. Se

muestra que los momentos del proceso de Wishart en el caso estándar pueden ser calculadas por

recurrencia al multiplicar entre sí algunas matrices que se proporcionan explícitamente. La técnica

para encontrar los momentos está basada en el cálculo de Itô y permite calcular los momentos de

la forma E (Xx
t )
k y la esperanza de los polinomios

RI (Xt) = (Tr (Xt))
i1
�
Tr
�
X2
t

��i2 :::�Tr�Xk+1
t

��ik+1
Xj
t

donde I es un multi-índice I = (j; i) = (j; i1; i2; :::; ik+1).

Los resultados principales de este capítulo se encuentran en [1] y [25].

3.1 Transformada de Laplace y Transformaciones Lineales

Esta sección inicia con la expresión de la transformada de Laplace:

Proposición 3.1 (Transformada de Laplace) Sea Xx
t �WISp (x; �;K;Q; t) ;

qt =

Z t

0
exp

�
sK>

�
Q>Q exp (sK) ds
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y

mt = exp
�
tK>

�
:

Se introduce el conjunto de convergencia de la transformada de Laplace de Xx
t :

DK;Q;t = fv 2 Sp (R) : E [exp (Tr (vXx
t ))] <1g :

Entonces DK;Q;t es un conjunto convexo abierto y está dado explícitamente por

DK;Q;t = fv 2 Sp : 8s 2 [0; t] Ip � 2qsv 2 Gp (R)g : (3.1)

Además la transformada de Laplace de Xx
t está bien de�nida para v = vR + ivI con vR 2 DK;Q;t;

vI 2 Sp (R) y está dada por

E [exp (Tr (vXx
t ))] =

exp
�
Tr
h
v (Ip � 2qtv)�1mtxm

>
t

i�
det (Ip � 2qtv)

�
2

: (3.2)

Nótese que para ~Xx
t � WISp

�
x; �; 0; Inp ; t

�
, la fórmula (3.2) es simple y se tiene que para v =

vR + ivI tal que vR 2 Db;a;t, vI 2 Sp:

E
h
exp

�
Tr
�
v ~Xx

t

��i
=
exp

�
Tr
h
v
�
Ip � 2tInpv

��1
x
i�

det
�
Ip � 2tInpv

��
2

: (3.3)

Demostración. La idea de la demostración es utilizar que la transformada de Laplace se puede

expresar en términos de soluciones ecuaciones diferenciales ordinarias. Estas ecuaciones se pueden

resolver explícitamente en el caso del proceso de Wishart general. Demostración completa en [1,

pág 31, proposición 5].

Observación 3.1 La transformada de Laplace de Xx
t � WISp (x; n;K;Q; t) para n 2 N es la

transformada de Laplace de Y � WISp
�
n; qt; q

�1
t mtxmt

�
(utilizando Teorema B.1) es decir que

Xx
t se distribuye como Wishart no central. Para � 2 R+ se distribuye como una extensión de una

Wishart no central.
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Las siguientes proposiciones son propiedades distribucionales de un proceso afín (De�nición

2.4), en particular aplican para un proceso de Wishart.

Proposición 3.2 Las siguientes identidades se cumplen:

i) AFFp (x; �;B; a)
L
= AFFp

�
x; �;B;

p
a>a

�
(igualdad en ley).

ii) (Transformación lineal) Sea q 2 Gp (R) ; entonces

q>AFFp (x; �;B; a) q
L
= AFFp

�
q>xq; q>�q;Bq�1 ; aq

�
donde Bq�1 esta de�nido como 8y 2 Sp (R) ; Bq�1

L
= q>B

��
q>
��1

yq�1
�
q.

Demostración. [1, Proposición 7]

Una consecuencia importante de la Proposición 3.2 es que un proceso afín se puede expresar

como una transformación lineal de un proceso afín mucho más simple. Esta a�rmación se describe

en el siguiente corolario.

Corolario 3.1 Sea X � AFFp (x; �;B; a) y n = Rk (a) el rango de a>a. Entonces existe una

matriz diagonal � y u 2 Gp (R) tal que � = u>�u, y a>a = u>Inpu, y se tiene que:

(Xx
t )t�0 =

ley
u>AFF

��
u�1

�>
xu�1; �; Bu; I

n
p

�
u;

donde 8y 2 Sp (R) Bu =
�
u�1

�>
B
�
u>yu

�
u�1:

Demostración. [1, Corolario 8]

La siguiente proposición es crucial para la generación del proceso de Wishart sin alguna restric-

ción en los parámetros. Utilizando (3.4) se puede generar cualquier distribución de Wishart si se

puede muestrear exactamente la distribución de WISp
�
x; �; 0; Inp ; t

�
para toda x 2 S+p :

Proposición 3.3 Sea t > 0 K;Q 2Mp (R) y � � p� 1. Sea

mt = exp
�
tK>

�
;

qt =

Z t

0
exp

�
sK>

�
Q>Q exp (sK) ds
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y n = Rk (qt). Entonces existe �t 2 Gp (R) tal que qt = t�tI
n
p�
>
t , y se tiene que

WISp (x; �;K;Q; t) =
ley
�tWISp

�
��1t mtxm

>
t

�
��1t
�>
; �; 0; Inp ; t

�
�>t : (3.4)

Demostración. Aplicando Lema A.1 a qt=t 2 S+p y considérese (p; cn; kn) una descomposición

extendida de Cholesky de qt=t. Póngase �t = p�1

0@cn 0

kn Id�n

1A : Entonces �t es invertible y

qt = t�tI
n
p�
>
t :

Ahora, obsérvese que para v 2 Sp

det (Ip � 2iqtv) = det
�
�t

�
��1t � 2itInp�>t v

��
= det

�
Ip � 2itInp�>t v�t

�
;

y

Tr
h
iv (Ip � 2iqtv)�1mtxm

>
t

i
= Tr

�
i
�
��1t
�>
�>t v

�
�t�

�1
t � 2it�tInp�>t v�t��1t

��1
mtxm

>
t

�
= Tr

�
i�>t v�t

�
Ip � 2itInp�>t v�t

��1
��1t mtxm

>
t

�
��1t
�>�

:

Sea Xx
t �WISp

�
x; �;K; Inp ; t

�
y ~Xx

t �WISp
�
x; �; 0; Inp ; t

�
. Entonces por (3.2) y (3.3) se tiene que

E [exp (iTr (vXx
t ))] = E

�
exp

�
iTr

�
�>t v�t ~X

��1t mtxm>
t (�

�1
t )

>
���

= E
�
exp

�
iTr

�
v�t ~X

��1t mtxm>
t (�

�1
t )

>
�>t

���
;

lo que implica la igualdad de las transformadas de Laplace y la igualdad en distribución.
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3.2 Momentos del Proceso de Wishart Estándar

En esta sección se describe un algoritmo para calcular los momentos E (Xx
t )
k del proceso de Wishart

estándar Xx
t ; así como las esperanzas de los polinomios

RI (Xt) = (Tr (X
x
t ))

i1
�
Tr (Xx

t )
2
�i2

:::
�
Tr (Xx

t )
k+1
�ik+1

Xj
t

donde I es un multi-índice I = (j; i) = (j; i1; i2; :::; ik+1). Los resultados presentados en esta sección

son una recopilación y resumen de los resultados principales de [25].

Con el propósito de no complicar la notación, en esta sección se expresa Xx
t un proceso de

Wishart como Xt.

Como X es una semimartingala continua también lo es la k-ésima potencia Xk =
�
Xk
t

�
t�0 para

cualquier k 2 N. De acuerdo a la descomposición de semimartingala

Xk
t =M

(k)
t +A

(k)
t (3.5)

donde M (k) =
�
M
(k)
t

�
t�0

es una martingala local continua y A(k) =
�
A
(k)
t

�
t�0

es un proceso

predecible de variación �nita. Cuando k = 1 se escribirá Xt =Mt +At con

dMt =
p
Xx
t dWt +

p
Xx
t dWt

dAt = �Ipdt

por la de�nición del proceso de Wishart estándar.

Proposición 3.4 Para cualquier k 2 N y t � 0

dM
(k+1)
t = dMtX

k
t +XtdM

(k)
t (3.6)

dA(k+1) = dAtX
k
t +XtdA

(k)
t + d

h
M;M (k)

i
t

(3.7)
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y además

dM
(k+1)
t =

kX
r=0

Xr
t dMtX

k�r
t ; (3.8)

dA
(k+1)
t = dAtX

k
t +XtdA

(k)
t + d

h
M;M (k)

i
t
: (3.9)

Demostración. Las siguientes ecuaciones se obtienen por una aplicación directa de la fórmula

matricial de Itô (Teorema 1.6) a Xk+1 :

dXk+1
t = dXtX

k
t +XtdX

k
t + d

h
M;M (k)

i
t

= (dMt + dAt)X
k
t +Xt

�
dM

(k)
t + dA

(k)
t

�
+ d

h
M;M (k)

i
t

= dMtX
k
t +XtdM

(k)
t + dAtX

k
t +XtdA

(k)
t + d

h
M;M (k)

i
t

e identi�cando las partes martingala local y de variación �nita se tiene (3.6) y (3.7). Las ecuaciones

(3.8) y (3.9) se obtienen con inducción matemática.

De la descomposición de semimartingala de
�
X
(k+1)
t

�
t�0

y de�niendo (�n) una sucesión de

tiempos de paros que localizan la sucesión para convertir a M (k+1) en una martingala (De�nición

1.12), se tiene

EXk+1
t^�n = EA(k+1)t^�n + EM (k+1)

t^�n

(porque M es martingala) = EA(k+1)t^�n + EM (k+1)
0

(porque A0 es 0 c:s:) = EA(k+1)t^�n + EXk+1
0

(condici�on inicial determinista c:s:) = EA(k+1)t^�n +Xk+1
0 : (3.10)

Ahora recuérdese que la traza del proceso de Wishart estándar es un proceso cuadrado de

Bessel de dimensión �p (Teorema 2.3). Obsérvese también que el supremo del proceso cuadrado de

Bessel es integrable para cualquier potencia positiva y en cualquier intervalo �nito porque es una

semimartingala continua. Se utilizan estas a�rmaciones junto con el Teorema 1.1 para mostrar que�

Xk
t^�n



�
n2N es uniformemente integrable (De�nición 1.7) para t y k �jas. Se utiliza la norma

Schatten que en este caso de matrices positivas semide�nidas es la suma de los eigenvalores, i.e., la

traza. Comprobando que se cumplen las hipótesis del Teorema 1.1:
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i)

E



Xk

t^�n




 � E hkXt^�nkki = E h(Tr (Xt^�n))ki <1;
la primera desigualdad es por propiedades de la norma, la igualdad por de�nición de la norma

y la última desigualdad es porque Tr (Xt) es una ji-cuadrada (usando que fTr (Xt)gt>0 es un

proceso cuadrado de Bessel, que para cada t se distribuye como Wishart de dimensión 1 que

es una ji-cuadrada) y �n <1 c:s:

ii) Obsérvese 8n 2 N y 8� > 0 9T 2 R tal que P (�n � T ) < �, basta que escojamos T tal que

P (�1 > T ) < �, tal T existe porque �1 <1 c.s. y esa misma T cumple 8i > 1 P (� i > T ) < �

porque �n < �n+1. Luego, para E 2 FZ
E




Xk
t^�n




dP �
Z
E
kXt^�nkk dP

=

Z
E
(TrXt^�n)

k dP

�
Z
E

�
sup
s
TrXs^�n

�k
dP

=

Z
E\f�n>Tg

�
sup
s
TrXs^�n

�k
dP +

Z
E\f�n�Tg

�
sup
s
TrXs^�n

�k
dP

�
Z
f�n>Tg

�
sup
s
TrXs^�n

�k
dP +

Z
E

�
sup
s
TrXs^T

�k
dP (3.11)

pero si se escoge � su�cientemente pequeño entonces P (�n > T ) será su�cientemente pe-

queño como para que
R
f�n>Tg (supsTrXs^�n)

k dP < �
2 ; por otro lado, como sups (TrXs^T )

es integrable para cualquier potencia positiva y en cualquier intervalo �nito se puede escoger

E 2 F tal que P (E) es su�cientemente pequeña para que
R
E (supsTrXs^T )

k dP < �
2 . De

estas a�rmaciones y de (3.11) se concluye que
R
E



Xk
t^�n



dP <1 para toda n.

Entonces por el Teorema 1.1
�

Xk

t^�n


�
n�1 es uniformemente integrable. Se muestra que�


A(k)t^�n


�n�1 es uniformemente integrable de una forma análoga.

Por el Teorema 1.2, como Xk
t^�n

n!1! Xk
t y A

(k)
t^�n

n!1! A
(k)
t en probabilidad y lo probado

de integrabilidad uniforme entonces se puede meter el límite a la esperanza: EXk
t^�n

n!1! EXk
t y

EA(k)t^�n
n!1! EA(k)t :
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Por (3.5) y esto último

EXk+1
t � EA(k+1)t = lim

n!1
EM (k+1)

�n^t

(por ser martingala) = lim
n!1

EM (k+1)
0

= Xk+1
0 :

Es decir que EXk+1
t = EA(k+1)t +Xk+1

0 :

Esto quiere decir que si uno desea calcular los momentos del proceso de Wishart entonces basta

con mostrar explícitamente el proceso A(k+1). Para hacer esto es necesario calcular el proceso

predecible
�
M;M (r)

�
t
. La siguiente proposición muestra cómo calcular el proceso y algunas otras

identidades relacionadas con M (r) y trazas.

Proposición 3.5 Sea r; l 2 N y t � 0. Se tienen las siguientes igualdades

h
M;M (r)

i
t
= (2r + p)

Z t

0
Xr
sds

+2
r�1X
q=1

Z t

0
Tr (Xq

r )X
r�q
r ds+

Z t

0
Tr (Xr

s ) Ipds (3.12)

h
Tr
�
M (r)

�
Ip;M

(l)
i
t
= 4rl

Z t

0
Xr+l�1
s ds; (3.13)h

Tr
�
M (r)

�
;Tr

�
M (l)

�i
t
= 4rl

Z t

0
TrXr+l�1

s ds (3.14)

Demostración. No se proporciona la demostración detallada (se puede encontrar en [25, pág 16]).

La idea de la demostración es utilizar la ecuación (3.8) junto el cálculo la variación cuadrática de

la integral de Itô de varios procesos.

Proposición 3.6 Sea k 2 N y t � 0 se tiene

A
(k)
t = (�k + (k � 1) (k + p))

Z t

0
Xk�1
s ds+

k�1X
r=1

(2r � 1)
Z t

0
Tr
�
Xk�r
s

�
Xr�1
s ds: (3.15)
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Demostración. Usando (3.9), (3.12) y dAt = �Ipdt se obtiene

dA
(k)
t =

k�1X
r=0

Xr
t dAtX

k�r�1
t +

k�1X
r=1

Xk�r�1
t d

h
M;M (r)

i
t

= �kXk�1
t dt+

k�1X
r=1

Xk�r�1
t

"
(2r + p)Xr

t + 2
r�1X
s=1

Tr (Xs
t )X

r�s
t +Tr (Xr

t ) Ip

#
dt

= (�k + (k � 1) p+ (k � 1) k)Xk�1
t dt+

k�1X
r=1

(2k � 2r � 1)Tr (Xr
t )X

k�r�1
t dt

= (�k + (p+ k) (k � 1))Xk�1
t dt+

k�1X
r=1

(2r � 1)Tr
�
Xk�r
t

�
Xr�1
t dt:

Obsérvese que la Proposición 3.6 muestra una relación de recurrencia entre la esperanza EXk
t =

EA(k)t +Xk
0 y ETr

�
Xk�r
t

�
Xr�1
t para toda r = 1; :::; k. Si se buscara continuar con el estudio de

Tr
�
Xk�1
t

�
Xr�1
t aplicando la fórmula de Itô se obtendrían di�cultades desde el principio pues se

obtienen expresiones complicadas.

Otra forma de atacar este problema y poder proporcionar una fórmula de recurrencia para

EXk
t es de�nir un vector de procesos estocásticos matriciales que es estable bajo la aplicación de

la fórmula de Itô.

Para I = (j; i) = (j; i1; :::; jk+1) 2 Nk+2 un multi-índice, tal que

j +
k+1X
r=1

rir = k + 1;

y una matriz B 2Mp (R) se introduce el siguiente polinomio con dominio en las matrices

RI =
�
Tr (B)i1

� �
Tr
�
B2
��i2 :::�Tr�Bk+1��ik+1Bj

y el siguiente vector

Q(k+1) (B) =
�
Bk+1 Tr (B)Bk (TrB)2Bk�1 Tr

�
B2
�
Bk�1 � � � Tr

�
Bk+1

�
Ip

�>
:
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La dimensión del vector Q(k) (B) es igual a

dk =
kX
r=0

p (r)

donde p (r) es el número de particiones del entero r en una suma de enteros positivos, es decir,

p (r) es el número de formas en que r se puede representar como la suma de enteros positivos, dos

representaciones son la misma si solo di�eren en el orden de los sumandos (p (0) = 1). Se tiene

p (1) = 1, p (2) = 2, p (3) = 3; p (4) = 5:

Obsérvese que para cada t � 0 �ja todos los componentes de Q(k+1) (Xt) son integrables.

Además, como (Tr (Xt))t�0 es un proceso cuadrado de Bessel de dimensión �p (Teorema 2.3),

Tr (Xt) tiene los momentos de todos los órdenes positivos y para toda k 2 N y 0 � r � k + 1 se

obtiene

E



Xk

t




 = E
�q�

Xk
t ; X

k
t

��
= E

�q
TrX2k

t

�
� E (TrXt)k <1;

E



Xr�1

t Tr
�
Xk+1�r
t

�


 = E
�q

TrX2r�2
t Tr

�
Xk+1�r
t

��
� E (TrXt)k <1:

A continuación se enuncia el teorema más importante de esta sección. Proporciona una manera

explícita de calcular los momentos del proceso de Wishart estándar que hace uso de la siguiente

tabla.
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Linea I I 0 eDII0
1 j � 1 (j � 1; i) �j + (j � 1) (j + p)

2 j � 2
(l; i+ ej�l�1)

para alguna l;

l = 0; :::; j � 2

2l + 1

3
j � 1; ir � 1

para alg�un r;

2 � r � k + 1

(j + r � 1; i� er) 4jrir

4 i1 � 1 (j; i� e1) (4j + �p) i1

5
ir � 1

para alguna r

1 < r � k + 1

(j; i+ er�1 � er) (�r + (r � 1) (r +m) +m) ir

6
ir � 1

para alguna r

2 < r � k + 1

(j; i� er + el�1 + er�l)

para alguna l

2 � l < r

(2l � 1) ir

7
ir � 2

para alguna r � 1
(j; i� 2er + e2r�1) 2r2 (ir � 1) ir

8
ir; il � 1

para alguna r; l

1 � l < r � k + 1

(j; i� er � el + er+l�1) 4rliril

Teorema 3.1 Para toda k 2 N existe una matriz Dk 2Mdk+1�dk tal que para toda t > 0

E
h
Q(k+1) (Xt)

i
= Q(k+1) (X0) +Dk

Z t

0
EQ(k) (Xs) ds: (3.16)

Consecuentemente

E
h
Q(k+1) (Xt)

i
= Q(k+1) (X0) +

k+1X
r=1

tr

r!
DkDk�1:::Dk�r+1Q

(k�r+1) (X0) (3.17)

con la convención de que Q(0) (X0) = Ip y con las matrices Dr; r = 0; 1; :::; k; dadas explícitamente
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en la Tabla 1. En particular, cuando X0 = 0, se tiene

E
h
Q(k+1) (Xt)

i
=

tk+1

(k + 1)!
DkDk�1:::D0Q

(k�r+1)Ip: (3.18)

De importancia es la demostración como la interpretación de la tabla que describe Dk. Se

interpreta a continuación la tabla y la forma de aplicarla.

Descripción de la matriz Dk:

Sea k � 0 �jo y sea Dk = (DII0), donde I = (j; i) e I 0 = (j0; i0) son multi-índices que veri�can

i = (i1:; ; ; :ik+1), j +
Pk+1
r=1 rir = k + 1 y i0 = (i01; :::; i

0
k) ; j

0 +
Pk
r=1 r

0ir = k. Los coe�cientes

de DII0 son todos ceros excepto por los casos mencionados en la tabla. Para proporcionar los

coe�cientes distintos de cero, denótese por e1; e2; :::; ek+1 los vectores de la base canónica de

Rk y se extiende I 0 , sin cambio en la notación a I 0 = (j0; i0; 0) para igualar las dimensiones de I

e I 0. La tabla contiene ocho líneas y por lo tanto ocho tipos de coe�cientes correspondientes a

condiciones particulares veri�cadas por el multi-índice I. Tomemos ejemplos para explicar la tabla.

La condición j � 2 en la segunda línea de la tabla signi�ca que la �la sólo aplica a I = (j; i)

con j � 2: Similarmente, la condición ir � 1 en la �la cinco signi�ca que esa línea sólo aplica a

multi-índices I = (j; i) que contengan al menos un coe�ciente ir � 1 para algún 1 < r � k + 1.

La tercera columna de la tabla proporciona los multi-índices I 0 correspondientes a los coe�cientes

no cero. Las primeras tres �las de la tabla contienen los coe�cientes relacionados con el cambio

de j en el multi-índice I. Las �las cuatro a ocho proporcionan los coe�cientes que provienen del

cambio de la segunda parte i de I.

Para obtener el coe�ciente DII0 correspondiente a los multi-índices I, I 0, se debe seleccionar las

�las correspondientes a I e I 0 y sumar los correspondientes valores de DII0 .

Ilustremos el uso de la tabla con unos ejemplos. Tómese k = 10 e I = (11;0). Como i = 0,

sólo las primeras dos líneas de la tabla aplican a este multi-índice. Para I 0 = (10;0) utilizando la

primera columna se obtiene DII0 = 11�+10p+110, donde � y p son los parámetros del proceso de

Wishart. Para I 0 = (0; e10) ; (1; e9) ; :::; (9; e1) se obtiene, utilizando la segunda �la, los coe�cientes

DII0 = 1; 3; :::; 19 respectivamente. Aún para k = 10, si I = (4; 2e1 + e2 + e3) ; entonces todas las

líneas aplican, algunas de ellas varias veces. Sea I 0 = (4; e1 + e2 + e3) ; entonces se aprecia que la

cuarta �la aplica una vez y la séptima �la aplica una vez (porque i1 � 2 y i2 < 2, i3 < 2) y la
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octava �la aplica dos veces (para l = 1 y r = 2; 3). Entonces los coe�cientes son

DII0 = 2 (16 + �p) + 4 + 16 + 24 = 2�p+ 76:

Para obtener los coe�cientes de la matriz Dk uno debe escribir los multi-índices I y I 0 en orden

lexicográ�co y luego utilizar la tabla para encontrar DII0 . Sea k = 3, entonces se tiene

Q(3) (Xt) =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

X3
t

X2
t TrXt

Xt (TrXt)
2

XtTr
�
X2
t

�
(TrXt)

3 Ip

TrXtTr
�
X2
t

�
Ip

Tr
�
X3
t

�
Ip

1CCCCCCCCCCCCCCCA
que corresponden a los multi-índices I en el siguiente orden:

(3; 0; 0; 0) ; (2; 1; 0; 0) ; (1; 2; 0; 0) ; (1; 0; 1; 0) ; (0; 3; 0; 0) ; (0; 1; 1; 0) ; (0; 0; 0; 1) :

Haciendo lo mismo para k = 2 se obtiene que los multi-índices para I 0 son

(2; 0; 0) ; (1; 1; 0) ; (0; 2; 0) ; (0; 0; 1) :

La matriz D2 requerida para calcular los momentos de EQ(3) (Xt) de tercer orden es

D2 =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

3�+ 2p+ 6 3 0 1

�p+ 8 2�+ p+ 2 1 0

0 2�p+ 12 � 0

8 2�+ 2p+ 2 0 �

0 0 3�p+ 12 0

0 0 2�+ 2p+ 2 �p+ 8

0 0 3 3�+ 3p+ 6

1CCCCCCCCCCCCCCCA
:
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Demostración del Teorema 3.1. A continuación la idea de la demostración; detalles ver [25,

Teorema 3.1, pág 617].

Tenemos que

EQ(k+1) (Xt) =

0BBBBBB@
EXk+1

t

E
�
Tr (Xt)X

k
t

�
...

E
h
Tr
�
Xk+1
t

�
Ip

i

1CCCCCCA

= Qk+1 (X0) +

0BBBBBB@
EAXk+1

t

EA
�
Tr (Xt)X

k
t

�
...

EA
�
Tr
�
Xk+1
t

�
Ip

�

1CCCCCCA
donde A (Y ) es la parte predecible en la descomposición semimartingala de Y . Supóngase que se

ha mostrado que 0BBBBBB@
AXk+1

t

A
�
Tr (Xt)X

k
t

�
...

A
�
Tr
�
Xk+1
t

�
Ip

�

1CCCCCCA =

Z t

0
DkQ

(k+1) (Xs) ds: (3.19)

Entonces la ecuación (3.16) se obtiene al aplicar la esperanza a (3.19). Utilizando también (3.19)

se obtiene que
d

dt
EQk+1 (Xt) = DkEQ(k+1) (Xt)

y por inducción
dr

dtr
EQk+1 (Xt) = Dk:::Dk+1�rEQ(k+1�r) (Xt) : (3.20)

Para obtener la relación (3.17) obsérvese que primero que U (t) = EQk+1 (Xt) es un polinomio de

grado k + 1 porque su derivada k + 1 no depende de t: de (3.20) se obtiene para r = k + 1

dk+1

dtk+1
EQk+1 (Xt) = Dk:::D0Ip

es una constante que no depende de t. Como U (t) es un polinomio éste se puede escribir en su
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forma de Taylor:

U (t) =
k+1X
r=0

U (r)tr

r!

de donde se sigue (3.17).

Para que la demostración del Teorema 3.1 esté completa es necesario justi�car (3.19).

El siguiente corolario describe el caso p = 1. Se utilizan los polinomios de Laguerre recordando

que están de�nidos como

L(�)n (x) =
x��ex

n!

dn

dxn
�
e�xxn+�

�
:

Corolario 3.2 Sea X � BESQ (�; x) un proceso cuadrado de Bessel con x � 0: Entonces para

k 2 N

EXk
t = k!tkL

(��1)
k

�
�x
t

�
;

donde
n
L
(��1)
k (x)

o
k�0

es la familia ortogonal de polinomios de Laguerre con parámetro �� 1. En

particular cuando x = 0,

EXk
t = (�)k t

k;

donde (x)k = x (x+ 1) ::: (x+ k � 1) es el símbolo de Pochammer.

Demostración. La demostración es directa pero ingeniosa; véase [25, pág 623].

Entonces el proceso cuadrado de Bessel posee todos los momentos enteros positivos y se pueden

describir explícitamente.

En resumen, el método propuesto por Vostrikova y Graczyc en [25] para calcular los momentos

del proceso de Wishart estándar es el siguiente.

Al expresar la descomposición semimartingala de las potencias del proceso de Wishart estándar

como

Xk
t =M

(k)
t +A

(k)
t

se obtiene que

EXk
t = Xk

0 + EA
(k)
t :

Entonces para calcular EXk
t basta calcular EA

(k)
t . La Proposición 3.6 relaciona EA

(k)
t con

ETr
�
Xk�r
t

�
Xr�1
t
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corriendo r en f1; :::; k � 1g y con EXk�1
t . Para lidiar con ETr

�
Xk�r
t

�
Xr�1
t se utiliza el Teorema

3.1.

El cálculo para describir completamente los coe�cientes de DI;I0 , aunque laboriosos, se pueden

programar directamente.
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Capítulo 4

Generación del Proceso de Wishart

En este capítulo se presenta un algoritmo para generar el proceso de Wishart. Este método se basa

en la descomposición del generador in�nitesimal de un caso particular del proceso de Wishart y

se simula el caso general mediante el uso de propiedades distribucionales del proceso de Wishart

detallados en capítulos anteriores. Los resultados de este capítulo se encuentran principalmente en

[1].

4.1 Generación en un Caso Particular

Se describe a continuación una forma general de generar WISp
�
x; �; 0; I1p; t

�
. Se utilizan diversos

resultados obtenidos en los Capítulos 2.3 y 3. Este método de generación fue propuesto por [1] y

permite generar un proceso de Wishart sin restricción en los parámetros.

En esta sección se escribirá Afi;jg para expresar la entrada i; j y hacer énfasis en que la matriz

A es simétrica.

Escribiendo explícitamente de (2.12) el generador in�nitesimal de WISp
�
x; �; 0; I1p; t

�
para x 2

S+p :

L1f (x) = �@f1;1gf (x) + 2xf1;1g@
2
f1;1gf (x) + 2

X
1<m�p

xf1;mg@f1;mg@f1;1gf (x)

+
1

2

X
1<m;l�p

xfm;lg@fl;mg@f1;lgf (x) : (4.1)

La idea es construir una ecuación diferencial estocástica que tiene el mismo generador in�ni-
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tesimal L1 y que puede ser resuelto explícitamente. Se utilizan resultados de descomposición de

matrices. Como la ecuación diferencial estocástica dependerá del rango de la submatriz (xi;j)2�i;j�p,

se de�ne r = Rk
�
(xi;j)2�i;j�p

�
2 f0; :::; p� 1g.

Primero considérese el caso donde 9 cr 2 Gr (R) triangular inferior, kr 2Mp�1�r�r (R), tal que

(x)2�i;j�p =

0@cr 0

kr 0

1A0@c>r k>r

0 0

1A =: cc>: (4.2)

Con un poco de abuso de notación, se considera que esta descomposición también es cierta cuando

r = 0 con c = 0. Cuando r = p� 1, c = cr es la descomposición de Cholesky usual de (xi;j)2�i;j�p.

Como se verá en el Corolario 4.1, se puede obtener tal descomposición con permutación las de

coordenadas f2; :::; pg.

Teorema 4.1 Considérese x 2 S+p tal que (4.2) se cumple. Sea
�
Z lt
�
1�l�r+1 un vector de movimien-

tos brownianos estándar independientes. Entonces la siguiente ecuación diferencial estocástica (con

la convención de que
Pr
k=1 (: : :) = 0 cuando r = 0)

d (Xx
t )f1;1g = �dt+ 2

r
(Xx

t )f1;1g �
Pr
k=1

�Pr
l=1

�
c�1r
�
k;l
(Xx

t )f1;l+1g

�2
dZ1t

+2
Pr
k=1

Pr
l=1

�
c�1r
�
k;l
(Xx

t )f1;l+1g dZ
k+1
t (4.3)

d (Xx
t )f1;ig =

Pr
k=1 ci�1;kdZ

k+1
t , i = 2; :::; p

d
�
(Xx

t )fl;kg

�
2�k;l�p

= 0

tiene una única solución fuerte (Xx
t )t�0 empezando en x, toma valores en S

+
p y tiene el generador

in�nitesimal L1. Además la solución está dada explícitamente por:

0BBB@
1 0 0

0 cr 0

0 kr Ip�r�1

1CCCA
0BBBB@
(Uut )f1;1g +

rP
k=1

�
(Uut )f1;k+1g

�2 �
(Uut )f1;l+1g

�>
1�l�r

0�
(Uut )f1;l+1g

�
1�l�r

Ir 0

0 0 0

1CCCCA
0BBB@
1 0 0

0 c>r k>r

0 0 Ip�r�1

1CCCA ;

(4.4)
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donde

d (Unt )f1;1g = (�� r) dt+ 2
q
(Unt )f1;1gdZ

1
t ;

d
�
(Unt )f1;l+1g

�
1�l�r

=
�
dZ l+1t

�
1�l�r

; (4.5)

uf1;1g = xf1;1g �
rP
k=1

�
uf1;k+1g

�2 � 0;�
uf1;l+1g

�
1�l�r = c�1r

�
xf1;l+1g

�
1�l�r :

Demostración. Se menciona aquí la idea de la demostración. La prueba completa se encuentra

en [1, pág 34, Teorema 13].

Se siguen dos pasos para la demostración. El primer paso es mostrar que la ecuación (4.3) tiene

una única solución fuerte y ésta está bien de�nida en S+p ; además que la solución está dada por (4.4)

utilizando la descomposición de (Xi;j)2�i;j�p dada por (4.2). El segundo paso es mostrar que L1

es el generador in�nitesimal asociado al proceso (Xx
t )t�0 : Una forma de hacer esto es comparando

las partes de variación cuadrática y de deriva de Xx
t con L1.

Cuando r = 0; (4.4) debe interpretarse como

Xx
t =

0BBB@
(Uut )f1;1g 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA :

Nótese que Xx
t se puede ver como función de U

u
t de la siguiente forma:

(Uut )fi;jg = ufi;jg = xfi;jg para i; j � 2 y

(Uut )f1;jg = uf1;jg = 0 para r + 1 � j � p.

Entonces (cr; kr; Ip�1) es una descomposición extendida de
�
(Uut )i;j

�
2�i;j�p

y puede verse como
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una función de Uut . Se obtiene de (4.4) que

Xx
t = h (Uut ) , con h (u) =

p�1X
r=0

1
r=Rk

h
(ui;j)2�i;j�p

ihr (u) y (4.6)

hr (u) =

0BBB@
1 0 0

0 cr (u) 0

0 kr (u) Ip�r�1

1CCCA
0BBBB@
uf1;1g +

rP
k=1

�
uf1;k+1g

�2 �
uf1;l+1g

�>
1�l�r 0�

uf1;l+1g
�
1�l�r Ir 0

0 0 0

1CCCCA
0BBB@
1 0 0

0 cr (u)
> kr (u)

>

0 0 Ip�r�1

1CCCA ;

donde (cr (u) ; kr (u) ; Ip�1) es la descomposición extendida de Cholesky de (ui;j)2�i;j�p dado por

algún algoritmo (Véase por ejemplo [10, Algoritmo 4.2.4, pág 143]).

El Teorema 4.1 permite generar la distribución WISp
�
x; �; 0; I1p; t

�
simplemente simulando dis-

tribuciones ji-cuadradas no centrales para (Uut )f1;1g y r variables aleatorias independientes gaus-

sianas. Nótese que el proceso Cox-Ingersoll-Ross
�
(Uut )f1;1g

�
t�0

está bien de�nido para cualquier

r 2 f1; :::; p� 1g ; porque la condición � � (p� 1) se cumple ya que fue requerida para el proceso

WISp
�
x; �; 0; I1p

�
:

El Teorema 4.1 asume que la condición inicial x 2 S+p satisface (4.2). Ahora se explica porque

es posible en el caso general mediante permutaciones estar en ese caso particular.

Corolario 4.1 Sea (Xx
t )t�0 � WISp

�
x; �; 0; I1p

�
y (cr; kr; p) una descomposición extendida de

Cholesky de (xi;j)2�i;j�p (usando Lema A.1). Entonces � =

0@1 0

0 p

1A es una matriz de permutación

y

(Xx
t )t�0

ley
= �>WISp

�
�x�>; �; 0; I1p

�
�

y ��
�x�>

�
i;j

�
2�i;j�p

=

0@cr 0

kr 0

1A0@c>r k>r

0 0

1A
satisface (4.2).

Demostración. Nótese que � es una matriz de permutación porque p es una matriz de permutación

y entonces �> = ��1. Por otro lado �I1p�
> = I1p. El resultado se obtiene aplicando la Proposición

3.2.

Entonces combinando el Teorema 4.1 y el Corolario 4.1 se obtiene una forma simple de construir
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explícitamente un proceso que tiene generador in�nitesimal L1 para cualquier condición inicial

x 2 S+p . En particular se ha obtenido una forma de generar exactamente la distribución de Wishart

WISp
�
x; �; 0; I1p; t

�
.

En resumen, el procedimiento para generar X � WISp
�
x; �; 0; I1p; t

�
es el siguiente dados x 2

S+p ; � � p� 1 y t > 0:

i) Se calcula la descomposición de Cholesky (p; kr; cr) de (xi;j)2�i;j�p dado por el Lema A.1

para r 2 f0; :::; p� 1g (Un algoritmo para calcular la descomposición de Cholesky se puede

encontrar en [10, pág 145]).

ii) Póngase

� =

0@1 0

0 p

1A ;

�x = �x�>;�
uf1;l+1g

�
1�l�r = (cr)

�1 ��xf1;l+1g�1�l�r y
uf1;1g = �xf1;1g �

rX
k=1

�
uf1;k+1g

�2 � 0:
iii) Genérese r variables aleatorias independientes N2,...,Nr+1 � N (0; 1) y (Uut )f1;1g como un

proceso CIR al tiempo t empezando por uf1;1g resolviendo

d (Uut )f1;1g = (�� 1) dt+ 2
q
(Uut )f1;1gdZ

1
t :

67



iv) Póngase (Uut )f1;l+1g = uf1;l+1g +
p
tNl+1 y calcúlese

X = �>

0BBB@
1 0 0

0 cr 0

0 kr Ip�r�1

1CCCA
0BBBB@
(Uut )f1;1g +

rP
k=1

�
(Uut )f1;k+1g

�2 �
(Uut )f1;l+1g

�>
1�l�r

0�
(Uut )f1;l+1g

�
1�l�r

Ir 0

0 0 0

1CCCCA
0BBB@
1 0 0

0 c>r k>r

0 0 Ip�r�1

1CCCA�:

4.2 Generación del Proceso de Wishart General

En este apartado se utilizan resultados obtenidos en la Sección 3.1 para generar el proceso de

Wishart general. Se utilizan primero la Proposición 2.2, y el método de la Sección 4.1 para obtener

una generación deWISp
�
x; �; 0; Inp ; t

�
: Como segundo paso se utiliza la identidad (3.4) para obtener

�nalmente cualquier distribución de Wishart WISp (x; �;K;Q; t).

El siguiente algoritmo utiliza una permutación de la primera y la k � �esima coordenada para

generar de acuerdo a WISp
�
x; �; 0; ekp; t

�
para k 2 f1; :::; pg. Entonces por la Proposición 2.2 se

obtiene un método para generar WISp
�
x; �; 0; Inp ; t

�
. El método está dado explícitamente por el

siguiente algoritmo.

Para x 2 S+p , n � p; � � p� 1 y t > 0 se genera X �WISp
�
x; �; 0; Inp ; t

�
.

Hágase y = x:

Para k = 1 hasta n

i) póngase pk;1 = p1;k = pi;i = 1, i 62 f1; kg, y pi;j = 0 en otro caso (permutación de la primera

y k-ésima coordenada)

ii) y = pY p donde Y es muestreado de acuerdo a WISp
�
x; �; 0; I1p; t

�
utilizando la Sección 4.1.

Al hacer X = y se ha generado una matriz con distribución WISp
�
x; �; 0; Inp ; t

�
.

Ahora, gracias a la identidad (3.4) se describe a continuación un método de generación para

WISp (x; �;K;Q; t). El algoritmo se presenta continuación. Nótese que el método de generación

funciona para cualquier � � p� 1 y para cualquier distribución de Wishart no central.
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Input: x 2 S+p ; � � p� 1; K;Q 2Mp (R) 2 y t > 0:

Output: X �WISp (x; �;K;Q; t) :

i) Calcular qt =
R t
0 exp (sK)Q

>Q exp
�
sK>� ds y (p; cn; kn) una descomposición de Cholesky de

qt=t:

ii) Póngase �t = p�1

0@cn 0

kn Ip�n

1A y mt = exp (tK) :

iii) X = �tY �
>
t donde Y �WISp

�
��1t mtxm

>
t

�
��1t
�>
; �; 0; Inp ; t

�
se obtiene usando el algoritmo

anterior.
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Capítulo 5

Comportamiento Dinámico de los

Eigenvalores

En este capítulo se considera el comportamiento dinámico de los eigenvalores del proceso deWishart.

Se presenta primero el caso Wishart estándar que fue estudiado por Bru [5] y posteriormente

los detalles del caso general, incluyendo una conjetura. Así mismo se da una interpretación del

comportamiento dinámico de los eigenvalores y como resultado de esta interpretación se plantea un

problema abierto sobre un proceso de Wishart todavía más general que el estudiado hasta ahora.

5.1 Eigenvalores del Proceso de Wishart Estándar

Bru [4] propone una ecuación diferencial estocástica para estudiar el espectro de matrices varianza-

covarianza brownianas; motivada por el análisis de componentes principales. También utiliza esta

ecuación para realizar un análisis espectral de matrices de correlación. La importancia de este

artículo es que realiza los primeros estudios del comportamiento dinámico de los eigenvalores del

proceso de Wishart en el casoWISp (x; n; 0; Ip) con n 2 N[f0g ; encuentra una ecuación diferencial

estocástica que satisfacen los eigenvalores en este caso particular para toda t 2 R+ c.s.

Posteriormente Bru [5] proporciona una generalización de los resultados obtenidos en [4] para el

caso del proceso de Wishart estándar y obtiene algunas propiedades este proceso. El resultado más

general referente al comportamiento dinámico de los eigenvalores del proceso de Wishart estándar

que se obtuvo en [5] es el siguiente.
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Teorema 5.1 Si W � BMp entonces para toda x 2 S+p con eigenvalores distintos

�1 (0) > ::: > �p (0) � 0

y para una solución fuerte de (2.3), con probabilidad 1 los eigenvalores de tal solución nunca

colisionan para toda t > 0 y satisfacen la siguiente ecuación diferencial estocástica:

d�i (t) = 2
p
�i (t)d�i (t) +

0@�+X
k 6=i

�i (t) + �k (t)

�i (t)� �k (t)

1Adt; 1 � i � p (5.1)

donde �1 (t) ; :::; �p (t) son movimiento brownianos independientes.

Si se reescribe (5.1) de la siguiente manera

d�i (t) =
�
2
p
�i (t)d�i (t) + �dt

�
+
X
k 6=i

�i (t) + �k (t)

�i (t)� �k (t)
dt;

se puede concluir que los eigenvalores del proceso de Wishart estándar se comportan como un pro-

ceso cuadrado de Bessel BESQ (�; x) mas una expresión que impide la colisión de los eigenvalores.

5.2 Eigenvalores del Proceso de Wishart General

El objetivo principal de esta sección es mostrar el siguiente resultado, generalización de los resul-

tados más generales obtenidos en [5] para el comportamiento dinámico de los eigenvalores.

Teorema 5.2 Sea X � WISp (x; �;K;Q) un proceso de Wishart. Supóngase que x 2 S+p posee p

eigenvalores distintos

�1 (0) > �2 (0) > : : : > �p (0) :

Sea

� = inf fs : �i (s) = �j (s) para una pareja i 6= jg :
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Entonces para t < �; el proceso (�1; �2; : : : ; �p) satisface la ecuación diferencial estocástica

d�i (t) = 2
p
�i (t)Rii (t)d�i (t) + 2�i (t)

�
H>
t KHt

�
ii
dt+ �Rii (t) dt

+
X
k 6=i

Rii (t)�k (t) +Rkk (t)�i (t)

�i (t)� �k (t)
dt

donde (Ht)t�0 es el proceso de matrices ortogonales tal que, para cada t � 0; Ht diagonaliza Xt,

R (t) = H>
t Q

>QHt y �1; �2; : : : ; �p son movimientos brownianos reales independientes.

La idea de la demostración sigue el siguiente esquema:

i) Utilizar que un proceso de Wishart al estar siempre en el cono S+p es diagonalizable a �t.

ii) Utilizar la fórmula de Itô (Teorema 1.6), el Lema 2.2 y de�nir varias matrices auxiliares para

expresar d�t de una forma conveniente y extraer de la diagonal los d�0is.

iii) De la expresión favorable de d�t se extraen las partes martingalas local y de variación �nita

de los d�0is utilizando el Teorema 1.5.

Recuérdese que la notación (dX) (dY ) signi�ca d[X;Y ].

Para demostrar el Teorema 5.2 se diagonaliza Xx
t (paso i de la idea de la demostración) y se

de�nen ciertos procesos matriciales auxiliares (paso ii de la idea de la demostración). A continuación

se desarrollan estos pasos.

Sea X �WISp (x; �;K;Q) un proceso de Wishart tal que x 2 S+p posee p eigenvalores distintos

�1 (0) > �2 (0) > : : : > �p (0) > 0

y de�nase el tiempo del primer choque de eigenvalores

� = inf fs : �i (s) = �j (s) para una pareja i 6= jg :

Los eigenvalores (�i (t))1�i�p son semimartingalas porque son funciones C1 de
n
Xx
ij (t)

o
semi-

martingalas ([13]). Escójase una familia Ht de matrices ortogonales, continuas en t que diagonaliza
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Xx
t (Teorema A.1):

H>
t X

x
t Ht = �t = diag (�i (t)) : (5.2)

Nótese que los coe�cientes de Ht son funciones C1 de
n
Xx
ij (t)

o
y f�i (t)g lo que asegura que las

entradas de Ht sean semimartingalas para t < � [13].

Aplicando el Teorema 1.6 a (5.2) y utilizando que Xx
t es simétrica para toda t � 0 se obtiene

d� = H>d (XxH) + (dH)>XxH + (dH)> d (XxH)

= H> [XxdH + (dXx)H + (dXx) (dH)] + (dH)>XxH

+(dH)> [XxdH + (dXx)H + (dXx) (dH)]

= (dH)>XxH +H> (dXx)H +H>XxdH + (dH)> (dXx)H

+(dH)>XxdH +H> (dXx) (dH) + (dH)> (dXx) (dH)

pero (dH)> (dXx) (dH) = 0 utilizando la convencional "tabla de multiplicar"

dt dWt dW t

dt 0 0 0

dWt 0 dt 0

dW t 0 0 dt

(5.3)

para W t; Wt movimientos brownianos independientes, ya que cada sumando de cada entrada de

(dH)> (dXx) (dH) contiene productos dtdWt y dWtdW t para distintos e independientes movimien-

tos brownianos.

Por lo tanto

d� = (dH)>XxH +H> (dXx)H +H>XxdH + (dH)> (dXx)H

+(dH)>XxdH +H> (dXx) (dH) : (5.4)

Introduzcamos las siguientes matrices auxiliares.
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� A (t) (Logaritmo de Ht) tal que

A (0) = 0;dA = H> (dH) +
1

2
(dH)> (dH)

en todo tiempo t; A (t) es antisimétrica y

dH = H (dA) + 1
2 (dA) (dA) (5.5)

� d� = 1
2 (dA) (dA), � (0) = 0 es un proceso de variación �nita porque es la variación cuadrática

de A y 5.5 se reescribe como

dH = H (dA+ d�) (5.6)

� d� = H> (dX)H (dA).

� d� = (dA)> � (dA) :

Con estas nuevas matrices (5.4) se reescribe como

d� = H> (dXx)H +
�
(dA)> � + � (dA)

�
+
�
(d�)> � + � (d�)

�
+ d� + d�> + d�: (5.7)

Ahora continuamos desarrollando el paso iii) de la idea de la demostración del Teorema principal

de esta sección: encontrar la parte martingala local de d�i (t) y la parte de variación �nita de d�i (t).

Proposición 5.1 Siguiendo con la misma notación e hipótesis del Teorema 5.2, para i 2 f1; 2; :::pg

[Parte martingala de d�i (t)] = 2
q
�i (t)

�
H>
t Q

>QHt
�
ii
d�i (t)

para �1 (t) ; �2 (t) ; ::: �p (t) ; p movimientos brownianos reales independientes.

Demostración. Obsérvese que como A es antisimétrica entonces aii = 0, i = 1; :::; p por lo que�
(dA)> � + � (dA)

�
ii
= 0.

Obsérvese que �i (t) d
ii (t) es un proceso de variación �nita por lo que
�
(d�)> � + � (d�)

�
ii

es un proceso de variación �nita. Además d�ii y d�ii son procesos de variación �nita.
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Entonces de la parte diagonal de (5.7) se obtiene

[Parte martingala de d�i] =
h
H> (dXx)H

i
ii

=
nX
k;l

hkihlidX
x
kl

Utilizando la ecuación anterior y (dMt) (dNt) := d [M;N ]t por facilidad en la notación se obtiene

(d�i) (d�j) =

0@ nX
k;l

hkihlidX
x
kl

1A nX
p;q

hpjhqjdX
x
pq

!

=
nX

k;l;p;q

hkihlihpjhqj (dX
x
kl)
�
dXx

pq

�
(por Lema 2.2) =

nX
k;l;p;q

hkihlihpjhqj

�
Xx
pk

�
Q>Q

�
ql
+Xx

pl

�
Q>Q

�
qk
+Xx

qk

�
Q>Q

�
pl
+Xx

ql

�
Q>Q

�
pk

�
dt

=

nX
k;l;p;q

hkihlihpjhqjX
x
pk

�
Q>Q

�
ql
dt+

nX
k;l;p;q

hkihlihpjhqjX
x
pl

�
Q>Q

�
qk
dt

+
nX

k;l;p;q

hkihlihpjhqjX
x
qk

�
Q>Q

�
pl
dt+

nX
k;l;p;q

hkihlihpjhqjX
x
ql

�
Q>Q

�
pk
dt

=
nX

k;l;p;q

hkiX
x
pkhpjhqj

�
Q>Q

�
ql
hlidt+

nX
k;l;p;q

hpjX
x
plhlihki

�
Q>Q

�
qk
hqjdt

+

nX
k;l;p;q

hkiX
x
qkhqjhpj

�
Q>Q

�
ql
hlidt+

nX
k;l;p;q

hqjX
x
qlhlihki

�
Q>Q

�
pk
hpjdt

= 2
nX

k;l;p;q

�
hkiX

x
pkhpj

��
hqj

�
Q>Q

�
ql
hli

�
dt+ 2

nX
k;l;p;q

�
hpjX

x
plhli

��
hki

�
Q>Q

�
qk
hqj

�
dt

= 2

0@ nX
k;p

hkiX
x
pkhpj

1A0@ nX
l;q

hqj

�
Q>Q

�
ql
hli

1Adt
2

0@ nX
l;p

hpjX
x
plhli

1A0@ nX
k;q

hki

�
Q>Q

�
qk
hqj

1Adt
= 2

�
H> (Xx)>H

�
ij

�
H>Q>QH

�
ji
dt+ 2

�
H> (Xx)>H

�
ji

�
H>Q>QH

�
ij
dt

= 2�i

�
H>Q>QH

�
ii
�ijdt+ 2�i

�
H>Q>QH

�
ii
�ijdt

= 4�i

�
H>Q>QH

�
ii
�ijdt: (5.8)
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A continuación se utiliza el Teorema 1.5 para concluir. Se muestra que se cumplen las hipótesis.

Siguiendo la notación del Teorema 1.5 defínanse los siguientes procesos y recuérdese que �i es una

semimartingala porque es función continua de Xx el proceso de Wishart que es semimartingala por

lo que �i se escribe como la suma de una martingala local y un proceso de variación �nita:

M i
t : = [Parte martingala local de �i]t ;

�i;j (t) : = 4�i (t)
�
H>
t Q

>QHt
�
i;i
�i;j ;

	i;j (t) : = 2
q
�i (t)

�
H>
t Q

>QHt
�
i;i
�i;j :

Las condiciones sobre la integrabilidad deM i
t , �i;j (t) y 	i;j (t) que se piden se cumplen porque son

funciones continuas de Xx solución de una ecuación diferencial estocástica. Además se cumplen las

siguientes relaciones:

�
M i;M j

�
t
= [�i; �j ]t

por (5.8) =

Z t

0
4�i (s)

�
H>
s Q

>QHs
�
ii
�ijds

=

Z t

0
�i;j (s) ds;

y

�i;j (t) = 4�i (t)
�
H>
t Q

>QHt
�
i;i
�i;j

=
�
2
q
�i (t)

�
H>
t Q

>QHt
�
i;i

��
2
q
�i (t)

�
H>
t Q

>QHt
�
i;i

�
�i;j

=

pX
k=1

	ik (t)	jk (t) .

Por Teorema 1.5 existen p movimientos brownianos reales independientes �1 (t) ; :::; �p (t) tales

que en una extensión del espacio original

[Parte martingala de d�i (t)] = 2
q
�i (t)

�
H>
t Q

>QHt
�
ii
d�i (t) :
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Ahora se calcula la parte de variación �nita de d�i.

Proposición 5.2 Siguiendo con la notación e hipótesis del Teorema 5.2, si Rt = H>
t Q

>QHt

entonces 24 Parte variaci�on

finita de d�i

35 =
0@2�i �H>KH

�
ii
+ �Rii +

X
k 6=i

Rii�kk +Rkk�ii
�i � �k

1Adt (5.9)

Antes de mostrar esta proposición será necesario enunciar las siguientes proposiciones auxiliares

cuyas demostraciones se encuentran en el Apéndice C.

Proposición 5.3 Si q 6= j entonces

(daqj) (dX
x
kl) =

��
H>Q>Q

�
jl

�
H>Xx

�
qk
+
�
H>Q>Q

�
jk

�
H>Xx

�
ql

�
dt

(�j � �q)

+

��
H>Q>Q

�
ql

�
H>Xx

�
jk
+
�
H>Q>Q

�
qk

�
H>Xx

�
jl

�
dt

(�j � �q)
:(5.10)

Proposición 5.4

d�jj =
X
q 6=j

�
HQ>QH

�
jj
�qq +

�
H>Q>QH

�
qq
�jj

�j � �q
dt: (5.11)

Proposición 5.5 Si i 6= k

(�i � �k)2 (daki)2 = �i

�
H>Q>QH

�
kk
dt+ �kk

�
H>Q>QH

�
ii
dt (5.12)

Proposición 5.6 Si i 6= k

� (�i � �k)2 (daik) (daki) = �i

�
H>Q>QH

�
kk
+ �kk

�
H>Q>QH

�
ii
dt: (5.13)

Siguiendo con ecuaciones auxiliares obsérvese que de la parte diagonal de (5.7) se obtiene

[Parte ver �nita de d�i] =
h
Parte ver �nita de d�i de

h
H> (dXx)H

i
ii

i
+2�id
ii + 2d�ii + d�ii (5.14)
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y de la parte no diagonal de (5.7) se obtiene

(�j � �i) (daij) =
X
k;l

hkihijdxkl

+(�j + �i) d
ij + d�ij + d�ji + d�ij (5.15)

siempre que i 6= j.

Además

(por de�nición) d
ii = 1
2

X
k 6=i

(daik) (daki)

(usando (5.13)) = �1
2

X
k 6=i

�i
�
H>Q>QH

�
kk
+ �k

�
H>Q>QH

�
ii

(�i � �k)2
dt (5.16)

(por de�nición) d�ii =
X
k 6=i

(daki)
2 �k

(por 5.12) =
X
k 6=i

�i
�
H>Q>QH

�
kk
+ �k

�
H>Q>QH

�
ii

(�i � �k)2
�kdt (5.17)

Ahora sí se puede demostrar la Proposición 5.2.

Demostración de la Proposición 5.2. La primera de las siguientes igualdades se obtiene

utilizando (2.4)

24 Parte variaci�on

finita de
�
H> (dS)H

�
ii

35 =
h
H>

�
SK +K>S + �Q>Q

�
H
i
ii
dt

=
�
H>SKH +H>K>SH + �H>Q>QH

�
ii
dt

(usando que H>H es Id) =
�
H>SHH>KH +H>K>HH>SH + �H>Q>QH

�
ii
dt

=
�
�H>KH

�
ii
dt+

�
H>K>H�

�
ii
dt+ �

�
H>Q>QH

�
ii
dt

= �i

�
H>KH

�
ii
dt+

�
�>H>KH

�
ii
dt+ �

�
H>Q>QH

�
ii
dt

=
h
2�i

�
H>KH

�
ii
+ �

�
H>Q>QH

�
ii

i
dt: (5.18)
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Entonces por (5.14), (5.16), (5.17), (5.11) y (5.18) y usando la notación Rt = H>
t Q

>QHt:24 Parte variaci�on

finita de d�i

35 = 2�i

�
H>KH

�
ii
dt+ �Riidt

�2�i 12
X
k 6=i

�iRkk + �kRii

(�i � �k)2
dt+ 2

X
k 6=i

Rii�k +Rkk�i
�i � �k

dt

+
X
k 6=i

�iRkk + �kRii

(�i � �k)2
�kdt

= 2�i

�
H>KH

�
ii
dt+ �

�
H>Q>QH

�
ii
dt

+
X
k 6=i

(�iRkk + �kkRii)�k � (�iRkk + �kRii)�i
(�i � �k)2

dt

+2
X
k 6=i

Rii�kk +Rkk�ii
�i � �k

dt

= 2�i

�
H>KH

�
ii
dt+ �

�
H>Q>QH

�
ii
dt

+
X
k 6=i

(�iRkk + �kkRii) (�k � �i)
(�i � �k)2

dt+ 2
X
k 6=i

Rii�kk +Rkk�ii
�i � �k

dt

= 2�i

�
H>KH

�
ii
dt+ �

�
H>Q>QH

�
ii
dt

�
X
k 6=i

(�iRkk + �kkRii)

�i � �k
dt+ 2

X
k 6=i

Rii�kk +Rkk�ii
�i � �k

dt

= 2�i

�
H>KH

�
ii
dt+ �

�
H>Q>QH

�
ii
dt+

X
k 6=i

Rii�kk +Rkk�ii
�i � �k

dt:

El Teorema 5.2 se ha probado al utilizando las Proposiciones 5.1 y 5.2.

5.3 Imposibilidad de Colisión

El objetivo de esta sección es probar que los eigenvalores de X �WISp (x; �;K;Q) de un proceso

de Wishart nunca colisionan para todo tiempo t � 0 siempre que los eigenvalores de x 2 S+p ; la

condición inicial, sean distintos. Es decir, el objetivo es mostrar que

� = inf fs : �i (s) = �j (s) para una pareja i 6= jg
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es 1 casi seguramente.

No se ha podido demostrar aún que � = 1 c.s. pero se dan los detalles de una posible

demostración:

i) La idea es encontrar una función real U que funcione para utilizar el argumento de McKean. La

función debe estar de�nida en la cámara de Wely

d = f(x1; x2; :::; xp) 2 Rp : x1 > x2 > ::: > xpg

con derivadas continuas y tal que U (t) = U (�1 (t) ; �2 (t) ; :::; �p (t)) es una martingala local

que tiende a 1 o �1 cuando dos eigenvalores se acercan entre sí. Una vez encontrada la

función U se procede por contradicción suponiendo que � < 1 y se utiliza el argumento de

McKean (Teorema 1.14) junto con el proceso U (t) para llegar a la contradicción deseada y

concluir. A continuación los detalles.

ii) Ya se ha establecido que d�i = dmi +  idt donde mi es una martingala local.

iii) Aplicando la fórmula de Itô a U (t), se obtiene

dU =

pX
i

@U

@�i
dmi +

pX
i

@U

@�i
 idt+

1

2

pX
i;j

@2U

@�i@�j
(d�i) (d�j) (5.19)

como (d�i) (d�j) = 4�i
�
H>Q>QH

�
ii
�ijdt es de variación �nita, entonces U (t) es una mar-

tingala local si la parte de variación �nita de (5.19) es cero, es decir que:

pX
i

@U

@�i

0@ 2�i (t)
�
H>
t KHt

�
ii

+�Rii (t) +
P
k 6=i

Rii(t)�k(t)+Rkk(t)�i(t)
�i(t)��k(t)

1A+ 2 pX
i

@2U

@�2i
�iRii (t) = 0 (5.20)

es decir que se desea encontrar o al menos demostrar que existe una solución a la ecuación

diferencial parcial

pX
i

@U

@xi

0@2dixi + �Ri +X
k 6=i

Rixk +Rkxi
xi � xk

1A+ 2 pX
i

Ri
@2U

dx2i
xi = 0

tal que lim(x1;:::;xp)!A U (x1; :::; xp) = 1 o �1 donde A = [i<j<p fxi = xjg y las R0is son
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constantes dadas.

iv) Sabiendo que la U requerida existe, entonces se de�ne

U (t) := U (�1 (t) ; �2 (t) ; :::; �p (t))

que es continua en [0; �) y tal que

lim
t!�

U (t) =1 por ejemplo

es una martingala local. Se concluye que � = 1 c.s. utilizando Teorema 1.14 tomando

rt = (�1 (t) ; �2 (t) ; :::; �p (t)), y h = U .

5.4 Interpretación y Conjetura de Existencia de un Proceso de

Wishart más General

En la sección anterior se mostró que el comportamiento de los eigenvalores del proceso de Wishart

general es descrito por la siguiente ecuación, condicionado a que los eigenvalores sean distintos

d�i (t) = 2
p
�i (t)

p
Rii (t)d�i (t) + 2�i (t)

�
H>
t KHt

�
ii
dt+ �Rii (t) dt (5.21)

+
X
k 6=i

Rii (t)�k (t) +Rkk (t)�i (t)

�i (t)� �k (t)
dt

donde fR (t)gt�0 es un proceso matricial de�nido en función del proceso de Wishart según el

Teorema 5.2 (con la notación de este teorema es fRtgt�0).

En esta sección se describe una posible interpretación de (5.21), a partir de la siguiente propuesta

que hacemos de un proceso de Wishart aún más general que el presentado en la Sección 2.2.

Sea W � BMp; (Qt)t�0 y (Kt)t�0 procesos matriciales en Mp (R), x 2 S+p el valor inicial y

� > 0 un número real no negativo. Sea (Xx
t )t�0 la "solución" a la siguiente ecuación diferencial

estocástica

dXx
t =

p
Xx
t dWtQt +Q

>
t dW

>
t

p
Xx
t +

�
Xx
t Kt +K

>
t X

x
t + �Q

>
t Qt

�
dt; Xx

0 = x: (5.22)
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Consideremos primero el caso en que Qt y Kt son funciones matriciales deterministas.

Obsérvese que si Qt = Q y Kt = K 8t 2 R+ son constantes entonces la ecuación (5.22)

corresponde a el proceso de Wishart general (2.4). .

El proceso (Xt)t�0 de�nido por (5.22), que por el momento supondremos que existe, permite

interpretar el comportamiento dinámico de los eigenvalores del proceso de Wishart general de la

siguiente manera:

La parte derecha de la ecuación (5.21) es la suma de dos términos. El primero de ellos es el

siguiente

2
p
�i (t)

p
Rii (t)d�i (t) +

h
2�i (t)

�
H>
t KHt

�
ii
+ �Rii (t)

i
dt: (5.23)

Obsérvese que condicionado al proceso de eigenvectoresHt; para cada t se tiene que eQt = pRii (t)���Ht
y eKt =

�
H>
t KHt

�
ii

��Ht son procesos "deterministas" y (5.23) puede interpretarse como un "proceso
de Wishart" de�nido por (5.22) para p = 1, o sea un proceso cuadrado de Bessel generalizado.

El segundo término de la parte derecha de la ecuación (5.22) es

X
k 6=i

Rii (t)�k (t) +Rkk (t)�i (t)

�i (t)� �k (t)
dt (5.24)

y se puede interpretar como un término que impide la colisión de los eigenvalores del proceso de

Wishart general, siempre que se haya mostrado que efectivamente los eigenvalores no colisionan,

por ejemplo con la modi�cación del argumento de McKean que conjeturamos en la sección anterior

que resuelve este problema.

Consideremos ahora el caso en que (Qt)t�0 y (Kt)t�0 son procesos estocásticos matriciales a los

que al menos debemos pedirles que sean progresivamente medibles para que su integral de Itô esté

bien de�nida. Creemos que es necesario que estos procesos sean independientes de (Wt)t�0 para

que en un estudio posterior se obtenga resultados no triviales.

Entonces, el término (5.23) es la solución a (5.22) que es una versión más general del proceso

de Wishart. La expresión (5.24) puede ser interpretado como un término que impide la colisión de

los eigenvalores del proceso de Wishart.

Obsérvese que el proceso de Wishart propuesto en esta sección tiene problemas de de�nición

para ambos casos en que (Qt)t�0 y (Kt)t�0 son deterministas o procesos estocásticos. Es necesario

mostrar que (Xt)t�0 existe y es único. Es decir, mostrar que existe una solución fuerte, o al menos
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débil, a la ecuación (5.22).

En principio se puede seguir la demostración del Teorema 2.1 para mostrar que (Xt)t�0 sí

existe. El mismo argumento es aplicable para proponer a S+p como el espacio donde la solución a

(5.22) mantiene c.s. hasta el tiempo de paro correspondiente. Pero es necesaria una extensión del

Teorema de existencia y solución de ecuaciones diferenciales estocásticas a partir de semimartingalas

continuas (Teorema 1.10): debe ser válido para una f con un dominio de de�nición más amplio y

la condición de Lipschitz sobre f modi�cada. Un resultado que es un buen candidato para mostrar

la existencia y unicidad que se requiere es [18, Sección 6.10].

Una vez mostrado que existe el proceso de Wishart hasta el tiempo de paro � en que la solución

Xt se encuentra en la frontera de S+p hay que mostrar que � =1 c.s. La demostración del Teorema

2.4 y la del Teorema 2.5, que a�rma � = 1 para Wishart general, se puede tratar de extender a

este caso.

Una vez mostrado que el proceso de Wishart de�nido por (5.22) sí existe y es único se puede

estudiar el proceso de los eigenvalores del proceso de Wishart propuesto en esta sección.
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Apéndice A

Álgebra de Matrices

Resumimos varios resultados de matrices positivas de�nidas en el siguiente teorema.

Teorema A.1 (Matrices Positivas De�nidas) i) A 2 S+p sí y sólo si x>Ax > 0 para toda

x 2 Rp distinta de �!0 .

ii) A 2 S+p sí y sólo si x>Ax > 0 para toda x 2 Rp tal que kxk = 1.

iii) A 2 S+p sí y sólo si A es diagonalizable ortogonalmente con eigenvalores positivos, es decir

que existe una matriz ortogonal U 2 Mp (R) ; UU> = Ip, tal que A = U�U> con � =

diag (�1; :::�p), donde �i > 0, i = 1; :::p, son eigenvalores positivos de A.

iv) Si A 2 S+p entonces A�1 2 S+p .

v) A>A 2 S+p 8A 2 Gp (R).

vi) A 2 S+p sí y sólo si x>Ax � 0 8x 2 Rp : x 6= 0.

vii A 2 S+p sí y sólo si A es diagonalizable ortogonalmente con eigenvalores no negativos.

viii) Para toda M 2Mp (R) M>M 2 S+p .

De�nición A.1 (Raíz Cuadrada de una Matriz Semipositiva De�nida) Sea A 2 S+p . De

acuerdo al Teorema A.1 existe una matriz ortogonal U 2 Mp (R) ; UU> = Ip, tal que A = U�U>

con � = diag (�1; :::�p), donde �i � 0, i = 1; :::p. De�nase
p
A = Udiag

�p
�1; :::

p
�p
�
U>.
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De�nición A.2 (Función vec) Sea A 2 Mm;n (R) con columnas ai 2 Rm, i = 1; :::; n. De�nase

la función vec :Mm;n (R)! Rmn como

vec (A) =

0BBB@
a1
...

an

1CCCA :

Para matrices simétricas se de�ne el siguiente operador.

De�nición A.3 (Función vech) Sea S 2 Sp: La función vech : Sp ! R
p(p+1)

2 se de�ne como

vech (S) =

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

S11

S21

S22
...

S1p
...

Spp

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
:

La de�nición siguiente es necesaria para de�nir la función Hipergeométrica de matrices, la cual

es utilizada en la de�nición de una distribución de Wishart.

De�nición A.4 (Polinomio Homogéneo) Un polinomio homogéneo simétrico de grado k en

x1; :::xm es un polinomio tal que no cambia bajo permutaciones de los subíndices y tal que todo

término del polinomio tiene grado k.

A continuación se de�nirá el polinomio zonal. Para ello se necesitan las siguientes considera-

ciones. Sea S 2 Sp y Vk un espacio vectorial de polinomios homogéneos � (S) de grado k en
1
2p (p+ 1) elementos distintos de S. El espacio Vk se puede descomponer en una suma directa de

subespacios irreducibles V� donde � = (k1; :::; kp) ; k1 + ::: + kp = k y k1 � : : : � kp. Entonces el

polinomio (TrS)k tiene una descomposición única de polinomios C� (S) 2 V� como

(TrS)k =
X
�

C� (S) :
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Entonces

De�nición A.5 El polinomio zonal C� (S) es el componente de (TrS)
k en el subespacio V�.

Ahora se puede de�nir la función Hipergeométrica.

De�nición A.6 (Función Hipergeométrica de Matrices) La función Hipergeométrica con ar-

gumento en las matrices está de�nida como

mFn (a1; :::; am; b1; :::; bn;S) =
1X
k=0

X
�

(a1)� : : : (am)�C� (S)

(b1)� : : : (bn)� k!
(A.1)

donde ai; bj 2 R, S 2 Sp y
P
� es la suma sobre todas las particiones � de k y (a)� =

Qp
j=1

�
a� 1

2 (j � 1)
�
kj

denota el coe�ciente hipergeométrico generalizado con (x)kj = x (x+ 1) : : : (x+ xj � 1).

Para mas detalles acerca de la función Hipergeométrica de matrices, convergencia de (A.1) y

de los polinomios zonal re�érase a [11, cap 1.5 y 1.6].

Lema A.1 (Descomposición Cholesky) Sea q 2 S+p una matriz de rango r. Entonces existe

una matriz permutación d, una matriz triangular inferior invertible cr 2 Gr (R) y kr 2Mp�r�r (R)

tal que:

dqd> = cc>; c =

0@cr 0

kr 0

1A .

La terna (cr; kr; d) es llamada descomposición de Cholesky extendida de q. Además, ~c =

0@cr 0

kr Ip�r

1A 2

Gp (R), y se tiene que

q =
�
~c>d
�>
Irp~c

>p.

El siguiente corolario se puede encontrar en [12, Corolario 4.3.3]. Es útil en la demostración de

la existencia del proceso de Wishart.

Corolario A.1 Sean A;B 2 Mp hermitianas. Supóngase que B 2 S+p y los eigenvalores de A y

A+B se ordenan en forma creciente entonces

�k (A) � �k (A+B) ; k = 1; :::; p:
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Apéndice B

Matrices Aleatorias

En este apéndice se proporcionan algunos resultados y de�niciones de matrices aleatorias.

De�nición B.1 (Borel-�-álgebra) Sea (X; T ) un espacio topológico. La Borel-�-álgebra en X

es la �-álgebra más pequeña que contiene a T . Denotada como B (X).

Al trabajar con los espacios Rn oMm;n (R) se asumirá que tiene la topología natural, que es la

unión de todas las posibles bolas abiertas, dada la métrica euclidiana. Se escribirá B en lugar de

B (R) ; Bn en lugar de B (Rn) y Bm;n en lugar de B (Mm;n (R)).

De�nición B.2 (Integral Matricial I) Sea f : Mm;n (R) ! R una función Bm;n;B�medible

y M 2 Bm;n un subconjunto medible de Mm;n (R) y denótese con � la medida de Lebesgue en

(Rmn;Bmn). La integral de f sobre M está de�nida como

Z
M
f (X) dX :=

Z
M
f (X) d (� � vec) (X) =

Z
vec(M)

f � vec�1 (x) d� (x) :

Para la de�nición de la operación vec y vech re�érase a las De�niciones A.2 y A.3.

Obsérvese que Sp es isomorfo a R
p(p+1)

2 : Es cierto que para p � 2 Sp es un subespacio real de

Mp y por lo tanto bajo la medida � � vec es un conjunto de medida 0. Entonces se requiere otra

medida en el subespacio de matrices simétricas porque la integral de�nida arriba asigna medida

cero sobre subconjunto de Sp.
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De�nición B.3 (Integral Matricial II) Sea f : Sp ! R una función B (Sp) ; B�medible yM 2

B (Sp) un subconjunto medible de Sp y denótese con � la medida de Lebesgue en
�
R

p(p+1)
2 ;B

p(p+1)
2

�
.

La integral de f sobre M está de�nida como

Z
M
f (X) dX :=

Z
M
f (X) d (� � vech) (X) =

Z
vech(M)

f � vech�1 (x) d� (x) :

La medida � � vech será llamada medida de Lebesgue en (Sp;B (Sp)).

De�nición B.4 (Matriz aleatoria) Una m� n matriz aleatoria X es una función medible

X : (
;G)! (Mm;n (R) ;Bm;n) :

De�nición B.5 (Esperanza) Sea X una m� n matriz aleatoria. Para toda función

h = (hij)i;j :Mm;n (R)!Mr;s (R)

con

hij :Mm;n (R)! R; 1 � i � r; 1 � j � s;

el valor esperado de h (X) es E (h (X)) 2Mr;s (R) tal que

E (h (X))ij = E (hij (X)) =
Z
Mm;n(R)

hij (A)P
X (dA) :

De�nición B.6 (Función Característica) La función característica de una matriz aleatoria X

de tamaño m� n con función de densidad fX se de�ne como

E
h
exp

�
Tr
�
iXZ>

��i
=

Z
Mm;n(R)

exp
h
Tr
�
iAZ>

�i
fX (A) dA

para toda Z 2Mp (R).

De�nición B.7 (Transformada de Laplace) La transformada de Laplace de una matriz aleato-

ria X de tamaño p� p en S+p con función de densidad fX está de�nida por

E [exp (Tr (�ZX))] =
Z
S+p
exp [Tr (�ZA)] fX (A) dA

88



para toda Z 2 S+p .

De�nición B.8 (Generador In�nitesimal en Mp (R)) El generador in�nitesimal del proceso

de Wishart (2.4) en Mp (R) se de�ne para x 2 S+p y f 2 C2 (Mp (R) ;R) con derivadas acotadas

como

LMf (x) = lim
t!0+

E [f (Xx
t )]� f (x)
t

:

De�nición B.9 (Generador In�nitesimal en Sp) El generador in�nitesimal del proceso de Wishart

(2.4) en Sp se de�ne para x 2 S+p y f 2 C2 (Sp;R) con derivadas acotadas como

LMf (x) = lim
t!0+

E [f (Xx
t )]� f (x)
t

:

De�nición B.10 (Matriz de Covarianzas) Sea X una matriz aleatoria de tamaño m� n y Y

una matriz aleatoria de tamaño p� q. La matriz de covarianzas es una matriz de tamaño mn� pq

de�nida como

cov (X;Y ) = cov
h
vec

�
X>
�
; vec

�
Y >
�i

= E
�
vec

�
X>
�
vec

�
Y >
�>�

� E
h
vec

�
X>
�i
E
h
vec

�
Y >
�i>

:

Es decir que cov (X;Y ) es una matriz que tienem�p bloques. Los bloques representan cov
�
~x>i ; ~y

>
j

�
2

Mn;q (R) ; donde los ~xi (respectivamente ~yi) denotan las �las de X (respectivamente Y ).

De�nición B.11 (Distribución Multivariada Normal) Un vector aleatorio X 2 Rp tiene dis-

tribución multivariada normal con media � 2 Rp y matriz de covarianza � 2 S+p si su densidad

es
1

(2�)
p
2 det (�)

1
2

exp
h
Tr
�
�1
2�

�1 (x� �) (x� �)>
�i
; x 2 Rp:

Se usa la notación X � Np (�;�).

De�nición B.12 (Distribución Normal Matricial) Una matriz aleatoria de tamaño p�n tiene

distribución Normal con media M 2 Mp;n (R) y covarianza � 
 	 donde � 2 S+p ; 	 2 S+n si

vec
�
X>� � Npn �vec �M>� ;�
	�. Se utiliza la notación X � Np;n (M;�
	).
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De�nición B.13 (Distribución Wishart No-Central) Una matriz aleatoria X en S+p tiene

distribución de Wishart no central con parámetros p 2 N; n � p; � 2 S+p y � 2 Mp (R) si su

función de distribución es

fX (S) =
�
2
1
2
np�p

�
n
2

�
det (�)

n
2

��1
exp

�
Tr
�
�1
2

�
�+��1S

���
det (S)

1
2
(n�p�1)

0F1
�
n
2 ;
1
4��

�1S
�

donde S 2 S+p y 0F1 es la función Hipergeométrica (ecuación A.1).

Se escribirá X �Wp (n;�;�). El parámetro � es llamado parámetro de no centralidad por lo

que si � = 0 en la de�nición anterior, se dice que X se distribuye como Wishart central.

Teorema B.1 (Transformada de Laplace de la Distribución Wishart no Central) Sea

X �Wp (n;�;�) :

Entonces la transformada de Laplace de X es

E [expTr (�UX)] = det (Ip + 2�U)�
n
2 expTr

h
��(Ip + 2�U)�1�U

i
con U 2 S+p :

Ver [21, pág 12].
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Apéndice C

Demostración de Resultados

Auxiliares

En este apéndice se encuentran las demostraciones de resultados auxiliares que se utilizan en el

Capítulo 5.

Demostración de la Proposición 5.3.

La primera de las siguientes igualdades es por (5.15).

(�j � �q) (daqj) (dXx
kl) =

X
rs

hrqhss (dX
x
rs) (dX

x
kl)

(por Lema 2.2) =
X
rs

hrqhsjX
x
rk

�
Q>Q

�
sl
dt+

X
rs

hrqhsjX
x
rl

�
Q>Q

�
sk
dtX

rs

hrqhsjX
x
sk

�
Q>Q

�
rl
dt+

X
rs

hrqhsjX
x
sl

�
Q>Q

�
rk
dt

=
X
rs

hsj

�
Q>Q

�
sl
hrqX

x
rkdt+

X
rs

hsj

�
Q>Q

�
sk
hrqX

x
rldtX

rs

hrq

�
Q>Q

�
rl
hsjX

x
skdt+

X
rs

hrq

�
Q>Q

�
rk
hsjX

x
sldt

=

 X
s

hsj

�
Q>Q

�
sl

! X
r

hrqX
x
rk

!
dt+

 X
s

hsj

�
Q>Q

�
sk

! X
r

hrqSrl

!
dt X

s

hrq

�
Q>Q

�
rl

! X
r

hsjSsk

!
dt+

 X
r

hrq

�
Q>Q

�
rk

! X
s

hsjSsl

!
dt
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=
�
H>Q>Q

�
jl

�
H>S

�
qk
dt+

�
H>Q>Q

�
jk

�
H>S

�
ql
dt

+
�
H>Q>Q

�
ql

�
H>S

�
jk
dt+

�
H>Q>Q

�
qk

�
H>S

�
jl
dt:

Entonces

(�j � �q) (dSkl) (daql) =

��
H>Q>Q

�
jl

�
H>S

�
qk
+
�
H>Q>Q

�
jk

�
H>S

�
ql

�
dt

+

��
H>Q>Q

�
ql

�
H>S

�
jk
+
�
H>Q>Q

�
qk

�
H>S

�
jl

�
;

siempre que j 6= k.

Demostración de la Proposición 5.4.

Por la de�nición de � se cumple la primera de las igualdades siguientes

d�jj =
X
klq

hkjhlqdSkldaqj

(A es cero en la diagonal) =
X
klq
q 6=j

hkjhlqdSkldaqj

(por (5.10)) =
X
klq
q 6=j

hkjhlq
�
H>Q>Q

�
jl

�
H>S

�
qk

�j � �q
dt+

X
klq
q 6=j

hkjhlq
�
H>Q>Q

�
jk

�
H>S

�
ql

�j � �q
dt

+
X
klq
q 6=j

hkjhlq
�
H>Q>Q

�
ql

�
H>S

�
jk

�j � �q
dt+

X
klq
q 6=j

hkjhlq
�
H>Q>Q

�
qk

�
H>S

�
jl

�j � �q
dt

=
X
klq
q 6=j

hlq
�
Q>QH

�
lj

�
H>S

�
qk
hkj

�j � �q
dt+

X
klq
q 6=j

hkj
�
Q>QH

�
kj

�
H>S

�
ql
hlq

�j � �q
dt

+
X
klq
q 6=j

hlq
�
Q>QH

�
lq

�
H>S

�
jk
hkj

�j � �q
dt+

X
klq
q 6=j

hkj
�
Q>QH

�
kq

�
H>S

�
jl
hlq

�j � �q
dt

92



=
X
kq
q 6=j

X
l

hlq

�
Q>QH

�
lj

�
H>S

�
qk
hkj

�j � �q
dt+

X
lq
q 6=j

X
k

hkj

�
Q>QH

�
kj

�
H>S

�
ql
hlq

�j � �q
dt

+
X
lq
q 6=j

X
l

hlq

�
Q>QH

�
lq

�
H>S

�
jk
hkj

�j � �q
dt+

X
lq
q 6=j

X
k

hkj

�
Q>QH

�
kq

�
H>S

�
jl
hlq

�j � �q
dt

=
X
kq
q 6=j

�
H>Q>QH

�
qj

�
H>S

�
qk
hkj

�j � �q
dt+

X
lq
q 6=j

�
HQ>QH

�
jj

�
H>S

�
ql
hlq

�j � �q
dt

+
X
kq
q 6=j

�
HQ>QH

�
qq

�
H>S

�
jk
hkj

�j � �q
dt+

X
lq
q 6=j

�
HQ>QH

�
jq

�
H>S

�
jl
hlq

�j � �q
dt

=
X
q
q 6=j

X
k

�
H>Q>QH

�
qj

�j � �q

�
H>S

�
qk
hkjdt+

X
q
q 6=j

X
l

�
HQ>QH

�
jj

�j � �q

�
H>S

�
ql
hlqdt

+
X
q
q 6=j

X
k

�
H>Q>QH

�
qq

�j � �q

�
H>S

�
jk
hkjdt+

X
q
q 6=j

X
l

�
HQ>QH

�
jq

�j � �q

�
H>S

�
jl
hlqdt

=
X
q 6=j

�
H>Q>QH

�
qj

�j � �q

�
H>SH

�
qj
dt+

X
q 6=j

�
HQ>QH

�
jj

�j � �q

�
H>SH

�
qq
dt

+
X
q 6=j

�
H>Q>QH

�
qq

�j � �q

�
H>SH

�
jj
dt+

X
q 6=j

�
HQ>QH

�
jq

�j � �q

�
H>SH

�
jq
dt

=
X
q 6=j

�
H>Q>QH

�
qj
�qj

�j � �q
dt+

X
q 6=j

�
HQ>QH

�
jj
�qq

�j � �q
dt

+
X
q 6=j

�
H>Q>QH

�
qq
�jj

�j � �q
dt+

X
q 6=j

�
HQ>QH

�
jq
�jq

�j � �q
dt

=
X
q 6=j

�
HQ>QH

�
jj
�qq

�j � �q
dt+

X
q 6=j

�
H>Q>QH

�
qq
�jj

�j � �q
dt

=
X
q 6=j

�
HQ>QH

�
jj
�qq +

�
H>Q>QH

�
qq
�jj

�j � �q
dt:
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Demostración de la Proposición 5.5.

Si i 6= k, por (5.15)

(�i � �k)2 (daki)2 =

 X
rs

hrkhsidSrs

! X
pq

hpkhqidSpq

!
=

X
rspq

hrkhsihpkhqidSrsdSpqdt

(por Lema 2.2) =
X
rspq

hrkhsihpkhqiSsp

�
Q>Q

�
rq
dt+

X
rspq

hrkhsihpkhqiSsq

�
Q>Q

�
rp
dt

+
X
rspq

hrkhsihpkhqiSrp

�
Q>Q

�
sq
dt+

X
rspq

hrkhsihpkhqiSrq

�
Q>Q

�
sp
dt

(reordenando términos) =
X
rspq

[hsiSsphpk]

�
hrk

�
Q>Q

�
rq
hqi

�
dt+

X
rspq

[hsiSsqhqi]

�
hpk

�
Q>Q

�
rp
hrk

�
dt

+
X
rspq

[hrkSrphpk]

�
hsi

�
Q>Q

�
sq
hqi

�
dt+

X
rspq

[hrkSrqhqi]

�
hsi

�
Q>Q

�
sp
hpk

�
dt

=
X
sp

hsiSsphpk
X
rq

hrk

�
Q>Q

�
rq
hqidt+

X
sq

hsiSsqhqi
X
pr

hpk

�
Q>Q

�
rp
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Demostración de la Proposición 5.6.

Si i 6= k y por (5.15)la primera igualdad es cierta:

� (�i � �k)2 (daik) (daki) =

 X
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!
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(por Lema 2.2) =
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