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Introduccion

En 1928 John Wishart [27] derivé la distribucién matricial que lleva su nombre en el contexto
de diversos problemas de estadistica multivariada. Puede pensarse a la distribuciéon de Wishart
como la versién matricial de la distribucién ji-cuadrada y es actualmente de gran importancia en
inferencia estadistica acerca de una distribucién normal multivariada, como en la estimacion de
las matrices de covarianza, en el estudio de componentes principales, pruebas de verosimilitud en
estadistica multivariada, entre otros problemas; ver por ejemplo el libro [19].

El proceso cuadrado de Bessel, nombrado asi en honor a Friedrich Bessel, es un proceso de
Markov continuo con importancia tanto tedrica como aplicada. Aparece, por ejemplo, en la teoria
de los procesos de Markov y difusiones, con aplicaciones a la teoria del tiempo local del movimiento
browniano [14], [26], a excursiones brownianas y tiempo reverso [14]. Asimismo es bastante conocido
por sus aplicaciones a la teorfa en finanzas [3], [7], [23]. El proceso cuadrado de Bessel puede ser
definido en varios contextos; mediante su generador infinitesimal [13], como la parte radial de un
movimiento browniano d—dimensional [15], [16] o como la solucién de una ecuacién diferencial
estocdstica [21]. Este proceso es de especial interés en esta tesis ya que el proceso de Wishart es el
andlogo matricial del proceso cuadrado de Bessel y también se encuentra relacionado con el proceso
de eigenvalores.

En 1989 Marie-France Bru [4] estudi6 el espectro de matrices varianza-covarianza brownianas;
motivada por el andlisis de componentes principales y también realizé un andlisis espectral de
matrices de correlaciéon. La importancia de su articulo es que realiza los primeros estudios del
comportamiento dindmico de un proceso continuo que para cada tiempo fijo posee distribucién
de Wishart. Este es el andlogo matricial del proceso cuadrado de Bessel, mds especificamente el
producto de matrices brownianas.

En un articulo posterior en 1991, Bru [5] defini6 el proceso de Wishart X = (X;;¢ > 0) como la
solucién a una ecuacién diferencial estocdstica matricial que incluye una familia mds amplia que los
procesos estudiados en [4] y que incluye pardmetros matriciales Q y K. Bru mostré que este nuevo
proceso existe solamente para matrices ), K que conmutan y siempre y cuando los eigenvalores
del proceso se mantengan distintos. En esta tesis llamamos Proceso de Wishart estdndar al caso

en que Q =1, y K = 0, para el cual se cumple que cada tiempo ¢ fijo, X; se distribuye como una



extension de la distribucién de Wishart central. La extensién es en el sentido de que la distribucién
de Wishart central depende de un pardmetro n € N y la extensién es para una distribucién que
incluye un pardmetro o € R™, similar al caso del proceso cuadrado de Bessel a-dimensional.

En 2008 Oliver Pfaffel [21] consideré en su tesis de maestria una definicién més general del pro-
ceso de Wishart que la considerada en [5], la cual en este trabajo llamaremos proceso de Wishart
general. Sin imponer restriccién en K y @ ni la condicién de la no colisién de los eigenvalores, en
[21] se demuestra que el proceso de Wishart general existe y es tnico, en [17] se demuestra que un
conjunto de procesos que incluyen al proceso de Wishart general existen; ambas demostraciones
se desarrollan usando herramientas del cdlculo estocdstico matricial. Para el proceso de Wishart
general se cumple que para cada tiempo ¢ fijo, X; se distribuye como una extensién de la distribu-
cién Wishart no central. La extensién es en un sentido andlogo al descrito anteriormente para el
pardmetro oo € RT.

El objetivo principal de este trabajo es presentar de manera unificada resultados bésicos del
proceso de Wishart, estudiar su proceso de eigenvalores y resultados recientes sobre la dindmica de
algunas propiedades distribucionales, utilizando el enfoque de cédlculo estocastico.

De especial interés en este trabajo es el realizar de manera detallada el estudio de los valores
propios del proceso de Wishart. Este fue iniciado por [4], [5] en el caso del proceso de Wishart estén-
dar, encontrando la ecuacion diferencial estocdstica que obedece este proceso, el cual se comporta
como un proceso cuadrado de Bessel mas un término de no colisién de los eigenvalores.

Una aportacién de esta tesis es el estudio detallado de los eigenvalores del proceso de Wishart
general. Especificamente, se obtiene una ecuacién diferencial estocdstica que describe la dindmica
de estos eigenvalores. Esto requiere primero de una extension de algunas técnicas propuestas por
Bru y en especial una modificacién del llamado argumento de McKean; resultado que conjeturamos
permite mostrar que los eigenvalores del proceso de Wishart general nunca colisionan. Asimismo,
con el propésito de dar una interpretacién de la dindmica de los eigenvalores propios del proceso
de Wishart general, en este trabajo se hace la propuesta de una definicién atin més general del
proceso de Wishart estudiada en [21] y mds generalmente en [17], estudio que proponemos realizar
posteriormente.

Con respecto a las propiedades distribucionales del proceso de Wishart, recientemente han sido

considerados varios resultados. En 2007 Vostrikova y Graczyk [25] proporcionaron férmulas recur-



sivas para los momentos y esperanzas de funcionales del proceso de Wishart estandar via cédlculo
estocdstico. En 2010 Alfonsi y Ahdida [1] estudiaron propiedades distribucionales de procesos afines
y usan el generador infinitesimal con el propdsito de generar distribuciones de Wishart y generar
el proceso de Wishart general y procesos afines en matrices semipositivas definidas sin alguna
restriccién en los pardmetros.

Hay varias propiedades y aspectos del proceso de Wishart que no se consideran en este trabajo.
Por ejemplo, resultados relacionados con comportamiento limite o matrices con entradas complejas;
el proceso de Wishart libre o la distribucién asintética espectral como en [6] y [20]; o propiedades
sobre las relaciones de las medidas del proceso de Wishart con respecto a dimensién diferente [9].

La estructura de la tesis es la siguiente. El Capitulo 1 presenta la nomenclatura y resultados
clésicos del calculo estocdstico real y matricial que serdn de utilidad en el desarrollo de la tesis. Asi
mismo se formula y demuestra una extension del argumento de McKean, el cual se usa para probar
la no colisién del proceso de eigenvalores del proceso de Wishart general en la Seccién 5.3.

En el Capitulo 2 se presenta la definicién general del proceso de Wishart propuesta por Bru
[5] v estudiada por Pfaffel [21] y por Mayerhofer, Pfaffel y Stelzer [17] y se recopilan resultados
recientes y generales sobre su existencia y unicidad, presentado las pruebas de los resultados maés
importantes. Se mencionan los procesos afines y su relacién con el proceso de Wishart y se presenta
el generador infinitesimal de este proceso. Finalmente se expone y demuestra una generalizacién
de un resultado enunciado sin demostracién por Bru ([5, Seccién 5.3]). Esto caracteriza el proceso
de Wishart general.

El Capitulo 3 estd dedicado a las propiedades distribucionales del proceso de Wishart, tal como
la transformada de Laplace y los momentos, los cuales han sido estudiados recientemente por
Vostrikova y Graczyk [25] y Alfonsi y Ahdida [1]. Se muestra que los momentos del proceso de
Wishart en el caso estdndar pueden ser calculados por recurrencia, usando célculo estocdstico.

En el Capitulo 4 se presenta el algoritmo propuesto por Ahdida y Alfonsi [1] para generar
un proceso de Wishart sin restricciéon en los pardmetros. La idea principal de este algoritmo
se basa en una descomposicién del generador infinitesimal del proceso de Wishart y propiedades
distribucionales presentadas en el Capitulo 3.

Finalmente, en el Capitulo 5 se aborda el estudio del comportamiento dindmico de los eigen-

valores del procesos de Wishart primero en el caso estudiado por Bru [5] y posteriormente los



detalles del caso general. Para finalizar el capitulo se proporciona una interpretacién del compor-
tamiento dindmico de los eigenvalores dando como resultado el planteamiento de un posible proceso
de Wishart ain mds general.

Con el objetivo de hacer la lectura de este trabajo lo méds auto contenida posible se incluyen
tres apéndices. En el Apéndice A se encuentran resultados relacionados con matrices deterministas.
En el Apéndice B se presentan definiciones y resultados relacionados con las matrices aleatorias
que son de utilidad en este trabajo. En el Apéndice C se demuestran resultados auxiliares que se

utilizan en este trabajo.



Capitulo 1

Preliminares de Calculo Estocastico

El objetivo principal de este capftulo es presentar las herramientas de cédlculo estocdstico real y
matricial que son necesarias para el estudio del proceso de Wishart y otros procesos estocédsticos
que se obtienen a partir de éste. En particular se describe el proceso cuadrado de Bessel; un proceso
importante tanto por su contenido teérico como por sus aplicaciones y debido a que el proceso de
Wishart es el andlogo matricial del proceso cuadrado de Bessel. Asf mismo se incluye el llamado
argumento de McKean y presentamos una extensién de éste, el cual se usa para probar la no colisién

del proceso de eigenvalores del proceso de Wishart en el Capitulo 5.

1.1 Notacion

La nomenclatura que se utiliza en esta tesis es usual y es facilmente interpretable para un lector con
conocimiento bédsico de dlgebra y espacios de matrices, sin embargo conviene repasar la notacion.

Se denota con R el conjunto de los niimeros reales y R como el conjunto de los reales no
negativos, R? = {(z1,...,xp) : 7 € R} y RPT = {(z1,..., ) : ; € RT}.

La nomenclatura para el espacio de las matrices se describe a continuacion:

My, 4 (R) es el conjunto de las matrices de tamafio p x ¢ con entradas en R y si p = ¢ se escribird
M, (R). El grupo de las matrices invertibles en M, (R) se denota como G, (R). Las matrices
simétricas en M, (R) son representadas por S,. Recuérdese que el cono de las matrices positivas
(negativas) definidas S € M, (R) son aquellas que para toda x € RP\ {6)} cumplen que z' Sz > 0

(< 0), seréan denotadas por S};“ (Sp_). Se utiliza la notacién § para la cerradura de Szj‘ en M, (R),



es decir el conjunto de las matrices semipositivas definidas en M, (R). El orden parcial en S,
inducido por el cono es denotado por >,y x > 0 sf y sélo si z € Sp+ .

Ahora se define la notacién para algunas funciones definidas en M,, (R). La transpuesta de una
matriz cuadrada z se denota como z ', la adjunta de la matriz z es adj (), la traza de = se escribe
como Tr(z), y la dimensién de la imagen de x, es decir, el rango de z se denota por Rk ().

Dotemos a S, con el producto escalar (x,y) := Tr(xzy). Mientras no se diga lo contrario |||
denota la norma asociada y d (z,0S;) es la distancia de z € S a la frontera S .

Algunos elementos de M,, (R) con importancia para la descomposicién de cualquier matriz
cuadrada p X p como suma de matrices en bloques se definen a continuacién. La matriz identidad
en M, (R) se denota como I, y para n < p, I} = (Lizj<n)i<; i<, ¥ €5 = (Lizj=n)y<; j<, de tal

no i

forma que Iy = 371" | e}, Dendtese para 1 <i,j <p, ey’ = (1k:i7l:j)1§k,lﬁp'

1.2 Elementos de Calculo Estocastico

En esta seccién se recopilan definiciones y resultados cldsicos de cédlculo estocdstico en R.

Se comienza con una definicién bésica.

Definicién 1.1 (Espacio de probabilidad filtrado) Una cuddrupla (Q,Q, (Gt)er+ ,Q) es lla-
mado un espacio de probabilidad filtrado si ) es un conjunto no vacio, G es una o—dlgebra en 2,
(Gt)1er €5 una familia creciente de sub-o—dlgebras de G (una filtracion) y Q es una medida de

probabilidad en (Q,G).

Definicién 1.2 (Condiciones usuales) Un espacio de probabilidad filtrado (Q,g, (Gt)ier+ ,Q)

satisface las condiciones usuales st y sdlo si
i) La filtracion es continua por la derecha, es decir, Ng=1Gs = G, ¥Vt >0 y
ii) (Gt)icp+ es completo, es decir, Gy contiene a todos los conjunto de G de medida 0.

Se asume a partir de ahora que cualquier espacio filtrado (Q, F, (Ft)ter+ ,P) que se convoque

en este trabajo es un espacio de probabilidad filtrado que satisface las condiciones usuales.

Definicién 1.3 (Variable Aleatoria Real) Una variable aleatoria real X es una funcién medi-
ble
X :(Q,6)— (R,B).



Se define un proceso estocédstico en R.

Definicién 1.4 (Proceso Estocéastico Real) Una funcidn medible

X : R"xQ-R,

(t,w) — X (t,w) =X (w)

es una proceso estocdstico si X (t,w) es una variable aleatoria para toda t € RT.
Se define a continuacién una martingala.

Definicién 1.5 (Martingala) Dada una filtracion (F;),~, en el espacio de probabilidad (S, F, P)
y un proceso estocdstico real X = (X¢),cp para T C R un conjunto que suele representar el tiempo.

Se dice que (X, Fy)yer s una martingala si y sélo si para cada t € T se cumple:

i) X es adaptado a la filtracion (Ft)>0» es decir que Xy es F — medible Vt € T
ii) E(|Xy]) < ooVt eT,

iii) X; =E(Xs|F) Vt €T cont <s.

El movimiento browniano uno de los procesos estocdsticos continuos més conocidos. Por una
parte, por su origen al tratar de modelar el movimiento, aparentemente erratico, de las particulas
de tamafio infimo que se encuentran en una solucién en reposo. Por otro lado por toda la teoria

desarrollada alrededor de este proceso.

Definicién 1.6 (Movimiento Browniano Real Estandar) Un movimiento browniano en R es
una proceso continuo adaptado W = {Wy, Fy;t € RT} definido en algiin espacio de probabilidad
filtrado (Q,]—', (Ft)ert ,P), con la propiedad de que Wy =0 c.s., Wy — Wy es independiente de Fy

y estd normalmente distribuido con media cero y varianza t — s.

La siguiente definicién estd relacionada con resultados de convergencia de momentos en espacios

filtrados. Serd de utilidad en la seccién de los momentos del proceso de Wishart estdndar.



Definicién 1.7 (Integrabilidad Uniforme) Una familia de variables aleatorias {X;},.r, donde

T es una familia de indices arbitraria, se dice uniformemente integrable si y sélo si

lim X, dP = 0
A—o0 | X¢|>A

uniformemente ent € T'.

El siguiente resultado que caracterizacién cuéndo un proceso es uniformemente integrable se

encuentra en [8, pag 101] con su respectiva demostracion.

Teorema 1.1 (Caracterizacién de Integrabilidad Uniforme) La familia {X;} es uniforme-

mente integrable si y sdlo si las siguiente dos condiciones se satisfacen:

i) E|X¢| es acotada ent € T.

ii) Para toda € > 0, existe § (¢) > 0 tal que para cualquier E € F

P(E) <5 (e) :>/]Xt|dP<th€T.
E

Se describe a continuacién una equivalencia entre la convergencia de momentos y la convergencia
en probabilidad. Se puede ver este teorema con su respectiva demostracién en [8, pag 101]. Este
resultado estd demostrado para variables aleatorias, pero siguiendo la demostracion es vilido para

matrices aleatorias.

Teorema 1.2 (Convergencia de Momentos) Sea 0 < r < oo, X,, con momento r-ésimo, y

X, — X en probabilidad. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes.
i) {|Xn|"} es uniformemente integrable;

ii) X,, — X en media r-ésima;

iii) F|X,|" — F|X]|" < oc.

Se presenta a continuacién una generalizacién del llamado argumento de McKean. Este teorema

permite mostrar que una familia de procesos que incluyen al proceso de Wishart existen en RT.



Esta generalizacion del argumento de McKean fue enunciado y demostrado en [17, Proposicién 3.4].
La demostracién sigue un argumento de reduccién al absurdo utilizando que toda martingala local

parada es un movimiento browniano parado con cambio de tiempo (Teorema 1.13).

Teorema 1.3 Sea Z = (Zt),cp+ un proceso cddldg adaptado real valuado en un intervalo estocds-

tico [0,7¢) tal que Zy >0 c.s. y

To:=inf{t >0:Z,_ =0}.

Supdngase que h: RT\ {0} — R satisface lo siguiente:
i) Para toda t € [0,7¢) se tiene que h(Z;) = h(Zy) + My + P;, donde

e (a) P es una proceso cadldg adaptado localmente acotado y no negativo en [0,7¢),

(b) M es una martingala local continua en [0,7¢) con My =0,
ii) limy_0h (z) = —00 o respectivamente co.
FEntonces Tg = oo cast seqguramente.
El siguiente resultado, el llamado argumento de McKean puede encontrarse en [21, pag 21].
La demostraciéon sigue las mismas ideas que el teorema anterior. Sin embargo, bajo el teorema
anterior, este resultado es un corolario directo cuando P es un proceso creciente. El argumento de

McKean se incluye en este trabajo de tesis porque es utilizado para la obtencién de otra versién de

este argumento.

Teorema 1.4 (Argumento de McKean) Sear un proceso estocdstico en R™ tal que P (rg > 0) =

1yh:RT —R tal que

i) h(r) es una martingala local continua en el intervalo [0,7¢) para 7o = inf {s: r, =0},
i1) lim,_,g+ h (z) = 00 o respectivamente lim,_ o+ h (x) = —oc.

FEntonces Tg = oo casi sequramente.



Los resultados expuestos y demostrados en este trabajo giran en torno a la solucién fuerte de

una ecuacién diferencial estocdstica. La siguiente definicion explica este concepto.

Definicién 1.8 (Solucién de EDE) Sea (Q,g, (Gt)ier+ ,Q) un espacio de probabilidad filtrado

que satisface las condiciones usuales y considérese la ecuacion diferencial estocdstica
dXt =b (t, Xt) +o (t, Xt) th, XO = X0

donde b : RT" xR - R y o : Rt x R — R son funciones medibles, xo € R y W un movimiento

browniano.

i) Un par (X, W) de procesos continuos G — adaptados definidos en (Q,g, (Gt)ier+ ,Q) es lla-

mado solucion de (1.1) en [0,T), T > 0 si W es un Gi—Movimiento browniano y
T T
Xt:Xg—{—/ b(s,XS)ds—l—/ o(s,Xs)dWs, YVt €10,T).
0 0

it) (X, W) es una solucion fuerte de (1.1) si X es adaptado a (G}") donde GV = o, (Ws,s < ).

teRt’

i11) Una solucion (X, W) de (1.1) que no es fuerte es llamada solucion débil.

FEl estudio del comportamiento dindmico de los eigenvalores del proceso de Wishart y una
caracterizacién del proceso Wishart general requiere del siguiente resultado de representacién de

martingalas; que se encuentra en [13, pdgina 90).

Teorema 1.5 Sea (Q, (j:t)tzm}—’ P) un espacio de probabilidad filtrado y M* martingala local
continua cuadrado integrable que inicia en 0 c.s. i = 1,2,...,d. Sean ®;;, 4,5 =1,2,...,d y V;,1 =
1,2,...,d, k=1,2,...,7 procesos F; — medibles tales que fot |®; (s)|ds < o0y fot |V, & (s)]2ds < 00
vt >0 c.s.,

t
[M*, 7], :/ ®; ; (s)ds
0

(I)i,j (S) = Z \I’i,k (5) ‘llj,k (5) .
k=1

10



,F, P) de (Q, (Ft)is0 F> P) existe un (.7:,5) —movimiento

Entonces en una extension <Q, (ft)
t>0

browniano Wy = (th, . W[) tal que
M= 3 [ W
k=1"0

1.3 Calculo Estocastico Matricial

El propésito de esta seccién es exponer las herramientas del cédlculo estocdstico matricial que se
utilizan para el estudio del proceso de Wishart general. Estas definiciones y resultados pueden

encontrarse en [17] y [21].

Definicién 1.9 (Matriz Proceso Estocastico) Una funcion medible

X : RTxQ— Mp,R),

(t,w) — X (t,w) =X (w)

es una matriz proceso estocdstico si X (t,w) es una matriz aleatoria para toda t € RT. Ademds, X

es llamado proceso estocdstico en Sy si X : RT x Q — S;f.

Definicién 1.10 (Proceso Estocdstico en un Intervalo Aleatorio) Una familia (X;),cp+ de
matrices aleatorias en {t <T }, con T un tiempo de paro, es llamado proceso estocdstico en [0,T) .

Si X; es {t < T} N F, — medible para toda t € R™, entonces se dice que X es adaptado.

Para definir la ley de probabilidad P¥X de un proceso estocastico X, se considera a X como
una matriz aleatoria en el espacio funcional (/\/lmn (R)]R+ ,.7:: ) con la o — dlgebra generada por los

cilindros

{weQ: Xy (w) € Fi,..., Xy, (w) € F}

k € Ny donde F; C My, (R) son conjuntos de Borel.
X:(QF,P)— (Mmm (]R)]R+ ,.7::> es una funcién medible con ley PX.

Definicién 1.11 (Movimiento Browniano Matricial) Un movimiento browniano matricial W

en My, (R) es una matriz que consiste de movimientos brownianos independientes estandar de

11



dimension uno. Es decir, W;; son movimientos brownianos independientes estindar (definicion

1.6), 1 <i<mn,1<j<p. La notacion serd W ~ BMy, (y W ~ BM,, sip=mn).

Definicién 1.12 (Martingala Local Matricial) Un proceso estocdstico X en M, (R) es lla-
mado martingala local en RY si cada componente de X es una martingala local en RY, es decir,
si existe una sucesion estrictamente creciente de tiempos de paro (1), cn, con Ty, =3 o0 tal que

(Xn/\Tn)ij es martingala para toda 1, 7.

Definicién 1.13 Un proceso adaptado M en [0,T) es llamado martingala local continua en [0,T)
si existe una sucesion creciente de tiempos de paro (Ty,),cn ¥ una sucesion de martingalas continuas

(M("))nGN (en la forma usual en [0,00)) tal que limy, oo T, =T c.s. y My = Mt(n) en {t <T,}.

Definicién 1.14 (Semimartingala) Un proceso estocdstico X es una semimartingala si X se
puede descomponer como X = Xg+ M + A, donde M es una martingala local y A es un proceso

adaptado de variacion finita.

Se asumird a partir de ahora que las semimartingalas que se mencionen son continuas a menos
que se diga lo contrario.
La integral estocdstica matricial, que serd fundamental para definir el proceso de Wishart, se

define a continuacién a partir de las integrales estocédsticas de Ito de sus entradas.

Definicién 1.15 (Matriz Integral Estocastica) Sean W ~ BM,,, y X y Y procesos estocds-
ticos en My, n (R) y M, 4 (R) respectivamente y un tiempo de paro T entonces la matriz integral

estocdstica en [0,T) es la matriz con entradas

T
( / XtthYt> =
0 i,j

v1

<

=

P T
Z/ Xtk Ye,1;AWi g,
1=1"0

m7

1<j<q

IN
S, o

De forma similar se define la matriz de variacién cuadrética a partir de las variaciones cuadrati-

cas de sus entradas.

Definicién 1.16 (Variacién cuadratica) Para dos semimartingalas A € Mg, (R), B € My, n (R)
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la matriz de varitacion cuadrada estd definida como

[A, B, ;; = > [Aik, Bijl, € Man (R).

m
k=1
Definicién 1.17 Para una martingala local continua M en [0,T) la variacion cuadrdtica es el

proceso [M, M] valuado en R U {oo} definido por

[M, M], = sup {M(“)7M(n)]

neN tA\Ty,

para toda t € RT.

La férmula de It6 es uno de los resultados mds importantes en calculo estocdsticos, ya que
permite expresar la imagen de una semimartingala bajo una funcién lo suficientemente suave en
términos de la semimartingala original. En esta tesis se utilizan las siguientes versiones matriciales

de la féormula de Ito.

Teorema 1.6 (Itd Leibnitz Matricial) Sea U C M, (R) un conjunto abierto, X y Y semi-
martingalas continuas con valores en U. La férmula de Ité para diferenciar el producto XY
es

d (XTY) — XTdY + (dX)TY + (dX) (dY)

Demostracién. La demostracién es directa aplicando la férmula de It6 en R en cada entrada del
producto X'Y. m

La notacién (dX) (dY') significa d [X,Y].

A continuacién se enuncia una variante de la férmula de It6 que es utilizada més adelante [17,

Lema 4.4].

Teorema 1.7 Sea X una semimartingala no necesariamente continua con valores en Sp+ en un
intervalo estocdstico [0,T") y

f:S;r—MR

una funcion dos veces continuamente diferenciable. St Xy— € S;' para toda t € [0,T) y

S AX] < 5

0<s<t
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para t € [0,T) donde AXy = Xs — Xs—, entonces f(X) es una semimartingala en [0,T) y

Fox) = o /OtVf<Xs>TdX§>

1 [t n m 952 )
+2/0 j,lz=li,kzzl mf(Xs_)d[XiﬁXm]s
+ Y (f(X) — (X))

0<s<t

El siguiente teorema se sigue directamente del Teorema 1.7 para semimartingalas continuas.

Teorema 1.8 (Férmula de 1t6) Sea U C My, (R) un conjunto abierto, X una semimartingala

continua con valores en U y sea f : U — R una funcion dos veces continuamente diferenciable.

Entonces f (X) es una semimartingala continua y

FX) = f(Xo)+Tr ( / DF(X)T dXs>

4= T f(X)d[X, X
2 Oj,zzzju,kglaXijanlf( A X X,

o]
con D = .
(3Xij )ij

La siguiente caracterizacién del movimiento browniano matricial serd utilizada varias veces en

este trabajo.

Teorema 1.9 (Caracterizacién de Lévy del Movimiento Browniano) Sea W una martin-
gala local continua en el espacio (Q, F,PP) que toma valores en M, (R). Entonces W es un

movimiento browniano matricial p X p st y sélo si se cumplen

t, sii=kyj=I1
Wi Wi, =
Wi Wil {0, de otra forma
para toda i,j,k,1l € {1,...,p}.

A continuacién se presentan varias nociones y resultados sobre ecuaciones diferenciales estocés-

ticas matriciales.
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Definicién 1.18 (Solucién de EDE) Sea (2,G, (Gt),cp+ , Q) un espacio de probabilidad filtrado

que satisface las condiciones usuales y considérese la ecuacion diferencial estocdstica siguiente
dXt =b (t, Xt) +o (t, Xt) th, X() = X0 (11)

donde b: RT x My, (R) = My (R) y o : RT X My (R) = My, (R) son funciones medibles,
20 € Mpmp (R) y W ~ BM,, .

i) Un par (X, W) de procesos continuos G — adaptados definidos en (Q,g, (Gt)ier+ ,Q) es lla-
mado solucion de (1.1) en [0,T), T > 0 un tiempo de paro, si W es un G—Movimiento

browniano y

T T
Xt:X0+/ b(s,Xs)ds—l—/ o (5, X,)dW,, ¥t € [0,T).
0 0

it) (X, W) es una solucion fuerte de (1.1) si X es adaptado a (G}") donde GV = o, (Ws, s < )

teR+’
es la o—dlgebra generada por Wy, s <t, que fue completada con todos los conjuntos que tienen

medida cero bajo Q.

itr) (X, W) es una solucion débil de (1.1) si no es una solucion fuerte.

Definicién 1.19 (Unicidad de Soluciones) i) Se dice que la unicidad por trayectorias para
(1.1) se cumple si para cualesquiera dos soluciones (X', W') y (X, W) definidas en el mismo
espacio de probabilidad filtrado, Xo = X{,, W = W' implica que X y X' son indistinguibles,

i.e. para P—casi toda w € Q, X; (w) = X, (w), o de forma equivalente

p ( sup || Xy — X{|| > 0) = 0.
te[0,00)

i1) Eriste unicidad en ley para (1.1), si cualesquiera dos soluciones (X', W') y (X, W) con posi-

bles movimientos brownianos independientes W, W' (en particular si (X', W') y (X, W) estan

definidos en espacios de probabilidad filtrados distintos) y Xo, X(, tienen la misma distribu-

cion, entonces las leyes PX y PX' son iguales. En otras palabras , X y X' son dos versiones

del mismo proceso: tienen las mismas distribuciones finito dimensionales (véase [15, pag 2]).
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Observacién 1.1 i) Unicidad por trayectorias implica unicidad en ley, pero no es cierto la otra

direccion. Véase [15, Proposicion 3.20, pdg 309].

ii) El enunciado anterior tiene como consecuencia el que la existencia de una solucion débil y la

unicidad por trayectorias implica solucion fuerte. Véase [15, Corolario 3.23, pag 310]

iii) La definicion de unicidad de trayectorias implica que existe a lo mds una solucion fuerte de

(1.1) mddulo indistinguibilidad.

El siguiente teorema proporciona condiciones para la existencia fuerte de solucién a una ecuacién
diferencial estocdstica hasta un tiempo de paro 1"y describe el comportamiento de la solucién para
cuando t — T'. Este resultado es importante porque permite estudiar la existencia del proceso de

Wishart general. Se puede encontrar este resultado en [21, pag 17].

Teorema 1.10 (Existencia y Solucién de EDE a Partir de Semimartingalas Continuas)
Sea U un subconjunto abierto de Mgy (R) y (Un),cn una sucesion creciente de conjuntos converos
cerrados tales que Uy, C U y UpenU, = U. Supdngase que f:U — Mg, (R) es una funcion local-
mente Lipschitz y Z € My, n (R) es una semimartingala continua. Entonces para cada condicion
wnicial Xo que es U-valuada y medible existe un tiempo de paro T y una unica U-valuada solucion

fuerte X de la ecuacion diferencial estocdstica
dX; = f(Xy)dZ, (1.2)

hasta el tiempo T > 0 c.s. En T < oo se tiene que X alcanza la frontera OU o explota. Si f

satisface la condicion de crecimiento lineal
I (X < K (1+11X)2) (1.3)

para alguna constante K € R™, entonces no puede ocurrir una explosion.

Para garantizar la unicidad de soluciones de una ecuacién diferencial estocdstica, se utiliza la

condicién usual a las ecuaciones diferenciales ordinarias: condiciones de Lipschitz.
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Definicién 1.20 (Localmente Lipschitz) Sean (U, |-||;;) v (V,|[ly) dos espacios normados y
W C U un abierto. Entonces la funcion f: W — V es localmente Lipschitz , si para toda © € W

existe una vecindad abierta U (z) C W y una constante C (z) € RT tal que

1f ) = F Wy <C @) llz—ylly VzyelU(z).

Como en el caso clédsico de las ecuaciones diferenciales estocdsticas la solucién de (1.2) es un

proceso de Markov (Teorema 1.11), ahora matricial.

Definicién 1.21 (Proceso Creciente) Un proceso cddldg adaptado X con valores en S, es lla-
mado SJ — creciente si Xy > X c.s. para toda t > s > 0. Este proceso es de variacion finita en

compactos por [2, Lema 5.21] y entonces una semimartingala.

Definicién 1.22 (Proceso de Puro Salto) Un proceso creciente es llamado de puro salto si
Xp=Xo+ Y AX,,
0<s<t
donde AX; = Xg — X,_.
Para una semimartingala X se denota por X¢ su parte continua. En este trabajo de tesis todas
las semimartingalas tendran parte discontinua de variacion finita, es decir, Y ., [[AX]| es finita

para toda t € RT, y se define
Xf=X - > AX. (1.4)

0<s<t

Definicién 1.23 (Proceso de Markov) Sea U C M, (R) un conjunto abierto. Sea Z un proceso

con valores en U, el cual es adaptado a la filtracion (Fy),cp+ -

i) Z es un proceso de Markov con respecto a la filtracion (Fy),cp+ 57y solo si
E (g (Zu) |Fy) = E(g(Zu)|Z:)

para todat € RY, u >t y g € U — R acotada y Borel medible.
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ii) Sea Z un proceso de Markov y definase para toda s,t € RT, s < t la funcion de transicion

Pt (Zs,9) :=E (9 (Zs)|Z:) con g:U — R acotada y borel medible. Si
Pyt = Pyt =: Po_s para toda s,t € RT, s<t

entonces se dice que el proceso de Markov Z es homogéneo en el tiempo.

iii) Un proceso de Markov homogéneo es llamado proceso de Markov fuerte si

E (9 (Zr+s) |Fr) = Ps(Zr,9) = E(9 (Zr+s) | Zr)

para toda g : U — R acotada y Borel medible y todo tiempo de paro T’ finito casi sequramente.

En analogia al caso univariado, para poder tener condiciones iniciales arbitrarias al problema

de ecuaciones diferenciales estocdsticas es necesario agrandar el espacio de probabilidad.

Definicién 1.24 (Espacio de Probabilidad Agrandado) Sea (Q,F, (Ft),cp+ , P) un espacio

de probabilidad filtrado donde (Fi),cp+ es continuo por la derecha y toda Fi es completada con

conjuntos de F que tienen P-probabilidad 0. Sea U C My, (R) un subconjunto abierto de M, (R).
El espacio de probabilidad (Q,f, (]—"t)teRJr , (P )yGU) con

ﬁ = QXU,?t:mu>tO'(B(U)X]:u)7

Bl
I

oc(BU)xF), PP =8, xP

es llamado la expansion de (Q,f, (Ft)iert ,P). La medida 6, es la medida de Dirac con respecto

ayelU.

Una matriz aleatoria Z : Q — M, (R) se extiende sobre Q como Z ((y,w)) = Z (w).
El resultado siguiente es especialmente importante para estudiar el generador infinitesimal de

un proceso de Wishart.

Teorema 1.11 (Propiedad de Markov de Solucién de una EDE) Supdnganse las hipdtesis
del Teorema 1.10 a excepcién del crecimiento lineal, pero supdngase que Z es un movimiento

browniano con deriva en My, (R). Supdngase ademds que T = oo para todo valor inicial U.
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Considérese el espacio de probabilidad expandido <§, F, (?t)teRJr , (?y)yeU) y definase Xo como

Xo ((y,w)) := 1y para toda y € U. Entonces la tinica solucion fuerte X de
dX; = £ (X,)dZ, (1.5)

es un proceso de Markov homogéneo en el tiempo en U bajo cualquier medida de probabilidad de la
e Y
familia (P )yeU'

El Teorema de Girsanov es un resultado cldsico y una herramienta crucial de la teoria de las
ecuaciones diferenciales estocdsticas. Permite construir una medida de probabilidad @ tal que el
movimiento browniano con deriva sobre la medida de probabilidad P es un movimiento browniano

matricial sobre ). Antes de enunciar este teorema se define la exponencial estocdstica matricial.

Definicién 1.25 (Exponencial Estocastica) Sea X una semimartingala. La dnica solucion
Z =¢(X) de
dZ, = Zd Xy, Zog=1

es llamado exponencial estocdstica de X.

Teorema 1.12 (de Girsanov para matrices aleatorias) Sea T' > 0, W ~ BM,, y U un pro-

ceso estocdstico adaptado y continuo con valores en M,, (R) tal que

(e (e (- [oram)))..o.

es una martingala, por ejemplo que satisfaga la condicion de Novikov:

E (exp{Tr (; /OT UTUdt>}) < 0.
@—/g(Tr (—/OTUtTth>>dP

es una medida de probabilidad equivalente y

Entonces

t
Wt:/ USdS+Wt
0
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es un Q-movimiento browniano en [0,T).

El siguiente resultado se prueba en [17, Lema 4.3]. Es utilizado para mostrar que el proceso de
Wishart existe y usa el concepto de movimiento browniano W" en [0, T), con T un tiempo de paro

predecible.

Definicién 1.26 (Movimiento Browniano en [0,7")) Sea T un tiempo de paro. Una martin-

gala local continua W en [0,T) es un movimiento Browniano en [0,T), si [W, W], =t en [0,T).

Lema 1.1 Sea X € S;r un proceso estocdstico adaptado cddlag en el intervalo estocdstico [0,T)
con T un tiempo de paro predecible, W ~ BM, y h : M, (R) — M, (R). Entonces existe un

movimiento browniano W" en [0,T) tal que

Tr </0t h(Xa-) qu> - /Ot \/Tr (h (Xu)Th (Xu_))dW{}.

El lema que sigue es utilizado para mostrar en la Seccién 2.2 que algunos procesos que se definen

en esa misma seccién son procesos cuadrados de Bessel.

Lema 1.2 Sea X € S un proceso estocistico, W ~ BMy y h : M, (R) — M, (R). Entonces

existe un movimiento browniano W" en R tal que

Tr (/Ot h(Xy) qu> - /Ot \/Tr (h (X)) T h (Xu))dW[;.

Demostracién. El movimiento browniano que se busca es

p
X
W= (X0) AW, -
)

T h
i,nzl/o \/Tr (h (X)) h (Xt)>

Para mostrar que W{i es movimiento browniano se utiliza el Teorema de caracterizacién de Lévy
(Teorema 1.9).

Una demostracién detallada puede encontrarse en [21, pag 32].

Otra forma de probar este lema es utilizando directamente el Lema 1.1 con T' = co. =

El siguiente resultado se utiliza para mostrar una modificacién del argumento de McKean (Teo-

rema 1.4) que se propone en este trabajo.
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Teorema 1.13 Sea 79 < oo un tiempo de paro y M una martingala local continua en el intervalo
[0,70). Sea
Ty :=inf {s: [M, M], >t}

(con la convencion de que inf {0} = oo) entonces Wy := My, es un Fr,—movimiento browniano

parado en el intervalo [0, [M, M]TO) , es decir un movimiento browniano con respecto a la o-dlgebra
Fro,={AeF:An{T; <t} € F, te R"}

que estd parado en [M, M]TO. Ademds, My = W[MvM]t} es decir que M es un cambio de tiempo del

movimiento browniano parado.

Para la demostracién del teorema anterior ver [21, pag 21].

En el siguiente teorema, con su respectiva demostracién, es una modificacién del argumento
de McKean. Esta versién del argumento de McKean se desarrollé en este trabajo para generalizar
un resultado de [5] que describe el comportamiento dindmico de los eigenvalores del proceso de
Wishart, en particular, permitird en la seccién 5.3 demostrar que los eigenvalores de un proceso de

Wishart no colisionan c.s.

Teorema 1.14 (Argumento de McKean II) Sea r un proceso estocdstico en RPT continuo tal
que

P (r; (0) =7 (0) para algini# j) =0
y h:RPY — R tal que

i) h(r) es una martingala local continua en el intervalo [0,7¢) para

To =inf {s:7;(s) =r;(s) algunai#j},

it) lim h(x1,...,zp) = 00 o respectivamente lim h(x1,...,zp) = —00.
zi—x;—0 z;i—x;—0
i#] i#]

FEntonces Tg = oo casi sequramente.
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Demostracién. Nétese que 7 es un tiempo de paro porque si se define
Tij = inf {s: 7 (s) —r; (s) = 0}

para 1 <14 < j < p que son tiempos de paro entonces 7o se puede escribir como 79 = min {7;;} lo
que implica que 7g es también un tiempo de paro.

Supongamos que Tg < 00.

Definase M := h(r) y T; como en el Teorema 1.13. M es una martingala local continua en
[0,79] v por el Teorema 1.13 se concluye que Wy := My, es un movimiento browniano parado en
[h(ro), [M,M]_ ). Nétese que P (r; (0) = r; (0) para algiin i # j) = 0 implica que 79 > 0.

Considérese el caso  lim Oh(:vl, ...;&p) = oo. En el intervalo [0,7¢), el proceso h(r;) toma
Tj—Xj—

i#]

todos los valores en [h (ro) ,oo), en particular [k (r),h(r)], = [M,M]_ > 0. Para 7o < oo se

0

tiene limtﬂ[ m,m). Tt = 7o por lo que limth_,rTO Wi = oo.

70

Se tiene dos casos:

o [M,M] 7o < 00 entonces se llega a una contradiccién porque un movimiento browniano no

puede ir a co en una cantidad finita de tiempo.

o [M,M ]TO = 00, implica que W es un movimiento browniano en R* que converge a oo c.s. lo

que es una contradiccién porque

P (W; <0 un numero infinito de veces para t — oo0) = 1

Ambos casos implican una contradicciéon por lo que se concluye que 7 = oo c¢.s.

El caso lim h(z,...,2p) = —00 es andlogo. m
r;i—x;—0

i#j
1.4 Proceso de Cuadrado de Bessel

En esta seccién se presenta el proceso cuadrado de Bessel con el enfoque de cédlculo estocdstico.
Este proceso es un elemento importante del calculo estocastico ([13, pag 237]) y bastante conocido

por sus aplicaciones a la teorfa en finanzas ([7], [23]). Asi mismo, es de especial interés en esta tesis
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ya que el proceso de Wishart es el andlogo matricial del proceso cuadrado de Bessel y también se

encuentra relacionado con el proceso de eigenvalores.

Definicién 1.27 (Proceso Cuadrado de Bessel) Sea a > 0 y W un movimiento browniano en
R. Una solucidn fuerte de

dXt = 2\/ |Xt|th + Otdt, XO =X (16)
es llamado proceso cuadrado de Bessel de dimension « y denotado por X ~ BESQ (a, x).

Observacidén 1.2 Se define el proceso cuadrado de Bessel con |-| dentro de la raiz porque no se
sabe a priori si el proceso se mantiene no negativo. Se muestra mds adelante que el proceso es no

negativo y se elimina el valor absoluto dentro de la raiz.

La razén por la que se le nombra proceso cuadrado de Bessel es porque las primeras definiciones
involucran sumas de cuadrados de movimiento brownianos independientes. Se explica con més
detalle este punto en la Seccién 2.1.

El siguiente teorema proporciona un resultado clasico de cédlculo estocdstico. La demostracién
se puede encontrar en [28]. Este resultado es importante porque permite mostrar que el proceso de

Bessel existe y es tnico.

Teorema 1.15 (Unicidad de Trayectorias) Sea
dX; =0 (Xt) dW;: +b (Xt) dt (17)

una ecuacion diferencial estocdstica en R donde b,o : R — R son funciones continuas y W un
movimiento browniano. Supdngase que existen funciones crecientes p,k : (0,00) — (0,00) tales

que

o) —am<p(E—mnl), VEneR

1
con / p 2 (u) du = oo (1.8)
0

b(&) =bMm <r(lE—=nl), V&neR
con /1 k1 (u) du = oo
0
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entonces la unicidad por trayectorias para (1.7) se cumple.

Una de las caracteristicas principales del proceso cuadrado de Bessel es que siempre se mantiene
estrictamente no negativo. Esto se puede demostrar usando el argumento de McKean (Teorema
1.4) definiendo 7¢ como el primer momento en que la solucién a (1.6) se anula. Sin embargo, aquf
se presenta una prueba alternativa utilizando el siguiente resultado.

El teorema que sigue permite comparar soluciones de dos ecuaciones diferenciales a partir de
los pardmetros de las ecuaciones. Es utilizado para mostrar que el proceso cuadrado de Bessel es

no negativo.

Teorema 1.16 (Comparacién de Soluciones) Considérese las siguientes dos ecuaciones
dXt =0 (Xt) th + bl (Xt) dt

dX; = o (X3) dW; + b% (Xy) dt.

Ambas ecuaciones poseen soluciones tnicas. Ademds, b', b? son dos funciones Borel medibles y
acotadas tales que b' > b? en todas partes y una de ellas es Lipschitz. Si (Xl, W) es una solucion
de la primera ecuacion diferencial estocdstica y (XQ, W) es una solucion de la sequnda con respecto

al mismo W y si X} > X c.s. entonces
P(X/} > X VteRY) =1.

Observacién 1.3 Skorokhod estudid la existencia de soluciones débiles de una ecuacion diferencial

estocdstica que incluye a la ecuacion (1.1). De acuerdo a Skorokhod [24, pdg 59],
dX; = 2/|XdW; + adt, Xo =« (1.9)

siempre tiene una solucion débil (aunque no necesariamente inica). En esta situacion, si la unici-

dad de (1.9) se cumple entonces existe una solucion fuerte y unica.

El siguiente enunciado es el resultado principal de esta seccién. Proporciona la existencia,

unicidad y la no negatividad del proceso de Bessel. La idea de la demostracién para la existencia y
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unicidad es mostrar que se cumplen las hipétesis del Teorema 1.15. La no negatividad se muestra
primero para el caso particular « = 0 y x = 0 y posteriormente se utiliza la solucién de este caso

particular y se compara con la solucién del caso general utilizando el Teorema 1.16.

Teorema 1.17 (Existencia, Unicidad y no-negatividad de Bessel) Para o > 0 y 29 > 0

existe una unica solucion fuerte no negativa X de

t
Xt:a:g+2/ vV X AW, + at (1.10)
0
en el intervalo [0,00). Ademds, si o > 2 y xg > 0 la solucion X es positiva c.s. en [0,00).

Demostracién. Por las Observaciones 1.1 (pag. 16) y 1.3 existe una solucién débil a (1.10). Si se
muestra que la solucién es dnica se habrd mostrado que la solucién es fuerte. Con el Teorema 1.15

se muestra la unicidad de solucién para la ecuacién diferencial estocdstica siguiente
Xt = 2\/ ‘Xt’th + Oédt, XO = 2. (111)

Sabemos que )\/E — V2| <]z = 2| V2,2 > 0, entonces

2 |VIel = Vinl| < 2VTieT = Tnll < 2VIE—nl = (I — ) VE,m R,

ademds con p (u) = 24/u, es claro que

! 1 [t
/p_z(u)du—/ —du = 0.
0 4Jo u

Por lo tanto si existe una solucién a (1.11), ésta es unica. La existencia y unicidad de solucién
fuerte de (1.11) se ha mostrado.
A continuacién se muestra que la solucién nunca se vuelve negativa utilizando el Teorema 1.16.
Considérese el caso 3 = 0 y a! = 0. En este caso, es claro que la tinica solucién de (1.11) es
X = 0. Ademds, para a general se mostré que existe una solucién tinica X?2. Por el Teorema de

comparacién (Teorema 1.16) se concluye que

P[X?>X/VteRT| =P[X?>0VteR"| =1.
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Entonces X? es no negativa para toda t casi seguramente. Entonces X? nunca se vuelve negativa
y podemos descartar |-| en (1.11). Se ha mostrado que el proceso de Bessel es no negativo.

Para mostrar que el proceso cuadrado de Bessel es positivo c.s. es suficiente suponer o > 2 y
x > 0. Utilizando un comentario de Revuz y Yor [22, pdg 442] se obtiene que {0} es polar, es decir
que

P(inf{s: Xy =0} <o0) =0,

para todo valor inicial g > 0. Entonces en este caso la tinica solucién fuerte X es un proceso

positivo c.s. m
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Capitulo 2

Proceso de Wishart

En este capitulo se define de forma general el proceso de Wishart y se recopilan resultados recientes y
generales sobre su existencia y unicidad y de procesos definidos de forma mds general. Se presentan
las pruebas de los resultados méds importantes.

Se menciona brevemente los procesos afines y su relacion con el proceso de Wishart. Al final del

capitulo se presenta el generador infinitesimal del proceso de Wishart y algunas de sus propiedades.

2.1 Proceso de Wishart Estandar

Sean Y7,...,Y,, n variables aleatorias independientes normales estdndar. Es bien conocido que
Z=3", Yi2 se distribuye como una ji — cuadrada con n grados de libertad. La distribucién
ji-cuadrada aparece en una gran variedad de aplicaciones en la Inferencia Estadistica.

Una generalizacién a las matrices aleatorias de la distribucién ji — cuadrada es la distribucién
de Wishart (Definicién B.13). El descubrimiento en 1928 de la distribucién de Wishart ha con-
tribuido al desarrollo del anélisis estadistico multivariado, ver por ejemplo a Muirhead en [19]. La
distribucién de Wishart se puede obtener considerando S ~ N, (0, X ® I,,) una matriz aleatoria
de tamafio p x n con distribucién normal (Definicién B.12) y definiendo X = SS'. Entonces X
tiene distribucién de Wishart central WIS, (n,3) (Teorema 3.2.2 [11, pag 88]).

Considérese ahora un movimiento browniano matricial Ny = (n;; (¢)) real en M,, , (R) con
condicién inicial Ng = (n;; (0)) (Definicién 1.11); definase X; = N,' N;. Para t € RT fija, X; tiene

una distribucién de Wishart no central (Teorema 3.5.1 [11, pdg 116]). Para el caso en que p = 1
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se obtiene el proceso cuadrado de Bessel como la suma de cuadrados de movimiento brownianos
independientes.
Veremos a continuacién que (X;),~, puede ser estudiado como la solucién de una ecuacién

diferencial estocdstica matricial. Definase W de la siguiente forma

aw, = (\/)Tt)fl N, dN, (2.1)

que es un movimiento browniano (por caracterizacién de Lévy, Teorema 1.9), donde la raiz de una
matriz semipositiva definida X; es como en A.1. Por otro lado, por la férmula de Itd (Teorema 1.6)
y por definiciéon de X

dX, = N, (dN;) + (ANy) " dN; + nl,dt, (2.2)

luego, despejando dN; de (2.1) y sustituyendo en (2.2)
dX; = /X dW; + AW, /X + nl,dt.

Asi, una forma alternativa de definir el proceso de Wishart es utilizando la ecuacién diferencial
estocdstica anterior pero considerando n € R™. De forma m4s general y en analogfa con un proceso

cuadrado de Bessel, Bru [5] da la siguiente definicién.

Definicién 2.1 (Wishart Estdndar) Un proceso de Wishart (X[),~, es una solucion fuerte en

g a la siguiente ecuacion diferencial estocdstica (si es que existe):
AX7 = /XEAW; + AW, /XT + al,dt, X§ =z € S, a > 0. (2.3)

Esta definicién se puede generalizar atin méds y es con la que se trabaja en la siguiente seccién.

2.2 Proceso de Wishart General

Esta seccién tiene el propdsito de definir el proceso de Wishart general y describir resultados
generales de existencia y unicidad de este proceso. El proceso de Wishart general fue definido por
primera vez por Bru [5] utilizando condiciones en los pardmetros. Pfaffel [21] retomé la idea de la

definicién y es la que se describe a continuacion.
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Definicién 2.2 Sea W ~ BM,, Q,K € M, (R) matrices arbitrarias, x € Sy el valor inicial y
a > 0 un ndmero real no negativo. Entonces a la siguiente ecuacion diferencial estocdstica se le

llama la ecuacion diferencial estocdstica de Wishart:
AXT = /X7AW,Q + QT dW,T \/XT + (XfK +ETX +0QTQ)dt, Xo=z.  (24)

Definicién 2.3 (Proceso de Wishart) A una solucidn fuerte de (2.4) en § se le conoce como

un proceso de Wishart (de dimension p X p) con parametros Q, K, «a, x.

Observacién 2.1 El proceso de Wishart ha sido definido como un proceso en S; y con condicion
inicial también en Sy . Sin embargo los teoremas de existencia y unicidad del proceso de Wishart
que se describen en este capitulo muestran que siempre se mantiene en S; siempre que T € SI‘,|r Y

proporcionan condiciones sobre los parametros para que este proceso st exista.

Notacién 2.1 Se denotard por WIS, (z, o, K, Q) la ley de (X{)~o un proceso de Wishart y como
WIS, (z,a, K,Q;t) la distribucion marginal de X[

Procesos estocdsticos matriciales mas generales que el proceso de Wishart han sido considerados

recientemente por [17] bajo el nombre de difusiones afines.

Definicién 2.4 (Difusiones Afines) Sean z,a € ﬁ, Qe M,(R), BeL(S,(R)) una funcién
lineal en Sy, (R) y W ~ BM,. Un proceso afin es una solucidn (fuerte o débil) a la siguiente

ecuacion diferencial estocdstica

X7 :x+/0t (a+B(X§))ds+/Ot (deSQ+QTdWS¢Yg). (2.5)

Observemos que efectivamente un proceso de Wishart es un proceso afin: si da > 0 tal que
a=aQ'Qy3IK e M, (R) tal que Vx € S, B(z) = K"z + zK.

En esta tesis consideramos sélo el caso de procesos de Wishart como elemento de las difusiones
a fines, debido a que, por un lado este trabajo tiene como objetivo recopilar varios aspectos de este
proceso matricial para el cudl aiin existen varios problemas por estudiar. Por otro lado consideramos
dejar para un estudio posterior procesos afines mds generales que incluyen procesos con saltos,

mientras que el proceso de Wishart es un proceso continuo.

29



Sin embargo, algunos resultados relacionados con procesos afines serdn enunciados por lo que se
introduce la notacion AFF), (x,@, B, a) para un proceso afin con condicién inicial z y pardmetros
a, B, a.

Por otro lado, para mostrar la existencia y unicidad de solucién fuerte de (2.4) se muestra en
esta seccién que existe solucién a una ecuacién més general que se describe a continuacién.

Sean b € S, Q,K € M,, J un proceso con valores en S,
I: S; — S,

g:SIj—MR+

funciones y considérese la siguiente ecuacion diferencial estocdstica matricial con condicién inicial

Xg=xeS8)

dXF = JXFdw,Q+QTaw,",/Xx¢

+ (XE K+ KTXE 4T (XE) +b) dt + g (X7) dJy, (2.6)

Por el momento no se pediran condiciones sobre los pardmetros de la ecuacién (2.6), pero si serdn
necesarias ciertas restricciones para mostrar que existe solucién fuerte a esta ecuacién y por con-
siguiente que existe el proceso de Wishart.

Antes de continuar con los teoremas de existencia y unicidad se proporciona a continuacién una
interpretacién intuitiva de (2.4) el objeto principal de estudio de este capitulo.

Véase la siguiente aproximacioén usual para h > 0 pequeno:

t+h t+h
o= XPA/X7 / AW, Q+ QT / aw," Xz
t t
(thK FETXE aQTQ) dt

Xy = =
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Obsérvese que @ controla la covarianza de las fluctuaciones distribuidas normalmente y estas dis-

tribuciones son proporcionales a la raiz cuadrada del proceso:

t+h
\/Xf/ AWQ|XY ~ /XF - Ny <Ovlp ® QTQh) :
t

Las fluctuaciones decrecen répido si el proceso se va a cero y como a@ ' Q es positiva semidefinida,
« determina qué tan lejos de cero es la deriva.

Ahora consideremos la ecuacién determinista equivalente a (2.4) y estudiaremos el compor-
tamiento para cuando ¢ — oo, es decir

dxy
dt

= XfK+K'XP+Q'Q, X§ ==

Simplificando notacién: C : S, — Sp, X — XK + KTX, M =aQ'Q, se obtiene

dxy
dt

—CXP+ M, X§ ==
Resolviendo:
X? = €% (z + constantes) — C~1M.

Entonces si Re (0 (K)) C (—00,0) se tiene que lim; o, X¥ = —C~1 M.

Como la ecuacién deterministica converge a —C~ 1M, entonces la ecuacion estocastica fluctuaria
alrededor de —C~1M.

Antes de continuar con el estudio del proceso de Wishart es necesario el siguiente lema [17,

Lema 4.1].
Lema 2.1 En S;} se tienc

(i) Vdet(z) =det (z) (z71).

(i) 52 det (z) = det () [(m_l)kl (z1), — (=), (:c—l)lj} :

Es de gran importancia conocer la variacién cuadrética del proceso de Wishart, por lo cual se

calcula a continuacion.
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Lema 2.2 (Variacién Cuadratica del Proceso de Wishart) Sea X ~ WIS, (z,a, K,Q) . En-
tonces, siempre que el proceso (X,g’“")t20 exista, su variacion cuadrdtica es

d[XE, X, = Xt (QTQ)jl dt+ X7 (QTQ) dt+X7; (QTQ) dt+x7;(Q7Q) at

J 7
Demostracién. La demostracién es directa utilizando la ecuacion (2.4) y que [W; (t) , W; (t)] = 645t
para movimientos brownianos independientes W/s y que [W; (t),t] = 0.

Definase

dH,; = /XFAW,Q + QT dW," \/X}

y entonces [H;j;, Hy| = {X%,Xﬁl}.
De la definicién de H

Hy(t)=)> (\/)Tt‘”)

mn

AW (£) Qg + Quid W (2) (\/7?)

7 nyj

entonces el tltimo sumando de d [H;j;, Hy| es
> (VRT),, (V) Qui@uedt = X7z (@7Q) .

Los demds sumandos se obtienen de la misma manera. =
El siguiente lema, que se encuentra en [17, Lema 4.2], es una generalizacién del Lema 2.2.
La demostracion sigue las mismas ideas que el resultado anterior. La notacién superindice ¢ se

encuentra descrita por (1.4).

Lema 2.3 Considérese la solucion X} de (2.6) en [0,Ty), donde
T, =inf{t>0: X} €SS 6 X ¢SS}. (2.7)
Entonces

d[X5 Xq]; = (Xf_,ik (@T@)  +xia(QTQ) +xi i (@TQ), + X1, (QQ) k) dt.

% 7

32



A continuacién se describen los teoremas de existencia y unicidad del proceso de Wishart. Para
demostrar el teorema mds general de esta seccién (existencia y unicidad del proceso de Wishart
general) se demuestra que existe solucion a la ecuacién (2.6). La existencia del proceso de Wishart
general se demuestra en [21] utilizando el Teorema 1.12 de Girsanov para matrices aleatorias. A
continuacién se presenta una demostraciéon més directa y menos restrictiva, dada recientemente en
el trabajo [17, Teorema 2.2].

Se enuncia y demuestra el primer teorema de existencia y unicidad del proceso de Wishart
después de la siguiente importante observacién concerniente a la técnica de demostracién de estos

teoremas.

Observacién 2.2 Una razén por la que no se puede adaptar la demostracion del Teorema 1.17
al caso matricial es debido a que el argumento de tipo Yamada-Watanabe del Teorema 1.15 no es
aplicable en nuestro caso, como se argumenta a continuacion. En la version matricial del Teorema

1.15, como es descrito por Pfaffel [21, pag 31], la condicion (1.8) corresponde a

p 2 (U)UAU = .

/{UGSJ:UQ}

Ur—p2(U)U1 es concava

Sin embargo,

2
- p~2(U)UdU = / - LdU < oo (2.8)
/{Ues;:||U||<1} {vesfiui<i} P

para p (U) = /U. Por lo tanto el teorema no puede ser aplicado a este caso. Ademds, Pfaffel [21,
pag 31] menciona que si (2.8) se cumple para p > 3, una ecuacion diferencial estocdstica con dos
soluciones puede ser construida y por lo tanto la unicidad de soluciones no es cierto. Sin embargo

se muestra que el proceso de Wishart es inico.

Teorema 2.1 (Existencia y Unicidad de Wishart I) Para todo valor inicial x € S; existe
una unica solucion X a la ecuacion diferencial estocdstica de Wishart en el cono Sp+ hasta el
tiempo de paro

T =inf {s:det (X7) =0} >0 c.s.

Demostraciéon. Para esta prueba se utiliza el Teorema 1.10. Se muestra que se cumplen las

hipétesis requeridas.
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Definamos U := S;.

Amin S — (0,00) M — Apin (M) = ”H|1|in v'Mv (que es continuamente diferenciable).
v|[=1
Definiendo a U, := {M € S]‘f ¢ Amin (M) > %} = /\I;iln ([%, oo)) es cerrado.

U, es convexo porque VM, My € Uy, a € [0, 1]

Amin (@M1 + (1 — ) My) = HmHim1 v’ (aM; + (1 —«a) My)v

> aminv' Miv+ (1 —a)minv' My

1 1 1
> a—+(1—-a)—=—.
n non

A continuacién se reescribe la ecuacién diferencial (2.4). Definamos el siguiente operador

Zxe = Z(X"):M,R)—=S,
Y — VXYQ+Q'YTVXe

y como antes

C:Sp—>Sp,Yl—>YK+KTY.

Entonces reescribimos la ecuacién (2.4)

dXF = /XFAWQ + QTdwW," /X7 + (XfK +KTX! + aQTQ) de

como
t t
X = / ZxpdW, + / (CX5+aQTQ) du
0 0
t
_ Z(XE) T g (Wa
= [ etk
t
- [ reaz,
0
Donde es claro que Z,, := (KZ) es una semimartingala continua.
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Falta mostrar que f es localmente Lipschitz. Para una norma dada en M, (R), definase la
siguiente norma en My, ,, (R) como

]
[T, g = 120rtm0 1Y gy Y2, € My (B).

Entonces para toda S, R € S;‘ se tiene que
1f(S) = fF (B =125 — Zrll +[IC(S - R)|.
Pero como C es un operador acotado (ya que dim.S, < co), entonces
IC(S = R)|| < IICIII(S = R con [IC]| < oo

Sea S, R € S. ParaY € M, (R) arbitrario se tiene que

1(Zs — ZR)Y|| = H (\@— \/E) YQ+Q'Y' (\/5— \/7%) H
< 2| V5-VE|Ivilel.
Entonces
zs-zal = s NEZOT <o |5 VR
YeM,(R)—{0}

Sea Z € S; . Como la funcién raiz cuadrada de una matriz es localmente Lipschitz, existe una
vecindad abierta U (Z) de Z tal que para toda S, R € U (Z)

|Vs-vE|<c@)s - &l

entonces

1(Zs = Zr)ll < 2C(2) Q[ IS - Rl

— . C'(2)|S-R].
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Entonces f es localmente Lipschitz:

1F(S) = F (R = [1Zs = Zrll+ IC(S - R)|
< CU2)|S=RI+ClI(S =Rl
(€ (2)+icll) IS — Rl

= :K|S-R|. (2.9)

Hasta ahora se ha probado que se cumplen todas las hipétesis del Teorema 1.10. Se ha mostrado
que existe un tiempo de paro 7' no cero tal que existe un tnico proceso Sl‘f -valuado que es solucién
fuerte de la ecuacién (2.4) parat € [0,7). Si T < oo, el teorema nos dice que St alcanza la frontera
de S;r o explota. Se muestra ahora que S7 no puede explotar.

Fijese R € U (Z) y sea S = Z, entonces por (2.9)

IF(Z2) = f B <K (2] +Rl),

entonces

1F(2) =1 @I < K(12IP ++2|R| 2] + | RI?)

IN

L(1+)2I1+)2IP),
con L = max {K2 IR|]?, 2K |R|| ,Kz} . Como || Z]| < 1+ 12|

IF(2) - FBIP < 2L (1+112)7).

Entonces Z — f (Z) — f (R) satisface una condicién de crecimiento lineal y por lo tanto también
f. Se concluye que la solucién toca la frontera de § cuandot — T c.s. ®m

Obsérvese que se concluye que el proceso de Wishart existe siempre que se mantenga en S;“ .
Para mostrar que el proceso de Wishart general existe en [0, c0) se proporcionan condiciones para

que X} se mantenga siempre en Slf . Pero antes los siguientes dos resultados.

Teorema 2.2 Para todo valor inicial x € S;r existe un tiempo de paro T > 0 y una unica solucion

fuerte a la ecuacion diferencial estocdstica de Wishart en [0,T). Supdngase que T' < oo. Entonces
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existe una tnica solucion fuerte (X{),cop de la ecuacion de Wishart en [0,T) tal que Xi € Sf
para toda t € [0,T) y X7 € 88;. Entonces para toda z € R* con 2" QTQz = 1 el proceso
(zTthz)
(ZTsz)

te(o,) €5 un proceso cuadrado de Bessel con de dimension o y condicion inicial z' xz,
b

(o] ™ BESQ (a, szz). Ademds, sia > 2, el proceso (ZTXfZ)tG(O,T] pertenece positivo

casi sequramente. Ademds, st Q € G, (R) entonces para toda y € RP,y # 0 se cumple y" XFy >0

para toda t € [0,T] c.s.

Demostracién. La solucién requerida se obtiene por el Teorema 2.1. Sea z € R?P vector arbitrario

con z' Q" Qz = 1. La derivada de la funcién X — 2" Xz € R es

D <zTXz> = (2i%)); ; = 2z

y por lo tanto sus segundas derivadas son cero.

Por la férmula de Ito (Teorema 1.8):
d (xTSta:> = Tr <a:a:TdSt>
= Tr <Qm:T \/§tdBt) + Tr ( St:z::z:TQTdBtT> + Tr (:m:TaQTth>
= 2Tr (QxxT JgtdBt) + Tr (J:J:TaQTth)

= 2\/Tr (SizxTQTQrxT)dB; + aTr (xTQTx> dt (2.10)
= 24/Tr(Sizz")dB; + adt.

Se utiliz el Lema 1.2 en (2.10). Entonces (2" X{2)

refo.] ™ BESQ (a, ZTLBZ).

Si o > 2, por Teorema 1.17, el proceso (zTXt””z) | es estrictamente positivo para toda

te[0,T

t € [0,T] c.s. porque la condicién inicial es mayor que cero.
1

Supéngase que @ € G, (R). Para y € RP, y # 0, entonces para z = (yTQTQy) 2 y se cumple

que z' Qz = 1 y por lo anterior 2'Qz > 0 Vt € [0,7] c.s. Entonces también se obtiene que

y' XFfy>0Vvte[0,T]. m

Teorema 2.3 La traza del proceso de Wishart estdndar (S),~, es un proceso cuadrado de Bessel

de dimension ap.
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Demostracién. Con la notacién de la férmula de It6 (Teorema 1.8) y Lema 1.2, sea h (X) = TrX,

entonces Dh = I, y las segundas derivadas de h son cero. Aplicando la férmula de Ito6:

d(TrSy) = Tr(dSy)
= 2Tx (V/SidW) + Tr (al,) dt
= 2T (V/SdW; ) + apdt
= 2Tr(S,)dB, + apdt.

Por lo tanto TrS; es un proceso cuadrado de Bessel de dimensién ap y condicién inicial TrSy. =
A continuacion se enuncia el resultado que asegura la existencia de solucién fuerte a la ecuacién
(2.6) en toda la recta positiva. Este resultado da como caso particular la existencia y unicidad del

proceso de Wishart general en [0, 00).
Teorema 2.4 Sean b € S,, Q, K € M,, y consideremos la ecuacion (2.6) en donde:

i) J es un proceso cddldg adaptado con valores en Sy, el cudl es § — creciente y de tipo puro

salto,
it) T: Szj_ — S una funcién localmente Lipschitz con crecimiento lineal,

i) g : Szj_ — R una funcion localmente Lipschitz con crecimiento lineal.

Sib> (p+1)Q'Q, entonces la (2.6) tiene una tunica solucion fuerte (X{),cp+ €n S, la cual

es adaptada y cddldg. En particular se tiene que

T, :inf{tZO:Xf_G@SJO'ngS;}

= inf{t>0:X] €95} =00 cs.

Demostracién. Por facilidad en la notacién, en esta demostracién se denota X;° como X;.
Como los coeficientes de (2.6) son localmente Lipschtiz y por el crecimiento lineal, teoria estén-

dar de ecuaciones diferenciales estocédsticas implica la existencia de un unica solucién fuerte local

adaptada, cddldg no explosiva hasta el tiempo de paro T,. La demostraciéon detallada de estas

afirmaciones sigue la misma linea de ideas que el Teorema 2.1. Entonces solamente basta mostrar
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que T, = oo c.s. Para ello se hace uso de una generalizacién del argumento de McKean (Teorema

1.3).

De las suposiciones sobre g y J, se tiene que todos los saltos deben ser semipostivos definidos

y por lo tanto la solucién no puede salirse de S; . Esto implica que
T, =inf{t>0: X7 €dSS}.

Por la continuidad por la derecha de Xy, T, > 0 c.s.

Sea
T, =inf {t e RT :d (X;,05)) <nd | Xi] >n}.

Entonces (Tn)neN es una sucesion creciente de tiempos de paro tal que

lim T, =T,
n—oo
por lo que T es predecible.
Introduzcamos la siguiente notacién:
Zy = det (e_KtX _KTt) ,
h(z) =1In(2),
Tt = h (Zt) s

con lo que T} se reescribe como
T, =inf{t>0:7_ =0}.

Por el Lema 2.1 () se obtiene

Tr (V (det (X)) dX{) = det (X;_) [zw /Tr (QTQX,)dW, + Tr ((b+T (X)) X, ') + 2Tr (K) | dt
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para algin movimiento browniano unidimendional W en [0,7,) dado por el Lema 1.1. Ademsés,

por el Lema 2.1 (4i), el Lema 2.3 y cdlculos directos se obtiene

1 0? . )
2 2 g 468 (i) A, Xy = det (X,0) [(1 - p) T (Q7Q) X! .
igkl

Por la férmula de Itd (Teorema 1.7) y sumando las dos iltimas ecuaciones se obtiene lo siguiente,

d(det (X;)) = 2det (X;_)/Tr (QTQX;")dW; + det (X;) — det (X;)

+det (X ) [ﬁ ((b FT (X)) + (1—p) QTQ) X;_l) FOT (K)} dt.

Usando nuevamente la férmula de Itd se tiene

d(In(det (Xy))) = 2¢/Tr (QTQX,")dW; + In (det (X3)) — In (det (X))
+Tr [(b FD(X) - (p+1) QTQ) X;l} dt + 2Tt (K) dt.

Recuérdese que la matriz exponencial satisface det (eA) = T4 para A € M,. Usando esta

propiedad de la matriz exponencial se demuestra que
re = In (det (X)) — 2Tr (K)t

y por lo tanto r satisface la siguiente ecuacion:

dr, = 2y/Tr (QTQX,1)dW, + Tr [(b FT(X)— (p+1) QTQ> X;_l} dt

+In (det (X;)) — In (det (X;—)) .
Definamos

t
M, = 2 / Tr (QTQRX, AWy y
0

P = /OtTr[(b+r(XS_)—(p+ 1)QTQ) X;_l] ds+ 3 In(det (X,)) — In(det (X,_)).

0<s<t
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Como

M™ = /Ot \/Tr (QTQ (XsTf)_l)dWS, t>0

es una martingala continua y satisface que M; = Mt(n) en {t < T,}, entonces M es martingala local
en [0,7;). En forma similar se puede mostrar que P es no negativa y localmente acotada en [0,7})
y que para toda s € [0,T"), Xs — Xs_ > 0; por lo tanto det (X;) > det (X;_) usando el Corolario
Al

Finalmente por la generalizacién del Argumento de McKean (Teorema 1.3) se tiene que T, = oo.

La existencia del proceso de Wishart general en R™ se sigue entonces del teorema anterior al

elegir =0, =0y b= aQ'Q. Este resultado se enuncia a continuacion.

Teorema 2.5 (Existencia y Unicidad de Wishart II) Para todo valor inicial x € S;r yo >
p + 1 existe una unica solucion fuerte a la ecuacion diferencial estocdstica de Wishart en el cono

St

En esta seccién se han presentado los teoremas de existencia fuerte y unicidad del proceso de
Wishart general que fueron probados por Pfaffel [21] y por Mayerhofer, Pfaffel y Stelzer [17].

Cabe hacer mencién que en [17] se demostré que para o > p — 1 existe una solucién débil a la
ecuacion diferencial estocdstica de Wishart, mientras que aqui se pide o > p + 1 para la existencia
fuerte del proceso de Wishart en R™.

A partir de ahora, mientras no se exprese otra cosa, siempre que se invoque un proceso de
Wishart se supondra lo necesario para que el proceso de Wishart exista.

A continuacién se describe una caracterizacién del proceso de Wishart general. Una versién de

este resultado se puede encontrar sin demostracién en [5, pag 746].

Teorema 2.6 (Caracterizacién del Proceso de Wishart) Las siguientes dos afirmaciones son

equivalentes:
i) X7 es solucion de (2.4).

ii) M; es una martingala local continua cuadrado integrable y
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dXF =dM; + (XFK + KTX? +aQ'Q) dt
d [xz, X3 = X7 (QTQ) e+ X7y (QTQ) e+ X7y, (QTQ), dt + X7 (Q7Q) dt.

Demostraciéon. Si X[ es solucién de (2.4) entonces la afirmacion ii) es cierta porque X' es una

semimartingala continua cuadrado integrable y en este caso M; definida como
dM; = /XFAW,Q 4+ QT dw," /X7

es la parte martingala local de la solucién. La expresién d [ij, X lfl] se sigue del Lema 2.2.
t
Si la afirmacién i) es cierta entonces el reciproco es intuitivamente claro porque
d X7, X,fl]t = d [Parte martingala de X7}, Parte martingala de X,fl]t
ya que los términos que contengan la parte de variacién finita de X Z‘? se anulan. Aqui lo que se busca
es obtener una especie de reciproco del lema 2.2 y encontrar que dM; = /deWtQ—i—QTthT X7
Esto se hace mostrando que las hipétesis del Teorema 1.5 se cumplen con d = p?.

Considérese el proceso

Wi (t) = (@)lk Qi + Qui (\/)Tt)k

J

con i,7,k,l € {1,2,...,p} que cumple fg W3kt (5)|2d5 < o0 porque (X¢);5q lo cumple y porque

|W; & (t)|° es una combinacion lineal de X;.
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Sea

‘I’z‘jykl(t) : —Z‘I’Urq \Ijkqu()
- %}[(@) @+ @ (V) | [(VE), @t Qu (V)]

- S (VR), (V) s £ (), (V)
@(m)m (@)WQtiqﬁz(m); (VE) @l
(X; es simétrica) = Z( >szan«11+2 X0)i Q) Qu
Z (Xy) ,szquwZ (X1) ;1 QugQar
- (X > (@ )l+<Xt>ﬂ (@TQ) , + X0y, (Q7Q) , + (X0 (@TQ)

Obsérvese que fg @45,k ()| ds < oo porque (X¢);~q lo cumple y porque |45k ()| es una com-

binacién lineal de X;. De estos cdlculos se obtiene que se cumple la siguiente igualdad

t
[MZ]7Mkl]t = / q)i,j (8) ds.
0

Entonces por el Teorema 1.5 existe un movimiento browniano matricial W € M,,,, (R) tal que

AM;; (t) = Z\I}U ke () AWy (t)

= > {(@) . Qu T Qu (\/Z) kj] dWi (t)
kl
= Z (\/Z) " dWi, (t) Qlj + Z kadvvlk (t) (\/)775>

kl

= (VXawi@) -+ (@Taw] \/Z)

ly

Entonces X ~ WIS, (z,0, K,Q). =
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2.3 Generador Infinitesimal

En esta seccién se presenta el generador infinitesimal del proceso de Wishart y se expone en un
caso particular una forma de separar el generador infinitesimal en operadores simples.

El generador infinitesimal del proceso de Wishart (Definicién B.8) es el siguiente [1, pag 3].

Proposicién 2.1 (Generador Infinitesimal en M, (R)) El generador infinitesimal en M, (R)

asociado a X ~ WIS, (z,a, K,Q) es

2Tr (DMQTQDM) +
M =Ty ([aQTQ + <KTx + xKﬂ DM> n % Tr (gg (pM)" QTQDM) , (2.11)
+Tr (xDMQTQ (DM)T>

donde DM = (8i,j)1§i,j§p‘

Demostracion. La parte de deriva de L™ es

3 (a07Q) o+ 3 (Ko o) ou =T ([aQTQ+ (Ko + 2] DY),
k=1

k=1

La parte de difusion del operador LM se obtiene del Lema 2.2:

;EPI [mm<QTQ)jn+X§m<QTQ>jm X (Q7Q) + x5, (Q70) }%%

,m,i,j=1

= zp: Xiim (Q7Q )j a”amn+ Z Xin (Q7Q ) D53 Omm

nm,z,j 1 nm,z,j 1
% Zpi me( @ )Z a”am"+ Z Xign (QT )imaijam”
n,myi,j=1 nng 1
_ %[Tr( DMQTQ (D M)T) +Tr (xDMQTQDM) T (asDMQTQDM) +Tr (x (DM)TQTQDM)}
_ %[Tr( DMQTQ (DM) ") +2Tr (2DMQTQDM) + Tk (= (DM) ' QTQDM)] .

Se sabe que el proceso de Wishart toma valores en Sp+ C S,. Bajo esa afirmacién se puede

buscar el generador infinitesimal del proceso de Wishart en S, (Definicién B.9).
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Para f : &, — R dos veces continuamente diferenciable denétese como Jy; ;1 f la derivada con

respecto a las coordenadas zy; ;. Sea

T : M,R)—=S,
m—{—xT

entonces 7 (z) = x solo para z € S,,. Es claro que f o7 es dos veces continuamente diferenciable y
LSf(z) =LMfonm(z).

Por la regla de la cadena, se tiene que para © € Sp, 0;;f o () = (Li=j + %1#]-) Oy f (). Se

obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2.1 (Generador Infinitesimal en S,) El generador infinitesimal en S, (R) asociado

a X ~WIS, (z,0,K,Q) es
LS = Tv ([aQTQ n (KTI‘ n a:K) DS]) 4 OTr (xDSQTQDS> : (2.12)

donde DS estd definido como ij = (1i:j + %hﬁ-) Oy, para 1 <i,j < p.

La ventaja de utilizar el operador L® es que contiene la informacién de que el proceso de Wishart
se encuentra en las matrices simétricas y ademds facilita los cdlculos, por lo que a partir de ahora
se hace uso solamente del generador L® y se escribird L.

El siguiente teorema explica cémo separar el generador infinitesimal de un proceso X ~
WIS, (m, a, 0, I;}) como la suma de generadores infinitesimales de procesos m&s simples que con-

mutan. Este resultado es fundamental para generar el proceso de Wishart general.

Teorema 2.7 Sea L el generador infinitesimal asociado al proceso de Wishart WIS, (a:,a,O,I;})

y L; el generador asociado a WIS, (x, a, 0, e;) para i € {1,...,p}. Entonces se tiene
P
L= Liy (¥j) LiL; = L;L;. (2.13)
i=1

Demostracion. Por la expresion de L dada en el Corolario 2.1 y como I} = S e; se obtiene que
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L =3Y",L;. Para mostrar la conmutatividad es necesario hacer un cdlculo directo pero laborioso.

Para la demostracion completa refiérase a [1, Teorema 10, pdg 7). =
Mi4s alld de la conmutatividad, otras dos propiedades de (2.13) que son importantes notar son:

i) Los operadores L; y L; son los mismos a excepcién de cambios de coordenadas i, j.

ii) Los procesos WIS, (x, a, 0, IZ) y WIS, (a:, a, 0, efg) estdn bien definidos bajo la misma hipéte-

sisaZp—lyareg.

Esta segunda propiedad permite la composiciéon que se explica a continuacién. Considérese

t>0yzxe g. Definiendo iterativamente

th’x ~ WIS, (z,a,0 el't),

7p7
XX WIS, (X5 a,0,e2:t
t ~ P t 7a7 7ep7 Y
1,z
2,X,"°
3,X, 7t 1
x> ~ WIS, (Xt’x,a,O,ef,;t>,
1,z 1,z
L5 —1,..%5
X, ~ WIS, [ X{" 77 L a,0,ep3t ).

X
o s, st . .
Proposicién 2.2 Sea X" definido como arriba. Entonces

1,z

Xt WIS, (20,0, 8) .

)p’

Nétese que gracias a esta proposicién se puede generar una muestra de acuerdo a W15, (x, a,0,17; t)

si es que se pueden generar matrices con distribucién WIS, (a:, a,0,ey; t). Estas leyes son las mis-

mas que WIS, (x, a, 0, I}?; t), salvo por la permutacién de la primera e i-ésima coordenada. En la

Seccién 4.1 se explica como generar variables aleatorias con distribucion WIS, (w, a, 0, I;; t).
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Capitulo 3

Propiedades Distribucionales del

Proceso de Wishart

En este capitulo se presenta la transformada de Laplace del proceso de Wishart. Se enuncian
diversos resultados relacionados con las propiedades distribucionales del proceso de Wishart. Se
muestra que los momentos del proceso de Wishart en el caso estdndar pueden ser calculadas por
recurrencia al multiplicar entre sf algunas matrices que se proporcionan explicitamente. La técnica
para encontrar los momentos estd basada en el cdlculo de It6 y permite calcular los momentos de

la forma B (X#)¥ y la esperanza de los polinomios
Ry (X)) = (Tr (X)) (Tr (X2))™ ... (Tr (Xf“)) X/

donde I es un multi-indice I = (4,1) = (4, 41,72, .-, 1k11)-

Los resultados principales de este capitulo se encuentran en [1] y [25].

3.1 Transformada de Laplace y Transformaciones Lineales
Esta seccién inicia con la expresion de la transformada de Laplace:

Proposicién 3.1 (Transformada de Laplace) Sea X[ ~ WIS, (z,a, K,Q;t),

qr = /t exp <3KT) Q" Qexp (sK)ds
0
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my = exp (tKT> .
Se introduce el conjunto de convergencia de la transformada de Laplace de X[ :
Dr gt ={v e S, (R) : Elexp (Tr (vX[))] < oo}.
Entonces D g, es un conjunto convexo abierto y estd dado explicitamente por
Drgi={veS,:Vse|0,t] I, —2¢v € G, (R)}. (3.1)

Ademds la transformada de Laplace de X7 estd bien definida para v = vg + iv; con vg € Dk g,

vr € Sp (R) y estd dada por
1 T
exp (Tr [U (I, — 2qv)” " myzm, D

E [exp (Tr (vX}))] = Gt (1 _ 2 v)% . (3.2)

Ndtese que para Xf ~ WIS, (m,a,O,IZ;t), la formula (3.2) es simple y se tiene que para v =

vRr + vy tal que vR € Dy gy, v1 € Sp:

. [exp (Tr (UXg/,))] _ exp (Tr [v (I, — 2751]’;11?;_ x]) | 3.3)

det (Ip — 2t1;}v)

Demostracion. La idea de la demostracion es utilizar que la transformada de Laplace se puede
expresar en términos de soluciones ecuaciones diferenciales ordinarias. Estas ecuaciones se pueden
resolver explicitamente en el caso del proceso de Wishart general. Demostracion completa en [1,

pag 31, proposicion 5. m

Observacién 3.1 La transformada de Laplace de X[ ~ WIS, (x,n,K,Q;t) para n € N es la
transformada de Laplace de Y ~ WIS, (n,qt,qglmtxmt) (utilizando Teorema B.1) es decir que
X7 se distribuye como Wishart no central. Para a € R se distribuye como una extension de una

Wishart no central.
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Las siguientes proposiciones son propiedades distribucionales de un proceso afin (Definicién

2.4), en particular aplican para un proceso de Wishart.
Proposicién 3.2 Las siguientes identidades se cumplen:
i) AFF, (z,a, B,a) £ AFF, (:E,&,B, \/aTa) (igualdad en ley).

ii) (Transformacion lineal) Sea q € G, (R), entonces
qTAFFp (z,@,B,a)q £ AFF, (qqu, q ' ag, Bq_l,aq)

donde B,-1 esta definido como Yy € Sp (R), By £ q¢'B ((qT)_l yq_1> q.

Demostracién. [1, Proposicién 7] =
Una consecuencia importante de la Proposicién 3.2 es que un proceso afin se puede expresar
como una transformacién lineal de un proceso afin mucho més simple. Esta afirmacién se describe

en el siguiente corolario.

Corolario 3.1 Sea X ~ AFF,(x,a,B,a) y n = Rk(a) el rango de a"a. Entonces existe una

matriz diagonal § y u € Gp (R) tal que @ = w'du, ya'a= uTIgu, y se tiene que:
(XP)izo = u' AFF ((zrl)T zu~1,3, By, 1;) u,
20 jey

donde Yy € S, (R) B, = (ufl)T B (u"yu)ul.

Demostracién. [1, Corolario 8] m

La siguiente proposicién es crucial para la generacién del proceso de Wishart sin alguna restric-
cién en los pardmetros. Utilizando (3.4) se puede generar cualquier distribuciéon de Wishart si se
puede muestrear exactamente la distribucién de WIS, (m, a, 0,17, t) para toda x € g.

) Tp?

Proposicién 3.3 Seat >0 K,Q € M, (R) ya>p—1. Sea

my = exp (tKT> ,

qr = /t exp <3KT) Q" Qexp (sK)ds
0
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y n = Rk(q). Entonces existe 0; € G, (R) tal que ¢ = tetlgef, y se tiene que
WIS, (z,0. K, Qit) = 6;WIS, (e;lmtxmj 0,1 a,0,12 t) 0, . (3.4)
ey

Demostracién. Aplicando Lema A.1 a ¢/t € g y considérese (p, ¢y, ky) una descomposicién

c 0
extendida de Cholesky de ¢;/t. Péngase 6; = p~! " . Entonces 0, es invertible y
kn Id—n

Ahora, obsérvese que para v € S,

det (I, — 2igrv) = det <9t (9;1 — 2it1392—v))

—  det (I,, — 2it10] 00t> ,

-1
Tr [iv (I, — 2igv) ! mtatmﬂ = Tr {z (0;1)T 0] v (Hth_l - 2it0t1$0;v0t9t_1> mta:m;]

~1
Ty {i@f 8, (I,, — 20t v&t) 07 \myam; (9;1)1 .
Sea X ~ WIS, (:L', a, K I”'t) y Xf ~ WIS, (:1:, a,0 I"'t). Entonces por (3.2) y (3.3) se tiene que

) po ) Tpo

E [exp (iTr (vX¥))] = E[exp <iTr («9tT 00, X0 e (07 1)T>>]

~ 1\ T
— E |:eXp <’LTI‘ (’UetXet 1mtxm;r(9t 1) 0:>>:| y

lo que implica la igualdad de las transformadas de Laplace y la igualdad en distribucién. =
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3.2 Momentos del Proceso de Wishart Estandar

En esta seccién se describe un algoritmo para calcular los momentos E (X} )k del proceso de Wishart

estdndar X[, asf como las esperanzas de los polinomios

Tk+1

Ry (X)) = (Tr (X)) (Tr (Xf)z)h () X

donde I es un multi-indice I = (j,1) = (4,41, %2, ..., ix+1). Los resultados presentados en esta seccién
son una recopilacién y resumen de los resultados principales de [25].

Con el propésito de no complicar la notacién, en esta seccién se expresa X un proceso de
Wishart como Xj;.

Como X es una semimartingala continua también lo es la k-ésima potencia X* = (th) ¢>0 bara

cualquier k£ € N. De acuerdo a la descomposicién de semimartingala
xF=M® + A% (3.5)

donde M*) = (Mt(k)) Lo ©5 una martingala local continua y A®) = (Agk)> Lo ©5 Un proceso
¢ 2

predecible de variacién ﬁ}lita. Cuando k =1 se escribird X; = M; + A; con

AM; = /XFAW; + /XFdW,
dAt = OéIpdt

por la definicién del proceso de Wishart estédndar.

Proposiciéon 3.4 Para cualquier ke N yt >0

dMFY = amxF 4+ xdm Y (3.6)

dARHD = 44, XF + x,dAW +4d [M, M(k)L (3.7)
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y ademds

k

aY = N xjaMxF (3-8)
r=0

4l = aaxt + Xdal® +d [a,u®)] | (3.9)

Demostracién. Las siguientes ecuaciones se obtienen por una aplicacién directa de la férmula

matricial de It6 (Teorema 1.6) a X*+1:

AXF = dXXF 4 X,dXF +d [M, M“?)} t

= (dM; +dA) XF + X, (de’“’ + dA,Ek)) +d [M, M(’“)]t

=AM X} + X, dM® + dAXF + X, dAP 4+ d [M, M(’ﬂ t

e identificando las partes martingala local y de variacién finita se tiene (3.6) y (3.7). Las ecuaciones
(3.8) ¥ (3.9) se obtienen con induccién matemética. m

De la descomposicién de semimartingala de (Xt(kﬂ))po y definiendo (7,,) una sucesién de
tiempos de paros que localizan la sucesién para convertir a M) en una martingala (Definicién

1.12), se tiene

BXEL = BARD L EAED
(porque M es martingala) = EAgf\ij) + EMékH)
(porque Ag es 0 c.s.) = EAgf\ji) +EXHT
(condicién inicial determinista c.s.) = EAgiji) + Xh+L (3.10)

Ahora recuérdese que la traza del proceso de Wishart estdndar es un proceso cuadrado de
Bessel de dimensién ap (Teorema 2.3). Obsérvese también que el supremo del proceso cuadrado de
Bessel es integrable para cualquier potencia positiva y en cualquier intervalo finito porque es una
semimartingala continua. Se utilizan estas afirmaciones junto con el Teorema 1.1 para mostrar que
( Hth/\TnH)n cn €s uniformemente integrable (Definicién 1.7) para ¢t y k fijas. Se utiliza la norma
Schatten que en este caso de matrices positivas semidefinidas es la suma de los eigenvalores, i.e., la

traza. Comprobando que se cumplen las hipdtesis del Teorema 1.1:
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E HX;C/\TTL

| < B [1Xir IF] = B [(Tr (Xinr, )] < oo

la primera desigualdad es por propiedades de la norma, la igualdad por definicién de la norma
y la tltima desigualdad es porque Tr (X}) es una ji-cuadrada (usando que {Tr (X3)},. es un
proceso cuadrado de Bessel, que para cada t se distribuye como Wishart de dimensién 1 que

es una ji-cuadrada) y 7, < 0o c.s.

ii) Obsérvese Vn € Ny V¢ > 0 3T € R tal que P (1, > T) < &, basta que escojamos T tal que
P(r1>T) <, tal T existe porque 71 < oo c.s. y esa misma T cumple Vi > 1 P (1; > T) < &

porque T, < Tpy1. Luego, para E € F

k
/ HXt/\TV,L
E

aP < [ |Xinr, IFaP
E

= / (TrXinr, ¥ dP
E

k

< / <supTrX5/\Tn> dP

B s

k k

= / <supT&"XsATn> dP + / (SupTrXs/\Tn> dpP

En{rn>T} s En{r,<T} s

k k

< / <SupTrXsATn> dP—l—/ <supTrXsAT> dP (3.11)

{Tn>T} s E s

pero si se escoge & suficientemente pequeno entonces P (7, > T') serd suficientemente pe-
quenio como para que f{rn>T} (sup, TrX ar, ¥ dP < $, por otro lado, como sup, (TrXsa7)
es integrable para cualquier potencia positiva y en cualquier intervalo finito se puede escoger
E € F tal que P (FE) es suficientemente pequeia para que [ (sup, TrXS/\T)k dP < 5. De

estas afirmaciones y de (3.11) se concluye que [, HXf/\T”

dP < oo para toda n.

Entonces por el Teorema 1.1 (||XfATnH)n>1 es uniformemente integrable. Se muestra que

(HA,EE\)T" ) oy uniformemente integrable de una forma anédloga.
n>
Por el Teorema 1.2, como XF  "=° XFy Agf\)m e Agk) en probabilidad y lo probado

de integrabilidad uniforme entonces se puede meter el limite a la esperanza: EX},, "= EX[y

EAR) "= EAR).
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Por (3.5) y esto tltimo

k41 . k41
BX; T —BATY = tim BMSY
(por ser martingala) = lim EM(kH)
n—oo
k41
= X5

Es decir que EX,{H'1 = EA%ICH) + X(])“‘H.

Esto quiere decir que si uno desea calcular los momentos del proceso de Wishart entonces basta
con mostrar explicitamente el proceso A1) Para hacer esto es necesario calcular el proceso
predecible [M , M (7")] .- La siguiente proposiciéon muestra cémo calcular el proceso y algunas otras

identidades relacionadas con M (") y trazas.

Proposiciéon 3.5 Sea r,l € N yt > 0. Se tienen las siguientes igualdades

[M,M“‘)]t _ 2T+p/XTds

t
+22/ Tr(X4) X"~ st+/0 Tr (X7) I,ds (3.12)

[Tr (M<T>)1P,M(l>]t S /0 XTH-14s, (3.13)

[Tr (M(T)>,Tr <M(l)>]t — 4l /0 tTrXST”_lds (3.14)

Demostracién. No se proporciona la demostracién detallada (se puede encontrar en [25, pdg 16]).
La idea de la demostracion es utilizar la ecuacién (3.8) junto el cdlculo la variacién cuadrética de

la integral de It6 de varios procesos. m

Proposicién 3.6 Sea k€ N yt > 0 se tiene

k—1
AP = (ak + (k- )(k+p))/ X s+ 3 ( 7“—1)/0 Tr (X )XT 1ds. (3.15)
r=1

54



Demostracién. Usando (3.9), (3.12) y dA; = al,dt se obtiene

k—1 k—1
dalP = S xpdaxtt S xEd a0
r=0 r=1
k-1 r—1
= okXf '+ > XFTTU(2r 4+ p) X7 42 Tr(X9) X[+ Tr (X)) Ip] dt
r=1 s=1
k—1
= (ak+(k—1)p+(k—1)k) XF'dt+ ) (2k —2r — 1) Tr (X]) XF'dt
r=1
k—1
= (ak+ (p+k) (k= 1) XfThat+ > (2r = 1) Tr (Xf77) X7,
r=1

Obsérvese que la Proposicién 3.6 muestra una relacién de recurrencia entre la esperanza EXf =
EAgk) + X§ y ETr (Xf_") X7 ™! para toda r = 1,...,k. Si se buscara continuar con el estudio de
Tr (th*1> X{ ~1 aplicando la férmula de Ito se obtendrian dificultades desde el principio pues se
obtienen expresiones complicadas.

Otra forma de atacar este problema y poder proporcionar una férmula de recurrencia para
IE;XLZc es definir un vector de procesos estocdsticos matriciales que es estable bajo la aplicacién de
la férmula de Ito.

Para I = (j,i) = (4,41, ..., jx+1) € N¥*2 un multi-indice, tal que

k+1

Y rie=k+1,

r=1

y una matriz B € M, (R) se introduce el siguiente polinomio con dominio en las matrices
i 21\ P2 PR
R = (Te(B)") (e (BY)" .. (T (B1)) " B
y el siguiente vector

QU+ (B)Z(Bk“ Tr(B)B* (TvB)>B*' Tr(B?) BF' ... Tr(BkH)Ip)T
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La dimensién del vector Q¥) (B) es igual a

donde p(r) es el nimero de particiones del entero 7 en una suma de enteros positivos, es decir,
p (r) es el nimero de formas en que 7 se puede representar como la suma de enteros positivos, dos
representaciones son la misma si solo difieren en el orden de los sumandos (p(0) = 1). Se tiene
p(1)=1,p(2)=2,p(3)=3,p(4) =5.

Obsérvese que para cada t > 0 fija todos los componentes de Q(kH) (X;) son integrables.
Ademds, como (Tr(X;)),5q es un proceso cuadrado de Bessel de dimensién ap (Teorema 2.3),
Tr (X;) tiene los momentos de todos los érdenes positivos y para toda k €e Ny 0 <r < k+1 se

obtiene

5 |x|

B (/i x8) ) =8 (1) < Bt < o,
) - E <\/TrXt2T2Tr (Xf“”)) < E(TrX,)" < co.

A continuacién se enuncia el teorema mds importante de esta seccién. Proporciona una manera

E HXtHTr (Xf“*")

explicita de calcular los momentos del proceso de Wishart estdndar que hace uso de la siguiente

tabla.

56



Linea I r Dyp
1 Jj=1 (J—1,4) aj+(—1)(+p)
) (l,l+ ej_l_l)
2 j>2 2041
para alguna [,
[=0,...,5—2
Jg=zLlir>1
3 G+r—1i—e) 457i,
para algan r,
2<r<k+1
4 i1 >1 (J,i—e1) (47 + ap) i1
i > 1
5 (Jyi+e—1—er) (ar+ (r—1)(r+m)+m)i,
para alguna r
l<r<k+1
i > 1 (jai_er+el—1+er—l)
6 (20 — 1) i,
para alguna para alguna l
2<r<k+1 2<l<r
iy > 2
7 (4,3 — 2e, +e21) 2r2 (i, — 1) 4,
para alguna r > 1
irv il >1
8 (jyi—er—e+eryp1) 4rlip
para alguna 7,1
1<li<r<k+1

Teorema 3.1 Para toda k € N existe una matriz Dy € My, xq, tal que para toda t >0

t
E [Q(’f“) (Xt)} = QY (X¢) + Dy, / EQ® (X,) ds. (3.16)
0
Consecuentemente
k41,
E [Q(k+1) (Xt)] = QU (Xo) + 3 = DDyt Dir 1 QF (Xo) (3.17)
r=1""
con la convencion de que Q(O) (Xo) =1, y con las matrices D,, r = 0,1, ..., k, dadas explicitamente
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en la Tabla 1. En particular, cuando Xy = 0, se tiene

tk+l r
8@ (0] = gy DrDer-DoQ Ty (3.18)

De importancia es la demostraciéon como la interpretacién de la tabla que describe Dj. Se
interpreta a continuacién la tabla y la forma de aplicarla.

Descripcién de la matriz D;.

Sea k > 0 fijo y sea Dy = (Dypr), donde I = (j,i) e I’ = (j',1') son multi-indices que verifican
i= (i1.,,,.9k41), J+ Zfi% rip, = k+1yi = (,..,4), 7+ Zle r'i, = k. Los coeficientes
de Dy son todos ceros excepto por los casos mencionados en la tabla. Para proporcionar los
coeficientes distintos de cero, denétese por ej, ez, ..., ext+1 los vectores de la base candnica de
R¥ y se extiende I', sin cambio en la notacién a I’ = (5/,1,0) para igualar las dimensiones de I
e I'. La tabla contiene ocho lineas y por lo tanto ocho tipos de coeficientes correspondientes a
condiciones particulares verificadas por el multi-indice 1. Tomemos ejemplos para explicar la tabla.
La condicién j > 2 en la segunda linea de la tabla significa que la fila sélo aplica a I = (j,1)
con j > 2. Similarmente, la condicién ¢, > 1 en la fila cinco significa que esa linea sélo aplica a
multi-indices I = (j,1) que contengan al menos un coeficiente i, > 1 para algin 1 <r <k + 1.

La tercera columna de la tabla proporciona los multi-indices I’ correspondientes a los coeficientes
no cero. Las primeras tres filas de la tabla contienen los coeficientes relacionados con el cambio
de j en el multi-indice I. Las filas cuatro a ocho proporcionan los coeficientes que provienen del
cambio de la segunda parte i de I.

Para obtener el coeficiente Dy correspondiente a los multi-indices I, I, se debe seleccionar las
filas correspondientes a I e I’ y sumar los correspondientes valores de Dyp.

Iustremos el uso de la tabla con unos ejemplos. Témese &k = 10 e I = (11,0). Como i = 0,
sélo las primeras dos lineas de la tabla aplican a este multi-indice. Para I’ = (10, 0) utilizando la
primera columna se obtiene Dy = 11a+ 10p+ 110, donde « y p son los pardmetros del proceso de
Wishart. Para I’ = (0,e19), (1,e9),-..,(9,e1) se obtiene, utilizando la segunda fila, los coeficientes
Dy = 1,3, ...,19 respectivamente. Atun para k = 10, si I = (4,21 + e2 + e3) , entonces todas las
lineas aplican, algunas de ellas varias veces. Sea I’ = (4,e1 + e3 + e3) ; entonces se aprecia que la

cuarta fila aplica una vez y la séptima fila aplica una vez (porque i1 > 2 y iz < 2, i3 < 2) y la
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octava fila aplica dos veces (para | =1y r = 2,3). Entonces los coeficientes son

Para obtener los coeficientes de la matriz Dy, uno debe escribir los multi-indices I y I’ en orden

lexicografico y luego utilizar la tabla para encontrar Dyj.. Sea k = 3, entonces se tiene

2
X?TrX;
X, (TrX,)?
Q¥ (X)) =] x,Tr(x2)
(TrXy)* 1,
Tr X, Tr (X7) I,
Tr (X3) 1,

que corresponden a los multi-indices I en el siguiente orden:
(3;0,0,0),(2;1,0,0),(1;2,0,0),(1;0,1,0),(0;3,0,0),(0;1,1,0),(0;0,0,1) .
Haciendo lo mismo para k = 2 se obtiene que los multi-indices para I’ son
(2;0,0),(1;1,0),(0;2,0),(0;0,1).

La matriz Dy requerida para calcular los momentos de EQ(?’) (X:) de tercer orden es

3a+2p+6 3 0 1
ap + 8 20+p+2 1 0
0 2ap 412 « 0
Dy = 8 204+ 2p + 2 0 «
0 0 3ap + 12 0
0 0 204+ 2p 42 ap + 8
0 0 3 3a+3p+6
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Demostracién del Teorema 3.1. A continuacién la idea de la demostracién; detalles ver [25,
Teorema 3.1, pag 617].

Tenemos que

EX/H
EQUH (X,) — E[Tr()'(t)Xﬂ
8 [ (X 1
BAXF
gt s EA (Tr (.Xt) XF)
5 (1 (xE0) 1)

donde A (Y) es la parte predecible en la descomposicién semimartingala de Y. Supéngase que se

ha mostrado que
fof+l

A (Tr (X)) XF ¢
( (_ 0X5) :/ D Q%) (X,) ds. (3.19)
: 0
AT (xF) 1)
Entonces la ecuacién (3.16) se obtiene al aplicar la esperanza a (3.19). Utilizando también (3.19)

se obtiene que

d
B (X0) = DEQUY (X,
y por induccién
d" _r
G BQ (X)) = DrDir - BQUHT (X)) (3.20)

Para obtener la relacién (3.17) obsérvese que primero que U (t) = EQ**! (X;) es un polinomio de

grado k + 1 porque su derivada k + 1 no depende de t: de (3.20) se obtiene para r =k + 1

dk+1

dt/’mrlﬂg“’QkJrl (Xt) = Dy...Dol,,

es una constante que no depende de t. Como U (t) es un polinomio éste se puede escribir en su
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forma de Taylor:

de donde se sigue (3.17).
Para que la demostracién del Teorema 3.1 esté completa es necesario justificar (3.19). m
El siguiente corolario describe el caso p = 1. Se utilizan los polinomios de Laguerre recordando

que estan definidos como
x % d"

Lgla) (@) = n!  dxm

(e-*am+e).

Corolario 3.2 Sea X ~ BESQ («,x) un proceso cuadrado de Bessel con x > 0. Entonces para
keN
k kg (a—1
EX} = kLY (—2),

donde {L,(ffl) (x)}k>0 es la familia ortogonal de polinomios de Laguerre con pardmetro o — 1. En
particular cuando © = 0,

Eth = (a)k tkv
donde (x), =x(x+1)...(x + k—1) es el stmbolo de Pochammer.

Demostracién. La demostracion es directa pero ingeniosa; véase [25, pdg 623]. m

Entonces el proceso cuadrado de Bessel posee todos los momentos enteros positivos y se pueden
describir explicitamente.

En resumen, el método propuesto por Vostrikova y Graczyc en [25] para calcular los momentos
del proceso de Wishart estdndar es el siguiente.

Al expresar la descomposicién semimartingala de las potencias del proceso de Wishart estandar
como

XE = 04 A
se obtiene que
EX} = X§ + EA®.

) (k)

Entonces para calcular EX} basta calcular EAEk . La Proposicién 3.6 relaciona EA;"’ con

ETr (Xf—T) x7-1
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corriendo 7 en {1,...,k — 1} y con EX}1. Para lidiar con ETr (th_r> X7 se utiliza el Teorema
3.1.
El célculo para describir completamente los coeficientes de Dy 1/, aunque laboriosos, se pueden

programar directamente.
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Capitulo 4

Generacion del Proceso de Wishart

En este capitulo se presenta un algoritmo para generar el proceso de Wishart. Este método se basa
en la descomposicién del generador infinitesimal de un caso particular del proceso de Wishart y
se simula el caso general mediante el uso de propiedades distribucionales del proceso de Wishart

detallados en capitulos anteriores. Los resultados de este capitulo se encuentran principalmente en

[1].

4.1 Generaciéon en un Caso Particular

Se describe a continuacién una forma general de generar WIS, (m, a, 0, I}J; t). Se utilizan diversos
resultados obtenidos en los Capitulos 2.3 y 3. Este método de generacién fue propuesto por [1] y
permite generar un proceso de Wishart sin restriccién en los pardmetros.

En esta seccién se escribird Ay; ;1 para expresar la entrada 7, j y hacer énfasis en que la matriz
A es simétrica.

Escribiendo explicitamente de (2.12) el generador infinitesimal de WIS, (J:, a,0,1; t) para x €

) )
S
Sy

Lif (x) = ozﬁ{m}f (z) +2${1,1}a?1,1}f($) +2 Z ${1,m}8{1,m}8{1,1}f (x)
1<m<p
1
t5 D TmndumOnnf (). (4.1)

2
1<m,l<p

La idea es construir una ecuacién diferencial estocdstica que tiene el mismo generador infini-
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tesimal Lj y que puede ser resuelto explicitamente. Se utilizan resultados de descomposicién de
matrices. Como la ecuacion diferencial estocéstica dependera del rango de la submatriz (z; ;)
se define r = Rk ((xi:J)ZSi,jSp> €{0,....,p—1}.

Primero considérese el caso donde 3 ¢, € G, (R) triangular inferior, k, € Mp_1_,xr (R), tal que

2<4,5<p?

¢ 0 e k' T
(T)a<ij<p = =:cc'. (4.2)
k. 0 0 0

Con un poco de abuso de notacién, se considera que esta descomposicién también es cierta cuando
r=0con ¢=0. Cuando r =p— 1, ¢ = ¢, es la descomposicién de Cholesky usual de ($i’j)2gi,j§p'
Como se verd en el Corolario 4.1, se puede obtener tal descomposicién con permutacion las de

coordenadas {2, ..., p}.

Teorema 4.1 Considérese x € 5 tal que (4.2) se cumple. Sea (Zé>1<l<r+1 un vector de movimien-

tos brownianos estdndar independientes. Entonces la siguiente ecuacion diferencial estocdstica (con

la convencion de que Y (...) =0 cuando r =0)

2
d(X{)pay = adi+ 2\/(th){1,1} — k=1 (ZL1 () (Xi”){1,l+1}) dz}

23 1 2 (Crfl)m (X)) (10413 dzf*! (4.3)
d(X) sy = ZherGiowkdZf i=2,p
X )y, = 0

tiene una tnica solucion fuerte (X[),~, empezando en x, toma valores en Sy y tiene el generador

infinitesimal Li. Ademds la solucion estd dada explicitamente por:

U - u ? o !
oo ) (@0 B (@) @0wa)n N 1o
0 ¢ 0 ((Ut ){1,z+1}>1§l§r I 0o & *r ’
0 k, Ip—r—l 0 0 0 0 0 Ip—r—l

64



donde

AUy = (a—r)di+2,/(U) 4z,

O ) e, = (@427 (45)

1<i<r
.

Uy = Ty - oD (U{l,k+1})2 >0,

(u{l,l-‘rl})lglgr C’;l (x{17l+1})1§l§7' .

Demostraciéon. Se menciona aqui la idea de la demostracién. La prueba completa se encuentra
en [1, padg 34, Teorema 13].

Se siguen dos pasos para la demostracién. El primer paso es mostrar que la ecuacién (4.3) tiene
una unica solucién fuerte y ésta estd bien definida en g, ademds que la solucién estd dada por (4.4)
utilizando la descomposicién de (Xi;)yo; ;<, dada por (4.2). El segundo paso es mostrar que Ly
es el generador infinitesimal asociado al proceso (Xi’),>,. Una forma de hacer esto es comparando
las partes de variacién cuadrdtica y de deriva de X} con L;. ®

Cuando r = 0, (4.4) debe interpretarse como

Uiy 0 0
X7 = 0 00
0 0 0

Nétese que X[ se puede ver como funcién de U de la siguiente forma:

Uy = Wigy = gy parai,j > 2y
Uy = wpyy =0parar+1<j<p.
Entonces (¢, ky,Ip—1) es una descomposiciéon extendida de ((Ut“)ij>2< y y puede verse como
¥/ 2<i,5<p
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una funcién de U{*. Se obtiene de (4.4) que

X? = h(UY), con h(u er [ ]h (u) y (4.6)
,J<p
-
1 0 0 U{1,1}+kz1 (u{l,k+1}) (u{1,z+1})1§§, 0 1 0 0
hr(u) = 10 ¢ (u) 0 (u{lul+1})1<l<r I, ol 0 ¢ (W) k@' |,
0 kr(u) Ip—pa 0 0 0 0 0 Ip—r1

donde (¢, (u),ky (u),Iy—1) es la descomposicién extendida de Cholesky de (u; ;) dado por

2<4,5<p
algun algoritmo (Véase por ejemplo [10, Algoritmo 4.2.4, pag 143]).

El Teorema 4.1 permite generar la distribucion WIS, (:E a, 0, Ip7 t) simplemente simulando dis-
tribuciones ji-cuadradas no centrales para (U}") anyr variables aleatorias independientes gaus-
sianas. Noétese que el proceso Cox-Ingersoll-Ross <(Ut“) {171}>t>0 estd bien definido para cualquier
r € {l,...,p— 1}, porque la condicién o — (p — 1) se cumple ya que fue requerida para el proceso
WIS, (:U, a, 0, Izl,) .

El Teorema 4.1 asume que la condicién inicial x € § satisface (4.2). Ahora se explica porque

es posible en el caso general mediante permutaciones estar en ese caso particular.

Corolario 4.1 Sea (Xf)tzo ~ WIS, (CC,O(,O,I}D) y (¢rykr,p) una descomposicion extendida de

10
Cholesky de (ij)y<; ;<, (usando Lema A.1). Entonces m = es una matriz de permutacion
— " = 0 p
Y
(X7)mo L 7 WIS, <7m:7TT, a,0, I;,) 77
Y

e 0 e kY
((er),) -
B/ 2<i,5<p k- 0 0 0

satisface (4.2).

Demostraciéon. Nétese que 7 es una matriz de permutacion porque p es una matriz de permutacién

T:

y entonces 7~ L. Por otro lado TI'III)TFT = I},. El resultado se obtiene aplicando la Proposicién

3.2. m

Entonces combinando el Teorema 4.1 y el Corolario 4.1 se obtiene una forma simple de construir
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explicitamente un proceso que tiene generador infinitesimal L; para cualquier condicién inicial
r € S;f. En particular se ha obtenido una forma de generar exactamente la distribucién de Wishart

WIS, (:r,oz,O Il't).

’Tp?

En resumen, el procedimiento para generar X ~ WIS, (x, a, 0, I}D; t) es el siguiente dados = €

S+

psa>p—1yt>0:

i) Se calcula la descomposicién de Cholesky (p, kr,cr) de (i)y<; ;<, dado por el Lema A.1
para r € {0,...,p — 1} (Un algoritmo para calcular la descomposicién de Cholesky se puede

encontrar en [10, pdg 145]).

ii) Péngase

10
T = )
0 p
r = 7T£U7TT,
(u{lvH—l})lSlST = (¢! (5{1,l+1})1§19 y
upy = gy -2 (upery)” 2 0.
k=1

iii) Genérese r variables aleatorias independientes Na,...,Nry1 ~ N (0,1) y (Uf)g 4y como un

proceso CIR al tiempo ¢ empezando por ug 1) resolviendo

d (Utu){u} = (a—1)dt + 24/ (Utu){l,l}dztl-
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iv) Péngase (Utu){l,l-&-l} =uqi 141y + VN1 y calcilese

1 0 0
X =70 e¢ 0
0 k L,
u & u 2 U T
(U ){1,1}+k§1 ((Ut ){1,k+1}) ((Ut){1,z+1}>1§l§r 0} /1 o0
u T T .
((Ut ){l’l“})gzgr I, 0110 ¢ k. |7
0 0 0/ \0 0 Tpra

4.2 Generacion del Proceso de Wishart General

En este apartado se utilizan resultados obtenidos en la Seccién 3.1 para generar el proceso de
Wishart general. Se utilizan primero la Proposicién 2.2, y el método de la Seccién 4.1 para obtener
una generaciéon de WIS, (ac, a,0,17; t) . Como segundo paso se utiliza la identidad (3.4) para obtener
finalmente cualquier distribucién de Wishart WIS, (z, a, K, Q; ).

El siguiente algoritmo utiliza una permutacién de la primera y la k — ésima coordenada para
generar de acuerdo a WIS, (m, a, 0, e’;;t) para k € {1,...,p}. Entonces por la Proposicién 2.2 se

obtiene un método para generar WIS, (m, Q, O,Ig;t). El método estd dado explicitamente por el
siguiente algoritmo.

Para x € g, n<p,a>p—1yt>0segenera X ~ WIS, (m,a,O,IZ;t).

Héagase y = .

Para k£ =1 hasta n

i) péngase pr1 =pix =pii = 1,7 ¢ {1,k}, y pij = 0 en otro caso (permutacién de la primera

y k-ésima coordenada)

ii) y = pYp donde Y es muestreado de acuerdo a WIS, (x, a, 0, I}); t) utilizando la Seccién 4.1.

Al hacer X = y se ha generado una matriz con distribucién W15, (m, a,0,17; t).

Ahora, gracias a la identidad (3.4) se describe a continuacién un método de generacién para
WIS, (z,a, K,Q;t). El algoritmo se presenta continuacién. Nétese que el método de generacién

funciona para cualquier o > p — 1 y para cualquier distribucién de Wishart no central.
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Input: xEST}F,QZp—l, K.QeM,R)eyt>0.
Output: X ~ WIS, (z,a, K,Q;t).

i) Calcular ¢; = fot exp (sK) QT Qexp (sK T) dsy (p, ¢, ky) una descomposicién de Cholesky de
qt/t.

Cn 0

kn Ip—n

ii) Péngase 6; = p~1 y my = exp (tK).

i) X = OtYGtT donde Y ~ WIS, (G;Imtxm? (9;1)T s, 0,10 t) se obtiene usando el algoritmo

anterior.
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Capitulo 5

Comportamiento Dinamico de los

Eigenvalores

En este capitulo se considera el comportamiento dindmico de los eigenvalores del proceso de Wishart.
Se presenta primero el caso Wishart estdndar que fue estudiado por Bru [5] y posteriormente
los detalles del caso general, incluyendo una conjetura. Asi mismo se da una interpretacion del
comportamiento dindmico de los eigenvalores y como resultado de esta interpretacién se plantea un

problema abierto sobre un proceso de Wishart todavia mas general que el estudiado hasta ahora.

5.1 Eigenvalores del Proceso de Wishart Estandar

Bru [4] propone una ecuacion diferencial estocdstica para estudiar el espectro de matrices varianza-
covarianza brownianas; motivada por el andlisis de componentes principales. También utiliza esta
ecuacién para realizar un andlisis espectral de matrices de correlacién. La importancia de este
articulo es que realiza los primeros estudios del comportamiento dindmico de los eigenvalores del
proceso de Wishart en el caso WIS, (z,n,0,1,) con n € NU{0}; encuentra una ecuacién diferencial
estocéstica que satisfacen los eigenvalores en este caso particular para toda t € R c.s.
Posteriormente Bru [5] proporciona una generalizacién de los resultados obtenidos en [4] para el
caso del proceso de Wishart estdndar y obtiene algunas propiedades este proceso. El resultado maés
general referente al comportamiento dindmico de los eigenvalores del proceso de Wishart estdndar

que se obtuvo en [5] es el siguiente.
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Teorema 5.1 Si W ~ BM,, entonces para toda x € § con eigenvalores distintos
A (0)>...>X,(0)>0

y para una solucion fuerte de (2.3), con probabilidad 1 los eigenvalores de tal solucion nunca

colisionan para toda t > 0 y satisfacen la siguiente ecuacion diferencial estocdstica:

A\ (£) = 2/% W dvs (1) + a+zm d, 1<i<p (5.1)
ki

donde vy (t),...,vp (t) son movimiento brownianos independientes.

Si se reescribe (5.1) de la siguiente manera

s (0) = (208 B (1) + aat) + 37 30 B
kti O

se puede concluir que los eigenvalores del proceso de Wishart estdndar se comportan como un pro-

ceso cuadrado de Bessel BESQ (o, x) mas una expresiéon que impide la colisién de los eigenvalores.

5.2 Eigenvalores del Proceso de Wishart General

El objetivo principal de esta seccién es mostrar el siguiente resultado, generalizaciéon de los resul-

tados mds generales obtenidos en [5] para el comportamiento dindmico de los eigenvalores.

Teorema 5.2 Sea X ~ WIS, (z,a, K,Q) un proceso de Wishart. Supdngase que x € S;' posee p
etgenvalores distintos

A1(0) > A2 (0) > ...> X, (0).

Sea
7 =inf{s: X\ (s) = \j (s) para una pareja i # j}.

71



Entonces para t < T, el proceso (A1, A2, ..., \,) satisface la ecuacion diferencial estocdstica

AN () = 29/ (0) Ry (H)dw; (£) + 2) (2) (HtT KHt)HdtJraRii (t) dt

Rii (t) Mg (t) + Rix () As (¢)
D N ST R

ki

donde (Ht)tzo es el proceso de matrices ortogonales tal que, para cada t > 0, H; diagonaliza X,

R(t) = HJQTQHt Y V1i,V2,...,Vp SOn movimientos brownianos reales independientes.
La idea de la demostracién sigue el siguiente esquema:

i) Utilizar que un proceso de Wishart al estar siempre en el cono S; es diagonalizable a A;.

ii) Utilizar la férmula de Itd (Teorema 1.6), el Lema 2.2 y definir varias matrices auxiliares para

expresar dA; de una forma conveniente y extraer de la diagonal los d\}s.

iii) De la expresion favorable de dA; se extraen las partes martingalas local y de variacién finita

de los d\s utilizando el Teorema 1.5.

Recuérdese que la notacién (dX) (dY') significa d[X, Y].
Para demostrar el Teorema 5.2 se diagonaliza X' (paso i de la idea de la demostracién) y se
definen ciertos procesos matriciales auxiliares (paso ii de la idea de la demostracién). A continuacién

se desarrollan estos pasos.

Sea X ~ WIS, (z,a, K,Q) un proceso de Wishart tal que = € Sp+ posee p eigenvalores distintos
A1 (0) > X2 (0) >...> A, (0) >0
y definase el tiempo del primer choque de eigenvalores
7 =1inf{s: \; (s) = A\; (s) para una pareja i # j}.

Los eigenvalores (A (t));<;<, son semimartingalas porque son funciones C* de {XZ (t)} semi-

martingalas ([13]). Escéjase una familia H; de matrices ortogonales, continuas en ¢ que diagonaliza
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X! (Teorema A.1):
H XFH; = Ay = diag (N (1)) . (5.2)

Noétese que los coeficientes de H; son funciones C* de {XZ (t)} y {Ai (t)} lo que asegura que las
entradas de H; sean semimartingalas para ¢ < 7 [13].

Aplicando el Teorema 1.6 a (5.2) y utilizando que X} es simétrica para toda t > 0 se obtiene

dA = H'd(X"H)+ (dH)" X*H + (dH)" d (X" H)
= H'[X"dH + (dX®) H + (dX®) (dH)] + (dH)" X*H
+(dH)" [X"dH + (AX®) H 4 (dX7) (dH))]
= (AH)" X"H+H'" (AX*)H + H' X"dH + (dH)" (dX*)H

+(dH)" X*dH + H" (dX*) (dH) + (dH)" (dX®) (dH)

pero (dH) ' (dX?) (dH) = 0 utilizando la convencional "tabla de multiplicar"

dt dw, dW,
dd 0 0 0
dw, 0 dt 0
dw, 0 0 dt

para Wy, W; movimientos brownianos independientes, ya que cada sumando de cada entrada de
(dH)" (dX*) (dH) contiene productos dtdW; y dW,dW para distintos e independientes movimien-
tos brownianos.

Por lo tanto

dA = (dH)" X"H + H'" (AX®)H + H"X*dH + (dH)" (dX*) H

+(dH)" X®dH + H" (dX7) (dH). (5.4)

Introduzcamos las siguientes matrices auxiliares.
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- A(t) (Logaritmo de Hy) tal que

A(0)=0,dA=H' (dH) + % (AH)" (dH)
en todo tiempo ¢, A (t) es antisimétrica y
dH = H (dA) + } (dA) (dA) (5.5)

- dl' = 3 (dA) (dA), I'(0) = 0 es un proceso de variacién finita porque es la variacién cuadrética
de A y 5.5 se reescribe como

dH = H (dA+dIl) (5.6)
- d® = H' (dX) H (dA).
- dY = (dA)T A (dA).
Con estas nuevas matrices (5.4) se reescribe como

dA = HT(@X")H+ ((a4)" A+ A (d4))

n ((dF)TA+A(dr)> £ d® 4+ ddT +dT. (5.7)

Ahora continuamos desarrollando el paso iii) de la idea de la demostracién del Teorema principal

de esta seccién: encontrar la parte martingala local de d; (¢) y la parte de variacion finita de d\; ().

Proposicién 5.1 Siguiendo con la misma notacion e hipdtesis del Teorema 5.2, parai € {1,2,...p}

[Parte martingala de d\; (t)] = 2\/)\i (t) (H QTQHy) ,dv; (t)

para v1 (t), va(t), ... vy (t), p movimientos brownianos reales independientes.

Demostracién. Obsérvese que como A es antisimétrica entonces a; = 0, 7 = 1,...,p por lo que
((dA)T A+A (dA)) =0
7

Obsérvese que A; (t) dv,; (t) es un proceso de variacién finita por lo que ((dF)T A+ A (dI‘))

(43
es un proceso de variacion finita. Ademds d¢;; y dY;; son procesos de variacién finita.
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Entonces de la parte diagonal de (5.7) se obtiene

[Parte martingala de d\;] = [HT (dX*) H] B
= > hwihudX
k|l

Utilizando la ecuacién anterior y (dM;) (dN;) := d [M, N], por facilidad en la notacién se obtiene

(d)‘i) (d)‘j) = Z hkihlidX]fl (Z hpthjngq>

k,l p,q

= Z Pyihiihypihgj (dXIgcCl) (dXZg?CQ)
k,l,p,q

(por Lema 2.2) = Zn: hkihlihpthj[ - (QTQ>ql—|— - (QTQ)qk+ T (QTQ)pl+X§z (QTQ)MJ dt

k,l,p,q

_ zn: hiihuihyshg Xk(QTQ) dt + Z hiihuihpihg Xl(QTQ>

k,lp.q k,lp.q
n
+ 5 hihuihpihe X5 (QTQ>pl dt + Z hgshiihpihas X5 (QTQ)pk dt
kJ,p q k,lp.q

_ Z hai Xohpihas (@7 Q) hudt 4+ 3" hyy X st (QTQ)qk hy;dt

k,l,p,q k,l,p,q
+ Z hiXgehails (Q7 Q) hudt+ Y hgg Xpphiei (QTQ)  hyydt
k,l,p q k,l,p,q P
= 2 Z (hkinfkhpj) <hqj <QTQ> hli) dt + 2 Z (hijglhli) <hki (QTQ) hq;
k,l,p,q at k,l,p,q ak
n
— 2 (Z hkixgkhpj) (Z hei (Q7 Q) hh)
k,p lg

i:hijfjlhu En:hki (QTQ)qk hgj | dt
l,p
- (HT xoT (HTQTQH) dt +2 (HT (x2)T H)J

) (HTQTQH) R
_ (HTQTQH) §idt + 2); (HTQTQH)iiéijdt
),

— 4N (HTQTQH 5.
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A continuacién se utiliza el Teorema 1.5 para concluir. Se muestra que se cumplen las hipotesis.
Siguiendo la notacién del Teorema 1.5 definanse los siguientes procesos y recuérdese que A; es una
semimartingala porque es funcién continua de X* el proceso de Wishart que es semimartingala por

lo que A; se escribe como la suma de una martingala local y un proceso de variacién finita:

M} : = [Parte martingala local de )], ,
;5 () + =4XN(2) (H;QTQHt>”5m,

Uig (1) =2,/ () (H] QTQH,), 6.

Las condiciones sobre la integrabilidad de M}, ®; ; (t) y ¥, ; (t) que se piden se cumplen porque son
funciones continuas de X* solucién de una ecuacion diferencial estocdstica. Ademéds se cumplen las

siguientes relaciones:

[Mi,Mf]t = [\, A,

por (5.8) = /t 4\; (s) (H;'—QTQHS) 045ds
0 ii

t
= / q)i,j (S) dS,
0

y
_ TAHT
iy (1) = (1) (HTQTQH,) 4y
1,0
= (2\/)\i (t) (HtTQTQHt)m-) (2\/)\1: (t) (HtTQTQHt)m) dij
P
= > U ()T (t).
k=1
Por Teorema 1.5 existen p movimientos brownianos reales independientes vy (t), ..., v, (t) tales

que en una extension del espacio original

[Parte martingala de d); (¢)] = 2\/)\i (t) (H QTQHy), dv; (t).
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Ahora se calcula la parte de variacién finita de d\;.

Proposicién 5.2 Siguiendo con la notacion e hipétesis del Teorema 5.2, si Ry = H, QT QH,;

entonces

Parte variacion

= (28 (HTKH) +aRi+ Y Riidek + Rirdii

dt (5.9)
fim'ta de d)\i ki Ai - Ak

Antes de mostrar esta proposicién serd necesario enunciar las siguientes proposiciones auxiliares

cuyas demostraciones se encuentran en el Apéndice C.

Proposiciéon 5.3 Si g # j entonces

. Ty _ THT Ty TAT Ty de
(dag;) (AX%) = [(H @ Q)jl (H X )qk+<H @ Q)jk (H X >ql:| N —Ag)
TAT Tyz TAT Tyz dt
+ [(H Q Q)ql (H X )jk+ (H @ Q)qk (H X )jl:| (Aj —)\q)'(5'10)
Proposicién 5.4
HQTQH). ) H'QTQH) i
d¢jjzz( QR Q )” q;—i_ ()\ QR Q )qq 2 (5.11)
q#j 7o

Proposicién 5.5 Sii# k
(N — )2 (dag)? = A (HTQTQH) At A (HTQTQH>ii dt (5.12)

Proposicién 5.6 Sii # k
= O = W) (dag) (dawg) = A (HTQTQH)  +aw (HTQTQH) dt.  (513)

Siguiendo con ecuaciones auxiliares obsérvese que de la parte diagonal de (5.7) se obtiene

[Parte ver finita de d)\;] = {Parte ver finita de d\; de [HT (dX*) H] }

+2X;dy,; + 2de,; + dYy; (5.14)
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y de la parte no diagonal de (5.7) se obtiene

(Aj — Ai) (daij)

siempre que i # j.

Ademds

(por definicién) dv;; =

> hgihijday
ol

+ (Aj + Ai) dvygj +dey; + dgj; +dTy; (5.15)

%Z dazk: dakz
ki

i(H'QTQH),, + M\ (H'QTQH)

(usando (5.13)) = %Z it (5.16)
ki ()\z - )\k)
(por definicién) dY; = Z (dags)? Ak
ki
N(HTQTQH), + M (H'QTQH) .
(por5.12) = Y H1Q QM) ’“2( @ e )“)\kdt (5.17)
ki (>\z - )\k)
Ahora si se puede demostrar la Proposicién 5.2.
Demostracién de la Proposicién 5.2. La primera de las siguientes igualdades se obtiene

utilizando (2.4)

Parte variacion

finita de (H' (dS) H)M

(usando que H'"H es 1) =

(SK FKTS+ aQTQ) H} Lt

G
(H SKH+HTKTSH + aHTQTQH) dt
(HTSHHTKH Y H' KTHH'SH + aHTQTQH) i
(AHTKH) dt + (HTKTHA) _dt+a (HTQTQH>M at

N (HTKH) dt+ (ATHTKH> at+a(HTQTQH) at

[zx (HTKH) ta (HTQTQH) ]dt. (Z;.18)

(23
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Entonces por (5.14), (5.16), (5.17), (5.11) y (5.18) y usando la notacién R; = H,' Q" QH,.

Parte variacion

= 2\ (HTKH) dt+ aRydt
finita de dX;

22

—2&'% Z Ni Ry, + /\kfiz‘ dt + 2 Z Rii);\k + fkk:)\z’ a
ki ()\z_)\k) ki 1 Nk
Z AiRpp + ARy

TRES W

ki
— 2\ (HTKH> dt+a (HTQTQH) dt

(NiRkk + Mok Rii) A — (N Ry + A Rii) Ni a
+ Z ()\ -\ )2
k;ﬁl T k
RiiApk + RikAii
2 dt
+ g N —

= 2\ (HTKH) dt+o (HTQTQH) dt
n Z (NiRgk + i Ris) (A — )\i)dt o Z Rii Ak + Rip i

dt
()\i — )\k)2 >\i - )\k

ki ki
— 2\ (HTKH> dtta (HTQTQH) dt

(Ni Rik + Aer Rii) Rii ik + RirNis
_ dt + 2 dt
= 2\ (HTKH) dt+ o <HTQTQH> Aty
K4 (i k;éz

Rii ik + Rikii

dt.
Ai — Ak

El Teorema 5.2 se ha probado al utilizando las Proposiciones 5.1 y 5.2.

5.3 Imposibilidad de Colisién

El objetivo de esta seccién es probar que los eigenvalores de X ~ WIS, (z,a, K, Q) de un proceso
de Wishart nunca colisionan para todo tiempo t > 0 siempre que los eigenvalores de = € S;r , la

condicién inicial, sean distintos. Es decir, el objetivo es mostrar que

7 =inf {s: A\; (s) = Aj (s) para una pareja i # j}

79



es 0o casi seguramente.
No se ha podido demostrar ain que 7 = oo c.s. pero se dan los detalles de una posible

demostracion:

i) La idea es encontrar una funcién real U que funcione para utilizar el argumento de McKean. La

funcién debe estar definida en la cdmara de Wely
d={(z1,22,...,xp) ERP 1 21 >x9 > ... > 1}

con derivadas continuas y tal que 4 (t) = U (A1 (£), A2 (t),..., Ap (t)) es una martingala local
que tiende a 0o 0 —oo cuando dos eigenvalores se acercan entre si. Una vez encontrada la
funcién U se procede por contradiccién suponiendo que 7 < oo y se utiliza el argumento de
McKean (Teorema 1.14) junto con el proceso 4 (¢) para llegar a la contradiccién deseada y

concluir. A continuacién los detalles.
ii) Ya se ha establecido que d\; = dm; + 1;dt donde m; es una martingala local.

iii) Aplicando la férmula de It6 a L (t), se obtiene

1~ 92U
Ayt = Z dm,—i—z 2ij8)\ia)\j(d/\i)(d)\j) (5.19)

como (dX;) (dAj) = 4\ (HTQTQH) di;dt es de variacién finita, entonces i (t) es una mar-

tingala local si la parte de variacién finita de (5.19) es cero, es decir que:

U 2\ ( HTKH iy
O\ Y ( Ri; t)/\ki))zj‘Rkk(t)/\i(t) 2 Z 8)‘2 - .
7 +aR;; ( ) + Zk #i i (8)— Ak (t)

es decir que se desea encontrar o al menos demostrar que existe una solucién a la ecuacién

diferencial parcial

p p 2

oUu Rz + Rpx; o0°U

— | 2d;z; R; _— 2 Ri—5x;=0
zi: i T+« +; p—— + ZZ: dz%x

tal que lim,, o) 4U(z1,...,75) = 00 0 —c0 donde A = Uj<j<p{zi = x;} y las Rs son
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constantes dadas.

iv) Sabiendo que la U requerida existe, entonces se define
UE):=U M (8),A2(8), ..., A (1))
que es continua en [0,7) y tal que

lim 4L (t) = oo por ejemplo

t—T1

es una martingala local. Se concluye que 7 = oo c.s. utilizando Teorema 1.14 tomando

e = ()‘1 (t) y A2 (t) ) "'7)‘17 (t))7 yh="U.

5.4 Interpretacion y Conjetura de Existencia de un Proceso de

Wishart mas General

En la seccién anterior se mostré que el comportamiento de los eigenvalores del proceso de Wishart

general es descrito por la siguiente ecuacién, condicionado a que los eigenvalores sean distintos

AN (1) = 20/ (O VR (B)dvi (1) + 2 (1) (HJ KHt) dt+ aRy () dt (5.21)

R;; (t) Ak (t) + Ry (t) A (t)
D T O

donde {R(t)},~, es un proceso matricial definido en funcién del proceso de Wishart segin el
Teorema 5.2 (con la notacién de este teorema es {R:¢};5).

En esta seccién se describe una posible interpretacion de (5.21), a partir de la siguiente propuesta
que hacemos de un proceso de Wishart ain mas general que el presentado en la Seccién 2.2.

Sea W ~ BM,, (Qt)>o ¥ (Kt);>o procesos matriciales en My, (R), 2 € S el valor inicial y
« > 0 un nimero real no negativo. Sea (X{);, la "solucién" a la siguiente ecuacién diferencial

estocdstica

AX7 = /XFAW,Qu + Q[ AW, VT + (XPK, + K] X7 +0Q[ Q) dt, X§ =w.  (5.22)
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Consideremos primero el caso en que @; y K¢ son funciones matriciales deterministas.

Obsérvese que si Q; = Q y Ky = K Vt € R' son constantes entonces la ecuacién (5.22)
corresponde a el proceso de Wishart general (2.4). .

El proceso (X¢),q definido por (5.22), que por el momento supondremos que existe, permite
interpretar el comportamiento dindmico de los eigenvalores del proceso de Wishart general de la
siguiente manera:

La parte derecha de la ecuacién (5.21) es la suma de dos términos. El primero de ellos es el

siguiente

2/ A (8) /R (8)dv; (£) + [mi (t) (HtT KHt> + R (t)} dt. (5.23)

Obsérvese que condicionado al proceso de eigenvectores Hy, para cada t se tiene que @t = /Ry (t)‘ H,;
y K, = (HtT K Ht)”’ H; son procesos "deterministas" y (5.23) puede interpretarse como un "proceso
de Wishart" definido por (5.22) para p = 1, o sea un proceso cuadrado de Bessel generalizado.

El segundo término de la parte derecha de la ecuacién (5.22) es

Rii (t) A\ (t) + Ryg () Ni (2)
S WOESW()

dt (5.24)

ki
y se puede interpretar como un término que impide la colisién de los eigenvalores del proceso de
Wishart general, siempre que se haya mostrado que efectivamente los eigenvalores no colisionan,
por ejemplo con la modificacién del argumento de McKean que conjeturamos en la seccién anterior
que resuelve este problema.

Consideremos ahora el caso en que (Qt)t20 y (Kt)t20 son procesos estocdsticos matriciales a los
que al menos debemos pedirles que sean progresivamente medibles para que su integral de It6 esté
bien definida. Creemos que es necesario que estos procesos sean independientes de (Wt)tzo para
que en un estudio posterior se obtenga resultados no triviales.

Entonces, el término (5.23) es la solucién a (5.22) que es una versiéon més general del proceso
de Wishart. La expresion (5.24) puede ser interpretado como un término que impide la colisién de
los eigenvalores del proceso de Wishart.

Obsérvese que el proceso de Wishart propuesto en esta seccién tiene problemas de definicién
para ambos casos en que (Qt)tzo y (Kt)tzo son deterministas o procesos estocdsticos. Es necesario

mostrar que (X¢),~, existe y es tnico. Es decir, mostrar que existe una solucién fuerte, o al menos
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débil, a la ecuacién (5.22).

En principio se puede seguir la demostraciéon del Teorema 2.1 para mostrar que (Xt)t20 st
existe. El mismo argumento es aplicable para proponer a Sz‘f como el espacio donde la solucién a
(5.22) mantiene c.s. hasta el tiempo de paro correspondiente. Pero es necesaria una extensién del
Teorema de existencia y solucién de ecuaciones diferenciales estocédsticas a partir de semimartingalas
continuas (Teorema 1.10): debe ser valido para una f con un dominio de definicién mas amplio y
la condicién de Lipschitz sobre f modificada. Un resultado que es un buen candidato para mostrar
la existencia y unicidad que se requiere es [18, Seccién 6.10].

Una vez mostrado que existe el proceso de Wishart hasta el tiempo de paro 7 en que la solucién
X, se encuentra en la frontera de S;,L hay que mostrar que 7 = oo c.s. La demostracién del Teorema
2.4 y la del Teorema 2.5, que afirma 7 = oo para Wishart general, se puede tratar de extender a
este caso.

Una vez mostrado que el proceso de Wishart definido por (5.22) si existe y es tnico se puede

estudiar el proceso de los eigenvalores del proceso de Wishart propuesto en esta seccién.
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Apéndice A
Algebra de Matrices

Resumimos varios resultados de matrices positivas definidas en el siguiente teorema.

Teorema A.1 (Matrices Positivas Definidas) i) A € S;r si y solo si x" Az > 0 para toda

N
x € RP distinta de O .
i) Ae S sty sdlosi x" Az > 0 para toda x € RP tal que ||z| = 1.

iii) A € SJ sty sélo si A es diagonalizable ortogonalmente con eigenvalores positivos, es decir
que existe una matriz ortogonal U € M, (R), Uu'T = I,, tal que A = UAUT con A =

diag (A1,...Ap), donde N\; >0, i =1,...p, son eigenvalores positivos de A.
iv) Si Ae S} entonces A1 € S;F.
v) ATAe S VA€ G, (R).
vi) Aegsz’yso’lo siz' Az >0Vr € RP :x #0.
vii A € 5 sty solo si A es diagonalizable ortogonalmente con eigenvalores mo negativos.
viii) Para toda M € M,(R) MTM € S;.

Definicién A.1 (Raiz Cuadrada de una Matriz Semipositiva Definida) Sea A € 5. De
acuerdo al Teorema A.1 existe una matriz ortogonal U € M, (R), UUT =1, tal que A = UAU"
con A = diag (A1, ...Ap), donde X\; >0, i =1, ...p. Definase VA = Udiag (\/)\1, ...w//\p) U'r.
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Definicién A.2 (Funcién vec) Sea A € My, ., (R) con columnas a; € R™, i =1,...,n. Definase

la funcion vec : My, , (R) — R™" como

a1
vec (A) =
Qn,
Para matrices simétricas se define el siguiente operador.

Definicién A.3 (Funcién vech) Sea S € S,. La funcién vech : S, — R™ 5 e define como

S11
Sa1
S22
vech (S) =
S1p

SPP

La definicién siguiente es necesaria para definir la funcién Hipergeométrica de matrices, la cual

es utilizada en la definicién de una distribuciéon de Wishart.

Definicién A.4 (Polinomio Homogéneo) Un polinomio homogéneo simétrico de grado k en
T1,...Ty €S un polinomio tal que no cambia bajo permutaciones de los subindices y tal que todo

término del polinomio tiene grado k.

A continuacion se definird el polinomio zonal. Para ello se necesitan las siguientes considera-
ciones. Sea S € S, y Vi un espacio vectorial de polinomios homogéneos ¢ (S) de grado k en
%p (p+ 1) elementos distintos de S. El espacio Vj se puede descomponer en una suma directa de
subespacios irreducibles V,; donde k = (ky, ..., kp), ki+...+k,=kyk >...>k, Entonces el

polinomio (TrS )k tiene una descomposicién tnica de polinomios C,, (S) € V,; como

(TrS)* =Y " Ci(S).

85



Entonces
Definicién A.5 El polinomio zonal Cy, (S) es el componente de (TrS)* en el subespacio V..
Ahora se puede definir la funcién Hipergeométrica.

Definicién A.6 (Funcién Hipergeométrica de Matrices) La funcion Hipergeométrica con ar-

gumento en las matrices estd definida como

i (@1, ooy @i b, e b3 §) = S0 (al()gl-)- : (“”Zb)ﬂ)czfs) (A1)
PRy (), k!

donde a;, b €R, S € Spy -, esla suma sobre todas las particiones r dek y (a),, = [[}_, (a—1@- 1)),

denota el coeficiente hipergeométrico generalizado con (:L‘)k] =z(x+1)...(r+x;—1).

Para mas detalles acerca de la funcién Hipergeométrica de matrices, convergencia de (A.1) y

de los polinomios zonal refiérase a [11, cap 1.5 y 1.6].

Lema A.1 (Descomposicién Cholesky) Sea q € § una matriz de rango r. Entonces existe

una matriz permutacion d, una matriz triangular inferior invertible ¢, € G, (R) y k. € Mp_rxr (R)

tal que:
¢ 0
dgd" =cc', ¢ = "
k. 0O
) ~ ¢ 0
La terna (¢p, ky, d) es llamada descomposicion de Cholesky extendida de q. Ademds, ¢ = €
ko Ty

Gy (R), y se tiene que
T
q= (aﬂz) e p.
El siguiente corolario se puede encontrar en [12, Corolario 4.3.3]. Es 1til en la demostracién de

la existencia del proceso de Wishart.

Corolario A.1 Sean A, B € M, hermitianas. Supdngase que B € § y los eigenvalores de A y

A+ B se ordenan en forma creciente entonces

)\k(A) < A (A+B), k=1,..,p.

86



Apéndice B
Matrices Aleatorias

En este apéndice se proporcionan algunos resultados y definiciones de matrices aleatorias.

Definicién B.1 (Borel-o-dlgebra) Sea (X,7) un espacio topoldgico. La Borel-c-dlgebra en X

es la o-dlgebra mas pequena que contiene a T . Denotada como B (X).

Al trabajar con los espacios R” o My, , (R) se asumird que tiene la topologfa natural, que es la
unién de todas las posibles bolas abiertas, dada la métrica euclidiana. Se escribird B en lugar de

B(R), B" en lugar de B (R"™) y B™" en lugar de B (M, (R)).

Definicién B.2 (Integral Matricial I) Sea f : My, (R) — R wuna funcion B™", B—medible
y M € B™" un subconjunto medible de My, , (R) y dendtese con \ la medida de Lebesgue en
(R™ B™"). La integral de f sobre M estd definida como

/Mf(X)dX = /Mf(X)d()\ovec) (X):/Uec(M)fovec_1 (x)dA (z) .

Para la definicién de la operacién vec y vech refiérase a las Definiciones A.2 y A.3.

. p(p+1) . .
Obsérvese que S, es isomorfo a R~ 2 . Es cierto que para p > 2 S, es un subespacio real de

M,, y por lo tanto bajo la medida A o vec es un conjunto de medida 0. Entonces se requiere otra
medida en el subespacio de matrices simétricas porque la integral definida arriba asigna medida

cero sobre subconjunto de Sj,.
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Definicién B.3 (Integral Matricial II) Sea f : S, — R una funcion B (Sp), B—medible y M €

B (Sp) un subconjunto medible de Sy, y dendtese con A la medida de Lebesgue en (R@,B@)

La integral de f sobre M estd definida como

/ f(X)dX := / f(X)d(Aowech) (X) = / fovech™ (z)d\(z).
M M vech(M)

La medida X o vech serd llamada medida de Lebesque en (Sp, B (Sp)).

Definicién B.4 (Matriz aleatoria) Una m x n matriz aleatoria X es una funcién medible
X:(Q,6) = My (R),B™").
Definicién B.5 (Esperanza) Sea X una m x n matriz aleatoria. Para toda funcion
h = (hij>i,j M (R) — M, s (R)

con

hij:Mm’n(R)HR, 1§i§7", 1§j§s,

el valor esperado de h (X) es E(h (X)) € M, s (R) tal que

B (h(X)),; = B (hij (X)) = /M o i ()P (@4).

Definicién B.6 (Funcién Caracteristica) La funcidn caracteristica de una matriz aleatoria X

de tamano m X n con funcion de densidad fx se define como

E [exp (Tr (z'XZT)H = /Mm ® exp [Tr (iAZT)} fx (A)dA
para toda Z € M, (R).

Definicién B.7 (Transformada de Laplace) La transformada de Laplace de una matriz aleato-

ria X de tamano p X p en S};" con funcion de densidad fx estd definida por

B fexp (Tr (—2X))] = /S exp[Tx (~24)] fx (4) dA
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para toda Z € S;‘ )

Definicién B.8 (Generador Infinitesimal en M, (R)) El generador infinitesimal del proceso
de Wishart (2.4) en My, (R) se define para z € S;f y f € C* (M, (R),R) con derivadas acotadas

como

B f@)
IMf (2) = lim ; .

t—0t

Definicién B.9 (Generador Infinitesimal en S,) El generador infinitesimal del proceso de Wishart

(2.4) en S, se define para x € S; y f € C2(S,,R) con derivadas acotadas como

E|f(XF)|-f(z

LM () — 1 B O] = f @)
t—0t t

Definicién B.10 (Matriz de Covarianzas) Sea X una matriz aleatoria de tamano m xn y Y

una matriz aleatoria de tamano p X q. La matriz de covarianzas es una matriz de tamano mn X pq

definida como

cov(X,Y) = cov [vec (XT) vee (YT>]
- E [vec (XT)vee (¥7) T] —E [vee (XT)| B [vec (Y] "

Es decir que cov (X,Y) es una matriz que tiene mxp blogues. Los bloques representan cov (:EZT, g]j) €

My, 4 (R), donde los &; (respectivamente ;) denotan las filas de X (respectivamente Y ).

Definicién B.11 (Distribucién Multivariada Normal) Un vector aleatorio X € RP tiene dis-
tribucion multivariada normal con media p € RP y matriz de covarianza ¥ € S;r st su densidad

€s

Wexp [Tr (—%2_1 (x —p) (z— M)T)} , T €RP

Se usa la notacion X ~ N (u,X).

Definicién B.12 (Distribucién Normal Matricial) Una matriz aleatoria de tamano pxn tiene
distribucion Normal con media M € My, (R) y covarianza ¥ ®@ ¥ donde ¥ € S, ¥ € S si
vec (X)) ~ Ny, (vec (MT) , £ ® W). Se utiliza la notacion X ~ Ny, (M, S ® V).
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Definicién B.13 (Distribucién Wishart No-Central) Una matriz aleatoria X en S tiene
distribucion de Wishart no central con pardmetros p € N, n > p, ¥ € S;L y © € M, (R) si su

funcion de distribucion es
1 ny\ —1
fx (8) = (257D, (3) det ()% ) exp [Tr (~ 4 (6 + 2718))] det ()27~ oy (45 305718)

donde S € SI‘,|r y oF1 es la funcion Hipergeométrica (ecuacion A.1).

Se escribird X ~ W), (n, X, 0). El pardmetro © es llamado pardmetro de no centralidad por lo

que si ©® = 0 en la definicién anterior, se dice que X se distribuye como Wishart central.

Teorema B.1 (Transformada de Laplace de la Distribucién Wishart no Central) Sea
X ~W,(n,X,0).
Entonces la transformada de Laplace de X es
E[exp Tr (~UX)] = det (I, + 25U) "2 expTr |—O (I, + 25U) "' SU

conUESlj.

Ver [21, pdg 12].
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Apéndice C

Demostracion de Resultados

Auxiliares

En este apéndice se encuentran las demostraciones de resultados auxiliares que se utilizan en el
Capitulo 5.
Demostracién de la Proposicién 5.3.

La primera de las siguientes igualdades es por (5.15).

(N = Ag) (dagy) (AX[) = D hrghss (AXF) (dXF)
(por Lema 2.2) = Z hrghe; X5, (QTQ) dt + Z hrqhsi X2 (QTQ)
> heghs X35 (QTQ) dt+ Z hahei X5 (QTQ) dt

= Y hy (QT ) hrg XZ,dt + Zhsj (QT X5

070

2,
; hea (Q7Q) Xt + Z h (Q7Q)
<Z hsj (QTQ> sz) <Z thka) dt + (Z hs; ( ) ) (Z hrqul> at

S T

<Z e (Q7Q) Tl) (Z hsjssk> dt + (Z hra (@7 ) ) (Z hsjssl> dt

s S

by dt

he; Xgdt
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= (n7e'Q) (u7s) ar+(n7Qlq) (#'s) ar
+ (HTQTQ) (HTS)jkdt n (HTQTQ)qk (HTS) dt.

ql J

Entonces

LHTs) +(HTQTQ) <HTS)qJ i
+ [(HTQTQ) (HTS) n (HTQTQ)qk (HTS>JJ |

ql Jk

(Aj = Ag) (dSk1) (dag) = [(HTQTQ)

siempre que j # k. ®

Demostraciéon de la Proposicién 5.4.

Por la definicién de ® se cumple la primera de las igualdades siguientes

dp;; = Y hijhigdSkdag

klq
(A es cero en la diagonal) = Z hijhigdSkidag;
klq
q#j
hiihie (HTQTQ) ., (H'S hiibi (HTQTQ) ., (H'S
(por (5.10) — Z kj lq( )\'_)\)]l( )qkdt+z kj lq( Al-)\)jk( )qldt
klg J q klg J q
q#j q#j
hijhig (HTQTQ)qz (HTS)jk hijhig (HTQTQ)qk (HTS)jl
+>° -, dt+ > v, dt
klg klq
q#J q#j

hig (QTQH)U (HTS)qk oy hij (QTQH)kj (HTS)qz hiq dt

- Z Aj = g dt+z Aj =g

klq

a7 47J
hg (QTQH),, (H'S) ;) huj hij (QTQH),, (H'S) ;g
+Z Aj—Aq dt+z Aj_)‘q &
klgq klg
q#7 q#j
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Z Z hug (QTQH) A S) h’” N ek T gy Z Z my (QTQH) . (HAZS_)q;thq dt
‘#J (HéJ
#2230 (Q'am), ( AT S—Ji it 23 (Q7em), Wdt
9 TS . )
kzq (#7Q QH)qj 5 Z (1@ QH)” vl
q#J q#J
+Z (HQTQH) 5) ity Z (HQTQH) H8) b,
P VI i N — A
q;ﬁJ HTQTQ ) qséj HQTQ )
ZZ pr—y (HTS> h;wdt+zz ey (HTS> higdt
q;ﬁJ q#ﬂ
+ Eq: Ek: W (HTS) hydt + Z Z HfT_Qf) (HTS)jl higdt
q#j q#J
3 (' o'en), (#7smH) at+ Z(HQTQH)” (H7sH) at
a#j A=A “ a#j Aj = e

H) (HQTQH).
+3° —Aj =" “(HTSH) dt+y o ja (HTSH)jq dt

(HQ'QH) ;A “

2 Aj—Aq dHZ N — g

(HQ'QH) ;. Ajq o

H ..
+> Aj_Aq‘” dt+ ) y—y

q#j
(HQTQH) . Agq (HTQTQH) \j; »

Z jj dt + Z qq

#j A= #j A~ A

> dt
)‘j - /\q

q#3j
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Demostracién de la Proposicién 5.5.

Si i # k, por (5.15)

(N — A)? (dagi)?

(por Lema 2.2)

(reordenando términos)

(Z hrkhsidsrs> (Z hpkhqidSPQ>

rs pq

> hyihisihprhgidSysdSpydt

Tspq

> hoihiihyshgSu (QTQ) A+ hrihuihyichiSe (QTQ)  di

rSpq rspq

+ Z hrkhsihpkhqisrp (QTQ) sq dt + Z hrkhsihpkhqisrq (QTQ> p dt
TSpq rspq

Z [hsiSsphpk] |:h7‘k (QTQ) hqz:| dt + Z [hsissqhqi] |:hpk <QTQ> hrk:| dt

rspq " Tspq P

+ Z [thST‘phpk] |:hsz (QTQ> sq hqz:| dt + Z [hrksrqhqi] |:h57, (QTQ> sp hpk:| dt
rSpq rspq

Z hsiSsphpk Z hrk (QTQ) rq hqidt + Z hsiSsqhqi Z hpk (QTQ> p hrkdt

Sp rq sq pr

£ hriSiphn 3 hai (QTQ)  haidt + 3 hsSrohys D hai (Q7Q) bt
P sq rq sp

(ism), (sr1QTan) ave (Tsh) (m7QTQH), a

+ (HTSH> N (HTQTQH) e+ (HTSH)k <HTQTQH)H€ at

)

A (HTQTQH) dt A (HTQTQH) _dt.
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Demostracién de la Proposicién 5.6.

Sii# ky por (5.15)la primera igualdad es cierta:

— (N — M)? (dagg) (dag;)

(por Lema 2.2)

(reordenando términos)

<Z hrihskdssr> (Z hpkhl]idSP‘I>

rSs pq

D hrihskhprhqidSsrdSy,dt
rsSpq

;mhnhskhpkhqissp (@ Q)rq dt + Zp‘; hrihhpihasSeq (QT Q)rp »
+7;pthihskhpkhqi5rp (QTQ) L0t %hmhskhpkhqi Sra (QTQ) L
;pq[hpkssphsk] [hql- (QTQ)W h] dt+7§][hsk55qhm] [hpk (QTQ>W h} "
+gp;1[hri5rphpk] [hqi (QTQ)SQ hsk] dt+gp;[hmsrqhqi} |:hsk (QTQ>SP hpk:| &

("), (17" 7)),

0

+(HTSH) (HTQTQH)HC dt + (HTSH> (HTQTQH)M dt

A (HTQTQH) LAt (HTQTQH)M dt.
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