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Capitulo 1
Introducién

Los polinomios ortogonales aparecen y se utilizan en diferentes 4reas den-
tro de las Mateméaticas, como la aproximacién de funciones de variable real

o compleja, la solucién de ecuaciones diferenciales no lineales (sistemas com-

pletamente integrables) o la estadistica; y en 4reas més tedricas, en relacién
con ciertos problemas clasicos del anahsm, como el problema de los momentos
para una medida positiva.

Los polinomios anti-ortogonales apaceren como polinomios caracteristicos de
matrices aleatorias, B. Eynard[4]. Dichas matrices surgen en matemaética es-
tadistica por Hsu, Wishart, y otros autores, en 1930. Diez afios después,
Wingner estudié la conexién entre las propiedades de las matrices aleato-
rias y la fisica nuclear, Mandan [9]. Hoy en dfa las matrices aleatorias son
una herramienta fundamental para determinar las propiedades estadisticas
de sistemas cadticos, estos sistemas resultan de la mecénica cudntica y cldsica.

. Por otra parte, la teorfa de los sistemas integrables en dimensién infinia (para

ecuaciones en derivadas parciales), se ha convertido en una de las partes més
activas de la fisica matemdtica; uno de los-objetivos principales en este caso
es el estudio de jerarquias de ecuaciones no lineales en derivadas parciales y
un problema importante en contexto, es encontrar soluciones de dichas jerar-
quias. Una de las jerarquias que ha recibido mayor interés en los tltimos
anos, es la llamada jerarquia de Pfaff(que es un anélogo de simpléctico de
la jerarquia KP discreta), M. Alder et al.[12]. Precisamente los polinomios

anti-ortogonales surgen en las soluciones de dichas jerarquias. He aqui la mo--

tivacién de estudiar sistemas antl—ortogonales

El objetivo fundamental de esta tesis consiste en lo siguiente: incluir el
concepto de polinomio anti-ortogonal en una nocién mds general sobre es-
pacios con producto interno; es decir, asi como los polinomios ortogonales
clsicos son un caso particular de sistemas ortogonales en espacios de Hilbert.
Nosotros creemos y en parte se ha visto en esta tesis que los polinomios anti-
ortogonales son un caso particular de lo.que hemos llamado sistemas anti-

‘ortogonales en espacios con producto interno. Esperamos que estos sistemas

que hemos introducido tengan variadas aplicaciones, de hecho esperamos que
este sea el caso en la téoria de aproximacién de funciones de variable compleja.

Esta tesis contiene una introduccién a los polinomios ortogonales (Akhiezer[2],

Charles and Yuan(3] y Gabor [7]) con el fin de preparar el camino para

obtener algunos sistemas anti-ortogonales (como son los polinomios ortogo-
nales clésicos de Hermite, Laguerre y Jacobi); como se ver4 en este trabajo de
tesis, los polinomios ortogonales juegan un papel fundamental en el calculo
de sistemas anti-ortogonales en ciertos espacios de funciones.

En esta tesis se presenta como punto de partida, algunos resultados de fun-
cionales bilineales dentro de los que se destaca un resultado que sera de
vital importancia para construir sistemas anti-ortogonales. Los resultados
sobre funcionales bilineales anti-simétricos obtenidos en esta tesis arrojan
luz sobre la manera de construir polinomios anti-ortogonales. Luego se ex-
pone parte del trabajo abordado por M. Adler, P.J. Forrester, T. Nagaoy P.
van Moerbeke en el articulo Classical skew orthogonal polynomials and ran-
dom matrices, publicado en 1999, donde se dan de manera explicita algunos

* sistemas anti-ortogonales asociados a los polinomios ortogonales clésicos ya

mencionados y con ellos un resultado que nos permlte construir operadores
anti-simétricos en algunos espacios de funciones.

La aportacién de esta tesis consiste en dar de manera explicita sistemas
anti-ortogonales en espacios con producto interno en particular en espacios
de Hilbert. Probablemente el mayor aporte consiste en el célculo por primera
vez de sistemas anti-ortogonales en términos de pohnomlos ortogonales dis-
cretos, es decir, para medidas discretas, a saber, los polinomios de Charlier y
Meixner. La relevancia de estos polinomios radica en las funciones de peso;
ya que estas son distribucioens de Poisson y Pascal respectivamente.




La tesis se divide en cuatro capitulos, el segundo trata en gran parte de
la construccién de un sistema anti-ortogonal que es una combinacién de los
polinomios mdnicos de Hermite, ademds de dos sistemas anti-ortogonales en

el espacio [*(R). En el tercer .y cuarto capitulo se dan de manera explicita

los polinomios anti- ortogonales en términos de los pohnormos de Charlier y

"Meixner.

. En este trabajo sélo se presenta funcionales bilineales reales anti-simétricos,

un problema interesante para el futuro, es construir funcionales bilineales
anti-simétricos en espacios de funciones sobre una curva cerrada. Un primer

caso a tratar seria
/ f(z z)dz

Esperamos que en este caso se puedan introducir un andlogo anti-ortogonal de

aproximante de Padé, es decir, funciones racionales cuyo denominador sean
precisamente polinomios anti-ortogonales con respecto a una cierta medida
positiva y con ayuda de estos aproximantes de Padé aproximar funciones
meromorfas sobre el plano complejo.

1.1. Polinomios ortogonales

En este capitulo veremos algunos resultados importantes de polinomios
ortogonales en Ry N.

Deﬁnicién 1.1.1 Se llama espacio L2, al espacio de funciones reales de
cuadrado integrable en (a,b) con la funcidn peso w(z) > 0, es decir:

b
(f:(a,b) > R;/ () Pu(z)dz < o).

“En este espacio el producto escalar de dos funciones f y g se define med1ante

la integral

b
- / 7 (2)g(@)w(z)dz,

v la norma vendra dada por £l = V/{f, £

Definiremos los momentos de w(z) mediante
| , o
Cp = / z"w(z)dz, n=0,1,2,..

En adelante supondremos que todos los momentos son finitos.
Observemos que si los momentos son finitos, entonces para toda n € N se
tiene que z" € L2,

Definicién 1.1.2 Dada una sucesidn de polinomios {pp }n, diremos que {pn tn

es una sucesién de polinomios ortogonales con respecto a {.,.) si se cumple

que:

11 Pn €S un polinomio de grado n.
2. (D, pm) =0, m # n, para todo, m,n=20,1,2,...,
8. (Pn,Pn) # 0, para todon =0,1,2, ...

1.1.1. Propiedades generales

Teorema 1.1.3 Es posible construir una sucesion de polinomios ortogonales
{Pn}n sobre un intervalo (a,b) respecto a una funcién peso w(x) medible,

 definida sobre este intervalo.

Demostracic’)n. La prueba se sigue del proceso ortogonalizacién de Schmidt,
tomando el conjunto linealmente independiente 2™ (n = 0,1, 2, ...) sobre (a, b)
[} ) '

Recordemos que si {p}» es una sucesién de polinomios de grado n, no nece-
sariamente ortogonales, todo polinomio de grado m puede escribirse:

m
= Z bnPn ()
n=0 v
donde los b, son coeficientes numéricos que dependen de n y p(z).

Teorema 1.1.4 Una condicion necesaria y suficiente para que una sucesion
de polinomios {pn(z)}n con el grado de p, igual a n, sea -oﬁrtogonal es que:

b
/- 2Fp,(z)w(z)dz = 0 k=0,.,n—1,

para todo n € N.




Demostracién. Sea n € N. Supongamos que

b
/ z*pp, (2)w(z)dz = 0 k=0,...,n—1

Sean pm,(z) ¥ pn(z) con n # m y supongamos que m < n. Entonces

m

luego

(Dn, Pm) = /abpntx)pm(x)w(x)dx = i [ak /ab xk‘pn(x)w(x‘)dx] =0,

k=0

por lo tanto la sucesién de polmomlos {Pn}n es ortogonal Por otro lado,
SUPONgamos que

b _
/ Pn(X)pm(z)w(z)de =0 - (m#n),
a : .
entonces para todo k < n escribimos
zF = Z AP (T)
’ m=0
luego

/abx pn(z Xk: {am/b?m én( Jw (w_)dw] =‘0” |

m=0

puesto que m #n (m=0,1,2,....,k) B

Nétese que si p(z) es un polinomio de grado m y {p,}, una sucesién de
polinomios ortogonales, entonces

N bo(a) con _ (o)
S

Teorema 1.1.5 Si {p,}, es una sucesién de polinomios ortogonales, existen
nimeros A, By y Cy tales que paran > 1: '

| $pn(x) = Anpn—i—l(x) + Bnpn(x) =+ Onpn—l‘(x)-

Demostracién. El polinomio zp, de grado n+1 puede escribirse de la forma:

n+1

opn(s) = 3 oun

con
_ <pk7 mpn)

| . Dk, Dx)
pero como '

<pk7 xpn) = (pn',tcpk) =0

sin > k—l— 1, es decir, k < n—1 entonces sélo los coeficientes q,—1, 0 ¥ Qny1

, 1nterv1enen en el desarrollo.

Asi pues, tomando |
An - an;i—la Bn =0y Cn = Op-1.

la, demostracién queda terminada M.

1.2. Polinomios ortogonales clasicos

En esta seccién estudiaremos algunas sucesiones de polinomios ortogo-
nales, tales como: polinomios de Hermite, polinomios de Laguerre y poli-
nomios de Jacobi. Los resultados aqui enunciados, se pueden encontrar en

Akhiezer[2], Charles and Yaun[5], y Gabor[7].

1.2.1. Polinomios de Hermite
Definicién 1.2.1 Definimos los polinomios de Hermite pbr.'_

2 d"
dz™

- x’Z

 Hp(z) = (—=1)"" e




. ‘

‘Observemos que H,(—z) = (—1)"H,(z), es decir, H, es par si n es par, e

impar si n es impar.

Los primeros polinomios de Hermite son:

Ho(iL’) =1
Hi(z) =2z
Hy(z) = 42 — 2

Hs(z) = 8z° — 12z

La funcién peso para los polinomios de Hermite es w(z) = e™** definida en
R. ‘

Proposicién 1.2.2 Para 0 < m < n, se cumplen las afirmaciones:

| /men(x}e"xzdx =0
R

/ [Hn(:z)re—’czd:c = 2”n!7r1/25n7m
R

Proposicién 1.2.3 Los polinomios de Hermite cumplen con las afirmaciones
sigutentes:

d

aHn(.’E) = 2an_1(SU)
d—QH(x)-z Sy (2) + 2nH,(z) = 0
dz2T " T nIn\L) =

1.2.2. Polinomios de Laguerre

Sea oo > —1, la funcién peso para los polinomios de Laguerre es w(z) =
z%~" definida en todo Ry = {z : z > 0}. : '

Definicién 1.2.4 Para n > 0, los polinomios de Laguerre se definen como:

n

1 d\n
La = ﬁx—ae—x< > (l.n+ae—x).

dz

~

Proposicién 1.2.5 Para 0 < m < n, se cumple
0
/ 2" L (x)z%e dz = 0.
Jo

Proposicién 1.2.6 La relacién de tres términos recurrentes pare los poli-
nomios de Laguerre es: '

1o = 1 n+a._,
R n4+1 "

(—z +2n + 1+ a)L%(z) —

Proposicién 1.2.7 Los polinomios de Laguerre satisfacen las siguientes rela-
ciones: '

d o -
EZELZ‘ (z) = _Lni-i(x)
iZ—Lo‘(ac) +(a+1- x)iLa(x) +nLli(z)=0
Tz i\ dx " nAs

1.2.3. Polinomios de Jacobi

Paraa, 8 > —1, la funcién peso para los polinomios de Jacobi esw(z) =
(1 —z)*(1 + z)? definida sobre —1 < z < 1. :

~Definicién 1.2.8 Para n > 0 definimos d los polinomios de Jacobi como:

(anB) — (—1)” _— - _‘/6 dn
PEO(z) = (1 - 51+ 2) P —

(=21 +2)P)
Deﬁnicién‘71.2.9 El simbolo de Pochhammer se define como:
(.’1?)0 = 1,
@n=zlc+1)(z+2)..(z+n—1), zERYR>0

Prop.osicién}l.2.10 Para 0 < m < n se cumple

1
m (&,ﬂ) — e @ — '
/_133 PP (z)(1—z)*(1+x)*dz =0




Proposicién 1.2.11 Paran > 1,

ip(a,ﬁ)(m) _n +a+ 5+ 1P(a+1,ﬁ+1) (2)

o n 5 n—1
y PLP) (z) es el unico polinomio solucidn de

(1=2)f"(2) = (@ — B+ (a+f+2)2)f (@) +n(n+a+B+1)f(z) =0
y f(1) = (a+1)n/nl.
Proposiciéon 1.2.12 Paran > 0, se cumple

@n+a+8+1)C2n+a+F+2)

(@B) (. — Pl ()
B ) = T D et pr o ©

CrntBta+)@®=F) g
2n+1)n+a+B+1)2n+a+8) "
_ {a+n)(B+n)Cnt+a+B8+2) s
(n+1)(n+0‘+5+1)(‘2n+a+ﬁ) n—1

(z)

().

1.3. Polinomios ortogonales discretos

Ademaés de los polinomios ortogonales cldsicos continuos, existen otras .

familias llamadas ortogonales discretas ya que su ortogonalidad estd dada
mediante sumas(que es equivalente a considerar medidas discretas).

Los polinomios ortogonales discretos fuerén introducidos por la siguiente
idea: interporlar una funcién cuando a los valores dados de la funcién se le
asignan unos pesos de acuerdo a cierta ley de probabilidad. El caso més sen-
cillo es cuando el peso p(z) =1 (distribucién uniforme), este problema con-
duce a los polinomios de Chebyshev. Otros casos importantes es cuando las
distribuciones son: de Poisson (polinomios de Charlier) y de Pascal(polinomios
de Meixner) las cuales utilizaremos en los tltimos capitulos de esta tesis.

En seguida veremos una breve introduccién a la teorfa general de polinomios
discretos. '

10

Sea p(z) > 0 y definamos al espacio L2 como:

b—1
L2 ={f]1>_1f(k)Po(k) < oo},

donde b € NU {oo}. En este espacio el producto escalar de f y g estd dado
mediante: , '
, . 1

(far=>_ fk)g(k)e(k).
k=0
y la norma seré || f]] = /(f 1)

Definamos los momentos con respecto a p(z) por:

b—1
on =Y _k"p(k).
: k=0

En lo que sigue supondremos que los momentos con respecto a p son finitos.

Definicién 1.3.1 Dada una sucesidn de polinomios {py }n, diremos que {p, +n
es una sucesion de polinomios ortogonales discretos con respecto a {.,.) si se
cumple: _ - '

1. p, es un polinomio de grado n. .
2. (Dn,Pm) =0, m#n, Vn,m=0,1,2, ...
3. <pn>pn> 7é O, Vn = O, 1, 2,

Dos de los operadores lineales que juegan un papel importante en esta teoria
son V y Ay se definen como: ’

Af@)=fz+1) = f(z) Vf(z)=f(=) —f(xf 1)

y que cumplen con las ‘propiedades siguientes:

| Af(z)=Vflz+1), - (1.3.1)
VAf(z) = AVF(z) = flz +1) — 2f(z) + f(z — 1). (1.3.2)

En seguida daremos un resultado muy utilizado en el tercer y cuarto capitulo.
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Teorema 1.3.2 Una condicidn necesaria y suficiente para que la sucesién
de polinomios {pn}n tal que p, es de grado n, sea ortogonal es que

b—1 o
Zkipnp(k) =0, i=0,..,n—1,
k=0 ‘ :

para todo n € N

Demostracién. Supongamos que

—1 . -
Z:kzpnp(k) =0, i=0,..,n—1,
k=0

~ paratodon € N.

Sea p, ypmcOnm#ny éupongamos que m < n. Entonces

Pm(k) = aik’
2=0

1uego _
-1 m b-1 |
() = Y Palk)pm(R)o(K) = Y |0 > KpalR)o(k)] = 0.

=0 k=0

Por otro lado, supongamos que

-1
Y oa(B)pm(k)p(k) =0 (m#0)

entonces para todo ¢ € N se tiene:

k= i: AP (k)

m=0

< entonces

K3

S K (ko) = 3 [am 3 pm (k)pa (R)ol8)] =0

k=0

12

puesto que m # n M.

En los capitulos 3 y 4 se verdn dos sucesiones de polinomios ortogonales

~ discretos que, a su vez son ménicos, a saber, los polinomios de Charlier y
Meixner cuyas funciones de peso respectivamente son:

k
0
plk) = e+
paraa >0,y i
pk) = El’(”)’)k

cony>0y0< @<l




Capitulo 2
Sistemas anti-ortogonales

En este capitulo se tienen algunos resultados generales de sistemas anti-
ortogonales, as{ como ejemplos de sistemas anti-ortogonales en espacios-de
Hilbert concretos. En la primera seccién, se dan resultados de funcionales
bilineales en espacios de Hilbert utilizando el teorema de Lax-Milgran. Es
importante aclarar que la seccién 2.2 y 2.3 son debidas a M. Aldler, P.J. For-
rester, et al. [11], las restantes secciones de esta tesis son originales(excepto
las citadas), y estan dedicadas a encontrar sistemas anti-ortogonales en es-
pacios con producto interno especificos. '

2.1. Funcionales Bilineales

Sea H un espacio de Hilbert real y (., .) el producto interno éorrespondiente.

Definicién 2.1.1 Un funéz’onal bilineal sobre H es una aplicacidén
Q:HxH—R

tal que a cada par de elementos f,g € H le hace corresponder el nimero real
Qf,9) que cumple:

(1) Qanfi + aafz, 9) = nQ(f1, 9) + Q(f2, )
(1) Qf, g1 + aage) = nQUf, g1) + 2U(f, g2)
OOTZ f7f17f279791792 e Hy Qy, G2 S R.

13
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El siguiente teorema, nos da la representacién de un funcional bilineal de
operadores lineales acotados definidos en todo el espacio.

Teorema 2.1.2 (Laz-Milgran) Todo funcional bilineal Q(f, g) que cumpla
con la propiedad:
' sup 1Q(f, 9)| < oo,

IFI<L]lgll<1

se puede representar de la forma

Q(f,9) =(Af,9),

donde A es un operador lineal acotado con dominio H, el cual, estc_i determi-
nado de manera unica por (. ' :

Demostracion. La demostracién de este resultado se encuentra en la pagina
42 de Akhiezer[1] B.

Definicién 2.1.3 Decimos que Q: H'x H — R es un funcional bilineal
anti-simétrico si cumple las siguientes propiedades:

(i) Para fi,f2,9 € H y ap, 00 €R ‘
| | Qo1 fo + aofo, 9) = 01 Q(f1, 0) + 02 f2, 9)
(w) Para todo f,g€ H o
| f,9) = —Qg. f).
Observacién 2.1.4. Las céndiciones (i) y (fzz) implican que
| Q(f o191 + a2g2) = c1U S, g1) + 2 Q(f, 92)-

Teorema 2.1.5 Sean f,g € H y Q un funcional bilineal anti-simétrico que
satisface ' ‘
sup Q(f, 9)] < o0

IFlILLligli <

entonces, existe A € C[H, H] tal que

Q(f,9) = (Af. 9)

y ademds A* = —A.
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Demostracién. El primer resultado se sigue del lema 2.1.4 y del teorema
de Lax-Milgram. Ahora notemos que

(Af,) = Q(f,9) = —Og, f)

luego A*=—-A. &

Proposicién 2.1.6 Sea X un-espacio con producto interno real y A : X —
X un operador lineal con dominio igual a todo X, tal que A* = —A. Entonces
Qf,9) = (Af, 9) satisface las siguientes propiedades:

(i) Qbf +cg, h) = b, g) + cQg, h)
(i) Q(f,9) = =Q(g, f)
donde f,ge X yb,ceR.
Demostracion. Sean f,g € X y b,c € R. Entonces
| Qbf +cg, h) = (A(bf +cg), h).
pueéto que A es lineal se sigue | |

Q(bf + cg, h) = b(AF, h) + c(Ag, ) = bQf, h) + c(g, h),

de modo que la afirmacién (i) se cumple.

Por otro lado,

Por lo tanto se cumple la afirmacién (ii)M. |

Definicién 2.1.7 Sea Q como en la proposicion 2.1.6. Decimos que el sis-
tema {h,}22, es anti-ortogonal® con respecto a Q, si

Q(han, hom) = Qhon+1, homs1) = 0 (2.1.1)
Q(h%a h2m+1) = YnOnm (2.1.2)

donde m,n =0,1,2,... y {7} es una sucesidn de nimeros reales diferentes
de cero. :

'En inglés es skew orthogonal system

16

Lema 2.1.8 Sea {eg, €1, €9, €3,...} un conjunto numerable linealmente inde-
pendiente® en un espacio con producto interno Xy {vn}sle una sucesidn de
nimeros reales diferentes de cero. Supongamos que el sistema {hn}oeq cons-
truido de la siguiente manera: ‘

ho = €g

hy = cheo + cren
hn = cyeg + -+ + Cpén

satisface las relaciones:

Q(ho, 1) =" Q(han, h25+1) = Yn, (2.1.3)

. ‘Q.(hQ;,em)‘:O - om=0,1,...,2n— 1, (214

QRonsr, em) = 0 m=0,1,...,2n— 1, (2.1.5)

para n=1,2,.... Entonces el sistema {hn}o>, €s ‘an}té-o‘rto.gonal con resp'ecto

a §).

Demostracién. Demostraremos (2.1.1) cuando m < n, entonces tenemos
que '

Q(hon, hom) = Q(iﬁm cgm@ +cMey + .+ cgﬁ_leém_l + 2 egm)
por la bilinelidad de () se obtiene |
Q(han, ham) = B bz, €0) + - + 1 Q2n, €2me1) + A7 hon, €2m)
pues'to que m < n, se sigue.de (2.1.4)
Qb o) = 2™y €0) + o+ BT Qi E3m2) + i, €3m) = 0

Por otro lado, de la bil;nealidad de  se infiere: N

- om+l, [ 2m+l om+1 om+l,
Qhznt1, homs1) = Qhans1, " o +c™ et .+ G €am + Comi1€am1)

2En particular {eo, €1, €2, €3, ...} puede ser un sistema ortogonal de X.
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‘debido a que m < n, se tiene quem<n—1 luego 1 <2m+1 < 2n -1,

entonces de (2.1.5) .
Qhont1, Poms1) = Q(honaa, cg Leg+ci ™ er+..+comt g+t teome1 ) = 0

La prueba de (2.1.1) cuando m > n es andloga por la anti-simetria de Q.
Ahora bien, sélo nos falta probar (2.1.1) cuando n = m, pero esto también se
sigue de la anti-simetria de €, puesto que Q(hon, hzn) = —Q(hay, hay,) implica
que Q(haop, hap) = 0, de la misma forma se tiene que Q(hont1, hont1) = 0. Asi,
hemos probado que '

Q(hQn, hgm) = Q(h2n+17 h2m+l) = O, Vm, n € N.
Ahora demostraremos (2.1.2). En efecto, supongamos m < n entonces
Qhan, hom+1) = ComHQ(hzn, o)+ ... + CﬁﬁQ(th €2m+1)s

puesto que m < n, se tiene que m <n—1,luego 1 <2m+1<2n—1 se
sigue de (2.1.4)

Q(hzn, h2m+1) = Cgm+lQ(h2n, 60) + —+ ngii@(hzn, 62m+1> =0.

Por otra parte, la prueba de (2.1.2) para m > n es andloga y la prueba de
(2.1.2) cuando m = n es consecuencia de (2.1.3).1

2.2. Operadores anti-simétricos en R

A continuacién veremos un sistema anti-ortogonal especifico debido a M.

Adler, P.J. Forrester, T. Nagao y P. van Moerbeke en un espacio de fun-
ciones, formado por polinomios; para esto desarrollemos un poco de la teoria
de N. Adler, et al.[11]. Empecemos con la construccién de las expresiones
diferenciales anti-simétricas. ‘
Sean u, ¢ € L2, tal que u es una funcién acotada continuamente diferenciable.
Consideremos el operador L, en L2 como:
| d u—¢

Ly, =u—+

Y Tde 2

y tomemos w(z) = e ?V(® donde V(z) es una funcién real continuamente
diferenciable. Entonces producto interno en este espacio es:

(f, ) = / " V6 f(2)g(a)da.
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Como se sabe, muchos espacios bien estudiados son casos particulares de

este producto interno. El siguiente lema nos permite construir expresiones
dlferenuales anti-simétricas.

Lema 2.2.1 Sean f,g,u,¢ € L2, tal que v, f',g' € L2 .Supongamos que la

férmula de integracidn por partes sea vdlida y V() una funcidn continua-
mente diferenciable tol que

2V'(z) = %

ademds supongamos que f(z)u(z)g(z)e?V@|® =0 entonces

(f, Lug) = —(Luf, g)

es decir el operador L, es una expresion diferencial anti-simétrica .

.2 L.
- Demostracién. Sea h = %5 2y

(L) = [ @) Lugla)da

= [ O @)l (o) + b (el
= f@u@)g(r)e V=,
- / 3(2) (@ f(2)u(x)) da

-

n / " O f(2)h(a Jo(a)da

oo

= [" e ) + F @) = 2V0) i)
‘ +/°O e—2V(x)f(x>h(?)g(x)dx %

-0

—— [ e @i - [ gm)e @ flop )i

—o0 —0oo




+ / " 9(@)e D ()27 (w)u(e)ds + /_ " o)V f(x){M—;é(Q]dx

—0 o0
Sustituyendo 2V'(z) de la hipétesis del lema (2.2.1)

oo

= [7 s s wpiais - [ o@e o @

—co —00

+ [ MO @etas + [ e s A,

—0 —o0

reduciendo términos semejantes

= [ s - [ o@e O e @as

+3 [ O @)ola)ds
luego ' :
—— [ s O @)ula) + @) )
= (9, Luf) = —(Luf, 9)
||

2.3. Polinomios anti-ortogonales de Hermite

Consideremos en el lema (2.1.2), el caso especifico cuando la funcién peso

w es w(z) = e, entonces debemos tener e=2V(®) = ¢~ y como consecuen-
cia V(z) = %2- y por lo tanto ' ' : ‘
Vi(z) = z. (2.3.6)
Por otro lado tenemos que
oz)
2V'(z) = ——=¢ 2.3.7
=2 231

entonces de (2.3.6) y (2.3.7) se deduce

o(z)

20 = —=.

u(z)

20

Podemos entonces tomar ¢(z) = 2z y u(z) = 1, y el operador L, se convierte

en
d

w=——1x.

dz

)i X . 2 . . .
Observemos que p(z)g(z)e™* |, = 0 si p, ¢ son polinomios, en este caso el
operador L, es anti-simétrico en L2 '

Antes de obtener los polinomios anti-simétricos correspondientes a los poli- |

nomios ménicos de Hermite, enunciemos el siguiente resultado:

Corolario 2.3.1 Los polinomios mdénicos de Hermite p, cumplen con las
siguientes propiedades

(i) B = npns

(i6) vl — 2zp, + 2np, = 0
(i) ), = n(n — Dpns
Demostracién. Demostrer;los el inciso (i), en efecto, puesto que

| pn=2"H,
entonces ‘
P, =27"H,
utilizando la proposicién 1.2.3 se tiene:
pp=2""2nH,_, = NPr—1-

Los incisos (ii) y (iii) son inméc_iiatos de la proposicién 1.2.3.H
Notemos que la afirmacién (iii) se sigue de la afirmacién (i), para fines

practicos se ha puesto en esta proposicién. En la siguiente proposicién w
, —_2
serd w(z) = e .

Proposicién 2.3.2 Sea Q(f,g) = (L.f, g) para todo f,g € L2. Una familia
de polinomios anti-ortogonales en términos de los polinomios mdnicos de

- Hermaite con respecto a Q es:

m :
’ 1

Gom+1(T) = Pamsa (), gom (z) = m! Z E‘—p?rz (z)
n=0
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ademds
_ TYm = Q(Q2m; Q2m+1) = —”p2m+1||2
para m € N.

Demostracién. Para demostrar este resultado haremos uso del lema 2.1.8,
proponemos

, 2m—1 ' 2m
_ 2 - 2m-+1
m = Pom + E "Dk, Gom+1 = Dam+1 + g c Tk
k=0

En este caso el sistema linealmente independiente es {1, z,z?%,...}.

De la expresién de g, se tiene, para m = 0, que go = 1. Calculemos 7,
y ¢1 haciendo uso del lema 2.1.8; en efecto, de la expresmn de Gom+1 Para
= ( se sigue
¢g1=p+ Co~
luego
(Ll p1(z) + 65) = 0;

en consecuencia

(Lul,p1(2) + cg) = (=2, p1(2) + 3) = (~2,p1(2)) + (=2, ) = .

| Puesto que

: . . '
<_$: C(1)> = —Cé/ ez = —Cé<$€, 1> :’07

—o0
la constante ¢} puede ser cualquiera, asi tomemos cs = 0; por lo tanto ¢; = py,
ademds vy = —||p1]|?, ya que p1(z) = z. Procedamos a calcular el resto de los
polinomios anti-ortogonales con ayuda del lema 2.1.8; es decir, suponiendo

(Lugom, ) =0y (Lugoms1, ) =0  i=0,...2m—1. (2.3.8)

para m = 1,2, ...; luego, calculemos

Lupk = p;c — DrZ, Vk e N

Utilizando la afirmacién (i) del corolario 2.3.1 en el primer término y multi-
plicando y dividiendo por k + 1 el segundo término

E+1

Lypr = kpr—1 — Dk

kE+1
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de nuevo usando la afirmacién (i) del corolario 2.3.1 en el segundo término
y multiplicando y dividiendo por 2 el segundo término

‘ 2
Lypr = kpg—1 + mp;ﬁ-lx

usando la afirmacién (iii) del corolario 3.2.1 en segundo término

p” + 2(:7{5 -+ 1)pk 1
Lupk - kpk—l ,_ kil Q(k + 1) as

utilizando la afirmacién (iii) del corolario3.2.1 en el segundo término

. (k + 1)kpr_1 + 2(k + 1)prs1
Lypr = kpr—1 206+ 1)

finalmente

k
Lypr = 5Pk-1 = Pi+1

luego

2m—1 2m—1

<Luq2m7$z> = <mp2m—1 — Do2m+1 + Z Ck _‘pk; 1 Z Ck Pr+1,T i (239)
T : k=0

Tomando =0 en (2.3.9)

' . 2m—1 2m—1
(Lugom, 1) = (mpam—1 — DPomy1 T+ Z Ck —pk 1 Z Ck Pr+1, 1
k=0

debido a la ortogonahdad de los polinomios de Hermite, sélo nos queda un
término cuando k =1 en la primera suma, es decir

2m

c
(Lqum, 1) = %(po, 1)=0
por lo tanto
a"=0, m=L2.. (2.3.10)
Seam >1ys €N tal que 0<2s<2m-—-1y tomemos z = 2s entonces de
(2.3.9)
2m—1

| k
(Lugom, %) = <mp2m—_1 — Pomy1 t+ Z C;ng[§pk—1_—pk+1],$2$,>-
k=0
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Por la ortogonalidad de los polinomios de Hermite, nos quedan dos términos
cuando £ = 2s + 1 en la primera suma y cuando k£ = 2s — 1 en la segunda

‘suma 96 + l
s
<LuQZm> $2$> = _2—032{-1 <p2$7 % > - cg;n—l <p2$7 3323) =0
de donde se infiere
2

C2m 2m
2$+1 2 +1 2.5‘ 1>

de esta tltima relacién y de (2.3.10) se deduce
c23+1—0 s:l,...,m—l.‘

Observemos que (2.3.10) y la dltima aﬁrr_nacién significan que los coeficientes
impares de ga,,, son cero.

Supongamos que m > 1y s € N tal que 0 < 25 + l<2m—1 y tomemos

i=2s+1en (2.3.9) de modo que

2m—1 om—1
(Lugom, %) = (mpam— = Pams + > a —pk - Z T Pri1, 771,
k=0 .

- Por la ortogonalidad“d'e los polinomios de Hermite se tienen dos términos

cuando k£ = 25+ 2 en la primera suma y cuando k£ = 2s en la segunda suma,
asi :

25+ 2
(LuGom, x25+1> = c§ﬁ2—2_<p2s+1, x25+1> C2s 5 (D2s+1, 25+1> =0
luego
cam = (s + 1), s=0,...,m—2.

Ahora bién, supongamos que m > 1y tomemos ¢ =2m — 1 en (2.3. 9)

2m—1 2m~1

(Lugom, 27 = (Mpam-1 — Poms1 + kz_; czzcm§pk-1 - ;_0 " Prer, &),

luego

2m— l>_

<LUQ2m7 <p2m—17$2m 1> - sz 2<p2m 17-’132m_1> =0

24

se sigue
2m _
CQm—Q =m.

Finalmente. tenemos:

: 11 1
Gom —m'[po—i- ]92+ (—“‘T),pzm 2+p2—m]

2']?2 + ...+

por lo tanto

Gom(z) = m! Z —p2n

Por otro lado, procedamos a calcular los coeficientes de los polinomios anti-

ortogonales de grado impar, esos célculos serdn semejantes a los anteriores,
por eso no pondremos todos los pasos. Entonces

(Lu@om+1, ") = (Goma1 — D12, 77)

2
= (D1 T E DL — Do T — E "oz, )

reordenando los términos

2m

‘ (LuGoms1, %) = <p2m+1 DPom+1T + z 02m+1 [P;c - Pkﬂ7] , %)
‘ k=0 : '

por los caleulos hechos para Lypy, se tiene

2m
 (Lugom+1,7") _:7( B pzm-p2m+2+z 02 +1§pk—1—z Cim+1pk+1,$ )=0
k=0 k=0 .
| (2.3.11)
Tomando ¢ = 0 en (2.3.11) se obtiene
2m+1 m
(Lugom+1, 1) = ( 5 Pam = DPam+2 +ZCQ +1—Pk 1 _Zc2m+lpk+1y =0

Debido a la ortogonalidad de los polinomios de Hermite sse tiene sélo un

- término cuando k£ =1 en la primera suma entonces:

1, -
<LUQZm+17 1> §c§ t <p07 1> =0,
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se siglie _
c2mtl =, m=1,2,... (2.3.12)

Supongamos que m > 1y s € N tal que 0 < 2s < 2m entonces tomando
i=2sen (2 3. 11) se obtiene

2m+1

k
5 pzm—P2m+2+Z 02m+1 -2“pk 1= Z Ckm+1pk+1; *)=0
k=0 k=0

<Luq2m+1> x28> = <

luego de la ortogonalidad de los polinomios de Hermite nos quedan dos térmi-
nos cuando § = 2s+1 en la primera suma y cuando £ = 2s — 1 en la segunda
suma, es decir

2541 ‘
<Luq2m+1> % ) _Cgﬁjil 5 (sz, 2s> cgfﬁl(p%,x%) =0

se sigue
2l 2 2m+1
25+1 95+ 1 Cos—1>

De (2.3.12) y del dltimo aserto se tiene:

2m—+1 __
ch+1 =0

es decir, que los coeﬁmentes impares de g9, 11 SON cero excepto cﬁﬁ.

Consideremos que m >ty se Ntalque 0 <2s+1<2m+1y tomemos
i=2s+1en (2.3.11) entonces

2m

2

' ‘ ‘ 2m
2m+1
<LUQ2m+la x2s+1> = < Pam p2m+2+z 2m+1 pk_;fz sz_'_lpk._(_l, $25+1> =

k=0

luego de la ortogonalidad sélo nos quedan dos términos cuando k = 2s + 2
en la primera suma y cuando k& = 2s en la segunda suma, de modo que

2641y _ 2mi1 25 +2

2s5+1 2m-+1
= Cst2 T o <p2s+17$ >

Cos <p25+1> $25+1> =0

<Lug2m+1: z

por lo tanto

2m+1 _ 2m+-1 — —
Coy T = s+ 1)c500s §=0,...,m—2.

0
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Por 1dltimo, supongamos que m > 1 y tomemos i = 2m — 1 en (2.3.11)
entonces |

2m

_ 2m+1 -

(Lugomsr, 2™ = (—— T Pem— p2m+2+z 02m+l—pk—1—z Cim+1pk+1,l"2m "
k=0 k=0

luego de la ortogonalidad

2m;—1> 2m~+1

_ 2m _
2m 1) _ 2m—+1 C2m 2<p2m 17$2m 1) =0

(LuQ2m+1‘7$ = —Com " (D2m—1,T

es decir

2m-+1 __ 2m--1
Com—a = MCyy, -

Entonces los polinomios ¢,,+1 se pueden escribir como

2m+1

@2m+1 = Dom+1 +c§2“p‘zm+mcém+lpzm'_z+m(m—l)céﬁ“m(m_m+..,.+m'c2m p

2m+1

Tomando c5» ™" = 0 se obtiene

9om-+1 = Pam+1-

Procedamos a calcular v,,, para m = 1, 2... en efecto,

- ] : ., m 1
T = Qqom, Gom+1) = (Lugom; Gem+1) = (L (m! Z Epzn),pzmH)
. n=0

m'z Lupzn,pzm+1>— m'z [p’zn—xpzn},pzmm

n*‘O
por el caleulo hecho para L,px se t1ene
. : mo1
Tm = (m! Z ol [np?n—l - p2n+1] s Dam-+1)
n=0 '

luego, por la ortogonalidad de los polinomios de Hermite, sélo nos queda el

‘término cuando n = m en el segundo término de la suma, asi

Tm = —(Pam+1; Poms1) = —]|p2m+1H—2 o

=0
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Proposicién 2.3.3 FEl sistema anti-ortogonal | = Z1Yo — Toy1 -+ ... + Toit1Ye — T2iY2i+1 T -

: _ Por otro lado tenemos:
i ‘ @2m+1 = P2m+1
3 m (z, Ay) = (B0, T1, Ta-., Tag, T2i1, ) s (Y15 = Y0, - Y2i+1, —Y2i5 )
! . | Gom(z) =m!> l,pm(x) | |
! , o ¥ = —[Z1Y0 — ToY1 + - + Tait1Yo: — TaiYair + -] = —(Az,y),
es decir (Az, y) = (z, —Ay) para todo z,y € I*(R), esto prueba que A* = —A.

b - es solucidn de. :
' —2zy + Cm+ 1y =0 ‘ . Para este operador A tenemos el siguiente teorema:

i
‘\“ y ' . Teorema 2.4.1 Sea Q(z,y) = (Az,y) para todo z,y € *(R). Entonces un
i y" — 23y +2my =0 ’ sistema anti-ortogonal con respecto a ) es:
‘ w{f ‘ respectivamente. ' , : o | 1
i . ' : : , Ran = Coren, Rons1 = cantleq, — o Eon+l
| U! - Demostracién. La demostracién se sigue del corolario 3.2.1 y del teorema 2n

il anterior . paran = 07 1: 27 ey C%Z 7& 0 Y 68 =1L

5y Demostracién. Proponemos a ha, ¥ hope1 COmMo siguen:
i _ o on on : _ on+1 on+1 on+1 ‘ ‘
i - hon = ¢y egt+cie1+... - Con €2m, hont1 = ¢y " egtey et HCop  T€ona |

2.4. Sistemas anti-ortogonales en [*(R) . | . | | ’
’ ' . : Tomemos hy = eg. Ahora bien, con ayuda del lema 2.1.8 en el caso que la
En esta seccién calcularemos sistemas anti-ortogonales en el espacio [2(R), , sucesion es {7, = 1}7L,, debemos tener: -
construyendo operadores anti-simétricos y utilizando un conjunto numerable Qleo, hy) = (Aeo, hy) = 1.
ortogonal que a su vez es una base de [*(R). : (60, ) = (Ao, ) = 1.
| , ; ’ ' : , : En vista que (Aeg, h) = ((0,-1,0,...),(c}, c1,0,...)) = —ci, las expresiones
it Sea H = I*(R) y tomemos el conjunto linealmente independiente {ey, ..., €;, ...} de ho y hy son las siguientes: ' ‘ ‘
en H tal que e; = (0,...,1;41,0,...) ¥ ' |

v |

\‘ . - ‘ ho = eq, hy = cheo — €. ‘ ‘:‘ |
B ' 0 1 0 O : ' '
| -1 0 0 O Consideremos que n > 1. De nuevo por el lema 2.1.8 debemos tener:
f — | 00 0 1 | T . |
| A=l 0 0 Zl o \ (Ahgm, ) =0,  i=0,1,..,2n— 1. (2.4.1) |
; Do  SiseNestal que 0 < 2s < 2n— 1y tomemos i = 2s en (2.4.1) entonces i
i

entonces , : on [ M b4 , -
donde ¢33, estd en el lugar 25 + 1y —c5y estd en el lugar 2s + 2. Luego,

(Ax, y) = ((-’Eh —L0, -y L2%+1, T2, )7 (y07y17 ey Y21, Y2441, ))

(Ahg,b35) =& =0,  s=0,1,2,..,n—1. (2.4.2)

Sl xz,y -~ H son r = (I07$17"'7$2i7$2i+17"') v y = (b’y07y1,...7y2i,y2i+1,...) ) . . <Ah2n,625> = <(C%n,—Ccz)na-..,ng_Fl,—CgTSZ,...,O, ""ng,o,...),(0,{..,1254_1,...)) = O
\
\
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| Supongamos que s € N tal que 0 < 25+1 < 2n~1y tomemos ¢ = 2s+ 1 en ~ puesto que —c37 y c3nF] estan en el lugar 2n + 2 se infiere: -
wﬂ (2.4.1) de (2.4.2) resulta: on on4l
‘j\“ | . | . (Ahan, hant1) = —ConConi1 = 1,
‘ : <Ah2n,625+1> = <(O, —cg”,...,0,~c§;‘,...,0, —c%Z,O,...), (O, ...,125+2, )> = O, se sigue"'
M : puesto que —c3? est4 en el lugar 2s -+ 2 se deduce: | | et — ——%.
“ can
‘i}it C%? =0, $s=0,1,2,...,n—1. (2.4.3) S De manera que: ‘
| H‘} e - ' . ‘ h =" Mley, — Le ||
|l En definitiva de los resultados de (2.4.2) y (2.4.3) se tiene: | ' 2ntl = B Fon T g el

hon = e, n=01.2 Veamos ahora un operador anti-simétrico més general que el anterior y cal-
n n LNy T Vo Sy Sy e ! . . e . .
al : culemos el sistema anti-ortogonal utilizando el mismo conjunto ortogonal.

T , Anélogamente, por el lema 2.1.8 debemos tener:

Tomemos H = [2(R) y el conjunto linealmente independiente {eg,e1,ez,...}

4  (Ahgpay,e) =0, i=0,1,2,...,2n — 1. (2.4.4) en H tal que ¢; = (0, ...,1;41,0,..). Sea , ”1
By Sis&€Nestal que 0 < 2s<2n—1y tomamos 7= 2s en (2.4.4) entonces: ' o 0 b 0 0 .. ‘ . i
“!‘i (Ahgni1, €5) = (™, =™, L, i, —c%?"'l, e Ot~ 0, .), ey =0 o . B = 0 —b 0 by

277; i 5 ; : 0 ) 0 _b2 O ‘
donde c37., estd en el lugar 2s + 1y —ci” estd en el lugar 2s + 2. Luego, - : .
(Ahopy1, €25) = c2M11 =0, $s=0,1,2,...,n—1. 2.4.5 ' o . ’ .

Consideremos que s € N tal que 0 < 25+ 1 < 2n — 1 y tomemos ¢ =2s+1

en (244) de (245) resulta: <B$, y> = <(b0x17 _bOxO_i_ble; s _bnxn+bn+1$n+27 )7 (y07 Yis - Yn, Z/n+1~--)>

_ on+1 2n+1 on+1 _ 2n+l _ observemos que —b,Z, -+ byi1Tnao 1 estan en la posicién n + 2 se sigue
<Ah2n+1,623+l> = <(0,—co y o 0, =Co0 T s, Cop i T, —Copy ,0,...),ezs+1) =0, q nln n+1Ln+2 ¥V Yn+ P g

puesto que —c2**! est4 en el lugar 2s -+ 2 se deduce: ' | (Bz,y) = boT1yo—boToY1+ .-+ 0nTnt1Un—0nLnYn+1+bnr1Zn42Un+1—bns1Zns1Unr2- |

=0, 5=0,1,2,..,n—1 . (2.4.6) Por otro lado

En consecuencia de los resultados de (2.4.5) y (2.4.6) se tiene: (z, By) = ({20, 21, -, x”’xnﬂf")’ (boys, =bogiotbay, -y —bnYiatbnsalniz, )

» se sigue
. honta = G ean + rtlesn s n=20,1,2,... & . _
: x, By) = —|byyox —boZoy1+...—bn Tn+opYnTni1—b Tni1+b Tpyot-...
De nuevo por lema 2.1.8 tenemos: < Y) [ 0Y0T1—00ToY1 nYn+1TnTO0nYnTn+1 = On+1Yn+2Ln+1 T 0n+1Yn+1Tn+2 ]
De aqui se deduce que (Bz,y) = —(z,By); asi, B es un operador anti-

(Ahon, hont1) = ((0, ..., 0, =c52,0,...), (0, ..., 0, &p*t, 31,0, ..)) = 1, simétrico.
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Teorema 2.4.2 Sean {b,}52, una sucesidn de nimeros reales tal que by, # 0
Y [ban2n—2 - (me—l)zl # 0 para n = 07 17 27 e Y Q(.’,Z?, y) = <B$,’y> para todo
z,y € ’(R). Entonces un sistema anti-ortogonal con respecto a ) es:

b b1bs...bopm—
2 2m—1 9 1v3 2m—1 92m
hzm = sznq'ezm + -"—"”"Cgmezm_z +. ..t 9m €0

bam—2 bobz...bam—2

b b1b3...b0pm ,
_ 2m+l 2m-+1 2m—=1 om+1 1Y3---Y2m—1 om-+1
hom+1 = Comi1€2m+1+Cop €2m+b ——Com 6277%—2‘*"'""‘() by b om ~ €0-
_ 2m—2 002...02m—2
Demostracién. Denotemos a
2 2 2 : _ om+l 2m+1 om—+1
hom = cg"eg+cy " e1+...+Com€am, hom+1 = c5 ep+cy ™ et A Com 1 Comtl -

Tomemos hy = e;. Utilizando el lema 2.1.8 en el caso que {7y, = 1}52,

tenemos que:
<A60, h1> = 1.

Debido a que (Aep, hy) = ((0,=bo,0,...), (¢, ¢1,0,...) = —boct = 7, las ex-
presiones de hq y hy son:

I 1
hy =€, hlzc(l)——el.
. bo
De nuevo por el lema 2.1.8 debemos tener:
(Bham,e;) =0  i=0,1,..,2m—1. - - (2.4.7)

Haciendo el an4lisis para i =0 en (2.4.7) tenemos:
(Bhan, €) = {(bgc®™, ...), (1,0, ...)) = boct™ = 0,
puesto que by # 0 entonces |
™ =0, m=1... (2.4.8)

Supongamos que m > 1y s € N tal que 0 < 2s < 2m — 1 y tomemos ¢ = 2s
en (2.4.7) de (2.4.7) y (2.4.8) se obtiene:

<Bh2m, 625>~ = <(0, —b0$0+b1$2, PR _623—163211+b2563g17 ), (O, vens 123_;_1, O, ))

como —bgs_1C5™ 1 + bosc37,, estd en el lugar 2s + 1, se sigue

(Bham, €as) = —bge_1C2™ , + b25c§§11 =0 s=1,2,..m—1,
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| luego

2m 625—1 2m
Cos+1 = e Cos—1
2s

s=12..,.m=1.
Puesto que cam = 0 para m = 1, ..., se sigue del dltimo resultado

&m. =0, s=12,..,m—1 (2.4.9)

Supongamos que m > 1y s € N tal que 0 < 2s+1 < 2m — 1 y tomemos .

i=2s+1en (2.4.7), de (2.4.7)-(2.4.9) resulta:

<Bh2m, 623+1> = ((0, ceey —bgscg’s" -+ bzs+1C§Z:_2, ), (0, ceey 123+1, 0, )>

ya que —bysCaT + bos 1 CAT , estd en el lugar 2s + 1, se sigue

' 2m 2m
(Bhom, €2s41) = —basCay* + bas+1C5540 = 0
luego
' b
om __ Y25+1 9om _
25 = Ty, Cst s=0,1,..,m—1
S

Ahora bien, tomemos i = 2m — 1 en (2.4.7), entonces de (2.4.7)-(2.4.9) se

infiere
(th,,;, ezm-1) = ((0, ., —52'mfzc§g_2 + bom_1C37, ), (o,_ 12,,;,'0, 2,
debido que‘v—bgm_chi’,}_'Q + bom_1C2™ estd en el lugar 2m se infiere
b s @™ by 1 =0

va que bom—2 ;éO 'se obtiene

bom—1 -
gn = 2L2m para m=1,2,...
' b2m—2
Finalmente tenemos:
bom—1 brbs-..bom—1 5
hzm = ngegm + 2m 1_032627,7,_2 + ...+ M—l‘cgmeo
‘ bam—2 boby...bom—2
Andlogamente, por el lema 2.1.8 debemos tener:
(Bhom1,€) =0 1=0,..,2m—1. (2.4.10)
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Haciendo el andlisis para < = 0 en (2.4.10) se sigue
' <Bh2m+1, 60) = <(boC%m+l, ), (1, 0, )> = bocim-!_l = 0,
puesto que by # 0 se sigue |
™t =, m=1,2,... (2.4.11)

Sis € Nes tal que 0 < 25 < 2m—1y tomemos i = 25 en (2.4.10),de (2.4.10)
¥ (2.4.11) se infiere:

(Bhoma1, €25) = ((0, ..., —bas_16amt + bogca™HE, L), (0, .., 12511, 0,...)) = 0

2m—+1

puesto que —bos_1Cor " + boscariy- esté en el lugar 25+ 1 se sigue

_ 2m—+1 2m+1 __
(Bham1, €2s) = —bas_1¢501 + bascagiy =0,

como bys # 0 se obtiene

e R
8
- De (2.4.11) vy del tltimo resultado se sigue
Eril=0, 5=0,1,2.,n-1 (2412)

Por otro .lado', supongamos que m > lyseNtalque 0<2s+1<2m—1
y tomemos ¢ = 25 + 1 en (2.4.10), entonces de (2.4.10)-(2.4.12) se sigue

(Bhgm_H, 625_|_1> - <(0, ceey “bgscg?—ﬂ + szHcg;T;, ), (0, ...,‘1234_2, O, )> =0

debido a que —boscol ™ +bys1canh! se encuentra en el lugar 2s+2 se obtiene

_ 2m+1 2m+1 __
(Bhomt1; €2s41) = —basCyq " + bast1Coetn =
ya que bss # 0 se infiere

2m+1 __ b2S+1 2m-+1
CZs - b 254+2
2s

§=0,1,..,m—1.

Finalmente suponiendo m > 1 y tomando 7 = 2m — 1 en (2.4.10) se obtiene

(thm-’rh 62m~1> = ((O, ) —me'—chgi-é‘l‘@m—ngZH; )7 (Oa s 12m7 07 )) =

0
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oo —bam—2Com ¥ + by 12T est4 en el lugar 2m se sigue
om+1 2m+1 _
—b2m—2cgmf2 + bom—1C5p, =0
luego
' om+1 _ Dam—1 2m+
Com—2 = b om
2m—2
En definitiva:
‘ b b1bs...bom—
_ 2m+l 2m-+1 2m—=1 2om41 1Y3---Y2m—1 om41
hom+1 = Comi1€oms1+Con ' €2m+T——Cop €2m—2+-'-+W om - €0-
C , bom—2 0b2.--bom—2
En vista que :
. ; Q(QQma Q2m+l_) =1
se tiene
' : b : b1bs...bom—
— (2m 2m—1 2om 103-..02m—1 om,
Q(gam, Gam+1) = (Comeam + A Com€am—2 T - T+ 5B B C2m0s
_ om—2 002...02m—2
Imt1 omt1 2m=1 om+1 bibs...bam—1 om41
Comt162m+1 + Com €am F 1 Com Cam—2 T e ¥ 3Oy € )
. b2m-—2 : ) 0v2.--V2m—2
" luego
_ ‘ b bibs...bom—
Qom, Gom+1) = (Comeam + b—czmeZm—Z +...+ b b B, 2mE0
2m—2 ) 0v2---U2m—2
2m-—+1 2m+1
Coma1€2m+1 + Com ' €2m)
‘ bibs...bom_1 bam—1 '
_ -1 2m 2m—1 om om
Qg2m, Goms1) = (B(——————b - Comy e j cmy 0,500, ..0)),
o0v2---U2m—-2 2m—2
2m—+1  2m-+1 .
(0,..,0,com ™, comi1, 0,40)
me 1
—1 2m 2m 2m+1 2m--1
Q(QQm, QQm_|_1) = <(0, ceny —bzm_]_ g—czm-f'mesz, O, ), (0, ceey O, Com sz_H_,
. 2m—2 .
puesto que —bop,_; Z%"—‘—ic%ﬂ—l—bzmc%% y c2m+1 estdn en el lugar 2m+1 entonces
—
Q . b b2m_1 2m b - 2m 2m-41 __ 1
(Q2m, Q2m+1) = —Uam—1 b Com T 0omComCom =
) : 2m—2 o
por lo tanto . .
c2m+1 —
2m bom—1 2m

n P
- b1 Com + bamCo

Asf hemos probado el teorema (2.4.4) M.

0,..)))




Capitulo 3

Polinomios anti-ortogonales con
respecto a los polinomios de
Charlier o

La meta de este capitulo es construir sistemas anti-ortogonales en térmi-
nos de los polinomios de Charlier. Para esto, usaremos los operadores lineales
Ay V v sus propiedades dadas en la seccién 1.3 del primer capitulo.

3.1. El operadbr'anti—simétrico L.

En esta seccién construiremos un operador anti-simétrico apartir de un
funcional bilineal anti-simétrico en el caso especifico de la funcién de peso

k

o0
plk) = €<

que es debida a la distribucién de Poisson.

Construyamos un funcional como sigue:

Q(f,g9) = (Af,9) —(f, Dg).

Es claro que Q2(f, g) = —Q(g, f). Ademés 2 es lineal en el primer argumento,
en efecto, ' ‘

Qbf + ch, g) = (A(bf +ch), g) — (bf + ch, Ag)
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donde f,g,h € Lf, y b, ¢ € R. Utilizando la linealidad de A se deduce

Qbf +ch,g) = b(Af,g) + (DR, g) — b(f, Ag) — c(h, Ag)
es decir; 7 |
Qbf +ch, g) = b[(Af, 9) = (f, Bg)] + c[{Lh, g) — (R, Ag)]

por lo tanto _
Q(bf + ch, g) = bQ(f, g) + (R, g)-

Por el lema 2.1.2 se sigue que {2 es lineal en el segundo argumento. Por lo
tanto, ) es un funcional bilineal anti-simétrico.

En el caso concreto cuando la funcién de peso p es:

ok
" p(k) = e_aﬁ, _
Construiremos explicitamente un operador L. antisimétrico, tal que Q(f,g) =
(L.f,g), en efecto, ‘
Qf,9) = (f(z+1),9(z)) — (F(z), 9(2)) + (f (), 9(2)) — (f(z),9(z ﬂ(L 1)) )
' _ 3.1.1
Haciendo A = (f(z+1),g(z))—(f(z), g(z))+{f(z), g(\m)) (3.1'.1) se convierte
en:

Qf,9) =A—eY o f(k)glk+1)

tomando i = k + 1, se tiene:
00 oo .o
e % i

0(,9) = 4= 5 -9 = 4- T3 56— 1)

=1 =0

—

De este tltimo resultado se deduce que:

donde definimos

Lef(z) = Af(z) + Af(z)
con Af(z) = f(z) — £f(z — 1). Observemos que ignoramos que L, sea aco-
tado; por lo tanto el teorema de Lax-Milgran no se aplica en este caso.
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Proposicién 3.1.1 El operador L. es anti-simétrico.

Demostracién. Sean f,g € L2 entonces

o] —

(Lef ) = (8+0)f,0) = 3 & 7k +D)g(k) > a 1), F(k=1)g (k)]

Por otro lado tenemos ‘ _ .
(fi=Leg) = —(f, Legy = —(f(z), 9(z + 1) — g(z)) — (f(2), 9(z) — gg(x —1)).

ot k-1

- —azk'f g(k+1) + Z——(ka_l) f(k)g(k—l)

k=1

haciendo un cambio de variable para i = k+1 en la primerasumay i =%k —1
en la segunda suma se obtiene:

o i—1 -

(f,~Leg) = e~ > G e e 3 6+ 1900
luego ) ) | |

(h=bid) == 3 e =20+ 3 G+ o)
.de donde

<ch7 g> = <f7 _ch> L

En seguida veamos que los todos los momentos de p(k) = e~ k, son finitos,
es decir;

E 6—aﬁkm < o0 (312)
En el caso concreto que m = 0 en (3.1.2) resulta:

g eTl—=¢e %=1
k!

k=0

Supongamos que (3.1.2) es cierto para toda n < m, es decir;

o0

Z e”“—k” < o0
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probemos que (3.1.2) es vélido para m + 1, en efecto,

00 . 00 k

Z e~ km—l—l Z e a L™
=0 = (- 1>!

haciendo i =k — 1,

aitl

ie ka Ze_a_ - G+1)™

k:O =0

por el teorema del binomio tenemos que

ie km“—aZe‘“Z'Z _j)lf—az [Ze‘aj—;z‘i]_

k=0 1=0

este ltimo resultado prueba por 1nduC(:1on completa que los momentos son
finitos. ~ '

3.2 - Polinomios discretos ortogonales de Char—

lier

Definicién 3.2.1 ‘Paraa >0 yx € N [os pblinomios discretos de Charlier

son.
z!

ol I ‘n_k'
67(1)@ = EL:« ey P TAD) |

Las relaciones discretas de ortogonahdad que satisfacen los polinomios de

- Charlier son:

< (a) (a) Z e_a—_c(a‘) (a') (:I;) = a,n’n,!(smn. (323)

<C$za)(x)> xl> = 07 1= 07,15 e T —1. ) (324)

&

Los resultados anteriores y la siguiente proposicién se puede encontrar en J.

Arvest, et al. [8] y T. M. Dunster , et al.[13].
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Proposicién 3.2.2 Los polinomios de Charlier cumplen con las siguientes
propiedades:

(1) Do (@) = nel, ()
(2) o (z) = cELJ)rl (:c) + (n+a)d® (z) + anc®. (z)

(3) sAVED (@) + (a — 2) 8¢ (2) + nc® (z) = 0

3.3. Polinomios antie_ortogonales de Charlier

Teorema 3.3.1 Sea Q(f, g) = (L.f, g) para todo f, g € L2. Entonces una fa-
malia de polinomios anti-ortogonales en términos de los polinomios de Char-
lier y con respecto al operador € es:

= 2mamm‘ Z 2”@" ,Cg;)( ) @2m+1 = Cgi)ﬁl(f”)-

ademds
TYm = __Hch—f-lHQ'
a
Demostracién. Sean
2m—1 » .
Qo = cg?q)q,(Q:) + Z bimclga) (=), Gom+1 = CZm-{-l )+ Z b2m+l
k=0 o

nuestra propuesta de polinomios antl—ortogonales donde b2™ y b2m+1 son
constantes a determinar. De la expresién de ¢, cuando m = 0, se tiene
go = 1y de la expresién de ggqy cuando m = 0 resulta ¢; = ¢4(z) + b§. Con
ayuda del lema 2.1.8 calculemos b} y o, entonces debemos tener:

(Le1, ¢ () +b3) = %o
en consecuencia

(L1, () = (A1 4 AL () + b5y = o;

pero Al =0, de modo que

a) T (a
(Lel, (@) = (1= =, (2) +8) =

40
luego
L1 d® (o)) = (15— (% D)y — (Z 5
(Lel, e (2)) = (L bg) = (=, ¢ (#)) = (=, Bo) =0, (33.5)
puesto que (1,¢% (z)) = 0.

En vista que:

== ( e o) =~ ) — e i)

' luego

7= ==l

puesto que ¢f(z) = ¢ —a y =(—a,cf(z)) = 0. Ahora bien, como b} es arbi-
trario, tomemos b = 0, por lo tanto :

= d”(@).
Supongamos qlie m > 1. De nuevo por el lema 2.1.8 tenemos:
(Legom, 7y =0  i=0,1,..,2m — 1,

luego

2m—1 2m—1

<LCQ2m7$ > = Ac(a) Z b2mAC(a) _|_AC(°‘) Z meAC 7 >

de la referencia (1) de la proposicién (3.2.2) y de la definiciéh de A se obtiene

2m—1

<mm&ﬂmﬂl+wZ%W% + e (), o)
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2m—1 2m—1

Zbk c,C ——cém:v—l)——Zbk c,C (z —1),7").

Con el fin de tener los polinomios de Charher solo en la variable z y no en
z — 1, hagamos los siguientes calculos (ver 1.3.2) para todo k:

VA (@) = & (z + 1) — 267 (z) + ¢ (z - 1);

despejando c( a) (z—1)

d?(z—1) = VALY (2} - (z-+1)+26H (z) = VAc(a)( )= A @)+ ().

Ahofa bien,
ze (z — 1) = VALY (z) - 2 (z) + zc (z),
Utilizando la aﬁrmacién (3) de la proposicién 3.2.2 se sigue,
acc,(C Nz ~1j=—(a- 2) AL (z) = ki (z) — 204 (2 )+ zc (z);
reduciendo términos

2c® (z — 1) = —aAd?( ‘) - kc(a)( ) —l—xc(a)( ),

y de la afirmacién (2) de la proposicién 3.2.2 se 81gue

2 (z — 1) = —aAd? (z) — kb (z) + c,(ﬁl(x) + (k+a)d? (z) + akcd®, (z).
Luego de la afirmacién (1) de la proposicién 3.2.2

269 (2~ 1) = —akc® (z) = kel (@) + o (@) + (b + @)l () + akc?, (= )
y finalmente se tiene:

2l (z — 1) = ac (z) + ¢, (2).

Entonces

2m—1 C ome1

<LCQ2m7 > <2mcgm 1 +]€ Z bk Ck 1 C(a) + Z bk Ck ,
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1 2m—1 2m 1 ( )
(e (@) — (@) = > B Z bzmck‘:il )
k=0
y finalmente: '
( 2m—1
(Leom, 2°) = <2mcéi,1 [(z) +k Z bimci‘”l z’).
-1 @ & o @ -
+(7ch+l Z el (x),2%) =0 (3.3.6)

para iz' =0,1,...,2m— 1. Haciendo el anélisis para ¢ = 0 en (3.3.6) se obtiene:
om—1 |

(Lc‘hm; 1> = <2mcg(:2b_ + k Z meC(a)

A _1 1 2m—1"
H— (@) = = > B” 2‘21@) 1)=0
k=0

Por la ortogonahdad de los polinomios de Charlier, s6lo nos queda en la
primera suma el término cuando k£ = 1, entonces

(Legom, 1) = 02" (2),1) =0  m=1,2,...,

v puesto que (i (z), 1) # 0 se tiene

B = 0.
Ahora bien, sean m > 1y s € N tal que 0 < 25 < 2m — 1; luego haciendo el
analisis para i = 2s en (3.3.6) se infiere: :

2m—1

(Legom, @) = (2meci_, (a) + Z 5772, (a), 0

Zml 'Y

-1 m
+{(— - P (2) Z b2 c,(:ﬂzl %) = 0.
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Debido a la relacién de ortogonalidad de los polinomios de Charlier, sélo
nos quedan dos términos, cuando k¥ = 2s + 1 en la primera suma y cuando
k =2s —1 en la segunda suma, asi tenemos la expresién siguiente:

s m m s 1
<LCQZm7x2 > = <(25 + 1)b§s+lc§s+17 2 >— g(bgs 1CQs (x) ZIT > 0.

Puesto que (¢ (z),2%) # 0 tenemos la siguiente relacién para los coefi- -

cientes impares

m 1 2
b§s+1 (28—+'1)bz7sn-1

de esta tultima relacién se deduce que
b2$+l_ $=l,...,m—1

puesto que b3™ = 0. Supongamos que m > 1y s € Nestalque 0 < 2s+1 <
2m —1 entonces tomando ¢ = 2s + 1 en (3.3.6)

2m-~1 .
<LCQ2m7 2t = (2mcgﬁb NOER: Z bimcl(ca1 25+1>

1 @ 2m 1

' +<‘a—czm+1 Z b k+1 ), %) =0 _

" De la ortogonalidad de los pohnomlos de Charlier, nos quedan dos términos,

cuando k = 2s+ 2 en prlmera suma y cuando k = 2s en la segunda suma;
asi tenemos que:

. .
<Lc€/2m: 2s+1> ((2s + 2)b25+262s+17 x28.+1> - 5<b2mcé?+1: x25+.1> =0.
Por lo tanto la relacién entre los coeficientes pares es:
b3 = 20(s + b5ty s =0,1,.,m—-2 m>L (337)

Supongamos que m > 1 y hagamos el anélisis cuando 7 = 2m — 1 en (3.3.6)
entonces:

2m—1

<ch2m7z2m—l> <2m62m 1 + k z bimcl(ca)l 2m—1>
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-1 : 1 2m—1
+< Cg;)?z-l-l( )— = Z by 121(37) ") =0
a a
Teniendo en cuenta la ortogonalidad de los polinomios de Charlier nos queda:

(Leom, 5™™71) = (2md)_ (2), ™) — <bzm 2o (%), 2”71y = 0

luego,
bam_, = 2am. (3.3.8)

Puesto que los coeficientes impares se anulan, de (3.3.7) y (3.3.8) se sigue:

Gom —c2m(x)—l—2amcgz2n y(= ) +2%a*m(m— l)cggn (@ z)+ .. +2"amlc® (z),

“que se puede escribir como:

m
‘ 1
Qom = 2mafnm! E Z”ann!cg}) (z).

Calculemos ahora los coeficientes’ para los pohnomlos anti-ortogonales im-
pares en efecto;

(LeGomer, ) =0  i=0,1,....,2m — 1.

Entonces

(Legomar, 2') = g?%-u ZmeHAC(a) +Ac2m+1 +szm+l/\0k (2), ')

k=0

de la afirmacién (1) de la proposicién 3.2.2 y de la definicién de A se sigue
ahora -

(Leoma1, T°) = ((2m + 1) (x) + C2m+1 )tk Z b2m+1cl(ca)1 )

2m - 2m

a z i
+(Z B L@ () — = Z bz”f”rlc,(ca) (x—1) - —cg‘:,)m( - 1),z

k=0 k=0
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y sustituyendo a c,(ca) z—1)yacd? 4 (z—1)

(Eimss, 2 = {(2m + 1)e)(2) + s x>+kZb2m‘ s (@), 2°)

2m 2m 2m

| 1 1 (a 1 .
+<Z«bzm+lc§fa) (x)—z B c’(ca) @‘g Z b +1cl(cJZl (x)%éiiﬂ (z)— C:(zfa)wz (z),2");

© k=0 E=0 k=0
reduciendo términos

a a m a 1 a )
(Legamsr, &) = ((2m+1)ci (@ >~—cén1+2 +Zb2 “k“(>——c,£ll< o)l,a).
k=0 :

Finalmente:

' ; a ! @
(Leaman, 2°) = ((2m + 1)ei (2) = ~cim5(2), 2°)

2m ’
a 1 a i
3 B e, (2) — _c,g jl( ), 2% = 0 (3.3.9)

para i =1,..,2m — 1. Haciendo el andlisis para i =0 en (339) se obtiene:

(Legoms1, 1) = ((2m + 1)k (z) — —céii+2 (2),1)

™ 1
ZbZ ke (a> - —ckﬂ(x)] 1)=0;.
de la ortogonalidad de los polinomios de Charher, se sigue
(Legomer, 1) = (87 (2),1) = 0;

luego, ‘
p2mtl = Q. : (3.3.10)

Ahora bien, seam > 1y s € N tal que 0 < 25 < 2m —1, hac1endo el anélisis
para i = 25 en (3.3.9) se deduce:

» [+ 1 a
(Leomsr,a%) = ((2m + 1)) (2) = =i 12 (2), 7%)
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2m
a 1 2s
Qi ke, (@) ~ —¢h (@), 2%%) =0

debido a la ortogonalidad de los polinomios de Charlier, nos quedan dos
términos, cuando k = 2s + 1 en la primera suma y k£ = 25 — 1 en la segunda
suma; es decir:

(Lefomer, 2%°) = ((25 + )b (x), 22 — <b?m+1 @) (z),2%) =0,

luego

me—I—l ;me—l-l
2$+1 - (28+1) 2s—1 >

De esta tltima relacién y de (3.3.10) se deduce
Bril=0,  s=1,.,m-1 (3.3.11)

Sean m > lys € Ntalque 0 < 2s+1 < 2m — 1 y tomemos 1 = 25 + 1
(3.3.9) se sigue: .

(Letomin, 2*) = (2m + 1) (2) = ~efa(0),5)

1 ¢, '
Z b2m+1 ke (a) _ _c](cll ()], $25+1> -0

De la ortogonahdad de los polinomios de Charlier nos quedan dos términos,
cuando k£ = 2(s + 1) en la primera suma y cuando k = 2s en la segunda
suma, es decir;

1
(Leama, 57) = (2(s+1)b30 655 (2), 2% ) == (BT e (1), 277) = 0

resulta que:

bt = 2a(s + 1)b§gﬂ) s=0,1,..,m—2 m>L (3.3.12)

Ahora bien, cuando 7 =2m — 1 en (3.3.9) se tiene: *

(Leamsr, 2°77) = ((2m + D (a) - —cé‘;1+2<x> 2™
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2m 1
+Q B ke, (@) = ~4 (@) 2m-l> =0
k=0 '

De la ortogonalidad de los polinomios de Charlier nos quedan dos términos,
cuando £ = 2m en la primera suma y cuando &k = 2m — 2 en la segunda
suma; entonces:

<LCQQm+17$2m_1> - <2mb2m+lc2m 1(.’,5) ‘sz 1> <bg%+%cgi2b 1(517)’, m2m—1> = O>

de donde resulta:
' b3t = 2ambam (3.3.13)

Entonces de (3.3.10)-(3.3.13) se sigue:
Gomst = i (2 HER T () + 20T ) () A2 I e ()
y tomando 557%! = 0 se obtiene:
Gt = i (2]
Por otra parte, calculemos 77,; para m =1, 2, ..., entonces

Y = QGom, Gemt1) = (Le@om, Gomr1) = (Dgom + Adom, Goma1);

luego

2ranrn! C2n

= (B (A Y o >)+A(zmamm'2 £@), 2 .(@);
n=0

por la linealidad de A y A se sigue

m m '
m 1 1
T = ((270mml Y = A (@) + (27 ml Y e A (3)), i (0));
" n=0 ) n

|
0 2naq"n!
por la deﬁn1c1én de & Y A se sigue

Qan?z) 1 (2), 02m+1($)>

m
Y = (2™a™m! Z

2naqnn!

2mammlz 2”a”n' 277, 2mamm'z g ,cgif (z—1), C2m+1( ).

48
Luego
Y = (270 Z S '2nc§i3_ + 2mamm'z g “n' &) (2), i (2))

S a
—@2mamm z o [0(e) + 2 @) c;%H(x»-

ydela ortogonalidad de los polinomios de Charlier se sigue

__<02m+1 (z), cg:r)z-}—l (2)),

es decir;

!
===l W




Capitulo 4

Polinomios anti-ortogonales con
respecto a los polinomios de
Meixner |

4.1. El operador anti-simétrico L.

En seguida construiremos un operador anti-simétrico en Li en el caso

concreto de la funcién de peso p(k) = i—],c(fy) k, & partir de un funcional bili-
neal anti-simétrico .

Sean f,g € L2 y € como sigue:

donde Jf(z) = 5f (x —'1). Es claro que J es un operador lineal y € un fun-

cional bilineal tal que Q(f, g) = —Q(g, f).

Ahora construyamos a partir de este funcional un operador anti-simétrico
en el espacio L2. En efecto, '

0(f,0) = (J£,9) — (£, Jg) = (T, 9) Z%f ~0Z ).
k=0
haciendo el cambio de variable i = k — 1
2 (i+1) G+l
Qf.9)=(Tf9) =Y, D96 oy (e
. i=0 )
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De este tltimo resultado se infiere que

f,9) = (Lyf, 9),

donde por deﬁn1c1on

L,f(z) = %f(x —1) = (@ +)f(z+1).

Proposicién 4.1.1 El operador L., es anti-simétrico.

Demostracion. Sean f,g € Lf,, entonces

(Lofig) = GHe =1~ @+ )i+ D).0(@)

luegd

(Lafi0) = 32 Bl = Vg8 0 = S+ )7 + Vo 2 )
y entonces | L
(Lafig) = 35~ Vg0 L (= 3 1+ Va0 (s

Por Qtra parte .
(f,Lyg) = (f(2), %g(m —1) = (& +7)g(z +1));

se sigue

kz% —l.ﬁ(V)k“Z(k'F'}’)f(k) (k+1)i]:( i

k=0
haciendo los cambios de. variable i = k — 1 en la primera suma e i = k+ 1
en la segunda suma se tiene

Wi (i -

i=—1 =1

por lo tanto

(£, L,3) ,me (72+1—Zfz—1 (f_zi)mi;

luego (L. f,g) = —( an,g) es decir, el operador L, es anti-simétrico WM.

= 3 410000 ;2 = D= D6 0000 o (s
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4.2. Polinomios ortogonales de Meixner

Definicién 4.2.1 Sean v y 8 nimeros reales tales que v > 0 y 0 < 8 < 1.
Entonces los polinomios cldsicos de Meizner son:

M) (z) = (%) Zi: Wﬁ%w + E)n(z — k+ 1) (1 — %)

donde n > 0.

Los dos resultados siguientes sobre los polinomios de Meixner se pueden en
contrar en J. Arvesi et al.[8] y Maria Alvarez, et al. [10]. El hecho que los
momentos con respecto a p son finitos se afirma en A.rnold F. Nikiforov, et
al.[3].

Proposicién 4.2.2 Los polinomios de Meizner cumplen con la relacidn tres
recurrente

%GM,(L7"3) (z) = Mﬁf)(x)—k( (\1 _‘1_?);_ ﬂ7>M(7,5)(x)+(n5(n - 1‘+ ’Y))M(%ﬁ)

para toda n > 0, agqul Mé’y’ﬁ-) (z)y=1y Mgfﬂ) (z) = 0.

Proposicién 4.2.3 Sea v > 0 y 0 < 8 < 1. Entonces los polinomios de
Meizner satisfacen las siguientes propiedades:

1-0

n

%VM,W(I):M,W@H(ﬂ—f—l)a— - )M<"fﬁ>< ) (4.2.2)

4.3. Polinomios anti-ortogonales de Meixner

Teorema 4.3.1 Sea Q(f, g9) = (L, f, g) para todo f, gbe L% . Una familia de
polinomios anti-ortogonales en términos de los polinomios de Meizner con
respecto ) es:

2767 ml(y + 1) 2m,2) = (8-1)* M(%ﬂ)

v

Gm(T) = (8—1)m ;O 225ml(y + Dangy” @)

n—1 v

() AMeO(@)y = P @)+ (RN MED@) (a21)
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s (3) = M2 (2).

Ademds (1 8
Ym = —ﬁ‘—HM;nfﬂ(x)Hz,

donde m=0,1,2..., (v+Domsy =+ 1)(v+1+2)..(y+1+2m —2).

Demostracién. Proponemos

2m—1

G (z) = MU (@) + 3 a@mm (@)
k=0

2m
3 }/3 | .
G (@) = M2 (2) + 3 &2 M) ().
k=0 :

donde di™ y &y son constantes por determinar. De la expresién de q2m( )
se deduce que gg = 1. Luego de la expresién de q2m +1(2) la forma de ¢] =

" M (z)+d3, calculemos d} v 7, con ayuda del lema 2.1.8, entonces debemos

tener:
. (L1 q)) =,
de donde

= (L1, M) (2) + db) = <— (o), M) £ )

= <-§—;M£m<x>> + <§, &) — ((z +7), M2 (@) — (& + ), d3)
= <§ — 2, MO () + <§, db) — (v, MO (2)) — (2 + ), db).-
Puesto que (v, M (z)) = 0 se sigue
0= (5 -2 MIP@) + (G dh) - (@ +7),dby.

Ahora bien, calculemos {(z + ), d}); entonces *

B oo ,Bk v B oo 1,6_k '
((5+7),do) = Y db(k + ) () = D db (e

0
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Por otra parte tenemos que

k i
Z dtl)ﬁ i, (7he = Zd 7)k = d; Z f! (Vi+1,

=0
aqui 7 = k — 1. Por lo tanto:
1

— 5 ; (1,
—5~) b MM (&)

z

0= (G- M) = (257

g
puesto que (%) {~, Ml('y’ﬁ ) (x)) = 0; luego

)iz, M @) + (

= (555) @+ 7 M0 = (F52) 00, 1 0)

es decir

O CNAETE

y d} es cualquier ndimero real. Para fines précticos tomaremos dj = 0 y en

consecuencia ¢, = M; 79 ().

Calculemos el resto de los polinomios anti-ortogonales. Por el lema 2.1.8
debemos tener:

<L’qum7xi> = 07
param=1,2, ... yi=0,1,...,2m — 1. Entonces
: 2m—1 )
(Lo (@), 2%) = (LMD (@) + Y L, M) (@), 5°);
k=0

luego

(Ly@dn(z), ) = <§M§7f> (—1) ~ (v +2) M (2 + 1), 2°)

2m—1
T .
-+ Z dim(EM,E%ﬁ)(x -1)- ('y—i-x)M,g%m(x +1), 2.
k=0 ’ :
Para no hacer engorrosos los célculos, hagamos éstos por partes, calculando

la siguiente expresién para toda k € N. Sea

1= 2M{7 @ ~1) = (y + 2) M (o + 1)

o4

puesto que _
AMID (z) = M) (2 + 1) — M (2)

Y 8) (7.8)

/ VM (@) = M (@) = M7 (@ - 1),

se sigue

1= M7 (@) = ZVMID () = (r+ DAMT 3] = (7 + )M a),

multiplicando y dividiendo por k el segundo y tercer término tenemos:

I= %M,g%m (x)—% ZVM D (z)| - k[w Z 2 A M) (g )|~ ()1 ).
Luego de (4.2.1) y (422) ,
1=2M00) - S[M00 @)+ (755) A -y - M)
K00+ (LR M @) - @ M)
entonces
1= M0 (0) - SMPP )~ () -7 - DM@
_legvﬁ)(x) . k(k _1'_2/5 1) 7”3)(:6) (:v —i—’)/)Mhﬁ (z);

reduciendo términos

g g-1

Por otra parte, por la relacién tres recurrente tenemos que (ver proposicién
(4.2.2))

(S52)emo @) = (52) iz o) + (LI ayiron

I (};—5)33%5’”") (2)— (k(ﬁ +1)+ ﬁv))Mlgm (x)+2k(k +7- 1)M]§1,1ﬁ) ().




%)

entonces

I= (%@)Mérf) (z) + (k(/B + 2 + ﬁ’Y))M]g%ﬂ) ()

_k(k —1+19) M}gv,f)(@__(k(ﬂ +1)+ 57))M]§%ﬁ)(x)+2k(k t7—1) M]g%,f)(x)_

(6-1) G

Nétese que el segundo y cuarto término_se anulan, luego

1— k(k—1 2k(k + vy — '
1= (G M) - e P o)+ ZED =y

y de Iiuevo reduciendo términos
1-3 k 8
I= (2 MED@) + 5 (k47 = DU @),
IS 1
Entonces

) = (220390 )+ 22 om = DM (), )

7

2m—1 : :
k . B

+ Z (BB 9 ) Gk = DM (0),5) = 0, (433)

param=1,2,..yi= 0, 1,....2m — 1.

Haciendo el anélisis para ¢ = 0 en (4.3.3) se tiene:

g—1 om
(L@, 1) = <(—ﬁ—>M§;¢;ﬁ2 (@) + g Cm+7-1) MG, (21,1
2m—1 ‘
*2 i Mél’?( )+ 5By =MD (@),1) = 0;

B_

de la ortogonahdad de los pohnomlos de Meixner sélo nos queda el termmo -

cuando k =1 en el segundo término de la suma, es decir

. d2m,y
(Ly@hns 1) = Gy (M5 (@), 1) = 0

56

y puestoque y>0,0< <1y (Mé%ﬁ) (x),1) ;é‘O se infiere:
b =0, m=12,.. (4.3.4)

Consideremos que m>1ys & Ntal que 0 < 25 <2m —1, ha(:lendo el
analisis para i = 2s en (4.3.3) se deduce:

s 6—1 ¥ 2m ’ s
() = o o)+ 2 om+ 7 - MG (), 5%)
2m—-1 - ‘ L : '
+ Z " Mzglf)( )+ ﬁ_——l(k v = D)MID(2),2%) = 0

luego, de la ortogonahdad de los polinomios de Meixner sélo nos quedan dos

términos, cuando. k = 2s — 1 en el primera suma y cuando k = 2s+ 1 en la -

segunda suma; por lo tanto

(Logd, 2>—d§T1(1;ﬁ)<MW>< ), %)

(25 +1)(25 +7)

R (M (@),9%) = 0
debido a que 2s+ 1 #Oy 2s + v # 0 ya que s € N se tiene:
d _ <6 — 1) d2m
2T 325 1) (25 4+ y) 7t

param=2,3,...y § = 17 ..., m — 1. De esta dltima relacién y de (3.5.16) se
deduce que ' :

d2s_|_1 = 0 S = 1 - 1
Obeservemos que hasta aqui tenemos’ que todos los coeficientes impares de
Gom Se anulan.
Continuando con este anélisis, supongamos,qlie m > 1y s € N tal que
0<2s+1<2m—1, entonces tomando ¢ = 2s + 1 en (4.3.3) se tiene: -

s g—-1 , 2m s
(L@, 257 = <%M§Xni’l<x>+—,;:—l—<2m+v—1> (@), 2%
2m—1 k ) '
+ Z a0 + gty = DMID (@), 2% =0,
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luego, por la ortogonalidad de los polinomios de Meixner, nos quedan dos
términos, cuando ¥ = 2s en la primera suma y cuando k =2s+2enla
segunda suma es decir

s m 1- 5 s s
(Lg% = a2 LB agr0) gy 2oy

g
m (25 +2)(25+1+7 , s
e, DB 1400, a2y <
debido a que 2s +2 # 0, 2s+1+7v#0, ( éz_fl) (z), z%t1) #£ 0 se tiene:
(1—5) m (25 +2)(2s+1+7)

2m
d25

luego la relacién para los coeficientes pares de los polinomios anti-ortogonales

de grado par es:
28(s+1)(y+2s+1)

(6—1) ’

dg _d2s+2 (4'3'5)
param=2,3,...ys=1,..,.m—1.

Para el ultimo caso de este andlisis supondamos que m > 1 y tomemos
i=2m —1 en (4.3.3) luego .

» — 6 -1 2m ) . , —
(g, a ) = (21 3 : Mp2i (o) + 5= m o+ y = DM (), 27
2m—1
2 D0y + Gkt = DM (@), = 0

como consecuencia de la ortogonalidad de los polinomios de Meixner sélo nos
quedan el segundo término y el primer término de la suma cuando k = 2m—2,
es decir

(Lo 5™ = g_ﬂ@m oy = UMD (), 22

v 18 ﬁﬁ) (ML) (@), &) = 0
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esto significa

2mﬂ(2m -+ 'y -1).

an = G-1° m=1,2,.. - (4.3.6)

Finalmente de (435) y (4.3.6) se infiere

Qmﬂmm‘ (”}’ -+ 1)2m,2

— M )+ PTG o T e g0 ),
" que se puede escribir-como: |
[ 27 8mml(y +1) 2m,2) - 1)* MOB
- . ().
‘ QZm(x) (13 _ 1)2m Z Qnﬁnnl(ry + 1)(277,,2) ( )

Por otro lado, calculemos los coeficientes para los polinomios anti¥ortogona1es
de Meixner de grado impar. De nuevo por el lema 2.1.8 debemos tener:

Lg) ..,z =0 1=0,1,...,2m — 1. '
Yi2m+1 .

Entonces

(Ly@r (2), 2% = (L, MEE) (z) +Zd2m+1f: M (), 2
k=0

luego

(Lo @pr (), 2%) = <5M§;1;5?1<x — 1) — (y + 2) MG, (w + 1), 27)

+ Z d2m+1 (’7 5)( —1) = (y+ I)Mé%ﬂ) (z + 1), af)
Por los calculos anteriores se sabe:
1-— ok
L1 (=1~ () M0 (@41) = (A2 2 MGD (@) (pr-1) 40D ),
B B g—1
*

luego:

. 1 2m+1 .
S ) - )8, (2) + 200 (om 4 ) M5 (), o)

g—1




59

+ Z gl Uy )+ (k7= DM (@),0%) = 0, (43.7)

8-
parat=1,..,2m — 1.
Haciendo el anélisis para ¢ = 0 en (4.3.7) se tiene:

2m—+1
5—1

<L7q;m+1, 1y = <(5 —D 08, () + 2 L o 1 ) 800 (@), 19

m 1) , |
+Zd2 +1< M;&lf)( )+_1(k+7_1)M]§ff)(x),l>:O‘;

13_

de la ortogonahdad de los polinomios de Meixner, sélo nos queda el término

cuando k£ =1 en el segundo término de la suma, es decir

. d2m+1 ( B)
' (qu;mﬂ’ 1) = = <M " (z),1) = O

puestoque vy >0,0< <1y (Mé'y"@) (z), 1> # 0 se deduce:
Bt =0 m=1,2.. (4.3.8)

Consideremos que m > 1y s € N tal que 0 <25 < 2m— 1, hac1endo el
anélisis para 7 = 2s en (4.3.7) se obtiene:

(IB;DMz(Z;f_)Q(I) n 2m+1

Go1 em M0 (@), %)

C <L’7qgm+l7x23> = <

2m ’
+> d +1<T)M£15> (@) + g7+ 7 = DMV (), 2%) = 0;

luego, de la ortogonalidad de los polinomios de Meixner sélo nos quedan dos
términos cuando k£ = 2s — 1 en el primera suma y cuando k = 2s + 1 en la
segunda suma; por lo tanto :

(L) = 2 a0 ) %)

ome1 (28 +1)(25 4+ 7)

(M2 (z), %) = 0;

d
25+1 A /6 _ 1
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debido a que 25 +1# 0y 25+~ # 0 ya que s € N se tiene:

d2m+1 — (/6 - 1)2 | 2m-+1 s=1 .. m-=—1.
2s+1 ,8(284—1)(25—}-7) 2s~1 PR

De esta tltima relacién y de (4.3.8) se deduce que

om-+1 _ 0 _
d2$+1 = S—l,...,mf 1.

Observemos que estos dos tltimos resultados nos dicen que los coeficientes

impares de gam.1 SON cero, excepto dami.

Supéngamos quem >1ys € Ntal que 0 < 25+ 1 < 2m — 1, entonces
tomando ¢ = 2s + 1 en (4.3.7) se tiene: :

2$+1> <(,3 )M(’Yﬁ) + 2m + 1

MR () + g (2m e+ )M (@), 55 )

<L'ngm—|-1: z

2m ) .
™m -1 ]
+3 a0 + oy - M@, ) =

8-

luego, por la ortogonalidad de los polinomios de Meixner, nos quedan dos
términos cuando k£ = 2s en la prlmera suma y cuando k= 2s + 2 en la
segunda suma, es decir

1 —
2st) d§?+1———< B) () (a), 2+

B

: (Ly@oms1, @

L pm (28D 2s+1+7)
25+2 51

yaque2s+2+#£0,25+1+v#0, (M. é;yfl)( ), *F1) 3£ 0 se tiene:

d2m+1 (1 ﬁ) d2m+1 (28 + 2) (23 + 1+ 7) =0
6 25+2 ﬂ -1 .

Luego, la relacién para los coeficientes pares de los polinomigs anti- ortogonales
de grado impar es:

Q2+l = gl 26(s +(lﬁ)(_7$225 - 1)7 ' (4.3.9)
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param = 2,3,..y s = 1,..,m — 1. Asi pues, supongamos m > 1 y veamos
que pasa cuado 1 =2m — 1 en (4.3.7):

e Bg—1 2m+1 i
(Lo, 2 = (L2 5 L0130 + L o ) MG (), 07
+Zd2m+1 Ca S TREE )+—(k+7 DM (@), 27 = 0;

como consecuencia de la ortogonalidad de los polinomios de Meixner, sélo

nos queda

: m— ™m 2 m—
Ly, ™) = dBR T (2mt o (M, (z), 22y

Bt P @), 0 =0

luego

d§m+é d2m—|—1 2m6(2m+ i 1)

Entonces de los resultados de (4.3.8)-(4.3.10)

m=1,2,... (4.3.10)

'~ ;/8 , 2\
ey = Ménzﬁl () + a2 M ()

ma120m(y +2m—1) 5 mar1 2787l (y + 1o, \
dz +1 (5__1) Mf§7n )2( ) d2 +1 (5—1)2m 2 2Mé7’ﬁ)(x).

Luecro hamendo d2mtl = 0 tenemos que:

Por otro lado, tenemos que
Ym = Q(Q2m>-€12m+1) ='<LVCJ2m7 QZm+1>

2m16mm| ,), + 1 (2m 2) 2n

Ym = <L7< : (,3 _ 1 2m Z 2n5nn| ’y-l— 1)(2n 2) ;ﬁﬁ(@):M;rfﬂ(x));
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y por la linealidad de L,

_2mErmly + Demy i~ (L= 8)™ 8 8
me - < ) (ﬁ _ 1>2m ; 2”6"?1‘(’)/ + 1)'(2'” 2)L <M7 ( )) ) M;m+1(x)>

Ahora bien, hagamos

2B m (v + 1) 2m,2)

Gm =
(G-
y. ‘ |
g =™
" 277',3”77,!(’)’ -+ 1)(277,,2) '
entonces

GZHL( ), M3 )

luego, de la deﬁmclon de L7 se inflere
= (Gm ZH MO @1~ @ )M (@ + 1)) MR,

y por el célculo de I se sigue

1= (G > o[ S MGD @) 4 5 n - DM )] ML)

debido a la ortogonalidad de los polinomios de Meixner s6lo nos queda el
primer término de la suma cuando k = m, es decir

1-06
TYm = ( ﬁ )<M2(Z'Z-ﬁ|—)17 MZ(Z:;-)l)

por lo tanto

w= A2 -




Conclusion

En este trabajo se introdujo el concepto de sistema anti-ortogonal en es-
pacios con producto interno. Se vio que el estudio de estos sistemas estd muy
relacionado con la teoria de operadores lineales anti-simétricos sobre estos
espacios. Hsta generalidad nos permitié estudiar sistemas anti-ortogonales
que no estdn compuestos dnicamente por polinomios.

Para la existencia de estos sistemas anti—ortogonales, como se ha visto en esta
tesis, el funcional bilineal 2, su operador lineal anti-simétrico y el sistema
linealmente independiente seleccionados deben satisfacer algunas relaciones
a priori que permitan usar de manera eficiente el lema 2.1.8. '

Un punto importante que se ha visto en esta tesis, es la falta de unicidad de
los sistemas anti-ortogonales; puesto que en el caso de los polinomios anti-
ortogonales con respecto a los polinomios ménicos de Hermite, se vio que

‘teniamos libertad para escoger las funciones u v ¢ en la construccién del o-

perador L,; ademds podiamos elegir arbitrariamente algunas constantes. En
el caso discreto también elegiamos arbitrariamente algunas constantes para
obtener un sistema anti-ortogonal. Asi pues, los sitemas anti-ortogonales no

son unicos.

Nosotros esperamos que esta teoria pueda ser formalizada ain més y que
esto a su vez permita una mayor aplicacién a teorias como:

1. Las férmulas de cuadratura para aproximar intergrales.

2. La aproximacién de funciones meromorfas usando un andlogo anti-
simétrico de los aproximantes de Padé.
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