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We have seen that computer programming is an art,
because it applies accumulated knowledge to the world,
because it requires skill and ingenuity, and especially
because it produces objects of beauty.
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INTRODUCCION

Hoy en dia, el investigador que se dedica el estudio de sistemas coloidales puede
estudiar sus propiedades a partir de tres herramientas basicas:

1. el experimento
2. la teoria
3. la simulacién computacional

Dichas herramientas se complementan entre si, dando lugar a una mejor descripciéon y
comprension de la naturaleza del sistema bajo investigacién. Sin embargo los algorit-
mos de simulacién demandan muchos recursos y costo de computo. En este sentido
buscamos mejorar los esquemas numéricos involucrados en la técnica de dindmica
Browniana. Con el fin de presentar el problema que nos planteamos con este traba-
jo de tesis, y como lograremos nuestra propuesta de solucién, dividimos el capitulo
en tres secciones: (i) presentacién del problema de interés cientifico, (ii) objetivos y
(iif) metodologfa.

1.1 PRESENTACION DEL PROBLEMA DE INTERES CIENTIFICO

Actualmente, los sistemas coloidales son de gran interés industrial debido a que mu-
chos productos que usamos de manera cotidiana quedan dentro de esta categoria,
esto ha provocado que diferentes sectores de la industria, enfoquen sus esfuerzos a la
investigacion de sus propiedades dindmicas y estructurales, con el fin de mejorar la
calidad en sus productos. No obstante, los sistemas coloidales son modelos recurridos
por cientificos de varias dreas, como la fisica, quimica, biologia y biofisica, por citar
solo algunas. Quizd, esta combinacién de interés practico y cientifico, es lo que ha
motivado a quienes los investigan, pues se pueden estudiar a partir del experimento,
la teoria y la simulacién computacional.

Lineas arriba, al hablar de sistemas coloidales, nos referimos a aquellos sistemas con
las siguientes caracteristicas: (i) estdn formados por particulas (coloides) suspendidas
(o dispersas) en un medio huésped denominado solvente. De tal manera, que los coloi-
des son particulas de tamafio y masa, mucho mayor que las particulas que componen
al solvente y (ii) presentan movimiento Browniano, es decir un movimiento térmico
azaroso provocado por las mdltiples colisiones que ocurren entre los coloides y las
particulas del solvente.
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Por otra parte, la simulacién computacional, permite estudiar propiedades que son
dificiles o imposibles de medir experimentalmente, tales como la energia libre o el
potencial quimico de un sistema. Ademads, hace accesible investigar condiciones que
experimentalmente son muy dificiles de alcanzar, por ejemplo, los niveles altos o bajos
de temperatura y presion. Por ello y otras razones, esta herramienta juega un papel
importante en la retroalimentacién con hipétesis, teorias y experimentos.

Una de las condiciones necesarias para trabajar con simulacion, es que el sistema
coloidal se encuentre en equilibrio termodindmico [23]. Ademads, si se conoce el po-
tencial de interaccion, entonces las propiedades dindmicas y estructurales del sistema
quedan determinadas, por como interaccionan las particulas. Esto permite predecir y
controlar el comportamiento de una suspension coloidal. Es importante sefialar que
los potenciales de interacciéon pueden escogerse con anticipaciéon de acuerdo al siste-
ma real que se desea modelar, ademds de que se tiene la posibilidad de seleccionar
desde potenciales de largo alcance puramente repulsivos hasta potenciales atractivos
de muy corto alcance [15].

En el método de interés, el de dindmica Browniana (DB), no se consideran las par-
ticulas del solvente en la simulacién, en su lugar, se trabaja con los efectos sobre el
soluto (particulas coloidales), los cuales estdn representados por una combinacién de
fuerzas aleatorias y términos relacionados con la friccién. Con esto, se calculan las
trayectorias en espacio fase para un coleccién de particulas que individualmente obe-
decen una ecuaciéon de Langevin. Por ejemplo, considerando una particula en una
dimensién espacial, la descripcion de Langevin es la siguiente:

% — BDF+ D&, (1.1)
donde
X | posicion a tiempo t.
D | coeficiente de difusion.
B= k;T kg la constante de Boltzmann, T temperatura.
& | ruido Gaussiano.
F= —% es la fuerza en un potencial U .

Si se quiere generalizar al estudio del movimiento a N particulas en tres dimensio-
nes espaciales, entonces se hace uso de 3N ecuaciones de Langevin acopladas
dTij D

1
dt et v TP (12)
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dénde
i=1...N | etiqueta las particulas

j=1,2,3 | etiqueta a las componentes del vector de
posicién para la particula i en R3, vy = (i1, Ti2, T13)
D | constante de auto-difusion de particula libre
Fi; | representa la fuerza total de la particula i, debida a la
interaccién con las otras particulas en la direccién j,
en un potencial aditivo a pares V(r) y dada por
Fij ==ViU(rN) ==V ) V(iri—15))
i#j

El conjunto de ecuaciones en (1.2) constituye la descripcion estocastica de N particu-
las que evolucionan en tiempo y espacio. Asf, la fuerza sobre cada particula Browniana
consta de los siguientes términos: una fuerza sistemdtica debida al potencial de interaccién

mds cualquier otra fuerza externa que pudiera estar presente y una fuerza aleatoria que
tiende a incrementar la energia de la particula *

La ecuacién de Langevin ha resultado un punto de partida para entender los meca-
nismos difusivos en suspensiones coloidales [10]. Sin embargo, encontrar soluciones
analiticas a la ecuacién de Langevin es practicamente imposible, lo cual justifica el uso
de métodos numéricos para EDEs. En una simulacién, es de interés el desplazamiento
de las particulas. En esta direcciéon Ermack y McCammon presentan en [12] el método
que hoy se conoce como el CBD, el cual para la ecuacién (1.1) se puede escribir como

[6]:
D
x(At) =xo + TFAt +To. (1.3)

En la ecuacién (1.3), el término Iy representa un desplazamiento aleatorio con una
funcién de distribucion Normal de media cero y varianza (I (At)l5(At)) = 2DAt. El
algoritmo es simple de implementar pues su estructura es similar a la de un Euler cla-
sico para una ecuacion diferencial ordinaria (EDO). Sin embargo, su implementacion
implica utilizar pequefios pasos de tiempo, dando como resultado, una simulacién
costosa computacionalmente, que involucra pocas particulas y una descripcién de la
dindmica en pequefias regiones temporales. De esta forma, aquellas cantidades fisicas
que dependen explicitamente del tiempo, como el desplazamiento cuadréatico medio,
s6lo pueden ser exploradas en escalas de tiempo relativamente pequefias. La inten-
cién de nuestro trabajo va encaminada a la posibilidad de desarrollar algoritmos que
mejoren este escenario, particularmente algoritmos que nos permitan realizar simula-
ciones en escalas temporales mas grandes. Esto tltimo, es de particular importancia
para el estudio de la dindmica coloidal, ya que ésta presenta un comportamiento
no-mondtono en el tiempo y, dependiendo de las condiciones fisicas, quedan caracte-
rizadas sus propiedades dindmicas.

Por lo tanto una de las caracteristicas deseables para los métodos empleados en
la simulacién es que sean estables para tamaifios de pasos lo suficientemente grades At y a
la vez tengan una forma simple, de tal manera que no representen un costo significativo de

1 En las formulaciones (1.1), (1.2) y (1.3) no se consideran las interacciones hidrodindmicas.
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computo en el cdlculo de cada iteracion. Es pertinente mencionar que no existe un tinico
método para discretizar la ecuacién de Langevin. En esta direccién se han propuesto
diferentes algoritmos alternativos al originalmente desarrollado por Ermak y McCam-
mon (véase [7]), sin embargo, éstos no han sido generalmente usados para estudiar
las propiedades fisicas de coloides y polimeros. Una de las razones,segiin Branka y
Heyes, se debe a que estos algoritmos arrojan resultados muy similares a los obteni-
dos a través del CBD. No obstante, la conclusion principal de Branka y Heyes es que el
mejor algoritmo, en términos de precisién para determinar cantidades fisicas, es el es-
quema Runge-Kutta estocdstica de dos etapas (SRKII) adaptado para DB. Sin embargo,
observamos que uno de los inconvenientes de este método, es que su estructura de-
manda un costo computacional significativo en cada iteracién, dando como resultado
una relacién costo-precisién no tan diferente al CBD, véase [22] .

A grades rasgos el algoritmo de simulacién de dindmica Browniana contempla los
siguientes paso.

Paso 1 (INICIALIZACION). Las posiciones al comienzo de la simulacién deben asignar-
se para cada una de las particulas de tal forma que satisfagan las condiciones
de periodicidad o estructura del sistema en estudio.

Paso 2 (CALCULO DE FUERZAS).
Cuando se determina que la distancia relativa entre particulas ri; satisface los
requerimientos de un radio de corte ,ij < 7¢, se procede a calcular la fuerza y
energia potencial entre dichas particulas.

PAsO 3 (ACTUALIZACION DE LAS POSICIONES). Al haber determinado las condiciones
iniciales para la simulacién, se requiere actualizar el sistema en el tiempo, en
este caso, la variacién de las posiciones se modelan a partir de la ecuacién de
Langevin (1.2). Para ello, se resuelve numéricamente la ecuacién de Langevin
considerando un esquema en diferencias.

PAso 4 (PROMEDIO DE LAS CANTIDADES DE INTERES). Después de haber llevado a cabo
los pasos anteriores, se genera una serie en el tiempo de valores para las po-
siciones y las correspondientes fuerzas, obteniendo la evolucién del sistema
con respecto al tiempo. Con esta informacion las propiedades estructurales y
dindmicas del sistema son muestreadas para un ntimero de iteraciones fijo,
acumulando datos para calcular luego la estadistica de interés.

La figura 1 muestra una forma esquemadtica de los pasos que se siguen en la simula-
cion de la dindmica Browniana de particulas.

1.2 OBJETIVOS

Nuestro trabajo esta enfocado en construir un algoritmo que eficientice la obtenciéon
del Paso 3 de la simulacion de dindmica Browniana. Es deseable que los esquemas
que se resuelven numéricamente la ecuacién de de Langevin (1.2) sean estables a ta-
mafos de paso At lo suficientemente grande, y ademds conserven cierta simplicidad
para ahorrar recursos de computo. La situacién mencionada se presenta en diversos
contextos y aplicaciones del andlisis numérico. En afios recientes ha surgido interés
por disefiar esquemas en diferencias finitas que solventen o mejoren este escenario.
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4+ Inicializacion

Y

Serie de Calculo de
tiempo Fuerzas

A
Y

Actualizacion
de Posiciones

h 4

Promedio de
cantidades de
interes

Figura 1: Esquema de simulacién DB.

En esta direccién, se ha construido la formulacién no estandar de esquemas en dife-
rencias finitas, la cual busca conservar y reproducir de forma correcta las propiedades
cualitativas de los modelos que se aproximan ver [47].

En concreto, el trabajo de esta tesis esta disefiado bajo la siguiente hipétesis: Al
aplicar la formulacion de los esquemas en diferencias no estdndar para resolver la ecuacién de
Langevin (1.1), o (1.2) se obtiene un esquema numérico con mejores propiedades de estabilidad
y de simplicidad algebraica similar al esquema convencional de dindmica Browniana (CBD).

1.3 METODOLOGIA

Con intencién de verificar nuestra propuesta, se ha organizado la tesis en siete capitu-
los con intencién de cubrir los requisitos tedricos y practicos necesarios para responder
a nuestra hipétesis.

* En en el capitulo 2 se trabaja con elementos de los espacios de probabilidad,
variables aleatorias procesos estocasticos que necesitaremos para el estudio nu-
mérico de las EDEs.

* Es evidente la necesidad de estudiar la estructura y propiedades tedricas de los
esquemas numéricos para EDEs, lo cual se lleva a cabo en el capitulo 3.

¢ La parte medular de este trabajo es la aplicacién de la formulacién no estandar,
en el capitulo 4, se construyen y analizan los esquemas numéricos para EDOs de
interés.

¢ En el capitulo 5 aplicaremos la formulacién no estdndar a la solucién numérica
de EDEs para construir nuestro esquema.

* En el capitulo 6 se expondran las evidencias que determinaran la veracidad de
nuestra hipétesis.

® Por ultimo en el capitulo 7 comentaremos los logros de este trabajo y en base a
esto daremos perspectivas y posibles direcciones en las que se podria continuar.
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ELEMENTOS DE PROBABILIDAD

Este capitulo esta pensado para presentar los conceptos necesarios referentes a la teo-
ria de probabilidad para lograr los objetivos de este tesis. Gran parte de lo expuesto
aqui es material comun en los cursos de Probabilidad, como referencia principal segui-
mos [53]. El capitulo esta dividido en 6 secciones. En la seccion 2.1 se estudia el espacio
de probabilidad y los elementos necesarios de la medida de Borel. La seccion 2.2 trata
de forma general las variables aleatorias en su forma vectorial. Exponemos los tipos
comunes de convergencia en seccion 2.3. La seccion 2.4 trata de los procesos estocasti-
cos, en la seccion 2.5 se menciona la estructura de martingala con el fin de cerrar con
el movimiento Browniano en la seccion 2.6.

2.1 ESPACIOS DE PROBABILIDAD

La teoria de la probabilidad se encarga del estudio de los fenémenos o experimen-
tos aleatorios. Un experimento aleatorio se caracteriza por arrojar distintos resultado
cuando se le repite bajo las mismas condiciones iniciales. Por muy diversas razones, es
necesario aceptar que no es posible predecir el resultado de un experimento particular
aun cuando se le haya efectuado con anterioridad varias veces bajo las mismas condi-
ciones iniciales, y en consecuencia, se considera aleatorio. Bajo estas circunstancias, la
teoria de la probabilidad tiene el objetivo de modelar mateméaticamente cualquier ex-
perimento aleatorio de interés. Un modelo para describir los experimentos aleatorios
es el espacio de probabilidad. Este modelo consiste de una terna ordenada, denotada
usualmente por (Q, A, P), en donde Q es un conjunto arbitrario, A es una o-dlgebra
de subconjuntos de Q, y P es una medida de probabilidad definida sobre A.

Se explica a continuacién cada uno de estos elementos.

ESPACIO MUESTRAL El conjunto Q es llamado espacio muestral, tiene como objetivo
agrupar a todos los posibles resultados del experimento aleatorio en cuestion.
Sin embargo no es imprescindible darle esta interpretacion, y por esto matema-
ticamente se trata como un conjunto arbitrario.

0-ALGEBRA. Es una colecciéon no vacia A de subconjuntos de ) que satisface:
(i) QeA
(i) A€ A, VAecA

(i) | An €A, VA;€A.
n=1
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A los elementos de una o-dlgebra se les nombra eventos , sucesos, o conjuntos
medibles. En particular, un evento es simple o elemental si consta de a lo més un
elemento de la coleccién, y compuesto cuando consta de dos o mds elementos.

MEDIDA DE PROBABILIDAD. Una funcién P : A — [0, 1] definida sobre una o-dlgebra
A es una medida de probabilidad si:

i) P(Q) =1.
ii) P ( U An> = Y P(Ay) cuando Aq,A;... son elementos de A que cum-
n=1 n=1

plen con A; N Aj = () para todo i # j. El nimero P(A) representa una forma
de medir la posibilidad de observar la ocurrencia del evento A, al efectuar
una vez el experimento aleatorio.

Formalmente se enuncia la siguiente definicion.

Definicién 1 (Espacio de Probabilidad). Un espacio de probabilidad es una terna
(Q,A,P), en donde Q) es un conjunto arbitrario, A es una o-dlgebra de subconjun-
tos de Q, y P es una medida de probabilidad definida sobre A.

A continuacién se estudia un caso particular de o— algebra que se necesita para
otras definiciones.

CONJUNTOS DE BOREL A continuacidn se estudia una medida de uso habitual en
los espacios de probabilidad. Para esto se ve la necesidad de enunciar los siguientes
conceptos y resultados referentes a las o-dlgebras.

Proposicién 1. Sea A una o-dlgebra sobre un conjunto Q. Entonces:

(1) 0 €A
(ii) Si Ay,Ay, - € Aentonces [| An € A.
n=1
(iii) Si A,B € A entonces A—B € Ay AAB € A. Aqui las operaciones “—" y “A” se

entienden como:

A—B:=ANB® y AAB:=(A—B)U(B—A).

La primera conclusién de este resultado es una consecuencia directa de la defini-
cién, las dos restantes se demuestran considerando las leyes de De Demorgan. La
demostracion detallada se puede consultar en [18].

Proposicién 2. La interseccion arbitraria de o-dlgebras es una o-dlgebra.

Definicién 2 (Espacio Medible.). Sea A una o-dlgebra de un conjunto Q. Al par orde-
nado (Q, A) se le nombra espacio medible.

Definicién 3 (o-dlgebra generada). Sea ¢ una coleccién no vacia de subconjuntos de
Q. La o-algebra generada por ¢, denotada por o(¢), es la coleccion

0(€) :=N{A: Aes o-dlgebray ¢ C A}

Es decir, la coleccién o(¢€) es la interseccion de todas aquellas o-dlgebras que con-
tienen a €. Resulta que esta es la minima o- dlgebra que contiene a la coleccién €. Por
otro lado, considerando a todos los intervalos abiertos (a,b) de IR, con a < b. Resulta
que dicha coleccién forma una c-dlgebra a la que se conoce como o-dlgebra de Borel de
R y se le denota por B(IR), formalmente se tiene la siguiente definicién.
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Definicién 4 (o-dlgebra de Borel de R).

B(R) = o{(a,b) CR:a < b}

A los elementos de B(R) se les llama conjuntos de Borel. Esto permite asociar la
o-algebra B(R) con R y obtener un espacio medible (IR, B(IR)). Se muestran a conti-
nuacién algunos elementos explicitos de esta o-algebra.

Definicién 5. Sea A € B(IR). La o-dlgebra de Borel de A, denotada por B(A) o por
A NB(R), esta definida como:

B(A) ={ANB:B c B(R)}.

2.2 VECTORES ALEATORIOS

En esta seccién se generaliza el concepto de variable aleatoria (ver apéndice A.1). Se
toma como base un espacio de probabilidad (Q, A, P).

Definiciéon 6 (Vector aleatorio). Un vector aleatorio es una funcién X : Q — R™ tal
que para todo conjunto B € B(IR™) se cumple que la imagen inversa X~ (B) € A.

Luego, dado que un vector aleatorio es una funcién de QO en R™, tiene sentido
considerar sus funciones componente, i.e., X = (X1, --- , Xy, ), resulta que cada funcién
componente es una variable aleatoria. Formalmente se enuncia el siguiente resultado:

Proposicion 3. Una funcion X = (Xy,...,Xn) : Q — IR™ es un vector aleatorio, si y sélo si,
cada una de sus funciones componente es una variable aleatoria.

Todo vector aleatorio induce una medida de probabilidad, en R™, esta medida de
probabilidad se estudia a partir de una funcién de probabilidad conjunta, cuya defini-
cion se sigue a continuacion.

Definicién 7 (Funcién de distribucién conjunta). Una funcién F : R™ — [0, 1] es una
funcién de distribucién si cumple las primeras cuatro propiedades del Teorema 13 'y
ademas, para cualesquiera niimeros reales a; < by, a2 <by,...,an < bn.

S (C1)FF(x ) <O

xi€{ai,bi}
en donde fa es el nimero de veces que alguna de las variables x; toma el valor a; en
la evaluacién de la funcién F.

La suma que aparece en esta definicién corresponde a la probabilidad en el caso
discreto del evento

((l] <X] gb]/---/an <Xn<bn)/

y se tiene como condicién que este ntimero sea no negativo. En el caso unidimensional,
algunos vectores tienen asociada una funcién llamada de probabilidad o de densidad,
y la cual se define a continuacién para el caso continuo y discreto para R?.

1 Ver apéndice
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Definicién 8 ((Funcién de probabilidad conjunta). Sea (X,Y) un vector aleatorio dis-
creto, su funcién de probabilidad conjunta f : R? + [0, 1] esta definida por

f(x,y) =PX=x,Y=y).

La funcién de probabilidad conjunta cumple con las siguientes propiedades:
(@) flx,y) =0
(b) ¥ f(xy) =1

XY

Reciprocamente, toda funcién no negativa f(x,y) : R? — [0,1] que sea estrictamente
positiva en un conjunto discreto de IR? y que sume uno, es una funcién de probabilidad
conjunta. La correspondiente funcion de distribucién se puede calcular a partir de la
funcién de probabilidad como sigue:

F(x,y) =P(X<x,Y<<y) = Z Z f(u,v).

usx vy
2.2.1 Independencia

Ahora tiene sentido definir el importante concepto de independencia de variables
aleatorias. Primero se define tal concepto para dos variables aleatorias, para después
generalizar a n variables.

Definicién 9 (Independencia de dos variables aleatorias). Sean X y Y variables aleato-
rias. Se dice que son independientes, si para cada par de conjuntos de Borel A, B de
IR, se satisface

P(X € A,Y € B) = P(X € A)P(X € B). (2.1)

En términos de la funcién de distribucién la independencia de dos variables aleato-
rias se puede expresar a partir del siguiente resultado:
Proposicién 4. Las variables aleatorias X y Y son independientes si, y sélo si, para cada (x,y)
en R? se satisface la igualdad

Fx,y(x,y) = Fx(x)Fy(y)

A partir de lo anterior resulta natural las siguientes generalizaciones.
Definicién 10 (Independencia de varias variables aleatorias). Sean Xj,..., X, varia-
bles aleatorias; estas se dicen independientes si para cualesquiera conjuntos de Borel
A1,...,An de R, se cumple:

P(Xi €A1,..., Xn €AL)=P(Xy €Aq)---P(Xy, € An).

Maés atin, una coleccién infinita de variables aleatorias es independiente si cualquier
subconjunto finito de ella lo es.

Sean las variables X, ..., X;, son variables aleatorias independientes, tomando con-
juntos de Borel adecuados en la definicién (10), puede comprobarse que cualquier sub-
conjunto de estas variables también son independientes. Esta es la idea del siguiente
resultado.
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Proposicién 5. Sean X y Y variables aleatorias independientes, y sean g y h dos funciones de
R en R, Borel medibles. Entonces las variables aleatorias g(X) y h(Y) también son indepen-
dientes.

La definicién de independencia de dos variables aleatorias puede extenderse al caso
de dos vectores aleatorios de cualquier dimensién de la forma siguiente.
Definicién 11 (vectores aleatorios independientes). Se dice que los vectores X =
(X1,...,Xn) y Y = (Y1,...,Ym) son independientes, si para cada A € B(R™), y ca-
da B € B(R™), se cumple la igualdad

P(X € A, Y € B) = P(X € A)P(Y € B). (2.2)

2.2.2  Momentos de vectores aleatorios

ESPERANZA Sean (X,Y) un vector aleatorioy ¢ : R? — R una funcién Borel medible,
entonces @(X,Y) es una variable aleatoria, se considera el problema de encontrar su
esperanza. Usando directamente la definicién, la esperanza de ¢ (X, Y) se calcula con

(o.¢]

E(o(X,Y)) =J xdF g (x.v) (x):

Sin embargo, en la expresion anterior es necesario conocer la distribuciéon de ¢(X,Y).
El siguiente resultado proporcién una herramienta alternativa para el cdlculo del valor
esperado:

Proposicién 6. Sean (X,Y) un vector aleatorio, y ¢ : R? — R una funcién Borel medible tal
que la variable aleatoria @(X,Y) es de esperanza finita. Entonces

Elo(X,Y)) = | o0xydFy(x,y)

Proposicién 7. Sean X y Y variables aleatorias independientes, y g, h dos funciones Borel
medibles tales que g(X) y h(Y) son de esperanza finita. Entonces

En particular, E(XY) = E(X)E(Y).

COVARIANZA Ahora se define y estudia la covarianza entre dos variables aleatorias.

Definicién 12 (Covarianza). Sean X, Y variables aleatorias de esperanza finita E(X), E(Y), E(XY).
La covarianza de X y Y, denotada por cov(X,Y), es el nimero

cov(X,Y) =E[(X—-EX))(Y—-E(Y))].

En el siguiente resultado se enuncian algunas propiedades de la covarianza.
Proposicién 8. Sean X,Y variables aleatorias como en la definicion (12) y o una constante.
Entonces:

(i) cov(X,Y) =E(XY)—E(X)E(Y).
(ii) cov(X,Y) = cov(Y, X).
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(iii) cov(X, X) = var(X).
(iv) cov(e,Y) = 0.

(v) cov(aX,Y) = - cov(X,Y).

(vi) cov(Xy + X2,Y) =cov(Xy,Y) 4+ cov(Xz,Y).
(vii) Si X,Y son independientes entonces cov(XY) = 0.
(viii) En general, cov(XY) = 0 no implica independencia.

El coeficiente de correlacion de dos variables aleatorias es un ntimero real que mide
el grado de dependencia lineal que existe entre ellas. Su definicién es la siguiente.
Definicién 13 (Coeficiente de correlacion). Sean X y Y variables aleatorias de covarian-
za y varianza finita. El coeficiente de correlacién denotado por p(X,Y), se define por
el nimero

cov(X,Y)

V/var(X)var(Y)’

En el siguiente resultado resume algunas de sus propiedades:
Proposicién 9. Sean X,Y variables aleatorias como en la definicion anterior. EI coeficiente de
correlacion satisface las siguientes propiedades:

a) Si X y'Y son independientes, entonces p(X,Y) =0,

b) =1 <p(X,Y) <1,

c) lp(X,Y)| =1, si y sélo si, existen constantes a y b tales que, con probabilidad uno, Y =
aX+b,cona>0sip(X,Y)=1,ya<0sip(X,Y)=—1.

Los conceptos de esperanza y varianza para una variable aleatoria pueden exten-
derse al caso de vectores aleatorios de cualquier dimensién de la siguiente forma.
Definicién 14 (Esperanza y varianza de un vector). Sea X = (X1,...,Xn) un vector
aleatorio donde cada coordenada tiene esperanza finita, se define la esperanza de X
como el vector en R™,

E(X) = (E(X1),...,E(Xn)).

Si cada coordenada del vector aleatorio tiene segundo momento finito, entonces la
varianza de X se define como la matriz cuadrada

var(X7) cov(Xqy,X2) -+ cov(Xi, Xn)
var(X) = : : :
cov(Xn, X7) cov(Xn,X2) -+ var(Xy)

nxn

Las propiedades mds importantes de la matriz de varianza se resumen en el siguien-
te resultado.
Proposicion 10. Sea X un vector aleatorio, entonces la matriz var(X) es simétrica y definida
positiva.
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2.3 CONVERGENCIA

En esta seccion se estudian distintas formas en que una sucesion infinita de variables
aleatorias puede converger de manera general. En la mayoria de las situaciones con-
sideradas, se supone la existencia de espacio de probabilidad (€, A, P) en donde una
sucesion infinita de variables aleatorias X1, X2, queda bien definida. Esta seccién es de
particular importancia, pues aqui se estudian los elementos necesarios para tratar las
propiedades tedricas de un esquema numérico para EDEs.

TIPOS DE CONVERGENCIA  En las siguientes definiciones se considera una sucesién
de variables aleatorias. Al evaluar cada variable aleatoria en un elemento fijo w € Q
se obtiene una sucesién de ntimeros

Xi(w), X2 (w),.... (2.3)

A continuacién se escribe el primer resultado referente a la convergencia
Definicién 15 (Convergencia puntual). La sucesién de variables aleatorias (2.3) con-
verge puntualmente a X si para cada w € Q,

Iim X, (w) = X(w).
n—oo

Sin embargo en algunas situaciones la convergencia puntual resulta ser una condi-
cién muy fuerte, pues se pide la convergencia de la sucesion evaluada en todos y cada
uno de los elementos del espacio muestral Q. Si se pide que la convergencia se verifi-
que en todo el espacio () a excepcién de un subconjunto de medida cero. Se obtiene
la convergencia casi segura.

Definicién 16 (Convergencia casi segura). Sea una sucesion de variables aleatorias,
como en (2.3), dicha sucesién converge casi seguramente a la variable aleatoria X, siy
sblo si

Plwe Q: T}g%oXn(w) =X(w)}=1.

Esto significa que para algunos valores de w, la sucesién numérica X (w), X2 (w), ...
pueda no converger, sin embargo dicho subconjunto de ) debe ser de medida cero.
. . . . . C.S. . .
Para indicar la convergencia casi segura se escribe X, — X, o bien, lim X, =
n—oo

X c.s.. Un tipo de convergencia ain menos restrictiva que las dos anteriores es la
siguiente.

Definicién 17 (Convergencia en probabilidad). Se dice que esta sucesién converge en
probabilidad, si para cada ¢ > 0 se satisface

Iim P{w e Q: [Xn(w)—X(w)| > e} =0.
n—oo

Para denotar la convergencia en probabilidad se escribe X, P, X. Ahora conside-
rando los primeros momentos de una sucesion de variables aleatorias y si se usa el
valor esperado para determinar la cercania entre dos variables aleatorias se obtiene la
convergencia en media.

13
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CONVERGENCIA DEFINICION

puntual 1i_r>n Xn(w) = X(w) para cada w € Q.
n [ee)

casi segura PXn—X)=1.

en media E( X, —X]) = 0.

en media cuadrética | E (IXn — X\Z) — 0.

en probabilidad P(IXn—X| >¢) — 0.

en distribucién 1i_r>n Fx,(x) = Fx(x) en puntos de x
n o0
donde Fx es continua.

Tabla 1: Tipos de convergencia.

Definicién 18 (Convergencia en media). La sucesiéon de variables aleatorias integra-
bles (2.3) converge en media a la variable aleatoria integrable X si

lim E ([Xy, — X|) = 0.

n—oo

Este tipo de convergencia también recupera la convergencia en L' y se le denota por

Xn L%, X. Nuevamente usando el concepto de esperanza pero ahora aplicado al segun-
do momento se tiene la convergencia en media cuadrédtica. Mas adelante se enuncia
un resultado que establece una implicacién entre estos dos tipos de convergencia.
Definicién 19 (Convergencia en media cuadratica). Sean la sucesién (2.3) y X una
variable aleatoria, ambas con segundo momento finito. La sucesién converge en media
cuadrética a X, si

lim E (X —X[?) =0.

n—oo

A este tipo de convergencia también se le llama convergencia en L2, y se le denota

L2 L . . .
por X;, — X. En general, bajo ciertas condiciones se puede definir la convergencia en
L* para k € N con

E (Xn —X[*) =% 0.

Resulta que mientras sea mayor k mas restrictiva es este tipo de convergencia. Por ul-
timo se considera el tipo de convergencia menos restrictiva de todas las mencionadas.
En contextos mas generales se le llama también convergencia débil.

Definicién 20 (Convergencia en distribucién). La sucesién de variables aleatorias(2.3)
converge en distribucién a X, si para todo punto x donde la funcién de distribucién
asociada a la variable aleatoria Fx(x) es continua, se cumple que

lim Fx, (x) = Fx(x).
n—oo

. . d d
Si este es el caso se escribe X, — X 0 Fx,, — Fx. En la Tabla 1 se resumen todas las
definiciones anteriores.
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RELACIONES ENTRE LOS TIPOS DE CONVERGENCIA  Ahora se establecen algunas
relaciones generales entre los tipos de convergencia de variables aleatorias menciona-
dos en los parrafos pasados. En la figura 2 se ilustran de manera grafica estas rela-
ciones. En este diagrama, la contencién se interpreta como implicacién, por ejemplo,

Conv. en probabilidad

Clonv. en distribucidn

Figura 2: Relacién entre los tipos de convergencia

la convergencia casi segura implica la convergencia en probabilidad, y ésta a su vez
implica la convergencia en distribucién.
Proposicién 11. Convergencia casi sequra implica convergencia en probabilidad.

El reciproco de la proposiciéon anterior es, en general, es falso, es decir, la conver-
gencia en probabilidad no implica necesariamente la convergencia casi segura.
Proposicién 12. Convergencia en 12 implica convergencia en L.

Proposicion 13. Convergencia en media implica convergencia en probabilidad.
Proposicién 14. Convergencia en probabilidad implica convergencia en distribucion.

La demostracién de estos resultados se puede consultar en [17].

RESULTADOS IMPORTANTES SOBRE CONVERGENCIA Sea Xi,X>2... una sucesion
de variables aleatorias integrables. Suponiendo que la sucesién converge a X c.s..
Resulta natural preguntar si la sucesion de reales E(X;,) converge a [E(X). Tal conver-
gencia seria equivalente a intercambiar los operadores de limite y valor esperado; esto
es:

lim E(X,) =E(lim X;)

n—oo n—oo

En esta secciéon se estudian dos resultados que establecen condiciones bajo las cuales
es valido este intercambio.

Teorema 1 (de convergencia monétona). Sea Xi,Xy, ... una sucesion de variables aleato-
rias integrales tales que

0< Xy < X<
si esta sucesion converge casi sequramente a una variables aleatoria X, entonces:

lim E(Xn) = E( lim Xy)

n—oo n—oo

15
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El siguiente resultado establece otro tipo de condicién suficiente para obtener la
misma conclusion.
Teorema 2 (de convergencia dominada). Sea Xi,Xy,... una sucesion de variables aleato-
rias para la cual existe otra variable aleatoria integrable Y tal que |Xn| <Y para todon > 1.
Si

Iim X, =X c.s,,
n—,oo

entonces X, X son integrables y

lim E(X,) =E(X).
n—o0
Nos interesa lo presentado en esta subseccién, pues son conceptos base para enten-
der la convergencia de los métodos para EDEs.

2.4 PROCESOS ESTOCASTICOS

En esta seccién se estudia la estructura de proceso estocéstico en la cual se basa gran
parte de este trabajo y en particular, se le da sentido a lo que mas adelante se define
como movimiento Browniano.

Como punto de partida se considera un sistema que puede caracterizarse por estar
en cualquiera de los estados de un conjunto previamente especificado. Ademas, si
se supone que el sistema evoluciona de un estado a otro a lo largo del tiempo de
acuerdo a una cierta ley de movimiento; donde X; representa el estado del sistema
al tiempo t. Y si dicho sistema evoluciona por algin mecanismo azaroso, entonces se
puede considerar que X es una variable aleatoria para cada valor del indice t. Este
sirve como modelo para representar la evolucién aleatoria de un sistema a lo largo
del tiempo. Formalmente, la definicién de proceso estocdstico toma como base un
espacio de probabilidad (Q, A, P). Asi con el argumento anterior en mente; se enuncia
la siguiente definicién.

Definicién 21 (Proceso estocdastico). Un proceso estocdstico es una coleccién de va-
riables aleatorias {X; : t € T} parametrizada por un conjunto T , llamado espacio
paramétrico con valores en un conjunto S llamado espacio de estados.

Un proceso estocéstico puede considerarse como una funcién de dos variables
X:TxQ—S§,

tal que a la pareja (t, w) se le asocia el estado X(t, w), lo cual también puede escribirse
como X¢(w). Por otra parte, para cada valor de t en T , el mapeo

w — X¢(w),
es una variable aleatoria, mientras que para cada w en Q fijo, la funcién
t— Xt((U),

se le nombra trayectoria o realizacién del proceso. Es decir, a cada w del espacio
muestral le corresponde una trayectoria del proceso. En la figura 3 se muestra la
gréfica de una realizacién, para un proceso estocdstico conocido como movimiento
Browniano.
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Figura 3: Realizacién de movimiento Browniano
2.4.1  Variacion simple y cuadrdtica de un proceso

Sea X¢ un proceso estocastico continuo. La nocién de variacion total o de primer orden
de un proceso Vi(X¢) esta relacionada con la diferenciabilidad de sus trayectorias. Sea

Mo =T ([0, t]) ={0=to<t1---<ti---th =t}
una particién del intervalo [0, t] en n subintervalos. Se denota por

[TTn | = j:onf.éﬁq (tj+1 —t5),

a la norma de la particién. Asi la variacién de X¢ queda definida por

n—1

Ve(X)=p— Hm Y [X(tip1)—X(t)l. (2.4)
Tl =0 =

t
Si X es diferenciable entones Vi(X) = [ X'(u)du. Si ademas, Vi(X) < oo entonces se
0

dice que X es de wvariacién acotada en [0,t]. Mdas atn si esto es verdadero para todo
t > 0, entonces se dice que X; es de variacién acotada. La variacién cuadratica de X, al
tiempo se denota por [X, X]; y su definicién es

n—1
X, Xi=p— I X(t — X(t)]?. .
X, Xt =p ||IT,11|ILO];| (ti1) — X(tx)l (2.5)

El limite mencionado existe para procesos X con trayectorias continuas. La variacion
cuadrética también se suele expresar como

21’1

X, X)¢ =p— lim Z] (Xeak/2n — Xeak—1),27)%
Kt

17
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aqui el simbolo “\” se entiende como a/Ab = min(a, b). Resulta que si un proce-
so X es diferenciable, entonces tiene variaciéon cuadrética igual a cero. Mds aun la
variacion total y la variacién cuadratica se relacionan bajo la siguiente desigualdad

> koo X(teg1) — X(ti)?
max [X(ty,,; — X(tx))]

n—I1
> Xltir) = X(t)l >
k=0

Entonces, si X; es un proceso con trayectorias continuas y de variacién cuadratica
finita esto implica que la variacion total de X; sea infinita. Es importarte hacer notar
que tanto Vi (X) como [X, X]; son procesos estocasticos.

2.4.2  Momentos, covarianza e incrementos de un proceso estocdstico

El valor esperado y la varianza de un proceso estocdstico se definen como

E(X) = JQ X(t, w)dP(w), te[0,T],

var(X¢) = E(X¢ — E(X¢))?, te [0, T

Suponiendo X finito para todo tiempo t € [0, t]. El k-ésimo momento de X,k > 1
es denotado como ]E(X‘f). Estos ntimeros estdn bien definidos sélo si las variables
aleatorias involucradas son integrables. La funcién de covarianza de un proceso a dos
tiempos esta definida por

cov(Xs, X¢) = E[(X¢ —E(X¢))(Xs — E(Xs))].

A la diferencia X — Xs se le nombra incremento del proceso del tiempo s a t.

Estas cantidades son usadas para describir y elegir a un proceso estocdstico en
particular, en el momento de elegir un proceso estocastico adecuado como modelo. En
la préctica es comtin encontrar modelos con caracteristicas particulares de incrementos
0 covarianza.

2.5 MARTINGALAS

Existen varias acepciones para el término martingala. Por nombrar una, consideramos
como martingala a un tipo de proceso estocastico {X;, : n € IN} que satisface

IE(XTL—H|X0 =X0,- --/Xn = Xn) =Xn-

Para su estudio es necesario el concepto de Filtracion.

2.5.1 Filtraciones

Sea (Q, A, P) un espacio de probabilidad para modelar un cierto experimento aleatorio.
Como se dijo en la Definicion 2.1, la o-dlgebra A es la estructura que agrupa a los
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eventos del experimento aleatorio a los cuales se les puede calcular su probabilidad.
Ahora se consideran dos sub o-dlgebras A; y A, tales que A; C A,. Entonces A;
contiene mds informacién que A; en el sentido de que, en general, un mayor niimero
de conjuntos son considerados como eventos. Mas generalmente, puede considerarse
una sucesién no decreciente de sub o-dlgebras

A1 CA2 C -

Este tipo de estructuras surgen de manera natural, por ejemplo, para un proceso esto-
castico a tiempo discreto {Xy,}. Estas consideraciones sobre sucesiones no decrecientes
de o-dlgebras llevan a la definicién de filtracion.

Definicién 22 (Filtracion). Una filtracion es una coleccién de o-dlgebras {An}n>1 tal
que An, € A, para todo n < m. En particular, la filtracién natural o canénica de un
proceso {X,,} es aquella sucesiéon de o-dlgebras definidas por

An=0{Xy,...,Xn}, n=>1

A tiempo continuo las definiciones de estos conceptos son andlogas: Una filtraciéon
es una colecciéon no numerable de sub oc-dlgebras {A¢}i>o tal que As C Ay, para
0 < s < t. La filtracién natural o canénica de un proceso a tiempo continuo {X; : t > 0}
es la coleccién de o-dlgebras {A}1>0 dadas por Ay = o{Xs : 0 > s > t}, esto es, A
es la minima o-dlgebra que hace que cada una de las variables X, para valores de s
en el intervalo [0, t], sean medibles. A la c-dlgebra A se le denomina la historia del
proceso al tiempo t.

Definicién 23 (Proceso adaptado). Un proceso X, es adaptado a una filtracién A, si
la variable X, es A,,-medible, para cadan > 1.

De la seccién A.1 se sabe que X, es A-medible por ser variable aleatoria. La condi-
ciéon de adaptabilidad requiere que X,, sea también una variable aleatoria respecto de
la sub o-dlgebra A,. Resulta de forma natural que todo proceso es adaptado a su fil-
tracion canodnica, y puede demostrarse que esta filtracién es la filtracién mas pequefia
respecto de la cual el proceso es adaptado. Es necesario considerar el siguiente caso.
Definicién 24 (Proceso predecible). Se dice que el proceso X, : > 1 es predecible
respecto de la filtracién {An Jn >0 si para cada n > 1, la variable X, es A,,_1-medible.

An_1-medible.
Resulta que todo proceso predecible es adaptado. La definiciéon de adaptabilidad es

la misma en el caso de procesos a tiempo continuo, y se pueden definir ademaés las
siguientes dos o-algebras

A = | | Av
>0

v (ne)

Asi, una filtracién es continua por la derecha si Ay = A:. Si Ay es una filtracion
continua por la derecha y la o-dlgebra inicial Ay contiene a todos los subconjuntos de
medida cero de A, entonces la filtracion se llama estandar. Algunos calculos requieren
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suponer estas hipétesis. Antes de definir formalmente el concepto de martingala es
necesario considerar el concepto de esperanza condicional. La probabilidad de que ocurra
un evento A dado el evento B se define como

P(ANB)

P(AB) = P(B)

, para P(B) >0,
en este sentido se introduce la funcién de distribucion condicional de una variable
aleatoria X respecto al evento B como:

P(X < xNB)

Fx(x|B) = PB)

x € R,

y el valor esperado respecto a esta distribuciéon condicional es

E(X13)

E(XIB) = =557

aqui se entiende a 13 como la funcién indicadora de B, es decir,

tp(w) =4 @SB . (2.6)

0, otros caso

En particular para variables aleatorias discretas, el valor esperado toma la forma

]E(X|B):inp({w:>;°;_x‘} le X = xi[B).

i
Luego, para variables aleatorias continuas con densidad de probabilidad fx, se tiene

E(X|B) = P(]B) J]R x1g (x)fx(x)dx = P(]B) LB xfx(x)dx.

Ahora con las ideas expuestas, tiene sentido hacer formal la definicién de martingala.

Definicién 25 (Martingala). Se dice que un proceso X, es una martingala respecto de
una filtracién A, si cumplen las siguiente tres condiciones:

(i) Es integrable.
(ii) Es adaptado a la filtracién.
(iii) Para cualesquiera n < m. E(X;w|An) =Xn, c.s.

Cuando en lugar de (iii)se cumple que E(X\m|An) > Xy, entonces el proceso es una
submartingala, y si E(Xim|An) < Xy, entonces es una supermartingala.

El resultado méas importante de esta seccién se refiere a dar condiciones necesarias
para asegurar la convergencia de una submartingala.
Teorema 3 (de convergencia de submartingalas de Doob). Sea {Xy} una submartingala

tal que sup E|Xn| < co. Entonces existe una variable aleatoria integrable X tal que
n—o0

Iim X, =X c.s.
n—oo
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Como toda martingala es una submartingala, y toda supermartingala se convierte
en una submartingala a través de un cambio de signo, se tiene que el teorema anterior
es vélido en cualquiera de los tres casos. Es decir, toda martingala, submartingala o
supermartingala acotada en la forma en la que indica el enunciado del teorema, es
convergente casi seguramente, y su limite es una variable aleatoria integrable.

Ahora se enuncia el resultado mds importante, trata de que toda martingala que
cumple la condiciéon de ser uniformemente integrable puede escribirse en términos de
una esperanza condicional. Antes de enunciar el resultado se explica la condicién de
inalterabilidad uniforme para un proceso.

INTEGRABILIDAD UNIFORME Una variable aleatoria es integrable si y sélo si, para
cada ¢ > 0 existe un niimero M > 0 tal que

J IX|dP < €. (2.7)
[X|>M

Considerando ahora una sucesion de variables aleatorias integrables Xy, X3, ..., resul-
ta que para cada ¢ existe una sucesiéon {My} € R tal que M, >0y

J IX|dP < . (2.8)
Xn|>Mn

Entonces si la sucesiéon {M,,}, es acotada superiormente, se dice que la variable X es
uniformemente integrable. Es claro que la integrabilidad uniforme es més fuerte que la
integrabilidad simple. Formalmente se tiene la siguiente definicién.

Definicién 26 (integrabilidad uniforme). Sea X7, X2, - - - una sucesion de variables alea-
torias integrables, esta sucesion es uniformemente integrable si para cada ¢ > 0 existe
un ntimero M > 0 tal que para toda n € IN se cumple que

J IX|dP < e.
[Xn|>M

Resulta que una condicién suficiente para que se cumpla la integrabilidad uniforme
esta dada por el siguiente resultado.
Proposicién 15. Si un proceso de variables aleatorias integrables convergente en media, en-
tonces dicho proceso es uniformemente integrable.

El siguiente resultado es un reciproco de la proposicién (15), sélo hay que afiadir la
condicién de que el proceso sea una submartingala, en particular, una martingala.
Proposicién 16. Si una submartingala es uniformemente integrable entonces converge en
media.

Para terminar con lo referente a martingalas se enuncia el resultado de representa-
cion.
Teorema 4 (de representacion de martingalas). Sea Xn una martingala uniformemente
integrable, con filtracion natural Ar, y sea la variable aleatoria X, su limite en media. Entonces

Xn = (X|An)-

La variable X;, = E(X|A,) puede interpretarse como una aproximacién de la va-
riable desconocida X cuando se cuenta con la informacién dada por la o-dlgebra A,,.
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Conforme n crece, la informacién acerca de X aumenta a través de la filtracion, y en
el limite se obtiene o reconstruye X. En el contexto fisico, el movimiento Browniano
caracteriza los sistemas coloidales, sin embargo una forma para modelarlo matematica-
mente es mediante procesos estocasticos. Asi pues, resulta que una de las propiedades
de dichos proceso es la de satisfacer la definiciéon de martingala. En esta direcciéon van
encaminados los conceptos y resultados que hemos presentado en esta seccion.

2.6 MOVIMIENTO BROWNIANO

Fue Robert Brown el primer en observar que las particulas de polen suspendidas
en una solucién presentaban un movimiento azaroso con trayectorias irregulares. La
figura 4 ilustra este fenémeno.
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Figura 4: Movimiento Browniano

En este fendémeno, las particulas que se nombran “brownianas ”, en comparacién
con respecto a las moléculas del fluido, son mucho mayores en tamafio y masa. La
ley de Stokes, darfa una primera aproximacién para la descripcién de este fenémeno.
Considerando que una particula sumergida en un fluido esta influenciada por una
fuerza de friccién,

Fe = —av (2.9)

donde F. es la fuerza de friccién, « es una constante de difusién del medio y v la
velocidad de la particula. Asi en ausencia de fuerzas externas y definiendo la fuerza
en términos de masa y aceleracion, la ecuacién (2.9) se lee como

mv + av =0

y dividiendo por la masa m

v+vyv =0 Y= %. (2.10)
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Resolviendo (2.10) para una velocidad inicial vo = v(0) resulta que vy decrece expo-
nencialmente a cero con en un tiempo que se llama de relajacién T = %, en simbolos:

v(t) =vp exp <_’tr> = v exp (—yt)

La fisica detrds de las fuerzas de friccién es que las moléculas del fluido colisionan
con las particulas suspendidas. Por esto, parte de la cantidad de movimiento de las
particulas en suspension es transferido al fluido y en consecuencia la velocidad de la
particula decrece a cero. La ecuacion en (2.10) es determinista, pues la solucién queda
completamente determinada a partir de la condicién inicial vo. Sin embargo, la ecua-
cién (2.10) es valida solo si la masa de la particula es lo suficientemente grande para
despreciar las fluctuaciones en su velocidad debido a efectos térmicos. En Mecénica
Estadistica, el teorema de equiparticion formula que

1 a1
Em(v ) = EkBT' (2.11)

donde kg es la constante de Boltzmann y T es la temperatura. O lo que es lo mismo, la
energia media de la particula depende en forma lineal de la temperatura. El argumen-
to anterior muestra la perspectiva de la mecanica estadistica para este fendmeno. En la
literatura se suele nombrar como proceso estocastico de Wienner al objeto matematico
usado, para modelar este fenémeno. En las secciones siguientes se formaliza esta idea.

2.6.1 Definicién

La estructura de proceso estocastico a tiempo continuo {B : t > 0}, ha resultado
adecuada para modelar este tipo de fenémenos. La variable By puede representar la
posicién de la particula al tiempo t. La definicién formal, en el caso unidimensional
es la siguiente.

Definiciéon 27 (Movimiento Browniano unidimensional). Un movimiento Browniano
unidimensional de pardmetro 0Z es un proceso estocastico By : t > 0 con valores en R
que cumple las siguientes propiedades:

(B1) Bp =0 c.s.
(B2) Las trayectorias t — B son continuas.
(B3) El proceso tiene incrementos independientes.

(B4) La variable aleatoria By — B tiene distribucién N(0, o%(t —s)), para cualesquiera
tiempos 0 < s < t.

(Bs) Para cualesquiera tiempos 0 < t1 < --- < tn, y para cualesquiera conjuntos de
Borel Aq,---, A, de IR, se cumple que

P(BteAh"'BteAn):J

R J plt1,0,x1) - pltn —tn—1,Xn—1,Xn)dxy - - - dxp,
1 n

(2.12)

donde,

(try) = (y—x)?
P = e ST 207t )
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2.6.2  Funcion de probabilidad de transicion

La probabilidad de que un movimiento Browniano que inicia en x se encuentre en el
conjunto A después de t unidades de tiempo es

p(t,x,A) = Lp(t,x,y)dy-

La condicién de que el movimiento Browniano inicie en el origen no es absolutamente
necesaria. Pueden considerarse trayectorias Brownianas que inicien en un punto x
cualquiera a través del proceso x + By, el cual se denota por B para enfatizar la
posicién de origen. Integrando se muestra que la probabilidad de transicion p(t,x,y)
cumple la ecuaciéon de Chapman- Kolmogorov,

(0.¢]

plt+s,x,y) :J pt,x, wplx,u,y)du,

—00

y también la ecuacién de difusién,

op 1 0%p

ot 20x2
2.6.3 Propiedades del proceso estocdstico

En el movimiento Browniano estandar cada variable aleatoria B¢ tiene distribucién
N(0,t) y por lo tanto E(B{) = 0y var(B{) = E(B?) = t. En particular [E(B¢ — Bs)? =
t—s, para 0 < s < t. Una de las propiedades importantes de un movimiento Brow-
niano es la de ser un proceso de Markov.

PROCESO DE MARKOV  Suponiendo conocido el estado presente del sistema, y si
los estados anteriores no tienen influencia en los estados futuros del sistema; entonces
para cualesquiera estados:

X0, X100/ Xn—1y \X;‘L-/ 7 XTL+] 7

(pasado) (presente) (futuro)

se cumple la igualdad
P(Xn+1 = Xn+1 |XO =X0,..., Xn = Xn) = P(Xn+1 = Xn+1 |Xn = Xn)-

Esta condicién se conoce como propiedad de Markov y se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 17. El movimiento Browniano es un proceso de Markoov.

Mas atin, una consecuencia del hecho de que los incrementos de este proceso son
independientes, se refleja en las siguientes proposiciones referentes a martingalas .
Proposicién 18. El movimiento Browniano es una martingala continua.

Teorema 5 (de caracterizacion de Paul Levy). Un proceso X : t > 0 es un movimiento
Browniano si y sdlo si, tiene trayectorias continuas, empieza en cero, y tanto Xy como X? —t
son martingalas.
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2.6.4 Propiedades de las trayectorias

Considerando un movimiento Browniano By y las definiciones de variacién simple y
cuadratica de la seccién (2.4.1) se tienen los siguientes resultados.

Proposicién 19 (Variaciéon del movimiento Browniano). La variacion de primer orden
para un movimiento Browniano es infinita casi sequramente; i. e.

Vi(B) =c0 c.s.

Proposicion 20. La variacion cuadrdtica de una trayectoria del movimiento Browniano sobre
el intervalo [a, b] es la longitud del intervalo, es decir

By, Bilt = (b—a) en el sentido L2 (P).

Proposicién 21. Con probabilidad uno, el movimiento Browniano B¢ no es diferenciable en
ningiin t > 0.

Las trayectorias Brownianas son entonces ejemplos de funciones, consideradas ex-
trafias, que son continuas pero no diferenciables en ningtn punto.
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SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES
ESTOCASTICAS

En la actualidad, el estudio de los esquemas en diferencias para EDOs, ha dado lu-
gar a una teoria basta y robusta [27]. Por ello, resulta natural observar varios de los
elementos de esta drea, en la construccion y estudio de los esquemas numéricos para
ecuaciones diferenciales estocdsticas (EDEs). Con esto en mente, organizamos el capi-
tulo con el fin de exponer los métodos numéricos que serdn base para el objetivo de
este trabajo. En virtud de justificar la construccién de los algoritmos, en la secciéon 3.1,
se discute la construccién de la integral estocastica de Itd a partir de la extension de
espacios L? y se enuncia la formula de Ito, en la seccion 3.2 tratamos las EDEs usan-
do las herramientas mencionadas, se tiene como resultado importante, el teorema de
existencia y unicidad para su solucién y se estudian dos procesos estocasticos que
serdn de interés, en el tratamiento de las propiedades tedricas de los esquemas numé-
ricos. En la seccion 3.3 exponemos los esquemas numéricos mencionados y cerramos
el capitulo en la seccion 3.4 con el estudio de convergencia y estabilidad de uno de
ellos.

3.1 INTEGRACION ESTOCASTICA

El objetivo de esta parte es discutir la construccién de la integral estocdstica de un
proceso X respecto del movimiento Browniano, en el sentido de It6 es decir, una
integral de la forma

-
J X¢dBg.
0

Este tipo de integrales no tienen significado si se quiere entender trayectoria por tra-
yectoria, i. e., como si fuera una integral de Riemann-Stieltjes de una funcién respecto
de una funcién integradora, pues en este caso la funcién integradora es una trayecto-
ria del movimiento Browniano, y esta no es de variacién acotada (Proposiciéon 19). La
justificacién para desear definir este tipo de integrales serd evidente al momento de
formular los esquemas numéricos. La construccién serd guiada por las caracteristicas
necesarias de los espacios en cuestion y la naturaleza de los procesos estocdsticos, en
esta direccién primero partimos de las condiciones respecto a una variable aleatoria
para después extenderlo a procesos.
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PRIMERAS HIPOTESIS Se consideran como elementos iniciales un espacio de pro-
babilidad (Q, A, P), y un movimiento Browniano estdndar unidimensional {B}, junto
con su filtracion natural {A}. Sea {X¢} un proceso estocastico con espacio parametral
en el intervalo [0,T], y T > 0 fijo, que visto como una funcién X : Q x [0,T] — R,
dicho proceso se asume At ® B0, T]-medible, aqui el término At ® B[0, T] se entiende
como la minima o-dlgebra generada por el espacio producto At ® B0, T] (ver subsec-
cion 2.5.1). Ademds se supone que el proceso es adaptado, esto es, para cada t en el
intervalo [0, T], la variable aleatoria X; es medible respecto de A¢. Con estos elemen-
tos, es necesario pedirle a los procesos que sean acotados para todo tiempo t, ademads
es deseable trabajar en un espacio con la estructura necesaria de tal manera que se
garantice, el poder aproximar cualquiera de sus elementos por sucesiones del mismo
espacio, pues esto justifica el desarrollo de los esquemas. En este sentido consideramos
los espacios L2.

EL EsPacIio LZ(P). Se denota por L2(P) al espacio vectorial de variables aleatorias X
que son cuadrado integrables, es decir el espacio de todas las variables X tales que

1
HXHLZ(P) = ]E(|X|2)2 < 0.

Resulta que la funcién || - || 2(p) = E(]- 12)2 define una norma en L2(P), i.e., una
funcién real valuada definida sobre este espacio lineal que cumple las siguientes cua-
tro condiciones:

@ (x|} = o.

i) [X|=0& X=0 c.s.

(i) X+ VI < X[+ [[Y]]-

@iv) [JaX]] = |e|||X]||, o constante.

Con esta norma, el espacio L?(P) es un espacio de Banach, es decir, un espacio com-
pleto. Esto significa que toda sucesién de Cauchy en L?(P) convergente dentro de
L2(P). Ala convergencia referente a esta norma se le llama convergencia en L2(P),
o convergencia en media cuadrdtica. Por ejemplo, para un t € [0, T] fijo, la variable
aleatoria B del movimiento Browniano pertenece a este espacio pues

1 —
IBellrz(p) = E(IB¢l?)Z = vt < o0.

Entonces, considerando procesos X los cuales satisfacen las caracteristicas de los ele-
mentos de los L?(P) para cada t fijo, es posible extender la estructura de L? a un
espacio de procesos.

EL EsPACIO L2(P x dt). SeaX ={X{:0<t<T},un proceso que satisface

. !
E (J |X|2dt>] < 00. (3.1)
0

Resulta nuevamente que el conjunto de todos los X que cumplen (3.1), forman un
espacio es de Banach bajo la funcién |- || 2(pxqt) como norma. Luego, el proceso

X2 (pxcar) =




3.1 INTEGRACION ESTOCASTICA

estocdstico del movimiento Browniano B = {B¢ : t > 0} pertenece también a este espacio
pues

1

T 3
IBll2(pxat) = (]E (Jo |Bt|2dt>)

1

T 2
_ (j 1E(|B%|)dt>
0

EL ESPACIO DE PROCESOS SIMPLES. En analogia respecto a la integral de Rie-
mann, primero consideramos procesos a los que llamaremos “simples” para aproxi-
mar la integral estocéstica, para después de esto definir la integral como un limite.
Asi, una primera vista a la integral de It6, se hace a través de espacios que cumplen la
siguiente definicién.

Definicién 28 (proceso estocastico simple). Sea 0 = tp < t7---t, = T una particién
del intervalo [0, T]. Un proceso estocdstico simple X es de la forma:

n—I1
Xt = Z X(k)l[tk,tk—F])(t)l (3‘2)
k=0

en donde X(©), ..., X("=1) es una coleccién de variables aleatorias cuadrado integra-
n—1

bles y adaptadas a la filtracion {A+, ;-

Entonces un proceso simple es constante a trozos con trayectorias continuas por la de-
recha y con limite por la izquierda. Las condiciones mencionadas en la definicién (28)
garantizan que el proceso es adaptado y que tiene trayectorias cuadrado integrables.
Una realizacion de este tipo de procesos se muestra en la figura 5. Se denota por H3 a
la coleccion de todos los procesos simples y se puede probar que esta coleccién forma
un espacio vectorial.

INTEGRAL PARA PROCESOS SIMPLES.  Esta es una definicién intuitiva de integral y
establece simplemente que si el integrando es constante en algtn subintervalo, la inte-
gral debe ser la constante multiplicada por el incremento del movimiento Browniano
hecho en ese intervalo, es decir, esta integral es el andlogo a las sumas de Riemann.
Definicién 29 (integral estocdstica de Itd de un proceso simple). Sea X un proceso
que satisface la definicién (28). La integral estocastica de Itd de un proceso simple
X, respecto del movimiento Browniano, denotada por I(X), se define como la variable
aleatoria

T n—1
I(X) = JO XedBs = Y X(By,,, —By,).
k=0

De la definicién anterior resultan las propiedades siguientes referentes a I(X).

29



30

SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

(i)

(ii)

}'k-g |:u;.r‘:|
X (n—1)
_‘1':_1: ._,.'
X L
i i i i t
tq to Tt fn—1 -

Figura 5: Trayectoria de un proceso simple.

La variable aleatoria I(X) es integrable pues las variables X(¥) y By, ,, — By, son
independientes, por lo que cada sumando tiene esperanza cero, y por lo tanto la
esperanza de la integral es nula.

Ademés I(X) es cuadrado integrable y cumple con lo que se conoce como isome-
tria de Ito

TN zpy = Xl 2(pxcat)- (3-3)

esta igualdad establece que tanto el proceso simple X como la variable aleatoria 1(X)
tienen la misma norma en sus respectivos espacios. Asi, la integral estocastica
asigna a cada elemento del espacio 33 una variable aleatoria en el espacio L?(P).
De esta forma se tiene la transformacion lineal 1 : fJ-C(z) + L%(P), que por la isome-
tria de It0, resulta ser continua.

EXTENSION POR APROXIMACION. Ahora se extiende la integral estocéstica a pro-
cesos méas generales. Sea H{? el conjunto de todos los procesos X medibles y adapta-
dos, tales que

.
E O |Xt2dt> < .
0

Este conjunto H? resulta ser un subespacio lineal cerrado de L2(P x dt). En particular,
todo proceso simple es un elemento de }? y por lo tanto, se tiene

HE c H? C L2(P x dt),

més atn, resulta que 33 es denso en H? respecto a la norma de L?(P x dt), es decir,
para todo proceso X € H? existe una sucesién de procesos X* € 33 tal que

klim IX* — XllLz(pxary =0,
— 00

en este sentido se hace la siguiente definicion.
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Definicién 30 (Integral estocéstica). Sea X un proceso en K2, y sea {Xy} una sucesién
de procesos en }3 que aproxima a X. Se define la integral estocastica de X como:
I(X) = lim I(Xy),
k—o0
en donde el limite debe entenderse dentro del espacio L2(P), es decir, se trata de la
convergencia en media cuadratica de una sucesién de variables aleatorias (definiciéon
(19))-

Lo anterior significa que la variable aleatoria I(X) es un elemento de L2(P) y es
tal que limy_, || I(X) — I(X(k))HLZ(p) = 0. Esto da sentido al disefio de algoritmos
numéricos para EDEs. De manera gréfica la extension se ilustra en la figura 6. Todo lo
anterior tiene sentido por el siguiente resultado.

rd ™, I ™
- Ha
2
H &
 LHP xdt) | AT
"w.\__ - ""-\.__ __.-"

Figura 6: Extension de la integral estocastica

Proposicién 22 (Isometria de Itd). Sea X un proceso estocdstico en H?, entonces:

T 2py = XNz (pxat)-

LA INTEGRAL COMO UN PROCESO. Ahora se hace otra extensiéon. Para cada t €
[0, T] y para cualquier X € 3? se define el proceso

t

.
MM_LXJWMM&—LX&&,

esto permite ver la integral estocdstica como un proceso en vez de como una variable
aleatoria. Es claro que tal proceso no es necesariamente continuo, sin embargo resulta
que existe una versién continua de él. Mds atin esa version es una martingala respecto

de la filtracién natural del movimiento Browniano [34].
T

Proposicién 23. Sea X; € L2(P), entonces la integral sz dBg tiene una version con trayec-
0

torias continuas.

EXTENSION POR LOCALIDAD Mediante lo que se conoce como localizacion, es posi-
ble extender la Integral de It6 a espacios menos restrictivos. En este caso se consideran
todos los procesos que cumplen

.
p (J X¢[?dt < oo) =1. (54)
0
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El conjunto de todos los procesos que satisfacen esta condicién forman un espacio al
que se denota por £, _, resulta que 3? es denso en este espacio. Esto se traduce a que
existe una sucesion creciente de tiempos de paro 0 < 11 < 12 < --- talesque T, /T

sin — oo. Asi la integral estocastica se define como el limite

t T

J XsdBg = lim J XsLrse(w)1po7)(s)dBs.
0 n—oo 0

Las siguientes son propiedades importantes referentes a la construccién.

(i) La integral I; : L%O c

L% .y ¢ constante

— L2(P) es lineal, i.e. para cualesquiera procesos Xs,Ys €

t t

XSdBS—i—J Y;dBs, c.s.

t
J (cXs +Ys)dBs = CJ
0

0 0

(ii) Es de esperanza cero, es decir

t
E (J XSdBS> =0, c.s.
0

(iii) Si la integral se restringe a 3{? se cumple la isometria de Ito, i.e.,

2 t
=E (J |xs|2st> .
0

2
En general para procesos en £{, .,

convertirse en martingalas locales.

t
E J XsdBg

0

estos proceso dejan de ser martingalas, para

(iv) Existe una versién continua de la integral estocéstica.

3.1.1  Férmula de Ito

En el calculo determinista, se estudia la existencia y convergencia de la integral de
Riemann pero pocas veces se usa su definicion para evaluar la integral de ciertas fun-
ciones, pues se cuenta con resultados para obviar este calculo. Uno de los resultado
importantes referente a esta teoria es la regla de la cadena. Existe un resultado esto-
cdstico analogo a la regla de la cadena, el cual se conoce como formula de It6. En esta
direccion, se hace uso de las siguientes definiciones.

Definiciéon 31 (Proceso de Itd unidimensional). Sea By un movimiento Browniano
unidimensional en (Q,A,P) , un proceso de Itd (unidimensional), es un proceso X
sobre (Q, A, P) de la forma

t t

b(s,w)ds—i—J o(s,w)dBg (3-5)

Xt:X0+J
0

0

donde o € L2(P x dt) es un proceso tal que

-
P (J o(s, w)?ds < oo para todo t > O) =1. (3.6)
0
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También se asume que b es un proceso adaptado a su filtracién natural y ademas

t
P (J [b(s, w)lds < oo paratodot > 0) =1. (3.7)
0
Observacién 1. Este proceso también se puede escribir en su forma diferencial como
Teorema 6 (Formula unidimensional de Itd). Sea Xy un proceso de It dado por
dX; = bdt + 0dBjs.

Sea g(t,x) € C?([0,00) x R). Entonces Yy = g(t, X() es nuevamente un proceso de Ito y

_9g 9g 12%g 2
dYt - ot (t/ Xt)dt + Ox (t/ Xt)dXt + 2 aXZ (tl Xt) (dxt) ’ (39)
(dX¢)? se evaliia considerando
dt-dt=dt-dBy =dB¢-dt =0 dB¢-dB =dt (3.10)

3.2 ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

Habiendo definido el concepto de proceso de Ito, resulta natural preguntarse cémo
encontrar un proceso X que satisfaga la ecuacion

t t

b(s,Xt)ds—i—J o(s,X{)dBs, (3.11)

Xt:XO‘l‘J
0

0
donde la primera integral se entiende en el sentido de Riemann y la restante como
una integral estocastica de Itd. La forma diferencial de la ecuacién (3.11) es

dXt = b(t, Xt)dt+ U(t, Xt)dBt, (3.12)

y se conoce como ecuacion diferencial estocdstica (EDE).

Definicion 32 (Ecuacién diferencial estocastica unidimensional). Sean b(-,-),o(-,")
funciones de [0, T] x R en IR. Una ecuacién diferencial estocéstica (unidimensional) en
el sentido de It6 es de la forma

dXt = b(t, Xt)dt + G(t, Xt)dBt,

definida para valores de t en el intervalo [0, T] y con condicién inicial a la variable
aleatoria Xp, la cual se asume Ap-medible e independiente del movimiento Browniano.
Observacion 2. Obviamente los elementos conocidos de la ecuacién (3.12) son las
funciones b, o y la variable aleatoria inicial X¢. La incégnita a buscar es el proceso Xj.
Usualmente en la literatura a la funcién b se le llama coeficiente de tendencia (drift en
ingles) y a o coeficiente de difusion.

En esta direccion, el proceso solucién X puede entenderse como el estado de un sis-
tema que evoluciona de forma determinista, gobernado por una parte no aleatoria (la
tendencia), pero perturbado por un ruido dado por la integral estocastica (la difusién).
A X se le nombra proceso de difusion.
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Observacion 3. Por otra parte, igual que en la teoria de EDO, se tienen resultados para
determinar existencia y unicidad. El siguiente resultado proporciona condiciones de
regularidad para b,0 y Xo que garanticen existencia y unicidad de solucién para la
ecuacion (3.12) en dimension finita n.

Teorema 7 (Existencia y unicidad). Sea T > 0y b(-,-) : [0,T] x R™ — R"™, o(-,-) :
[0,T] : R™ — R™*™ funciones medibles que satisfacen

[b(t,x)|+lo(t,x)| < C(1+x]), x € R™,te[0,T] (3.13)

para alguna constante C, (o> =% loy ;1) y tales que

[b(t,x) —b(t,y)l+lo(t,x) — o(t,y)| < DIx —yl, x,y € R",t€[0,T] (3-14)

para alguna constante D. Sea Z una variable aleatoria independiente de la o-digebra A,
generada por el movimiento Browniano Bs(w), s > 0y tal que

E(1Z]*) < oo.
Entonces la ecuacion diferencial estocdstica
dXt = b(t,Xt) + U(t,Xt)dBt, 0 <t T, XO =7 (315)

tiene solucion iinica t-continua, X¢(w), con la propiedad de ser adaptada a la filtracion A%
generada por Zy Bs(-), s < t, ademds

.
E ( J Ithdt> < oo. (3.16)
0

La condicién en (3.13) garantiza que la solucién X (w) no explote, es decir, [X¢(w)|
no tienda a co en tiempo finito. La condicién en (3.15) garantiza que la solucién de
(3.12) sea tinica (la demostracién se puede consultar en [50]). Cuando una EDE satisfa-
ce las condiciones de este teorema, se dice que tiene solucion fuerte. Para fijar ideas, se
estudian dos modelos sencillos que servirdn de base para el estudio de la convergencia
y estabilidad de los métodos propuestos en este trabajo.

3.2.1 Movimiento Browniano Geométrico

Este modelo es de uso comun en finanzas, se aplica para representar el precio fluc-
tuante de algunos bienes.

Definicién 33 (Movimiento Browniano Geométrico). Sean p, A dos constantes , y xo >
0. El movimiento Browniano geométrico es el proceso solucién de la ecuacién diferen-
cial estocastica

dXt = }J.Xtdt + )\XtdBt XO =X0- (317)

Esta ecuacion puede entenderse como sigue. En ausencia del término estocdstico, la
ecuacion se reduce a dX; = uX¢dt. De la teoria de EDOs, la solucién deterministas
es X¢ = xpexp(ut) . En el contexto de finanzas, para p > 0, esta funcién representa
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el comportamiento en el tiempo de un capital inicial positivo xo que crece de manera
continua y determinista a una tasa efectiva del 100p %. Sin embargo, la parte estocds-
tica corresponde a la volatilidad de una inversién con riesgo sujeta a las fluctuaciones
del mercado. El modelo supone que dicha variabilidad es proporcional al valor de la
inversion. Es claro que los coeficientes de esta ecuacion satisfacen las condiciones del
teorema de existencia y unicidad (7). Cabe afiadir que este modelo sirve como ecua-
ciéon de prueba para estudiar la convergencia y estabilidad de los métodos numéricos
para EDEs con ruido multiplicativo *

[8],[26], [55]. Una de las razones de esto se debe a que el movimiento Browniano
geométrico, tiene forma analitica, la cual se enuncia como resultado.
Proposicién 24. La solucién de la ecuacion (3.17) es

1
Xt = x0 exp ( {u— 2)\2} t+ )\Bt> . (3.18)
La demostracién se basa en aplicar la formula de It6 (6) a la funcién

f(t,x) =exp <?\x + (n— ;?\z)t>

y evaluarla en el movimiento Browniano By.

Ya que se cuenta una forma analitica del movimiento Browniano geométrico, es
natural considerar sus momentos.
Proposicién 25. Sea X un movimiento Browniano geométrico. Entonces

(i) E(X¢) =x0 exp(ut).
(ii) var(X¢) = xo exp(2ut)(exp(A%t) — 1).
(iii) cov(Xy, Xs) = xé exp(p(t+ s))(exp(%zs) —1), 0<s<t.

La demostracion de este resultado puede consultarse en [52]. En la figura 7 se mues-
tra una realizacién del Movimiento Browniano geométrico y su respectivo valor espe-
rado.

I i i i I
8.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
t

Figura 7: Solucién de (3.17) con u =1,A = %

1 Se dice que la ecuacién (3.12) es de ruido multiplicativo si o depende del proceso Xt.
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3.2.2  Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Este proceso modela la velocidad del movimiento difusivo de una particula en peque-
fos intervalos de tiempo, bajo la influencia de una fuerza de friccién y despreciando
la interaccién con un potencial.

Definicién 34 (Proceso de Ornstein-Uhlenbeck). Sean o y 3 dos constantes positivas.
El proceso de Ornstein-Uhlenbeck es la solucién de la ecuacion diferencial estocéstica

dXt = —O(Xtdt + [?)dBt, XO = X9- (3'19)

A la ecuacion en (3.19), se le considera el ejemplo mas antiguo de EDE [39], dicha
ecuacion lleva el nombre de ecuacién de Langevin. En los capitulos siguientes se pre-
senta la motivacién principal de este trabajo de tesis: una aplicacion referente a este
modelo en simulacién de Dindmica Browniana. El proceso de Ornstein-Uhlenbeck X
se entiende como la velocidad de la particula al tiempo t, la parte determinista —aX;
corresponde a la fuerza de friccién, y el término $3dB¢ es un ruido blanco [57]. Es
pertinente mencionar que este modelo se usa para analizar la estabilidad de méto-
dos numéricos para ecuaciones diferenciales estocésticas con ruido aditivo *[21]. El
siguiente resultado proporciona la forma analitica del proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Proposicion 26. La solucién de la ecuacion (3.19) esta dada por

t

Xt =xpexp(—at) + 3 Jo exp(—«a(t—s))dBs. (3.20)

Proposicién 27. Sea Xy un proceso de proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Entonces:
(i) E(X¢) = Xo exp(—at).

(ii) var(X¢) = %(1 —exp(—2at)).

(iii) cov(Xe,Xs) = B2 (1 — exp(—2amin{t, s})).

Los resultados referentes a los momentos para el movimiento Browniano geométri-
co y el proceso de Ornstein-Uhlenbeck se pueden consultar en [30]. En la figura 8 se
muestra una trayectoria del proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Dada la naturaleza de la integracién estocéstica, las solucién de una EDE pocas veces
tiene forma analitica. Es por esto que surge el interés de contar con métodos para su
solucién numérica. En la siguiente seccion se da una introduccién a métodos clasicos
que sirven de base para este trabajo.

3.3 METODOS NUMERICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS.

Dado que se tiene una basta y robusta teoria para la solucién numérica de EDOs,
resulta natural extender los esquemas en diferencias finitas al contexto estocéstico. En
esta direccion se exponen dos métodos numéricos que resultan de extender un método
determinista y que se han empleado en simulacién de DB.

2 La ecuacién (3.12) es de ruido aditivo si o es una funcién independiente del proceso X, i.e.,0 = o(t).
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i i i
E).O 0.5 1.0 15 2.0
t

Figura 8: Proceso de Ornstein-Uhlenbeck con Xo =10, x =1,3 =1

3.3.1 Meétodo de Euler-Mayurama

Sean f, g funciones que cumplan la hipétesis del Teorema 7. Consideramos una ecua-
cién que no depende del tiempo de forma explicita, i. e., una EDE auténoma

dX¢ = f(X¢)dt + g(X¢)dBy, Xo = xo. (3.21)

En su forma integral

t t

f(xs)ds+J g(X<)dB;, 0<t<T. (3.22)

Xt—XO‘f‘J
0

0

Sea X la solucién fuerte de la ecuacién anterior. Para construir el método de Euler-
Mayurama EM se considera el intervalo [0, T] y se discretiza con un paso At = %
para algtn natural N. Asi los puntos que dividen al intervalo [0, T] se representa con
t; =jAt, j =0...Ny laaproximaciéon a X(t;) con Xj. Por lo tanto, al tiempo t;, se
debe cumplir que

i i

f(X(s))ds+J g(X(s))dBs. (3.23)

-1

X(tj) = X(tj,1 ) +J

-1
Entonces, dependiendo de como se aproxima (3.23) para cada t; se obtiene un método
distinto. Si se usa

Xj+1 = Xj +f(X;)At+g(Xj)(By;,, —By;), donde Xji1 aproxima a X(t;j11), (3.24)

)

se obtiene el método de Euler-Mayurama (EM). Es claro a partir de (3.24), que para
g = 0 se recupera el método determinista de Euler. La figura 9 ilustra los resultados
obtenidos con el esquema Euler-Mayurama para la ecuacion (3.17).

Ademas del Euler-Mayurama existen versiones estocdsticas de los métodos “clasi-
cos ”, tales como los Runge-Kutta y los derivados de la expansién en serie de Taylor.
Siguiendo un orden analogo al determinista, para hacer referencia a la versién es-
tocdstica de un método de Runge-Kutta, se introduce a continuacién la expansion
estocastica en serie de Taylor.
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3.0

— Exacta
< Euler-Mayurama

20

1.0

3.

1.0

t

Figura 9: Comparacién de la solucién exacta con la aproximaciéon EM para (3.17)

3.3.2 Meétodo Estocdstico de Runge Kutta (SRKII)

En esta seccién se introduce un algoritmo de Runge Kutta de dos etapas en su versiéon
estocéstica. El interés reside en la comparacién de los resultados obtenidos de este
Runge-Kutta, con el esquema que se propone en la tesis. Sea una ecuaciéon de ruido
aditivo [20].

ax

G (X + oWy, (3.25)

donde el término oW, es un ruido blanco Gaussiano que satisface
(i) (Wy) =0
(i) (Wy, W) =2D68(t —t) o<ttt

Aqui 0 representa la funcién delta de Dirac y D es una constante. La ecuacién (3.25)
se entiende en el sentido de It6 como

t t

f(Xs)ds + J odW; (3-26)

Xt:X0+J
0

0

o en forma diferencial
dX; = f(X¢)dt + odBy. (3.27)

Para pasar de (3.25) a (3.27), simplemente se remplaza el termino de ruido blanco W;
por 42 y se multiplica por dt. En la literatura usualmente W, representa un proceso
de Wiener y B¢ el movimiento Browniano, ambos objetos significan lo mismo aunque
W, se acostumbra para denotar un proceso estocéstico y By el fenémeno fisico.

EXTENSION DEL METODO DE RUNGE KUTTA. En la literatura, los métodos de Run-
ge Kutta son un estdndar para integrar ecuaciones diferenciales ordinarias (véase por
ejemplo [13]). Con el propésito de extender uno de estos métodos al contexto estocds-
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12 T T
. Z — X
W0f L B - R . |>—= SDRKI ||

Figura 10: Comparacién de la solucién exacta de (3.30) con la obtenida por el SRKIL

tico, se considera la ecuacién determinista 4* = F(x) y el esquema Runge-Kutta de

dt
dos etapas (RKII) de segundo orden

1
Xn+4+1 =Xn + EAt(FI + FZ)/

F] :F(Xn)/ (328)
Fy =F(xn + AtFy).

Intuitivamente, se intentaria aplicar el esquema RKII para integrar la ecuacién (3.27).
Sin embargo esto no tendria sentido pues el movimiento Browniano es de variaciéon
infinita. Asi pues, es necesario modificar el esquema en (3.28) para que funcione con
la parte estocdstica. En [29] este problema lo resuelven a partir de la expansion esto-
castica de Taylor de la ecuacién (3.27), dando como resultado el siguiente esquema

1
Xni1 =xn + ALF) +F2) + (2DAY
F1 =f(xn). (3-29)
Fy =f(xn + AtF; + (2DAL)21),
donde () = 0, (V2) = 1. Honeycutt muestra en [29], que estas ultimas son con-
diciones suficientes, aunque usualmente se asume que 1\ es de distribucién normal

estdndar. En la figura 10 se ilustra la solucién numérica obtenida con (3.29) para la
ecuacion

dX¢ = —10Xydt +dBy,  Xo = 10. (3.30)
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3.4 CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD DEL ESQUEMA EULER-MAYURAMA
3.4.1  Convergencia en los sentidos fuerte y débil

Bajo las condiciones del teorema de existencia y unicidad para EDEs, sean X(t) el
proceso solucién de (3.22) y X, una aproximacién X. Con el fin de hacer una definicién
precisa de convergencia, es necesario decidir como medir la cercania entre X(tn) y Xn.
En esta direccién, ya que tanto X como X, son variables aleatorias para un t, €
{to, ..., tn} fijo, resulta natural medir su diferencia a partir del valor esperado, esto
conlleva al concepto de orden de convergencia fuerte.

Definicién 35 (orden de convergencia fuerte). Sea X, una aproximacién a tiempo
discreto de un proceso estocdstico continuo en el tiempo X. Se dice que X, converge
en sentido fuerte a X, con orden v, si para cualesquiera t, = nAt € [0,T] fijo y At
suficientemente pequefio, existe una constante C > 0 tal que

E(Xn —X(tn)]) < CAtY. (3-31)
Notemos que, conforme a esta definicion, al considerar esquema EM para (3.22), con
g = 0 y Xpconstante
Xn —X(1)] < CALY,

se recupera la definicién de orden de convergencia para EDOs (véase e. g., [13]).
Definicién 36 (error en sentido fuerte). Sean X, X, como en la definicién Definicion 35
al ntmero

efuerte . (X —X(T))), T =LAt (3:32)

se le nombra error a tiempo final L en sentido fuerte.

Para fijar ideas consideremos lo siguiente. De [55] se sabe que el método EM, tiene
orden de convergencia fuerte y = % Entonces, de acuerdo a las definiciones (35) y (36)
existe una constante C > 0 tal que

efuerte < C(At)2, (3-33)

para At lo suficientemente pequefio. Con el fin de mostrar la existencia de la cons-
tante C en (3.33) se procede como sigue. Usando el esquema EM, calculamos 1000
realizaciones de la soluciéon numérica de la EDE

dXt = 2Xt dt+ Xt dXt, X() =1 (334)
en intervalo [0, 1] y con cinco diferentes tamarfios de paso
At =275, p=0,1,...,4

Se obtiene el valor esperado de e}, sobre la muestra de las 1000 evaluaciones de la so-
lucién numérica de (3.34) a tiempo final T = 1 para cada At. Con esto logramos 5 datos
que aproximan al error en sentido fuerte. En la figura figura 11 se grafica la estimaciéon
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de e}, respecto al tamafio de paso que obtuvimos, en escala logaritmica y compara-
mos dicha gréfica con una recta de pendiente J. A simple vista ambas graficas tienen
la misma pendiente, lo cual nos dice que el error que acabamos de mencionar, decae
conforme el tamafio de paso decrece a una razén de %, es decir aproximadamente el
orden de convergencia es % Para verificar esta afirmacién consideremos lo siguiente.
Asumiendo como verdadero (3.33) y aplicando logaritmo se obtiene

log e}{°*° < log(C(At)2). (3:35)
Entonces, por la naturaleza de la funcién log, y suponiendo para At adecuado, el erro
deberia ser pequefio, por lo tanto

:
logef\ie™e ~ log C + 3 log At. (3.36)

Con el fin de mostrar la existencia de C en (3.36), se ajusta por minimos cuadrados
los datos obtenidos para la figura 11, respecto a log C y una q. Del ajuste de mini-
mos cuadrados resulta que log C = 1.66445910 y q = 0.538 49735 con un residuo de
0.034 424 249 204 8. Claramente q es cercano ay = % y el residuo se aproxima 0, lo cual
es consistente con el orden convergencia del método.

Error en sentido fuerte del esquema Euler-Mayurama

10°
=
! 2
o 10°F £
=
o
Sfuerte
e N
- - recta de referencia :
10-4 L
103 1072 10t

At
Figura 11: Gréfica del error en sentido fuerte para el método EM, la linea punteada
representa la pendiente de referencia
Para este escenario, implicitamente se asumen como despreciables (i) al error de
n
muestreo, el cual aparece al aproximar E(X) por % Z IX(LkJ — X(T)| (k se refiere a ca-
da trayectoria), (ii) el sesgo debido al generado de m’lirjlleros aleatorios y (iii) al error de

redondeo, propios de la aritmética en coma flotante. En la practica, el mas significativo

es el error de redondeo. Cabe mencionar que el error de muestreo decae como ﬁ’
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donde M es el nimero de trayectorias. De [37] se sabe que conforme At disminuye,
aumenta la falta de independencia provocada por el generador de ntiimeros aleato-
rios, esto normalmente degrada el calculo antes de convertirse en un error redondeo
significativo.

Por otra parte, aunque en la definicién de convergencia fuerte (3.31) se involucra un
valor esperado, surgen implicaciones al aplicar el método sobre cada trayectoria. Esto
se puede entender a partir de la desigualdad de Markov (ver apéndice A.2.1). Asi,
tomando & = At7 conforme a (A.3), se tiene

1
) < IEIXn—X](tn)I < CAt]2
(At)a Atz

;
CAt?, o equivalentemente

1—CAts, (3-37)
por lo tanto, si At — 0 en (3.37), entonces la probabilidad de que el error sea peque-
fio tiende a 1. En resumen el orden de convergencia vy significa la razén a la cual la
esperanza del error en sentido fuerte, decae a cero conforme At — 0. Cabe mencio-
nar que otros autores utilizan la media cuadratica en lugar del valor esperado (ver
[21],[28]) para definir lo conceptos relacionados con la convergencia. Por otro lado es
posible considerar un tipo de convergencia menos restrictivo y medir la cercania entre
X(tn), Xy, por la diferencia

IElp(X)] — Elp(X(tn)]l,

donde p es una funcién de crecimiento polinomial. Esto conduce a la siguiente defini-
cion.

Definicién 37 (Orden de convergencia débil). Sean X;,, X como en la Definiciéon 35,
Xn converge en sentido débil a X con orden {3, si para cualesquiera t, = nAt € [0, T]
fijo y una funcién p de clase C2(P+1) con crecimiento polinomial, existe una constante
C >0 tal que

Bl=

P([Xn —X(tn)| > At

A\VARRV/AN

P([Xn — X(tn)] < At3)

[Elp(Xn] — Elp(X(tn))]] < CAtP (3:38)

En esta direccion definimos el error en sentido débil.
Definicion 38 (error en sentido débil). Sean X,,, X como en la Definicién 35, al numero

edeil .— [EXy —EX(T)|, donde T = LAt, (3-39)

se le nombra error a tiempo final L en sentido débil.

Para fijar ideas, se estudia con p = x. De la literatura, se sabe que para el esquema
EM B =1 [25], entonces de la Definicion 38 resulta inmediato que

edevil < CaAt,

para At lo suficientemente pequefio. Imitando el mismo argumento que usamos para
el orden de convergencia fuerte. Con el fin de comparar, usamos el esquema EM para
resolver numéricamente la ecuaciéon

dXi; = 2X¢ + 0.1dBy, Xo=1, (3-40)
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Esquema Euler-Mayrama, test de convergencia debil

10

[EX(T)]-£(X )|

103 e o

10* ]
10°? 10 10t

At

Figura 12: Gréfica de error en sentido débil, la linea punteada tiene pendiente 1.

para la que se conocen su solucién exacta y sus primeros momentos, gracias a las
proposiciones (??) y (25). Las medias de la solucién numérica, que se involucran en (38)
se estiman sobre un muestreo 50000 del proceso Xy, discretizado con cinco distintos
tamafios de pasos temporal

At=2P"10" pefl...5)

Luego, con el fin de comparar, de la proposicién 25 se tiene que el valor esperado de
la solucién a tiempo final T

EX(T) = exp(uT) = exp(2T). (3-41)

La figura 12 muestra como varia el error en sentido débil a medida que At — 0.

Por ultimo se verifica el orden de convergencia 3 con el mismo ajuste de mi-
nimos cuadrados existencia de la constantes C que satisfagan obteniendo logC =
2.38803630,q = 0.937675 10 con un residuo de 0.115755620888. A simple vista, se
verifica el comportamiento esperado para el orden de convergencia débil.
Observacién 4. Usualmente los esquemas para solucién fuerte tienen un orden de
convergencia débil mayor que su orden de convergencia fuerte, pues este ultimo sen-
tido es mas restrictivo.

3.4.2 Estabilidad lineal

Los conceptos de convergencia fuerte y débil, se refieren a la precisiéon de un método
numérico, referida a un intervalo finito [0, T] y para tamafios pequefios de paso At.
Sin embargo, existen aplicaciones en las que se tiene interés por el comportamiento de
una ecuacion diferencial estocastica referente al limite cuando t — oco. En este contexto
las estimaciones para la convergencia son irrelevantes, pues generalmente la constante
C en la definiciones involucradas crece de forma no acotada respecto a T.
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En el contexto determinista de las ecuaciones diferenciales ordinarias se tiene una
teoria cualitativa robusta para tratar su estabilidad [51], [49], [3]. Esto permite analizar
el comportamiento de un método numérico en el limite cuando t — oo, respecto a
tamafios de paso temporal fijos At. Para llevar acabo este andlisis, usualmente se aplica
el método en cuestiéon a problemas con alguna caracteristica cualitativa de interés y
se analiza la capacidad del método para reproducir dicha caracteristica. Aunque se
han analizado una gran variedad de tipos de problemas, quiza el mas relevante es el
problema lineal de prueba

dX

e AX, AeC X(0) =xop, (3-42)
el cual es un estdndar para analizar la estabilidad lineal de los esquemas numéricos
(véase por ejemplo [27]). Para EDEs, es posible disefiar una teoria andloga a la estabili-

dad lineal (A — estabilidad) a partir de las ecuaciones

dXt :PLXt dt + }\Xt dBt, X() = X0 (343)
dX¢ =uX¢dt +AdBy, pA€C (3.44)

cada una corresponde a un tipo de ruido.
Observacion 5. Recordemos que en

dX¢ = f(t, X¢)dt + g(t, X )dBy, (3-45)

si f es no nula y g es una funcién que depende de X4, se dice que (3.45) es de ruido
multiplicativo, de lo contrario, diremos que (3.45) es de ruido aditivo.

Resulta evidente en (3.43) y (3.44), recuperar una ecuacién determinista si A = 0 y xo
es una constate y por consiguiente la estabilidad lineal de este problema es determinis-
ta. En la literatura se suele usar el termino “estable “para decir que la solucién de (3.42)
X(t) = xo exp(At) satisface tlir{)lo X(t) = 0, lo que es equivalente a cumplir Re(A) < 0.
En esta direccion, resulta natural extender las ideas deterministas al caso estocastico,
en dicho contexto es necesario precisar el significado de tlin;o X(t) = 0, pues en este

sentido, los procesos estocasticos son elementos de espacios de dimension infinita, y
por consiguiente no se tiene una equivalencia entre normas [19]. Veamos primeramen-
te la estabilidad para EDEs con ruido multiplicativo.

ESTABILIDAD LINEAL CASO MULTIPLICATIVO En la practica, una forma usual de
precisar la nocién de estabilidad, es a partir de la media cuadratica. Formalmente se
hace la siguiente definicién.

Definicién 39. Dadas f, g funciones que satisfacen las condiciones del teorema de
existencia y unicidad. Sea X la solucién fuerte, de la ecuacién auténoma

dXt = f(Xt)dt+ g(Xt)dBt, X() 7é 0,

con probabilidad 1. Se dice que X; es una solucién estable en media cuadrética o
MC-estable, si y solo si

lim E(X¢|*) = 0. (3-46)
t—o0
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Lema 1. La solucién de la ecuacién de prueba (3.43) es estable en media cuadrdtica si y sélo si

2Re(p) + NP> < 0. (3-47)

Demostracion. De [2] se sabe que Y(t) = E(|X{|?) = exp[2Re(p) + |0]?)t] es solucién de
la EDO

dY = (2Re(p) + |o]?)Ydt, te[0,T],
Y(0) =1,

entonces al determinar las condiciones de la estabilidad lineal para p, A se obtiene la
implicacién directa. Reciprocamente, si se satisface (3.47) la conclusion es clara. O

De esto resulta natural preguntar, ;que condiciones deben satisfacer los pardmetros
de la ecuacién de prueba (3.43), para que un método niimero reproduzca correctamen-
te sus propiedades de estabilidad?

Para fijar ideas, consideramos el esquema EM para la ecuacién (3.43)
Xj11 =Xj + uX;At + AX;ABj (3-48)
donde

AB] :Btj+] - Bt-

)

(3-49)

Considerando que para un tamafio de paso fijo At, el proceso de movimiento Brow-
niano se discretiza para cada j con

Bj = At?V, (3.50)

donde Vi, V1 son variables aleatorias independientes con distribucién normal estdndar
parak,1={1,...,N}, k# 1l Entonces sustituyendo (3.50) en (3.48) resulta

Xji1 = (14 At + AtZAV;)X;. (3.51)
Para hacer la notacién mas manejable se definen

a:=14Aty, b= At%)\, (3.52)
reescribiendo (3.51) resulta

Xj+1 = (a+DbVj)X;. (3-53)

Veamos el siguiente resultado.
Lema 2. Sean a,b como en (3.52), entonces de acuerdo a la ecuacion (3.53)

E(1X;111%) = (lal* + [b]*)E(X;)
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Demostracién. Asumiendo a,b como constantes complejas, se tiene por propiedades
del modulo
|Xj2+]| =Xj1 X541, conforme a (3.53),
=(a+bVj)(a+bVvj)X;/?
=(lal* + (ab + ab)V; + bI* V)X |2
al calcular la media de [Xj 1], las propiedades del valor esperado, la independencia
entre Xj, Vj y dado que V; ~ N(0, 1) implican que
E(1Xj111%) =(lal* + (ab + ab)E(V;) + [bIPE(V})E(X;1)
=(lal* + [bI)E(X;]%).

O
Luego, al aplicar iterativamente el Lema 2 a (3.53)
E(1X5:112) = (11 + Atn + A2, E(X;112)
(3-54)
= (11 + At + A2 T E(XoP),
se tiene que
]_lirgo E(1X;1%) = 0 < |1+ Atul? + |AtA]? < 1. (3.55)

Suponiendo p, A como reales, el argumento anterior se puede ilustrar con la figura 13.

At A

} %

a

Problema
MC-Estahle

., 1 1 1 1 1 1 '_Illt
- 4 ~2 2 4 g

Figura 13: Region de estabilidad del esquema EM para la ecuaciéon de prueba.

Luego, sean Y; = E(|X;|?) y R(a,b) = |al* + |bl* conforme a (3.53). Entonces de
acuerdo al Lema 2 \7”1 = R(a,b)Vj, donde a R, se le conoce como la funcién de
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estabilidad del esquema EM. Como consecuencia inmediata se tiene Y; 1720 =
|R(a,b)| < 1. Lo que lleva a la siguiente definicion.

Definicion 40 (Dominio de Estabilidad). Dado un método numérico, sea R su funcién
de estabilidad, al conjunto

R :={(a,b):|R(a,b)| < 1}

se le nombra dominio de estabilidad del método.

La figura 13 es una representacion grafica del dominio de estabilidad para el esquema
EM. En dicha figura el eje x representa Aty y el eje y, AtA2. De acuerdo al Lema 1 se
tiene que, 2Re(p) + IAI> < 0, al hacer x := Aty, y := AtJA]?, se obtiene la desigualdad
2x +y < 0, la cual representa el drea bajo la recta y < —2x, dicha regién es el conjunto
de todos lo puntos donde la solucién de la ecuacién de prueba (3.43) es M C-estable.
Al hacer las mismas sustituciones en la funcién de estabilidad del esquema EM

R(AL, 1, A) = |1+ Atpl” + |AtA]2 (3-56)

resulta la desigualdad yz < —x(x+2), es decir, el 4rea bajo la pardbola —x(x + 2) dicho
conjunto es el dominio de estabilidad del esquema EM.

Entonces dados los pardmetros , A, el punto Q(Aty, AtA?) tiene coordenadas que
corresponde a la estabilidad reproducida por el esquema numérico con At = 1. En
dado caso que el problema continuo sea MC-estable y Q quede fuera del dominio de
estabilidad del método, al hacer mas pequefio el tamafio de paso At, Q se mueve a lo
largo de la recta que pasa por Q y el origen en direccién a (0, 0).

Con el fin de ilustrar el argumento anterior, se usa el método EM con tres tamafios
de paso para la ecuacion

dX¢ = —3Xdt + V3X¢dBy, Xo =1. (3-57)

Claramente, conforme a la condicién para la estabilidad del método EM (3.55) con
At =1y estos pardmetros, el método EM no es estable y las correspondientes coorde-
nadas (i, A?) quedan fuera de la regién de estabilidad. Esto significa que para tiempos
lo suficientemente grandes [E[|X¢|?] tiende a infinito, por ello en la figura 14 vemos que
la gréfica etiquetada con At = 1 a la iteracion 600 [E[[X(|%] es mayor que 10 x 102", Sin
embargo de acuerdo al Lema 1, el problema si es estable. Entonces, para que el mé-
todo reproduzca correctamente esta cualidad, se hace més pequefio At hasta que el
punto correspondiente a los pardmetros quede dentro de la regién de estabilidad, lo
cual se logra con At = %, pues el punto de interseccién de la recta al origen que pasa
por (-3,3) y la pardbola —x(x + 2) es (-1,1).

En general, la capacidad que tienen un método numérico para reproducir correc-
tamente la estabilidad de una EDE dada, se puede estudiar a partir de la correspon-
diente funcién de estabilidad. En [8],[26], [55] reportan las funciones y dominios de
estabilidad para otros esquemas.

Ahora veamos el caso con ruido aditivo.

ESTABILIDAD LINEAL CASO ADITIVO Los resultado que presentamos a continua-
cién fueron tomados de [54], nos interesa particularmente las demostraciones que aqui
se presentan pues las usaremos en el capitulo 5.
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MS-Stabilitiy Euler-Mayurama A=-3, n =3

10261 |
10216 L

10171 1
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1035 L
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Ex,

1054 |
109 |
1044 |

10'139 L

1034 L

10'279 L

I I I I
o 200 400 600 800 1000

Figura 14: Solucién numérica de (3.57) con el esquema EM usando diferentes tamafios
de paso At.

Se estudia la estabilidad del esquema EM para la ecuacion de prueba
dXi = uX¢dt + AdBg, Xo = Xo, wAeC. (3-58)

La solucién exacta de (3.58) ver [50] esta dada por

t

X, = exp(ut)Xo “Jo exp(u(t — s))dBs. (3.50)

A partir de las propiedades de la integral de It6 conforme a (3.59) se cumple que

A*

— 2y _ 2y _ _
E(X¢) = exp(nt)E(Xo),  E(X]?) = exp(ZRe(p)t)E([Xo[) 2Re(p)t“ exp(ZRe(u)t).
(3.60)
En [39] se prueba que cuando t — co y mathbfRe(n) < 0 entonces
(i) E(X¢) =0
p 2 AI2
(i) E(X¢l7) — T 2(Re) ()"
Consideremos el esquema EM para la ecuacion (3.58) que viene dado por
Xjp1 = (1+ uAt)X]’ + AAB;, (3.61)
donde AB; = vAtVj con V; ~ N(0, 1). Al calcular el valor esperado de Xj1 (5.29) se
tiene
E(Xj41) =1+ A E(X;) + VALAE(V;)
=(T+n (3.62)
Deltat)E(X;). (3.63)

Entonces iterando (5.30) para Xj, Xj_7 ... Xo se obtiene

E(Xj51) = (14 pAt) T E(Xo). (3.64)



3.4 CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD DEL ESQUEMA EULER-MAYURAMA

Definicién 41 (Esquema estable en media). Dado un esquema numérico para la ecua-
cién de prueba (3.58).Se dice que el esquema es estable en media si la solucién numérica
que regresa satisface

E(X;) — 0. (3-65)
]— 00
De este argumento se tiene el siguiente resultado.

Teorema 8. El esquema EM para la ecuacién de prueba (3.58) es estable en media si |1 4
uAt] < 1.

Demostracién. Basta notar que de (3.64) y la Definicién 41 se obtienen la conclusién
del enunciado. ]

Observacién 6. Es importante mencionar que este resultado da las mismas condicio-
nes para el Euler clasico. En general, las condiciones de estabilidad para el caso aditivo
estdn determinadas por su correspondiente parte deterministas ver([21]).

La siguiente defuncién es andloga al concepto M C- estabilidad, en base a esté tltimo
se determina la A-estabilidad de los esquemas numéricos para EDEs con ruido aditivo
y es la propiedad que buscamos conservar al emplear la formulacién no estandar.
Definicién 42 (consistencia asintética en media cuadratica). Dado un método numé-
rico para la ecuacién de prueba (3.58), el esquema se dice asintéticamente consistente
en media cuadratica, si la solucién numérica Xj que produce satisface

A2
Aligl E(IX;1%) = “IRe(n)’ (3.66)
) o0

El argumento anterior justifica el siguiente resultado
Teorema 9. Si un método Euler-Mayurama para (3.58) es estable en media, i.e., satisface
|1+ nAt| < 1, entonces el esquema es asintéticamente consistente en media cuadrdtica.

Demostracion. Consideremos la media cuadréatica de la soluciéon numérica con el mé-
todo EMM (5.29), se obtiene la siguiente relacién

E(1Xj111%) =E(Xj1+11Xj411)
=11+ pAtPE(X;2) + A2AL. (3.67)

Para simplificar la expresion, definimos o« = |1+ pAt|.Iterando (3.67) para {Xj, X;_1, - - - X1},

se tiene que

E(1Xj411%) =o® (P E(IXj_11%) +AAL) + N At
=o' E(1X;_11%) + (o + 1A At

=o?UFVE(Xo?) + (6P + -+ + o + 1) ]APAt

serie geométrica para «?

2+1 —1

=20 VE(Xo|?) + APAt., (3.68)
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Desarrollando |1+ puAt|? = 14 2Re(pn)At + |u|?At?, conforme a (3.68) se tiene

T4 pAt20+1) —1 e

1+ pAt2O+HDE(Xo?) +

Para que el método EM (5.29) de la EDE (3.58) sea estable en media se sigue

—IA1?

12
B0 23 Re(w) + 10220

Entonces de (3.70)

A2 s
(2Re(p) + |ul2At) at—0  2Re(p)’

(3-69)

(3-70)

(3-71)



ESQUEMAS EN DIFERENCIAS FINITAS NO ESTANDAR (EDFNE)

En afios reciente, se ha incrementado el interés por desarrollar esquemas en diferen-
cias finitas para EDOs mds confiables y eficientes [9, 38, 45]. En esta direccién, un 4rea
emergente en métodos numéricos, tiene que ver con el preservar propiedades cualitati-
vas de la solucién exacta, por ejemplo en [11] y [56] reportan que los esquemas Runge
Kutta, reproducen bifurcaciones, comportamiento caético y soluciones espurias. En los
esquemas en diferencias finitas no estandar (EDFNEs), uno de los principales objetivos
es conservar las propiedades dindmicas de la solucién exacta. De hecho, existe un con-
junto de EDFNEs que ha sido aplicado en problemas de fisica e ingenieria, obteniendo
buenos resultados [1, 16, 33, 36, 47, 58].

Considerando la ecuacién % = F(t,4,Yo,A), la idea basica para construir un esque-
Yr+1 — Yk
$(h)
una funcién denominador que satisface ¢(h) = h + O(h?). Ademds, los términos no
lineales de la parte derecha se aproximan de forma no local. Es importante mencionar
que, en el limite para t = hk fijo la generalizacién de la derivada discreta se reduce a

la derivada convencional, i. e.,

ma, es aproximar la derivada con , siendo h el paso de tamafio uniforme, ¢

c o Ykr1—Yk _ dy
lim ———— = —.
nsb  d(h) dt
k—o00
Sin embargo, para una h > 0 fija, dado un valor de k, la generalizacion de la derivada
discreta difiere de la de su andlogo estdndar. La funcién ¢ puede entenderse como
una regularizacién del paso h.

La génesis de dicha formulaciéon se debe a los trabajos presentados por Ronald
Mickens, ver [43, 44, 46]. Mickens introduce los métodos no estandar que producen
aproximaciones exactas y por consiguiente, con las mismas propiedades cualitativas
de la solucién analitica. Sin embargo, aunque estos métodos son una gran idea, dada
una EDO arbitraria no es claro como construir un EDFNE, pues esto equivale a resolver
de forma exacta cualquier EDO. Un avance relevante en esta direccion son las reglas de
formulacién creadas por Mickens [47], al aplicarlas, en general producen una solucién
numérica precisa y con mejores propiedades que los esquemas convencionales.

Es por ello, que en esta tesis se busca adaptar la formulacién no estdndar en los
algoritmos de dindmica Browniana [7]. Lo anterior se justifica en que los esquemas
que se usan en el area, presentan inestabilidad numérica, en un contexto estocéstico.
Es importante mencionar que hasta la fecha, no hemos encontrado publicaciones que
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reporten la aplicaciéon de esquemas en diferencias finitas no estandar para la soluciéon
de ecuaciones diferenciales estocasticas.

En torno a lo mencionado, organizamos el capitulo en dos secciones: la seccién 4.1
trata de forma general los elementos de la formulacién no estdndar y se discuten las
alternativas para la construcciéon de EDENE reportadas en [41] y [45]. En la seccion 4.2
a manera de ejemplo, se siguen las alternativas mencionadas para construir esquemas
no estdndar que nos servirdn mas delante.

4.1 ESQUEMA EN DIFERENCIAS FINITAS NO ESTANDAR (EDFNS)

Para motivar esta seccién, se considera al siguiente ejemplo. En la literatura de EDOs
es comun encontrar la ecuacién logistica [5] para modelar la dindmica de poblaciones
limitadas

Yoyi-y, YO =y eR (41)

Su solucién se puede obtener aplicando el método de separacioén de variables,

Yo + (1 —yo) exp(—t)’

y(t) (4.2)

Claramente, de f(y) = y(1 —y) se infiere que {0, 1} son los puntos fijos de (4.1). Si
Yo > 0, la solucién tiende al punto fijo y(t) = 1. De lo contrario, si yo < 0, la solucién
tiende a la singularidad en

1
t:t*:10g<—|;l)1‘?0|>,

para tiempo t > t* la solucién decrece en forma monétona al punto fijo y(t) = 1. Lue-
g0, y(t) = 0 es inestable y y(t) = 1 estable. En la figura 15 se ilustra el comportamiento
general de las soluciones.

2.0

15 i —
=15 | Ty =—.5

=05
2, =0.5

- a(t)=1 ||

15F

0] TR RRNNAA-4-02 £ 0.3 3 T8 T R S S —

=+ |

0.0 -

-0.5

—10g 1 2 3 ) 5 0 1 2 3 ) 5
(a) Siyp > 0 la solucién tiende a y(t) = 1. (b) Si yo < 0 la solucién tiende a una singulari-

dad.

Figura 15: Naturaleza de las soluciones para la ecuacién logistica.
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Usando la diferencia centrada, es posible aproximar la ecuacién (4.1) con el método
de Euler clésico en el intervalo [O, T]

Yk+1 —Yk—1

La figura 16 muestra la grafica de la soluciéon numérica con este esquema. Conside-
rando que los puntos fijos de la ecuacién en diferencias (4.3) son §(©) = 0,5") =1, a
partir de una perturbacién linea para cada uno de estos, se estudia la estabilidad. En
esta direccion se define

=7+ ey, lex| < 1. (4.4)

2.0 , L;:x‘(l_x)
L5Fe g g P N
LOp Ve S B < e z« : < <

& 05
00f /AT N AN T AR O S . 4
—0.5F-
71'00 560 IObO 15‘00 2000

k

Figura 16: Solucién, a partir del esquema numérico (4.3) para la ecuacién logistica, con
Yo = 0.1, tamafo de paso h = 0.1 y 2000 iteraciones en [0, 200].

Sustituyendo en la ecuacién en diferencias del esquema (4.3) y conservando solo los
términos a primer orden, resulta

€k+1 —€k—1
— on Gk (4-5)

Para resolver esta ecuacién se usa el cambio de variable e, — v, de aqui se obtiene
la ecuacidn caracteristica

2 —2hr—1=0. (4.6)
Por lo tanto, del principio de superposicion y las raices de (4.6) la solucion de (4.5) es
ex = A(r) +B(r)¥, (4-7)

con constantes A, B arbitrarias pero pequefias y 11 = h+ v/1+h?. Asi en la solucién
de (4.7) resulta, que el primer término es exponencial creciente y el segundo término
oscila con una amplitud exponencial decreciente. El mismo andlisis se realiza par el
punto fijo g1,

e =7" +m, Mkl < 1. (4.8)
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Luego, la ecuacion de perturbacién lineal para ny

Nk+1 —MNk—1

h = —MNk- (4.9)

Imitando el argumento anterior, la solucién de (4.9) resulta
nk = C(s4)* +D(s)¥, (4.10)

con C,D constantes arbitrarias pequefias y s1(h) = —h 4 v/1+h?. Por lo tanto, el
primer término en (4.10) decrece exponencialmente, mientras el segundo término osci-
la con amplitud exponencial creciente. Considerando todo estos resultados juntos, se
sigue que el esquema en diferencia centrada (4.3) tiene los mismos puntos fijos que la
ecuacion logistica. Sin embargo, el punto fijo y(t) = 0 es linealmente estable y y(t) =1
es inestable, pero para la ecuacién en diferencias ambos puntos fijos son linealmen-
te inestables, esto muestra que el esquema numérico no es capaz de reproducir la
dindmica de la ecuacién logistica.

Lo mostrado en la figura 16 se explica como sigue. Para una condicién inicial yo con
0 <yo < 1, los valores de yi crecen exponencialmente aproximandose cada vez mas

L (1) . . . . .
al punto fijo §j, * = 1, después yy comienza oscilar con amplitud creciente entorno a
7" hasta entrar en una vecindad del punto fijo §'°) = 0. Luego, la exponencial inicial
decrece a §° = 0 y nuevamente y, comienza crecer hacia el punto fijo ") =1.En
resumen, la conclusién méas importante es que el esquema en diferencia centrada

Yk+1 —Yk—1

m = f(yx) (4.11)

para la ecuacién diferencial de primer orden
dy
— =1f(y), 12
Fraalit) (4.12)
hace que todos los puntos fijos sean inestables. Por consiguiente, este esquema no es

eficiente para (4.1). En su lugar modificamos el esquema (4.3) como sigue. Conside-
rando la ecuacién en diferencias

Yk+1 — Yk—1

h =Yk—1(1 —yx+1), (4.13)

y usando el cambio de variable yx = —, se tiene la siguiente ecuacion en diferencias
Xk

(1 _ (4.14)
M T T4 2n ) T T T n +14

Al resolver la ecuaciéon (4.14) se obtiene

k
2

xx =1+ [A+B(=1)¥(1+2hn)"2,

donde A, B son constantes arbitrarias. Por lo tanto, con el cambio de variable tenemos

1
[A+B(=1)K(1+2h)~ %

Yk =
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Figura 17: Solucién numérica con el esquema centrado no local (4.14), con yp = 0.25,
h=o0.1en [0,5]

Luego, para yp tal que 0 < yo < 1y yj con yi = yo + hyo(1 —yo), la solucién de
(4.13) se comporta como en la figura 17. A excepcién de las oscilaciones de pequefia
amplitud en torno a la solucién exacta la grafica muestra como este nuevo esquema
reproduce en general, las mismas propiedades cualitativas de la ecuacién logistica,

Ahora se considera el esquema de Euler usando diferencia hacia adelante

Yk+1 — Yk

n =Y (1T —xx). (4.15)

Esta ecuacién en diferencias de primer orden, tienen dos puntos fijos §° = 0,5' = 1.
Perturbando de forma lineal, entorno a estos puntos como en (4.4) y (4.9), se tiene

ex =eo(1+h)k, (4.16)
nk =no(1—h)*. (4-17)

De aqui se sigue que §° es inestable para todo h > 0, lo cual es congruente con el
modelo original. Sin embargo, la estabilidad lineal para §' depende de h. Por ejemplo,
si:
(i) 0 < h < 1: gV es linealmente estable, y la perturbacién decrece exponencialmen-
te.

(ii) 1 <h < 2:§(") es linealmente estable y la perturbacién decrece exponencialmen-
te con oscilaciones.

(iii) h > 2: gV es linealmente inestable y la perturbacién oscila con amplitud expo-
nencial creciente.

En conclusién, el esquema (4.3) reproduce correctamente la estabilidad lineal de la
ecuacion logistica solo para tamafios de paso en el intervalo 0 < h < 1. Para este
intervalo, las propiedades cualitativas son las mismas y por consiguiente no existen
inestabilidades numéricas.

55



56

ESQUEMAS EN DIFERENCIAS FINITAS NO ESTANDAR (EDFNE)

Ahora con el fin de generalizar formalmente los conceptos, se considera la ecuacion
escalar

dy
— =f(y,A .
at (y,A), (4.18)

donde A es un vector de n pardmetros. Resulta que el esquema mas general en dife-

rencias finitas no estdndar de primer orden para (4.18) toma la forma

Yr+1 — Yk
— = =F A h). .
d)(h/}\) (yk/yk+1/ ’ ) (4 19)

La derivada discreta en esta ecuacion es una generalizacién de

dy N Yk+1 — Yk

i T (4.20)

y la funcién ¢ en (4.19) cumple ¢(h,A) =h+ O(h?), para A fijoh — 0.Dicha forma
discreta de la derivada se basa en la definicién clésica [40], la cual también se puede
escribir como

dy . ylt+i(h)) —y(t)

a o am W2 () / (4-21)
donde
Pi(h) = h+O(h)?, h—0, 1ie{l,2}. (4.22)

Las siguientes funciones son ejemplos que satisfacen (4.21):
i) b(h) =h,
i) $(h) =sin(h),
iii) P(h) =exph—1,
1

. —exp(—Ah)

iv) h(h) %

Observacién 7. Es importante notar que en el limite, cuando h — 0, se obtiene la de-
finicién cldsica de derivada, pues para cualquier 1 con las propiedades mencionadas

Y m y(t+i(h))—yt) . ylt+h)—y(t)
dt  h—o P> (h) h—0 h

(4-23)

Sin embargo para h "finita", estas derivadas discretas difieren en general, de la deriva-
da discreta convencional (4.20).

ESQUEMAS EXACTOS DE DIFERENCIAS FINITAS Mickens en [42] introdujo por
primera vez los esquemas no estandar, su construccion se derivo de obtener esquemas
exactos. Veamos que se quiere decir con esto. Sea una ecuacion general de primer
orden

dy

— = f(y,t,A), to) = , .
it (y, t,A) y(to) = yo (4-24)
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donde f(y,t,A) satisface las hipétesis del teorema de existencia y unicidad para la
soluciéon de EDOs en intervalos 0 < t < T, A7 < A < A; respectivamente. Entonces la
solucion existe y puede escribirse como

y(t) = d)(A/yO/tO/t) con yo = d)U\/UO/tO;tO)- (425)
En base a lo mencionado, se considera el modelo discreto de (4.24)
Yk+1 = g\ hyy, ty), t = hk. (4.26)

Cuya solucién se puede escribir en la forma

Yk = (A, h,yo, to, ti), conyo =P(A, h,yo, to, to). (4.27)

Definicién 43. Las ecuaciones (4.24) y (4.26) tienen la misma solucién general si y sélo
si

yk =y(tx), k=0,1,...
y para todo valor de h.
Definicién 44 (Esquema en diferencias exacto). Un esquema en diferencias se dice
exacto, si su solucién general y la de la EDO asociada, son equivalentes en el sentido
de la definicién anterior.

Las definiciones mencionadas dan significado a unos de los resultados importante
para los esquemas no estdndar.
Teorema 10. A cada ecuacion diferencial

dy
7:1: /t/)\/ t - 7
it (y, t,A) y(to) =yo

le corresponde un esquema de diferencia finita dado por

Yk+1 = ¢(A/Uk/tk,tk+1 )/
donde ¢ es como en (4.25).

La demostracion (ver [49]) se basa en la propiedad de grupo de las soluciones
y(t+h) = b\ y(t),t,t+h) (4-28)
y en hacer la sustituciéon correspondiente para obtener

Yk+1 = (A Y, ti, tieg1)-

Observacién 8. i) Si todas las soluciones de (4.24) estdn definidas para todo tiempo
T entonces (4.28) se cumple para toda h y toda t. De lo contrario la propiedad de
grupo se satisface para valores de h y t, donde tenga sentido.

ii) El teorema 10 es un resultado de existencia y en general no se cuenta con “la tinica
guia” sobre como construir los esquema exactos. Sin embargo existen trabajos que
mencionan técnicas de construccién, por ejemplo [41],[48],[56].

iii) La implicacién més importante (en el contexto computacional) del teorema 10,
es la equivalencia entre la soluciéon del esquema en diferencias y la solucién del
problema original, en una malla con tamafio de paso h fijo pero arbitrario.

iv) El resultado es valido para sistemas de EDOs acopladas y de primer orden.
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EJEMPLOS DE ESQUEMAS EXACTOS En esta parte se usa el Teorema 10 en modo
reverso para construir esquemas exactos en diferencias. Para fijar ideas, sigamos con
el ejemplo de la ecuacién logistica.

dy

i My —Ay?,  ylto) =yo, (4.29)

donde A7, A, son constantes. La solucién al problema de valor inicial de (4.29) esta
dada por

AMYo
t) = .30
ylt) (A1 —Az2yo) exp(—A1 (t —to)) +Az2yo (4:30)
Luego, en la solucién (4.30) hacemos las sustituciones
y(t) = yrt1,
Yo = Yk,
to — ty, (431)
t— tk+1 s
resultado el siguiente esquema exacto
Myk
= .32
YT = Ry = Agu) expl—A (h]) + Azui (432
Bajo manipulaciones algebraicas
Yk+1 — Yk
=A —A . .
<exp()\1h)1> 1Yk —A2Yk+1Yk (4-33)
A

Notemos que en el ejemplo, se usa la solucién exacta de (4.29) para construir (4.33).
En general la construcciéon de esquemas exactos implica el conocimiento de la solu-
cién analitica, sin embargo, es posible construir esquemas con mejores propiedades.
En este sentido, basdndose en estudios numéricos y analiticos de esquemas en dife-
rencias finitas exactos, Ronald Mickens presenta en [45] las siguientes reglas para la
construccion de modelos discretos exactos:

Regla 1. Como vemos en el ejemplo, los ordenes de las derivadas discretas deben ser
exactamente los mismos que los drdenes de las derivadas correspondientes en
la EDO.

Regla 2. La funcién en el denominador de la derivada discreta debe ser en general,
definida en términos de funciones con maés estructura, de tal forma que se
involucren tanto el tamafio de paso como los pardmetros propios de la EDO.

Regla 3. Los términos no lineales en general, se deben trabajar de forma no local sobre
la malla.

Regla 4. Las soluciones especiales de la EDO, deberdn de ser también soluciones espe-
ciales de la ecuacion en diferencias.

Regla 5. Las ecuaciones en diferencias finitas no deberan de tener soluciones que no
correspondan exactamente con las correspondientes soluciones de la EDO.
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Una de las ventajas que aparece de forma natural en estos modelos, es que los proble-
mas referentes a la convergencia, consistencia y estabilidad exacta desapearecen. Sin
embargo, para una EDO arbitraria, es esencialmente imposible construir un modelo
exacto, pues esto seria equivalente a conocer la solucién de cualquier EDO. Por otra
parte, al aplicar algunas de las reglas mencionadas, se pueden construir esquemas con
mejores propiedades. En esta direccién se enuncia la definicién dada en [31].

Definicién 45 (Esquema en diferencias finitas no estandar). Dada una EDO de primer

orden % = f(y,A), a la ecuacién en diferencias yx;+1 = F(h,A,yo), se le nombra

esquema en diferencias finitas no estdndar si cumple al menos una de las siguientes
condiciones:

(i) En las derivadas discretas que aparecen en la formulacién del método, el de-
nominador h se remplaza por una funcién no negativa ¢ tal que ¢p(h) — h+
O(h?) conforme h — 0.

(ii) Los términos no lineales que aparecen en f(y) se trabajan de forma no local sobre
la malla.

Lo anterior da lugar a un concepto relacionado con las propiedades de un esquema
en diferencias basado con la formulacién no estdndar.
Definicién 46 (Consistencia dindmica). Considerando

dy
2 — f(y,t,A )
it (y, t,A), (4-34)

donde A representa los pardmetros que definen al modelo en (4.34) y el esquema en
diferencias siguiente

Yk+1 = Fyx, ti, L A). (4.35)

Si la ecuacion diferencial o inclusive sus soluciones tienen la propiedad P, el modelo
discreto en (4.35), es consistente con la dindmica de (4.34) si este o inclusive sus so-
luciones reproducen correctamente la propiedad P. En la préctica, para sistemas que
aparecen en problemas de ciencia y tecnologia, son particularmente importantes las
siguientes propiedades [47] :

¢ positividad
® acotamiento
* monotonia

* puntos fijos y su correspondiente estabilidad

variables dependientes de valor entero

4.2 CONSTRUCCION DE EDFNS

En esta seccién se muestran dos alternativas para la construccién de esquemas en
diferencias finitas no estdndar para EDOs escalares autonomas y de primer orden

dy
= =fly), (436)
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donde se asume que f(y) = 0 solo tiene ceros simples. Con el interés de construir esque-
mas que no tengan inestabilidades numéricas.

Se presenta uno de los resultados fuertes de los esquemas tipo Mickens, el cual
prueba la existencia de esquemas finitos que reproducen correctamente la estabilidad
lineal de la ecuacion (4.66) para cualquier tamafo de paso h. Nos interesa especial-
mente la prueba, pues involucra la construccion de tales esquemas y es un proceso
que se sigue en la construccién de algoritmos no estdndar.

4.2.1  Esquema en diferencias finitas Mickens (EDFM) (alternativa 1)

Denotando los puntos fijos de (4.66) por {G (1,1 =1,2,...,1},donde I no necesariamen-
te es acotado. Se sabe que los puntos fijos son soluciéon de f(§) = 0. Se define R; y R*
como
df(g™)
Ri == , .
i dy (4-37)
R* :=max{|Ri|,i=1,...,1}, (4-38)

y del andlisis de estabilidad lineal aplicado al i-ésimo punto fijo se tienen lo siguiente
[45]:

(i) SiRi > 0, el punto fijo y(t) = 7V es linealmente estable.

(i) Si Ri < 0, el punto fijo y(t) = V) es linealmente inestable.
Ahora consideramos el siguiente esquema en diferencias para la ecuacién (4.66)

Yk+1 — Yk

R*

donde ¢ cumple:

(i) d(z) =2z+0(z%), z—0,

(i) 0<dp(z) <1, z>0.
Teorema 11. El esquema en diferencias (4.39) tiene puntos fijos con exactamente la misma
estabilidad lineal que (4.66) para todo h > 0.

Demostracion. Sea yy = g“) + €y, para 0 < ey < 1, la perturbacién lineal entorno al
i-ésimo punto fijo . Para estudiar la estabilidad lineal, se sustituye la perturbacién en
el esquema (4.39) obteniendo

(0 +ersn) = (@ + e
¢ (hR")
R*

=g +ew),

y conservando solo el orden lineal en la serie de perturbacién de f se tiene

€k+1 — €k
¢ (hR*)
R*

= Riex,
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bajo manipulaciones algebraicas la ecuaciéon anterior la reescribimos como

R; .
WHek@+<g)¢mRQ. (4-40)
Usando (4.40) de forma iterada resulta
R S\ E
€xr1=¢€o |1+ R ¢ (hR*) (4.41)

y llegamos a que para determinar la estabilidad basta estudiar el limite de (4.41) cuan-
do k — co. Recordemos que, para R; > 0 resulta que este es un punto fijo linealmente
inestable. Veamos la estabilidad de §'*) para (4.39), si R; > 0 ya que ¢,R* y h son
positivos tenemos que

1+ <E> $(hR*) >1,  Vh>0. (4-42)

Entonces cuando k — oo en (4.41), llegamos a que yx = gV también es inestable.
R:
Ahora, si Ri < 0, tenemos que, 0 < Rl'd)(hR*) < 1lyyaque0O < ¢(hR*) < 1, por
R; .
consiguiente 0 < T+ (R’l‘> ¢(hR*) < 1, por lo tanto yx = §V) es un punto fijo estable
para toda h. O

Dicho resultado esta relacionado con el hecho de que las inestabilidades numéricas
mads elementales aparecen cuando para algin punto fijo de (4.66), el correspondiente
punto fijo de la ecuacién en diferencias tiene estabilidad opuesta. Sin embargo, la
construcciéon anterior muestra la necesidad de una derivada discreta mds general para
lograr que un esquema reproduzca correctamente la estabilidad lineal. En este sentido
el esquema (4.39) involucra la siguiente funcién denominador

$(hR*)
R*

con ¢, R* estdn dados por las condiciones (i) y (ii). Esta forma remplaza la h como

funcién denominador en los esquemas estdndar.

Observacién 9. La funcién denominador D(h,R*) puede considerarse como una re-

gularizacién h’ del tamafio de paso h, i.e.,

D(h,R*) =

(4-43)

h ~h' =D(h,R").
Observacién 10. Es necesario hacer énfasis en que a excepcion de las condiciones en
(i) y (ii) para la funcién ¢ ésta resulta arbitraria en cada caso.

Para ilustrar el uso de los resultados expuestos en esta parte, mas adelante se cons-
truye un esquema exacto bajo esta técnica para la ecuacién de prueba.

4.2.2  Promedio de Steklov (alternativa 2)

Sea la ecuacion diferencial ordinaria

D= iwn, ¥ = (449
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tal que la funcién f es el producto de dos funciones independientes, i.e.,

fly,t) = f1(y)f2(t), (4-45)

En esta secciéon damos una forma alternativa de obtener ¢, (ver [41]). Usando el si-
guiente promedio especial de Steklov para f

1 Yk+1 du =1
o)~ (G| ) St sy, =k )
Bajo la aproximacion (4.46) el esquema toma la forma
T oyt 0= e1udelt, (4-47)
k=0,1,...
y(0) =yo,

con @1, ¢, definidas como sigue

1

—1 trk+1
) el =] R e

1 Jyk+1 du
Yk+1 — Yk f1(u

o1(yx) = <

Yx

Observacién 11. Resulta que los esquemas construidos con esta formulaciéon siempre
resultan explicitos, mas atn, los ejemplos que se trabajan en la siguiente seccién con
esta herramienta, resultan en esquemas que modelan los términos no lineales de forma
no local. Esto dltimo es una caracteristica de los esquemas no estdndar.

4.2.3 Ejemplos

En esta seccién se aplican la dos alternativas expuestas anteriormente con el fin de
ilustrar lo mencionado y comparar ambas formulaciones para la construccién de es-
quemas no estdndar.
Ejemplo 1. Considerando la ecuacién

dy

2 — . = A > 0. .
at y. y(0)=yo, A>0 (4-49)

Su solucién es y(t) = yo exp(—At). Nos interesa este ejemplo en particular pues sen-
tard las bases al momento de estudiar la convergencia y estabilidad del esquema esto-
cdastico no estandar que se propone en el siguiente capitulo.

Proponemos el método de Euler asociado a (4.49)

Yx+1 = Yk(1 —Ah). (4.50)

A partir de su expansién en serie de Taylor (1 —Ah) ~ exp(—Ah) para h lo suficien-
temente pequefia, i.e., 0 < h < 1. entonces en este contexto se pueden hacer las
siguientes aproximaciones

1 —Ah = exp(—Ah)
Ah = T —exp(—Ah) (4.51)
_ T—exp(—Ah)

h
A
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Con esto queda definida ¢(h,A) = M. Luego, de remplazando el denomi-

nador bajo la Definicion 44 resulta el esquema exacto

Yk+1 —Ykx
1 —exp(—?xh) - }\yk (452)
A

La figura 18 muestra los resultados obtenidos por este esquema para una condicién
inicial yo = 2,A = —1 y diferentes tamafos de paso h para compararlos con el método
de Euler clasico. En las graficas se puede observar que la solucién numérica que se
obtiene usando el esquema (4.52) coincide en forma exacta con la solucién analitica

d . . .
de d—i’ = —y para los diferentes tamafos de paso h, mientras que el esquema clésico

aproxima correctamente la solucién solo para h = .01.

—  pexp(—At)
NSFDS
Euler

—  mexp(—At)
NSFDS
Euler

z(t)
=(t)

—  wpexp(—At)
NSFDS
Euler

z(t)

(c0h=15

Figura 18: Comparacién de los esquemas (4.52)

Ahora aplicando la formulacién de la alternativa 2, se obtiene el esquema

1

Yk+1 — Yk 1 1 <1Jk+1 ))

-_— = — 711'1 ; O = . .
h ( Yk+1 —Yk A Yk v(0) =vo (4-53)
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Bajo manipulaciones algebraicas tenemos,

Yk+1 = Yk exp(—Ah), (4.54)

lo cual es congruente con la solucién general de (4.49).
Observacién 12. Ambas formulaciones son equivalente en el sentido de la Defini-
cion 43, pues bajo manipulaciones algebraicas, en ambos casos se llega (4.54). Sin
embargo la naturaleza de cada formulaciones es completamente distinta.
Ejemplo 2. Ahora se construyen los esquemas no estandar, para la ecuacion

dy

= = 2, y0)=1. (4-55)

La solucién general de este problema de valor inicial es

Yt = (4:56)

Este ejemplo es de particular importancia, pues se extendera (4.55) a su forma estocds-
tica, la cual nos servird como ecuacién de prueba. Conforme a las reglas propuestas
por Mickens, se modela el término no lineal de forma no local, i.e.,

Y2 = YY1 (4-57)

Observacion 13. La forma de trabajar los términos no lineales en (4.57), no es tnica,
por ejemplo en [31] ademds de (4.57) se trabaja con:

e yZ =ayi +(1—a)yxyx+1, a€R,

o 12 _ Yk(Yr—1Yr41)
Yk = :
2
Estas relaciones producen esquemas que conservar la monotonia de la solucién anali-
tica.

Luego, para el denominador de la derivada discreta se usa nuevamente la funcién
d(z) =1 —exp(—z), asi el EDENE resultante es

Yk+1 — Yk
— . .58
1 —exp(—h) Yidket1 (4.58)

La figura 19 muestra como se comporta el esquema en comparacién con la solucién
exacta. El método reproduce en general la dindmica de la EDO, sin embargo conforme
mas se acerca a la singularidad se pierde precision.

Usando la alternativa 2, del promedio de Steklov

Yk+1
y2(t) ~ J du

1
(Ukﬂ—yk " u2> = YkYk+1, (4.59)

y se obtiene el esquema no estandar

L
w = YkYk+1- (4.60)
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Figura 19: Comparacioén del esquema (4.58) y (4.56) con tamafio de paso h y distinto
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Figura 20: Implementaciéon del esquema (4.60).

Observemos que en el lado derecho de (4.60) se llega a la misma discretizacién no
local de (4.57). La solucién que se obtiene con este esquema se compara el esquema
muestra en la figura 20. En la figura se observa que al aproximarse a la singularidad,
el esquema con esta alternativa es mds preciso que (4.58), sin embargo este esquema
no reproduce la dindmica en torno a la singularidad en t = 1.
Observacién 14. A partir de las ecuaciones (4.58) y (4.60), se obtiene respectivamente
para yx1 dos esquemas explicitos no estdndar

Yk+1 = Ik

Yk+1 = e
1—yr(1—exp(—h))’ T 1 —hy
esto muestra por qué la segunda alternativa regresa un método con inestabilidad

numérica, cerca de t* = 1 ya que la funcién denominador en (4.60) no satisface las
condiciones que enunciamos para ¢ en la pagina 6o.

Lo anterior indica que el uso de una regularizacién para la funcién denominador en
la derivada discreta, tiene mayor influencia en la dindmica del esquema discreto que
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el tratamiento no local de los términos no lineales. Obviamente, al involucrar estos
dos elementos en un mismo esquema, seria natural esperar mejores resultados. Como
es el caso de (4.58).

Ejemplo 3. Este ejemplo nos interesa, pues a partir del esquema que se desarrolla aqui,
se construye el método no estdndar estocastico que se propone para la simulaciéon de
coloides [6].

La ecuacién a resolver es
dy

3
— =y, 0) =vyp. .6
it y”, y(0) =yo (4.61)
La solucidn es
ylt) = 2> — (4.62)

\/1+2y(2)t.

A partir de las herramientas de la alternativa 2, se construye el esquema conforme a
(4-47), (4.48), resultando en

2 .2
yk+1h—yk __p k1Y (4.63)
Yk+1 + Yk
Cabe mencionar, que este mismo método se reporta en [56] para esta misma ecuacién
pero bajo la alternativa 1.
Observacion 15. El esquema (4.63) se puede escribir como
Yk+1 — Yk ‘Jiﬁyi

_ k_ 6
¢(h) Yk+1 + Yk (4-64)

con ¢(h) = Zh. Més aun, este esquema modela el término cubico —y3 de forma no
local. Asi conforme a la Definicion 45, este es un EDFNE. Sin embargo observemos que
bajo manipulaciones algebraicas (4.63) se puede escribir como

Yk

Yk+1 = —F7—7—7=,
\/1+2yzh

que bajo las mismas sustituciones de (4.31) se llega a la solucién exacta (4.62). En este
contexto el esquema es exacto.

En la figura 21 comparamos las solucién numérica con es esquema no estdndar
(4.64) con la solucién exacta (4.62) y el método de Euler Clasico,

Ykt = Yk —Yih, (4.65)
con Yo = 1 y distintos tamafios de paso. A simple vista las gréficas indican que
el esquema (4.63) no presenta inestabilidades y que la solucién numérica coincide
con la solucién analitica, atin con tamafios de paso relativamente grandes (h > 1).
por otro lado, como era de esperase, el método de Euler sélo funciona con pasos
pequefios (h < 1), lo cual confirma nuestra afirmacién. En esta parte no consideramos
la construccién de la alternativa 1, pues la EDO en cuestién tienen un punto fijo g
de multiplicad 3 (ver pag. 67).

Dada la utilidad que le daremos a esta construccién, vemos pertinente estudiar
sus propiedades de estabilidad, pues haremos una extensién del mismo analisis al
esquema no estandar estocdstico, que trataremos mas adelante (véase [21]). En esta
direccién, recordamos lo elementos bdsicos de la estabilidad lineal.
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Figura 21: Comparacién de la solucién numérica bajo el esquema (4.63) con la solucién
exacta y el esquema (4.65), con ypo = 1 y tamafios de paso h.

ESTABILIDAD LINEAL La estabilidad lineal (o estabilidad absoluta) se basa en la
ecuacion escalar de prueba

d
T xy(v, t>0,y(0) =yo 0. (4:66)
donde A € C es constante. Ya que la solucion a (4.66) es yo exp(At) vemos que tli}m =0

siy s6lo si ReA < 0. Esto lo reescribimos como

lim y(t) =0 AeC,

t—o0

donde C~ denota la mitad izquierda del plano complejo. Por ejemplo, el método de
Euler aplicado a (4.66) produce la ecuacién de recurrencia

Yk+1 = Yk + Ayxh
o en forma mds compacta

Ykt1 = R(hA)yx, donde R(hA) =T+ hA. (4.67)
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La funcién R es conocida como la funcién de estabilidad asociada al método. De
(4.67) es claro que yx — 0 cuando k — oo si y sélo si |R(h,A)] < 1. Al conjunto
S:={z € C:|R(z)| < 1} se le conoce como regién de estabilidad del método.

SiC™ C §, entonces se dice que el método es A-estable. En otras palabras un método
es A-estable, siy solo si, para cualquier valor del pardmetro A en (4.66) tal que tlim y(t) =0,
—00

implica para el método dado que
lim yx =0,Yh > 0. (4.68)
k—o00

De lo anterior resulta facil demostrar que la regién S para el método de Euler es un
disco de radio 1 en C y centrado en z = —1.

B Im( 1)

h Re( 1)

Figura 22: Region de estabilidad para el método de Euler.

dy

Al introducir el pardmetro A € C en (4.61) obtenemos = —Ay>. En principio

al considerar que el esquema en cuestién es exacto y lo mostrado en la figura 21
seria de esperar que la region de estabilidad del esquema no estdndar contenga a la
correspondiente regién del método de Euler.

En base a las ideas anteriores, estudiamos la estabilidad absoluta de una generaliza-
ciéon del esquema (4.64). Partimos de la relaciéon de recurrencia

Jk (4.60)

Yk+1 = —F/—7—.
/1 +27\yﬁh

Por la no linealidad del lado derecho en (4.69), consideramos la expansién en serie de
Yk

Taylor para g(yx) = ———=
\/1+2yzh

g(yk) = yx — hAys + 0y (4.70)

entorno al origen

Truncando a primer orden respecto a h se tiene

g(yx) ~ yx(1—hy3), h=hA (4.71)
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Notemos que (4.71) es la ecuacién de recurrencia en el método de Euler para (4.61).
Esto sugiere que la estabilidad del Método de Euler asociado ya esta implicita en el
esquema no estdndar. Veamos como es esta region de estabilidad.

Como h, A son fijas y yo es dada, en busca de un patrén, iteramos el lado derecho
de (4.71) y expresamos todo en términos de h, yo,

y1 =yo (1 —hyj)

— — — 2
Y2 =yo (1 —hyd) | 1—hyd (1 — hyj)

anterior 1—h(anterior)?

_ _ _ _ _ _ _ 2
vs =yo (1 = Rw}) (1 - (1 - Rw3)”) (1 —fyd (1-Rd)” (1—Rvd (1 - ud)”) )

lo cual corresponde a una recurrencia de la forma y;,1 = y;(1 — ﬁyjz), vemos que el
factor (1 — hy%) y potencial de el, esta “encajado “en cada término de la recurrencia
anterior, esto nos dice que

lim y, =0 < |1 —hAy3| < 1. (4-72)
k—o0

Entonces la funcién de A-estabilidad para el esquema no estandar es R(hA) = 1—hAy3.
En la figura mostramos la regién de estabilidad para (4.63).

h 1

Tl

Yo

—|4 -2

Figura 23: Regién de estabilidad lineal para el método de Euler asociado a el esquema
(4-69)

Observacién 16. Las condiciones de estabilidad absoluta proporcionan una regién
donde se asegura que el método en cuestion reproduce de forma correcta el compor-
tamiento de la solucién exacta cuando t — oo. Sin embargo es una regién que pide
condiciones relativamente fuertes en comparacién con otros conceptos de estabilidad,
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por ejemplo el de cero-estabilidad o el de estabilidad relativa (véase [38]). La regién
que hemos presentado corresponde al método de Euler que esta implicito en (4.69) es-
to significa que la regién de A-estabilidad para (4.69) es por lo menos, la presentada.



CONSTRUCCION DEL ESQUEMA
EULER-MAYURAMA-MICKENS (EMM)

En este capitulo se construyen métodos numéricos no estandar para ecuaciones di-
ferenciales estocdasticas de prueba y se realiza un andlisis teérico y numérico de las
propiedades de estabilidad y convergencia de dichos métodos. Estudiando la cons-
trucciéon de métodos estdndar para EDEs, observamos que la mayoria aproximan la
parte determinista de la EDE de la misma forma que los esquemas para EDOs. Es por
ello que resulta natural trabajar la parte determinista de las ecuaciones diferenciales
estocdsticas usando la formulacién no estdndar para aproximar la EDO asociada a la
EDE.

En la seccion 5.1 se adapta el método propuesto para las ecuaciones de prueba

dXt :uXtdt + GXtdBt (51)
dXi =uXidt 4+ odB:. (5.2)

Asi en seccion 5.2 se estudia la convergencia y estabilidad del método logrado, a partir
de lo expuesto en la secciéon 3.4.

5.1 CONSTRUCCION DEL ESQUEMA EULER-MAYURAMA-MICKENS

En esta seccion se combinan las técnicas observadas en los capitulo 3y 4, con el fin de
construir esquemas que tengan mejores propiedades de estabilidad. En lo que sigue,
se considera como ecuacién general a resolver, a la EDE auténoma

dX¢ = f(X¢)dt+g(X¢)dBy, Xo = %o (53)
_—
arrastre difusién

la cual se entiende en el sentido de Itd, con f y g tales que satisfacen las hipdtesis
del Teorema 7 (existencia y unicidad para EDEs), la condicién inicial Xy se supone
constante y no nula.

Bajo el objetivo de mejorar la eficiencia del esquema EM dado en (3.24), median-
te una discretizacion no estandar al método obtenido lo llamaremos esquema Euler-
Mayurama-Mickens (EMM). Veamos pues la construccién.

Recordando la ecuacién del esquema EM

Xj11 = X; + f(X;)At+ g(X;)AB;, (5-4)
—_ —
arrastre difusién
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si consideramos el termino etiquetado con difusién como nulo, se recupera el esquema
de Euler determinista

Xjr1 =X5+ f(Xj)At. (5.5)

Entonces, como primer paso para el desarrollo del esquema Euler-Mayurama-Mickens,
resolvemos bajo una discretizaciéon no estdndar la EDO asociada a la EDE (5.3)

dXt = f(Xt)dt/ XO = X0, (56)
y el esquema en diferencias no estdndar siguiente

Xit1 = d(Xj,t5,t41),  Xo = d(xo,to, to), (5.7)

se determina de acuerdo a las reglas de formulacién vistas en el capitulo anterior.
Observacién 17. Dependiendo de la forma que tome f, y el camino que se siga con las
reglas de la formulacién no estdndar, se obtendrd diferentes esquemas para resolver
la parte del “arrastre “en la ecuacién (5.3).

Presentamos algunos ejemplos.
Ejemplo 4. Con lo mencionado, se construye un esquema EMM para la ecuacién

dXt = thdt +7\XtdBt, XO = X0- (58)
——

arrastre

Nos interesa esta ecuacién, porque tenemos la solucién exacta a partir de las propo-
sicién ??, lo cual nos servird para estudiar la convergencia y estabilidad como en el
capitulo 3. Considerando solo la parte determinista, construimos un EDFNE para

dXt = }‘th/ XO = Xo, n> 0 (59)

Ya hemos construido el algoritmo no estdndar en cuestién, procediendo como en (4.52)
y (4.53) para (5.9) se obtiene

Xj 1 = X;(1+ up(At), (5.10)

entonces, remplazando el termino de arrastre de la ecuacién (5.4) por (5.10), el esque-
ma EMM para resolver (5.8) es

Xjr1 =X (1+ pud(AL))At + AX;AB;. (5.11)

En la figura 24 se comparan la implementacion de (5.11) con el correspondiente EM y
la solucion exacta de la ecuacion

3
dXt = Xtdt + \S[XtdBt, Xo = 1, (5.12)
1 —exp(—upAt)

con ¢(At) =

para tamafios grandes de At, a diferencia del método EM, el esquema EMM reproduce
correctamente la estabilidad, sin embargo, para At menores que 1.0 los esquemas se
comportan de forma similar.

y distintos tamafios de At. Las graficas muestran que
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Figura 24: Comparacién del esquema (5.11) y el EM para la solucién de (5.11), con
condicién inicial Xp = 1, y con distintos tamafios de paso At.

Observacién 18. En la figura 24 cada gréfica se obtuvo de realizaciones distintas del
movimiento Browniano, lo cual explica las diferentes escalas e intervalos de tiempo.
Ejemplo 5. Consideramos ahora otro ejemplo con solucién exacta y para el cual ya
tenemos la parte determinista resuelta. La ecuacién a trabajar es

dX; = —X?dt + XdBy (5.13)

Para resolver (5.13) se sigue un analogo a la técnica de factor integrante para EDOs
[50]. Sea Fy = exp(—B¢ + %t), se define Y; = F¢Xy, entonces f(t, X;) = X? implica

1
f(t, FYe) = exp(2Be — 5Y4)?,
por lo tanto, ahora se resuelve dY; = F¢f(t, X¢)dt, con X; = F Y,. La cual resulta ser
una ecuacion ordinaria respecto a Y¢ para cada w fijo en Yy = Y¢(t, w), y su soluciéon
es

t 1 —1
X¢ = F! ((XOFO)1 _Jo exp(Bs — sts> ,  Fo=exp(—Bo). (5.14)
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Ahora, reescribimos (4.58) despejando Xj 1

X;
X1 =2, .
T T R(AUX; (5.15)
entonces remplazando el término de arrastre en (5.4), por (5.15), resulta el esquema
EMM
Xji1 = LA’[-FX‘AB‘ (5.16)
TR e(A0X; el 5-

La figura 25 muestra el comportamiento del esquema (5.16) con ¢(At) = 1 —exp(—At),
frente a la solucion exacta de (5.13) y una condicién inicial yo = 10.0, como se observa
el esquema EMM reproduce mejor la dindmica de la ecuacién de prueba que el método

X, 250 : : L X,
Euler-Mayurama : : Euler-Mayurama
200 e - Euler-Mayurama-Mickens |1 200 ; i i |e—e Euler-Mayurama-Mickens [
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Figura 25: Comparacién del esquema (5.16) con el método EM, ambos para la EDE
(5.13), con Xp = 1y distintos tamafios de paso At.

Ejemplo 6. Consideramos una ecuacién con ruido aditivo con el mismo término de
arrastre que en

dX = —X3dt + dB;. (5.17)
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Al igual que en el ejemplo 4, primero resolvemos numéricamente la parte determinista
de acuerdo a las reglas de la formulacién no estdndar. Recordamos que en el ejemplo
3 ya esta logrado el EDFNE. Bajo manipulaciones algebraicas se obtiene

X1 =X __ XX} 19
$(h) Xj1 +X5
despejando Xj 1, de (5.18) se tiene
X;
Xj1 = J

—_—— (5.19)
1+ o(anX?

Entonces remplazando el término de arrastre en el método EM, (5.4), resulta el esque-
ma EMM para (5.17)

X.
Xj41 = ———— At + AB;. (5.20)
1+ p(anX?

Para examinar el comportamiento de este esquema, en la figura 26 se compara con el
esquema SRKII adaptado a (5.17). Dado que no contamos con solucién analitica para
(5.17) el fin de la comparacién es solo para mostrar el comportamiento similar de
ambos esquemas.

1.2 T T T
: oo Euler-Mayurama-Mickens
10p8 .| ®—& Runge Kuta

0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

70.6.

Figura 26: Comparacién de los esquemas EMM y SRKII para (5.17), con Xo = 1y un
tamafio de paso At = 0.0625.

5.2 ESTUDIO DE ESTABILIDAD DE EMM
5.2.1 Estabilidad en el caso de ruido multiplicativo.

Ahora estudiamos la estabilidad del método EMM en base a lo propuesto en la sec-
cion 3.4. En este estudio es necesario hacer la diferencia entre el tipo de ruido en la
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ecuacion estocdstica. Es por ello que en este apartado realizamos el anélisis para el
caso multiplicativo.

dXt = uXtdt + )\XtdBt, XO =x0 LL,)\ eC (5.21)

nos interesa conocer para que valores de los pardmetros p, A el método numérico EMM
reproduce correctamente la estabilidad de (5.21). En el capitulo 3 se obtuvo que (5.21)
es estable si

2Re(p) + A2 < 0.
Por otra parte al aplicar el esquema (5.11) a (5.21) se tiene que

Xjp1 =Xj + (uX;d(At)) + AX;AB;

=(1 4 ud(At) + AALIV;)X;. (5.22)

Por claridad del estudio se definen

a:=T+udp(At), b:=AAtZ yV;~N(O,1). (5.23)
Entonces de acuerdo a (5.22),

Xj11 = (a+bVj)X;, (5-24)
luego el Lema 2 implica que

E(IX;1%) = (lal* + [bI*VE(IXol?). (5-25)
Entonces, dados p, A el esquema EMM regresara una solucién estable, si y solo si,

1T+ ud (AL + AP (AL) < 1. (5.26)

Suponiendo p, A como reales y ¢(At) = 1 —exp(—At), en la figura 27 se muestra
la region de MC-estabilidad para el método EMM. Ademads, en la misma figura se
presenta la region de estabilidad de la ecuacién estocastica (5.21). En esta figura las
coordenadas (x,y) representan (¢p(At)p, AtA). Es familiar notar que para el método
EM la regién de estabilidad sea un circulo, pues en el caso determinista pasa lo mismo
el esquema EMM tiene una regién de estabilidad que incluye la regién de la ecuaciéon
de prueba (5.21). Por otra parte, considerando

dX¢ = —3X¢dt +Vv3XdBy,  Xo =1, (5.27)

en la figura 28 se puede observar que el esquema EMM si reproduce la estabilidad
en media cuadrética para los tres tamafios de paso, lo cual es congruente con la fi-
gura 27. Recodemos que la solucién de una EDE X es estable en media cuadrética si
lim E(|X(?) = 0.
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At

EMM
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Figura 27: Regién de estabilidad para la ecuacién (5.21) y el método EMM.
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Figura 28: Comparacién de la estabilidad en media cuadratica para los esquemas EMM
y EM de la ecuacién (5.27) con Xo = 1, en [0, 1000] y distintos tamafios de
paso At.

5.2.2  Convergencia en el caso de ruido multiplicativo

Para examinar el orden de convergencia, procedemos como en la seccién 3.4. Trabaja-
mos con

dXt = 2Xtdt + Xt dBt, X() =1. (528)

Dado que conocemos la solucién exacta de (5.28) podemos calcular el valor esperado
del error a tiempo final T para diferentes tamafios de paso temporal At y ajustar
por minimos cuadrados una curva que nos de idea de la razén con la que se gana
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10° Error en sentido fuerte del esquema EMM
| 5 :
= :
o
103L : : , : - , : , : R
fuerte
e
- - recta de referencia
10—4 1
1073 102 10t

At

Figura 29: Comparacién del error en sentido fuerte a tiempo fina T = 1 y una recta

con pendiente de referencia %

At EX(T) — X1 |

0.000 976 56 0.13321427
0.001 953 12 0.183 89767
0.003 906 25 0.243 61471

0.007 812 50 0.34093373
0.015 625 00 0.49252329

Tabla 2: Error en sentido fuerte con varios tamafios de paso. Los promedios se tomaron
sobre 50 000 realizaciones de la solucién numérica

precision. Recordemos que la solucién numérica X, que se obtienen con un método
dado, converge a la solucién X con un orden fuerte v, si para cualesquiera t, = nAt €
[0,T] ,n =T1...N fijo, y At suficientemente pequefio existe una constante C > 0 tal
que

E([Xn —X(tn)]) < CALY.

Dado que el esquema EMM se deriva de un EM esperamos que tengan los mismos
ordenes de convergencia. En la figura 29 se muestra la grafica de error correspondiente
a la Tabla 2. Para observar el orden de convergencia fuerte del esquema EMM para
(5.28), se asume que el error cumple una relacién exponencial e *¢"*¢t = C(At)9 y se
muestra la existencia de C, q a partir del ajuste de minimos cuadrados.
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Al hacer el ajuste para los datos de la Tabla 2 se obtuvo logC = 1.20485544, q =
0.466 347 48 y un residuo de 0.047 466 265 154 2, 1o cual es congruente con el argumento
anterior.

5.2.3 Estabilidad en el caso de ruido aditivo

Consideremos el esquema EMM para la ecuacion (3.58) dado por
Xj+1 = (1 + pd(At))X; + AAB;;, (5.29)
donde ABj = VAtVj con V; ~ N(0, 1). Al calcular el valor esperado de Xj1 (5.29)

E(Xj41) =(1+ ud(At))E(X;) + VANE(V;)

=(1+ ud(At)E(X;). (5.30)
Entonces iterando (5.30) para Xj, Xj_1...Xo
E(Xj11) = (14 pd(At)) T E(Xo). (5-31)

Bajo la Definicién 41 y adaptando el Teorema 8, formulamos el siguiente resultado.
Proposicién 28. El esquema EMM para la ecuacién de prueba (3.58) es estable en media si

T+ ud(At) < 1. (5-32)

Demostraciéon. Notemos que si ¢(At) = At, de acuerdo al Teorema 8, se recupera la
misma condicién de estabilidad para el método de Euler determinista. La prueba es
usar la Definicion 41 y el resultado mencionado a (5.29). O

Siguiendo la Definicién 42 bajo el Teorema 9 enunciamos el siguiente resultado.
Proposicién 29. Si un método Euler-Mayurama-Mickens para (3.58) es estable en media,
i.e., satisface |1 4+ pud(At)| < 1, entonces el esquema es asintéticamente consistente en media
cuadritica.

Demostracion. Consideremos la media cuadrética de la soluciéon numérica con el mé-
todo EMM (5.29), se obtiene la siguiente relaciéon

E(1X;+11%) =E(Xj41/X;511)
=11+ ud(A)ZE(X;1?) + A*At. (5:33)

Para simplificar la expresion, definimos o« = [T+ ud(At)[.Iteramos (5.33) para {Xj, Xj_1, -

E([X;411%) =o® (P E(IXj_11%) +AAL) + N At
=o' E(1X;_11%) + (o + 1A At

=o?UFVE(Xo?) + (6P + -+ + o + 1) ]APAt

serie geométrica para «?

2+1 —1

=20 VE(Xo|?) + APAt., (5.34)
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Desarrollando |1+ ud(At)]> = 1+ 2Re(w)d(At) + [u*d(At)?, conforme a (5.34)

1+ pdp(a)20+1) —1
(2Re(p) + [P (At)) d(At)

Entonces el método EM (5.29) es estable en media para la la (3.58) si

11+ b (AP VE(Xo)?) + AIPAt. (535)

—|A2At
E(|X;? . )
51 525 (aRel) + 120 (A0 6 (A1 (5:36)
Dado que para At — 0, se cumple ¢(At) = At + O(At)? de (5.36)
—NA _ (5.37)
(2Re() + [ul2d(AL))p(AL) at—0  2Re(p)’ '
O

Veamos la estabilidad de un esquema particular.EM para (5.29). Sean p < 0y
exp(pA) —1
d)( At) — p(uu)

(o)

lexp(nAt)| < 1, (5-38)

en el método mencionado. Entonces VAt > 0 se cumple

ya que la funcién exponencial es positiva en IR se sigue

exp(pAt) <1
uAt <log(1) =0, (5-39)

por lo tanto, de acuerdo al Teorema 9 el esquema EMM para este caso particular es
asintéticamente consistente en media cuadrética para todo At > 0. Esto nos sugiere
hacer la siguiente conjetura: Sean Sem, Semm las regiones de estabilidad de los esquemas
EM, EMM respectivamente, dada una EDE de ruido aditivo que satisfaga las condiciones del
teorema de existencia y unicidad, entonces las regiones mencionadas cumplen con

Sem € Semm (5-40)

Observacién 19. En este apartado hemos omitido el andlisis del orden de convergen-
cia débil de las EDEs con ruido multiplicativo y los dos correspondientes ordenes de
convergencia para EDEs con ruido aditivo. La principal razén de esto tltimo yace en
que, resultan inmediatos de lo expuesto. Con esto nos referimos a que el esquema
EMM tienen un orden de convergencia débil 3 = 1 y que ambos 6rdenes quedan
invariantes al considerar EDEs aditivas.



RESULTADOS

En este capitulo adaptamos el método EMM Ecuacion 5.20 para la ecuacién de Lan-
gevin (1.1), la cual modela el movimiento de una particula coloidal suspendida en

un solvente. Se estudian las propiedades tedricas del método EMM desarrollado para
4

. kx .
un potencial U(x) = oY finalmente cerramos el capitulo presentando los resulta-

dos que obtuvimos con este nuevo método, siguiendo la metodologia de validacién
empleada en el trabajo de Branka y Heyes [6].

6.1 CONSTRUCCON DEL METODO EMM PARA LA ECUACION DEL LANGEVIN

Recordemos la ecuacion de Langevin que modela el coloide de una sola particula en
una dimensién
dX¢

= BDF+ D& Xo =xo. (6.1)
donde 3 = kJTT' ( kg es la constante Boltzmann), T es la temperatura, F = —% es

la fuerza que actta sobre la particula, D es la constante de difusiéon y & es un ruido
blanco Gaussiano. Para usar la notacién del capitulo 5 reescribimos (6.1) como

dX, = BDFdt + DZdB, (6.2)

dada la naturaleza de & aqui hemos usado £dt = dB¢. Bajo los pasos de construc-
cién de EDFNE de la seccion 5.1 primero construimos un MDFNE para el problema
problema de valor inicial (PVI) determinista

dX¢
—— = BDF Xo = xo. .
i BDF, 0 =Xo (6.3)

La forma del potencial U determina la formulacién del algoritmo no estdndar siguien-
te
X1 =X _
b(AY)
donde A engloba los parametros involucrados en (6.3) y G resulta de aplicar alguna
de las alternativas usadas en el capitulo 5 (esquemas tipo Mickens o promedio de
Steklov). Por lo tanto el EMM general para la ecuaciéon de Langevin (6.1) toma la
forma

G(Xj, A, At) (6.4)

X;41 = X; + G(At)G(X;,A, At) + D2 dB, (6.5)
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A
Ahora si consideramos un potencial de la forma U(x) = Y al sustituirlo en (6.2)
se sigue
dX¢ = —kpDX3dt + D2dBy, (6.6)

el esquema EMM resultante a partir del promedio de Steklov es para (6.6) es (ver
ejemplo 6).

Xj

1+ ZkBDAtX].2

6.2 PROPIEDADES TEORICAS DE UN ESQUEMA EMM PARA EL POTENCIAL U =

1.4
—Ix

Xj+1 = At+ABj. (67)

El esquema no estandar (6.7), lo hemos construido a partir de la formulacién general
del método EM. En general la formulacion no estdndar deja invariante el orden de
convergencia propiedad, por esto mismo esperamos que el esquema no estdndar (6.7)
gane precision a la misma velocidad que el correspondiente EM.

Por otra parte recordemos que en la pag. 67 estudiamos la estabilidad lineal de la
EDO asociada a la ecuacion de Langevin (6.6) y construimos un esquema no estandar
para esta parte, el cual resulto exacto. En esta direcciéon esperamos que el esquema
EMM (6.7) sea mas estable que el correspondiente EM.

De acuerdo a el trabajo [21] adaptamos la siguiente definicion.

Definicién 47. Un algoritmo EMM para la ecuaciéon de prueba (3.58) es A-estable si su
correspondiente funcién de estabilidad R mapea a cada z € C~ en el disco unitario
complejo.

Teorema 12. El método EMM es A-estable si y sélo si, lo es su componente determinista.

Demostracién. Para fijar notacion, sea
dX¢ = f(X¢)dt +vdBy Xo = X0 (6.8)

con v,xp constantes complejas. Siguiendo la construccién del esquema EMM, supon-
gamos que

X1 — X
W = @(Xk, )\, At), (69)

dX
es el esquema no estandar que resuelve —-- = f(X;) y como hipétesis directa, que
dicho esquema es A— estable. Reescribiendo (6.9)
Xir1 = G(A)D (X, A, At) + Xy, (6.10)
y por consiguiente

Xj+1 = d)(At)(D(Xj,?\, At) —|—Xj +’}/ABj (6.11)
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es el esquema EMM que resuelve (6.8). Para simplificar notaciéon definamos

A(Xx) = d(A)D(Xy, A, At) + Xi. (6.12)
Entonces reescribiendo (6.11)

Xj 11 = A(X;) +YAB;. (6.13)

De [2] sabemos que una condicién necesaria para que la solucién de (6.8) X; sea
asintéticamente estable en media cuadrética, es que sea estable en media, es decir
tlim [E(X¢) = 0. En este contexto, al calcular la media de (6.13) se tiene

— 00

E(Xj11) = E (A(X;)) + YE(B), (6.14)
que por propiedades del movimiento Browniano resulta en
]E(Xj+]) =E (A(XJ)) . (615)

Notemos que A(Xy) es determinista, y que el término de difusién es independiente
de Xj, por lo tanto de la hipéptesis directa se tiene la conclusién. Reciprocamente, su
pongamos que el esquema EMM (6.13) para la ecuacién (6.8) es A-estable. Entonces,
de acuerdo al método EMM

lim E(|X;?) =0. (6.16)
j—o0

Sin embargo, recordemos que la convergencia en media cuadrética implica la conver-
gencia en media (ver Proposicion 12) entonces

lim E(X;]) = lim A(X;) = 0. (6.17)
j—o0 j—o0
Por lo tanto, la componente determinista del esquema EMM (6.13) es A-estable. O

En [21], bajo este mismo argumento se menciona que en general, la estabilidad
de un método numérico para una EDE con ruido aditivo esta determinada por su
componente determinista. En base a esto, podemos afirmar que la estabilidad del
EMM estard determinada por el esquema no estdndar correspondiente al término de
arrastre, y que en comparacion con el método EM, el EMM es mds estable.

Mas atin, recordemos que el método EMM (6.7) resuelve la parte determinista de
la ecuacion de Langevin (6.6) de manera exacta. Esto nos hace afirmar que, el EMM
trabajara con tamafios de paso At para los cuales el esquema EM se comporta de forma
inestable. Veamos pues si estas afirmaciones son ciertas.

6.3 CANTIDADES FISICAS DE INTERES

La investigacion de propiedades fisicas en suspensiones coloidales en sus versiones
dimensionales 1D, 2D y 3D, ha sido un campo de investigacion de interés en las partes
cientifica e industrial, pues el entender y manipular las propiedades mencionadas, da
lugar a una gran gama de posibles aplicaciones cientificas y tecnolégicas. Sin embargo,
debido a los alcances de este trabajo solo hablaremos de las propiedades dindmicas
para dejar como trabajo futuro a las propiedades estructurales.
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6.3.1 Propiedades dindmicas

Una de las cantidades de mayor interés para suspensiones coloidales homogéneas
de particulas interactuantes es el coeficiente de difusion a tiempos largos, el cual ca-
racteriza la movilidad de las particulas. En base a este coeficiente es posible deducir
si el sistema se encuentra en un estado liquido o cristalino. Sin embargo, la canti-
dad maés simple que caracteriza el movimiento de una sola particula Browniana es
su desplazamiento cuadratico medio (DCM), al que se suele representar por W(t) y
definido como

W(t) = (Jr(t) —r(to = 0)%), (6.18)

donde r(t) es el vector de posicién de la particula Browniana a un cierto tiempo t.
Para el caso de suspensiones coloidales con particulas interactuantes se debe tener
cuidado con las diferentes escalas de tiempos asociadas al sistema. Para tiempos muy
pequefios W(t) ~ t2, mientras que para tiempos largos, W(t) ~ t, donde la depen-
dencia lineal es el resultado de muchas colisiones estadisticamente independientes
del coloide con las moléculas del solvente en el cual estd inmerso. Para calcular las
propiedades dindmicas del sistema se usa el método de dindmica Browniana a un
escala difusiva caracterizada por el coeficiente de difusion a tiempos largos DL. Es im-
portante notar que el coeficiente de difusién es una cantidad macroscépica, mientras
que W(t) tiene una interpretacién de cardcter microscopico: es el desplazamiento relativo
al cuadrado que en promedio recorre una particula "etiquetada” durante un cierto intervalo
de tiempo. El1 desplazamiento cuadratico medio puede calcularse en una simulacién a
través de la siguiente expresion, [14, 23]

N Np

W(t) = (r(t)) = NLO D> ) Inilto+t) —rilto)l, (6.19)
i=1to=1

donde el promedio se lleva a cabo sobre las N particulas y sobre todos los origenes
temporales Ny contenidos en el intervalo de tiempo total t;,qx, de tal forma que se
logre el mejor muestreo para el desplazamiento cuadratico medio para la distancia
recorrida por la particula durante el tiempo total tiqx. A continuacién se hace énfasis
en algunos detalles del calculo que no son evidentes en (6.19).

Consideremos una sola particula que tiene como coordenadas iniciales r¢, = (x0,Yo)
a un tiempo t = 0 y desplazamientos sucesivos como se muestra en la figura 30. Para
calcular W(t) para ésta particula, primero se debe tener en cuenta la suma sobre todos
los desplazamientos relativos que involucren una separacion de un paso en el tiempo
At después de esto, debemos contar los desplazamientos para 2At y asi sucesivamente,
hasta cubrir todo el rango dado por el tiempo maximo tyqx = SAt.

Para ordenar la informacién sea r(ti) = ri , entonces de lo anterior se construye
Tabla 3. De esta tabla se observa que la cantidad de informacién para calcular el valor
esperado de la contribucién en tiempos largos es mucho menor que en los tiempos
iniciales e intermedios, por lo cual, para estos tiempos siempre se tiene una mala
estadistica. Por esto es deseable que los esquemas que se apliquen para integrar las
ecuaciones de Langevin sean estables a tiempos largos, pues esto se traduce a un costo
computacional menor.
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r(t)=(x(1), n1))

r(t,)

At = Paso en el tiempo

Figura 30: Desplazamientos sucesivos de una particula. Entre cada desplazamiento
existe un diferencia de un paso en el tiempo At.

At 2At 3At 4At S5At

Ty —To | T2—To | T3 —T0 | T4 —To | T5 —T0
T2—=T1 | T3—=T1 | T4—=T0 | T5—T
T3 —=T2 | T4 —=T2 | T5 =T9

T4 —T7T3 | T5 — T3

Ts — T4

Tabla 3: Desplazamientos relativos de una particula durante un intervalo temporal de
5At

Por lo tanto, en la simulacién se deben sumar los desplazamientos relativos ¢ —
T, al cuadrado para cada una de las columnas de Tabla 3. Obviamente, es deseable
contar con la cantidad suficiente de incrementos temporales At para calcular W(t). Es
necesario observar que por claridad sélo consideramos una particula, en el caso de
tener mas, se debe realizar el procedimiento anterior para las N particulas.

6.4 VALIDACION

Para validar el esquema logrado en este trabajo, seguimos la metodologia empleada
en el trabajo [6]. Consideramos una particula browniana sometida en un potencial ex-
terno U = %‘4 (como el de las seccién anterior), se resuelve numéricamente la ecuacién
de Langevin (6.1) en una dimensién, empleando los esquemas CBD [12], SRKII [29] y
el esquema EMM dado por (6.7). Para validar nuestro esquema, calculamos el coefi-
ciente de auto-difusién normalizado sobre la simulacién de 1 x 105 pasos temporales
y comparamos los resultados con los esquemas EM y SRKII. En lo que sigue usaremos
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at=.05

EM h=.01
EMM h=.01

=« SDRKIl h=.01

— exacta

B 3 @ 1 B 3

(a) At =o0.01 (b) At = 0.05

Figura 31: Gréficas del coeficiente de auto-difusién obtenidas con los métodos CBD,
EMM y SRKII para resolver (6.7) sobre 5 x 10° pasos temporales y diferentes
tamafios de paso h

de forma indistinta EM y CBD para referirnos al método de Euler-Mayurama, el cual
se emplea para obtener el CBD.

Siguiendo la referencia [6] en los calculos, de acuerdo a (6.1) se tomo k = 1,T =1
y D = 1. Con el fin de estudiar el comportamiento de nuestro método no estdndar,
obtuvimos el coeficiente de auto-difusion para diferentes paso de tiempo empleando
nuestro esquema , el CBD y el SRKIIL. En la figura 31se muestran las graficas obtenidas
usando tamafios de paso relativamente pequefios, At = 0.01 y,0.05. La gréfica etique-
tada con “exacta “se calculé con un tamafio de paso At = .001 y sobre 5 x 10° pasos
temporales usando el esquema SRKII. En general, para tamafios de paso pequefio nues-
tro método se comporta muy similar al EM. Ademads, a tiempos cortos, en figura 32 se
puede ver que conforme disminuye el tamafio de paso, nuestro método al igual que el
EM aproxima mejor el DCM. Sin embargo en esta region el SRKII es més preciso. Dicho
comportamiento es el mismo que se reporta en [6].

Por otra parte, como se puede observar en la figura 33, al incrementar el tamafio de
paso observamos que con At = 0.2 el esquema EM deja de funcionar, a diferencia de
los esquemas SRKII y EMM. Luego, al aumentar el tamafio de paso a At = 0.3 como se
observa en figura 34 lo mismo pasa con el SRKII, pero nuestro esquema atin representa
la dindmica.

Con el fin de examinar la calidad de nuestra aproximacién en el calculo del coefi-
ciente de auto-difusién, se obtuvo el error relativo para cada método, usando la norma
infinito y considerando diferentes tamafios de paso. También recuperemos el tiempo
que tarda cada método en resolver la ecuacién (6.1) con los pardmetros mencionados.

Como puede verse, en la Tabla 4 a tiempos cortos nuestro esquema consume méas
tiempo de computo que el método EM pero menos que esquema SRKII. A partir del
error relativo, observamos que nuestro método es ligeramente més preciso que el EM,
sin embargo el método de mejor precisién es el SRKIL
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Método TE ”X|Tx |XH (%) Método TE HX\TXHXH (%)
EM 4.60 | 1.82047883 EM 4.86 10.1936
EMM 10.33 | 1.820494 72 EMM 9.32 9.4302
SRKII 12.67 | 0.596 85005 SRKII 12.61 1.3404

@) At = .01 (b) At = .05

Tabla 4: Tiempo de ejecucion (TE) para resolver la ecuacién (6.1) y error relativo para
tamafios relativamente pequefios.

En concreto, esto muestra que el esquema que hemos logrado con la formulaciéon
no estdndar es una mejora del método EM, pues es casi igual de preciso. Sin embargo
hemos mostrado con estas evidencias, que nuestro esquema es mas estable que los
métodos EM y SRKII correspondientes a la ecuacion (6.6), pues trabaja tamafios de
paso At para los cuales ambos métodos dejan de funcionar. Al incrementar el tamafio
de paso, podemos observar en la Tabla 5, que para un tamarfio de paso h = 0.1 los mé-
todos se comportan de forma similar a lo ya descrito, pero a otra escala. Sin embargo,
al tomar un tamafio de paso de 0.2 el esquema EM deja de funcionar.

Por ultimo, como podemos constatar a partir de la Tabla 6 para un tamafio de paso
0.3 el esquema SRKII deja de funcionar.
Observacién 20. Es importante hacer énfasis en lo siguiente. El coeficiente de auto-
difusion es una cantidad fisica que caracteriza la estructura dindmica de una suspen-
sién coloidal. Expertos en esta area, han presentado interés por el comportamiento de
esta cantidad a escalas de tiempos largos. Por otra parte, como podemos observar en la
Tabla 6 el erro relativo que calculamos en apariencia excesivo. Sin embargo podemos
afirmar que lo que realmente pasa, es que nuestro método no estdndar converge con
un orden similar al EM y por consiguiente se tendrd una buena aproximacién hasta
después de 10 o0 15 incrementos temporales (véase [6]). Lo que si podemos concluir

110

#—* EM h=.01

© EMM h=.01
B 8@ SDRKIl h=.01
# % EM h=.03

~—& EMM h=.03
B8 SDRKIl h=.03
#—*% EM h=.05

© EMMh=.05 ||
B8 SDRKIl h=.05

<AX® > /2Dt

0.90

0'8(? i H H H i i i
.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16
t

Figura 32: Region a tiempo corto del coeficiente de auto-difusién obtenido a partir de
los métodos EM, SRKII, y EMM con diferentes tamafio de pasos.
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At=02

— exacta

~1 EM
SRKII
EMM

(a) At : 0.1 (b) At : 0.2

Figura 33: Comparacién de los esquemas EM, EMM y SRKII en el cdlculo del coeficiente
de auto-difusion al incrementar At

a partir de los resultados aqui mostrados, es que nuestro algoritmo trabaja de forma
similar al CBD pero de forma mds estable.

At=0.3
14 T T

— exacta
=1 EM
SRKII
»© EMM
12f H ¢

(az*) /2Dt

Figura 34: Comparacién de los esquemas EM, EMM y SRKII en el célculo del coeficiente
de auto-difusion al incrementar At a 0.3.
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Método TE ”XMX” (%) Método TE “X‘];;'f(” (%)
EM 4.60 22.183 82245 EM 4.86 -nan
EMM 10.33 18.146 358 56 EMM | 9.32 33.578 878 13
SRKII 12.67 4.043 17086 SRKII 12.61 11.658 12013
(a) At = .1 (b) At = .2

Tabla 5: Tiempo de ejecucion (TE) para resolver la ecuacién (6.1) y error relativo para

tamafios relativamente grandes.

Meétodo T IXpe Xl (%)

EM 4.88 | -nan
EMM 10.42 | 347.470285 52
SRKII 14.08 | —nan

Tabla 6: Tiempo de ejecucion (TE) para resolver la ecuacion (6.1) y error relativo de los
esquemas EM, EMM, SRKII para el cdlculo del coeficiente de auto-difusiéon con

un tamafios de paso h = 0.3.






CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Este trabajo de tesis cierra con conclusiones y perspectivas, referentes a los resultados
que hemos obtenido al aplicar la formulacién no estandar en la solucién numérica
de EDEs y al MDENE construido para la simulacién de la dindmica Browniana. Enun-
ciamos en este apartado lo que consideramos importante y que nos queda por hacer.
Por dltimo, terminamos con posibles direcciones en las que podemos encaminar este
trabajo.

7.1 CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Hemos construido bajo las reglas de discretizacién no estandar, un Método en dife-
rencias finitas no estdndar (MDENE) al que llamamos EMV, en base a este esquema
escribimos lo siguiente:

(i). De acuerdo a los expuesto en el capitulo 5, para una EDE dada, vemos que
los esquemas construidos bajo las reglas de discretizaciéon no estdndar que
vimos en la seccion 4.1, con la alternativa 1 o 2, tienen mejores propiedades de
estabilidad que el método EM correspondiente.

(ii). En base a los resultados del capitulo 6 y en comentarios de expertos en el
tema de dindmica Browniana, podemos concluir que si tiene sentido aplicar
la formulacién no estdndar en la simulacién DB, pues con tamafios de paso
pequefio, los esquemas logrados se comportan de forma similar al método
CBD vy trabajan con tamafios de paso mds grande. El esquema logrado en la
seccion 6.3 conserva una forma algebraica que computacionalmente es menos
costosa que el esquema SRKII. En base a esto esperamos que dichos algoritmos
permitan el calculo de cantidades dindmicas como el DCM a escalas de tiempo
mayor.

En base a esto tltimo surgen de forma natural las siguientes perspectivas:

Hemos observado que la construcciéon del método EMM se “complica “dependiendo
de la estructura que tenga la funcién f en dx; = f(x¢)dt + g(xt)dBt. Una alternativa
a considerar, es expandir f en su serie de Taylor y truncar a cierto orden. Otra tiene
que ver con una generalizacion de esta serie, a la cual se conoce como expansiéon de
Burman-Lagrange (véase [32]).

Respecto al algoritmo EMM para DB solo hemos probado el esquema mencionado,
considerado el calculo del coeficiente de auto-difusién y bajo condiciones muy idea-
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lizadas, sin embargo, expertos en el area ven necesario probar nuestro esquema para
el calculo de cantidades estéticas, tales como factor de estructura s(q) y funcién de
distribucion radial g(r). Ademas es indispensable incorporar més particulas, al menos
otra dimensién espacial y otros potenciales, en esta direccién es de particular interés
el potencial de tipo Yukawa, [24].

7.2 TRABAJOS DE OPORTUNIDAD Y POSIBLES DIRECCIONES

Bajo la formulacién no estdandar también se obtienen buenos resultados en los esque-
mas numéricos para ecuaciones diferenciales parciales [47], por ello, basandonos en
lo logrado por esta tesis, vemos, como oportunidad de trabajo aplicar la formulacién
no estandar a la solucién numérica de EDEs en derivados parciales.

Respecto a la simulacién de dindmica Browniana, una de las alternativas para des-
cribir la dindmica del coloide se logra con las ecuaciones de Langevin, otra alternativa
para la modelacion usa la ecuacién de Fokker-Planck,

aZ
ox2

ow [ 2

ow_|(_¢° 2)
ot ™ DY (x)| W, (7.1)

DM (x) +

donde W es la distribucién de probabilidad a encontrar, D(1),D(2) son coeficientes
de difusién, x es una variable espacial y t representa el tiempo. Al resolver (7.1) se
obtiene una distribucién de probabilidad con momentos que describen la dindmica
del coloide. De hecho D. L. Ermak [12] demuestra que ambas formulaciones son equi-
valentes en sentido débil, es decir respecto a los momentos de la distribucién. En este
contexto vemos como posible trabajo explorar la simulacién en base a la ecuaciéon
Fokker-Planck.

Bajo este mismo sentido de equivalencia tenemos interés por modelar el transporte
en medios porosos y asi obtener las ecuaciones de transporte del tipo Langevin, ver

[4]-

Recordemos que la dindmica Browniana se basa en el proceso estocéstico llamado
movimiento Browniano este se puede entender como el limite de una caminata alea-
toria. El trabajo que acabamos de citar, propone varias formulaciones, que pensamos
podria darle direccién a nuestros intereses, uno de los resultados importantes aqui
reportados son las ecuaciones de la semi-dindmica de V-Langevin, estas resultan de
generalizar de forma continua una caminata aleatoria.

Para terminar, recordemos la hipétesis en la que basamos este trabajo: Al aplicar la
formulacién de los esquemas en diferencias no estdndar para resolver la ecuacion de Langevin
(1.1), 0 (1.2) se obtiene un esquema numérico con mejores propiedades de estabilidad y de
simplicidad algebraica similar al esquema convencional de dindmica Browniana (CBD).

Bajo la evidencia aqui mostrada, dicha hipétesis es verdadera.
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ELEMENTOS DE PROBABILIDAD

A.1 VARIABLES ALEATORIAS

Dado un espacio de probabilidad (Q, A, P), una variable aleatoria X se define como
una funcién medible :
X: 0~ R.

Aqui el adjetivo “medible” se refiere a que siempre es posible calcular la probabili-
dad relacionada con una variable aleatoria X. En forma mas precisa, si se considera
la media de Borel B((R)) y la imagen inversa de X (suponiendo que existe) X1,
Entonces X es medible si y sélo si

VA € B(R), BeA: X (A)=B,

i.e, siempre que sea posible medir el conjunto de valores que toma X usando la media
de probabilidad P del conjunto (), esto se traduce a:

PXe A)=P({w e Q: X(w) € A})
=PweQ:weX (A))
=P(B).

Lo anterior VA € B(R), B € A.Todo lo dicho se resume en la siguiente definicion.
Definicién 48 (Variable aleatoria.). Sea A una o-algebra, una variable aleatoria real, es
una funcién X : O — R tal que para cualquier conjunto de Borel B, se cumple que el
conjunto X~ 1(B) es un elemento de A.

Ahora, sea (Q, A, P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria fija. Se
considera una funcién

F:R — [0, 1]
x—=PX<x)=PX(w) € (—o0,x]).
Resulta que toda variable aleatoria tiene asociada una funcién de esta forma. A dicha
funcion se le nombra funcién de distribucion.

Definicion 49 (Funcién de distribucion). La funcién de distribuciéon de una variable
aleatoria X es la funcién F(x) : R — [0, 1], definida por:
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Algunas de las propiedades de las funciones de distribucién se enuncian en el si-
guiente resultado.
Teorema 13. Sea F(x) la funcién de distribucion de una variable aleatoria X. Entonces:

(i) lim F(x)=1.

X—+00

(ii) lim F(x) =0.
(iii) Sz x1 < x2, entonces F(x1) < F(x2).
(iv) F(x) es continua por la derecha, i.e. F(x+) = F(x).

Las funciones de distribucién son de interés, pues contienen toda la informacién
de una variable aleatoria y la correspondiente medida de probabilidad. En la figura
(35) se muestra a manera de ejemplo la grafica de los dos tipos de distribuciones
que comunmente aparecen en la literatura. La grafica de la izquierda en la figura (35)
corresponde a la funcién de distribucién de una variable aleatoria discreta, y la grafica
de la derecha muestra el comportamiento de una funcién de distribucién continua. La

Figura 35: Funciones de distribucién de variable discrtea y continua.

continuidad de una funcién distribucion es deseable pero no necesaria. El siguientes
resultados permiten calcular probabilidades a partir de la funcién de distribucion.
Teorema 14. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribuciéon F(x) y a,b € R con
a < b . Entonces:

i. P(X<a)=F(a—).

ii. P(X=a) =F(a)—F(a™).

iii. P(a <X <b)=FDb)—F(a).
iv. Pla<X<b)=Fb )—Fa)
v. Pla<X<b)=Fb")—Fla).

Como se menciondé antes, la funcion de distribucién de una variable aleatoria no
necesariamente es continua, y por esto se consideran los limites laterales.

Tipos de variables aleatorias

Las variables aleatorias se clasifican dependiendo del caracter de su funcién de distri-
bucién. Al menos existen tres tipos: discretas, continuas, y mezclas de las dos anterio-
res. En esta seccidn se considera su definicion.



A.1 VARIABLES ALEATORIAS

Definicidon 50 ((Variable aleatoria discreta). Una variable aleatoria X es discreta si
su funcién de distribucién F(x) es constante a trozos. Sean xi,x2,... los puntos de
discontinuidad de F(x). En cada uno de estos puntos el tamafio de la discontinuidad
es P(X =x;) = F(xi) = F(x; ) > 0. A la funcion f(x) que indica estos incrementos se le
llama funcién de probabilidad de X, y se define como sigue:

flx) = Px=X) x=x1,%x2,... (A1)

0 otro caso.

Asf la funcién de distribucion se calcula a partir de:

FX) =) f(u)

ux

En este caso se dice que la funcion de distribucién es discreta. Resulta que la funciéon
de probabilidad f(x) siempre existe. Por su definicién, la funcién de probabilidad es
no negativa y suma uno, i.e ) f(xq) = 1. Reciprocamente una funcién definida como

en (A.1) que satisfaga estas dlos propiedades es una funcién de probabilidad. Ahora
se considera el caso continuo.

Definicién 51 (Variable aleatoria continua). Una variable aleatoria X es continua si su
correspondiente funcién de distribucién es una funcién continua.

En este caso, se consideran a su vez el tipo absolutamente continuo. Es decir, si existe
una funcién no negativa e integrable f tal que para cualquier valor de x se satisface:

) = fwau (A2

En tal caso a f se le nombra funcién de densidad de X. Atn cuando exista una funcién
no negativa e integrable f que cumpla (A.2) ésta puede no ser tnica, pues basta mo-
dificarla en un punto para que sea distinta y seguir cumpliendo (A.2). Sin embargo
las probabilidades que regresan son las mismas y en este sentido se consideran equi-
valentes. Ademads es evidente a partir de su definiciéon que F es no negativa y que la
integral en todo R es uno. Reciprocamente, toda funcién f no negativa que satisfaga

LR flu)du =1

es una funcién de densidad. Si X es absolutamente continua con funcién de distribu-
ciéon F(x) y funcién de densidad continua f(x), entonces el teorema fundamental del
céalculo implica que, a partir de (A.2),

Ademés, la probabilidad de que X tome un valor en el intervalo (a,b) es el drea
bajo la funcién de densidad sobre dicho intervalo. Una variable aleatoria continua
es singular, si F/(x) = 0 casi seguramente, a F tambiense les nombra singular. En
parrafo anterior, el termino “casi seguramente ”se refiere a que la igualdad se cumple
en todos los puntos x, excepto en un conjunto cuya medida de Lebesgue es cero.
En esta seccién se estudian algunas caracteristicas numéricas asociadas a variables
aleatorias. En particular, se definen los conceptos de valor esperado, varianza y maés
generalmente los momentos de una variable aleatoria.
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Definicién 52 (Valor esperado). Si X es una variable aleatoria continua y F es su dis-
tribucién de probabilidad el valor esperado de X se define como:

E(X) = JQ X(w)dP(w) = J]RxdF(x).

Si la distribucién F es absolutamente continua E(X) = [ xf(x)dx y la integral se entien-
R

de en el sentido de Riemann; en otro caso la integral ocurre con dP o dF y la integral
se entiende en el sentido de Lebesgue.

En la indefinicién anterior se asume que la integral es absolutamente convergente,
i.e,

oo
J Ix|dF(x) < oo.

—00
Y se dice que X es integrable o de valor esperado acotado. Cuando X es una variable
aleatoria discreta; el valor esperado se define como:

E(X)= ) X(w)P(w).

we

En el siguiente resultado se resumen alguna propiedades del valor esperado.
Proposicién 30 (Propiedades del valor esperado). Sean Xy Y variables aleatorias integra-
bles, y sea c una constante. Entonces

i) E(c)=c.

ii) E(cX) = cE(X).
iii) Si X > 0, entonces IE(X)
iv) Si X <Y, entonces E(X)
v) E(X+Y)=E(X)+E(Y).

En general es posible calcular esperanzas de funciones de variables aleatorias, es
decir, si X es una variable aleatoria y g : R — R es una funcién Borel medible, entonces
g(X) es una variable aleatoria y el problema es encontrar su esperanza. Usando la
definicién (52) la esperanza de g(X) se calcula como:

>0
< E(Y).

Z
<

(o ¢]

E(90X) = | xdFyq(x)
—00
pero para esto, es necesario contar con la distribucién de g(X). Sin embargo, en general
encontrar dicha distribucion no es fécil. El siguiente resultado proporciona una forma
de calcular la esperanza de g(X) sin conocer directamente su distribucién.
Teorema 15. Sea X una variable aleatoria y Fx(x) su funcion de distribucion. Considerando
g : R — R una funcién Borel medible con esperanza finita. Entonces

E(g(X)) =J°O g(x)dFx (x).

—00

Ahora se considera otro momento importante, la varianza. Sea X una variable alea-
toria; su varianza es una medida del grado de dispersién de los diferentes valores
tomados por la variable, su definicién es la siguiente.
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Definicién 53 (Varianza). Sea X una variable aleatoria integrable y IE(X) su esperanza.
La varianza de X se denota por var(X) y en términos del valor esperado se define
como:

var(X) = E(X — E(X))?,

Si X es una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad f(x) y esperanza
finita y, la varianza de X se calcula a partir de :

var(X) = Z(x — )% f(x).

X

Si X es una variable aleatoria absolutamente continua con funcién de densidad f(x)
y esperanza finita p; la varianza de X se obtiene con:

var(x) = ro (x — )% f(x)dx.

—00

Una notacién comun para la varianza es ¢2; y a su raiz cuadrada ¢ se le nombra
desviacion estdndar. Es importante hacer notar que la varianza puede ser infinita e
incluso puede no existir.

Se enuncia a continuacién algunas propiedades de la varianza.
Proposicién 31 (Propiedades de la varianza). Sean X,Y variables aleatorias integrables y
c una constante, entonces:

(i) var(X) > 0.
(ii) var(c) =
(1ii) var(cX) = c?var(X).
(iv) var(X+c) = var(X).

(v) var(X) = E(X?) —E?(X)
(vi) En general var(X +Y) # var(X) + var(Y)

El valor esperado y la varianza de una variable aleatoria X son sus primeros momen-
tos. Estos son ntimeros que representan caracteristicas de la funcién de probabilidad
asociada. Bajo ciertas condiciones el conjunto de momentos determina de manera tini-
ca a una distribucién de probabilidad. Se hace la siguiente definicion.

Definicién 54 (Momentos). Sea X una variable aleatoria con valor esperado u, n € IN.
Asumiendo existencia se consideran los siguientes ntimeros:

(i) E(X™) el n—ésimo momento.
(i) E(]X|™) n—ésimo momento absoluto.
(iii) E ((X —n)™) n—ésimo momento central.
(iv) E (|X — /™) n—ésimo momento central absoluto.

v) E(X(X=1)---(X—m+ 1)) n—ésimo momento factorial.
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A.2 DISTRIBUCION NORMAL

Se dice que la variable aleatoria continua X tiene distribucién normal o Gausiana si su
funcién de densidad es

2mno?

v 2
f(x) = 1 exp <(x202u))

en donde 1, 0 € R son pardmetros. En este caso se escribe X ~ N(u, 02). Resulta que
E(X) = u, y var(X) = o2. En la figura 36 se muestra el significado geométrico de los
parametros.

flz)

H H

i

Figura 36: Distribucién normal de pardmetros , 02

En particular si X tiene una distribucién normal con i = 0 y 62? = 1 se dice que la
distribucion es normal estdndar . En este caso particular, la funcién de densidad se
reduce a : 5

1 —X
f(x) = —ex <> .
Vo P\ 2

Es posible transformar una variable aleatoria normal no estdndar en una estdndar
mediante la siguiente transformacion .

Proposicién 32.
X —

2 x—p
X~N(1,0%) & Z === ~N(0,1).

(a) Si sigma es constante al variar p. (b) Con u fijo al variar o~.

Figura 37: Comparacion sobre los efectos de los pardmetros.



A.2 DISTRIBUCION NORMAL

Comuinmente se usa la letra Z para denotar una variable aleatoria con distribucién
normal estdndar. En particular la funcién ®(x) denota la funcién de distribucién de
una variable aleatoria normal estandar, i.e.

Figura 38: Distribucién normal acumulada

Ahora se estudian dos de los teoremas méas importantes en probabilidad: la ley de
los grandes ntimeros y el teorema del limite central. Antes de ello se revisan algunas
desigualdades de interés general.

A.2.1  Desigualdades importantes

Proposicién 33 (Desigualdad de Markov). Sea X > 0 una variable aleatoria con esperanza
finita entonces para cualquier ¢ > 0

E(X)
.

P(X>¢) <

(A.3)

Proposicién 34 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria con media p y
varianza finita o%. Entonces para todo ¢ > 0,

o2

PIX—ul>e) < -

En palabras, esta desigualdad dice que la probabilidad de que X difiera de su media
en mas de ¢ estd acotada superiormente por la varianza entre g2. A este resultado se
le conoce también con el nombre de desigualdad de Chebyshev-Bienaymé.
Proposicién 35 (Desigualdad de Chebyshev extendida). Sean X una variable aleatoria, y
g = 0 una funcién no decreciente tal que g(X) es una variable aleatoria con esperanza finita.
Entonces para todo € > 0,
E(g(X))

P(X>¢) < a()
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Proposicién 36 (Desigualdad de Kolmogorov). Sean X, ... X, variables aleatorias inde-
pendientes de media cero y segundo momento finito. Entonces para todo ¢ > 0

. 1 «
P <m]gx{X1 T X > s) < 2; var(Xy).

Cuando n = 11la desigualdad de Kolmogorov se reduce a la desigualdad de Chebys-
hev. En resumen se tiene la siguiente tabla.

AUTOR DESIGUALDADES
E(X
Markov: P(X>¢) < (s) Para X > 0.
E(|X
P(IX| >¢) < (le D.
E(|X|™
PX| > ¢) < BN
3
o2
Chebyshev: | P(IX—pl>¢) < =
E(g(X
P(X>¢) < (gg((e)))' g(x) = 0 no decreciente.
1 n
Kolmogorov: | P <m}f\x{X1 +o Xyl > £> < 7 ]; var(Xy).

Tabla 7: Desigualdades importantes

Ley de los grandes niimeros

Este resultado establece que, bajo ciertas condiciones, el promedio de variables alea-
torias converge a una constante cuando el niimero de sumandos tiende a infinito. Se
enuncian dos versiones de esta afirmacion, las cuales se distinguen por el tipo de con-
vergencia. La ley débil establece la convergencia en probabilidad y la ley fuerte dice
que la convergencia es casi segura. Asi, la ley fuerte implica la ley débil.

Teorema 16 (de Bernoulli, ley débil de los grandes ntimeros). Sean Xi,Xy, ... variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media w. Entonces

Tl e P
*E Xi — W
n:

i=1

Teorema 17 (Ley fuerte de los grandes nuimeros). Sean Xi,X3,... variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con media w. Entonces
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Teorema del limite central

Este resultado es de amplio uso en estadistica y otras ramas de aplicacién de la pro-
babilidad. Existen muchas versiones y generalizaciones de este teorema. Un caso par-
ticular de este resultado lleva el nombre de A. de Moivre y de P. S. Laplace.

Teorema 18 (de De Movire-Laplace). Sea Xi,X3,... una sucesion de variables aleatorias
independientes tal que cada una de ellas tiene distribucion Bernoulli con pardmetrop € (0,1).
Para cualesquiera niimeros reales a < b,

- b 2
lim P[a< Xt Xn P <b —]J exp <—X> dx.
e np(1—p) V2t Ja 2

En palabras este resultado establece que la variable aleatoria

(X7 +- -+ X —1p)
np(1—p)

converge en distribucién a una variable aleatoria normal estdndar. Este teorema fue
descubierto por A. de Moivre alrededor de 1733 en el caso cuando las variables alea-
torias tienen distribucién Bernoulli con p = J. Afios después P. S. Laplace demostr6
su validez para valores arbitrarios de p € (0,1). El teorema de de Moivre-Laplace es
una caso particular del siguiente resultado fundamental.

Teorema 19 (del limite central). Sea X1, X, ... una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas tales que para cada natural n, E(Xy,) = py var(Xy) =

0?2 < oco. Entonces
X1+ Xn—nu g

o — N(O, 1).

Este teorema fue demostrado rigurosamente por A. M. Lyapunov alrededor de 1901.
Es importante notar que no hay ninguna hipétesis adicional sobre la distribucién de
las variables de la sucesién, es decir, s6lo se requiere la existencia de la media y la
varianza.
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