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2.1. Geometŕıa Proyectiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.1.1. Dualidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.1.2. Colinealidad y Concurrencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.1.3. Transformaciones Lineales y Bilineales . . . . . . . . . . . . . 12
2.1.4. Interpretación de una transformación ŕıgida . . . . . . . . . . 13
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ÍNDICE GENERAL
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

La necesidad de extraer información para la toma de decisiones con base a imágenes
adquiridas de manera digital dio inicio al estudio de la visión por computadora. El
proceso de madurez en la teoŕıa y en la práctica de ésta área ha brindado excelentes
resultados en problemas que hace algunas décadas no pod́ıan ser resueltos y que
muchas veces se pensó imposibles de resolver. Dichos resultados han generado el de-
sarrollo de una gran cantidad de aplicaciones, haciendo posible: la reconstrucción de
obras de arte u objetos, navegación automática, generación de mapas, seguimiento
de objetos y segmentación de imágenes, por mencionar algunas.

El hecho de extraer información únicamente de imágenes, ha producido un de-
sarrollo en la comprensión y modelación de la geometŕıa existente entre las misma.
La geometŕıa entre múltiples vistas de una escena, como normalmente es llamada
a la implementación de diversas imágenes, emplea puntos correspondientes para la
estimación de modelos paramétricos que describen un desplazamiento. El determi-
nar una mayor cantidad de correspondencias correctas entre imágenes: incrementa
la precisión de los modelos paramétricos estimados; proporciona una localización de
la cámara más precisa y; sustenta la toma de decisiones, en tiempo real, con una
mayor cantidad y calidad de información.

Por todo lo anterior, es motivante e importante estimar correspondencias co-
rrectas entre múltiples imágenes en tiempos reducidos y con la mayor cantidad de
información disponible. La gran mayoŕıa de los trabajos presentes en el estado del
arte, se enfocan en obtener correspondencias correctas y reducir el número de ope-
raciones para obtener una solución final en tiempo real, sin poner especial interés
en implementar la mayor cantidad de correspondencias existentes, es decir, simple-
mente hacen uso de aquellas correspondencias consideradas correctas, desechando
bastante información que puede incrementar la calidad y precisión de los modelos
paramétricos a estimar.

2



1. Introducción

Figura 1.1: Método Clásico de Correspondencias

1.2. Problema de Correspondencias y Parametrización

de Modelos

La estimación y emparejamiento de puntos (correspondencias) entre múltiples
imágenes, es un problema dif́ıcil de resolver de manera óptima por diversas circun-
stancias: efectos de movimiento, cambios de iluminación, refinamientos a nivel de
ṕıxel (en algunas ocasiones sub ṕıxel) muy costosos computacionalmente y oclu-
siones en las imágenes.

Por lo anterior, el obtener correspondencias para la estimación de modelos paramétri-
cos y su implementación en aplicaciones de tiempo real, ha impulsado el desarrollo
de algoritmos para la estimación de medidas de similitud, centrando su atención en
la obtención y descripción de caracteŕısticas robustas a patrones repetidos (Lowe, et.
al. [18]; SIFT [18]); al mismo tiempo, se han implementado algoritmos de estimación
robusta, tales como RANSAC [1], donde la estimación de los modelos paramétricos
no es afectada por datos at́ıpicos en un monto reducido.

Le metodoloǵıa clásica (Fig. 1.1), como llamaremos al procedimiento de esti-
mar los modelos paramétricos de los trabajos presentes en el estado del arte, aplica
métodos de estimación robusta que consideran, únicamente, casos de corresponden-
cias biyectivamente 1 correctas. El hecho de que la metodoloǵıa clásica solamente

1Llámese biyectiva cuando un objeto a ∈ A es comparado contra todos los objetos contenidos
en un conjunto diferente B y viceversa.

(a) C. Correcta (b) C. Errónea (c) C. Múltiple (d) C. Perdida

Figura 1.2: Casos de Correspondencia

3



1. Introducción

(a) Datos Iniciales (b) Correspondencias (c) C. Correctas

Figura 1.3: Correspondencias Correctas

considera casos de correspondencias biyectivamente correctas, de cuatro casos dife-
rentes que se pueden dar (Fig. 1.2), nos demuestra claramente que los parámetros de
los modelos estimados no son de gran precisión y confianza, porque la cantidad de
correspondencias utilizadas es minima en comparación con el total de ellas (Fig. 1.3).

Es importante aclarar que los casos donde existen correspondencias erróneas
Fig. 1.2 (b), múltiples Fig. 1.2 (c) y pérdidas Fig. 1.2 (d) se denominan de alta
incertidumbre (principalmente el caso de múltiples), es decir, la medida de similitud
utilizada es muy parecida entre ambos elementos de los conjuntos o, al contrario,
no es asociada a ningún elemento de la otra imagen y no queda claro cual es la
correspondencia correcta. Los métodos de estimación robusta empleados, solamente
pueden lidiar con correspondencias de baja incertidumbre ignorando información de
correspondencias múltiples y emplean medidas de confianza consideradas no globa-
les para la evaluación de los modelos, es decir, una medida no global es obtenida
de la suma de mediciones enteras unitarias, las cuales no pueden ser comparadas
cuantitativamente.

1.3. Objetivos y Alcance

Los objetivos de esta tesis se pueden resumir como siguen:

• Proponer un método para obtener correspondencias biyectivamente correctas
considerando, de igual manera, las correspondencias con mayor incertidumbre,
especialmente las correspondencias múltiples, Fig. 1.4;

• Obtener los parámetros del modelo, implementando una mayor cantidad de
puntos correspondientes, y;

• Proporcionar una medida de confianza global dado un modelo paramétrico
determinado.

4



1. Introducción

Figura 1.4: Método Propuesto para Correspondencias Múltiples

1.4. Estructura de la Tesis y Aportaciones

En este apartado se detalla la estructura de la presente tesis, indicando el con-
tenido de cada caṕıtulo y las aportaciones más importantes realizadas.

• Caṕıtulo 2. Parametrización de Modelos Proyectivos

Se introduce la estructura de Geometŕıa Proyectiva y se explican conceptos
fundamentales, necesarios para la comprensión de las transformaciones linea-
les y bilinéales 2D-2D. Se desarrollan y analizan algunos de los métodos de
estimación robusta más aplicados en el estado del arte, como son: Mı́nimos
Cuadrados, Mı́nimos Cuadrados Iterativos Ponderados, Levenber-Marquardt
y RANSAC [16]. Los modelos de transformaciones 2D-2D implementados a
lo largo del trabajo son estudiados y descritos: Homograf́ıa y Matriz Funda-
mental. Se muestran algunos resultados obtenidos con los métodos de esti-
mación robusta y ejemplos de transformaciones lineales y bilinéales aplicando
RANSAC. En los resultados con métodos de mı́nimos cuadrados se introduce
el Método Estad́ıstico Insesgado propuesto por Kanatani [2] para la obtención
de resultados insesgados.

• Caṕıtulo 3. Método Estad́ıstico Insesgado: una alternativa en la implementación
del EPnP

Se describe e implementa el algoritmo denominado EPnP que resuelve de
manera eficiente el problema Perspectiva-n-Puntos (PnP), Noguer et. al. [7].
Este algoritmo, mediante una transformación 3D-2D, obtiene los parámetros
de rotación y translación de la cámara. En el algoritmo EPnP se observa, al
igual que en los métodos de mı́nimos cuadrados, existe una matriz de momen-
tos sesgada y se propone la implementación del método estad́ıstico insesgado
de Kenichi Kanatani, como una alternativa a la estimación del espacio nulo
propuesto en el algoritmo original. Se realiza una seria de experimentos y se
demuestra que la solución generada con el método estad́ıstico es insesgada, se
obtiene directamente, es robusta y estable. Al mismo tiempo, se demuestra que
el orden de convergencia del algoritmo original se reduce para determinados
niveles de ruido y la cantidad de datos utilizados.
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1. Introducción

• Caṕıtulo 4. Estudio y modificación del método de estad́ısticas “A Contrario”
para la estimación de transformaciones paramétricas

Se describe el método de estad́ısticas “A Contrario” Noury et. al. [20] Stival
et. al. [19], el cual implementa un criterio probabiĺıstico en la estimación de
los parámetros de la matriz fundamental y es capaz de encontrar correspon-
dencias en imágenes que contienen un gran número de patrones repetidos, sin
la necesidad de estimar puntos correspondientes previamente. Se propone un
método “A Contrario” modificado para la estimación de correspondencias co-
rrectas implementando el mismo criterio probabiĺıstico. Se realiza un serie de
experimentos para comparar ambos métodos.

• Caṕıtulo 5. Cálculo de transformaciones paramétricas 2D-2D implementando
Evolución Diferencial

Se implementa el algoritmo de Evolución Diferencial, un método de opti-
mización evolutiva, en la estimación de transformaciones 2D-2D, demostrándose
que proporcionan una medida de confianza global tanto para obtener corres-
pondencias correctas (independientemente de su incertidumbre), como estimar
los parámetros de un modelo en tiempo finito. Se implementan estimadores ro-
bustos para observar su comportamiento y se determinar algunas caracteŕısti-
cas que benefician tiempos de convergencia y cantidad de correspondencias. Se
realiza una comparación con el estimador RANSAC y se implementan ambas
transformaciones, Homograf́ıa y Matriz Fundamental.

• Caṕıtulo 6. Resumen y conclusiones generales

De manera resumida se dan a conocer diversas conclusiones obtenidas en este
trabajo de tesis.
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Caṕıtulo 2

Parametrización de Modelos
Proyectivos

La geometŕıa proyectiva, quien estudia las incidencias de puntos y rectas sin tener
en cuenta una medida, modela y nos ayuda a comprender procesos en la adquisición
de imágenes, brindandonos una apropiada representación matemática para el cálcu-
lo de los parámetros de una tranformaciones proyectivas del plano. Definase a una
transformación proyectiva a aquella que transforma un plano en otro plano equiva-
lente, 2D-2D, conservandose todas las propiedades invariantes a las proyectividades,
o mejor dicho, a los diferentes ángulos con que es captado un objeto en el espacio (im-
agen). Aśı mismo, existe transformaciones que van de un espacio a un plano, 3D-2D.

El encontrar los parámetros de dichas transformaciones ha originado que se im-
plementen diversos métodos de estimación paramétricos, los cuales en ocasiones no
son lo suficientemente eficientes o rápidos para aplicaciones, que muchas ocasiones
son en tiempo real e implementan, en el cálculo de los parámetros, un gran canti-
dad de datos. En este caṕıtulo introducimos conceptos importantes y fundamentales
para el problema de correspondencias, al mismo tiempo damos a conocer algunos
métodos de estimación que se implementan en un gran número de metodoloǵıas pre-
sentes en el estado del arte, y describimos las transformaciones, a manera detallada,
empleadas a lo largo de este trabajo de tesis, de las cuales deseamos estimar sus
parámetros.

2.1. Geometŕıa Proyectiva

Consideremos a I un espacio proyectivo 2-D (plano proyectivo). Un punto en I
está representado por la terna (m1,m2,m3) de números reales, donde no todos ellos
son cero. Estos números son las coordenadas proyectivas. Los puntos (x, y) en el
plano I están representados por,

x =
m1

m3

, y =
m2

m3

(2.1)

7



2. Parametrización de Modelos Proyectivos

Figura 2.1: Perspectiva de proyección de una escena.

Si la coordenada m3 = 0, se considera que el punto (m1,m2, 0) está localizado
en el infinito y se le llama punto ideal.

Por definición, las coordenadas proyectivas pueden ser multiplicadas por un
número arbitrario diferente de cero, y el punto que representan es el mismo.

La manera más conveniente de manejar el punto (m1,m2,m3) es normalizándolo
en un vector unitario, vector-N. El operador de normalización N [·] está definido
como,

N [u] =
u

‖u‖
(2.2)

donde ‖u‖ =
√

u2
1 + u2

2 + u2
3.

Acorde a dicha definición, el vector-N del punto (m1,m2,m3) es,

m = ±N









m1

m2

m3







 (2.3)

Fijando un sistema de coordenadas XY Z a nuestro plano proyectivo I, de tal
manera que el origen O (foco u observador) se encuentre a una distancia f , un
punto (X,Y, Z), el cual es proyectado en I {(x, y) ∈ I} con un rayo iniciado desde
O y pasando a través de ese punto, puede ser representado por, Fig. 2.1,

x = f
X

Z
, y = f

Y

Z
(2.4)

y descrito por la siguiente proposición,

Proposición 2.1.1. El vector-N m de un punto P en el plano I puede ser inter-
pretado como un vector unitario que tiene origen en el punto O y apuntando hacia
(o a través de) P, Fig.2.2.
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2. Parametrización de Modelos Proyectivos

2.1.1. Dualidad

Una intersección, en su definición más simple, es considerada como un punto común
a dos ĺıneas. Una unión, como una ĺınea que pasa a través de dos puntos. Sabiendo
esto, existen los siguientes teoremas:

Teorema 2.1.2. El vector-N m de la intersección P de dos ĺıneas en el plano I, ℓ
y ℓ′ cuyos vectores-N son n y n′ respectivamente, está dado por, Fig. 2.3(a),

m = ±N [n× n′] (2.5)

Teorema 2.1.3. El vector-N n de la unión de dos puntos en el plano I, P y P ′

cuyos vectores-N m y m′ respectivamente, está dado por, Fig. 2.3(b),

n = ±N [m×m′] (2.6)

La propiedad de intercambiar entre puntos y ĺıneas del plano I existente (Teore-
mas 2.1.2 y 2.1.3) es conocido como dualidad y es una de las caracteŕısticas funda-
mentales de la geometŕıa proyectiva.

2.1.2. Colinealidad y Concurrencia

Formalmente para un plano I, un punto P con vector-N m y una ĺınea ℓ con vector-N
n son incidentes si el producto punto,

(m,n) = 0 (2.7)

donde (a, b) = a1b1 + a2b2 + a3b3. Dicha ecuación es llamada ecuación de inci-
dencia. Si decimos que el punto P y la ĺınea ℓ son incidentes, estamos diciendo que
el punto P está sobre la ĺınea ℓ, y que la ĺınea ℓ pasa a través del punto P , Fig. 2.4(a).

Los conceptos fundamentales de la geometŕıa proyectiva son la colinealidad de
puntos y la concurrencia de ĺıneas. Dos o más puntos son colineales si existe una

Figura 2.2: Vector-N m de un punto P en el plano I
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2. Parametrización de Modelos Proyectivos

(a) (b)

Figura 2.3: (a) El vector-N m de la intersección P de dos ĺıneas, ℓ y ℓ′.(b) El vector-N
n de la unión de dos puntos en el plano, P y P ′.

ĺınea que pasa a través de ellos; dos o más ĺıneas son concurrentes si existe un punto
que pertenece a todas ellas, Fig. 2.4(b).

(a) (b)

Figura 2.4: (a) Incidencia de un punto en el plano y una ĺınea.(b) Colinealidad de
puntos y concurrencia de ĺıneas.

Proposición 2.1.4. Varios puntos pertenecientes al plano I son colineales si y solo
si el rango del conjunto de vectores-N es menor a tres 2.

Demostración. Del libro de Kanatani [2]. Por definición, puntos Pα ∈ I de N-vectores
mα, α = 1, . . . , N, son colineales si y solo si existe un vector unitario n tal que
(mα, n) = 0, α = 1, . . . , N . Esto significa que los vectores mα son todos perpendi-
culares a n, lo cual implica que sean linealmente dependientes. El rango es menor a
tres. Por ello, significa que los vectores mα convergen en un solo plano.

2Llámese rango de un conjunto de vectores al número máximo de vectores linealmente indepen-
dientes entre ellos

10



2. Parametrización de Modelos Proyectivos

Corolario 2.1.5. Tres puntos (vectores-N) m1,m2 y m3 son colineales si y solo si

|m1,m2,m3| = 0 (2.8)

donde |a, b, c| = (a× b, c) = (c× b, a) = (c× a, b), representando × el producto
cruz.

Teorema 2.1.6. Puntos Pα ∈ I, α = 1, . . . , N , son colineales si y solo si el eigen-
valor más pequeño de la matriz M es igual a cero, donde,

M =
N
∑

α=1

Wαmαm
T
α (2.9)

y Wα es una constante positiva. El vector unitario asociado n es el vector-N del
plano proyectivo I que pasa a través de Pα.

Demostración. Del libro de Kanatani [2]. La condición (mα, n) = 0, α = 1, . . . , N
es equivalente a escribir

N
∑

α=1

Wα (mα, n)2 (2.10)

para una constante positiva Wα. Si la matriz está definida por la ecuación (2.9),
ésta condición puede ser reescrita como

N
∑

α=1

Wαn
Tmαm

T
αn =

(

n,

(

N
∑

α=1

Wαmαm
T
α

)

n

)

= (n,Mn) = 0 (2.11)

La matriz M es simétrica y positiva semidefinida, esta condición se mantiene si
y solo si el eigenvalor más pequeño de M es cero y n es el eigenvector asociado.

Con base en el teorema 2.1.6 se puede observar que el eigenvector unitario aso-
ciado es el vector-N de la ĺınea que corresponde a los puntos Pα dado el siguiente
criterio de mı́nimos cuadrados,

N
∑

α=1

Wα (mα, n)2 → min. (2.12)

Dada la expresion anterior 2.12, la concurrencia de ĺıneas es automáticamente
obtenida por la dualidad de la geometŕıa proyectiva donde lo único que se necesita
es intercambiar los roles de los puntos en el plano por ĺıneas.
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2. Parametrización de Modelos Proyectivos

2.1.3. Transformaciones Lineales y Bilineales

Expĺıcitamente, un espacio proyectivo P
2 está conformado por un conjunto de puntos

y ĺıneas designados por dos vectores-N, incluyendo puntos al infinito (punto ideal)
y ĺıneas al infinito (ĺınea ideal): una ĺınea es ideal cuando el primer y segundo com-
ponente del vector-N son ambos ceros.

El mapear un conjunto de elementos, puntos o ĺıneas, de un espacio proyectivo
{eα ∈ I, α = 1, . . . , N} a otro espacio proyectivo I ′, se define como una transforma-
ción donde existe colinealidad y se cumple que:

• Puntos colineales son mapeados a puntos colineales.

• Ĺıneas concurrentes son mapeadas a ĺıneas concurrentes.

• La incidencia y la concurrencia se conserva.

Se denomina transformación lineal y n-lineal, respectivamente, a toda aplicación
que cumpla las siguientes definiciones,

Definición 1. Sea T una transformación lineal {T : V → V }, (x, y) un par de vec-
tores (x, y) ∈ V y c ∈ ℜ un escalar, se satisface que:

- T (x+ y) = T (x) + T (y)

- T (cx) = cT (x)

Un ejemplo de transformación linealizable es la Matriz de Homograf́ıa (H) 3.

Definición 2. De manera general una transformación es n-lineal si para cada i con
i = 1, . . . , N se tiene

T (v1, . . . , αvi + v′i, . . . , vn) = αT (v1, . . . , vi, . . . , vn) + T (v1, . . . , v
′
i, . . . , vn) (2.13)

donde T : V → V , {vj ∈ V ; j = 1, . . . , N} y (α ∈ ℜ).

Un ejemplo de una transformación bilineal es la Matriz Fundamental (F) 3.

Uno de los teoremas fundamentales de geometŕıa proyectiva dice que una coli-
nealidad es escrita como un mapeo lineal de vectores-N de la forma

m′ = ±N
[

ATm
]

, n′ = ±N
[

ATn
]

(2.14)

donde A es una matriz no singular, m y n son los vectores-N de los puntos en el
plano proyectivo y las ĺıneas en el plano proyectivo respectivamente, mientras que
m′ y n′ son los vectores-N después del mapeo.

Una colinealidad también es llamada transformación proyectiva.

3En la Sección 2.3 se describen las transformaciones de Homograf́ıa y Matriz Fundamental.
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2.1.4. Interpretación de una transformación ŕıgida

Los movimientos en relación a un objeto W , también llamada transformación ŕıgida,
se definen por los parámetros de movimientos de rotación y translación R, t. Llámese
X ′Y ′Z ′ a las coordenadas del objeto W obtenidas después de un movimiento des-
de las coordenadas originales XY Z y generadas por: i) una rotación alrededor del
punto de origen O por R; y ii) una translación por t. Donde R, t son definidas con
respecto a las coordenadas originales XY Z.

Ahora bien, dados dos conjuntos de puntos que pertenecen a un plano proyecti-
vo {Pα, P

′
α ∈ I; α = 1, . . . , N}, consideremos el problema de calcular la colinealidad

que mapea cada Pα a P ′
α. Si mα y m′

α son sus respectivos vectores normales, el
problema es encontrar una matriz A con det (A) = 1, tal que N

[

ATm
]

= m′, α =
1, . . . , N , Eq. 2.14. En principio, A es determinada únicamente eligiendo arbitra-
riamente cuatro vectores de entre mα. Sin embargo, este procedimiento es sensible
a la presencia de ruido. La matriz A expresada en parámetros de movimientos es
(R, t) y tiene la propiedad de conservar distancias, por lo tanto, también ángulos,
proporciones, colinealidad y concurrencia, Hartley et. al. [1].
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2. Parametrización de Modelos Proyectivos

2.2. Métodos de Estimación

Se le llama estimación al proceso de usar resultados muestrales para obtener conclu-
siones respecto a las caracteŕısticas de una población. Las estimaciones son utilizadas
para la toma de decisiones, sin importar que no se tengan la información pertinente
completa y con una gran incertidumbre acerca de lo que pueda deparar el futuro,
pero con la intención de que las estimaciones constituyan una buena aproximación
de los parámetros desconocidos de la población.

Los métodos para realizar una estimación usan modelos matemáticos predefinidos,
en nuestro caso transformaciones lineales y bilineales que permiten determinar una
translación y rotación, tomando en cuenta los errores y demás perturbaciones en las
observaciones muestra o mediciones.

2.2.1. Mı́nimos Cuadrados

Mı́nimos cuadrados es una técnica de optimización matemática que, dada una serie
de mediciones, estima los parámetros de un modelo de función que mejor ajuste a
las mediciones de acuerdo al siguiente criterio: minimizar la suma de cuadrados de
los residuos entre los puntos generados por la función y los datos observados.

Un conjunto de datos que consta de n puntos, (xi, yi) siendo i = 1, 2, ..., n, donde
xi es una variable independiente y yi es una variable dependiente (observación). Cabe
aclarar que para el caso de transformaciones lineales y bilineales no hay propiamente
variables independientes. El modelo de la función tiene la forma f(xi, β), donde m
parámetros ajustables están contenidos en β. Se quiere encontrar los parámetros
para los que el modelo se ajusta “mejor” a los datos. Mı́nimos Cuadrados define el
“mejor” resultado cuando la suma de los residuos al cuadrado:

S =
n
∑

i=1

(ri)
2 . (2.15)

es mı́nima. Un residual se define como la diferencia entre los valores de la variable
dependiente y el modelo,

ri = yi − f(xi, β) (2.16)

Por ejemplo, en el de modelo de la ĺınea recta. La intersección con el eje y se
puede denotar como α y la pendiente como θ, el modelo de la función está dado por,

f(xi, β) = α+ θxi (2.17)

El problema de mı́nimos cuadrados puede ser dividido en dos categoŕıas, lineal
y no lineal. El problema de mı́nimos cuadrados lineal tiene una solución de forma
cerrada, mientras que el problema no lineal tiene que ser resuelto por refinamiento
iterativo donde cada iteración es aproximada, la mayoŕıa de las veces como una
linealización del modelo original, de modo que la manera de calcular los parámetros
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2. Parametrización de Modelos Proyectivos

de cierto modelo en ambas categoŕıas es similar, en la Sección 2.2.3 se muestra un
algoritmo para el caso no lineal.

Principio de Mı́nimos Cuadrados

Sea B el conjunto de todos los posibles vectores de β. Tenemos que B = R
K . El

objetivo es encontrar un vector b′ = (b1, . . . , bK) de B que minimice el cuadrado de
los residuos

S(β) =
T
∑

t=1

e2t = e′e = (y −Xβ)′ (y −Xβ) (2.18)

dados y y X. Siempre va existir un mı́nimo, ya que la función S(β) posee valores
reales, es convexa y diferenciable. Si reescribimos a S(β) como

S(β) = yy′ + β′X ′Xβ − 2β′X ′y (2.19)

y derivamos con respecto a β, obtenemos

∂S(β)

∂β
= 2X ′Xβ − 2X ′y, (2.20)

∂2S(β)

∂β2
= 2X ′X(no negativa definida). (2.21)

donde el sistema de ecuaciones a resolver es la primera derivada igualada a cero

X ′Xb = X ′y. (2.22)

Por ejemplo, si la ecuación (2.17) tiene la forma

f(xi, β) = b1xi + b2yi + b3 = 0, (i = 1, . . . , N) (2.23)

b′ = (b1, b2, b3) minimiza el cuadrado de los residuos

S(β) =
N
∑

i=1

e2i =
N
∑

i=1

(b1xi + b2yi + b3)
2 = 0 (2.24)

y e2i representa la distancia existente entre el i -ésimo punto pi = (xi, yi, 1) y el
modelo de la recta representado por b′. Derivando con respecto a β

∂S(β)

∂β
=

N
∑

i=1

(

2ei
∂ei
∂β

)

=
N
∑

i=1

eipik (2.25)

sustituyendo,

N
∑

i=1

(b1xi + b2yi + b3) pik = MTMb = 0. (2.26)
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Se obtiene un sistemas de ecuaciones homogéneo, que puede ser resuelto fácil-
mente por factorización Descomposición en Valores Singulares (SVD por sus siglas
en Inglés.

2.2.2. Mı́nimos Cuadrados Iterativos Ponderados

Hay situaciones en las que no todos los datos tienen la misma “importancia” en el
cálculo de la solución. Un ejemplo es cuando hay mayor incertidumbre asociada a
una medición (outliers) que a las demás. En ese caso uno puede desear que dicha
medición tenga menos influencia al momento de estimar los parámetros. Al proce-
dimiento de asociar un peso wi a cada uno de los datos se le llama ponderación, y
es posible introducirlo en el método de mı́nimos cuadrados convencionales, permi-
tiéndonos obtener un método de mı́nimos cuadrados ponderados.

Mı́nimos cuadrados ponderados nos permite incorporar y detectar aquellos datos
con cierto grado de incertidumbre, mediante la implementación de estimadores y
modelos matemáticos predefinidos, como son la ecuación de la recta.

2.2.2.1. Estimadores Robustos

A una función implementada para estimar un parámetro desconocido de una población,
es llamada estimador o estad́ıstico.

Un estimador es una expresión matemática o un algoritmo de cálculo (que con-
sidera las condiciones y caracteŕısticas del sistema empleado) que obtiene un valor
aproximado de los parámetros de una población en base a una muestra de la mis-
ma. El estimador es un valor particular para una muestra espećıfica de su población.

Los estimadores pueden ser agrupados en:

1) Estimadores Clásicos o Paramétricos : La moda, la media aritmética,
la media de los extremos, la media armónica, la media geométrica, la media
cuadrática, etc.

2) Estimadores No Paramétricos o Estimadores Robustos : Mediana de
Hodges-Lehmann, estimador de Huber, etc.

Los Estimadores Robustos, conocidos también como estimadores no paramétri-
cos o estimadores libres de distribución o simplemente robustos, son estimadores
que no suponen una distribución de la población, de la cual se extrae la muestra.

En 1964, Peter Huber definió los M-estimadores, como una generalización del
estimador de máxima verosimilitud para la minimización de funciones de la forma

n
∑

i=1

ρ(xi, β), (2.27)
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donde ρ es una función con ciertas propiedades,

θ̂ = argminβ

(

n
∑

i=1

ρ(xi, β)

)

(2.28)

La función ρ que define al M-estimador tiene las siguientes propiedades:

• La función ρ es derivable. ψ = ρ′.

• La función ρ es par.

• La función ρ(u) es monótona no decreciente en |u|.

• Se cumple que ρ(0) = 0.

Algunos ejemplos de M-estimadores son los siguientes:

Tipo ρ(r) ψ(r) = dρ(r)
dr

w(r) = ψ(r)
r

Cauchy 1

2
c2ln

(

1 + r2

c2

) (

c2

c2+r2

)

r c2

c2+r2

Geman-McClure c2r2

2(c2+r2)

(

c2

c2+r2

)2

r
(

c2

c2+r2

)2

Huber

{

1

2
r2 si |r| ≤ c

c
(

|r| − 1

2
c
)

si |r| > c

{

r si |r| ≤ c

c sgn(r) si |r| > c

{

1 si |r| ≤ c

c |r|−1 si |r| > c

Parábola Truncada

{

1

2
r2 si |r| ≤ c

1

2
c si |r| > c

{

r si |r| ≤ c

0 si |r| > c

{

1 si |r| ≤ c

0 si |r| > c

Cuadro 2.1: M-estimadores

2.2.2.2. Desarrollo de Mı́nimos Cuadrados Iterativos Ponderados

Como mencionamos anteriormente, llamamos mı́nimos cuadrados ponderados, al
procedimiento de asociar un peso wi a cada uno de los datos existentes. Aplicando
esta variante y considerando la ecuación (2.23) tenemos,

f(xi,β) =
N
∑

j

ρ(ej), (2.29)

∂f(xi,β)

∂β
=

N
∑

j

ρ′(ej)
∂ej
∂β

. (2.30)

considerando el cuadro 2.1,

∂f(xi, β)

∂β
=

N
∑

j

ψ(ej)
∂ej
∂β

(2.31)

se sabe que wi = ψ(r)
r

, reescribiendo
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∂f(xi, β)

∂β
=

N
∑

j

ψ(ej) ej pjk = 0 (2.32)

∂f(xi, β)

∂β
= MTWMx = 0 (2.33)

por lo tanto el problema a resolver para mı́nimos cuadrados iterativos ponderados
(MCIP) está dado por (2.33), con

W =





w1 0 0
0 w2 0
0 0 w3



 (2.34)

2.2.3. Levenberg-Marquardt

El algoritmo de Levenberg-Marquardt (LMA por sus siglas en Inglés), provee una
solución numérica al problema de minimización de una función, generalmente no
lineal. LMA interpola entre los algoritmos de Gauss-Newton (GNA) y descenso de
gradiente. Es considerado mucho más robusto que el algoritmo de Gauss-Newton,
dado que en la mayoŕıa de los casos encuentra una solución incluso si se inicializa
lejos del mı́nimo. Por otro lado en ciertas funciones y parámetros de inicialización
se comporta un poco más lento que GNA.

Como muchos otros algoritmos numéricos de minimización, Levenberg-Marquardt
es una técnica iterativa que encuentra un mı́nimo local de una función que se expresa
como la suma de los cuadrados de funciones no lineales, con ciertos parámetros de
inicialización.

Se utiliza la aproximación de la matriz Hessiana (matriz cuadrada de las segun-
das derivadas parciales) de una función, la cual, aplicada en el método mı́nimos
cuadrados no lineales es:

▽2 U(xi, β) ≈ J(xi, β)T ∗ J(xi, β) (2.35)

Realizando un ajuste, se obtiene el algoritmo de Levenberg-Marquardt,

▽2 U(xi, β) ≈ J(xi, β)T ∗ J(xi, β) + τ I (2.36)

donde J(xi, β) es el Jacobiano de la función, como se muestra a continuación,

J(x) =







∂e1
∂b1

. . . ∂e1
∂b6

...
. . .

...
∂en

∂b1
. . . ∂en

∂b6






(2.37)

y la constante τ determina la tendencia del algoritmo: i) cuando se incrementa
se aproxima al algoritmo de descenso de gradiente; y ii) cuando se decrementa, el

18



2. Parametrización de Modelos Proyectivos

algoritmo se asemeja al método de Gauss-Newton. τ la mayoŕıa de las veces es ini-
cializada en 0.01.

El algoritmo de Levenberg-Marquardt está estructurado como se muestra en el
cuadro 2.2.

1) Dado un valor inicial β, una tolerancia ǫ.

2) k = 0. Calculo del Gradiente ▽Uk.

3) repetir

4) Aproximación del Hessiano Hk, (▽2U(xi, β)).

5) Asigno un valor a τ .

6) H∗
k = Hk + τ I.

7) Resolver sistema H∗
k ∗ pk = −▽ Uk.

8) Obtener αk (con condiciones de Wolfe [6], en nuestro caso búsqueda en ĺınea).

9) Actualizar βk+1 = βk + αkpk.

10) Calculo del Gradiente ▽Uk.

11) Actualizar k = k + 1.

12) hasta ‖ ▽U(xi, β) ‖ ≤ ǫ

13) Regresar β

Cuadro 2.2: Algoritmo Levenberg Marquardt

2.2.4. RANSAC

RANSAC es una abreviación para RANdom SAmple Consensus por sus siglas en
Inglés. RANSAC es un algoritmo utilizado para estimar parámetros de un modelo
matemático a partir de un conjunto de datos observados que contiene outliers o datos
at́ıpicos. Este algoritmo se asemeja al estimador de parábola truncada y se conside-
ra como un estimador robusto dado que es tolerante a una gran cantidad de datos
at́ıpicos. RANSAC es utilizado en gran medida en visión computacional para encon-
trar correspondencias entre un número determinado de imágenes de manera óptima.

RANSAC es capaz de encontrar los parámetros de un modelo con una probabilidad
suficientemente alta de que los datos elegidos (muestra), de un determinado conjun-
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to, corresponden a datos inliers. Se debe recalcar que no existe garant́ıa de lo antes
mencionado, sin embargo, dentro del algoritmo hay algunos parámetros que pueden
ser ajustados de una manera cuidadosa para mantener el nivel de probabilidad razo-
nablemente alto, siendo el tamaño de muestra uno de los parámetro mas importante.
Por mencionar un ejemplo, la ecuación de la recta está definida por una muestra
de dos puntos que pertenecen a una nube de puntos, necesarios para estimar los
parámetros del modelo de la ĺınea recta. El hecho, que solamente dos puntos confor-
men una muestra para estimar un modelo, aumentando la probabilidad de no estar
“contaminada” con datos at́ıpicos.

RANSAC es un procedimiento iterativo, el cual selecciona de manera aleato-
ria (muestreo con reemplazo) un subconjunto de datos del conjunto original (este
subconjunto seleccionado puede estar conformado por datos inliers, outliers y, de
ambos). Al subconjunto obtenido le aproximamos un modelo, es decir, todos los
parámetros libres del modelo son reconstruidos o estimados con los datos del subcon-
junto. Posteriormente todos los datos restantes, del conjunto original, son probados
con este modelo, esto es, el algoritmo determina qué tan bien se ajustan los datos al
modelo estimado. Para determinar si se tiene un modelo razonablemente bueno, se
cuantifica la cantidad de datos que se encuentran dentro de un umbral T (soporte),
lo que se denomina: 1) si dentro del subconjunto muestra existe un dato at́ıpico, el
soporte es muy reducido; y 2) si el subconjunto muestra no está contaminado por
algún dato at́ıpico, se espera un soporte alto. Este procedimiento es repetido un
determinado número de veces, cada vez produciendo un modelo, el cual puede ser
rechazado, ya sea porque pocos datos son clasificados como inliers o su medida de
error es mayor que la de un modelo considerado como óptimo hasta ese momento.
Al final, la solución es aquel modelo con mayor soporte ó cantidad de datos inliers.

El algoritmo RANSAC es descrito en el cuadro 2.3.

La distancia umbral T , es considerada como la distancia entre un punto inlier
y el modelo, en la práctica dicha distancia es seleccionada usualmente de manera
emṕırica.

Para determinar el número de ensayos, N , aplicamos la siguiente ecuación:

N = log(1− p)/log(1− (1− ǫ)s) (2.38)

donde p toma valores en el rango (0,1) y representa la probabilidad de que al
menos una muestra no contenga outliers para un tamaño de muestra, s, y es pro-
porcional a ǫ número de outliers.
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Objetivo

Ajuste robusto de un modelo para un conjunto de datos S que contiene outliers

Algoritmo

(i) Aleatoriamente se selecciona una muestra de s datos, del conjunto S, nece-
sarios para definir el modelo. Los parámetros libres del modelo son recon-
struidos o estimados con los datos de la muestra.

(ii) Se determinar un subconjunto de datos, Si, que están dentro de una dis-
tancia umbral T del modelo. El subconjunto Si define los datos inliers del
conjunto S.

(iii) Si el número de datos contenidos en Si es mayor que Sbest, es seleccionado

Sbest = Si.

(iv) Se repite el procedimiento desde (I).

(v) Después de N ensayos, por consenso, el subconjunto Si con un mayor
número de inliers (Sbest) es seleccionado y considero la solución. El modelo
es estimado usando los datos del subconjunto Sbest.

Cuadro 2.3: Algoritmo RANSAC
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2.3. Transformaciones 2D-2D

Como se describió en la Subsección 2.1.3, se define como transformación al proceso
de mapear un conjunto de puntos o ĺıneas de un espacio proyectivo I a un espacio
proyectivo diferente I ′. A continuación describimos de manera detallada las trans-
formaciones de homograf́ıa y matriz fundamental, implementadas a lo largo de este
trabajo y de las cuales deseamos obtener sus parámetros con la mayor cantidad de
datos.

2.3.1. Homograf́ıa

La geometŕıa proyectiva en 2D, es el estudio de las propiedades del plano proyectivo
P

2. Dichas propiedades son invariantes bajo un grupo de transformaciones conocidas
como proyecciones. Una proyección la podemos definir como un mapeo invertible h
de P

2 sobre si mismo.

Ahora bien, un mapeo h: P
2 → P

2 es una proyección si y solo si existe una matriz
H3x3 no singular tal que para cualquier punto en P

2 representado por un vector x
se cumple h(x) = Hx.

Por lo anterior, podemos definir que una homograf́ıa H es una transformación
lineal sobre 3-vectores homogéneos representados por una matriz (3x3) no singular:





x′1
x′2
x′3



 =





h11 h12 h13

h21 h22 h23

h31 h32 h33









x1

x2

x3



 (2.39)

expresado de una manera mas sencilla x′ = Hx.

La matrizH tiene la peculiaridad de poder ser modificada por un escalar diferente
de cero sin alterarla. En consecuencia decimos que H es una matriz homogénea, ya
que al igual que en la representación homogénea de un punto, sólo la relación entre
los elementos de la matriz es importante. Hay ocho relaciones independientes entre
los nueve elementos de H, y de ello se desprende que una transformación proyectiva
tiene ocho grados de libertad. Por otro lado, dado que los dos grados de libertad
(x, y) del punto x′i en la primera imagen deben corresponder con el punto en la
segunda imagen mapeado por Hxi: solamente es necesario especificar 4 puntos co-
rrespondientes xi ↔ x′i para calcular plenamente H, con la única restricción que
deben estar en posición general, es decir, cualquier subconjunto de tres puntos no
deben ser colineales.

Es importante mencionar que para el cómputo de este tipo de transformaciones
no es necesario el conocimiento de los parámetros de la cámara y de su posición,
como se puede observar al implementar el algoritmo de transformación lineal directa
(DLT) para calcular la proyección punto a punto (Ver Apéndice A).
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Estimación de una Homograf́ıa

Al haber determinado que dado un conjunto de cuatro puntos correspondientes
xi ↔ x′i de un espacio proyectivo 2D a un espacio proyectivo 2D diferente {I → I ′},
se puede resolver para H. El mapeo o transformación está dado por la ecuación
x′i = HTxi; i = 1, . . . , N, N ≥ 4, de la cual se sabe que x′i y HTxi tienen la misma
dirección pero pueden diferir en magnitud por un escalar distinto de cero. Por con-
siguiente, la ecuación puede ser expresada en términos del producto cruz de vectores
x′i ×H

Txi = 0. Esta forma nos va permitir derivar una solución lineal para H.

La fila j-ésima de la matriz H está denotada por hjT para j = 1, . . . , 3

HTxi =





h1Txi
h2Txi
h3Txi



 (2.40)

escribiendo x′i = (x1′
i , x

2′
i , x

3′
i ), el producto cruz está dado como

x′i ×H
Txi =





x′2ia
3Txi − x

′
3ia

2Txi
x′3ia

1Txi − x
′
1ia

3Txi
x′1ia

2Txi − x
′
2ia

1Txi



 (2.41)

Desde hjTxi = xTi h
j para j = 1, . . . , 3, tenemos un conjunto de tres ecuaciones

en las entradas de H





0 −x′3ix
T
i x′2ix

T
i

x′3ix
T
i 0 −x′1ix

T
i

x′2ix
T
i x′1ix

T
i 0









h1

h2

h3



 = 0 (2.42)

Estas ecuaciones tienen la forma Mih = 0, donde Mi es una matriz de 3 × 9 y
h es un vector de longitud 9, cuyos componentes conforman la matriz H. Cuando
tenemos estas formas decimos que el sistema es lineal homogéneo.

Como se ha dicho, para obtener H es necesario de cuatro puntos correspondien-
tes en posición general, con lo cual obtenemos una solución mı́nima, mas no significa
que sea el único número de puntos a ser utilizados. Por lo tanto si más de cuatro
puntos son dados, el conjunto de ecuaciones Mih = 0 estará sobre estimado y exis-
tirá una solución única.

Para solucionar este tipo de sistemas homogéneos se aplica la Descomposición
en Valores Singulares.

Si se sabe que MT
i Mi = M , donde M es una matriz simétrica positiva semidefini-

da, nuestro vector solución h = (h1, . . . , h9), lo podemos obtener aplicando la fac-
torización SVD, haciendo uso de las propiedades de ortogonalidad de dos de sus
matrices, como se muestra a continuación
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Mh = USV T = 0, (2.43)

UTUSV Th = 0, (2.44)

donde UTU = 1

SV Th = 0⇒ Sy = 0, (2.45)

con y = V Th, se tiene

v3h = 0, (2.46)

Los valores singulares son λ3 = 0; λ1, λ2 6= 0. El vector v3 es nuestro vector
solución para h = (h1, . . . , h9), sujeto a ‖v3‖ = 1.

Como podemos observar, el vector v3 corresponde al valor singular más pequeño
de la matriz S.

El sistema de ecuaciones a resolver proviene de una transformación lineal, pero
puede ser obtenido de una transformación bilineal. Por tal motivo, es sumamente
importante mencionar que una transformación n-lineal tiene la propiedad de poder
obtener sus parámetros de movimientos mediante un sistema lineal homogéneo.

2.3.2. Matriz Fundamental

La matriz fundamental, denominada F , es considerada la representación algebraica
de la geometŕıa epipolar. Impĺıcitamente, la matriz fundamental, describe la ge-
ometŕıa entre dos vistas o visión estéreo, pero a diferencia de la geometŕıa epipolar,
es independiente de la estructura de la escena y puede ser estimada solamente con
puntos correspondientes de la imagen, sin necesidad de tener conocimientos de los
parámetros intŕınsecos de la cámara o de su posición relativa.

La matriz fundamental F es una matriz de dimensión 3 × 3 y rango 2, para la
cual, dos puntos correspondientes x↔ x′ satisfacen la siguiente relación:

x′Fx = 0. (2.47)

A continuación se dan a conocer algunos conceptos básicos que describen la
geometŕıa proyectiva y posteriormente se muestra como derivar numéricamente la
matriz fundamental F con base en el algoritmo de la transformación lineal directa
(Ver Apéndice A).

2.3.2.1. Geometŕıa Epipolar

La geometŕıa epipolar, está basada en la obtención de imágenes que aproximan un
modelo estenopeico ó de proyección perspectiva (pinhole), Fig. 2.5, describiendo una
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(a) (b)

Figura 2.5: Principio de cámara con proyección perspectiva. Los rayos de luz de un
objeto pasan a través de un pequeño orificio para formar una imagen.

serie de relaciones existentes entre puntos en el espacio 3D y sus proyecciones 2D en
imágenes con diferente posición, las cuales conducen a una serie de restricciones entre
los puntos. Dichas restricciones, al igual que lo hace la geometŕıa de visión estéreo,
están motivadas por la obtención de puntos correspondientes entre dos imágenes y
pueden ser descritas por la matriz fundamental.

Supongamos que un punto X en el espacio 3D es proyectado en dos imágenes:
como x en la primera y x′ en la segunda. Si observamos, Fig. 2.6(a), los puntos x,
x′, el puntos en el espacio X y los centros de las cámaras (c, c′) son coplanares, es
decir, están relacionados por un plano π.

Ahora supongamos que solamente conocemos el punto x y deseamos encontrar
su punto correspondiente x′. El plano π está determinado por la ĺınea que une los
dos centros de cámara (ĺınea de base) y por el rayo generado entre el punto en el
espacio 3D X y su proyección en la primera imagen x. Si sabemos que el punto x′

(a) (b)

Figura 2.6: (a) Los centros de las imágenes c, c′, el puntos X en el espacio 3D, y
los puntos x, x′ correspondiente a cada imagen se encuentran en un plano común π.
(b) La ĺınea base (baseline) intersecta a cada imagen en el epipolo e, e′. Cualquier
plano que contiene la base ĺınea es un plano epipolar, y su intersección con el plano
de la imagen genera las ĺıneas correspondientes l, l′.
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es coplanar con todos los puntos que conforman al plano π, x′ solamente puede ser
encontrado a lo largo de la ĺınea l′, generada por la intersección entre el plano π y
la segunda imagen. El beneficio de saber que el punto x′ se encuentra a lo largo de
un segmento de recta, reduce significativamente el espacio de búsqueda, Fig. 2.6(b).

Los conceptos que describen a la geometŕıa proyectiva son:

• El epipolo es el punto de intersección de la ĺınea que une los centros de las
cámaras con el plano de la imagen.

• Un plano epipolar es un plano que contiene a la ĺınea base.

• Una ĺınea epipolar es la intersección de un plano epipolar con el plano de la
imagen. Todas las ĺıneas epipolares intersectan con el epipolo. Un plano epipo-
lar intersecta los planos de la imagen izquierda y derecha en ĺıneas epipolares
y, define las correspondencias entre las ĺıneas.

2.3.2.2. Estimación de la Matriz Fundamental

La matriz fundamental esta definida por la ecuación (2.47) para cualquier par de
puntos correspondientes x↔ x′ en dos imágenes. Con la cantidad suficiente de pun-
tos correspondientes, por lo menos 7, la ecuación (2.47) puede ser utilizada para
calcular la matriz fundamental F . Si cada par de puntos correspondientes es expre-
sado en coordenadas homogéneas, x = (x, y, 1)T y x′ = (x′, y′, 1)T ; cada par da lugar
a una ecuación lineal para las entradas desconocidas de F

x′xf11 + x′yf12 + x′f13 + y′xf21 + y′yf22 + y′f23 + xf31 + yf32 + f33 = 0. (2.48)

Considerando que el vector f es de longitud 9 compuesto por las entradas de F
ordena por filas. La ecuación (2.48) puede ser representada como un producto de
vectores

(x′x, x′y, x′, y′x, y′y, y′, x, y, 1) f = 0. (2.49)

Para un conjunto de n correspondencias, se obtiene un conjunto de ecuaciones
lineales de la forma

Af =







x′1x1 x′1y1 x′1 y′1x1 y′1y1 y′1 x1 y1 1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

x′nxn x′nyn x′n y′nxn y′nyn y′n xn yn 1






f = 0 (2.50)

Este es un conjunto de ecuaciones homogéneas y, f sólo puede ser determinada
a escala. Para que una solución exista, la matriz A debe ser a lo más de rango 8, y
si el rango es exactamente 8, entonces la solución es única sujeto a ‖f‖ = 1, y puede
ser encontrada por un método lineal. La solución corresponde al espacio nulo de la
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matriz A.

En caso de la existencia de correspondencias con ruido, el rango de la matriz
A puede ser mayor de 8. Para estos casos es necesario encontrar una solución por
medio de mı́nimos cuadrados. La solución para f con mı́nimos cuadrados es el vector
propio que corresponde al menor valor singular de A. El vector solución f encontra-
do de esta manera minimiza ‖Af‖ y esta sujeta a la condición ‖f‖ = 1.

Un caso muy importante en la estimación de la matriz F es cuando solamente
7 pares de puntos correspondientes se conocen. Esto da lugar a una matriz A de
7 × 9, que generalmente va a ser de rango 7. La solución a la ecuación (2.50) para
este caso es un espacio bi-dimensional de la forma

αF1 + (1− α)F2 (2.51)

donde α es una variable escalar. Las matrices F1 y F2 son obtenidas de los vectores
f1 y f2 correspondientes al espacio nulo de la matriz A. Aplicando la condición
det (F ) = 0, tenemos

det (αF1 + (1− α)F2) = 0. (2.52)

dado que F1 y F2 son conocidas, esto lleva a resolver una ecuación polinomial
cubica para α. Habrá una o tres soluciones reales. La ecuación (2.52) arroja una o
tres soluciones posible para la matriz fundamental.

Siempre que se trabaja con matrices fundamentales es recomendable que se
mantenga su singularidad, es decir que se mantenga el rango 2, para que exista
concurrencia entre las ĺıneas epipolares; uno de los métodos más aplicados y prácti-
cos, mas no muy efectivo, es usando la norma de Frobenius. Otra recomendación es
aplicar una normalización, por translación y escalamiento, a nuestros datos antes de
generar el sistema lineal de ecuaciones para una mejor estabilidad de los resultados
(Ver Caṕıtulo 11 de [1]).

2.3.3. Cálculo de la Homograf́ıa y la Matriz Fundamental

A continuación se describen, de manera resumida, los algoritmos para el cálculo de
los parámetros de homograf́ıas y matrices fundamentales. Para el caso de la matriz
H generalizamos para cuatro o más puntos correspondientes y para el caso de F
para siete correspondencias en adelante.

El algoritmo de RANSAC es la base fundamental del cómputo automático ya que
se encarga de realizar una búsqueda entre todos los datos para, de esa manera esti-
mar los parámetros de determinado modelo. En la Subsección 2.2.4 se mencionó que
el algoritmo RANSAC, debe saber de alguna manera, que tan bueno es el modelo
y por consiguiente que tan bien se ajusta a los datos. Dadas las caracteŕısticas de
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la homograf́ıa y de la matriz fundamental en el estado del arte se pueden obser-
var determinado número de medidas de distancia que evalúan o indican que tan
adecuado es un modelo en relación a un par de puntos correspondientes. Para nues-
tras aplicaciones fueron seleccionadas: la distancia Euclidiana entre dos puntos y
la distancia epipolar simétrica para homograf́ıas y matrices fundamentales respec-
tivamente. Dichas medidas de distancia son dadas a conocer junto con los algoritmos.

La suma total de las distancias en relación a los puntos correspondientes nos
arroja una medida indicando que tan bueno es un modelo determinado, mas no es
considerada una medida global o de confianza. En el Caṕıtulo 3 se da a conocer un
método que aplica una medida estad́ıstica considerada una medida global y en el
Caṕıtulo 5 se propone una función de costo con evolución diferencial. A continuación
se muestran los algoritmos:

Objetivo

Cálculo de una Homograf́ıa entre dos imágenes.

Algoritmo

(i) Obtención de puntos de interés en ambas imágenes xj,x
′
j, j = 1, . . . ,m.

(ii) Cálculo de un conjunto de puntos correspondientes en base a su proximidad
o semejanza de un área espećıfica, xi ↔ x′i, i << j.

(iii) Aplicando RANSAC, iterar N veces, Eq. (2.38).

1) Seleccionar de manera aleatoria n ≥ 4 puntos correspondientes y cal-
cular una homograf́ıa H.

2) Calcular la distancia Euclidiana diE para todos y cada una de los
puntos correspondientes xi ↔ x′i,

∀i, diE = D (x′i, Hxi) . (2.53)

3) Contar el número de inliers pertenecientes a H, cuyas distancias sean
menor a un umbral T estimado emṕıricamente: diE ≤ T .

(iv) La homograf́ıa con mayor número de inliers (soporte) es considerada el
mejor modelo y con base en ella se determinan todas las correspondencias
correctas, es decir, se eliminan correspondencias consideradas at́ıpicas.

(v) Con todos las correspondencias consideradas correctas, H, es reestimada
para ajustar sus parámetros.

Cuadro 2.4: Algoritmo para la estimación automática de los parámetros de homo-
graf́ıas entre dos imágenes con puntos correspondientes.
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Objetivo

Cálculo de la Matriz Fundamental entre dos imágenes.

Algoritmo

(i) Obtención de puntos de interés en ambas imágenes xj,x
′
j, j = 1, . . . ,m.

(ii) Cálculo de un conjunto de puntos correspondientes en base a su proximidad
o semejanza de un área espećıfica, xi ↔ x′i, i << j.

(iii) Aplicando RANSAC, iterar N veces, Eq. (2.38).

1) Seleccionar de manera aleatoria n ≥ 7 puntos correspondientes y cal-
cular la matriz fundamental F .

2) Calcular la distancia simétrica epipolar di para todos y cada uno de
los puntos correspondientes xi ↔ x′i,

∀i, di =
(

x′Ti Fxi
)2

(

1

(Fxi)
2
1 + (Fxi)

2
2

+
1

(Fx′i)
2
1 + (Fx′i)

2
2

)

. (2.54)

3) Contar el número de inliers pertenecientes a F , cuyas distancias sean
menores a un umbral T estimado emṕıricamente: di ≤ T .

4) Si existen tres soluciones reales para F el numero de inliers es determi-
nado para cada uno y se elige la solución con mayor número (soporte).

(iv) La matriz fundamental con mayor número de inliers es considerada el
mejor modelo y con base en ella se determinan todas las correspondencias
correctas, es decir, se eliminan correspondencias consideradas at́ıpicas.

(v) Con todos las correspondencias consideradas correctas, F , puede ser rees-
timada para ajustar sus parámetros.

Cuadro 2.5: Algoritmo para la estimación automática de los parámetros de la matriz
fundamental entre dos imágenes con puntos correspondientes.
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2.4. Resultados Experimentales

Para observar, analizar y comparar los diferentes métodos de estimación se gen-
eró un problema sintético, el cual nos permitió trabajar en un ambiente controlado
y apreciar las ventajas y, las desventajas de cada uno de ellos.

Otro experimento que se llevó a cabo fue la implementación, con imágenes reales,
de RANSAC para la estimación de los parámetros de homograf́ıa y matriz funda-
mental. En la Subsección 2.4.3 se describen algunos resultados.

En el caso de los experimentos realizados con los métodos de estimación de
parámetros fue necesario hacer una separación en las soluciones algebraicas directas
y soluciones con análisis estad́ıstico. En las primeras corridas realizadas con datos
ruidosos se observó que al momento de resolver un sistema del tipo Ax = 0, la
solución x obtenida de la matriz A, no correspond́ıa al espacio nulo o más cercano
a cero de A y aunque correspondiera la solución, existe una perturbación con me-
dia diferente de cero. Realizando una búsqueda en la literatura que nos ayudará a
reducir o eliminar el sesgo en la matriz A, se encontró que Kanatani [2] mediante
un análisis estad́ıstico de los datos, elimina el sesgo de la matriz A y proporciona
una solución x que corresponde al espacio nulo de A. El método clásico proporciona
el espacio nulo de A, pero no coincide con la esperanza de la solución. El método
de Kanatani no determina el espacio nulo de A, sino de otra matriz, modificada a
partir de A, de la cual se espera que reduzca el sesgo sistemático.

La implementación de los métodos propuestos por Kanatani (Ver Apéndice B)
para el problema de regresión lineal es una de las principales aportaciones de este
trabajo de tesis. Al mismo tiempo, la revisión de los métodos de estimación pre-
sentes en el estado del arte tiene una gran importancia y es una gran aportación.

En la sección de soluciones algebraicas directas se muestran resultados obtenidos
con los métodos de estimación como fueron vistos en las secciones anteriores y se
demuestra que la solución deja de pertenecer al espacio nulo si no se satisfacen ciertas
condiciones de ruido y linealidad. En la sección con análisis estad́ıstico y solución
insesgada se implementa la propuesta de Kanatani y se dan algunas conclusiones.

2.4.1. Solución Algebraica Directa de Mı́nimos Cuadrados

Los datos en los experimentos fueron generados de manera aleatoria con base en
el modelo de la recta con pendiente 1 y ordenada 0. Aplicando una distribución
uniforme, dentro de un rango [0, 200], se generó un valor xi, i = 1, . . . , 300 de
manera aleatoria y aplicando la ecuación de la recta se calculó su correspondiente
yi, i = 1, . . . , 300. A cada yi se le sumo un error distribuido de manera normal
N(0, σ). Cuando el experimento requiere la presencia de datos at́ıpicos, se toma
un porcentaje de los 300 puntos, que oscila entre [0, 1, 2,5, 5, 10, 25, 50] % acorde el
experimento que se este realizando y se sustituyen con puntos creados de manera
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aleatoria, con distribución N(0, σ) en ambos ejes.

Se observó que en la mayoŕıa de los experimentos, pero principalmente en los
métodos de Mı́nimos Cuadrados y Mı́nimos Cuadrados Iterativos Ponderados, la
presencia de datos con ruido σ sin la presencia de datos at́ıpicos generaban una
solución no óptima como se puede apreciar en los resultados mostrados en la Fig.
2.7. Se puede apreciar, de manera gráfica, que los resultados obtenidos en los exper-
imentos realizados con mı́nimos cuadrados, Figs. 2.7(a) 2.7(b), no son óptimos y los
parámetros del modelo estimados no son los correctos. Con los métodos de RANSAC
2.7(c) y Levenberg-Marquardt 2.7(d) se los parámetros estimados aproximan muy
bien a los datos.

Por lo anterior, se prestó principal interés a los métodos que implementan mı́ni-
mos cuadrados, donde se presenta el problema al momento de estimar los parámet-
ros del modelo. Realizando un trabajo exhaustivo, dado que los experimentos están
controlados y se sabe cuales son los parámetros que mejor ajustan al modelo, se
monitoreó el vector solución que mejor aproxima los datos y se observó que con
determinado error σ dicho vector deja de corresponder al eigenvalor más cercano a
cero de la matriz A, correspondiente al sistema Ax = 0 a minimizar para estimar los
parámetros del modelo que mejor ajusta los datos. En la Fig. 2.8 se puede observar
dicho comportamiento.

El comportamiento apreciado en relación al vector solución, nos imped́ıa seguir
adelante en nuestro análisis. Buscando la manera de reducir o retardar el cruce de
los eigenvalores se encontró la propuesta de Kanatani que nos ayuda a comprender
este comportamiento y nos entrega una solución con un análisis estad́ıstico.

2.4.2. Análisis Estad́ıstico de Mı́nimos Cuadrados y Solu-
ción Insesgada

Kanatani en su libro [2] demuestra que el método de mı́nimos cuadrados generan
una matriz con sesgo para los problemas de incidencia lineal y por consiguiente
una solución errónea. Para realizar un análisis estad́ıstico en los datos y proponer
un esquema (Ver Apéndice B) que eliminara dicho sesgo y arrojara una solución
correspondiente al espacio nulo, Kanatani creó un modelo que se ajusta mejor al
comportamiento del ruido y que es muy similar a nuestra aplicación.

Asumiendo se conoce el ruido σ presente en los datos, la implementación del
Método Estad́ıstico Insesgado como normalmente se le conoce al esquema propuesto
por Kanatani, elimina el sesgo de la matriz A y genera una solución que reduce el
error sistemático en nuestras estimaciones. En la figura 2.9 se muestran algunos
Mı́nimos Cuadrados y Mı́nimos Cuadrados Iterativos Ponderados.
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(a) Mı́nimos Cuadrados
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(b) Mı́nimos Cuadrados Iterativos Ponderados
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(c) RANSAC
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Figura 2.7: Solución Anaĺıtica con Métodos de Estimación. Las gráficas mostradas
a la izquierda de cada subfigura fueron con generadas con σ = 10 y las gráficas de
la derecha con σ = 5. En ninguna de las gráficas existen datos at́ıpicos.

32



2. Parametrización de Modelos Proyectivos

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−20

0

20

40

60

80

100

120
CRUCE DE LAMBDA 1 y 2

DESVIACION

V
A

LO
R

 

 
Lambda 1
Lambda 2

Figura 2.8: Cruce de Lambdas. El vector que mejor aproxima el modelo con los
datos, con determinado error σ, deja de pertenecer a lambda 1 el cual corresponde
al eigenvalor más cercano a cero de la matrizA y pasa a ser un vector que corresponde
a lambda 2.
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(a) Mı́nimos Cuadrados
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(b) Mı́nimos Cuadrados Ponderados

Figura 2.9: Solución con Análisis Estad́ıstico. Las gráficas mostradas a la izquierda
de cada subfigura fueron con generadas con σ = 10 y las gráficas de la derecha con
σ = 5. En ninguna de las gráficas existen datos at́ıpicos.
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2.4.3. Estimación de Transformaciones 2D-2D con RANSAC

RANSAC, a diferencia de los métodos de estimación antes mencionados, es la mejor
alternativa en la estimación de transformaciones 2D gracias a que maneja una gran
cantidad de datos (“contaminados” y “no contaminados”) en tiempo real y propor-
ciona una solución con un gran número de correspondencias con baja incertidumbre,
para posteriormente ingresar a algoritmos de similitud, como es el caso de correlación
normaliza cruzada (Ver Apéndice D), el cual requiere que exista la menor cantidad
de datos at́ıpicos para realizar una tarea eficiente en el menor tiempo.

Para presentar de una manera gráfica el proceso del cómputo automático en la
estimación de los parámetros de Homograf́ıa y Matriz Fundamental presentado en la
Subsección 2.3.3, se desarrollaron dos pruebas con imágenes reales. Los parámetros
en ambas pruebas fueron: i) umbral T = 1; y ii) número de iteraciones N = 200.

Universidad Imagen Izq. Imagen Der.
Caracteŕısticas obtenidas 430 421
Correspondencias con Medida de Similitud 99 99
Correspondencias después de RANSAC 81 81
Correspondencias at́ıpicas detectadas con RANSAC 18 18

Plaza Imagen Izq. Imagen Der.
Caracteŕısticas obtenidas 421 421
Correspondencias con Medida de Similitud 98 98
Correspondencias después de RANSAC 93 93
Correspondencias at́ıpicas detectadas con RANSAC 5 5

Cuadro 2.6: Resumen de resultados aplicando RANSAC en imágenes reales 2D-2D.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Figura 2.10: Resultados de Homograf́ıa con RANSAC. (a) (b) Imágenes de la Uni-
versidad de Guanajuato. Las imágenes son de dimensión 513×385. (c) (d) Se detec-
taron 430 y 421 caracteŕısticas respectivamente en cada imagen. (e) (f) Aplicando
una medida de similitud, Correlación Normaliza Cruzada (Ver Apéndice 2.3.3), se
obtuvieron 99 correspondencias. (g) (h) Después de haber obtenido los parámetros
de la matriz H, son consideradas como buenas 81 correspondencias y 18 correspon-
dencias erróneas u outliers.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Figura 2.11: Resultados de M. Fundamental con RANSAC: (a) (b) Imágenes de la
Plaza San Fernando en Guanajuato. Las imágenes son de dimensión 513×385. (c) (d)
Se detectaron en ambas imágenes 421 caracteŕısticas. (e) (f) Aplicando una medida
de similitud, Correlación Normaliza Cruzada (Ver Apéndice 2.3.3), se obtuvieron 98
correspondencias. (g) (h) Después de haber obtenido los parámetros de la matriz F ,
son consideradas como buenas 93 correspondencias y 5 correspondencias erroneas u
outliers.
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2.4.4. Conclusiones del caṕıtulo

− Mı́nimos Cuadrados:

El método de estimación por mı́nimos cuadrados, por ser un procedimien-
to de orden lineal, es bastante rápido a diferencia de procesos iterativos
o de aquellos que aproximan una matriz Hessiana. Mı́nimos cuadrados al
tratar de ajustar una función a los datos por minimización de residuos,
no tiene la capacidad de detectar datos at́ıpicos, más sin embargo en la
mayoŕıa de los casos se ajusta al error, el cual, no siempre es normal y
funciona mejor cuando la distribución de los datos es aleatoria. Como se
observó en la sección de solución algebraica directa, mı́nimos cuadrados
puede presentar sesgo y no obtener una solución óptima. Cuando existen
outliers en los datos, los métodos de regresión robusta son más adecuados.

− RANSAC:

El hecho que RANSAC sea un proceso aleatorio y que el tamaño de la
muestra, que implementa, es el más pequeño para definir un modelo sin
ambig̈uedades, hace de RANSAC un proceso sumamente rápido el cual
puede ser aplicado en tiempo real, elevando su capacidad de soportar
una gran cantidad de datos at́ıpicos. Por como está estructurado y los
parámetros que maneja el algoritmo de RANSAC en sus condiciones de
paro, el número de iteraciones depende de la cantidad de datos at́ıpicos.
En RANSAC se pueden observar dos grandes desventajas, una de ellas es
que los resultados son diferentes en cada corrida y no se asegura encontrar
una solución, ambas debido a su aspecto de aleatoriedad.

− Estimadores Robustos:

Dentro de este apartado, los métodos que implementan estimadores ro-
bustos y los cuales se caracterizan por ser iterativos, mı́nimos cuadrados
iterativos ponderados y Levenberg-Marquardt, se clasifican en lineales y
no lineales, respectivamente, por la manera en que expresan la función a
minimizar. Por su parte mı́nimos cuadrados iterativos ponderados tiene
la peculiaridad de detectar la presencia de datos at́ıpicos, debido a que
le da mayor importancia a datos que considera proporcionan “buena in-
formación”, con la restricción que no soporta gran cantidad de ellos. La
distribución que sigan los datos at́ıpicos no afecta su comportamiento,
a consideración, que su inicialización sea muy buena. Al igual que mı́ni-
mos cuadrados convencionales, mı́nimos cuadrados iterativos ponderados,
desde un punto de vista estad́ıstico o geométrico puede presentar sesgo y
no obtener una solución óptima. Por otra parte, Levenberg-Marquardt,
quien minimiza una función, expresada en términos cuadráticos de fun-
ciones no lineales, presenta un costo computacional muy elevado a causa
de tener que estimar la matriz Hessiana de la función a minimizar y por
consiguiente, es considerado un procedimiento lento en comparación con
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RANSAC y mı́nimos cuadrados iterativos ponderados. Al igual que mı́ni-
mos cuadrados iterativos ponderados, Levenberg-Marquardt, es sensible
a detectar la presencia de datos at́ıpicos, no soporta una gran cantidad
de los mismos y en la mayoŕıa de las veces requiere una muy buena ini-
cialización. Dependiendo de la inicialización, el ajuste que proporciona
Levenberg-Marquardt a la distribución de los datos se ve afectada y des-
de un puntos de vista estadśitico o geométrico no siempre se presenta
sesgo y se obtienen soluciones óptimas la mayor parte del tiempo, Fig.
2.7.

− Análisis Estad́ıstico:

La implementación del análisis estad́ıstico propuestó por Kanatani [2]
reduce el sesgo presente en problemas de regresión lineal, ayudando en
el cáculo de una “mejor” solución correpondiente al espacio nulo, en sis-
temas del tipo Ax = 0.
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Caṕıtulo 3

Método Estad́ıstico Insesgado: una
alternativa en la implementación
del EPnP

El estimar la posición y orientación de una cámara en relación a un objeto, a par-
tir de un número reducido de observaciones, es un problema bastante estudiado,
con muy diversas e importantes aportaciones, denominado perspectiva de n puntos
(PnP). El hecho que los datos con que se trabaja (imágenes) no estén ausentes de
ruido, implica una mayor complejidad de los algoritmos, aśı como tiempos de proce-
samiento y costo computacional. Para eliminar y reducir los efectos producidos por
el ruido, para obtener una solución final, se han implementado diversas estrategias
numéricas para reducir sus efectos.

A continuación revisamos un algoritmo propuesto por Noguer et. al. [7], deno-
minado solución eficiente al problema de perspectiva-n-puntos (EPnP), que estima
una transformación ŕıgida a partir de correspondencias 3D-2D y obtiene una solución
final mediante una combinación lineal en el espacio nulo de soluciones debido a la
presencia de una matriz sesgada generada por datos ruidosos. A dicho algoritmo apli-
camos el método estad́ıstico insesgado propuesto por Kanatani como una alternativa
a la combinación lineal (como se demostró en sección 2.4.2). La implementación de
este método estad́ıstico nos permite obtener información de los datos y una solución
directa, reduciendo el problema del sesgo. Se demuestra con algunos experimentos
que la robustez, estabilidad y orden de convergencia se mantiene aplicando el méto-
do estad́ıstico, incluso es mejor que el algoritmo original para determinados niveles
de ruido y cantidad de datos utilizados.

3.1. Introducción al problema PnP

En visión por computadora el problema de estimación de la posición es llamado
Perspectiva-n-Puntos (PnP) solo cuando se determina a partir de la observación de
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(a) (b) (c)

Figura 3.1: Posición y orientación de una cámara en relación a un objeto en el
espacio. Dado un determinado objeto en el sistema de coordenadas del mundo, Fig.
(a), se obtiene una imagen mediante una cámara, la cual maneja un sistema de
coordenadas diferente, Fig. (b). El objetivo es estimar el movimiento de rotación y
translación que alinee ambos sistemas de coordenadas, Fig. (c).

n puntos en una imagen, ya que existen otros métodos. Def́ınase la estimación de la
posición como: la posición y orientación de una cámara en relación a un objeto en el
espacio, Fig. 3.1. La implementación de la geometŕıa de n puntos caracteŕısticos de
un par de imágenes, para estimar la posición, ha sido ampliamente estudiada y tiene
un gran interés en el área de visión por computadora por sus diversas aplicaciones.
Soluciones al problema PnP, presentes en el estado del arte, han sido desarrolladas
utilizando tres o más puntos caracteŕısticos y consideran con frecuencia la presencia
tanto de datos ruidosos como at́ıpicos. En la estimación de la posición por PnP
siempre se hacen las siguientes suposiciones:

− Los parámetros intŕınsecos de la cámara son conocidos.

− La posición de puntos caracteŕısticos en coordenadas del mundo real, 3D, y
sus respectivas correspondencias en las imágenes, 2D, son conocidas.

La mayoŕıa de las aproximaciones al problema PnP, las cuales pueden ser clasi-
ficadas en iterativas [7, 12, 11, 10] y no-iterativas [8, 9, 13, 15], están diseñadas para
resolver el problema en tiempo real y de forma cerrada sin la necesidad de inicial-
ización [16], explorar alternativas en base a la geometŕıa del modelo [9, 10] e incluir
información adicional con la intensión de proporcionar mayor estabilidad [13, 15]
o reducir la ambigüedad al momento de estimar su posición [14]. Las propuestas
existentes son en su mayoŕıa de orden alto, esto es, incrementa conforme el número
de puntos caracteŕısticos n son utilizados. Por mencionar algunos: la propuesta de
Fiore [17] es de complejidad O(n2) pero es inestable para datos ruidosos en 2D; Quan
y Lan [13] proponen un algoritmo de complejidad O(n5), el cual puede convertirse
de complejidad O(n3) si el método de descomposición en valores singulares es apli-
cado (SVD); Ansar y Daniilidis [8] derivan un conjunto de ecuaciones cuadráticas

organizadas en un sistema lineal n(n−1)
1
×
(

n(n−1)
2

+ 1
)

, las cuales requieren O(n8)
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operaciones para ser resueltas.

Noguer et al. [7] introducen un procedimiento no iterativo que resuelve de man-
era eficiente el problema de perspectiva-n-puntos (EPnP). Es denominado eficiente,
porque a diferencia de métodos tradicionales, maneja una menor cantidad de incógni-
tas. Ciertamente uno de los procedimientos más rápidos, preciso al igual que la may-
oŕıa de los métodos iterativos, robusto en la presencia de datos ruidosos, estable y
con la habilidad de manejar cientos de puntos n en tiempo real. El éxito de EPnP
es la estrategia de representar los puntos en coordenadas del mundo real como una
suma de puntos de control. El uso de los puntos de control reduce el número de
variables desconocidas a tratar y estima la posición en un tiempo O(n), es decir,
EPnP requiere solamente n operaciones para obtener una solución.

La propuesta EPnP genera un sistema homogéneo de ecuaciones lineales y se
obtiene la solución final por medio de una combinación lineal del espacio nulo,
definido por una matriz de 12×12. La combinación lineal es causada por la presencia
de datos con ruido que generan una matriz sesgada. Por lo anterior la propuesta
de Kanatani puede ser aplicada y resolverlo al igual que en el caso de mı́nimos
cuadrados. A continuación se detalla el algoritmo EPnP y posteriormente nuestra
implementación del método estad́ıstico insesgado en el mismo.

3.2. Solución Eficiente al problema PnP

El algoritmo EPnP, basado en su propia parametrización, tiene como objetivo esti-
mar las proyecciones en el sistema de coordenadas de la cámara, únicamente, de los
puntos de control y no de los n puntos de referencia, para obtener posteriormente
su orientación y translación. Los n puntos en coordenadas del mundo real son ex-
presados en una suma ponderada de los puntos de control, cuatro puntos para una
configuración general (4 puntos no coplanares) y tres puntos para una configuración
plana. La idea principal de esta parametrización es reducir el número de variables
desconocidas a estimar, de n a solamente la cantidad de puntos de control utilizados
(3 ó 4).

Una vez que EPnP ha simplificado el problema a resolver para un número muy
pequeño de incógnitas, genera un sistema homogéneo y obtiene la mejor solución
con ayuda de una combinación lineal βi, i = 1, . . . , 4 del espacio nulo de soluciones
de una matriz M de 2n × 12 para una configuración general o 2n × 9 para una
configuración plana. Aplicando el método de descomposición en valores singulares
para hacer más eficiente el proceso, se resuelve para un matriz MTM en un tiempo
O(n).

Con referencia en el art́ıculo de Noguer et. al. [7], inicialmente se describirá la
parametrización implementada por EPnP y posteriormente su desarrollo hasta llegar
a la obtención de una solución final calculando βi, i = 1, . . . , 4.
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3.2.1. Parametrización de EPnP

Considerando los n puntos en coordenadas del mundo real como pwi , i = 1, . . . , n y
sus respectivas proyecciones en la imagen como pci , i = 1, . . . , n e, implementando la
configuración general, donde solamente cuatro puntos de control cj, j = 1, . . . , 4 son
necesarios, la representación en términos de suma ponderada para pwi esta dada por
la siguiente expresión,

∀i, pwi =
4
∑

j=1

αijc
w
j , con

4
∑

j=1

αij = 1, (3.1)

asumiendo que la misma relación se mantiene para pci , se tiene,

∀i, pci =
4
∑

j=1

αijc
c
j. (3.2)

Donde αij son coordenadas homogéneas baricéntricas, es decir, corresponden a
masas normalizadas colocadas en las caras rectangulares formadas por los puntos de
control y que al final determinan un punto pi. En la configuración general las caras
rectangulares son generadas por un tetraedro y para la configuración plana las caras
rectangulares pasan a ser lados de un triángulo. Por lo anterior, se recomienda que
la selección de los puntos de control formen una base.

3.2.2. Desarrollo del método EPnP original [7]

Teniendo por asentado que nuestra cámara está calibrada (es decir, se conocen los
parámetros intŕınsecos de la cámaraA), aśı como los puntos proyectados en la imagen
[ui, vi, 1]T , i = 1, . . . , n y sus respectivas coordenadas homogéneas baricéntricas αij,
estimadas por medio de los n puntos en coordenadas del espacio, Eq. (3.1). Si se
tiene la siguiente expresión,

∀i, wi





ui
vi
1



 = Apci = A
4
∑

j=1

αijc
c
j. (3.3)

donde las variables desconocidas son las coordenadas de la cámara
[

xcj, y
c
j , z

c
j

]T

pertenecientes a los puntos de control ccj y los n parámetros de proyección wi. De-
sarrollando la expresión anterior considerando los coeficientes focales (fu, fv) y los
puntos principales (uc, vc) que conforman la matriz A se obtiene,

∀i, wi





ui
vi
1



 =





fu 0 uc
0 fv vc
0 0 1





4
∑

j=1

αij





xcj
ycj
zcj



 . (3.4)

Sustituyendo los parámetros wi por
∑4

j=1 αijz
c
j , se producen dos ecuaciones lineales

para cada uno de los n puntos de referencia:
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4
∑

j=1

αijfux
c
j + αij (uc − ui) z

c
j = 0, (3.5)

4
∑

j=1

αijfvy
c
j + αij (vc − vi) z

c
j = 0. (3.6)

Si las ecuaciones (3.5) y (3.6) son concatenadas, para todos los puntos de refer-
encia, se genera un sistema lineal homogéneo Mx = 0 que puede ser resuelto por
el método de transformación lineal directa (Ver Apéndice A). Sabemos que resolver
para una matriz M de 2n × 12 para una configuración general y 2n × 9 para una
configuración plana, no es tan eficiente como resolver para la matriz MTM de 12×12
porque se reduce el número de ecuaciones y es compatible con la solución de mı́ni-
mos cuadrados.

Para obtener una solución final x =
[

ccT1 , ccT2 , ccT3 , ccT4
]

, el algoritmo EPnP re-
suelve un pequeño número de ecuaciones cuadráticas para estimar βi, i = 1, . . . , 4,
con la finalidad de expresar x como una combinación lineal de los eigenvectores
pertenececientes al espacio nulo de MTM (por la razón explicada en la Sección
2.4.1, que ocurre en los problemas de incidencia lineal).

x =
N
∑

i=1

βivi. (3.7)

La estimación de a lo más 4 β′s en diversas pruebas ha sido suficiente. La manera
de seleccionar la óptima combinación lineal es obteniendo la reproyección de error,
Eq. (3.8), para los N = 1, . . . , 4 casos como se muestra en el Cuadro 3.1.

error =
∑

i

dist2



A [R |t ] pwi ,





ui
vi
1







. (3.8)

3.2.3. Matriz insesgada de momentos

Kanatani [2] propuso un modelo que describe algunas consecuencias del ruido para
problemas de incidencia lineal y permite desarrollar un análisis estad́ıstico. Con este
modelo Kanatani demostró que la solución con mı́nimos cuadrados es estad́ıstica-
mente sesgada y derivó un esquema para una estimación insesgada. En el algoritmo
EPnP, la solución propuesta es compatible con la solución de mı́nimos cuadrados.

Si se observa el comportamiento de los N β′s calculados por el algoritmo EPnP,
existe un βi predominante y no necesariamente aquel que corresponde al eigenvalor
más pequeño o cercano a cero (Fig. 3.2). Este tipo de comportamiento indica que
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Objetivo

Obtener el vector solución x con el menor error de reproyección, por medio de
una combinación lineal de los eigenvectores de MTM .

Algoritmo

(i) Al haber obtenido los eigenvectores vi, i = 1, . . . , 12 pertenececientes a
MTM , donde el eigenvalor λ1 es igual a cero o el más cercano a cero y,
aśı sucesivamente.

(ii) Se inicializa la variable N=1

(iii) Iteración hasta N=4

1) Se estiman las variables βi, i = 1, . . . , N considerando solamente los
primeros N eigenvectores vi.

2) Se obtiene el vector solución xN con base en la Eq. (3.7) y posterior-
mente los parámetros de rotación (R) y translación (t).

3) Con la Eq. (3.8) se estima el error de reproyección para N vectores.

4) Si el error de reproyección es mayor que un cierto valor ǫ se incrementa
el valor de N, de lo contrario termina el proceso iterativo.

(iv) Fin de la iteración

(v) El vector xN con menor error de reproyección, de una cierta cantidad de
iteraciones N , es la solución final.

Cuadro 3.1: Pseudocódigo para la estimación de la solución final de EPnP como una
combinación lineal de 4 eigenvectores de la matriz de momentos.
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a partir de un cierto nivel de ruido el vector solución vi del espacio nulo MTM no
corresponde al eigenvalor más pequeño, de ah́ı que propongan realizar una búsqueda
de la solución final x mediante una combinación lineal de los eigenvectores.

3.3. Aplicación del Método Estad́ıstico Insesgado

en el problema EPnP

Con el método estad́ıstico insesgado (Ver Apéndice B), la solución al método de
EPnP corresponde al espacio nulo de una matriz insesgada M̂ y no a la combinación
lineal de eigenvectores de la matriz sesgada M , 3.7. Considerando que el computo
de MTM es la operación más costosa computacionalmente con una complejidad de
orden O(n) (rango de la matriz) y que no es necesario la combinación lineal, la pro-
puesta realizada implementando el método estad́ıstico insesgado de Kanatani (que
en este documento hemos denominado Weighted Unbiased EPnP ó WUEPnP), es
una alternativa robusta, confiable y bajo diversas circunstancias más rápida que la
idea original.

Asumamos que se conocen las coordenadas 3D, sus respectivas proyecciones 2D
y la cámara está calibrada como originalmente se planteó en la Subsección 3.2.2.
Para el algoritmo WUEPnP se debe añadir y considerar que las coordenadas 3D
son afectadas por ruido y asumir que el comportamiento es caracterizado por una
distribución con media desconocida y desviación estándar σ. El error en la matriz
original M es causado por la propagación de la desviación estándar σ. El análisis
estad́ıstico de Kanatani evita realizar la combinación lineal y genera una matriz
insesgada M̂ de dimensión 12× 12 a partir del (pero no igual) producto MTM .

Si la Eq. (3.5) es representada como un vector ~υ =
∑4

j=1 [αijfu 0 αij (uc − ui)]

y la Eq. (3.6) como un vector ~ν =
∑4

j=1 [0 αijfv αij (vc − vi)] que multiplica a la

solución ~x =
∑4

j=1 [xci y
c
i z

c
i ]
T . Asumiendo que el error σ es conocido y solamente

está presente en los ejes (x, y) de las n coordenadas 3D de forma isotrópica. El error
propagado a todas las αij por la Eq. (3.1) dadas las coordenadas 3D perturbadas es
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Figura 3.2: Matriz MTM Insesgada. En la imagen izquierda se gráfica el valor de los
eigenvalores λi, i = 1, . . . , N y en la derecha los valores de βi, i = 1, . . . , N estimados
para el caso de N=4 (a) y para el caso de N=3 (b).

45



3. Método Estad́ıstico Insesgado: una alternativa para EPnP

∀i, σi =
4
∑

j=1

αijσzj =
4
∑

j=1

[1 1 αijσ] ~x = ~γi~x, (3.9)

donde σi es una variable aleatoria con media 0 y, la matriz de covarianzas es

V [~γ] = E
[

~γT~γ
]

. (3.10)

Para la estimación de la varianza se aplica la siguiente igualdad

∀i, σ2
i = ~xTE

[

~γTi ~γi
]

~x = (~x, V [~γi] ~x) . (3.11)

y se define a la variable de pesos como Wi = 1
σ2

i

.

Si se resuelve para el método de renormalización, Eq. (B.7), la matriz de mo-
mentos insesgada M̂ se obtiene aplicando la ecuación

∀i, M̂ =
n
∑

i=1

(

Wi

(

~υTi ~υi
)

+Wi

(

~νTi ~νi
))

. (3.12)

Si se resuelve para el método estad́ıstico insesgado, Eq. (B.12), la matriz de
momentos insesgada M̂ se obtiene con

M̂ =
n
∑

i=1

(

Wi

(

~υTi ~υi − V [~γi]
)

+Wi

(

~νTi ~νi − V [~γi]
))

. (3.13)

Para la estimación de los pesos, Wi, es necesario contar con una solución aproxi-
mada ~x, por lo tanto el cálculo de las Eq. (3.12) y Eq. (3.13) entra en un proceso
iterativo y los valores para Wi en la primera iteración se recomienda que tengan los
valores de uno. La existencia de este proceso iterativo dentro del algoritmo WUEPnP
no afecta su complejidad como se demostrará más adelante y la inicialización de los
pesos Wi = 1 evita proponer una solución ~x que puede ocasionar se genere una
solución final errónea.

∀i,Wi =
1

(~x, V [~γi] ~x)
. (3.14)

Implementación

A continuación se muestran los pasos para la implementación del método estad́ıstico
insesgado (WUEPnP) aplicando una configuración general:
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Figura 3.3: Tiempos de procesamiento. Tiempos de procesamiento implementando
diferente cantidad de puntos de referencia (a) n = 12 y (b) n = 20.

Objetivo

Implementación del método WUEPnP aplicando una configuración general.

Algoritmo

(i) Los parámetros internos de la cámara son conocidos al igual que los n
puntos en coordenadas 3D y sus respectivas proyecciones 2D en la imagen.

(ii) El ruido σ es agregado a las coordenadas 3D en los ejes (x, y).

(iii) Se generan o eligen los cuatro puntos de control en el sistema de coorde-
nadas del mundo cwj , j = 1, . . . , 4. Para nuestras aplicaciones se eligieron
los siguiente puntos de control: (0, 0, 0) , (0, 0, 1) , (0, 1, 0) , (1, 0, 0).

(iv) Para todos los puntos de referencia y de manera iterativa se genera la
matriz M de tamaño 12× 12 (Eq. (3.13)).

1) Para ambos métodos en la primera iteración la variables ∀i,Wi toma
el valor de 1.

2) Para las demás iteraciones la variable ∀i,Wi es estimada con Eq.
(3.14).

(v) Aplicando descomposición en valores singulares a la matriz M . La solución
al sistema lineal homogéneo Mx = 0 corresponde al eigenvector con el
menor eigenvalor. La solución final es x =

[

ccT1 , ccT2 , ccT3 , ccT4
]

.

(vi) Con los n puntos en coordenadas del mundo y sus respectivas proyecciones
Eq.(3.1), la rotación y translación (R, t) de la cámara son calculadas.

Cuadro 3.2: Pseudocódigo para la estimación de una solución final del algoritmo
WUEPnP.
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3. Método Estad́ıstico Insesgado: una alternativa para EPnP

3.4. Resultados Experimentales

El método estad́ıstico insesgado WUEPnP, conjuntando ponderación estad́ıstica y
estimadores insesgados, es nuestra principal aportación, pero en los experimentos
consideramos incluir el método de normalización denominado WEPnP para su eval-
uación, Eq. (3.12). En esta sección se muestra que la implementación de ambos
métodos conservan la complejidad de orden O(n), son robustos y estables al igual
que el método EPnP original.

Nuestros experimentos fueron realizados con datos sintéticos sin datos at́ıpicos u
outliers, con diferente número de puntos de referencia n y desviación estándar σ, todo
esto con la intención de recrear situaciones potencialmente reales donde existe poca
información y ruido en los datos de entrada. Los programas fueron implementados
en MATLAB versión 7.4 y los resultados obtenidos son un promedio de 300 corridas.

El código del algoritmo EPnP usado para nuestro experimentos fue obtenido de
http://cvlab.epfl.ch/~fmoreno/. Al igual que Noguer et al. en su art́ıculo [7] se
determinó el error de rotación relativo R y el error de translación t con:

Erot ( %) = ‖qtrue − q‖ / ‖q‖ , (3.15)

Etrans ( %) = ‖ttrue − t‖ / ‖t‖ . (3.16)

donde Rtrue y ttrue son la rotación y translación real de la cámara respectiva-
mente. q y qtrue son los cuaterniones normalizados correspondientes a la matriz de
rotación (estimados y reales), aśı como t y ttrue son a su correspondiente vector de
translación.

3.4.1. Tiempo de procesamiento

Como se mencionó anteriormente, el método estad́ıstico insesgado contiene un pro-
cedimiento iterativo y es necesario saber si afecta el tiempo de cálculo de EPnP.
Realizando algunos experimentos con diferente número de puntos de referencia n
y error σ, aplicando solamente dos iteraciones como fue mencionado en la subsec-
ción de implementación, se encontró que el tiempo de procesamiento de WEPnP y
WUEPnP es directamente proporcional al número de puntos de referencia n y la
desviación estándar σ no cambia para un valor fijo de n, a diferencia del método
EPnP (Fig. 3.3). El tiempo de procesamiento en EPnP incrementa conforme incre-
menta los valores de σ, el ruido sobre los datos; el tiempo de procesamiento para
WEPnP y WUEPnP permanece constante en relación con el nivel de ruido añadido
σ.

El algoritmo EPnP al momento de realizar el cálculo de los coeficientes β′s con
diferente desviación estándar σ y cierta cantidad de puntos de referencia n, requiere
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Figura 3.4: Casos de N
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Figura 3.5: Error Medio de Reproyección para el caso N=1.

un tiempo de procesamiento mayor, que aumenta conforme lo hace el nivel de rui-
do σ. En el cuadro 3.1, existe un paso donde se hace una validación del error de
reproyección, si dicho error es grande se requiere una mayor cantidad de iteraciones
y se eleva el número de casos N . Las variables que afectan la estimación del error
de reproyección son el número de puntos de referencia n y el valor de σ, Fig. 3.4.
Considerando que WEPnP y WUEPnP son estables con n ≥ 9 y que el caso N = 1
ocurre con más frecuencia, es claro que el error medio de reproyección es similar
a EPnP y para ciertos niveles de σ mejor, Fig. 3.5. No obstante, el método que
proponemos es más rápido para los casos en que la solución del método EPnP es
una combinación lineal de 2 o más eigenvectores de la matriz de momentos.

3.4.2. Errores de reproyección, rotación y translación

Como medida cuantitativa de comparación entre EPnP, WEPnP y WUEPnP se
calcularon errores de reproyección, rotación y translación. Los resultados mostrados
corresponden al promedio de 300 corridas como se mencionó al inicio de esta sec-
ción. La finalidad de estos experimentos es mostrar la robustez y estabilidad de los
algoritmos WEPnP y WUEPnP, comparado con el EPnP original.

49



3. Método Estad́ıstico Insesgado: una alternativa para EPnP

0 5 10 15
0

5

10

15

20

25

30

Standard Deviation

M
ea

n 
R

eP
ro

je
ct

io
n 

E
rr

or
 (

%
)

 

 
EPnP
WEPnP
WUEPnP

(a) n = 20, σ = 5

0 5 10 15
0

5

10

15

20

25

30

Standard Deviation

M
ea

n 
R

eP
ro

je
ct

io
n 

E
rr

or
 (

%
)

 

 
EPnP
WEPnP
WUEPnP

(b) n = 12, σ = 5

Figura 3.6: Gráfica de error medio de reproyección. (a) Error medio de reproyec-
ción implementando n = 12 puntos de referencia. (b) Error medio de reproyección
implementando n = 20 puntos de referencia.

Calculando el error de reproyección para n = 12 y n = 20 puntos de referencia
con diferentes niveles de σ, observamos que el error de reproyección entre EPnP
y los algoritmos estad́ısticos son muy similares (Fig. 3.6). Conforme incrementa el
número de puntos de referencia n se reducen la diferencias. Este tipo de compor-
tamiento tiene sentido porque la información estad́ıstica obtenida depende y mejora
con una mayor cantidad de información disponible.

El error medio de rotación y translación de EPnP son considerablemente ba-
jos y estables, dependiendo del número de puntos de correspondencia n utilizados.
Contrario a WEPnP y WUEPnP que requieren un número significativo de número
de referencias n ≥ 9 para estimar el comportamiento del error, Fig. 3.7(a). En otro
caso, para los métodos WEPnP y WUEPnP, si el número de puntos de referencia
es lo suficientemente grande n = 20 con diferentes niveles de ruido σ = 0, . . . , 15 el
error medio de reproyección y translación son comparables a los obtenidos mediante
EPnP, incluso para niveles grandes de ruido, Fig. 3.7(b).

3.4.3. Conclusiones del caṕıtulo

Las conclusiones obtenidas después de haber realizado los experimentos son:

− La implementación del método estad́ıstico de Kanatani elimina el sesgo en la
matriz de momentos M̂ y la solución final ~x se obtiene de manera directa sin la
necesidad de determinar una combinación lineal del conjunto de eigenvectores
como lo hace Noguer et. al. [7].

− La complejidad de ordenO(n) para WUEPnP se mantiene. El proceso iterativo
en el cálculo de las variables pesos Wi no afecta la complejidad y, el tiempo
de cálculo de estos pesos es pequeño comparado con el resto del tiempo de
procesamiento.
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Figura 3.7: Gráfica de error medio de rotación y translación para diferentes cantidad
de puntos de referencia n, aśı como desviación estándar σ.

− El algoritmo WUEPnP es tan preciso como el algoritmo EPnP, al momento
de estimar la posición de la cámara (R, t).

− El algoritmo WUEPnP requiere una mayor cantidad de puntos de referencia
n ≥ 9 dado un error σ para la estimación de los parámetros de la transforma-
ción ŕıgida. Los resultados son análogos a los del algoritmo EPnP
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Caṕıtulo 4

Estudio y modificación del método
de estad́ısticas “A Contrario”

para la estimación de
transformaciones paramétricas

Estad́ısticas “A Contrario”, es un método basado en un criterio probabiĺıstico, el
cual de manera iterativa, nos indica los subconjuntos de datos (con cardinalidad
k) que se encuentran por debajo de un valor de significancia, definida como una
garant́ıa de calidad. El hecho que un subconjunto de datos se encuentra por debajo
de dicho valor, reduce la probabilidad de que los datos que lo conforman, se ajusten
a un modelo determinado por azar (por mencionar un ejemplo, estad́ısticas “A Con-
trario”, detecta la existencia de un movimiento ŕıgido dados dos conjuntos de datos
A,B y permite decidir si los datos son independientes o están correlacionados). “A
Contrario” es utilizado para saber si un conjunto de observaciones se ajusta a un
modelo, al azar o no.

Es importante enfatizar que los patrones repetidos son sumamente fáciles de
hacer coincidir, porque las áreas que rodean a los puntos de interés son muy simi-
lares entre ellas (existe ambigüedad), haciendo dif́ıcil la tarea de encontrar puntos
correspondientes correctos para estimar los parámetros del modelo. Lo anterior con-
tribuye al problema de estimación de modelos con muy pocas correspondencias.
El análisis del método de estad́ısticas “A Contrario” nos permitió realizar algunas
modificaciones y observar su comportamiento para el problema de correspondencias.

A continuación se introduce el método de estad́ısticas “A Contrario” de manera
detallada, se describe su implementación y posteriormente se dan a conocer algunas
modificaciones propuestas y finalmente algunas conclusiones.
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4. Estudio y modificación del método de estad́ısticas “A

Contrario”

4.1. Introducción al Método “A Contrario”

En su art́ıculo, Noury et al. [20], implementan un criterio probabiĺıstico basado en el
trabajo [19] para la obtención de los parámetros de la matriz fundamental. El méto-
do desarrollado, llamado “A Contrario”, obtiene dos conjuntos de datos mediante
una distribución acumulada generada por el total de los mismos, por consiguiente
es necesario dar a conocer su notación de forma generalizada y posteriormente dar
a conocer el criterio de selección de puntos correspondientes, necesarios en la esti-
mación de parámetros de la matriz fundamental. Al mismo tiempo se dan a conocer
las hipótesis que definen el modelo “A Contrario”.

4.1.1. Método “A Contrario” para el cálculo de la matriz
fundamental

Del art́ıculo [20]. Consideremos un conjunto S ⊂ A×B (con cardinalidad k) confor-
mado por pares de puntos (mi

1,m
i
2), y supongamos que el modelo T ha sido estimado

con t pares pertenecientes a S. Denotando,

α = maxi∈{1,k} ω d
(

Tmi
1,m

i
2

)

. (4.1)

y

c = maxi∈{1,k} δ
(

des(mi
1), des(m

i
2)
)

. (4.2)

Las probabilidades en el modelo “A Contrario” M están definidas por las si-
guientes hipótesis. Los k − t pares de puntos que no están implicados en el calculo
de T son considerados muestras independientes, aśı como los k descriptores, y la
distancia entre POI se asume siguen las leyes de probabilidad vistas anteriormente.
Este método es llamado modelo “A contrario” porque si S esta conformado por pares
de POI que coinciden realmente, las hipótesis antes mencionadas no son válidas.

La probabilidad de S en relación a M es

PM (S |T ) :=
PM (∨i ∈ {1, . . . , k} , ω · d (Tmi

1,m
i
2) ≤ α

y δ (des(mi
1), des(m

i
2)) ≤ c)

= αk−tP (c)k. (4.3)

Donde, una PM (S |T ) chica, indica una menor probabilidad de que S este con-
formado por POI que coinciden por casualidad. Una mejor explicación es que las
correspondencias obedecen la geometŕıa 3D por medio de la relación establecida por
la matriz fundamental.

Generalizando la sección 2 de [20]. Dados los conjuntos,

S1 =

{

(x1, y1, 1) ∈ ℜ2 × {1}

∣

∣

∣

∣

xa ≤ x1 ≤ xb
ya ≤ y1 ≤ yb

}

(4.4)
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Contrario”

S2 =

{

(x2, y2, 1) ∈ ℜ2 × {1}

∣

∣

∣

∣

x′a ≤ x2 ≤ x′b
y′a ≤ y2 ≤ y′b

}

. (4.5)

Sabemos que,

− xb, x
′
b son los valores máximos y xa, x

′
a son los valores mı́nimos que pueden

tomar los elementos en el eje x1, x2 respectivamente. Lo mismo sucede para
yb, y

′
b y ya, y

′
a en los ejes y1, y2.

− Las regiones S1, S2 tienen igual área, diámetro y dimensiones,

(xb − xa) · (yb − ya) = (x′b − x
′
a) · (y

′
b − y

′
a) (4.6)

(xb − xa) = (x′b − x
′
a) (4.7)

(yb − ya) = (y′b − y
′
a). (4.8)

− Los puntos de interés mi
1 ∈ S1,m

i
2 ∈ S2 se representan en coordenadas ho-

mogéneas mi = (xi, yi, 1) y están acompañados de un descriptor local des (mi)
[18] obtenido en una pequeña región alrededor del punto mi.

− Una correspondencia está dada por una pareja (m1,m2).

Tenemos dos conjuntos finitos A,B con A ⊂ S1, B ⊂ S2 y suponemos que están
asociados por una relación T . Las restricciones de la correspondencia entre los puntos
de interés (m1,m2) son: 1) la distancia o criterio existente entre d (Tm1,m2), y 2) la
semejanza entre los descriptores des (m1) , des (m2). Por una parte, la restricción 1
puede indicar que el par (m1,m2) satisface el criterio impuesto a nuestro modelo por
casualidad y no corresponder al mismo punto en 3D. Por otra parte, la restricción
2 refuerza la posibilidad de que m1 y m2 correspondan al mismo punto en 3D.

Asignando una ley de probabilidad a cada restricción:

1) ω d (Tm1,m2), donde ω es un coeficiente escalar de normalización independi-
ente del movimiento ŕıgido. El cálculo de ω se encuentra estrechamente ligado
al área y diámetro de S1, S2. En el caso de la matriz fundamental ω = 2·Diametro

Area
.

2) P (c) = Pr (δ (des(m1), des(m2)) < c), donde δ es una métrica entre los de-
scriptores locales y P (c) es la distribución acumulada de probabilidad estima-
da al contar los elementos que satisfacen δ (des(m1), des(m2)) < c, sobre todos
los pares posibles (A×B).

A continuación se introduce el criterio de probabilidad implementado en el art́ıcu-
lo de Noury et. al. [20].
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4.1.2. Criterio de Probabilidad

Del art́ıculo [20]. Dado que la probabilidad PM (S |T ) no permite “comparar” fácil-
mente grupos de correspondencias S con diferente cardinalidad, la siguiente notación
es introducida (inspirada por la Propuesta 2 en [19]).

ǫS (α, c, k, n, t) := (n− t)
(n

k

)

(

k

t

)

αk−tP (c)k ≤ ǫ, (4.9)

con α, c, k definidos en la sección anterior, y n la cardinalidad del subconjunto
de A×B en el cual son buscados los grupos de correspondencias correctas.

Existen
(

n

k

)

como grupos S, (n− t) opciones para k (cuyos valores están en-
tre la cantidad mı́nima de correspondencias para calcular T mas uno (t+ 1) y n),
(

k

t

)

opciones para los t pares o correspondencias para estimar T . Existen al final

(n− t)
(

n

k

) (

k

t

)

matrices T a probar para los conjuntos S.

Por tanto, ǫS es denominada la significancia del conjunto S y es el ĺımite supe-
rior para la probabilidad de que el conjunto S contenga muestras que satisfagan la
relación T por azar, sin ser datos at́ıpicos. Para un número esperado de grupos S

que pueden ser observados según el modelo “A Contrario”: si ǫS es menor a 1, se es-
pera que el conjunto considerado no es observado por casualidad y podemos asumir
que se ha encontrado una solución. ǫS hace un compromiso entre la calidad de los
individuos en correspondencia (medida por α y c) y el número de correspondencias
en el grupo S.

Se está interesado en aquellos grupos S que minimizan ǫS. Dado que una búsque-
da total es un proceso exhaustivo y costoso computacionalmente, se emplea una
heuŕıstica para realizar la búsqueda e implementar este método.

4.1.3. Implementación

En la implementación del método de estad́ısticas “A Contrario”, son necesarios dos
conjuntos (S1, S2) con las mismas dimensiones. En la práctica los conjuntos (S1, S2)
son representados por los puntos de interés en un par de imágenes, de las cuales se
extraen un número finito (A,B) de caracteŕısticas, respectivamente. Las caracteŕısti-
cas extráıdas (mi

1,m
i
2) están representadas en coordenadas homogéneas y a cada una

de ellas se les asigna un descriptor des (mi) invariante a escala y rotación (SIFT [18]).

Como se mencionó anteriormente, el método “A Contrario”, busca obtener gru-
pos de correspondencias correctas de un conjunto determinado (A×B) que cumplan
con un criterio probabiĺıstico, Eq. (4.9), mediante una heuŕıstica que permita explo-
rar el espacio generado por las posibles combinaciones entre ambos conjuntos (A,B).
Una vez que un conjunto de correspondencias es determinado, los parámetros del
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modelo pueden ser estimados.

Por lo anterior y como parte de la heuŕıstica de búsqueda, después de obtener
un número determinado de caracteŕısticas mi con sus respectivos descriptores para
cada imagen, una probabilidad emṕırica acumulada P (c) es estimada en base a la
distancia entre descriptores de las (A×B) posibles combinaciones. La distancia im-
plementada χ2, es una distancia euclidiana ponderada basada en las proporciones
de los vectores fila (los descriptores des son vectores de dimensiones 128), donde
si ambos vectores tienen los mismos valores, la distancia será igual a cero. Reali-
zando un análisis de la distribución acumulada de distancias para correspondencias
correctas, se demuestra que la distancia entre descriptores, d (des(mi

1), des(m
i
2)),

es pequeña en comparación con las correspondencias erróneas, sin embargo pueden
existir casualidades y no corresponder al mismo punto en 3D. Por ejemplo, cuando
existe un patrón que se repite en la imagen. El análisis se llevó a cabo implemen-
tando imágenes que contienen patrones repetidos, se seleccionaron las primeras 100
correspondencias de la distribución acumulada y en todos los casos se observa que
las correspondencias seleccionadas se pueden considerar correctas, aunque existen
algunas correspondencias erróneas debido a patrones repetidos existentes en la im-
agen.

La selección de un determinado grupo de caracteŕısticas, mediante la probabilidad
emṕırica acumulada P (c), permite considerar un subconjunto el cual descarta un
gran número de correspondencias erróneas y múltiples reduciendo el espacio de
búsqueda y complejidad del algoritmo. En este momento simplemente se tienen
listas de puntos caracteŕısticos agrupados, es decir, una caracteŕıstica en la primera
imagen mi

1 tiene como posibles correspondencias a n puntos correspondientes en la
segunda imagen mn

2 , i = 1, . . . , n, pero no son todav́ıa correspondencias correctas en
su totalidad. Este tipo de agrupamiento crea Grupos de Candidatos, e.g. un punto de
interés en el conjunto S1 puede tener n correspondencias candidatas en el conjunto
S2.

Se sabe que el cálculo de la matriz fundamental F requiere de por lo menos 7 pun-
tos correspondientes, que generan 3 soluciones posibles, aplicando la metodoloǵıa de
RANSAC. El método “A Contrario” sigue un procedimiento de selección aleatoria,
en donde la cantidad de puntos o caracteŕısticas correspondientes necesarias para
generar un modelo es llamada muestra. La manera en que una muestra es obtenida
es la siguiente: i) considerando que se cuentan con un determinado número de grupos
de candidatos g, aleatoriamente se seleccionan 7 de ellos; ii) de los 7 grupos de can-
didatos, aleatoriamente de cada uno de ellos, se selecciona un par correspondiente de
caracteŕısticas. Al conjunto de las siete correspondencias candidatas se le denomina
muestra.

Dado que no es computacionalmente factible hacer una búsqueda exhaustiva
para evaluar todas las muestra y calcular los parámetros de la matriz F , al mismo
tiempo que se encuentra la mayor cantidad de puntos correspondientes, Noury et.
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al. proponen la siguiente heuŕıstica. Con la finalidad de determinar la significancia
ǫS de un grupo determinado de correspondencias S, Eq. (4.9); dada una muestra se
calcula α, Eq. (4.1), para todas las correspondencias que conforman los grupos de
candidatos no pertenecientes a la muestra, teniendo en cuenta que por cada grupo de
candidato existe como mı́nimo una correspondencia. De cada grupo de candidatos se
selecciona aquella correspondencia con menor distancia epipolar α y se ordenan de
manera creciente. Se obtienen subconjuntos anidados de dimensión k, con k entre 8
y el número total de grupos de candidatos, se puede estimar la significancia ǫS para
cada uno de ellos. A cada subconjunto de dimensión k se le asocia un valor máximo
de P (c), Eq. (4.2). El subconjunto con menor ǫS tiene la mayor probabilidad de que
las correspondencias en S realmente cumplan con la relación T , porque pertenecen
al modelo.

La implementación de ǫS es la clave del método de estad́ısticas “A Contrario”.
Si se obtiene un subconjunto con ǫS ≤ 1 se puede aumentar la probabilidad que
las correspondencias que lo integran no fueron obtenidas al azar. El siguiente paso
consiste en implementar un proceso de optimización: una vez que un subconjunto
con ǫS ≤ 1 es obtenido, la búsqueda aleatoria para encontrar una muestra no se
realiza entre el total de grupos de candidatos, sino entre las correspondencias que
conforman al subconjunto con la menor significancia, hasta dicha iteración. En la
Tabla (4.1) se resume el algoritmo del método de estad́ısticas “A Contrario”.

4.2. Modificación al Método “A Contrario” para el cálculo de la
matriz fundamental

Nuestra propuesta: El método “A Contrario” mediante su criterio estad́ıstico
apuesta a encontrar un subconjunto, conformado por correspondencias correctas, de
cardinalidad k en base a su valor de significancia ǫS sin modificar en ningún momen-
to la probabilidad emṕırica acumulada P (c), porque la búsqueda de subconjuntos
siempre es realizada en el espacio completo A×B. Cuando la significancia de un sub-
conjunto S es menor a uno, se aumenta la probabilidad que las correspondencias que
lo integran no son por causalidad, mas sin embargo “A Contrario” siempre apuesta
al subconjunto con menor significancia ǭ. El que un subconjunto tenga una signi-
ficancia mı́nima ǭ, espećıficamente, no quiere decir que todas sus correspondencias
sean correctas, sino que en conjunto y en base al criterio estad́ıstico implementado, la
probabilidad de que exista dentro del subconjunto una correspondencia no correcta
es mucho menor, Eq. (4.3). Por consiguiente, el hecho de considerar al subconjunto
con mayor número de correspondencias correctas aquel con la mı́nima significancia
ǭ y compararlo posteriormente contra todos los demás subconjuntos estimados en
iteraciones posteriores, puede estar descartando un gran número de corresponden-
cias correctas, las cuales pueden ser mucho mejores y aportar mayor información al
momento de estimar los parámetros del modelo que describen al movimiento ŕıgido.
Al mismo tiempo la búsqueda dentro del espacio A×B en ningún momento hace uso
de información apriori proporcionada por el subconjunto con la menor significancia.
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Objetivo

Obtener un subconjunto S̄ con mayor número de correspondencias correctas, el
cual minimiza el criterio de probabilidad ǭ.

Algoritmo

(i) Se extraen los puntos caracteŕısticos (SIFT, Lowe [18]).

(ii) Se calcula la distribución emṕırica acumulada P (c), obteniendo la distancia
χ2 entre las (A×B) posibles combinaciones de descriptores y ordenando
de manera ascendente.

(iii) Se construyen los grupos de candidatos. Considerando los primeros 2000
pares de descriptores proporcionados por P (c), se obtiene cuantos y cuales
descriptores de la primera imagen des (mi

1) se relacionan con los descrip-
tores des (mi

2) de la segunda imagen.

(iv) Sea ǭ = +∞, repetir

1) Se selecciona de manera aleatoria una muestra: un conjunto T de 7
grupos de candidatos, y una correspondencia de cada grupo (entre
todos los grupos al principio, y entre el mejor subconjunto S̄ en el
proceso de optimización).

2) Se calcula la matriz F para los grupos de candidatos con la muestra
que conforma el conjunto T .

3) Determinar el conjunto U asociado a la matriz fundamental F corre-
spondiente a T :

• Estimar α para cada grupo de candidatos.

• Ordenar de manera creciente α′s para cada grupo de candidatos.

• Seleccionar el valor máximo de P (c) para cada subconjunto de k
elementos conteniendo las α′s más pequeñas.

• Calcular ǫS y seleccionar el subconjunto S̄ que lo minimiza.

4) Si ǫS (U) < ǭ, entonces ǭ = ǫS (U) y S̄ = U .

5) Si ǫS (U) < 1, se ingresa al proceso de optimización, donde la muestra
no se obtiene de los grupos de candidatos, sino del subconjunto S̄,
considerado el subconjunto con menor significancia hasta el momento.

(v) hasta que el número de iteraciones sea mayor a N (Nopt en el proceso de
optimización es igual N

10
).

(vi) Se regresa S̄ y ǭ.

Cuadro 4.1: Pseudocódigo del método “A Contrario” original.
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Por lo anterior, se propone considerar como subconjunto del criterio probabiĺısti-
co aquel con cardinalidad k′. En lugar de considerar como el mejor subconjunto de
correspondencias aquel con menor significancia ǭ, se apuesta por seleccionar aquel
subconjunto considerado al último con una significancia ǫS < 1. Si observamos la Fig.
4.1 (donde por cuestiones numéricas es preferible implementar el log (ǭ) y en donde
el criterio para la selección de un subconjunto pasa ser de ǫS < 1 a log (ǫS) < 0), se
puede apreciar que la cantidad de correspondencias consideradas como correctas son
muchas más y cumplen el criterio probabiĺıstico ǫS < 1, Fig. 4.1(b), en comparación
al método “A Contrario” original, Fig. 4.1(a). Con la finalidad de ir reduciendo el
espacio de búsqueda y hacer uso de la información proporcionada por el subconjunto
de cardinalidad k′, la probabilidad emṕırica acumulada P (c) debe ir adaptándose
en base a los grupos de candidatos considerados dentro del mismo subconjunto.

El hecho de apostar por una mayor cantidad de correspondencias y posterior-
mente reducir el espacio de búsqueda modificando la probabilidad emṕırica acumu-
lada P (c), al mismo tiempo que se adapta el criterio probabiĺıstico, puede asegura
una convergencia exenta de mı́nimos locales y generar subconjuntos de cardinali-
dad k′ con un mayor número de correspondencias correctas, aunque con un mayor
número de correspondencias erróneas. Con la modificación propuesta, el objetivo es
perder la menor cantidad de información correcta posible y sin la necesidad de un
proceso de optimización. En la Tabla (4.2) se resume el algoritmo del método “A
Contrario” modificado.

4.3. Resultados Experimentales

Para observar el comportamiento del método “A Contrario” y la modificación pro-
puesta, se seleccionaron dos imágenes: un cubo de 400 × 300 generado de manera
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Figura 4.1: Gráfica de Log(Significancia).
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Objetivo

Obtener un subconjunto S de cardinalidad k′, modificando la probabilidad
emṕırica acumulada P (c).

Algoritmo

(i) Se extraen los puntos caracteŕısticos (SIFT).

(ii) Se calcula la distribución emṕırica acumulada P (c) inicial y construyen los
grupos de candidatos.

(iii) Sea ǭ = +∞, repetir

1) Se selecciona de manera aleatoria una muestra: un conjunto T de 7
grupos de candidatos, y una correspondencia de cada grupo.

2) Determinar el conjunto U asociado a la matriz fundamental F corre-
spondiente a T :

• Estimar α para cada grupo de candidatos y ordenar.

• Seleccionar el valor máximo de P (c) para cada subconjunto con α
creciente.

• Calcular ǫS y seleccionar el último subconjunto S que cumple
log (ǫS) < 0.

3) Actualizar P (c) con los grupos de candidatos dentro del subconjunto
S.

(iv) hasta que el número de iteraciones sea mayor a N .

(v) Se regresa S.

Cuadro 4.2: Pseudocódigo del método “A Contrario” modificado.
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sintética con un programa de gráficos en 3D llamado Blender y la fachada de la Uni-
versidad de Guanajuato 513 × 385. Ambas imágenes presentan una gran cantidad
de patrones repetidos, dif́ıciles en la detección de correspondencias.

Lo principal a observar en la implementación de ambos métodos es la cantidad
de puntos correspondientes que cada uno de ellos es capaz de estimar y el valor
de log (ǫ), que por problemas numéricos al momento de calcular Eq. (4.9), princi-
palmente por las combinaciones, es preferible implementar log. Los resultados de
ambos métodos fueron comparados y al final se obtuvieron algunas conclusiones.
Para cada conjunto de imágenes se generan dos gráficas: i) se observa la cantidad de
correspondencias recuperadas (conservadas) por iteración; y ii) se observa el valor de
log (ǫS) del subconjunto S con mayor número de correspondencias en cada iteración
obtenidas.

Para la imagen del cubo generado de manera sintética, ambos métodos tuvieron
un buen comportamiento. Para el caso de “A Contrario” el número de corresponden-
cias encontradas fue de 545, Fig. 4.2(a), y para el caso de “A Contrario” modificado
se obtuvieron 549 correspondencias, Fig. 4.2(b). Ambos métodos obtuvieron val-
ores muy similares, el método “A Contrario” modificado de manera visual presenta
alrededor de 4 correspondencias erróneas a diferencias de “A Contrario” clásico que
no presenta ninguna. En la gráfica del número de correspondencias, Fig. 4.2(c) se
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Figura 4.2: Resultados imagen cubo.
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ve reflejado la diferencia existente de 4 correspondencias, que comparado con total
de correspondencias obtenidas es mı́nimo. En la gráfica, Fig. 4.2(d), para el caso de
“A Contrario” siempre se mantiene un valor de log (ǫS) mucho más bajo que en “A
Contrario” modificado y con menor variación. Esto último tiene sentido porque las
significancias obtenidas con el método modificado normalmente se mantienen cerca
de cero y con la metodoloǵıa clásica en valores mucho más pequeños o negativos.

La inestabilidad presente en “A Contrario” modificado se puede atribuir al cri-
terio de selección implementado, log (ǫS) < 0, no tan estricto y a la reducción del
espacio de búsqueda. La reducción del espacio de búsqueda en el método “A Con-
trario” modificado, al mismo tiempo que la probabilidad emṕırica acumulada P (c)
es actualizada en cada iteración, disminuye el número de combinaciones presentes
en el criterio probabiĺıstico, Eq. (4.9). Por lo anterior, se elimina la necesidad de un
proceso de optimización y la probabilidad de obtener mejores resultados es mayor,
debido a que se cuenta con mayor cantidad de información considerada correcta.

En el caso de las imágenes de la Universidad de Guanajuato el comportamien-
to de ambos métodos fue similar al cubo, a diferencia de una menor cantidad de
correspondencias incorrectas estimadas con el método “A Contrario” modificado.
El número de correspondencias estimadas con el método “A Contrario” fue de 692,
Fig 4.3(a). Para el caso del método “A Contrario” modificado se observo una gran
diferencia en el número de correspondencias con un total de 790, Fig 4.3(b). El
haber obtenido menor número de correspondencias incorrectas y la existencia de
una diferencia considerable de correspondencias estimadas entre ambos métodos, se
atribuye principalmente a las caracteŕısticas de la imagen, ya que la Universidad de
Guanajuato presenta menor cantidad de patrones repetidos.

Un caso en donde se puede apreciar una diferencia cŕıtica entre el método clásico
de “A Contrario” y nuestra propuesta, es cuando una significancia pequeña tiene un
subconjunto de correspondencias reducido, Fig. 4.4, eliminando información suma-
mente valiosa. Por lo tanto se puede deducir que nuestra propuesta, considerando el
ejemplo anterior y los resultados del cubo/universidad, tiene como ventaja el con-
servar un mayor número de correspondencias y sin la necesidad de un proceso de
optimización.

4.3.1. Conclusiones del caṕıtulo

Las conclusiones obtenidas después de haber realizado los experimentos son:

1) “A Contrario” ha demostrado ser robusto a patrones repetidos y porque a
diferencia de los métodos antes mencionados, no es necesario que los conjuntos
de datos iniciales o puntos de interés (POI, por sus siglas en Inglés) estén en
correspondencia.

2) El criterio probabiĺıstico implementado en el método “A Contrario” es la clave
para manejar patrones repetidos, ya que realiza un balance entre la distancia
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Figura 4.3: Resultados imagen universidad.
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epipolar, impĺıcita en el modelo la matriz fundamental, y la similitud de los
puntos, proporcionada por el descriptor.

3) El “apostar” por el subconjunto S con menor significancia ǫ no es la única
opción para la estimación de correspondencias correctas en la implementación
del criterio probabiĺıstico [19], como se demuestra en el método “A Contrario”
modificado. La razón de esta afirmación, es que en muchas ocasiones, el “apos-
tar” por la menor significancia se obtienen resultados con una cantidad muy
reducida de correspondencias, como se muestra en la figura 4.4.

4) La implementación del método “A Contrario” modificado maneja valores al-
tos de significancia ǫ con un número mayor de correspondencias. Tiene la
desventaja que ciertas correspondencias son incorrectas, pero en comparación
con el total de estimadas son mı́nimas (como ejemplo y prueba se tienen los
resultados con el cubo y la universidad).

4.3.2. Trabajo Futuro

La implementación del criterio probabiĺıstico [19] en la estimación de los parámet-
ros de modelos como la matriz de homograf́ıas, es un trabajo a futuro. El hecho de
que la matriz de homograf́ıas trabaje con planos de una imagen, ocasiona que al
momento de estimar la diferencia α, Eq. (4.1), la distribución generada por la nor-
malización w no corresponda a la generada por la probabilidad emṕırica acumulada
P (c) (lo anterior se debe a que las áreas, por punto caracteŕıstico, que maneja la
matriz fundamental en relación a la imagen, difieren con el área manejada por la
matriz de homograf́ıas).
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Caṕıtulo 5

Cálculo de transformaciones
paramétricas 2D-2D
implementando Evolución
Diferencial

En la comunidad cient́ıfica, la búsqueda de soluciones a problemas de optimización
global en un espacio continúo, ha genera el desarrollo un gran número de metodoloǵıas
o técnicas clásicas. Dichas metodoloǵıas proporcionan soluciones algebraicas que en
muchas ocasiones no satisfacen las demandas del mundo real, debido a: i) la existen-
cia de problemas que no pueden ser resueltos en tiempo polinomial; ii) no se puede
afirmar existe una solución eficiente; o, iii) simplemente el espacio de búsqueda es
muy grande, generando que el tiempo para la solución del problema sea exponencial.

Por lo anterior, la implementación de heuŕısticas o técnicas que buscan soluciones
buenas (es decir, casi óptimas) a un costo computacional razonable fue adoptada
muy rápidamente. La computación evolutiva, la cual ha permitido el desarrollo de
heuŕısticas inspiradas en mecanismos de evolución biológica, ha despertado un gran
interés entre los investigadores por su capacidad de resolver problemas sumamente
complejos y por sus diversas aplicaciones en áreas muy variadas.

La Evolución Diferencial (ED) es un método de optimización perteneciente a
la categoŕıa de computación evolutiva. ED es capaz de minimizar funciones en el
espacio continuo no lineal y no diferenciable, además de que requiere pocas variables
de control, es robusto y fácil de adaptar.

ED es implementado con la firme idea de proporcionar una medida, dada un
función de aptitud, que nos indique que tan buenos son los parámetros estimados en
transformaciones 2D-2D, considerado uno de los problemas que demandan ser re-
sueltos en el estado del arte. La implementación de ED como una heuŕıstica evolutiva
permite hacer uso de sus diversas caracteŕısticas, pero principalmente del mecanismo
de selección natural impĺıcito en todo proceso natural evolutivo y el cual es capaz de
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5. Evolución Diferencial en el cálculo de transformaciones 2D-2D

evaluar que tan buena es una transformación dado un conjunto de correspondencias.

Las transformaciones ha implementar son la homograf́ıa y la matriz fundamen-
tal. Se propone una función a minimizar y al mismo tiempo se implementan algunos
estimadores robusto con la finalidad de observar como influyen en aspectos del al-
goritmo de evolución diferencial.

5.1. Heuŕıstica de Evolución Diferencial

Evolución diferencial es un algoritmo de optimización propuesto por Kenneth Price
y Rainer Storn [21]. Desde sus inicios ED ha ido ganando prestigio en todo el mundo
y es considerado una de las herramientas más poderosas de optimización global.

Evolución diferencial es un algoritmo universal que puede ser aplicado en prácti-
camente cualquier problema de optimización, lineal o no lineal, continuo o discreto,
o una combinación de ambos. Evolución diferencial fue diseñado para optimiza-
ciones sumamente dif́ıciles en espacio continuo y siempre ha presentado un mejor
comportamiento en casos donde los métodos tradicionales quedan en segundo ter-
mino o lugar. Evolución diferencial es un algoritmo pequeño basado en un modelo
matemático simple, de un gran naturaleza y un complejo proceso de evolución.

Uno de los aspectos que hace de evolución diferencial único y por el cual recibe
el nombre de diferencial, es el uso inteligente de las diferencias entre individuos
mediante una simple y rápida operación lineal. Evolución diferencial, de manera re-
sumida, mantiene una población de soluciones candidatas, las cuales se recombinan
y mutan (operación lineal) para producir nuevos individuos los cuales son elegidos
de acuerdo al valor de su función de desempeño.

5.1.1. Algoritmo de Evolución Diferencial

Asumamos que se busca la solución óptima X∗, representada por un vector de
parámetros x∗i , i = 1, . . . , D, sujeta a condiciones de frontera L ≤ V ≤ H. El criterio
de optimización está sujeto por una función escalar f (X) que se quiere o desea,
por ejemplo, a minimizar. En otras palabras, se declara el siguiente problema de
optimización

mı́nXf (X) , L ≤ V ≤ H, X ∈ ℜD. (5.1)

En evolución diferencial es necesario afinar ciertos parámetros de control. Existe
o hay solamente tres parámetros de control en el algoritmo. 1) La constante F (o
mutación), 2) la constante de cruza Cr, y 3) el tamaño de la población NP . El resto
de los parámetros son (a) la dimensión D del problema, el cual escala la dificultad de
la tarea de optimización; (b) máximo número de generaciones (o iteraciones) GEN ,
que sirve como una condición de paro; y (c) condiciones de frontera baja y alta, L y
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H, respectivamente, las cuales limitan el área de búsqueda. Uno puede variar todos
estos parámetros a voluntad.

La variables necesarias a declarar para el funcionamiento de evolución diferen-
cial son: X ∈ ℜD, individuo de prueba (o solución); Pop ∈ ℜ[D×NP ], población,
la cual representa un conjunto de posibles soluciones; Fit ∈ ℜNP , aptitud de la
población; f ∈ ℜ, aptitud de la prueba de solución; iBest ∈ N , ı́ndice del actual
mejor individuo de la población; i, j, g ∈ N , variables bucle; Rnd ∈ N , parámetros
de mutación; y r ∈ N3, ı́ndices de individuos seleccionados al azar.

La población se inicializa y se evalúa su aptitud (criterio de optimización). Siem-
pre se supone no se tiene información acerca del óptimo, por lo cual la población es
inicializada con las condiciones de frontera,

Popij = L+ (H − L) · randij [0, 1) , i = 1, . . . , D, j = 1, . . . , NP (5.2)

donde la aptitud de la población es

Fitj = f (Popj) (5.3)

El algoritmo es iterativo. Se realizan GEN iteraciones, donde GEN es utilizado
como condición de paro. En cada iteración, para cada individuo los siguientes cuatro
pasos son realizados:

1) De manera aleatoria se seleccionan tres individuos de la población, mutua-
mente diferentes y también diferentes del individuo actual j

r1,2,3 ∈ [1, . . . , NP ] , r1 6= r2 6= r3 6= j. (5.4)

2) Creación del individuo prueba X. Primeramente, el parámetro de mutación
Rnd es seleccionado de manera aleatoria dentro del rango [1, . . . , D]. Poste-
riormente, el individuo prueba es construido acorde a la siguiente regla de
probabilidad.

xi =

{

xi,r3 + F · (xi,r1 − xi,r2)

xij

Si (randij [0, 1) < Cr) ∨ (Rnd == i)

De lo contrario
(5.5)

con i = 1, . . . , D.

3) Verificando las condiciones de frontera. Si alguno de los parámetros del individuo
prueba viola alguna condición, es regresado a una área factible.

Si (xi /∈ [L,H]) xi = L+ (H − L) · randi [0, 1) (5.6)
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4) Selección del mejor individuo. Primeramente la función de aptitud del individuo
prueba y del actual individuo j son comparadas. Si la función del individuo
prueba es menor o igual al del actual, el individuo prueba reemplaza al individuo
actual en la población. Además, es necesario comprobar si el nuevo miembro
de la población es mejor que el individual considerado hasta este instante como
el mejor. Si es el caso, el ı́ndice del mejor individuo es actualizado.

Si (f (X) ≤ Fitj) Popj ← X,Fitj ← f (X) (5.7)

posteriormente,

Si (f (X) ≤ FitiBest) iBest← j (5.8)

Cuando el algoritmo concluye, la solución óptima es PopiBest con un valor de
aptitud de FitiBest.

De manera resumida, el algoritmo puede ser visualizado en la Tabla (5.1.2).

5.1.2. Aspectos Importantes de Evolución Diferencial

Después de conocer el algoritmo de evolución diferencial, es importante resaltar
algunos aspectos que lo hacen único y sumamente poderoso:

1) La manera en que el individuo prueba es creado es mediante auto adaptación.

U = Xr3 + F · (Xr1 −Xr2)

La fórmula es considerada como una mutación y cruza de individuos realizada
en una sola operación.

2) Al realizar una diferencia entre individuos, de manera espontanea, el algoritmo
de evolución diferencial se adapta de manera automática a la función.
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Objetivo

Obtener la solución óptima PopiBest y su valor de aptitud FitiBest.

Algoritmo

(i) Se introducen los siguientes parámetros o variables de inicialización:

D - La dimensión del problema.

NP,F,Cr - Parámetros de Control.

GEN - Condición de paro.

L,H - Condiciones de frontera.

(ii) Se inicializa la población Popij ← randij [L,H] y se evalúa Fitj ←
f (Popj).

(iii) Para g = 1 hasta GEN

Para j = 1 hasta NP

• Seleccionar de manera aleatoria r1,2,3 ∈ [1, . . . , NP ] , r1 6= r2 6=
r3 6= j.

• Crear el individuo prueba X ← S (r, F, Cr, Pop).

• Se verifican las condiciones de frontera Si (xi /∈ [L,H]) xi ←
randi [L,H].

• Se selecciona la mejor solución (X o Popj) y se actualiza iBest si
es necesario.

Si (f (X) ≤ Fitj) Popj ← X,Fitj ← f (X)

Si (f (X) ≤ FitiBest) iBest← j

Cuadro 5.1: Pseudocódigo de Evolución Diferencial.
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5. Evolución Diferencial en el cálculo de transformaciones 2D-2D

5.2. Parametrización de transformaciones aplican-

do Evolución Diferencial

Si se asume se tiene una cierta cantidad de puntos correspondientes xi → x′i y existe
una transformación T : ℜ2 → ℜ2. El algoritmo de evolución diferencial puede ser
aplicado y obtener los parámetros de T .

Como se ha venido mencionando, acorde a los parámetros del modelo a estimar,
son necesario una cierta cantidad de puntos correspondientes NT . Normalmente un
modelo de transformación T es generado mediante NT puntos de correspondencias
y el modelo de transformación puede ser evaluado con f(T ). Aplicando ED no es
necesario estimar los parámetros de T en base a NT puntos de correspondencias, ya
que en este caso los parámetros de la transformación T son propuestos de manera
aleatoria como un vector XT y se evalúa de manera cruzada con los puntos corres-
pondientes xi → x′i mediante una función f(XT ).

Evolución diferencial, por su estructura hace fácil y de manera eficiente el adaptar
cualquier función a optimizar. A continuación se describe el algoritmo de evolución
diferencial para la estimación de transformación T , dado que se conoce cierta can-
tidad de puntos correspondientes xi → x′i:

Asumiendo se conocen i correspondencias entre dos imágenes, el determinante de
la transformación det (T ) = 1 y los parámetros de optimización han sido ajustados
(F,Cr,NP,D,GEN,L,H), donde L = −1, H = 1.

Las variables para esta implementación son: XT ∈ ℜ
D, modelo de transforma-

ción, donde XT representa de forma vectorial los parámetros de la transformación
T y los cuales se quieren estimar de manera precisa; Pop ∈ ℜ[D×NP ], población,
la cual representa un conjunto de posibles modelos de transformación; Fit ∈ ℜNP ,
aptitud de un determinado modelo de transformación; f ∈ ℜ, aptitud del modelo de
transformación en relación a los puntos correspondientes xi → x′i; iBest ∈ N , ı́ndice
del actual mejor modelo de transformación; i, j, g ∈ N , variables bucle; Rnd ∈ N ,
parámetros de mutación; y r ∈ N3, ı́ndices de los parámetros de un determinado
modelo de transformación seleccionados al azar.

La población se inicializa y se evalúa su aptitud (criterio de optimización).

Popij = L+ (H − L) · randij [0, 1) , i = 1, . . . , D, j = 1, . . . , NP (5.9)

Fitj = f (Popj) (5.10)

El algoritmo es iterativo. Se realizan GEN iteraciones, donde GEN es utilizado
como condición de paro. En cada iteración, para cada individuo los siguientes cuatro
pasos son realizados:
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1) De manera aleatoria se seleccionan tres modelos de transformación de la población,
mutuamente diferentes y también diferentes del actual modelo de transforma-
ción j

r1,2,3 ∈ [1, . . . , NP ] , r1 6= r2 6= r3 6= j. (5.11)

2) Creación del modelo de transformación pruebaXT . Primeramente, el parámetro
de mutaciónRnd es seleccionado de manera aleatoria dentro del rango [1, . . . , D].
Posteriormente, el modelo de transformación prueba es construido acorde a la
siguiente regla de probabilidad.

xTi
=

{

xTi,r3
+ F ·

(

xTi,r1
− xTi,r2

)

xTij

Si (randij [0, 1) < Cr) ∨ (Rnd == i)

De lo contrario
(5.12)

con i = 1, . . . , D.

3) Verificando las condiciones de frontera. Si alguno de los parámetros del mode-
lo de transformación prueba viola alguna condición, es regresado a una área
factible.

Si (xTi
/∈ [L,H]) xTi

= L+ (H − L) · randi [0, 1) (5.13)

4) Selección del mejor modelo de transformación. Primeramente la función de
aptitud del modelo prueba y del actual modelo de transformación j son com-
paradas. Si la función del modelo prueba es menor o igual al del actual, el
modelo prueba reemplaza al modelo actual en la población. Además, es nece-
sario comprobar si el nuevo modelo de la población es mejor que el modelo
considerado hasta este instante como el mejor. Si es el caso, el ı́ndice del mejor
modelo es actualizado.

Si (f (XT ) ≤ Fitj) Popj ← XT , F itj ← f (XT ) (5.14)

posteriormente,

Si (f (XT ) ≤ FitiBest) iBest← j (5.15)

Cuando el algoritmo concluye, la solución óptima es PopiBest con un valor de
aptitud de FitiBest.
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Función objetivo a minimizar

Considerando que el vector solución XT es un representación vectorial de la trans-
formación T y se tienen un conjunto de correspondencias xi → x′i, la función a
optimizar es

mı́n
XT

f (XT ) = δ (d (xi, XT (x′i))) . (5.16)

donde δ es la implementación de los siguientes estimadores robustos,

Tipo ρ(r) ψ(r) = dρ(r)
dr

w(r) = ψ(r)
r

Cauchy 1

2
c2ln

(

1 + r2

c2

) (

c2

c2+r2

)

r c2

c2+r2

Geman-McClure c2r2

2(c2+r2)

(

c2

c2+r2

)2

r
(

c2

c2+r2

)2

Cuadro 5.2: M-estimadores aplicados en ED

y su representación gráfica, con c = 2, es, Fig. (5.1)
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Figura 5.1: Representación Gráfica de Estimadores Robustos con c = 2.

El apostar a minimizar la función f(XT ) e implementar estimadores robustos
diferenciables y continuos, aplicando evolución diferencial, esta basado en dos ra-
zones principales: i) la caracteŕıstica de optimización global presente en evolución
diferencial; y ii) la implementación de una función que evalúa a un conjunto de
correspondencias dado un conjunto de parámetros de un modelo determinado. El
obtener un valor numérico único, que indique que tan bueno son los parámetros de
un modelo en relación a un conjunto de puntos correspondientes, se puede considerar
como una medida que evalúa que tan buena es la transformación en relación a un
conjunto de puntos correspondientes, ya sea que tengan mucha o poca incertidumbre.

5.3. Resultados Experimentales

Con la finalidad de observar el comportamiento de los diferentes estimadores robusto
y corroborar que el valor calculado por la función f(XT ), implementada en evolución
diferencial, puede ser considerada como una medida que evalúa los parámetros esti-
mados del modelo, se realizaron un conjunto de experimentos con imágenes, tanto
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reales como sintéticas. Al mismo tiempo se realizó una comparación con el algoritmo
de estimación RANSAC.

Todos los resultados que se muestran a continuación, son generados después de
haber realizado un total de 30 corridas. Para el caso de evolución diferencial los
parámetros de optimización son: i) la constante de diferenciación recibe un valor
de F = 0,99; ii) la constante de cruza es igual a Cr = 0,8; y iii) el tamaño de la
población NP = 200. El resto de los parámetros, considerando que los parámetros
a estimar corresponden a la matriz de homograf́ıa H y a la matriz fundamental F ,
son: (a) dimensión del problema D = 9; (b) número de generaciones GEN = 100;
y (c) condiciones de frontera baja y alta, L = −1 y H = 1. El haber ajustado los
parámetros de esta manera y tomando en cuenta que en cada generación se obtienen
NP ∗ 5 modelos prueba, al final se tiene un total de 120000 evaluaciones a función.
Para el caso de RANSAC, al igual que para evolución diferencial, los parámetros de
los estimadores robustos son ajustados con c = 5 y el umbral (o medida) en el cual
una correspondencia es considerada inlier es 5.

Las imágenes implementadas en los experimentos fueron tres. La primera de
ellas es la fachada de un edificio ubicado en una de las tantas plaza que se pueden
encontrar en la ciudad de Guanajuato, denominada Plaza, la cual cuenta con super-
ficies planas y donde no es fácil detectar caracteŕısticas. La segunda de las imágenes,
denominada Universidad, como su propio nombre lo dice es la fachada de la Uni-
versidad de Guanajuato, la cual tiene una gran número de caracteŕısticas similares
que dificulta la generación de correspondencias. La última de las imágenes imple-
mentadas, es un cubo realizado de manera sintética con la finalidad de tener una
gran cantidad de caracteŕısticas similares o dicho de otra manera, generar una gran
cantidad de correspondencias múltiples, Fig. (5.2).

(a) Plaza (b) Universidad (c) Cubo

Figura 5.2: Imágenes implementadas con ED.

Los cuadrados (5.3, 5.4) muestran las mejores aptitudes de RANSAC y la im-
plementación realizada con Evolución Diferencial después de 30 corridas. Para las
diferentes imágenes se implementaron los estimadores de Geman y Cauchy con por-
centaje de datos at́ıpicos u outliers del 50 % y 95 %, para un total de 500 correspon-
dencias. Para el caso del cubo, debido a su gran cantidad de caracteŕısticas similares,
se genero una función emṕırica acumulada P (C) y se consideraron las primeras 500
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correspondencias. En los cuadros (5.3, 5.4) se pueden observar la cantidad de evalu-
aciones a función realizadas por cada algoritmo, la cantidad de inliers y la aptitud
o medida de confianza obtenida. Para el caso de RANSAC se puede observar una
cantidad de evaluaciones a función estimada por el mismo algoritmo, cantidad de
evaluaciones a función deseada para obtener a lo menos una correspondencias cor-
recta.

RANSAC ED
Plaza Eva. Func. Deseadas Inliers Aptitud Eva. Func. Inliers Aptitud

Geman 95 % 1341 1341 123 4750.42 120000 122 4752.63
Cauchy 95 % 1341 1341 121 33427.78 120000 121 33430.82
Geman 50 % 300 35 298 2564.04 120000 298 2568.84
Cauchy 50 % 300 35 299 17771.71 120000 298 17773.13

Universidad Eva. Func. Deseadas Inliers Aptitud Eva. Func. Inliers Aptitud
Geman 95 % 3685 3685 107 5005.22 120000 105 4997.50
Cauchy 95 % 31452 31452 104 34639.25 120000 104 34606.32
Geman 50 % 300 46 283 2881.38 120000 283 2902.46
Cauchy 50 % 300 44 283 18782.29 120000 282 18776.50

Cubo Eva. Func. Deseadas Inliers Aptitud Eva. Func. Inliers Aptitud
Geman P(C) 120000 2208568 40 5764.43 120000 54 5553.10
Cauchy P(C) 120000 5685393 18 31295.74 120000 54 31010.11

Cuadro 5.3: Resultados de Homograf́ıa Aplicando ED

RANSAC ED
Plaza Eva. Func. Deseadas Inliers Aptitud Eva. Func. Inliers Aptitud

Geman 95 % 120000 512291 119 4768.00 120000 134 4587.55
Cauchy 95 % 120000 35960160439 120 65932.19 120000 133 63108.23
Geman 50 % 500 272 302 2506.80 120000 307 2451.31
Cauchy 50 % 500 348 293 35074.63 120000 302 33661.88

Universidad Eva. Func. Deseadas Inliers Aptitud Eva. Func. Inliers Aptitud
Geman 95 % 120000 86142866714 33 5845.74 120000 129 4673.17
Cauchy 95 % 120000 5121438203 42 84965.50 120000 121 57948.72
Geman 50 % 500 447 284 2715.17 120000 291 2626.74
Cauchy 50 % 500 435 285 33953.15 120000 286 30930.07

Cubo Eva. Func. Deseadas Inliers Aptitud Eva. Func. Inliers Aptitud
Geman P(C) 120000 2744895282 72 5346.57 120000 115 4814.06
Cauchy P(C) 120000 47614750888 32 78424.60 120000 63 57071.51

Cuadro 5.4: Resultados de Matriz Fundamental Aplicando ED

Realizando un análisis de los resultados con la matriz de transformación de Ho-
mograf́ıas, se puede observar que para el caso de las imágenes, Plaza y Universidad,
el algoritmo de RANSAC realizó un reducido número de evaluaciones a función y en
su mayoŕıa estimó mejores aptitudes. En relación a la cantidad de inliers, el número
estimado por RANSAC y ED es similar. Ahora bien, para el caso de la imagen Cubo,
se observa que el algoritmo de RANSAC no tiene un buen desempeño y falla, es de-
cir, al momento que RANSAC estima que la cantidad de evaluaciones a función
deseadas esta por arriba de millones, la estimación de los parámetros del modelo
tardaŕıa semanas, incluso meses en realizarse. Por lo anterior, se puede decir que
dada la existencia de correspondencias con gran incertidumbre o con caracteŕısticas
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muy similares (patrones repetidos), la implementación de evolución diferencial tiene
un mejor comportamiento significativamente. Es importante mencionar que el com-
portamiento presente, en las dos primera imágenes aplicando RANSAC, puede ser
atribuido a la cantidad de correspondencias necesarias para general un modelo H,
que en este caso son 4.

Analizando los resultados implementando Matriz Fundamental, Cuadro (5.4),
existe un comportamiento diferente en las imágenes de la Plaza y la Universidad,
espećıficamente cuando existe un gran porcentaje de outliers. El que RANSAC falle
con un porcentaje de 95 % de datos at́ıpicos confirma que la cantidad de correspon-
dencias necesarias para la estimación de los parámetros del modelo juega un papel
muy importante y significativo. En aquellos casos donde el porcentaje de outliers es
del 50 %, a pesar de haberse realizado un bajo número de evaluaciones a función, la
cantidad de inliers y las aptitudes nunca fueron mejores que las estimadas aplicando
evolución diferencial. Para la imagen del Cubo, se observo el mismo comportamien-
to que para caso de la transformación H, es decir, RANSAC no se comporta bien
manejando un gran número de patrones repetidos a diferencia de evolución difer-
encial. Lo anterior se debe principalmente a que RANSAC con la ayuda de puntos
correspondientes genera un modelo y ED propone un modelo el cual es evaluado.

Al momento de realizar el análisis de la implementación de Homograf́ıas, para
las imágenes de la Plaza y Universidad, se aprecia que el número reducido de evalu-
aciones a función es significativamente menor que el que realiza ED. Observando el
comportamiento de las mejores aptitudes generadas en cada iteración, Fig. (5.3) y
Fig. (5.4), es claramente visible que ED en todo momento mantiene una mediana de
los mejores resultados muy por debajo de RANSAC, lo que se traduce en conservar
una menor desviación estándar de los resultados. El mismo fenómeno sucede para
el caso de matriz fundamental.

Ahora bien, se ha venido mencionando que evolución diferencial tiene un buen
desempeño en la presencia de patrones repetidos con un número considerable de
datos at́ıpicos. Al observar, Fig. (5.5), el comportamiento de las mejores aptitudes
en cada corrida, se demuestra lo antes mencionado independientemente del modelo
a estimar. Se puede apreciar que la presencia de mediciones at́ıpicas es muy baja y
la desviación estándar también.

75



5. Evolución Diferencial en el cálculo de transformaciones 2D-2D

1 2

4800

5000

5200

5400

5600

5800

6000

6200

A
pt

itu
d

1 para RANSAC y 2 para ED

BoxPlot de Aptitudes

(a) Geman 95 %

1 2

2580

2600

2620

2640

2660

2680
A

pt
itu

d

1 para RANSAC y 2 para ED

BoxPlot de Aptitudes

(b) Geman 50 %

1 2

3.35

3.4

3.45

3.5

3.55

3.6

3.65

3.7

3.75

x 10
4

A
pt

itu
d

1 para RANSAC y 2 para ED

BoxPlot de Aptitudes

(c) Cauchy 95 %

1 2

1.78

1.79

1.8

1.81

1.82

1.83

1.84

1.85

x 10
4

A
pt

itu
d

1 para RANSAC y 2 para ED

BoxPlot de Aptitudes

(d) Cachy 50 %

Figura 5.3: Análisis de Aptitudes de la imagen Plaza implementando Homograf́ıa.
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Figura 5.4: Análisis de Aptitudes de la imagen Universidad implementando Homo-
graf́ıa.

El haber implementado dos estimadores diferentes, Geman y Cauchy, fue con la
finalidad de observar el comportamiento de cada uno de ellos en la implementación
de evolución diferencial. Observando el comportamiento tanto de la aptitud y la
cantidad de inliers por generación con los diferentes estimadores implementados en
la imagen Plaza, Fig. (5.6), se observó que la implementación del estimador Cauchy
se aproxima al óptimo en un número de generaciones menor que el estimador de
Geman, al mismo tiempo que la estimación de una mayor cantidad de inliers es mas
temprana. En relación a la gráfica de aptitudes, la diferencia observada en los valores
de los estimadores radica en el comportamiento de cada uno de ellos, como se pudo
observar en la gráfica de estimadores, Fig. (5.1). Aunque no se presenta la gráfica
con el comportamiento de la imagen Universidad, se asegura que el comportamiento
es similar al anterior.

Asumiendo que el comportamiento de los estimadores seŕıa similar en la ima-
gen Cubo, fue una gran sorpresa el observar que fue todo lo contrario, Fig. (5.7).
Analizando de manera detenida porque el cambio de comportamiento, de los es-
timadores, en la presencia de patrones repetidos, se concluyó que la forma suave
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Figura 5.5: Análisis de Aptitudes de Imagen Cubo.

presente el estimador Geman en comparación con Cauchy, beneficia el aspecto de
explotación presente en todos los procedimientos evolutivos, lo cual se traduce en
una búsqueda más precisa y selectiva. Se pensaŕıa que el hecho de ser una búsqueda
más precisa requeriŕıa un mayor tiempo, pero en efectos prácticos ha demostrado
ser más eficiente y rápida.

Conclusiones del caṕıtulo

La implementación de evolución diferencial en la estimación de parámetros en
transformaciones 2D-2D, ha demostrado ser sumamente eficiente, independiente-
mente de la cantidad de evaluaciones a función realizadas, como medida global para
la evaluación de transformaciones, y estimación de correspondencias. Aśı mismo,
a diferencia de estimadores como RANSAC, soporta una gran cantidad de datos
at́ıpicos y sobre todo una gran cantidad de patrones repetidos, haciéndolo suma-
mente poderoso. La implementación de estimadores robustos, en evolución diferen-
cial, permite disminuir los tiempos de convergencia y estimar una mayor cantidad
de correspondencias correctas (en la solución final). Aspectos de exploración y ex-
plotación, presente en heuŕısticas evolutivas, mantienen una estrecha relación con
los estimadores robustos y por consiguiente complementa a evolución diferencial.
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Figura 5.6: Análisis de Estimadores Robustos implementando la imagen Plaza: (a)
se observa el valor de la aptitud por generación para los estimadores de Geman
y Cauchy implementando el modelo de Homograf́ıa; (b) se observa la cantidad de
inliers estimados por generación; (c) y (d) valor de aptitud y cantidad de inliers por
generación implementando Matriz Fundamental.
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Figura 5.7: Análisis de Estimadores Robustos implementando la imagen Cubo: (a)
se observa el valor de la aptitud por generación para los estimadores de Geman
y Cauchy implementando el modelo de Homograf́ıa; (b) se observa la cantidad de
inliers estimados por generación; (c) y (d) valor de aptitud y cantidad de inliers por
generación implementando Matriz Fundamental.
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Caṕıtulo 6

Resumen y conclusiones generales

El trabajo realizado, con la finalidad de estimar los parámetros de un modelo aplican-
do correspondencias con incertidumbre, nos ha brindado la posibilidad de estudiar
procedimientos y algoritmos presentes en el estado del arte, al mismo tiempo que
nos ha permitido realizar algunas aportaciones, que describimos a continuación.

Haber realizado un análisis de diversos métodos de estimación, aśı como su apli-
cación, de diferentes modelos de transformación, nos permite tener una referencia
de los avances y aportaciones realizados a lo largo de los años, en un problema en
el cual existe mucho trabajo por delante y donde conocer claramente las ventajas
y desventajas que aportan los diferentes métodos de estimación, presentes en el
estado del arte, nos brinda la pauta para iniciar investigaciones y generar nuevos
conocimientos, como es el caso de este trabajo de tesis.

La implementación del método estad́ıstico de Kanatani [2], el cual elimina el ses-
go presente en una matriz de momentos causada por datos ruidosos, es sin lugar a
dudas una de nuestras principales aportaciones. La implementación de este método
en visión por computadora es algo nuevo y, por las pruebas realizadas, proporciona
soluciones robustas, exactas y directas. La implementación de este método estad́ısti-
co insesgado, en métodos de estimación de modelos paramétricos, nos ha permitido
obtener información directamente de los datos, información que describe el com-
portamiento del error y por consiguiente podemos retrasar o atenuar sus efectos, es
decir, nos ha permitido eliminar la necesidad de procedimientos para la obtención de
una solución final, ya que siempre se obtiene una solución directa. Implementando
el método estadśitico insesgado, en el algoritmo de EPnP, se eliminó la necesidad
de una combinación lineal del conjunto de eigenvalores y, a pesar de que el méto-
do estad́ıstico introduce un procedimiento iterativo, el número de operaciones para
obtener una solución se mantuvo. Para niveles de ruido alto, los procedimientos que
implementan el método estad́ıstico, generalmente logran obtener soluciones finales
en menor tiempo, en comparación con el algoritmo original.

Estudiar, analizar e implementar el método estad́ıstico de “A Contrario”, nos
permitió proponer algunas alternativas, que al final brindaron muy buenos resulta-
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6. Resumen y conclusiones generales

dos y dejan abierto un tema de trabajo bastante interesante, por la gran cantidad
de datos que maneja y el número de correspondencias que arroja como solución. El
hecho de que “A Contrario” trabaje con gran eficiencia, a pesar de que los puntos
caracteŕısticos se encuentre en un ambiente con patrones repetidos y, que imple-
mente un criterio probabiĺıstico fuerte, como se ha comprobado, lo hacen un método
robusto y eficiente para el problema de correspondencias. Otro aspecto que llama
mucho la intención es que no es necesario de correspondencias apareadas, simple-
mente, es necesario contar con los conjuntos de datos de los cuales se van a estimar
los parámetros del modelo.

La implementación de evolución diferencial, en la estimación de modelos paramétri-
cos e implementación de su función de aptitud, como una medida global para la
evaluación de las transformaciones estimadas, es una de nuestras principales aporta-
ciones. Evolución diferencial ha demostrado ser sumamente eficiente, independi-
entemente de la cantidad de evaluaciones de función realizadas. A diferencia de
estimadores como RANSAC, evolución diferencial soportar una gran cantidad de
datos at́ıpicos y trabaja muy bien con imágenes con una gran cantidad de patrones
repetidos (correspondencias con incertidumbre). La implementación de estimadores
robustos, junto con evolución diferencial, disminuye los tiempos de convergencia e
incrementa la cantidad de correspondencias correctas. Aśı mismo, podemos afirmar
que los aspectos de exploración y explotación presentes en heuŕısticas evolutivas
están mantienen una estrecha relación con los estimadores.
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Apéndice A

Transformación Lineal Directa
(DLT)

La Transformación Lineal Directa (DLT) es un método anaĺıtico desarrollado
por Abdel-Aziz y Karara en la década de los ’70 [24] para la obtención de las coor-
denadas espaciales tridimensionales de un objeto a partir de varias fotograf́ıas con-
vergentes del mismo, obtenidas con una cámara no métrica. Este método relaciona
directamente las coordenadas espaciales sin la necesidad de obtener parámetros de
calibración, por lo que fue considerado una innovación en el área de la Fotogrametŕıa.

DLT es un algoritmo que resuelve un conjunto de variables dado un conjunto de
relaciones de similitud:

xk ∝ Ayk, para k = 1, . . . , N, (A.1)

donde xk y yk son vectores conocidos, ∝ denota la igualdad hasta cierto val-
or escalar desconocido, y A es una matriz o transformación lineal que contiene las
incógnitas por resolver.

Ejemplo. Sea xk ∈ R
2 y yk ∈ R

3 vectores conocidos y el problema es encontrar
una matriz A2×3 tal que

αkxk = Ayk, para k = 1, . . . , N, (A.2)

donde αk 6= 0 es un factor escalar desconocido, relacionado con la ecuación k.

Con la finalidad de deshacernos de los escalares desconocidos y obtener un sis-
tema de ecuaciones homogéneas, definimos la siguiente matriz antisimétrica

H =

(

0 −1
1 0

)

, (A.3)

y multiplicamos ambos lados de nuestra ecuación (A.2) con xTkH por la izquierda

αkx
T
kHxk = xTkHAyk, para k = 1, . . . , N. (A.4)
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A. Transformación Lineal Directa (DLT)

Dado que xTkHxk = 0, se obtiene una ecuación homogénea

xTkHAyk = 0, para k = 1, . . . , N. (A.5)

Considerando a los vectores xk, yk y a la matriz A como:

xk =

(

x1k

x2k

)

, yk =





y1k

y2k

y3k



 , y A =

(

a11a12a13

a21a22a23

)

, (A.6)

la ecuación (A.5) se transforma en

a11x2ky1k − a21x1ky1k + a12x2ky2k

−a22x1ky2k + a13x2ky3k − a23x1ky3k = 0, para k = 1, . . . , N. (A.7)

Reescribiendo la ecuación (A.7) se tiene

bTk a = 0, para k = 1, . . . , N. (A.8)

donde bk y a son ambos vectores de dimensión 6:

bk =

















x2kyik
−x1ky1k

x2ky2k

−x1ky2k

x2ky3k

−x1ky3k

















, y a =

















a11

a21

a12

a22

a13

a23

















. (A.9)

Para un determinado número N de vectores, tenemos un representación matricial
de la forma

Ba = 0. (A.10)

Donde B es una matriz de N × 6 que contiene los vectores bk en sus filas. Esto
significa que a reside en el espacio nulo de B y puede ser determinado por descom-
posición de valores singulares (SVD). Una vez determinado a, los elementos de A
se pueden encontrar mediante una simple reorganización del vector de dimensión 6
a una matriz de 2× 3.
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Apéndice B

Análisis Estad́ıstico para
problemas de incidencia lineal

Kenichi Kanatani [2] realizó un estudio de los efectos del ruido presente en la
mayoŕıa de las aplicaciones con imágenes al momento de realizar cálculos geométricos
fundamentales. Demostró que las soluciones con mı́nimos cuadrados son en general
sesgadas por la propagación de ruido presente en los datos. El siguiente teorema
juega un papel importante:

Teorema B.0.1. Sea A una matriz simétrica n-dimensional, que tiene eigenvalores
λ1, . . . , λn con u1, . . . , un sus correspondientes eigenvectores que forman un sistema
ortonormal. Si la matriz A es perturbada en

A′ = A+ δA, (B.1)

cada eigenvalor λi es perturbado en

λ′i = λi + (ui, δAui) +O (δA)2 (B.2)

Si el eigenvalor λi es una simple ráız, el eigenvector correspondiente ui es per-
turbado en

u′i = ui +
∑

k 6=i

(uk, δaui)

λi − λk
uk +O (δA)2 . (B.3)

Por lo anterior, Kanatani, introdujo un modelo que describe el comportamiento
del ruido, con la intensión de desarrollar un análisis estad́ıstico del mismo. Dicho
análisis le permitió derivar una combinación ordenada de pasos para la estimación
de una solución insesgada.

El modelo de Kanatani, asume que el ruido está presente en todos y cada uno de
los puntos pi, i = 1, . . . , n representados en coordenadas homogéneas que conforman
una muestra y se distribuye de manera isotrópica sobre el plano de la imagen, es
decir, se distribuye de igual manera sobre los ejes (x, y). En ausencia de ruido cada
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punto pi, i = 1, . . . , n tiene un correspondiente vector normalizado mi = 1, . . . , n.

Si un punto pi es perturbado por ruido, su vector normalizado sufre una pertur-
bación △mi, por la propagación del mismo. Kanatani considera al ruido como una
variable aleatoria y asume que su valor esperado E [△mi] es igual a 0. Al mismo
tiempo, asume que el comportamiento del error es caracterizado por la matriz de
covarianzas V [mi] conocida

V [mi] = E
[

△mi△m
T
i

]

. (B.4)

Si se sabe que: i) los puntos pi, i = 1, . . . , n son colineales y sus correspondientes
vectores mi, i = 1, . . . , n generan una matriz de momentos M , donde en ausencia
de ruido su eigenvalor mas pequeño es igual a cero; ii) en la presencia de ruido, los
vectores mi son perturbados en m′

i = mi +△mi. Aplicando mı́nimos cuadrados se
busca resolver

N
∑

i=1

Wi (pi,m
′
i)

2
→ min. (B.5)

donde ǫi = (pi,m
′
i) = (pi,△mi), E [△mi] = 0 y la varianza es definida como

σ2
i = E

[

ǫ2i
]

= E
[

(pi,△mi)
2] = pTi E

[

△mi△m
T
i

]

pi = (pi, V [mi] pi) . (B.6)

Por lo tanto, si la siguiente transformación ui = ǫi/σi es aplicada, el cálculo de
Eq.(B.5) obedece una distribución gaussiana con media 0, varianza 1 y es equivalente
a

N
∑

i=1

u2
i =

N
∑

i=1

(pi,m
′
i)

2

(pi, V [mi] pi)
→ min. (B.7)

donde los pesos Wi son calculados de la siguiente manera

Wi =
1

(pi, V [mi] pi)
. (B.8)

Si existe una perturbación en cada uno de los vectores normalizado mi → mi +
△mi, la matriz de momentos se define como

M̂ =
N
∑

i=1

Wi (mi +△mi) (mi +△mi)

=
N
∑

i=1

Wi

(

mim
T
i

)

+
N
∑

i=1

Wi

(

△mi△m
T
i

)

= M +△M (B.9)

donde la esperanza de △M por lo general es diferente de cero
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E [△M ] =
N
∑

i=1

WiE
[

△mi△m
T
i

]

=
N
∑

i=1

WiV [mi]. (B.10)

a diferencia de

N
∑

i=1

Wi

(

mi△m
T
i

)

=
N
∑

i=1

Wi

(

△mim
T
i

)

= 0. (B.11)

porque E [△mi] = 0.

De lo anterior se deriva la siguiente proposición hecha por Kanatani [2],

Proposición B.0.2. La ĺınea que se ajusta a los puntos de la imagen con vectores
normalizados mi y matrices de covarianza V [mi], estimada con el eigenvector de la
matriz

M =
N
∑

i=1

Wi

(

mim
T
i − V [mi]

)

(B.12)

que corresponde al eigenvalor mas pequeño, es estad́ısticamente insesgada.
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Apéndice C

Detector de Harris

y Correlación Cruzada Normalizada]Detector de Esquinas de Harris y Correlación
Cruzada Normalizada

El método detector de esquinas de Harris es, probablemente, el más comúnmente
usado, debido a su elevada invarianza ante escala, rotación, cambios de iluminación
y ruido en la imagen. Este detector está basado en la matriz C (x, y) que se calcula
sobre una subventana p× p para cada punto de interés en la posición (x, y).

C (x, y) =

( ∑

I2
x

∑

IxIy
∑

IxIy
∑

I2
y

)

(C.1)

donde Ix, Iy son los gradientes de la imagen en dirección horizontal y vertical
respectivamente. Sean λ1 y λ2 los valores propios de la matriz C (x, y), la función de
autocorrelación R tendrá un pico si ambos valores propios son altos. Esto significa
que desplazamientos en cualquier dirección producirán un incremento significativo,
indicando que se trata de una esquinas.

R = λ1λ2 − k (λ1 + λ2) (C.2)

con k = 0,04.
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Apéndice D

Correspondencia por
Normalización

La correlación cruzada normalizada (NCC, Normalized Cross Correlation) es el
estándar utilizado como método estad́ıstico para determinar las similitudes entre
pixeles de diferentes imágenes. Para cada pixel de una imagen se calcula la cor-
relación entre la distribución de disparidad de una ventana centrada en dicho pixel
y una ventana del mismo tamaño centrada en el pixel a analizar de la imagen. El pro-
blema consiste en encontrar el punto que se ajusta de manera adecuada al primero.
La métrica implementada para correlación cruzada normaliza es:

∑

u,v

(

I1 (u, v)− Î1

)

·
(

I2 (u+ d, v)− Î2

)

√

∑

u,v

(

I1 (u, v)− Î1

)2

·
(

I2 (u+ d, v)− Î2

)2
(D.1)
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