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Resumen Abstract

Los métodos de simulacion de cadenas de&  p1arkov Chain Monte Carlo (MCMC) al-

Markov (MCMC) son algoritmos usados para gqrithms are used to produce simulations of

producir simulaciones de distribuciones com- complex distribution. It consists in designing

plejas. Consisten en disefar una cadena d&, \jarkov Chain whose stationary distribu-
Markov cuya distribucion estacionaria s 1a o, is the distribution of interest. The need

distribucion de la cual se quiere simular. La iy simulate from the truncated normal dis-
necesidad de simular la distribucion normal (.1 tion is common in Bayesian inference

truncada es frecuente en problemas iNVersos,nd in inverse problems, the Gibbs algorithm,

por lo que en ocasiones se recurre al muestreqyc\c algorithm that simulates systematica-
de Gibbs, un algoritmo de MCMC que simula .y or randomly from full conditional distribu-

de manera sistematica o de manera aleatorlqions’ is an useful strategy to simulating from

de las distribuciones condicionales. El Gibbs 1o Truncated Normal distribution. The gene-

generalizado toma una direccion arbitraria en 5| Gipbs sampler takes an arbitrary direction

el espacio sobre el cual se simula. La pregunta;, space along which to sample. The natu-

es: ¢Que distribucion de direcciones seria lag) question is: What distribution of directions

optima?Este trabajo da una respuesta a estayq |4 he optimal? In this work we give an an-

pregunta para el caso de la distribucion nor- g er 1 this question for the truncated Normal

mal truncada. distribution.

Palabras clave:MCMC, Gibbs, Metropolis Has-  Keywords: Markov Chain Monte Carlo, Gibbs,
tings, Normal Truncada, Problemas Inversos. Metropolis Hastings, Truncated Normal, Inverse
Problems.






“You can never know everything”. Lan said quietly, “and pafrtvhat you know is always
wrong. Perhaps even the most important part. A portion oflans lies in knowing that. A
portion of courage lies in going on anyway”

Robert JordanyVinter's Heart, Book IX of the Wheel of Time
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Introduccion

Mathematics, rightly viewed, posseses not only truth, bpresme beauty -a
beauty cold and austere-, like that of sculpture

Bertrand Russell

El enfoque Bayesiano de la inferencia estadistica est@adoeen axiomas que proporcionan
una estructura logica y garantizan la consistencia de &saos propuestos, constituyen un
paradigma completo a la inferencia y una revolucion digaten el sentido de Kuhn (1962).
La Estadistica Bayesiana intenta crear una teoria paex hiderencia. Sin embargo, para lo-
grarlo hace uso de herramientas matematicas que desqgoitmamedio de las distribuciones
de probabilidad, la incertidumbre en el problema.

El rol de los métodos de Monte Carlo y la simulacién en lancias han incrementado su
importancia durante los Gltimos 10 afos, debido a quesjuen rol central en el desarrollo
de disciplinas como la fisica, las ciencias sociales y ¢tdogia. Ademas, los calculos que
generalmente aparecen en el analisis Bayesiano se hda viadlles debido a dichos méto-
dos, dando pauta a un sinnUmero de aplicaciones en lasgtadayesiana, permitiendo la
creacion de nuevos métodos y el mejoramiento de los yteexés.

Las técnicas que comprende MCMC son generales, su usodiaag®nado por completo la
estadistica bayesiana. Hoy se manejan modelos muy cas@ejdonde las distribuciones
no son convencionales y es necesario utilizar métodogefes para simular de ellos. A esto
se debe la necesidad de desarrollar técnicas para sinchasdlistribuciones.

Los métodos de simulacion de cadenas de Markov (MCMC) Emmitmos usados para pro-
ducir simulaciones de distribuciones complejas, tipieaia en dimensiones altas. Consisten
en disehar una cadena de Markov cuya distribucion estagees la distribucion objetivo o
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de interés.

La necesidad de simular de la distribucion normal truneadfiecuente en la inferencia ba-
yesiana (donde surgen problemas con un espacio de papanaetitados) y en problemas
inversos. Es raro el caso en el que es posible hacer el caanallitico, y la integracion
numeérica puede ser muy complicada para dimensiones Biasor ello que en ocasiones se
recurre al muestreo de Gibbs, un algoritmo de MCMC que simelemanera sistematica o
de manera aleatoria de las distribuciones condicionales.

El Gibbs generalizado toma una direccion arbitraria enspheio sobre el cual se simula
(en lugar de solamente utilizar los ejes canonicos, con@ibhs tradicional). Una serie de
direcciones puede ser usada. La pregunta natural que sirge e

¢, Qué distribucion de direcciones sda la 6ptima?
El presente trabajo da una respuesta a la pregunta anterior.

Para ello, en el Capitulo 1, se da una introduccion a larénfda Bayesiana, se revisan
las técnicas mas usuales basadas en la simulacion deasade Markov y el algoritmo de
Metropolis-Hastings, asi como el del muestreo de Gibbginal del primer capitulo se da
una introduccion al analisis bayesiano de problemassmadineales, en los cuales de mane-
ra natural surge la distribucion normal truncada comaibistion posterior.

El Capitulo 2 trata de responder la pregunta inicial, pdigaso de la distribucion normal
truncada. Construimos una cadena de Markov mediante eitalgoGibbs y generalizamos
esta idea mediante el algoritmo de Gibbs Direcci@atimo, que muestrea a lo largo de una
direccion. Utilizamos la divergencia de Kullback-Leibpara encontrar mejores direcciones
en el algoritmo que minimicen dicha divergencia.

En el Capitulo 3, a través de un modelo de metabolismoigato en un estado estacionario,
utilizamos la inferencia bayesiana en problemas inveiseales, donde vemos que surge la
distribucion normal truncada y es de interés simular tie Al final de este capitulo se inclu-
yen las comparaciones entre el Gibbs Direccid'hpﬂimo, Gibbs sistematico o tradiccional
y el Gibbs aleatorio para el caso de la distribucion normeiddada.
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En el Capitulo 4, se presentan las conclusiones mas néésvdel trabajo. Se incluye, al final,
un Anexo sobre el Integrated Autocorrelation Time (IAT)fraenienta importante utilizada
en el analisis de simulaciones de MCMC, pues indica el marde simulaciones que debe-
mos descartar de nuestra muestra para obtener una muesida psdependiente.

El codigo del programa se pone a disposicion del lectoraepalgina de internet del Dr.
Andrés Christen (http://www.cimat.mxjac/software/) dicho programa fue desarrollado en

el lenguaje de programacion Pyhton utilizando las lilaede Numpy y Scipy.

Guanajuato, Mayo del 2011






Capitulo 1

Inferencia Bayesiana

En este capitulo se abordan los temas que sustentan gbti@keero se dara una introduc-
cion a la Inferencia Bayesiana con el proposito de mokisaglementos para la construccion
de un modelo estadistico bayesiano. En segundo lugar eaegmios las técnicas mas usuales
basadas en la simulacion de cadenas de Markov y revisarenatgoritmo de Metropolis-
Hastings, asi como el del muestreo de Gibbs.

Finalmente, daremos una introduccion al analisis delpnohs inversos lineales, cuyo proposi-
to es estimar parametros de interés dado los datos careresaicionados de manera indirecta
a los parametros. Explicaremos el enfoque bayesiano patoéemas inversos y discutiremos
la interpretacion que surja de este enfoque.

Sin embargo, esto corresponde a una breve introduccitera,tpor lo que referimos al
lector a Robert (2001), que presenta los fundamentos @diksanbayesiano; Gamerman y
Migon (1993), que ofrece una introduccion a la estadidigeryesiana, en especial la relacion
entre la estadistica bayesiana y frequentista; O’Hag@84(1 como una buena referencia
para la Inferencia Bayesiana; Berger (1985), para revasaedria de decision bayesiana,
Bernardo y Smith (1994), libro que ejemplifica los concepiase y los resultados tebricos
en estadistica bayesiana, y finalmente Kaipio y Someral®4( libro clasico en el area de
problemas inversos.
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1.1. Teorema de Bayes

El enfoque Bayesiano se desarrolla en la presencia de alsgmmesx, que se pueden des-
cribir a través de una distribucion de probabilidad consilgad o funcion de probabilidad
f(x|0), dondeb representa el vector de parametros de interés .

Asumiremos que las observaciongs . ., x, Se generan a partir de una distribucién de proba-
bilidad paramétrica. Esto eg para (1 < i < n) tiene distribucibn con densidad
fi(x|6) en RP tal que la funcionf; es conocida y el parameti® es desconocido. Este
modelo se puede representar de manera mas sencilla daiknseggforma:

x ~ (x6), (1.2)

dondex es el vector de observacione$yepresenta al vector de parametéss .., 6,. Usa-
mos la notacionx se distribuye de acuerdofeo x ~ f en lugar dex es una observacion de la
distribucion con densidatl.

Consideremos observaciones independientes idénticamente distabyid.d)x, ..., x, de
una distribucion comanf,(x;|0), de tal forma que podemos escribir 1.1 como:

f(x0) = [ (sl 12)

gue se conoce como la funcibn de verosimilitud para una trauds tamaf, y denotamos
1(8;x) = f(x|0).

Una vez definido el modelo, el propo6sito principal de la distica paramétrica es hacer in-
ferencia sobre el parametéo Sin embargo, es posible que el investigador tenga infabmac
sobre el valor del parametro y es posible incorporar diofainacion al analisis.

Bayes y Laplace consideraron que la incertidumbre dehpeir®@ 6 podria ser modelada por
medio de una distribucion de probabilidagia la cual la llamaronlistribucion a priori (0
inicial). El enfoque Bayesiano incorpora dicha infornaercél analisis a través de la distribu-
cibna priori 11(0).

Una vez que el problema cuenta con estos dos elementos triautigon a priori y la vero-
similitud -, la inferencia se basa en la distribucion@eondicionada en, 711(8|x), a la cual
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llamamogdistribucion a posteriori( 0 posterior) y, utilizando el teorema de Bayes, esto es:

_ fx[8)m(6)
MOX) = T eyme)de’ (1.3)

De lo anterior, es posible observar que el termfirfgx|8)1(6)d6 es simplemente una cons-

tante de normalizacion, por lo que el teorema de Bayes psedescrito de manera mas
compacta de la siguiente manera:

r(6|x) O1(0;x)m(0), (1.4)

es decir1(6|x) es proporcional a la verosimilitud multiplicada por la diaticion a priori de
6.

Otro aspecto importante es que no seguiremos la conveusil de que las variables alea-
torias estan representadas por letras mayluscXiJgsla realizacion pok. Esto se debe a que

desde el punto de vista Bayesiano, siempre condicionammoeespecto al valor observado
X, y consideramos al parametficcomo la variable aleatoria.

En estadistica bayesiana se suele hacer uso indiscrimdedbusos de notacion, que, sin
embargo, resulta en textos mas compactos. En terminspreaisos, deberiamos escribir
fo(X|t) mip(t)
Ty x(t|X) = : (1.5)
" fremg Txia (X1t T (1)t

en lugar det(6|x) O 1(0;x)1(0). DondeMg denota el espacio parametral.

La aportacion principal de un modelo estadistico bayesés considerar una distribucion de
probabilidad en los parametros. En términos estadistiel Teorema de Bayes actualiza la
informacion def extrayendo informacion dé contenida en las observaciones

Mientras que las dificultades relacionadas con los métdeosaxima verosimilitud son prin-
cipalmente problemas de optimizacion (multiples modakjcion a la ecuacion de verosimi-
litud, entre otros) el enfoque bayesiano presenta en suriaeg@n problemas de integracion.

Los recursos de computo con los que se contaba hace 20 efingign que se conociera
cierto tipo de calculos explicitos, llamadas tamjugadas a priotiEstas son distribuciones
a priori para las cuales las correspondientes distribuciar@ssteriorison miembros de la
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misma familiaa priori original. La principal motivacion para usaiprioris conjugada®s su
facil manejo, ver Bernardo y Smith (1994), Capitulo 1 callas de conjugadas.

Cuando no se tienen distribuciones conjugadas, solorsenti€d; x)7(0), y uno tiene como
obstaculo la integracion de la posterior para enconéraphstante de normalizacion. Desde
hace mucho aios se ha buscado una solucion a dicho prgoliéeseducion que se ha imple-
mentado desde 1990 (alin cuando en lafisica estadiatgmgonocia desde los aios setentas)
es la simulacion de cadenas de Markov o Markov Chain Montl(n la siguiente seccion
se explican las técnicas de simulacion de Cadenas de Maréie conocidas.

1.2. Metodos de Simuladn de Cadenas de Markov

Los métodos que se consideran en esta seccion se basarsienulacion de cadenas de
Markov, cuya distribucion limite corresponde a la d®igion de interés, de la que se desea
simular en este caso, de la posterio|x) . En el caso de Inferencia Bayesiana, el objetivo es
simular una cadena que converja a una distribucion liigital a la distribucién posterior de
los parametros de interés. Sin embargo, un problema @sgue no se obtienen muestras
independientes, debido a la estructura markoviana de awidu.

1.2.1. El algoritmo de Metropolis - Hastings

El algoritmo de Metropolis - Hastings fue inicialmente desado por Metropolis para el
calculo de las propiedades de sustancias quimicas emel@?1950. La formulacibn ma-
tematica en el ambito estadistico se debe a Hastingseiase afios después. Dicho método
tiene una variedad de aplicaciones en la fisica matemgtén la reconstruccion de image-
nes. EI método fue publicado por Metropolis en su artiétdoations of state calculations
by fast computing machingsiblicado en el Journal of Chemical Physics, Metropoli$@)9

Antes de introducir de manera formal el algoritmo, definiosrio que es un Método Monte
Carlo de Cadenas de Markov.

Definicion 1 Un Método Monte Carlo de Cadenas de Markov o MCMC, para la simafac
de una distribudn f es cualquier @odo que produce una Cadena de Markovoeliga
(X®) cuya distribucbn estacionaria es f, y para la cual existe un algoritmo (efité) de
simulacbn.
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El principio general de los algoritmos MCMC es que dado uonicial arbitrariox©), la
cadena XV) se genera utilizando un kernel de transicion con distituestacionaria, di-
gamosf, la cual garantiza la convergencia en distribuciorfXi¢)) a f. Dado que la cadena
es ergodica, el valot? en principio no es importante.

El algoritmo de Metropolis-Hastings comienza con una itistiion objetivo (o de interés),
f(6) = m(0|x) O1(6;x)m(0) y una distribucion instrumental - |x).

La distribucion objetivo debe de satisfacer que el coeient

f(61)
f(62)’
es conocido para tod® , 6>. El algoritmo de Metropolis - Hastings asociado con la thetr

cion objetivo y la densidad condiciongiproduce una Cadena de Mark(ﬁ'“)) a traves de
la siguiente secuencia:

Algoritmo 1 Metropolis - Hastings.

- Se inicializa con un valor iniciad(©.

[

. Se considera una densidad|8'~Y) de la cual se generg.

w N

. Se evalla la probabilidad:

- ' g1
a (81, q) = mm{l, n(’;g@ﬁg?(b(ifl)\)qq) }

N

. Se aceptap con probabilidady. Si @ es aceptado entoncé&$!) = @ de otra forma
gli) = gli-1),

5: Continuar con 2.

La distribuciong se conoce como la distribucion instrumental (o propugstaprobabilidad
a(6U-V, @) es la probabilidad de aceptacion de Metropolis-Hastiblgscaso particular
importante, es cuandg{8, @) = q(@, 6), obteniéndose:

a8l @)= min{l,%}. (1.6)

El caso anterior se presenta cuar@aee genera a partir de una distribucion simétrica en
6li-1. Este algoritmo siempre acepta valogggal que el cocientar(@)/q(@|0U—Y) se
incrementa, comparado con el valor premi@!i—b) /q(6U0-1|q).
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La probabilidada (81— @) esta definida solo cuanddg8—Y) > 0, sin embargo la cade-
na comienza con un valor iniciél® tal quer(8©)) > 0, y m(8~V)) > 0 para todd € N
puesto que valores dg, tal quer(@) = 0 conducen ar(8U~Y, @) = 0 y son rechazados
por el algoritmo.

Observamos que el algoritmo anterior se encuentra defirade fodarr y g, y no hemos
puesto restriccion alguna a éstas. Sin embargo, es mEcasponer condiciones minimas
pararry la distribucion condicionad, con el objeto de qua sea la distribucion limite de la
cadeng 8M).

Asumamos que el soporte @, &, es un soporte conexo, puesto que uno no conexo invali-
da el algoritmo; se procede a encontrar un componente coneastrar que los diferentes

componentes conexos deestan ligados por el kernel del algoritmo de Metropolistiheys.

El soporte detes un subconjunto de &-algebraz, es:

supp(m ={AecZ|m(x) >0, xe A}. 1.7)

Si el soportes” esta truncado pag, esto es que existe uacC & tal que

/n(@)d9>0 y /q((p|9)d(p:O, VO e &,
A A

entonces el algoritmo no tieneracomo una distribucion limite, puesto q8&) ¢ A, y la
cadena nunca visitard De manera que la condicibn minima necesaria es que:

U supp d-/6) > supp T (1.8)

6 € supp
Para ver quer es la distribucion estacionaria de la cadena de Metropbl&stings, examina-
remos el kernel de manera detallada y mostraremos queasatisks ecuaciones que balance
detallado:

m(0)K(¢,0) = m(@)K(6,9). (1.9)

Teorema 1 Robert y Casella (20045ea(6") la cadena producida por el algoritmo de
Metropolis - Hastings, para cada distrub@ei condicional g cuyo suporte incluyg

1Se dice que una funcion tiene soporte conexo si la adherdeticonjunto donde no es nula conforma un
conjunto cerrado y acotado.
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s El kernel de transidn de la cadena satisface las ecuaciones de balance detattaal
nty la cadena es reversible.

» 77€es la distribucbn estacionaria de la cadena.

Demostracbn. El kernel de transicion asociado al algoritmo de Metrapollastings es:

K(8,9) =a(6,9)a(¢|0) +(1-r(8))%(¢), (1.10)
donder(0) = [a(0,9)q(¢|0)de, a(6, ) es la probabilidad de aceptaciordy(¢) denota
la Delta de Dirac e, de manera que se verifica que:

a(6,9)q(¢|8)m(6) = a(e,0)q(6|p)m(e) (1.11)
(1-r(6))0(@)1(0) = (L —r(9))dp(0) TT(®) (1.12)

que establecen el balance detallado para la cadena de Ml&rodastings. |}

La demostracion de que es la distribucion estacionaria de la cadena se sigue de¢ifa
2.

Hemos visto que el disefio de la cadena depende de la dtnbimstrumental que se utili-
ce. La distribucion instrumental define entonces un kedeatansiciork (60, @), esto es, la
probabilidad (o densidad) de pasar@la @y K(6,A) es la medida de probabilidad de pasar
de 6 a un medible A.

Teorema 2 Robert y Casella (20045i K cumple con balance detallado con respectm, a
entoncegr es una densidad invariante de la cadena (y la cadena es ibl&xs

Demostracbn.
K(o, B)n(fp)dfp://BK(fp,G)n(fp)defp
://BK(G,(p)n(G)de(p

:/B/K(G,(p)d(pn(e)de

:/mmw
B
= 1(B)
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1.2.2. EIl Muestreador de Gibbs

El nombre del Muestreador de Gibb$sitbbs Samplingroviene de un articulo historico de
Geman y Geman (1984), quienes por primera vez aplicaron esiveador de Gibbs a un
campo aleatorio de Gibbs. EI muestreador de Gibbs es un easoupar del algoritmo de
Metropolis - Hastings.

El trabajo de Geman y Geman (1984) persuadio a Gelfand yhSip#90) a escribir un
articulo que provoco interés en los métodos bayesjamoaspecial en el computo estadistico
bayesiano. Cabe mencionar que Tanner y Wong (1987), y BeS€didfgrd (1989), habian
propuesto soluciones similares, pero no recibieron la missapuesta de la comunidad es-
tadistica.

El muestreador de Gibbs Sistemtico

Supongas®= (6y,..., 68p), un vector aleatorio, cop > 1, las8’s son componentes unidi-
mensionales. Ademas, supongamos que podemos simula aiaspondientes densidades
condicionalesw, ..., T, esto es, podemos simular de

9, ~ m(@.\@l,ez,...,9,,1,9.“,...,9'0), (1.13)

parai = 1,2,...,p. El algoritmo de Gibbs asociado a la transicion@g a 6+ es el
siguiente:

Algoritmo 2 Muestreador de Gibbs Sistematico.

1: Se considera el iterado inicial® = (6.2 ..., 6)”)
2: Se actualiza el j-ésimo iterado generando:

ol ~ m(ey)6l ... 65 7) (1.14)
ol ~ m(e,/0l) oY . g~ (1.15)
(1.16)

6y ~ 6,6\, ....010 (1.17)

3: Iral paso 2 e iterar hasta convergencia.
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donde las densidadeg 6,|0_;) son llamadas las condicionales totales, y una caradterist
particular de este algoritmo es que éstas son las Unicesdadeles utilizadas para la simula-

cion.

g(t+3)

g(t+2

A
e a

61

Figura 1.1: Representacion grafica del Gibbs Sistematico para ellmdsmensional

El muestreador de Gibbs Aleatorio

El muestreador de Gibbs aleatorio elige de manera alea&ortada paso la secuencia en la
cual lap-ésima componente d&, ..., 6y, (el vector aleatorig dimensional) es visitada.

Seal = {ay,...,ap} el conjunto de probabilidades de visitar cierto compongnésimase
que O< aj < 1l paratoda=1,2,...,py 5 a; = 1. El algoritmo del muestreador de Gibbs
Aleatorio se resume de la siguiente manera:
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Algoritmo 3 Muestreador de Gibbs Aleatorio.

1: Se considera un valor inici@® = (6.?,...,65").

2. En lai-ésima iteracion:
» Aleatoriamente elijg € {1,..., p} con probabilidady;
t t—1
. Genereej() ~ n(ej\eﬁj ))

3: Ir al paso 2 hasta convergencia.

1.2.3. Gibbs Direccional

El algoritmo Gibbs Direccional es un caso especial del Atgar de Metropolis-Hastings,
fue propuesto de manera independiente por Boneh y Gola®)3103mith (1980) para ge-
nerar puntos uniformemente distribuidos sobre regionetadas. Smith lo llama como un
algoritmo de mezcla, y prueba la convergencia en Smith (1984

En el contexto de estadistica Bayesiana, Berger y Cher8j188izan dicho algoritmo para
simular de una distribucion multinomial con parametrostados. Sin embargo, puede en-
contrarse en la literatura un sinfin de aplicaciones de datdnaritmo, desde la estimacion de
la matriz de covarianzas hasta el analisis de coeficientesoglelos de regresion.

Algoritmo 4 Gibbs Direccional

1: Supéngase que el estado iniciél.
2. Seleccione una direcci@) con||eV|| = 1.
3: Simular una v.aV) de:

f(r) O m(x® +rOeb),

4: Actualizarx®) = xt - r®glt),

Kauffman y Smith (1998) desarrollaron una direccion @gtipara el algoritmo, y demos-
traron gque existe una Gnica distribucion 6ptima de di@wes (en el sentido de que la tasa
de convergencia es geométrica con la norma del supremadpar 1T con soporte compacto.

En casos mas generales, uno puede usar un grupo de traasiones para los posibles mo-
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vimientos, siempre y cuando los movimientos preserven uiagbilidad invariante.

El algoritmo de Kauffman y Smith (1998) se comporta como ekbtreador de Gibbs Alea-
torio y permite explorar la direccion escogida. Tienderaliécuando la distribucion obje-
tivo es multimodal. Con respecto a aplicaciones de esteaittgnen estadistica Bayesiana,
Berger (1985) considera que este método es particulaentgihtuandod tiene un espacio
paramétrico fuertemente acotado.

1.2.4. Propiedades de Convergencia

Uno de los problemas fundamentales de los algoritmos de M@M@eterminar la conver-
gencia de los mismos, asi como seleccionar un nUumerordeit@es idoneas. Tebricamente,
el valor inicial es irrelevante, ya que tanto el Gibbs Sangpiomo el algoritmo de Metropo-
lis - Hastings convergen con cualquier valor inicial. Sinbango, existen problemas en los
que es importante partir de un valor inicial adecuado pai@gi@ar una convergencia rapida.

En el caso del algoritmo de Metropolis - Hastings, la veladidie convergencia depende
fuertemente de la eleccion de la distribucion instrurakent

En el caso de Gibbs Sampling, la velocidad de convergenpi@ndie del problema. Una re-
gla general que funciona, en muchos casos, es escribir atamptros usando bloques de
dimension alta para permitir que la cadena recorra efemeante el espacio muestral.

Para poder determinar la convergencia, la prueba masetath exploracion grafica de las
componentes del vector de parametros. Se considera gagdaaha alcanzado el equilibrio
cuando se estabiliza alrededor de un valor. Es importargirex varias trayectorias con
diferentes valores iniciales.
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1.3. Analisis de Problemas Inversos Lineales

Los problemas inversos pueden aplicarse de diferentesrasardesde problemas relacio-
nados con la biomedicina hasta dinamica de fluidos. En gstelé problemas el objetivo
principal es estimar parametros de interés, dado losapte estan relacionados de manera
indirecta a los parametros. Supongamos que los datosvaloesd depende de una(des-
conocida), a través de un proceso de medicion y querencapeear a ded. En términos
matematicos, representamos el proceso de medicion pofannilia de modelos parametri-
zados porx, donde todos los parametros necesarios estan contesidgsncluyendo los
parametros de ruido.

Un ejemplo de problema inverso es la tomografia axial caarjaada: uno desea reconstruir
imagenes del cuerpo a través de mediciones realizadaayms X. Sin embargo, pequefas
cantidades deuido en los datos nos llevan a estimaciones errbneas de los\ptcs. Este
fendbmeno se conoce conilbposednessy muchas técnicas matematicas conocidas como
regularizacbn se han desarrollado con el objetivo de tratar de entendenétieno.

1.3.1. Teoia de Reguralizacon

Para explicar la idea basica de la regularizacion, censidos un problema lineal inverso de
la formaAx =y, los valores de algunos parametros del modelo pueden saridbs de los
datos observados. Sg# y /% espacios de Hilbeftseparables de dimension finita o infinita
y seaA : 71 — 5 un operador compacto. Estamos interesados en encordra#i que
satisface la siguiente ecuacion:

AX=Y, (1.18)

dondey € % es conocido. Esta ecuacion se conoce como la ecuaciéredieolmde primer
orden. Para esta ecuacion la solucién

2Decimos queX es un espacio de Hilbert si es un espacio vectorial con ptodhierno completo. Es decir,
si d es la métrica inducida por la norma #n inducida a su vez por el producto interno, enton¢ésl) es
completo. SX es un espacio con producto interno, escribiremos el produotetrno dex,y € X como(x,y), y la
norma inducida comgx||. Entre las propiedades que satisface la norma inducidacseeina la identidad del
paralelogramo. Sirven para clarificar y para generalizeoetepto de series de Fourier, ciertas transformaciones
lineales tales como la transformacion de Fourier.
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= existes y € RangdA),
= es Unica= Ker(A) = {0}.

Ambas condiciones deben satisfacerse para garantizamiceasolucion. Desde el punto de
vista practico, existe un obstaculo para resolver 1.1&ndo se tiene un problema inverso
lineal discreto que describa a un sistema lingglx son vectores, donde el vectorepresenta
datos medidos, generalmente contaminados por un error édecian), y en lugar de tener
Ax=y, tenemos:

AX= Y. (1.19)

Se sabe que aunque la inversaidexista, es decir si se tiene un operador compacto que man-
da conjuntos acotados dkeen conjuntos precompactos ¥eparaX,Y espacios normados,
ésta no puede ser continua a menos que los espadigs#2 sean finito dimensionales, de
manera que pequeios errores/@ausan errores en el tamafo arbitraricde

La idea basica de los métodos de regularizacion es quegande resolver de manera exacta
la ecuaciorAx =y, uno busca encontrar un problema parecido que tiene salUaica y que
es robusto en el sentido que pequefios errores en los daadsatan en la solucion, Kaipo y
Somersalo (2004).

1.3.2. Teoia Estadstica de Inversibn Bayesiana

La esencia de los métodos de inversion estadistica eplainteamiento del problema como
un problema de inferencia. Contamos de manera directa eidades observables y no ob-
servables. El objetivo de la teoria de inversion estmdi®s extraer informacion y evaluar
la incertidumbre basada tanto en el conocimiento sobreoekego de medicion como en la
informacion y modelos de variables desconocidas que e&ponibles antes de la medicion.

El enfoque de Inversion Bayesiano se basa en los siguipntespios:
» Las variables incluidas en el modelo se modelan como vasalbleatorias.

= La aleatoriedad describe nuestro grado de informaci@tivala sus realizaciones.

= El grado de informacion relativa a estos valores se cueattfon una distribucion de
probabilidad.
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= La solucion del problema inverso es la distribucion debphilidad a posteriori.

El Gltimo punto lo hace de interés particular, puesto Juenque estadistico Bayesiano es
diferente al tradicional discutido en la literatura, usidgproblemas inversos. Puede consul-
tarse mas en Vogel (2002).

Los métodos de regularizacion producen estimacionetiplas de las incognitas, mientras
gue los métodos bayesianos, producen una distribucitaaeal se pueden obtener estima-
ciones.

En el enfoque tradicional de problemas inversos, tipicaenescribimos el modelo de la
forma:

y=f(xe), (1.20)

dondef : R" x Rk — R™ es la funcion del modelo g € R es el vector que contiene los
parametros coruido. En problemas inversos, los parametros son vistos conmeVes alea-
torias, de manera que la ecuacion 1.20 se escribe como:

Y = f(X,E). (1.21)
A este se le conoce conforward mappingexacto. Sin embargo en ocasiones se tiene una
aproximacion a la ecuacion anterior por lo que en lugaederly = f(X,E) se tiene

Y ~ f(X,E). (1.22)

Y a este se le conoce commrward mappingaproximado.

1.3.3. Ejemplos

En muchas situaciones, las cantidades que se desean deteson diferentes a las que me-
dimos, si los datos medidos dependen, de alguna maneras dariadades que queremos,
entonces los datos contienen informacion sobre dicha&ledes. A partir de los datos que
hemos medido, el problema inverso consiste en tratar dastgodr dichas cantidades.
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A continuacion se muestran algunos ejemplos de los prasenversos mas frecuentes en
la literatura:

Red Eléctrica.

Consideremos el problema de recuperar el valor para cadderesa en una red cuadrada
de resistoregN x N) a partir de mediciones con ruido realizadas en la fronterka ded.
En Christen y Fox (2005) los autores modelan el voltaje yutafcel forward map exacto y
aproximado.

Figura 1.2: Red de resistores para el ca$e- 4. Se puede observar el nodo de entrada y la direccion
del flujo. Las mediciones son hechas en la frontera de dicha re

Tomografia Axial Computarizada.

Dado un paciente, queremos obtener cortes transversalesedpo y obtener imagenes de
dichos cortes. Es sabido que los rayos X cruzan de manetalgamuerpo y que la opacidad
de diversas estructuras internas (huesos, 6rganosyati@a), de modo que una imagen del
coeficiente de variacion en el cuerpo nos dara una imagelithas estructuras. Sin embar-
go, las Unicas mediciones que uno puede realizar es mabstacion total a lo largo de las
lineas a través del cuerpo. Dada una coleccion de lagraiés de linea (los datos), deseamos
reconstruir la absorcion en funcion de la posicion eruerpo (la imagen).
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Iméagenes Radio Astrodmicas.

Cuando los astronomos hacen uso de un interferofetrain radiotelescopio, resulta que
las mediciones no corresponde a la distribucion de lagdsen el cielo (Ilamada la funcién

de brillo), sino de la transformada de Fourier del brillocelo. No es posible medir toda la

transformada de Fourier, por lo que se toma una muestra densfdrmada en un conjunto

de curvas irregulares en el espacio de Fourier. De estos,datpregunta natural es ¢como
es posible reconstruir la distribucion deseada?

Es posible encontrar mas ejemplos de problemas inverstss|#earatura, estos solo cons-
tituyen una pequefia muestra de un sinfin de ejemplos, sersugpnsultar las notas del
curso de ELEC 404: Imaging and Inference, que pueden canselkn la siguiente direccion:
http://elec.physics.otago.ac.nz/w/images/c/cb/EL&EZhapterl.pdf, impartido por Colin
Fox en la universidad de Otago en Nueva Zelanda.

3Instrumento que emplea la interferencia de las ondas dedamedir con gran precision longitudes de
onda de la luz misma.



Capitulo 2

Gibbs Direccional Optimo

En este segundo capitulo se implementa el Gibbs Diredcidptimo. Primero comenza-
remos construyendo una cadena de Markov mediante el agof&ibbs. Posteriormente
mostraremos como el Gibbs Direccio@ﬂ)timo generaliza esta idea muestreando a lo largo
de una direccion, y utilizaremos la divergencia de Kulkbheibler para encontrar mejores
direcciones en el algoritmo de Gibbs que minimicen dichardiencia. Finalmente, daremos
los detalles de la implementacion en Python de dicho ahgori

Este capitulo esta basado en el criterio de optimalidadyssto en el reporte de Christen y
Fox (2011).

2.1. Divergencia Kullback-Leibler

Sear(x) la distribucion objetivo de interés. Séae R" una variable aleatoria con densi-
dad m(x). El Gibbs sampling es un algoritmo MCMC que simula a partiteddistribucion
condicional, como se menciono en el Capitulo 1.

fyix_; (i[x=i) O 1(x), (2.1)

donde la notacion_; = (vy,...,Vi_1,Vi+1,...,Vn) representa el vectgn — 1) dimensional
creador a partir de eliminar la entraiddel n-esimo vectov. La ecuacion anterior, representa
las distribuciones condicionales totales.

Usando 2.1, es posible crear una cadena de MaxkbyX(@ ..., considerando el siguiente
kernel de transicion

17
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Ki (x(t),x(t“)) = fxix., ()(i(t+1)|x(2> i (x(ffrl) = x@) . (2.2)

Dondel representa a la funcion indicadora. Esto es, el i-ésimnédtecambia en la i-ési-
ma coordenada simulando de las distribuciones condi@srtatalesfy, x | (|x(_t?) En el
muestreador de Gibbs aleatorio, un kernel de transiciompteto se define como

K(x,y) = _Zicin (X,¥), (2.3)

n
paraw ZOchq =1.
i=1

El Gibbs Sampling direccional generaliza esta idea esndgieina direcciore € R" con
el = 1, donde ||| representa la norma euclideana de= (ei,...,e,) dada por

n
el = <z |a|2> y muestreando de la distribucion condicional a lo largo oéal di-
I

reccion. Esto es

X = xU 4 re, (2.4)

donder € Ry tiene distribucion proporcionala(xt) +-re). El kernel de transicion satisface
las ecuaciones de balance detallado con respeattdaumiendorr-irreducibilidad la cadena
de Markov tiene atr como distribucion ergodica.

La pregunta natural hasta este punto es ¢,como aldgirque optimice la convergencia de
la Cadena de Markov? Una vez que se tenga irreducibilidadgueier cadena tendra como
distribucion ergodica ar, pero el rendimiento dependera de qué tan dependienteé@o/

X 1) Una medida de dependencia es utilizar la informacion menireX eY (1(X,Y)),
que mide la divergencia de Kullback-Leibler entre el modedajunto fx y y el alterno
(independenciafx fy. Por las propiedades de la divergencia de Kullback-Leibler0 <
XD 1 X1 ademas es siempre positiva (puede probarse usando ¢ridessid de Jensen)
y no es simétrica (por lo que no se trata de una distancia).

Ahora, si nos fijamos en la informacion mutua entte™ X ® :
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f o (X(t+1) : X(t))

(t+1) x
| X (1), t //f X+ ®)] X, dx® gx®+D)
(t+1), , X ) 0g fx(t+1) (X(t+1)) fX(U (X(t)) X X
(2.5)
Asumiendo queXt) ~ 1T observamos que
e (X490) () (50,1048, 29

y que fq) (x(”l)) = n(x(t)), de manera que la informacion mutua se puede escribir de la
siguiente manera

m(x)K(x,y)
(e 2x0) = [ [n0 08 ) Y (2.7)
K(x,Y)
_// K (x,y)log ) dydx. (2.8)

Lo ideal sera elegir las direcciones para las cualéx(t“),x(‘)) se minimiza ya que
I(XTD XUy >0yl =0 X1 XY, Encontrar direcciones para las cuales se mi-
nimicel nos proporcionara un criterio de optimizacion para etreomejores direcciones en
Gibbs Sampling.

2.2. Caso Normal

Asumiremost normal multivariada, y nos permitira calculdX 1), XV): consideremos la
dimensibrbaja, de manera que tenemos la descomposicion espectral d&iadegorecision
(inversa de la matriz de varianzas y covarianzasy. MNV(u,A). Dada una direcciog, la
cadena se mueve #€!) = x a

Y = XD = xO 4 re (2.9)

donde la longitudr € R tiene distribucibn g proporcional aT(x(t) +re), esto es
g(r) Dexp{—3(v+re)’A(v+re)} conv=x— L.

Observamos que:
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g(r)O exp{—%(v-l— re)A(v+re)}
:exp{—%(v’—i-e'r)A(v-l— re)}

O exp{—%(rze'Ae-i- 2rdAv)}

:exp{—}e(Ae( +2r%)}
Dexp{——e(Ae( j’:’)}

Lo anterior corresponde al kernel de una distribucion rabrny consecuentemente
r~ N(—g—ﬁ‘é,e’Ae) y €Ae es la matriz de precision. Haciende= g el i-ésimo vector base
estandar, se obtiere~ N(1; — aii‘l(v’v— (% — Hi)z),aii), gue corresponden a las distribucio-
nes condicionales totales de una distribucion Normal Mariada, con entrada las cuales
son precisamente las que usaremos para simular en el algaté Gibbs tradicional.

A partir de lo anterior, el kernel de transicion corresgentk a la direcciore se escribe
como:

1 2
Ke(x,y):<e;—'j;e) exp{—e(TAe<e’(y )+%) }H(y:x+e((y—x)e). (2.10)

Note quey —x =rey e€ = 1,r = €(y — x) por lo quey esta restringida por la linea
y =X+ €(y—x)e, y de ahi la funcion indicadora en (2.10).

Calculamos la informacion mutua en la ecuacion (2.8)adadlirecciore. Note que:

dhe e %
oy (F) exp{ (¢ -0+ ek

mY) ez P2y — KA — W)}

1
dAe) 2 gA gA 2 1 /
<2ne‘) (2n>”/2|A|1/zexp{—Te (e((y_x>+e’—A\é) TV A(y_“)}

1

€Ae\?2 2 12 €Ae €Av, 1 ,
<2n) A exp{—T(e‘(y—X)+g—Ae) +§(y—u>A(y—u>}

3
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Tomando el logaritmo tenemos

Ke (X, Y) n- _ =
log ) 5 Iog(2n) Iog(\A|) (e(Ae)
2
——e/,fe (é<y )+—§ﬁ‘;) +%<y—u)’A<y—u)-

Haciendo C; = "Stlog(2m) — 3log(JAl), Qi(exy) = €Ae(é(y — x) + G2 y
Qa(y) = (y— 1u)'A(y — u), la informacion mutua se escribe como:

(X XYy =Cp + 2 log(e(Ae)——(Ql(eXy) Qa(Y))- (2.12)

De lo anterior

[ 100 25 ety = [ KetxyCut [ 5elxy)log(eine

— [ SKeley)@Qulex )+ [ SKelxY)Qav)
=C1+ % log(€/Ae) — % + % / Q2(Y)Ke(X,y)dy.

Puesto quef Ke(X,y)dy = 1y [Ke(X,y)(Qi(eX,y)) = 1, esto se observa regresando a la
transformacion en

[ ety Qulexy)) = [Key rets =2+ + SRy
= /e(Ae 2ge(r)dr
_/dAe +2r@+ (iﬁ\é) )ge(r)dr

— (e’Ae)/rzge(r)dr+2(e(Av)/rge( r)dr -+ (€Ae) (Zﬁv> /ge(r)dr

— (€ne) (g + (S0~ 2em) (SRY) + (ene) (S

1. (e/Av) _2(e’Av) N (€Av)?

€Ae €Ae €Ae
B (€AV)?  _(€dAv)?
=12 e % ehe

=1
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por lo que[ Ke(X,Y)(Q1i(e X, y)) =1y (2.12) se reescribe como:

/ lo
Sin embargo,/ Q2(y)Ke(X,y)dy se calcula regresando a la transformacionreya que
[Qa(y)Ke(x,y)dy = [(re—v)’A(re—v)ge(r)dr, donde

Ke(X,y)dy =Cy + Iog(dAe)——+ / Qa(y)Ke(x,y)dy.

Y calculamos

| Qey)Kelxy)dy = [ (re=v)Alre—v)ge(r)dr
:/(e(r—v’)A(re—v)ge(r)dr
= /(rze(Ae—Z(v’Ae)r +V'AV)ge(r)dr

:e/Ae/rzge(r)dr—2(v’Ae)/rge(r)dr-|—(v’Av)/ge(r)dr
1 (VAe€dAv (VAe)eAV
:e(Ae{e’Ae+ (@he)? }_Zie’Ae +V'Av
(€Av)? 2(v’Ae)e(Av
(€ Ae) €Ae
V'Ae€Av
€Ae

=1+ +V'Av

—1-

+VAv.

Finalmente, observamos

V' Ae€Av

Ao +V/Av, (2.12)

/ Qa(y)Ke(x,y)dy =1—

por lo que
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/
/I g Ke(X,y)dy =C+ = Iog(e(A )_%vgefAv %V/AV. (2.13)

Ahora es necesario mtegrar con respectg@x). Observamos

/V’Avn(x)dx - / {(x— p)Ax— ) } T(x)dx
_ / {(X =)A= )} (x)dx
_ / {(XA— /A (x—p)} 7I(x)dx
- / {(XAX = 21 Ax+ ' Ap) } (x)dx
— [ {(XAx—2u'Ax-+ W AW)} T(X)dx
_ / (X AX) TI(X) dx — 21 A / XTI(X)dX + /Al

tr(AA™Y) + /Al — 20 Al + ' A

Mas aln, el valor esperado de una forma cuadrati€a ERz) = tr(RX) + y’Au dondeu y
> es el vector de medias y matriz de varianzas y covarianzas eriable aleatoria, res-
pectivamente.

HaciendoR = AjgeA y puesto que el valor dé(v) = 0, obtenemos

AedA 1 i
E(v e’AeV)_e’Aetr (Ae€AA™)
1
= gl (Ae€)

De manera que:

le(XED XOY = |g=Cy+n— % + Zlog(¢ Ae)

=Cy+ 5 Iog(e(Ae).
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ConCy, =Cy+ %(Zn— 1). Note que la informaciéon mutua no dependéde (ni, desde luego,
deX 1), sino sélo de la direccioa

2.2.1. Eligiendo un conjunto de direcciones

Necesitamos una distribucion pdrgue genere un Gibbs Sampling irreducible. De acuerdo
a lo anterior, la mejor direccion es la que minimlgéx(t“),x(t)). Sin embargo, no pode-
mos Unicamente elegir dicha direccion, porque la cadesidtante no sera irreducible y no
estaremos muestreando décirculariamos s6lo en una recta dentro del espacio delesy.

Si las direcciones tienen distribucitiie), y ésta tiene como soporte a la n- esfé, la
cadena resultante

K(x,y) = /Ke(x,y)h(e)de, (2.14)

es irreducible. Kaufman y Smith (1994) argumentan que lailbligcion de la direccion opti-
ma, en un sentido de convergencia geométrica es

h(e) O sup {/n(x—i-re)drnmi}. (2.15)

XeZ reR (X+re)

Sin embargo, esto solo se satisface para un soporte acatagerr. No podemos controlar
rj"

el termlnon(XHe)

para soportes no acotados. Por lo tanto, esto sugiereautilii direccion

h*(e) 0 sup {/n(x-l—re)dr}, (2.16)

XEZN reR

Primero calculamos I@ r1(x +re)dr, de lo cual se observa

/n(x+re)dr:/<(2|¢T|)n)l/zexp{—%(x—i-re—u)’A(x-l—re—u)}dr

_ (A 1/z/ex _ghe r2+2r@+V/AV dr
~\2nn P2 ghe | ehe

(2.17)

TA
Haciendok = exp _vTe}' Y multiplicando y diviendo pok para completar los cuadra-

dos se obtiene
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) e {_ ehe } { Z’,i;)z}dr
(e’Av }( |A|> / { < zﬁ\é)z}dr
/
(o) ()
ool (-5 o
? 1/2 1/2
el 1500 () ()
< ex { (e(AV)Z} (Zﬂ)_(”_l)/Z‘A|1/2
p

2 €Ae Ve e ’

El valor dek € (0,1] y al eliminarlo de la expresion original, obtenemos la geaidad.

/n(x+re)dr:<

NI NI

—
/‘E
N
:‘?E
S~
[EEN

De acuerdo a Christen y Fox (2010), lo anterior sugiere tomar

h*(e) O (¢Ae) 2. (2.18)

Se puede minimizde <x<t+1>,x<t>) maximizando exp—le(X Y X 1)1, porlo que de ele-

gir h*(e) O (¢Ae) /2 elegira direcciones col(X Y, X V) minima.

Para muestrear d€(e) basta observar que(e) O [ ri(u +re)dt O (€Ae) Y2y el maximo

se alcanza cuando= u. Si simulamosg, de unaMNV/(0,A) ~ 1 y tomamose = ng,

entonce® tiene densidad

D/r@(re)er (dAe)~1/? (2.19)

i.e.,e~h*.

2.3. Normal Truncada

Para simular de una distribucion normal multivariada sesiga practicamente muestrear de
la misma normal multivariada.
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Searr una distribucion Normal Mutivariada con matriz de premisfA y vector de medias
U= ( %, ey \/%) y soportex; > 0 todas las entradas son no negativas y la funcion objeti-
VO esT1(X).

Consideremos un muestreo aleatorio de Gibbs con distébut® direccione$®, con un
punto inicialX(?) = p, no es necesario usurn in time Esto debido a que el valor inicial se
encuentra dentro del soporte de la funcion objetivo. Gémemte, eburn in timese refiere

a tener que desechar algunas iteraciones antes de que e addance el equilibrio en un
algoritmo de MCMC.

Consideremos primero el problema de simular de una disiGbhuNormal Truncada univa-
riada, y soportéa, ).

PO = g) Lo (2.20)
dondeg(x) denota la funcion de densidad de la funcion normal con ayedi varianzag?.
En nuestro casa = 0. Un método conveniente para poder simular una v.a X de &20
utilizando el método de la transformada inversa. Esto es

x=—-o Hd(-a)u), (2.21)

dondeu ~ U0, 1] es una variable uniforme. Haciendo un poco de algebra poslebservar
que la formula anterior se puede escribir de la siguienteanza

x=-oYd(a) + (1- d(a)u). (2.22)

Sin embargo, la expresion anterior resulta ser menosaibkeshuméricamente, es decir los
errores debidos a las aproximaciones se atentan a medigiaeesl computo procede. El

método de la transformada inversa por si mismo producesinmalacion rapida, es por eso
que se implementa dicho método de simulacion. Puede karsaia Glasserman (2003) para
conocer mas sobre el orden de convergencia de dicho ahgorit

Para el caso multivariado, la generalizacion de la distitin normal multivariada puede dar-
se de la siguiente forma:
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Sea@(x, ) una densidad normatvariada, con vector de medigsy matriz de varianzas y
covarianza&. Esto es:

P(X, 4, %) = le‘zwexp{—%w—u)’zl(%u)}. (2.23)

Decimos queX tiene distribucion normal truncada multivariada si

P 11.%) = Wexp{—%(x—u)’z*(x—u)}HR<x>, (2.24)

(2m)

dondelR(-) es la funcion indicadora de. En el siguiente capitulo veremos la necesidad de
simular de una normal truncada que surge de manera natyseblelemas inversos lineales.

2.4. Implementacbn en Python

A principios de los afios 90 Guido van Rossum cred Pythorenguaje de programacion
multiparadigma. Esto es, mas que forzar a los programadoialoptar un estilo particu-
lar de programacion, permite varios estilos: programmaorientada a objetos, programacion
estructurada, programacion funcional y programaciéent&ada a aspectos. Es un lenguaje
interpretado - esta disefiado para ser ejecutado por rdedio intérprete - y es multiplata-
forma.

El paradigma de programacion orientado a objetos es udligana para la implementacion,
de una estructura que puede contener a la vez variablesoglasgbropios, y que dispone de
ciertas propiedades como la hereAgiael polimorfismo. En Python los objetos se definen a
partir de clases. Una clase crea un tipo de dato. Cuandog®aasna clase a una variable
esta no contiene un objeto sino una instancia de la clase.

Pyhton es ademas una poderosa herramienta para llevao séatabs de computo cientifico,
tales como analisis de datos, graficacion e implememtadg” algoritmos de MCMC, entre
otros. La mayoria de los programas que involucran calnulmérico son intensivos, y no
podemos contar con un programa lento a la hora de realizaucle b través de calculos
intensos.

LQuiere decir que una clase es de un tipo o subtipo de otra clase
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Python evita este problema mediante el uso de dos libd&amadas NumPy y Scipy. NumPy
ofrece funciones eficientes para el almacenamiento y miacipn de matrices numeri-
cas. Mientras que Scipy proporciona un mayor nivel de furadidad, como la integracion
numeérica.

Python, junto con Scipy y NumPy, proporciona un sistema egacidad numeérica similar a
Matlab. La libreria Matplotlib permite al programador gear graficos similares a los que se
pueden hacer en Matlab. Puede consultarse la pagina aficRyhton y su creador:
http://mwww.python.orgtguido/.



Capitulo 3

Problemas Inversos Lineales y Gibbs
Direccional Optimo

En este tercer capitulo veremos la motivacion de utilearferencia bayesiana en problemas
inversos lineales, la motivacion de trabajar en probleimarsos lineales surge a partir de
un modelo de metabolismo del higado en un estado estaicioRara ello nos basaremos en
el articulo de Calvetti, Kuceyesky y Somersalo (2008),d#ose plantea un analisis de dicho
modelo utilizando algoritmos de MCMC.

Finalmente, resolveremos este problema que surge esiarBdiproblemas inversos lineales,
mediante un enfoque bayesiano. Una vez resuelto el problmmaideramos la simulacion

de una distribucion normal truncada, donde simulamos améeliGibbs Direccion&ptimo,

con direcciones simuladas #i&. Daremos una comparacion en el caso de varias dimensio-
nesn=2,3,5,10,15,20, y en cada caso compararemos con el algoritmo de Gibbsli8gmp
Random Scan Gibbs y direccionesite

3.1. Modelo para el metabolismo hegtico en estado esta-
cionario

A fin de que los modelos matematicos del metabolismo delddguedan utilizarse como
experimentodn vivo, es necesario que capturen ciertas caracteristicasassriel sistema
biologico, para que sean computacionalmente implemigabichas caracteristicas depen-
den del sistema biolégico que se este modelando. El desaifinputacional de los modelos

29
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espacialmente distribuidbes que involucran un nimero muy grande de parametroslipor e
se requiere de técnicas de computo intensivo.

El higado, como 6rgano regulador en funciones importadéeemetabolismo, juega un rol
central en todo el cuerpo. Su capacidad para utilizar o miodlucosa de acuerdo a las ne-
cesidades lo distinguen de otros 6rganos como el coraeboavebro. El interés de entender
el metabolismo hepatico se debe al aumento reciente de dastiabetes tipodlen el mun-
do, relacionada a los cambios alimenticios de la poblacion

El enfoque que presentan Calvetti y Somersalo (2009) earabliio analisis bayesiano de
flujo de balance (BFBA), el cual estima parametros tomandimenta su dependencia mutua.
Dicho analisis estima los parametros desconocidos randelos como variables aleatorias,
donde la aleatoriedad expresa nuestra incertidumbre kxsvalores.

Consideremos tener que estimar un vegtde parametros desconocidos. De manera que el
modelo lineal, para el modelo estacionario, se puede expdesmanera compacta en:

Ax=0 (3.1)

dondeA es conocida. Debido a la indeterminacion del sistema,peaés nulo deA no es
trivial. En lugar de forzar la solucion & en estar en el espacio nulo, asumimos que las
ecuaciones del modelo son conocidas y remplazamos (3.1) por

Ax=y con x>0. (3.2)

dondey es un vector aleatorio que modela las observaciones can erro

3.2. Posterior Normal Truncada

Partiendo de (3.2), ahora supongamos Aaxnx = Ymxt, puede ser visto como un proble-
ma lineal inverso, donde A es una matriz de dimengibnn conocida.

1Si el modelo tiene en cuenta de forma explicita el espastangs ante un modelo espacialmente distri-

buido.
2La diabetes tipo Il es una enfermedad metabolica caraatiipor altos niveles de glucosa en la sangre,

debido a una resistencia celular a las acciones de la imasalimbinada con una deficiente secrecion de insulina
por el pancreas.
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Supbdngase quglx ~ MV N(AXx 1) dondet = diag(%, . %) es conocida, y suponga a
1 m

priori X ~ MV NT(u, B) (hormal multivariada truncadaxa> 0) , dondeu y B al igual queA
son conocidas. Lo que necesitamos es calcular la distabyxsterior de x.

Por el teorema de Bayes, la distribucion posteriox/gees proporcional al producto de la
verosimilitud por la distribucion a priori,

Fy) O H(yIx) ().

Para una muestra de tamafpla verosimilitud se escribe como

m

1) 0 exp{ 23 06~ A Tl —Ax)}

y la distribucion a priori dex satisface

f(x) O exp{—%(x— 1B (x u>}

Calculando la distribucion posterior ay,

f(xly) O exp{ > E Ax)} exp{_%(x_ 1) B (x— H)} (3.3)
a exp{ 5 § A+ <x—u>’Bl<x—u>>} 34
0 exp{—garuim A (3 —AX)) + (x— )'Bx— u))} (35)

Observese que el termirlp (yi — Ax)(yi — Ax)’ se escribe como:
|

Vi —Y+Y—AX)(Yi —y+yY—Ax)

g —Ax)’

-Ms3s -M3

Vi =Y)(¥i =¥+ m(y— Ax)(y— Ax)".

Sustituyendo en (3.5), obtenemos
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f<x|y>mexp{ R (T 01— 91015 + 7~ A0 (7~ A1)+ () u))} 1% > 0)
0 exp{ 5 Ar(m(y— AXF- Ax)) + (x— )8 - ) 10> O
0 exp{ 5 7 A (T~ A + (- )8 Hx- 0} 05 > 0
0 exp{ 55 XA (Tm) (7 A+ (X~ )8 - ) {106 > 0)
Dexp{ %(%(B L A(mn)A)x—2(u'B~ 4y (mr)A)x+ Y (mr)y—+ u’Blu}I[(xi > 0)
1

0 exp{—§<<x u)' (BT 4 A (m)A) (X~ u*))}ﬂm >0),
el cual corresponde al kernel de una distribucion normdfivaniada truncada con matriz de

varianzas y covarianzas dada de la siguiente forma

> 1= (B 1+A (M)A (3.6)

y vector de mediag™* dado por

p* = (B4 A (m)A) (/B +y(mr)A) (3.7)

3.3. Direccionesf)ptimas y Experimentos

Consideramos diferentes dimensiomes 2,3,5,10,15,20, en cada caso se compara cada
una con el Gibbs sistematico, con una direccion aleat@i&ibbs (Gibbs Aleatorio) y con
direcciones simuladas del Gibbs Direcciomitimo.

Usando la descomposicion QR de una matrizn con entradas uniformes, uno obtiene una
matriz ortogonal aleatoriB que representa una base ortogonal de eigenvalores. Las eige
vectores déA, Aq,...,A, representan la precision en cada direccion del eigeoiwgcson
Ai=

La desviacion estandar en cada direccion principal es

sl

(3.8)
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cona > 0yA = P'AP dondeA = diag(A;). Estas representan desviaciones estandard decre-
cientes e incrementan inversamente conformerlese incrementan. Consideremos valores
dea = 0,5,10,20 que hacen las desviaciones estandares progresivamastmntrastantes.
Ver figura 3.2.

Para cada combinacion dey a calculamos el IAT (ver apéndice 1) de la cadena resultante,
gue nos da un indice de la eficiencia de la cadena simulada.

Correlaciones para n = 20 (Dimension)

1.0

02F T

0.0 !

Figura 3.1: Desviaciones estandares progresivamente mas contessta

La grafica (a) muestra el IAT ( Integrated Autocorrelatiomé ) dividido entre la dimension
de la distribucion normal multivariada de interés. LreeBh en azul corresponde al IAT para el
Gibbs Sistematico, la linea en verde corresponde al Gibdztorio y la linea en rojo corres-
ponde al Gibbs Direccionébptimo.

Las desviaciones estandar para la distribucion normafivatiada truncada se eligen con
o = 0 es decir, normales truncadas independientes. De la@afierior se observa que el
IAT dividido entre la dimension para direcciones de acaeatt* parece comportarse igual
que Gibbs tradicional. Mientras que el IAT para el Gibbs Bérenal Aleatorio se comporta
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Figura 3.2: IAT dividido entre la dimension de la distribucion nornmaiiltivariada truncada objetivo,

las desviaciones para la MN se eligen de acuerda &)0, (b)a =5, (c)a =10y (d)
a =20en (3.16).



3.3. DIRECCIONESOPTIMAS Y EXPERIMENTOS 35

mejor que estos dos Ultimos.

La grafica (b) muestra el IAT dividido entre la dimensionlaelistribucion normal multiva-
riada truncada, en este caso las desviaciones estandéa gestaibucion normal multivariada
se eligen corr = 10 es decir,

o =i"n. (3.9)

Es posible observar que en la grafica (b) que el IAT/n parcdiones ddé* se comporta
mejor que para Gibbs Aleatorio y el Gibbs Sistematico. &ibargo, al principio el IAT para
el Gibbs Aleatorio y el Gibbs Sistematico tienden a ser nmayde, y decrece conforme la
dimension de la funcion objetivo de interés (normal taote) aumenta, llegando en Gltima
instancia, a ser el IAT del Gibbs Aleatorio a ser menor qu&EHdel Gibbs Direcciona@pti-
mo. Durante toda la grafica se muestra que el IAT del Gibbsdbionaléptimo permanece
conlAT /n < 12, contrario con lo que sucede con AT /n del Gibbs Aleatorio y el Gibbs
Sistematico.

La grafica (c) muestra el IAT dividido entre la dimensionldelistribucion de interés. Las
desviaciones estandar para la distribucion normal naulida truncada se eligen para esta
grafica conor = 20 es decir,

g=in (3.10)

Se observa que ¢AT /n para direcciones de* presenta un mejor comportamiento que el
Gibbs Aleatorio y el Gibbs SistematicEstos dos @ltimos presentan problemas cuando la
dimension de la funcion objetivo es alta, en este casah@sion es mayor al orden de 20.

La grafica (d) muestra el IAT dividido entre la dimensionlaelistribucion normal multiva-
riada truncada. Observamos que el IAT/n para direccionés geesenta un mejor compor-
tamiento que el Gibbs Aleatorio y el Gibbs Sistematicogahi que la grafica anterior.

De las graficas anteriores es posible observar que el Gildatokio y Gibbs Sistematico
tienen un peor desempeio conformeddsincrementan, mientras que el Gibbs Direccional
Optimo satisface QUEAT /n < 12,
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Observese gue para este caso, el Gibbs Direccrbpamo se puede ver como una cami-
nata aleatoria, los IAT resultantes se acercan al optiicte para una caminata aleatoria
escalada optima como se explica en Roberts y Rosenthal(200



Discusbn y Conclusiones

Las técnicas que comprende MCMC son técnicas generalassa ha revolucionado por
completo a la estadistica bayesiana. Actualmente erassdiaseé manejan modelos muy com-
plejos en donde las distribuciones no son convencionales neeesario utilizar métodos
eficientes para simular de ellos.

Por ello existe la necesidad de desarrollar técnicas efesepara simular de dichas distri-

buciones. El Gibbs generalizado toma una direccion armteen el espacio sobre el cual se
simula y tratamos de responder a la pregunta de qué disiritbde direcciones seria la opti-

ma.

Hemos observado que la necesidad de simular de la distiilbbnormal truncada es frecuen-
te en la inferencia bayesiana, y es comun encontrar estel¢iglistribuciones en el area de
problemas inversos.

Una vez realizada la experimentacion, que se explica eaptuwo 3, y consideramos di-
ferentes dimensiones= 2,3,5,10,15,20, en cada caso se compara cada una con el Gibbs
Aleatorio, el Gibbs Sistematico y con direcciones simatadel Gibbs Direccion@ptimo.

De los resultado obtenidos es posible observar que el Gildaadkio y el Gibbs Sistematico
tienen un peor desempefo conforme la distribucion notraatada se vuelve mas correla-
cionaday satisface qUAT /n < 12,

Observe que para este caso, el Gibbs Direccié)pnimo se puede ver como una caminata
aleatoria, los IAT resultantes se acercan al dptimod¢egrara una caminata aleatoria escala-

da 6ptima como lo explican en Roberts y Rosenthal(2001).

En cuanto a la implementacion del algoritmo de simuladiénina variable normal truncada

37
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univariada, como se mencion6 en el trabajo corresponde ra@tado de la transformada
inversa, como trabajo a futuro se puede implementar undoétde simulacion mediante
un algoritmo de aceptacion y rechazo, y bien se pueden cambichos métodos para su
optimizacion. Como se mencion6 durante el trabajo, gatogramas fueron implementados
en Python, el cual representa una excelente opcion pataguto estadistico intensivo.



Anexo 1

En el presente anexo se definiran y explicaran de manerdreug el Integrated Autocorre-
lation Time (IAT).

AT

SeaXo=x9 X; =xb ... Xy = xN) una realizacion de una cadena de Markov homogeénea,
como resultado de algun algoritmo de MCMC que muestrea dedisiribucion objetivo
1(X). Recordemos que la varianza de una cantidad es una medidaialeilidad alrededor

de su media. De manera quest 1(x) y us = E[f(X)] entonces,

var(f) = E[f(X)? - i?

la cual mide la varianza dé en muestrag distribuidas comart(x). Considere la cantidad
fn (un estimador park|[f(X)]) y estamos interesados en conocer la variabilidad de muestr
estimador, esto es:

Var(fy)
Es sabido que pand suficientemente grande (por el Teorema del Limite Central)

~ A

fn ~ N(E(f),Var(fy)). (3.11)

Usualmente la ecuacion anterior se escribe como:

lim N(fx —E[f]) = N(0.C)

conC una constante positiva independientd\d&i la cadena de MarkoX (1)) fuera produ-

. : oo.o1 X :
cida por muestras totalmente independientefy ¥ N Z f(x(”)) entonces la varianza del
n=1

estimador fuera

39
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Var(fy) = Valil(”'

(3.12)

Sin embargo, por la naturaleza de la simulacion la cadeidacesrelacionada. Y veremos
que

TiVar(f)

Var(fy) = g

(3.13)

dondert; representa un numero utilizado para generar una cadenaadeW De la ecua-
cion 3.12 basta observar que la varianza decrece confoiyid dondeN es el nUmero de
muestras independientes. Mientras que para la ecuad@8na@yvarianza decrece conforme
a 11 /N. De manera que; representa el nUmero de muestras correlacionadas qeedfien
mismo efecto en la reduccion de la varianza que una muestepéndiente.

La covarianzgcoV f,g)) de dos cantidadef y g es una medida de su correlacion. Consi-
deremos{X (W}~ una secuencia dd variables aleatorias de una cadena de Markov con
distribucion ergodicar, y escribimos la funcion de covarianza (con retrglsen términos de
f(X) de la siguiente manera:

Cr1(8) = co(f (Xn), F(Xnys))
= E(f(X0) f (Xn+s) — HF

puesto que la cadena es homogénea y tiene distribuciéci@sariaCs ¢ (s) depende solo de
sy no den. Definimos una funcion de autocovarianza normalizada d@glaente manera:

prt(s) =Ct1(s)/Cr1(0)
=Cs1(s)/Var(f)

observamos qups¢(0) = 1 puesto que la cadena esta correlacionada consigo mispes, e
ramos ques ¢ (S) — 0 conformes — o . Asumiremos que para una secuencia de v.a suficien-
temente grand@s¢(s) ~ 0 cuandos > M. También asumiremos qu¢ >> M, de manera
que la primerax©), y la tltima muestra(N) practicamente no estan correlacionadas. Bajo el

supuesto d¥ar(fy) = Y20 ohservamos
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Var(ﬂ\|):E(I‘Aﬁ)—(E(fAN))2
1N ms 1 N n 1 g n 2
=F (Nn:1f<X( ))Nm=1f<X( ))> B (E (N nzlf(X( ))>)
1 N N
=55 Y E(f(Xn) T (%) —E(f2)
N & i

puesto que el valor dE(f(X,)) = E(f), independiente da, si la cadena es homogénea y
estacionaria. Para el caso en dqiec< N

2
2
2

™M
m
£
5
2

>S5
I

=
[
]
|

=

N—M
E(f(Xn)f(Xn)) +2 Z E(f(xn)f(x(n+s)))]
N—M

P4

Cr(0)+(E(F)*+2 5 Cff(s>+(E(f)>2]

s=1

>
|
[

de manera que:

A 1 N N—M
Var(fN)—W ZVar(f)+2 Ct(9)
n=1 S=
var(f) N M
~ 2 ) > |1+2 Pff(S)]
n=1 S=
_Var(f)ty
~ N
Sea
Tg = Tg() = ,\Ilim Tt. (3.14)
Si suponemos qugy converge, entonces
Tg:l+22pff(8). (3.15)
t=

El valor 174 recibe el nombre dmtegrated Autocorrelation Time (IAT). Es de interés desa-
rrollar algoritmos MCMC con un IAT pequefio, pues permitgnear de forma mas precisa
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la varianza, evitando generar muestras demasiado grandes.

El IAT nos indica el nUmero de simulaciones que debemosati@gcde nuestra muestra
MCMC para obtener una muestra pseudo independiente. Loi@ns®lo constituye una

breve introduccion al IAT, por lo que referimos al lectora@sultar Geyer (1992) para la
estimacion.
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