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Capitulo 1

Introduccion

La ecuacion de Hamilton-Jacobi aparece en diversas areas de las Matematicas,
en particular es una herramienta muy importante para el estudio de los Sis-
temas Lagrangianos y de la Teoria de Control en general. En el caso de
Lagrangianos convexos, Fathi, Mather y Mané han perfeccionado diversas
técnicas para comprender las soluciones de dicha ecuacién ([Fat97], [Fat98],
[Fat08], [FS04], [Mat91], [Man93], [Man97]). Estas técnicas pueden tra-
ducirse facilmente al caso discreto en donde, en lugar de un Lagrangiano, se
tiene una funcién V(x,y) de dos variables en el espacio de configuraciones.

El objetivo del presente trabajo es estudiar un sistema discreto que pre-
tende emular a un Lagrangiano convexo en unas variables y céncavo en otras.
Esto lleva a estudiar el comportamiento de las soluciones de una versiéon a
tiempo discreto de la ecuacion de Hamilton-Jacobi en un contexto minimax
de Teoria de Juegos. Las soluciones de este problema representan el pago
optimal que deberia de hacerse asintéticamente. Para esto se modela el com-
portamiento con tiempos cada vez més largos de los pagos en un juego de
dos jugadores con suma cero, en donde el nimero de jugadas alternadas en-
tre los jugadores converge a infinito. Un numero real, llamado valor critico,
juega un papel central en el trabajo; dicho ntimero es el promedio asintético
de la accién sobre trayectorias optimales. El problema de estudio de este
trabajo es la existencia y caracterizaciéon de soluciones de la ecuacion de
Hamilton-Jacobi correspondiente a este tipo de juegos. Uno de los aspectos
relevantes de las técnicas desarrolladas a lo largo del trabajo es que permiten
estudiar juegos a tiempo infinito sin utilizar factores de descuento o acciones
promedio.

Considérense M y N espacios métricos compactos, mismos que son los
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espacios de estados para los jugadores Jy; y Jy respectivamente y una funcion
P : M x N — R que es el pago de un juego estatico. La funcién P es la
cantidad que el jugador Jy; obtiene de Jy y viceversa, de esta manera el
jugador Jy, buscard maximizar el pago del juego P, mientras que el jugador
Jn pretendera minimizarlo. El valor inferior del pago de un juego estatico se
define por
L := sup inf P (w,z). (1.1)
weM 2EN

La cléasica desigualdad, en donde el lado derecho es el valor superior del

pago del juego,
ST = oy Pl

se interpreta como que el jugador que comienza el juego tiene desventaja, pues
el valor inferior del juego a la izquierda de la desigualdad modela el hecho
de que el jugador Jy; da un punto w € M, luego Jy escoge z* = z*(w) € N
para minimizar el pago y finalmente J,; escoge w* € M para maximizar. De
esta forma el jugador Jy; que pretende maximizar su ganancia obtiene un
valor del pago mas pequeno que, cuando al considerar el valor superior del
juego, el jugador Jy quien pretende minimizar el pago empieza a jugar, lo
cual se modela en la parte derecha de la desigualdad. Lo anterior se debe a
que al considerar el valor inferior del juego, el jugador Jy posee informacion
de la jugada que realiza .J,; inicialmente, lo cual le permite tomar una mejor
decisién.

Se observa en [FS06] que es posible expresar el valor (1.1) de la siguiente
manera

L = inf sup P (w,0 (w)),
0(w) weM

con 6 : M — N. Se dice que la funcion # es una estrategia para el jugador
Jn. El uso de este tipo de funciones serda muy importante a lo largo del
trabajo, en donde se definiran de forma mas general.

Considérese ahora el problema de un juego con horizonte finito a tiempo
n € Z*, en donde los jugadores Jy; y Jy alternan sus jugadas comenzando
en el estado inicial (zg,yy) y estableciendo con éstas las funciones de estado
o trayectorias determinadas por sucesiones finitas T (n) C M y 5(n) C N,
denotadas por T (n) := {xg, z1,...,2,} YU (n) :={yo, 1, - . -, Yn} TESpeECtiva-
mente. El estado del sistema depende de la eleccién que tomen los jugadores
para moverse del punto (z;,y;) al punto (z;11,y:41) y la condicién inicial
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(70,0), en donde ¢ = 0,1,...,n — 1. Para (z,y) € M x N, dendtese por

Sy (x,n) ={T(n) ={x;};_ : o =z},
SN (yan> = {g (n> - {yi}?:() Yo = y},

a los conjuntos de sucesiones finitas a tiempo n en M y N, con estados
iniciales x € M, y € N.

Para un punto (z,y) € M x Ny V: M x N x M x N — R una funcién
Lipschitz, se define la acciéon o costo al tiempo n por

n—1

A" (T (n),7(n)) = Z V (@is Yir Tik1, Yig1) -

=0

Dada una funcién continua g : M x N — R, se define el pago del juego
Py : Sy (z,n) x Sy (y,n) = R por

By (@ (n),7(n)) = g (n,yn) — A" (T (n),7 (n)).

En este caso el valor inferior del juego se puede obtener paso a paso,
comenzando en los estados iniciales. Considerando un punto x; € M, Jy
escoge y; para minimizar el pago, con y; = y; (x;) dependiendo de x; y los
puntos anteriores, y entonces el jugador Jj; escoge x; para maximizar el pago,
comenzando en el estado inicial (z,y) € M x N. En forma més precisa, el
valor inferior del pago del juego con horizonte finito a tiempo n con estado
inicial (z,y) € M x N, se define por

L (x,y):= sup inf sup inf --- sup inf P, (T (n),y(n)),
g(v.g) = sup inf sup inf - sup inf Fy (7(n), 7 (n))

con @ (n) ={z,zy,...,x,} € Sy (z,n) yy(n) ={y,y1,...,yn} € Sn (y,n).

En el presente trabajo se calculard de otra manera el valor inferior del
juego, extendiendo el concepto de estrategia del juego estatico a este caso,
definiendo estrategias progresivas (ver [BCD97], [ES84], [FS06]). La idea es
utilizar una herramienta que le permita al jugador Jy seleccionar un punto
y; conociendo las elecciones actual y pasadas del oponente, sin conocer las
elecciones futuras. Con este fin, se define una estrategia progresiva © (n) para
el jugador Jy como una funcién © (n) : Sy (z,n) — Sy (y,n) con la siguiente
propiedad: para cada m € Z tal que 0 < m < ny T(n),z(n) € Sy (x,n),
se cumple

2, =2,0<i<m=0(n)[T(n),=0(0n)zHn),,0<i<m,
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en donde O (n) [T (n)]; es el i—ésimo elemento en la sucesién © (n) [T (n)] €
Sy (y,n). Se denotard al conjunto de estrategias progresivas para el jugador
Jn como

En(z,y,n) :={O(n): Sy (z,n) — Sy (y,n) estrategia progresiva} .
Finalmente, el valor inferior del pago del juego se puede expresar como

L (,y) = dnt sup By (@(n), 0 (n) [T (n)]), (1.2)

con T(n) € Sy (z,n)y ©(n) € Ey(z,y,n). A esta funcién se le llamard
operador de Lax, cuyo comportamiento sera primordial para comprender el
desarrollo asistotico de los pagos del juego.

En el Capitulo 2 de este trabajo el objetivo es demostrar la existencia
de un punto fijo del operador de Lax. Esto se hara adaptando los métodos
desarrollados en el trabajo de Fathi (ver [Fat08]) de la Teoria Weak KAM,
ahora a un contexto minimax de Teoria de Juegos. Por lo que serd nece-
sario probar que el operador de Lax L", definido como en (1.2), satisface
algunas propiedades importantes: la propiedad de semigrupo también lla-
mada Principio de Programacién Dindmica (ver [BCD97], [ES84], [FS06]) vy
las propiedades de regularizacion, monotonia y contraccion débil.

SiC(M x N,R)={g: M x N — R continua}, se probard en particular
el siguiente resultado.

Teorema 1 Si M y N son espacios métricos compactos y V : M x N x
M x N — R es una funcion Lipschitz, entonces existe una funcion Lipschitz
u€ C (M x N,R) y una tnica constante c € R, tales que

LM = u 4+ nc.

Las funciones mencionadas en el resultado anterior se llamardan puntos
fijos del operador de Lax con constante c¢, esta tltima recibe el nombre de
valor critico. Estos puntos fijos seran soluciones de la siguiente ecuacién de
Hamilton-Jacobi a tiempo discreto asociada a V/,

sup inf {U (xlayl) - u(.fE,y) - V(x>y>371a3/1)} =C.
$1€My1€N

Ver [Gom05] para el caso a tiempo discreto en donde se busca minimizar.
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En el Capitulo 3 se considerard un juego con horizonte infinito lo cual
ayudara a mostrar una caracterizacién diferente del niimero ¢ del Teorema 1.
Para esto, se define la barrera inferior de Peierls h; de la siguiente manera,
dado un numero real k y el estado inicial (z,y) € M x N,

hy (x,y) := lim inf {sup inf A" (Z (n),0 (n) [T (n)])+ nk} ,
en donde T (n) € Sy (z,n) y ©(n) € Ev(z,y,n). Ver [CI99], [Conll],
[Fat08]. Es posible probar que existe un nimero ¢~ € R, tal que

¢ =inf{keR:h; =+oo} =sup{keR:h =—oco},

en donde el valor de h, no depende del punto (z,y) € M x N en donde se
evalie. El ntimero real ¢ del punto fijo del operador de Lax tiene con esto
una nueva interpretacion caracterizada por el siguiente resultado.

Teorema 2 Si M y N son espacios métricos compactos, V : M x N x M x
N — R es una funcion Lipschitz y (x,y) € M x N, entonces h__(x,y) € R
y ¢~ =c, con c el numero real en el Teorema 1.

Andlogamente se puede definir la barrera superior de Peierls h; como
hi (z,y) := limsup {sup l{lf) A" (T (n),0 (n) [T (n)]) + nk} :
n—00 O(n) TN

para la cual se pueden obtener resultados similares.
Tomando en consideracién que h; (x,y) € Ry hf(z,y) € R, para cual-
quier (z,y) € M x N, se probara que

sup
neZ*

nc + sup inf A" (T (n),0 (n) [ (n)])

< +00,
O(n) T(n)

y por lo tanto

—c = lim sup inf lA” (T (n),0 (n)[T(n)]).
n=00 g(pn) T(n) N
Ademas, utilizando una solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi, es
posible construir una estrategia 6ptima, de donde se obtienen a su vez suce-
siones optimales para ambos jugadores para todo tiempo. En particular se
demuestra el siguiente resultado.
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Teorema 3 Si M y N son espacios métricos compactos, V : M x N X
M x N — R es una funcion Lipschitz y (z,y) € M x N, entonces existen
sucesiones {x}}.2g C M y{yi}:2y C N tales que

sup |nc+ A" (Z" (n), " (n))| < +oo,

nez+
en donde T (n) := {z}}._, € Sm (z,n) yy* (n) :={y}_, € Sn (y,n), conc
el numero real en el Teorema 1.

De donde se desprende inmediatamente que

o= lim LA @ ()7 (n)).
n—oo N,

Las sucesiones obtenidas en el resultado anterior cumplen con el Princi-
pio de Optimalidad de Bellman, pues a partir de cada estado (z},y}) en la
trayectoria Optima, el resto sigue siendo éptima. La optimalidad de las de-
cisiones restantes a partir de (z7,y}) dependen precisamente de este ultimo
estado, el cual es producto de las decisiones previas.

En el Capitulo 4 del trabajo se mostrara otra caracterizacion de las solu-

ciones de la ecuacion de Hamilton-Jacobi.
Para g € C(M x N,R), k € Ry (z9,y0) € M x N, se dice que

1. g es k—supersolucién si existe 7y € M tal que

9 (@1,y1) — g (0, o) — V (20, Yo, T1, 41) > Fk,
para cualquier y; € N.

2. g es k—subsolucién si, para todo z; € M, existe y; = yi(z1) € N tal
que
g (Ib:/y\l) -9 (x()?y()) -V (ZE(), Yo, Il?@\l) S k.

Se dice que g es una k—solucion, si g es k—supersolucion y k—subsolucion
(ver [FS04]). Se vera que existe sélo un tipo de k—soluciones, las correspon-
dientes a k = ¢, el nimero real del Teorema 1. Estas soluciones se llamaran
soluciones criticas.

Se demostrara que las soluciones criticas son puntos fijos del operador de
Lax con constante c¢. Con lo que se obtiene otra caracterizacion de ¢, la cual
esta dada por el siguiente resultado.
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Teorema 4 Siu € C' (M x N,R) es un punto fijo del operador de Lax L™
con constante c € R, entonces

¢ =sup Sy (u) = inf Sp, (u).
En donde

Sy (u) == {k € R:u es k — supersolucién} ,
St (u) :={k € R:u es k —subsolucién} .

Finalmente se demostrard que —h,_ es una solucién critica y por tanto
punto fijo del operador de Lax, con constante c.



Capitulo 2

El operador de Lax

2.1 El Operador de Lax

Sean M y N espacios métricos compactos, V : M x N x M x N — R
una funcién Lipschitz y n € Z*. Se considerara un juego de suma cero de
dos jugadores Jy; v Jy con horizonte finito a tiempo n, en donde M y N
representan los espacios de estado y las sucesiones T (n) = {zg, 1, ..., 2, } C
My yn)={yo,y1,...,yn} C N determinaran las funciones o trayectorias
de estado del juego, respectivamente para los jugadores Jy; y Jy. La funcién
A" (T (n),y (n)) definida por
n—1

A" (T (n),y(n)) = Z V(&4 Yir Ti1, Yir1) -

=0

serd la accién o costo del juego a tiempo n. Si C' (M x N,R) es el conjunto de
las funciones de valores reales definidas en M x N, para g € C (M x N,R)
y (z,y) € M x N, el pago del juego P, : Sy (z,n) x Sy (y,n) — R esta
definido por

By (T (n),y(n)) := g (2n,yn) — A" (T (n),7 (n)).

Si En (x,y,n) es el conjunto de estrategias progresivas para el jugador Jy, el
Operador de Lax se define como el Valor Inferior del Juego, de la siguiente
manera

£ (2,) = inf sup Py (7 (), © (m)[7 (n))

en donde T (n) € Sy (z,n) y O (n) € Ey (x,y,n).

8



CAPITULO 2. EL OPERADOR DE LAX 9

Se probara inicialmente la siguiente propiedad de regularidad para el ope-
rador de Lax.

Lema 5 FEl operador L"g es K— Lipschitz, para cualesquieran € ZT y g €
C'(M x N,R), en donde K es la constante de Lipschitz de V.

Demostracién. Sean (z,y),(z,w) € M x N, g€ C(M x N,R) y ¢ > 0.
Existe una estrategia ©' (n) € Ex (2, w, n) para el jugador Jy tal que

L'g(z,w) > s by (z(n),0' (n) [z (n)]) —e, (2.1)

en donde Z (n) € Sy (z,n).
Se define una nueva estrategia ©% (n) € Ex (x,y,n), de la siguiente ma-
nera, dada una sucesion = (n) = {z, x1,...,2,} € Sy (z,n)

) B - ’ 1=20
O (n) [T (n)], '_{ ?(Jal (n) {z z1,...,2}];,, 1<i<n

Por la definicion del operador de Lax, para la estrategia anterior, se tiene

L' (v, y) = (})?j);l(lgpg (T (n),0 (n)[x(n)])

< sup P, (T (n),0” (n) [T (n)]),

en donde T (n) € Sy (x,n). Por lo tanto es posible encontrar T* (n) =
{z,27,..., 2} € Sy (z,n) tal que

L' (x,y) < P, (E* (n),0%(n) 7" (n)]) +e. (2.2)

Se define z*(n) € Sy (z,n) como z*(n) := {z,27,...,2}. Para esta
sucesion, de la relacién (2.1) se obiene la siguiente desigualdad

L' (z,y) > Py (2 (n), 0" (n) " (n)]) — ¢

De esta forma, tomando la diferencia de (2.2) con esta ultima desigualdad se
obtiene

L' (z,y) = L"g (2,w)
< Py (z* (n),0%(n) [z* (n)]) — P, (2" (n), 0" (n) [z* (n)]) + 2¢
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Y yaque zf = zf y ©2 (n) [T* (n)], = ©' (n) [2* (n)],, para 1 < i < n, entonces

L (z,y) — L (2, w)
<V (z,w, rt, 0 (n) [2* (n)]l) -V (x,y,x}‘, o' (n) [z (”)]1) + 2¢
< Kd|(z,y), (z,w)] + 2e,

en donde K es la constante de Lipschitz de V' y d la distancia en M x N.
Similarmente se puede obtener la desigualdad contraria, para cualquier € > 0.
Se concluye que

L% (z,y) — L"g (2,w)| < Kd[(2,y), (2, w)] .
[ |

A partir del resultado anterior es natural pensar en realizar la composicion
de operadores de Lax a tiempos distintos, volviendo a aplicar £™ a la funcion
continua £"g. En particular, se establecera el siguiente resultado que en el
contexto de Teoria de Juegos recibe el nombre de Principio de Programacion
Dinamica.

Proposicién 6 (Propiedad de Semigrupo) Para m,n € 77,

L™ (x,y) = Lo L (x,y)
= inf sup {L"g (7,,,© (m) [T (m)],,)
O(m) z(m)

—A™(x (m), 0 (m) [T (m)])},
en donde © (m) € Ex (z,y,m) y T (m) € Sy (x,m).

Demostracién. Seane >0y g € C (M x N,R). Para demostrar la relacién
Lmrg = L™ o LM se verd que, para cada (z,y) € M x N, se verifican las
desigualdades L™ g (z,y) < L™oL"g (x,y)y L™ g (x,y) > Lo L™ (z,y)
simultaneamente.

I. Se probard primero que L£L™"g(xz,y) < L™ o L™g(x,y). Para esto
considérese ©' (m) € Ex (z,y, m) tal que

L™ (L) (z,y) > lep) {L£"g (2m,0" (m) [T (m)],,)

—A™(T(m),0' (m) [ (m)])} —e, (2.3)
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en donde T (m) € Sy (x,m).
Por otro lado, para cada (z,w) € M x N

L (z,w) = inf sup {g (2,0 (n) [z(n)],) — A" (z(n), O (n) [Z(n)])},
0(n) z(n)

en donde © (n) € Ex (z,w,n) y Z(n) € Sy (z,n). De esta manera, se puede
encontrar una familia de estrategias ©F, ) (n) € En (2, w,n) dependientes de
(z,w), tal que

L (z,w) > Sup{g(zmo(zw( n) [z (n)],)

B
—A"(2(n), 0L, (M EM])} e (24)

Se define la estrategia ©* (m +n) € Ey (x,y, m +n) utilizando la funcién
©' (m) que satisface la relacién (2.3) y la familia ©F, ) (n), para un punto
(z,w) adecuado. Dada una sucesién en Sy (z,m + n), la sucesién asociada
en Sy (y, m + n), que es imagen bajo la estrategia ©* (m + n), se define como
sigue, los primeros m términos estdn determinados por la estrategia ©' (m) y
la segunda parte la determina la estrategia G)(Z v (n), para algin (2%, w”) es-
pecifico. Mds precisamente, para@ (m + n) = {x Tl ey Tony Tontds -+ -y T
€ Sy (z,m+n), se define ©* (m +n) € Ey (z,y,m + n) como a continua-
cién

O (m) [ (m)],,  0<i<m

O (m+n) [T (m+n),: {@%Z*m n) [ n)),_,, m+1<i<m+n
en donde

7' (m) = {z,71,...,2m},

(2", w") (xm, o' (m) [fl (m)}m) ,

52 (n) = {2*7 Tm41s .- 7$m+n} )
@%Z* wy () € En (25 w,n).
Tomando T (m+n) = {,Z1,. .., T, Tint1y - -+ s Tnant € Sar (x,m+n)

arbitrario, considerando las definiciones de (z*,w*) € M x N, T'(m) €
Sy (z,m), T (m) € Sy (2*,n) como antes y combinando (2.3) y (2.4) se
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obtiene

L (L"g) (z,y)
> L (xm, o' (m) [El (m)}m) — A" (El (m), 0" (m) [fl (m D —c
> g (Tmegn, @%Z*7w*) (n) [*(n)] ) — A" (% (n) @(Z wey (1) (7% (n)])
—A™ (El (m), 0 (m) [El (m)D — 2¢
= g (Tmin, O (m+n) [T (m+n)],,.,)
—A"™ (T (m +n),0" (m+n)[T(m+n)]) — 2

Por lo tanto

_(Suf : {g («Tm-i—m Ch (m + n) [ (m + n)]m—l—n)

—A™" (T (m+n),0% (m+n) [T (m+n)])}
< LM(L") (z,y) + 2,

en donde T (m + n) € Sy (x,m + n). Esto implica que

L™ (xy) = inf  sup {g(Zmyn,© (m+n)[T(m+n),..)
O(m+n) Z(m+n)

< LM (L") (x,y) + 2,

y como £ era un numero positivo arbitrario, entonces la relaciéon anterior
implica que L™ g (z,y) < L™ o L (z,y).

IT. Queda por probar que L™"g(x,y) > L™ o L"g(x,y). Para esto
considérese la estrategia ©* (m +n) € Ey (x,y, m + n) tal que

£m+”g (a:,y) > 7(511_11_) : {g (mern?@ (m+n)[ (m+n)]m+n)
— A" (F (m +n), 0" (m+n) [T (m+n)])}

—€, (2.5)

en donde T (m +n) € Sy (z,m +n).

Se define la estrategia ©' (m) € Ey (z,y, m) como la restriccién a tiempo
m de ©* (m + n). Dada una sucesién z (m) € Sy (x, m), la sucesién asociada
en Sy (y,m), que es imagen bajo la estrategia ©! (m), estard determinada
por los primeros m términos de la estrategia ©* (m + n) aplicada a alguna
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extension de z (m) en Sy (x,m + n), agregando cualquier sucesién w (n) €
S (Zm,n). Como ©* (m + n) es estrategia, no es relevante la sucesiéon w (n)
que se agregue a z (m), pues los primeros m términos obtenidos serdn iguales
para cualquier w (n), por lo que la funcién ©' (m) estd bien definida y es
a su vez estrategia. Mds precisamente, para zZ (m) € Sy (x,m), tomando
cualquier sucesion w (n) € Sy (2, n), definase ©! (m) € Ey (x,y,m) como
a continuacién

O' (m) [ (m)]; = ©" (m +n) [ (m + n)];

para i = 0,1,...,m, en donde T(m +n) := {z,21,..., 2, w1,...,w,}. De
esta manera, por la definicién del operador L™ se cumple

L™ (L") (z,y)
< sup {L£"g (2, 0" (m) [2 (m)],,,) — A™ (Z(m) , 0" (m) [z(m)]) },

zZ(m)

en donde z (m) € Sy (x,m). Consecuentemente, existe z' (m) € Sy (z,m)
tal que

L (L) (x,y) < L' (2,,0"

—A™ (z" (m

En este momento los puntos z' € M y
,0' (m)

Sea define ahora ©% (n) € Ey (2],
dado w (n) € Sy (2}, n),

0% (n) [w (n)]; = O (m + n) [T (m + 1)l -

(m) [z' (m)],,)
),0" (m) [2' (m)]) +e. (2.6)
o! (m?[ (m)],, € N estan fijos.

z' (m)],, ,n) como a continuacién,

para i = 0,1,...,n, en donde Ty (m+n) = {z,2{,..., 20wy, ..., w,}.

7 mo

Para la estrategia ©2 (n) definida anteriormente se tiene, por la definicién
de L"g,

£ (24,0 () ]} < s {a (. &7 ) (0],
—A" (W (n), 0" (n) [ (n)]) },
en donde w (n) € Sy (z},,n). Por lo que existe 2% (n) € Sy (z},,n) tal que

L9 (2., 0" (m) [Z' (m)] ) < g(2,0%(n) [Z*(n)],,)
—A" (2% (n), 6% (n) [2% (n)])
+e. (2.7)
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Definase % (m +n) € Sy (z,m + n) como

T (m+n) =Te (m+n)={2,2),..., 250,20, .., 20

Considerando (2.5), (2.6) y (2.7) se sigue que

L (L") (z,y)
< L"g ( o' (m [zl (m )}m) — A" (El (m), 0" (m) [El (m)]) +€
<9 (= 92( ) [Z2(n)],) — A" (7% (n),©% (n) [Z° (n)])
—A™(z" (m),0" (m) [z" (m)]) + 2¢
= 9 (Thin: © (m A1) [T (m +1)],,,.,)
— A" (T (m +n),0" (m+n) [T (m +n)]) + 2

< _(Suf : {g (xm-l—m O (m+n) [z (m+ n)]m-{—n)

— AT (m+n),0" (m+n) [T(m+n)])} + 3
< L™ (xy) + 3¢,

por esta razén L™ o L7q (x,y) < L™ g (x,y). n

A continuacién se presentaran las dltimas propiedades necesarias para la
demostracion del Teorema Weak KAM.

Lema 7 (Propiedades del Operador de Lax) Sean g, f € C (M x N,R), en-
tonces se cumplen las siguientes relaciones

1. (Monotonia) Si g < f, entonces L"g < L™ f.
2. Sik €R, entonces L™ (k+ g) =k + L"g.
3. (Contracion Débil) [|[L"g — L7 f|l o < lg — fll o

Demostracién. Las primeras dos afirmaciones se obtienen como conse-
cuencia directa de la definiciéon. Considerando (x,y) € M x N arbitrario, si
g (z,y) < f (x,y), entonces
£ (w,y) = inf Sup {9 (2, O (n) [T (n)],) = A" (T (1), 0 (n) [T (n)])}
< inf Sup {f (2,0 (n) [T (n)],) — A" (T (n),O (n) [T (n)])}

- Enf (I‘,y) )
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mientras que
L"(k+g)(r,y) = infsup{k+g(z,,0(n)[T(n)],)

—A"(Z (n),0 (n) [z (n)])}
= k+ inf sup{g (2., 0 (n) [T (n)],)

—A" (% (n),0 (n) [z (n)])}
= k+L"g(z,y)

Para probar la tltima afirmacién, obsérvese que para (z,y) € M x N,
fy)=llg—Ffle < 9@ y) < fley) +llg =l
Las propiedades previas implican que
LM (z,y) =g = flloe < L7 (z,y) < Lf (2,y) + g — [l -

Ast |(L%g — L f) (z,y)] < ||lg — fll, para cualquier (z,y) € M x N. De
donde se concluye que

1£%9 = L flloo < Nlg = fll -

2.2 Puntos Fijos del Operador de Lax

A continuacion se presenta el resultado principal de este capitulo, el cual es
analogo al Teorema Weak KAM.

Teorema 1 St M y N son espacios métricos compactos y V : M x N x
M x N — R es una funcion Lipschitz, entonces existe una funcion Lipschitz
u€ C (M x N,R) y una unica constante ¢ € R, tales que

LM = u + nc.

De acuerdo a este resultado, se dird que u es en punto fijo del operador
de Lax con constante c, esta tultima recibe el nombre de valor critico.
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Demostracion. Se dividira la demostracién en dos partes, la primera co-
rrespondiente a la existencia de la pareja (u, ¢) y la segunda a la unicidad de
la constante c.

I. Para probar la existencia del punto fijo se utilizara el mismo argumento
que usa Fathi ([Fat08]), en este caso a tiempo discreto.

Sea E el cociente de el espacio de funciones continuas C' (M x N,R)
médulo las constantes, £ := C' (M x N,R) /R - 1. Definase la norma ||| :
E — R como

(el = ing e+ all

para [u] € E. Luego (F, ||]|) es un espacio de Banach. Definase el operador
L": E — E como R
L" [u] = [L"],

el cual satisface la propiedad de contracciéon débil en E. En consecuencia
[u] — ALP [u], con A € (0, 1), es una contraccién; por lo que existen puntos
fijos [u], € E para AL™. Como L™ is equi-Lipschitz, por el Teorema de Arzela-
Ascoli, la familia {[u],} tiene una subsucesién uniformemente convergente
cuando A — 1. Por lo tanto £" tiene un punto fijo [u], € E, lo cual en
términos de L" significa que existe una constante ¢, € R tal que

LUy = Uy + €.

para todo n € Z*. Finalmente, la propiedad de semigrupo garantiza la
existencia de ¢ € R tal que

L™, = u, +nc

para cada entero positivo n.

Que u, sea Lipschitz es consecuencia de que L™u, lo es. De hecho, de
acuerdo al Lema 5, u, es K —Lipschitz en donde K es la constante de Lipschitz
de V.

II. Queda por demostrar que el niimero ¢ es Unico. Para esto considérese
cualquier € > 0y supéngase que existen u; € C' (M x N,R)y ¢ € R, i =1,2,
tales que L™u; = u;+nc;, con ¢y > ¢y, Sea O* (n) € Ey (x,y,n) una estrategia
tal que

L s (x,y) > sup{ug(z,,0" (n) [T(")]n)

3(n)
—A" (T (n), 0" (n) [T (n)])} —e. (2.8)
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Como la estrategia ©* (n) es una funcién que sélo depende del estado
inicial (x,y) y no de la funcién w; entonces, considerando el supremo de la
evaluacion del pago P, en esta estrategia, por la definicién del operador de
Lax se tiene

Ly (2, y) < sup {uy (2,, 0" (n) [T (n)],) — A" (T (n), 0" (n) [T (n)])} -

z(n)
Por lo que debe existir T (n) € Sy (z,n), tal que
L (2,y) <y (2,,0" (n) [7° (n)],) — A" (z" (n), 07 (n) [7" (n)]) + &.
Considerando esta sucesién T* (n) y la relacién (2.8) se cumple
L (2, y) > ug (2,07 (n) [° (n)],) — A" (z" (n), 0 (n) [ (n)]) —&.

Tomando en cuenta que u; L"u; = u; + nc;, para ¢ = 1,2, y las desigual-
dades anteriores, se satisface

ur (2,y) +ner < u (27,0 (n) 77 (n)],,) — A" (7" (n),, 07 (n) [7" (n)]) + &,

n

us (z,y) + nee > us (23,0 (n) [T* (n)],,) — A (T (n) ©* (n) [T* (n)]) — €.
Restando estas dos desigualdades se obtiene la siguiente relacion

inf (Ul — UQ) + n(cl - 02) < w ([E,y) +necy — ug (I‘,y) — N2
MxN

< wu(z,,0" (m+n) [T (n),)
—ug (2, 0" (m+n) [T" (n)],) + 2¢
< Aiu% (ug — ug) + 2¢,

de donde

n(cp —c) < sup (ug —ug) — inf (ug — ug) + 2¢. (2.9)
MxN MxN
Por otro lado, de que ¢; > ¢3 se cumple que n (¢; — ¢2) — oo, cuando n — oo;
lo cual es una contradiccion al hecho de suponer que las constantes c¢; y ¢
son diferentes, puesto que segtin (2.9) la cantidad n (¢; — ¢y) estd acotada
para todo n € Z™.
]
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Si se consideran estrategias a un paso O (1) € Ey (z,y, 1), sus imagenes
seran de la forma © (1) [Z (1)] = {y,v:1 (z1)}, para T (1) € Sy (x,1); puesto
que el estado inicial (x,y) € M x N es fijo, lo cual hace depender a y;
exclusivamente de x;. De esta manera, considerando el operador de Lax a un
paso, se tiene que

Elg (m,y) = sup inf {g (xlayl) _V(xvyaxlayl)}‘
$1€My1€N

Siu € C(M x N,R) es un punto fijo del operador de Lax con constante
¢, entonces u es una solucién de la siguiente ecuacién de Hamilton-Jacobi
analoga a tiempo discreto,

sup inf {u(xy,y1) —u(z,y) =V (z,y,21,11)} =c. (2.10)
$1€My1€N

Inversamente, si u es solucion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi previa,
entonces u es un punto fijo del operador de Lax a un paso, con constante c.

Llu (z,y) = sup inf {u(z,y1) =V (z,y,21,91)}
r1EM y1eN
= u(zr,y)+c
De acuerdo a las propiedades descritas en el Lema 7,

L' (xvy) :\‘Cl ° '”OEI,U (xvy) = u(x,y) + ne,

n veces

se sigue que u es un punto fijo para £" con contante ¢, para cualquier n € Z*.



Capitulo 3

Barrera de Peilerls

3.1 Barrera Inferior de Peierls

Se considerara ahora un juego con horizonte infinito para los jugadores Jy,
y Jy. Paran € Z7, se define la funcién h(n) : M x N — R por

h(n)(v,y) = 21(15 ;&f) A" (T (n),0 (n)[x(n)]),

en donde T (n) € Sy (x,n) y ©(n) € En (x,y,n).

Para k € R, se define la barrera inferior de Peierls como

hy (z,y) == liminf {h (n) (x,y) + nk} .
n—oo

Puede llegar a pensarse que h, tiene un comportamiento que carece de
interés, tomando sélo valores +=00. A pesar de que esto es cierto para casi to-
dos los niimeros k, es posible encontrar uno de estos que marca un cambio en
los valores de h; (x,y). Un primer paso para demostrar lo anterior, es probar

que sus valores +o00 no dependen del punto en M x N, mas precisamente se
demuestra el siguiente resultado.

Proposiciéon 8 Para cada k € R, se cumple

1. Si h; (x,y) = —o0 para algin (z,y) € M x N, entonces h; (z,w) =
—00, para todo (z,w) € M x N.

2. St hy, (z,y) = +oo para algin (x,y) € M x N, entonces h, (z,w) =
+00, para todo (z,w) € M x N.

19
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Demostracién. Sea B > 0 y considérese C > supV —inf V + B.

1. Sea (z,y) € M x N tal que h; (z,y) = —oo. Considérese (z,w) €
M x N cualquiera. Existe una subsucesién n; 1 oo tal que

Tim {1 (n,) () + nyk} = o,

De esta forma existe J € Z* tal que, si j > J, entonces

sup inf A™ (T (n;), © (ny) [ (ny)]) + njk = h(n;) (z,y) + njk < —C.

Q(TL]):B(TLJ)
Sea © (n;) una estrategia cualquiera en Ey (z,w, n;). Definase ©° (n;)
€ En (x,y,n;) como a continuacién, para T (n;) = {a:,xl, . .,mnj} S
Swu (z,m5),

0 N == ) L Y, =0
0% (ny) [z (ny)]; = { © (n;) [{z,xl, . ,xn].}L, 1<i<n;

Por lo tanto inf A™ (Z (n;),0° (n;) [T (n;)])+n;k < —C. Esto implica

? TZ

que existe ¥ (n;) = {x 2 } € Sy (z,n;) tal que
A" (20 (n;),0° (n) [2° (ny)]) + njk < —C.
Si se define z° (n;) := {z 9. .. } € Su (#,n;), entonces

A (2 (”j),@(ng) [ (n )}) +nk
=V (z,w,xl, [ )L) 1% (x y, 27,0 (n;) [EO (nj)}l)
+A4" (z° ( @0 (n;) [2° (n))]) + njk
<supV —infV —C
< —-B
de esta manera j(nf) A" (Z (nj),0 (n;) [Z (n;)]) + njk < —B. Esta de-
sigualdad es vélida para toda © (n;) € Ey (2, w,n;), con j > J. Luego
lim {h (n;) (z,w) + n;k} = —o0,
j—00

por lo que

hy, (z,w) =liminf {h (n) (z,w) + nk} = —oc0

n—oo
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2. Considérese ahora (z,y) € M x N tal que h; (z,y) = +00. Sea (z,w) €
M x N. Como h; (z,y) = liminf {h (n) (z,y) + nk} = 400, entonces
n—0o0
hy (z,y) = lim {h(n)(z,y) +nk} = +oo. De esta forma debe existir
n—o0
N € Z* tal que, si n > N entonces

h(n) (z,y) +nk > C.

Por la definicién de h(n) se puede seleccionar una estrategia O (n) €
En (x,y,n) tal que

l{lf) A" (z(n),0°(n) [ (n)]) +nk > C.
Paraz(n) = {z,21,...,2,} € Sy (2,n), se define la estrategia ©' (n) €
En (z,w,n) como

W 1=20

6! (n)[z(n); = { 8 (n) [{z, 21, 2}y, 1<i<n

De esta manera, para cualquier zZ(n) = {z, z1,...,2,} € Su(z,n), con-
siderando 7z (n) := {x, z1, ..., 2,} € Su(x,n), se cumple

A" (z(n), 0'(n)[z (n)]) + nk
=V (z, w, 2,0 (n) [z (”)]1) -V (x,y, 21,0% (n) [7= (”)]1)
+A" (Tz (n), 0% (n) [Tz (n)]) + nk
>infV —supV + ;&f) A" (T (n),0°(n) [T (n)]) + nk

>infV —supV 4+ C
> B.

Como la relacién anterior es valida para cualquier z (n) € Sy (z,n),
entonces

l?f) A" (z(n),0" (n) [Z(n)]) + nk > B,
para la estrategia ©! (n) € Ey (2, w,n) definida anteriormente. De esto
se sigue que

h(n) (z,w)+nk = supint A" (Z(n),0 (n)[Z(n)]) +nk
6(n) Z(n)

B

v
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Por lo que finalmente se tiene que

hi (z,w) = lim {h(n) (z,w) + nk} = +o0.

n—oo

Para ver que h, tiene un cambio radical en sus imagenes, para un valor
especial de k € R, primero se probara el siguiente resultado.

Lema 9 Fuiste k > 0 suficientemente grande, tal que
1. h (z,y) = —o0.
2. hy (x,y) = +o0.
Demostracion. Obsérvese que si k > sup V + 1, entonces
V—-k<supV —-—Fk<-—1.

Para cualquier n € Z*, sean T (n) € Sy (z,n) y © (n) € Ey (2, y,n), entonces
A" (T (n),0 (n) [T (n)]) — nk < —n. Por lo tanto

h=y (x,y) = —o0.
La otra relacion puede obtenerse de forma similar. [
Es claro que h, es mondtona en k, esto es
Lema 10 Para k,ki,ks € R con ki < k < kg, se cumple
1. Sihy (v,y) = —o0, entonces hy, (x,y) = —o0.
2. Sihy (x,y) = +o0, entonces hy, (z,y) = +00.
3. Mds aun, si h; (xz,y) € R, entonces
hi, (@,y) = —o0,

hy, (2,y) = +oo.
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Demostracién. Sea (z,y) € M x N, obsérvese que si hy (z,y) = —00 0
bien h, (z,y) € R, entonces debido a que ky — k < 0

hi (z,y) = liminf {h(n) (2,y) +nk+n(k —k)}
n—o0
= hg (z,y)+ lim n(k — k)
n—oo

= —0OQ.

Lo anélogo sucede para ks, cuando h, (z,y) = +00 o bien h; (z,y) € R,
tomando en cuenta que ko — k > 0. [

El siguiente resultado muestra la existencia del valor de k que marca el
punto de ruptura en las imagenes de hi(z,y), de tal manera que del lado
izquierdo de tal constante la barrera de Peierls toma valores iguales a —oo,
mientras que del lado derecho es igual a +00. En principio no se sabe si el
valor de hy(z,y) para dicho k es un niimero real o +00. Esto queda aclarado
en el Teorema 2.

Corolario 11 Eziste ¢= € R, tal que
inf{kER:h;:jLoo}:sup{keR:h,::—oo}:c’.

Demostracién. Segin el Lema 9, existe un ky > 0 suficientemente grande
tal que h=, = —ooy h; = +00; mientras que por el Lema 10, si k1 < —kq
y ko < kg entonces h, = —ooy h, = +oo. Por lo tanto los conjuntos
{k; ceR:h, = —oo} y {k: cR:h, = —i—oo} estan respectivamente acotados
superior e inferiormente, lo cual implica que

inf {k € R: hj; =+oo},sup{k € R: hj; = -0} € R.

Por otro lado, dado (x,y) € M x N, sean k1, ky € R tales que h (z,y) = —o0
y hy, (x,y) = 400, entonces k; < ky. Por lo tanto sup {k ceR:h, = —oo} <
ko, asi
sup{kER:h,;:—oo} ginf{keR:h,;:—i—oo}.
Supdngase ahora que sup {k cR:h, = —oo} < inf {k cR:h, = —i—oo},
entonces deberdn existir k3 € R y € > 0 tales que hy (z,y) €ER y

sup{kER:h,::—oo}<k3—5<k3+€<inf{k€R:h,::+oo}.
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ks—e

ksre — T00, lo cual es

De acuerdo al Lema 10 se tiene que h
una contradiccién. Concluimos que

=—-00yh

sup{kER:h,;:—oo}:inf{kER:h;:%—oo}.
|

Es posible ahora formular un resultado que ofrezca una caracterizacion
diferente para el nimero ¢ en el Teorema 1 y que relacione la barrera de
Peierls con los puntos fijos del operador de Lax con constante c.

Teorema 2 Si M y N son espacios métricos compactos, V : M x N x M x
N — R es una funcion Lipschitz y (z,y) € M x N, entonces h__(z,y) € R
yc~ =c, con c el numero real en el Teorema 1.

Demostracion. Sea u un punto fijo del operador de Lax, con constante c.
Para (x,y) € M x Nyn € Z",

u(z,y)+nc = L (x,y)

— 61)1(175) 21(175 {u (2,0 (n) [ (n)],)

—A" (T (n),0 (n) [T (n)])}, (3.1)
en donde T (n) € Sy (z,n) y © (n) € Ey (z,y,n). Por lo tanto

inf u + ne < supu — sup l{lf) A" (T (n),0 (n) [T (n)]).
o(n) =(n

Entonces, para cualquier n € Z*

h(n) (z,y) +nc = supinf A"(Z(n),0 (n)[T(n)]) + nc
0(n) =(n)

< supu — infu.

De donde h, (z,y) = liminf {h (n) (z,y) + nc} < supu — inf u < 400, esto
n—oo
implica que
cginf{kGR:hlzz—l—oo}:c_.
Anélogamente, de (3.1) se tiene que

sup u + nc > inf u — sup 1{1f) A" (T (n),0 (n) [z (n)]).
o(n) T(n
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Consecuentemente, para todo n € Z*
h(n) (x,y) + nc > inf u — sup u.
Lo cual implica que h, (z,y) > —o0 y en consecuencia

chup{kG]R:h,;:—oo}:c_.

3.2 Barrera Superior de Peierls

De manera semejante a como se definié la barrera inferior de Peierls, es
posible definir ahora la barrera superior de Peierls como la funcién

hi (z,y) :=limsup h (n) (z,y) + nk.

n—oo

Utilizando argumentos similares a los de la secciéon previa para h, , se
. . , +
obtienen propiedades analogas para h} .

Proposicion 12 Para cada k € R, se cumple

1. Si hf (z,y) = —oo para algin (z,y) € M x N, entonces hj (z,w) =
—00, para todo (z,w) € M x N.

2. Si b (z,y) = +o0 para algin (z,y) € M x N, entonces hj (z,w) =
+o0, para todo (z,w) € M x N.

Lema 13

1. Exmiste k > 0 suficientemente grande, tal que

(a) h*, (z,y) = —o0.
(b) hf (z,y) = +o0.

2. Ademds, si k1 < ko < ko, se cumple

(a) Si h:o (x,y) = —o0, entonces h,i'l (x,y) = —o0.
(b) Si h:o (x,y) = 400, entonces h:Q (x,y) = +o0.
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(c) Mds aun, si hii (z,y) € R, entonces
hz;(x>y) = =00,
h:Q (x,y) = +o0.

Los resultados anteriores son ttiles para demostrar principalmente el si-
guiente resultado.

Teorema 14 Si M y N son espacios métricos compactos, V : M x N x M x
N — R es una funcion Lipschitz y (z,y) € M x N, entonces

c:inf{kER:h+:+oo}:sup{keR:h+:—oo},
y ht(x,y) € R, en donde ¢ es el nimero real en el Teorema 1.

Es claro que si k # ¢ entonces h; (x,y) = h} (z,y), para todo (x,y) €
M x N.

Corolario 15 Si M y N son espacios métricos compactos, V : M x N x
M x N — R es una funcién Lipschitz y (x,y) € M x N, entonces

sup |nc+h(n)(z,y)| < 4oo,

neZ*

con ¢ el numero real en el Teorema 1.

Demostracién. Por la definiciones de h, y hl, existe N € Z" tal que

he (z,y) —1 <nc+h(n) (z,y) <hl (z,y)+1,

C

paran > N. Sea A el mdximo de entre los numeros |h_ (z,y)—1], |h} (z,y)+
1, [e+h(1) (x,y) |, |2¢+h(2) (z,y) |,....[(N—=1)c+h(N —1) (x,y)|. Ahora,
segun los Teoremas 2 y 14 h; (x,y),hS (z,y) € R, por lo que A € R; y
ademas

ne+h(n) (,5)] < A

para todo n € Z™. [ ]

Corolario 16 Si M y N son espacios métricos compactos, V : M x N x
M x N — R es una funcién Lipschitz y (x,y) € M x N, entonces

—¢= lim lh(n) (z,y),

n—oo N,

en donde ¢ es el nimero real en el Teorema 1.
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Ya que se ha podido expresar ¢ s6lo en términos de la funcién h (n), se vera
a continuacién que es posible hacerlo sélo en términos de las acciones para
ciertas sucesiones especiales, mismas que se pueden obtener considerando
alguna solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi, obteniendo sus elementos
paso por paso.

Teorema 3 Si M y N son espacios métricos compactos, V : M x N X
M x N — R es una funcién Lipschitz y (z,y) € M x N, entonces existen
sucesiones {x}}.og C M y{yi}.2, C N tales que

sup |nc+ A" (Z" (n), 7" (n)) | < 400,

nezZ+
en donde T (n) := {z}},_, € Su (z,n) y7* (n) :={y}i_y € Sn (y,n), conc
el numero real en el Teorema 1.

Demostracién. Considerando n € Z*, (x,y) € M XN yu € C (M x N,R)
solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi (2.10). Como M y N son espacios
métricos compactos, para cada n € Z*, dado =, € M, se puede escoger

yr (x,) € argmin {u (Tn, Yn) — u (x:;_l, yr (x:;_l))
yn €N

__L/(xz—l’y;—l($;—1)7xnayn)}a

en donde (xf, yg (z§)) = (z,y). A continuacién se toma

*

z; € argmax {u (., y; (xn)) —u (2 1, ysy (25 1))

In€
-—L/($;_1,y;_1(%;_1>,$n,y;($n))}.
Y considerando que u es solucién de la ecuacion de Hamilton-Jacobi se tiene
que
¢ = sup inf {u (@)~ u (@14 (@)
-V (x;kz—la Yn—1 (552—1) » Ty Z/n)}
= u(zy,y, (27) — (2 ynos (251))
-V (fviifl, Yn—1 (55271) M (x;)) :

Como estas identidades son vélidas para todos los indices previos, se pueden
sumar todas ellas; cancelandose todos los sumandos para u excepto el primero
u(x,y) y el altimo w (x,, v’ (x)) . Consecuentemente, para todo n € Z*,

*
n

ne = u (x5 («3)) — u (2,y) — A" (& (n) 7" (n)) (3.2)



CAPITULO 3. BARRERA DE PEIERLS 28

en donde " (n) := {z]};_y € Su (z,n) y " (n) == {y] (27) ;= € Sn (v, n).
Finalmente debido a que u € C' (M x N,R) y por la compacidad de M y
N, entonces inf u, supu € R. Luego, utilizando la relacién (3.2) se obtiene

infu —supu < nc+ A" (" (n),7" (n)) <supu — inf u.
De donde se concluye que
Inc+ A" (z" (n),y" (n))| < supu — inf u < +o0,
para todo n € Z™. [ ]

Como consecuencia inmediata de este resultado se obtiene otra carac-
terizacion del valor critico en términos de las acciones para las sucesiones
encontradas en el teorema anterior.

Corolario 17 5i M y N son espacios métricos compactos, V : M x N x
M x N — R es una funcion Lipschitz y (z,y) € M x N, entonces existen
sucesiones {x}}.og C M y{yi}:2y C N tales que
= lm A" (n).7" (n)
¢= lim — ' (n),y (n)),
en donde T (n) := {z}}._, € Sm (z,n) yy* (n) :={y}_, € Sn (y,n), conc
el numero real en el Teorema 1.



Capitulo 4

Soluciones Criticas

4.1 k—Soluciones

A continuacién se verda una caracterizacion de las soluciones de la ecuacién
de Hamilton-Jacobi que permitird demostrar que la barrera de Peierls es una
de esas soluciones.

Definicién 18 Para una constante k € R y un punto (xo,yo) € M x N, se
dice que una funcion continua g € C (M x N,R)

1. es k—supersolucion si existe 1 € M tal que
9(@1,y1) — g (0, o) — V (20, Yo, T1, 41) > k,
para todo y; € N;

2. es k—subsolucion si, para cualquier x1 € M, existe y; = yy(x1) € N
tal que
g (‘rl? :/y\l) -9 ([L'(), yO) -V (‘TOa Yo, L1, :/y\l) S k.

Se dice que g es una k—solucion, si g es a la vez k—supersolucion y
k—subsolucion.

Se tienen las siguientes propiedades para las super y subsoluciones.
Lema 19 Para g € C(M x N,R) y (z,y0) € M x N,

1. Si g es k—supersolucion y k' < k, entonces g es k'—supersolucion.

29
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2. 8i g es k—subsolucion y k' > k, entonces g es k'—subsolucion.
3. S los conjuntos Sy, S;, C R estan definidos por

Su(g) :={k €R: g esk— supersolucion} ,
S (g) :={k € R: g es k — subsolucion} ,

entonces sup Sy (g) < inf Sy, (g).

Demostracion. Las primeras dos afirmaciones son inmediatas. Para probar
la tercer afirmacién considérese a € Sy (g) y b € S.(g). Como g es una
a—supersolucién, existe T; € M tal que

9(T1,y1) — g9 (x0, %) — V (w0, Y0, T1, 1) > a,

para todo y; € N. Y como g es una b—subsolucion, entonces existe y; =
y1(71) tal que
9(@1,41) — 9 (w0, y0) — V (0, Y0, T1,41) < b.
Combinando estas dos desigualdades, se tiene que a < b, de donde se

concluye que sup Sy (¢) < inf Sg (g) . n

Obsérvese que las k—soluciones estan relacionadas con el operador de Lax
mediante el siguiente resultado.

Proposicion 20 g es una k—solucion si y solo si g es un punto fijo del
operador de Lax, con constante k.

Demostracién. Considérese (zg,yo) € M x N.
I. g es una k—supersolucion si y soélo si existe 1 € M tal que

ylrelg\f {g (/-fla yl) -V (950790755\1, yl)} Z g (xo,yo) + ka
1

De esta manera
Ltz = Eawp{o (O WFO]) ~V (w0 () FW])

= sup inf {g(x1,y1) =V (z0,%0,21,11)}
$1€MyleN

g (o, y0) + k

Y
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en donde T (1) € Sy (zo,1) y © (1) € En (20, Y0, 1) .
II. g es una k—subsolucion si y sélo si, para cualquier x; € M,

inf {g (xla yl) -V (9507?107351, yl)} S g ([L’Q,yo) + ka

y1EN
Luego
£g(@w) = infup{o (i © (V[ (V]) =V (wo,30,20,0 (0 [F (1)],))
= ;ig%ylllégv {9 (z1,91) = V (0, Y0, 21, 41)}

< g(wo,y0) +Fk
en donde T (1) € Sy (zo,1) y © (1) € En (0, Yo, 1).

Combinando los resultados obtenidos en I y II, se tiene que g es una
k—solucién si y sélo si

Lg (w0, y0) = g (20, 90) + k.

Ademas, utilizando la propiedad de semigrupo del operador de Lax,

L"g (5507 Yo) = \El ©---0 ['1,9 (550, Yo) = g (z0,y0) + nk,

n veces

para todo n € Z%*, es decir g es un punto fijo del operador de Lax con
constante k a un paso si y sélo si lo es a n pasos. De donde se concluye el
resultado. ]

De acuerdo al Teorema 1, existe una tinica constante para todos los puntos
fijos del operador de Lax, por lo que habra solo un tipo de k—soluciones,
para ser mas precisos cuando k = c. Las c—soluciones se llamaran soluciones
criticas.

Como consecuencia del resultado anterior tenemos también que las solu-
ciones criticas satisfacen las siguientes afirmaciones, para cualquier n € Z*.

1. Para cualquier estrategia © (n) € En (xg,0,n), existe una sucesién
7 (n) € Sy (xg,n) tal que

u <55n, O (n) [E (n)} n) —u (xg,yg) — A" (% (n),0© (n) [% (n)]) > nc.
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2. Existe una estrategia © (n) € Ex (0, 3o, n) tal que

u (2,6 (0) E ()], ) = (0, 50) = A" (F (1), 6 (n) [F (n)]) < e,

para toda sucesién T (n) € Sy (xg, n).

El siguiente resultado establece otra caracterizacion del ntimero ¢ del
Teorema 1.

Teorema 4 Siu € C' (M x N) es un punto fijo del operador de Lax L™ con
constante ¢ € R, entonces

¢ =sup Sy (u) = inf S, (u).

Demostracion. De acuerdo a la Proposicion 20, u es una solucién critica.
Por lo tanto ¢ € Sy (u) N'SE (u). Y de acuerdo al Lema 19

¢ =sup Sy (u) = inf Sg, (u).

4.2 Una Solucion Critica

Ademas de que la barrera de Peierls es util para encontrar distintas ca-
racterizaciones para la constante ¢ del Teorema 1, se demostrara que es una
solucién critica. Para esto se considerara el comportamiento de las sucesiones
extremales para la barrera de Peierls definidas como sigue.

Definicién 21 Se dice que una pareja (% (n), 5) (n)), formada por una su-

cesion en Sy (xo,n) y una estrategia en Ey (xo,yo,n), €s extremal para la

~

funcion h (n) (zo,v0), si h(n) (xg,yo) = A™ (f (n),O (n) [% (n)]) y satisface

la siguientes dos condiciones.
1. Para cualquier estrategia © (n) € En (%o,y0,n), eriste una sucesion
T (n) € Sy (xg,n) tal que

A (% (n),6 (n) {% (n)D > A (z (n),© (n) {% (n)D .
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2. Para toda sucesion T (n) € Sy (xg,n) se cumple

~

A" (% (n),© (n) [f (n)D < A" (z (n),® (n) [z (n)]) .

El siguiente resultado muestra que la barrera inferior de Peierls es una
solucién critica y por lo tanto un punto fijo del operador de Lax con constante
c.

Teorema 22 —h_ es una solucion critica.

Demostracién. Consideremos (xg,yo) € M x N. De acuerdo al Teorema 2,
h,g (.To, yo) € R.

I. Se probara inicialmente que —h_ es una c—supersolucién. Sea y; € N.
Considérese ® (n — 1) estrategia en Ey (1, y1, n — 1) extremal para la funcién
h(n—1)(x1,y1), entonces

h(n—1)(z1,5) = inf A" (z(n 1), ®(n-1)[F(n— 1)])

Z(n—1)

en donde Z(n — 1) € Sy (x1,n —1).
Para cualquier T (n) € Sy (xg,n) definase © (n) € Ey (o, Yo, n) como

T i=0
O [z '—{ & (n—1)[{en, @0 e}y, 1<i<n

entonces

h_ (xo,vo) > liminf {inf A" <E (n),0 (n) [T (n)]) + nc} :

n—00 T(n)

Considérese T (n) € Sy (0, n) tal que

inf A" (E (n), 8 (n) [z (n)]) — A (% (n),0 (n) {% (n)]) .

z(n)

Se escoge una subsucesion n; T oo tal que n; =1y

liminf A" (% (), 6 (n) [T ()] ) + e

~

— lim A" (x (n;),0 (n)) {% (nj)]) + e,

Jj—00
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extrayendo una subsucesion en caso necesario, se puede asumir que
T (n;) = T € Sy (z9,00).

en donde Sy (xg,00) denota el conjunto de sucesiones infinitas en M con
punto inicial zy. Por lo tanto

ho (zo,90) > lim A™ (%(nj),@(nj) [%(nj)])mjc

j—0o0

= lim {V (0, Yo, 71, y1) + ¢

Jj—00

~ ~

-V <x1<7y17%(nj)2’@ (nj) %(n])] 2)]
(n; —1) [3 (n; —1)

+Anj71 (L,z\(nj — 1),

en donde z (n; — 1) = {x”{, To,... ,/x\n].}. Como V es continua, entonces

hc_ ($07y0) > v(x()?y()ax){vyl) tc
—Himinf{ inf A" <%(n —1),®(n—1) [/E\(n - 1)])

n—oo | Z(n—1)
+(n—1) c}
= V (o, Y0, 27, y1) + ¢+ (21, y1) -
Lo cual demuestra que existe x7 € M tal que
—h (27, y1) + he (20, 90) — V (0, Yo, 21, 41) = ¢,

para todo y; € N. De donde —h_ es una c—supersolucién.

II. A continuacion se probara que —h_ es una c—subsolucién. Sea z; €
M. Paran € Z*, considérese © (n) estrategia en Ey (o, Yo, n) extremal para
h (n) (zo,yo), entonces

h(n) (0, yo) = inf A" (7). O @ m)).
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Se observa que O (n) [z (n)], depende exclusivamente de x1, ya que O (n) es
una estrategia en Ey (o, Yo, n). Supéngase que O (n) [T (n)]; = yi (x1).

Paraw (n — 1) := {1, wa, ..., w,} € Sy (z1,n — 1), definase d (n—1)¢€
En (21,9 (z1) ,n — 1), como sigue

B (n—1)[w(n— 1), - {cﬁ(”f"l)’ i=0

O [y, 1<i<n—1

en donde Z (n) := {xg, x1, wa, w3, ..., w,} € Sy (xg,n). De esta manera

P(n=1) @1,y (@) 2 _inf A" (@(n=1),®(n—1)[wn-1)).

w(n—1)
Se puede tomar @ (n — 1) 1= {xy, Do, ..., @, } € Sys (x1,n — 1) extremal para

kA (w0 —1),8 (0~ 1) i (- 1))

w(n—1)

y una subsucesion n; 1 oo tal que

he (eryi (@) 2 lim A (@ 0y = 1), 8 (0, = 1) [B (0, — 1) )

+(n; —1)ec.

Si /E\(nj) = {950, 21, Wa, W3, . . . ,ﬁ?n].} entonces

ho (zo,90) = liminf inf A (T(n),é(n) [f(n)])—i—nc

n—oo T(n)

+ [V (xo,yo,xl,@(nj) [E(nj)L) — V (20,0, 21, Y (961))}
+ |V (2.8 0) [F0))]| Z ()5, 6 () F(ny)] )
=V (21,01 (21,2 (7). O () [E ()] )]
A (@ g = 1), 8 (= 1) [0y = 1] ) + (0, - 1)c}.

La continuidad de V' y las relaciones anteriores implican que para cualquier
x1 € M, existe y; (x1) € N tal que

—h; (z1,y1 (21)) + h. (z0,%0) — V (w0, y0, 21,45 (21)) < c.

Por lo tanto —h_ es una c—subsolucion. ]

S hm {V(‘%‘O?y()u‘rlayf (xl))+c

~—
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