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Introduccion

Los procesos coalescentes fueron introducidos por Kingman, en ellos alternativamente se analizan
las relaciones genealdgicas de una poblacion para determinar su dindmica. En la actualidad,
forman parte fundamental de la genética de poblaciones, la filogeografia, la demografia histérica
y la evolucién porque permiten obtener genealogias de la constitucion genética de un cromosoma,
en forma maés rapida y confiable. Ademads, en ellos es posible incorporar los diferentes factores que
afectan la variacion genética tales como seleccion, deriva genética, mutaciones, recombinaciones y
migracién, produciendo predicciones que pueden ser contrastadas con datos obtenidos de diferentes
poblaciones.

El objetivo de este trabajo es analizar el comportamiento asintético de S, el ntimero de
mutaciones en una poblacién de tamano constante n que se modela por un proceso A-coalescente.
Asi como presentar y establecer ejemplos que muestran la relaciéon que existe entre la variable
aleatoria limite del promedio de mutaciones cuando n crece, S y funcionales exponenciales de
procesos de Lévy.

Este material esta dirigido a estudiantes de nivel maestria del drea de Probabilidad y Es-
tadistica interesados en la Teoria de Procesos Estocésticos.

En el Capitulo 1 se presentan las nociones bésicas de la teoria de los procesos coalescentes,
utilizando a [3] como referencia basica. Introducimos al lector en la teorfa de las particiones
aleatorias intercambiables de N, un elemento fundamental porque en nuestro estudio cada bloque
de una particion representa una familia de la poblaciéon. Suponiendo que exactamente dos indi-
viduos se fusionan definimos los procesos n-coalescentes, a partir de los cuales probamos mediante
el Teorema de Limites Proyectivos la existencia del coalescente de Kingman. Permitiendo la co-
alescencia de mas de dos individuos construimos de forma andloga los procesos A—coalescentes
también llamados como su dindmica lo sugiere, coalescentes con coalescencias multiples. Cabe
resaltar que incluimos una demostracion autocontenida del Teorema de Pitman que da sentido al
llamar A-coalescentes a esta familia de procesos.

El Capitulo 2 esta basado en [15]. Suponiendo que las mutaciones a lo largo del arbol ge-
nealégico de la poblacion ocurren de acuerdo a un proceso de Poisson de parametro » mostramos
una recurrencia para el niimero de mutaciones en la poblacién que a su vez nos permite establecer
recursiones para funciones de S,, tales como la media, la varianza y la funcion generadora de prob-
abilidades, siendo ésta tltima importante porque con ella obtenemos la transformada de Laplace
que caracteriza a la ley de una variable aleatoria. Probamos que en el limite cuando n crece,
Syp/(nr) converge a una variable aleatoria limite S que estd determinada univocamente por una
ecuaciéon funcional estocastica (Teorema 3.1 de [15]). Debilitando las hipdtesis de la medida A,
mas precisamente, permitiendo que algunos de los bloques del proceso sean singuletes al tiempo
t, demostramos el resultado mas importante de [15], el cual establece que S se puede escribir en
ley como un funcional exponencial de un proceso de Lévy, X = (X, ¢ > 0). Més precisamente X



CONTENIDO 2

es un subordinador que determina el niimero de singuletes al tiempo t. Las afirmaciones hechas
en términos del modelo son un complemento a [15] y se deducen de [16].

Finalmente y debido a que buscamos que el presente escrito sea autocontenido incluimos un
capitulo con los resultados mas importantes de funcionales exponenciales de procesos de Lévy.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo definimos el proceso coalescente de Kingman, asi como el proceso A-coalescente.
Iniciamos estudiando las particiones de N porque éstas son el espacio de estados de los procesos
coalescentes que no son mas que cadenas de Markov a tiempo contiuo.

1.1 Particiones aleatorias

A continuacién presentamos una introduccion a la teoria de las particiones intercambiables desar-
rollada esencialmente por Kingman y bloque fundamental en la teoria de los procesos coalescentes.
Incluimos el Teorema de Correspondencia de Kingman que resulta importante porque nos permite
considerar a una particién aleatoria como un objeto discreto con valores en P, o alternativamente
como un objeto continuo definido en S*.

1.1.1 Particiones de masa

En este apartado introducimos las nociones elementales de las particiones de una masa unitaria.

Particiones de una masa unitaria

Una particiéon de algin conjunto £ es una coleccién de subconjuntos disjuntos cuya unién es E.
En particular, una particion de n € N es una familia finita de enteros positivos py, ..., pi tales que
p1+ -+ pr = n. Suponemos que ésta familia no es ordenada, de manera que {2,3} y {3,2}
representan una particion de 5. En la practica es conveniente enumerar los elementos de una
particion, pero como no estamos interesados en ningin orden en especial, por convencién listamos
los elementos de una particion en orden creciente.

Sea {p1, ..., pr} una particién de n. Considerando s; = p;/n, i =1, ..., k, {p1, ..., px} induce una
particion {si, ..., sy} de 1. Haciendo que n tienda a infinito introducimos la siguiente nocion.

Definicién 1.1. Una particion de masa es una sucesion numérica infinita
S = (81, S, )

tal que

o0
s5128>---2>20 y Zsiﬁl-
=1
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Denotamos el espacio de las particiones de masa por S*.

Un elemento tipico s € St lo podemos pensar como una sucesién en orden creciente de las
masas de los elementos de un universo de masa 1. Dado que la masa total de los elementos de
dicha sucesién puede ser estrictamente menor que 1, definimos

o0

So 5:1_251'-

i=1

Imaginando que esta cantidad representa las particulas infinitesimales del universo llamamos a s
polvo. Una particién de masa s que no tiene polvo es conocida como propia, en caso contrario
como impropia. Obviamente una particién de masa es propia cuando so = 0. Asi por ejemplo
s = (0.5,0,0,...) es una particién de masa impropia con polvo sy = 0.5.

Particiones de intervalos

Es bien sabido que todo subconjunto abierto V de I := (0,1) lo podemos descomponer en una
coleccion numerable de intervalos abiertos disjuntos. En este caso las masas s; corresponden a las
longitudes de los intervalos ordenadas de mayor a menor y el polvo es la longitud del complemento

de V.

Definicién 1.2. La coleccion de intervalos disjuntos que cubren a un conjunto abierto V C (0,1)
es llamada particion de intervalo. Por abuso de notacion representamos a esta particion como V.
El espacio de las particiones de intervalos es representado por Pr. Denotamos por |V|' la sucesion
ordenada de las longitudes de las componentes de la particion de intervalo. Cuando la particion
de intervalo de V tiene un mimero finito de componentes completamos la sucesion |V|' con una
cantidad infinita de ceros para obtener una particion de masa.

Reciprocamente dada una particién de masa s € S' es claro que podemos construir una
particién de intervalo V € P; con |V|! = s. V es llamada la representacién intervalo de s.
Notemos que V no es unica.

La particion de Poisson Dirichlet

Supongamos que N > 2. Es claro que dado el simplejo de dimensién (N — 1)

N
An_q = {x = (x1,..,zy) :x; > 0paracadai=1,.., Ny sz = 1} )
i=1

podemos obtener una particion de masa. Recordemos que para cada ay, ..., ay > 0 la distribucion
de Dirichlet de dimensién (N — 1) con pardmetro (s, ..., ) es una medida de probabilidad sobre
Apx_1 con densidad

Llar+ -+ an) a1 oy
D(ay)---T(ay) N

(21,...,7N5) € An_y

El caso especial en que a; = --- = apy = 1 se conoce como la distribucién uniforme de Ayn_1.
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Las particiones de masa inducidas por la familia de distribuciones de Dirichlet de dimensién
(N — 1) son llamadas particiones de Dirichlet.

A continuacion establecemos una representacién de la distribucién Dirichlet que involucra v.a.i.
con la distribucion Gamma.

Lema 1.3. (i) Sean oy, ...,an, ¢ constantes no-negativas. Si vy, ...,yn son variables aleatorias
Gamma con respectivos parametros (aq,c),...,(an,¢) y v = 71 + -+ + yn. Entonces la
N -tupla
(71/7) sy P)/N/PY)
tiene una distribucion de Dirichlet de dimension (N —1) con pardametros (aq, ..., ay), ademds

es independiente de 7.

(ii) Sean 0 <V < --- < Vn_1 < 1 los estadisticos de orden de una familia de variables aleatorias
independientes con distribucion uniforme en [0,1]. Entonces la N-tupla de los incrementos

(‘/17 ‘/2 - ‘/17 sy VN*l - VN727 1— VN*l)
tiene una distribucion uniforme sobre el simplejo An_1.

Prueba. La f.d.p. conjunta de (v, ...,7n) €s

Ca a a —C
f(v1, ) = Fan) . Tlan )711 Loyanle (ttw)

donde @ = a3 + -+ + ay. Definiendo X; := ~;/v, i = 1,..., N — 1, obtenemos que 7; = vXj,
1=1,..N—1yyw= (1 — EN ! X) donde el Jacobiano esta dado por

X, v 0 - 0
X, 0 ~ -~ 0

J( JL W ): : Lo =
Yy X1y ooy XN_1 Xus 0 0 o
L i R B R

es decir, dX;---dXy =dydX;---dXn_1.
Entonces por el Teorema de Cambio de Variable, la f.d.p. de (X7, ..., Xy_1,7) es

g(xla "'7$N*177) = ’}/Nilf(ﬁ)/la"'afYNflafY)
_ any—1
I(a) vt [N e
= I Ak 1-— Z; e~ TN,
T(a) - Dlay) ! N-1 2 T !

De aqui se sigue (i) observando que yy/y =1 — Y0 " X,.
Para probar la segunda parte del Lema recordemos que la f.d.p. de (Vi,...,Vy_1) es (N — 1)!
sobre el conjunto

{(Ul,...,’l)]\[,l) << <oy < 1}
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Definiendo X; =V, =V, 1,1 =1,..., N con Vj = 0y Vy = 1 se sigue del Teorema de Cambio
de Variable que la f.d.p. de X = (X3,..., Xy_1) es también (N — 1)!. Condicionando sobre Xy
tenemos que la la f.d.p. buscada esta dada por

g(xh sy TN—1, xN) = f($1, e xN—1| $N)h($N)7

donde f y h son respectivamente las f.d.p. de X|Xy y Xy. Dado que X es independiente de

Xn, f(z1,...,zn_1|zNn) es la f.d.p. de (Xq,..., Xy_1). Ahora observando que 1 — Vy_; £ V1
tenemos que h(xy) es la f.d.p. de Vy_;. Por lo tanto g(z1,...,xy_1,2n) es (N — 1)!, es decir, la
distribucion de los incrementos de los estadisticos de orden (V, ..., Viy_1) es uniforme sobre Ay _;.

[ |

El resultado anterior nos permite unir dos elementos de una particién de masa, seleccionados
aleatoria y uniformemente.

Corolario 1.4. Suponga que x = (1, ...,xN) se distribuye uniformemente sobre el simplejo Ayn_q
con N > 3. Seleccionemos aleatoriamente sin reemplazo e independientemente de x los indices
Jjy kde{l,..,N}. Sea 2’ la sucesion con N — 1 términos obtenida de x reemplazando x; por
z; + xp y eliminando el término xy. Entonces x' se distribuye uniformemente sobre el simplejo

An_a.

Prueba. Supongamos que C es el circulo unitario orientado y distribuyamos uniformemente sobre
él v.a.i. Uy, ..., Uy de modo que obtengamos IV arcos. Denotemos como A; el arco cuyo extremidad
izquierda es U; y como | - | su longitud.

Observemos que el hecho de que las Us sean independientes con distribucién uniforme en C
implica que sus estadisticos de orden también se distribuyan uniformemente sobre C. Por la parte
(ii) del Lema anterior del anterior esto implica que x = (|A4;],...,|An]|) sigue una distribucién
uniforme sobre Ay_j.

Ahora seleccionemos independientemente de las U/s un indice k en {1, ..., N}. Sea j el indice de
la extremidad derecha del arco Ax. Entonces de nuevo por la independencia de las U/s, condicional-
mente sobre k, j tiene una distribucién uniforme sobre {1,..., N} \ k. Ademés j es independiente
de . Uniendo los arcos A; y Ay, C se divide ahora en N — 1 arcos determinados por N — 1 v.a.i.
con distribucién uniforme sobre Ay_s, a saber Uy, ...,Ux_1, Uy, ..., Uy. Finalmente por (ii) del
Lema anterior, ©’ = (|A4], ..., |Ak—1|, |Ak+1l, --., |An|) tiene la distribucién buscada. |

1.1.2 Particiones aleatorias intercambiables

Consideremos el espacio (I, ) con I el intervalo unitario y p la medida de Lebesgue. Sea s la
particion de masa inducida por la sucesiéon ordenada de las longitudes de las componentes de
una particion de intervalo I. En este apartado construimos una particion aleatoria 7 de N a
partir de una sucesién {U,} de v.a.i. con distribucién uniforme sobre I y de la relaciéon donde
los indices 7 y j pertenecen a la misma clase de equivalencia si y solamente si los puntos U; y U;
estdn en la misma componente de la particién de intervalo I. Probamos utilizando la ley fuerte
de los grandes numeros que las masas de las componentes de la particiéon de intervalo generada
por {U,} coinciden con las frecuencias asintéticas de los bloques de la particién. Inversamente,
dada una particién de N no necesariamente existe una particion de masa ya que las frecuencias
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asintéticas pueden no estar bien definidas. Sin embargo, establecemos una biyeccién conocida
como correspondencia de Kingman, entre las leyes de particiones aleatorias intercambiables de N
y medidas de probabilidad sobre S*.

Algunas definiciones

Un bloque es un subconjunto B C N. En particular denotamos [k] := 1,2, ..., k. En esta misma
direccién, [o0o] := N.

Definicién 1.5. (i) Una particion de B C N es una coleccion contable m = {m;} de blogues
disjuntos por pares tales que |J,c,, mi = B. Por convencion listamos los bloques de una
particion en orden creciente de su elemento minimo, asi

minm; < minw; para cada t < j,
donde min () = oo.

(ii) Suponemos que Pp es el conjunto de las particiones de B. En particular, si B = [k] para
algin k € N, escribimos simplemente Py := N U {o0}.

(i4i) La cardinalidad del conjunto de bloques no vacios de la particion w la denotamos como
|| := Card{i € N:m; # 0} = max{i € N: m; # (}.

Sea B’ C B un subconjunto de algin bloque B y m € Pp. Denotamos por 7|p: la restriccion
de m a B’, es decir, 7|ps es la particién de B’ inducida por la sucesién de bloques {m; N B'}. Esta
restriccion en las particiones nos permite introducir la nocién de consistencia.

Definicién 1.6. Una sucesion 71, 712 ... de particiones de [1],[2],... es llamada consistente si

para cada entero k' < k, ©l¥'1 coincide con la restriccion de n* a [K'].

Es claro que si 7 es una particién de N, entonces la sucesién de sus restricciones {m|p,} es
consistente, de hecho la conversa también es cierta.

Lema 1.7. Una sucesion de particiones {7r[”] M eP, y ne N} es consistente si y solo si
existe T € Py tal que lp) = 7" para cada n € N. Mds ain, 7 esta univocamente determinado
por la sucesion {x" n € N}.

Prueba. Sea {7 : 7"l € P, y n € N} una sucesién de particiones consistente. Supongamos
que para cada n € N,
ol U ),

1EN

donde {7 : i € N} es una coleccién de bloques disjuntos dos a dos. Entonces, para cada i € Ny
K <k

Wl[k] N[K] = al*

7

T = U Wl[n]

neN

Definiendo,

se sigue que m = (J,, 7 es una particién de N y por construccién 7|, = 7"l para todo n € N.
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Ahora definimos las frecuencias asintéticas de los bloques de modo que nos proporcionen una
conexion entre P vy el espacio de las particiones de masa S*.

Definicién 1.8. (i) Un bloque B tiene frecuencia asintdtica si y solamente si el limite

1 1
|B| := lim —Card(BN[n]) = lim —Card{k € B:k <n}

n—oo M n—oo M

existe.

(ii) Si cada bloque de una particion m tiene frecuencia asintdtica, entonces m tiene frecuencia
asintdtica. Denotamos la frecuencia asintdtica de w por |m| = (|m1],...) y la particion de masa
obtenida por el ordenamiento decreciente de los elementos de || como |7|* = (|x|}, ...).

(#i) Una particion 7 tiene frecuencia asintdtica propia si las frecuencia asintéticas de sus bloques

son tales que
> jml=1.
i=1

Teoria de Kingman

Una particion m € P, se identifica con una relacion de equivalencia sobre N, considerando la
relacién donde i ~ j siy sélo si ¢ y j pertenecen al mismo bloque de 7. Inversamente dada una
relacion de equivalencias sobre N, ~ podemos construir una particiéon 7 € P, asociando las clases
de equivalencia generadas por ~ con los bloques de 7.

Para cada n € N una permutacién de [n| es una biyeccién de o : [n] — [n]. Mientras que
para n = oo una permutacién es una biyecciéon ¢ : N — N tal que o(k) = k cuando k es lo
suficientemente grande, es decir, una permutacién de N es una permutacién con dominio [k] finito.

Sea ¢ una permutacion y m una particion, la relacién

i~jeo(i)~a(j), i,j=1,..,n

es una relacion de equivalencia. Denotamos la particion generada por sus clases de equivalencia
como o (7).

Definicién 1.9. Sea n € N. Una particién © de [n] es llamada intercambiable si para cada
permutacion o de [n], o(w) tiene la misma ley que 7.

Notemos que una particion aleatoria m de N es intercambiable si y sé6lo si para cada n € N la
restriccién 7|, es intercambiable.

Sea s € St y V su particién de intervalo. Recordemos que esto significa que V es una coleccién
de abiertos disjuntos de (0,1) (componentes) cuyas longitudes listadas en orden creciente estan
dadas por s. Consideremos una sucesion {U, } de v.a.i. con distribucién uniforme en (0,1). Sea 7
la particién aleatoria de N generada por la relacion de equivalencia donde

icjei=j6 Uy U; pertenecen a la misma componenete intervalo de V). (1.1)
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Definimos asf la relacién de equivalencia porque cuando V tiene medida de Lebesgue estrictamente
menor a 1 existen Uls que no pertenecen a alguna de las componentes de V. En este caso los
indices de esos U;s determinan los singuletes de 7.

La particién 7 es llamada particién “paint-box” generada por s. Su nombre viene de con-
sidererar que los indices de los U/s que pertenecen a la misma componenete de V son colocados
en una caja pintada de un color especifico. Mientras que los indices asociados a las U/s que no
perteneces a alguna de las componentes de V son depositados en diferentes cajas a las que no es
posible asignarles un color.

Lema 1.10. La particion “paint-box” generada por s € St es una particion aleatoria intercambi-
able con ley ps, independiente de la eleccion de la representacion intervalo V de s € St.

Prueba. Sea ¢ una permutacion de N. Notemos que la independencia de las Us implica que las
Ul (i)S sean v.a.i. con distribucion uniforme en (0,1). Luego tenemos la igualdad en ley de 7 y
o(m) porque o(m) esta determinada por la relacién de equivalencia

1 o) Jj e i=76 (Usn ¥ Usr) Pertenecen a la misma componenete intervalo de V).

y m por la relacién (1.1).

Supongamos que V' es otra representacién intervalo de s. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcién
medible que preserva la medida de Lebesgue tal que las imagenes de las componentes intervalo de
Y son las componentes intervalo de V'. Entonces i ~ j < i =75 6
(f(U;) v f(U,) pertenecen a la misma componenete intervalo de V'), que es justamente lo que bus-
cabamos probar ya que por construccién f(U,) tiene una distribucién uniforme en [0, 1] para cada
n € N. |

El Lema anterior nos proporciona una forma equivalente de generar una particion “paint-box”
a partir de un elemento s € S'. Supongamos que F es una funcién de distribucién sobre R
cuyos atomos tienen masas en orden creciente dadas por s. Sea {&,} una sucesién de v.a.i. con
distribucién F'y 7 una particion aleatoria de N tal que ¢ y j pertenecen al mismo bloque si y
solamente si §; = £;. En consecuencia 7 tiene la distribucin de la particién “paint-box” ya que por
el Teorema de la Transformada Integral la sucesién {,} puede ser vista en ley como {F~'(U,)}.
Ahora veamos algunas propiedades de la particién “paint-box”.

Proposicién 1.11. Sea 7 la particion “paint-box” generada por la particion de masa s € S*.
Entonces las siguientes afirmaciones se cumplen.

(i) La particion “paint-box” m tiene frecuencias asintdticas. Mds precisamente, ||t = s
(i) Si un bloque de 7 tiene frecuencia asintdtica cero, entonces es un singulete ¢ es vacio c.s.

(#ii) Mads precisamente, algunos bloques de m son reducidos a singuletes si y solo si s es impropia,
en este caso el conjunto de singuletes, my := {1 € N : i es un singulete de 7} tiene frecuencias
. sy . oo
asintdticas dadas por |mg| =sog=1—> ", s; c.s.
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Prueba. Gracias al Lema anterior la ley de 7 es independiente de la eleccién de la representacion
intervalo de V. Entonces sin pérdida de generalidad suponemos que sus componentes son V; =

(Zi-:ol Si, Z?:o si>, k=1,2,.... Definamos Vj = (0, s9) y

I(u) :inf{n : Zsi > u} .
i=0
Luego (1.1) es equivalente a
i~ jei=756I1U)=1(U;) >0,

en consecuencia los bloques de m que no son singuletes estan dados para cada ¢ € N por m; :=
{j € N:U; € V;}. Observando que V; contine infinitos U/s se sigue que 7; tiene infinitos
miembros, asi |m;| > 0 y por lo tanto cuando la frecuencia asintética de uno de los bloques de la
particién “paint-box” es cero necesariamente éste es un singulete o es vacio. Ademas el conjunto
7o := {i € N : i es un singulete de 7} estd determinado por Vj, de modo que my = ) si y sélo si
so = 0, es decir si y sélo si s es propia.

Ahora bien, para cada k € Ng (Ng = NU{0}), {1{,ev,}} es una sucesion de variables aleatorias
Bernoulli de pardmetro s y por la ley fuerte de los grandes ntimeros |m;| = s c.s. |

El siguiente resultado establece la igualdad en ley entre una particion aleatoria intercambiable
7wy la particion “paint-box” generada por una de las posibles particiones de intervalo obtenida
al considerar las frecuencias asintéticas de w. La demostracién original dada por Kingman en
[12] utliza la teoria de martingalas al igual que la del Teorema de Finetti (ver [9] o [1]), el cual
utilizamos en la prueba que presentamos. Este afirma que dada una sucesion intercambiable de
v.a. {&,}, la sucesién de distribuciones empiricas

fald) = 3 b (d)

converge debilmente en el limite cuando n — oo a una medida de probabilida p(dx) c.s. Més atin,
condicionalmente sobre p, {£,} es una sucesién de v.a.i. con ley pu.

Teorema 1.12 (Correspondencia de Kingman). Sea m una particion aleatoria intercambiable de
N. Entonces m tiene frecuencias asintoticas c.s. Mds aun, la ley de ™ puede ser expresada como
una distribucion mezcla

P(re)= [ Pl eds)pl), (1.2
seS!
donde ps es la ley de la particion “paint-box” generada por s.

Prueba. Sea 7 una particién de N. Una funcién b : N — N tal que b(i) = b(j) para cada i,j € my
donde 7, es un bloque de 7 es llamado “mapeo de seleccién”. Por ejemplo la funcién que asocia
a cada bloque su elemento minimo es un mapeo seleccion.

Supongamos que b es un mapeo seleccién y 7 una particién aleatoria intercambiable. Sea {U,}
una sucesién de v.a.i. con distribucién uniforme en (0, 1) e indepedientes de 7 y de b.
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Definamos & = Uy;). Entonces la ley de la sucesion {&,} no depende de b ya que las U/s son
v.a.ii.d. Veamos ahora que {&,} es intercambiable, como un primer paso observemos que

&t = Un(oti) = Uy )

donde o es una permutacién de N, U] = U, y b = 0~ oboo. Ahora b/ es un mapeo seleccién
de o(m) pues los bloques de o(7) son las imagenes de los bloques de 7 bajo o=! y b es un mapeo
seleccién. Ademads {U]} es una sucesién de v.a.i. con distribucién uniforme en (0, 1), que a su vez
es independiente de o(m) y de b'. Luego tenemos la igualdad en ley de ((U}),o(m)) v ((Un), )
porque 7 es intercambiable e independiente de las U/s. Asi {¢,} es intercambiable y por el Teorema
de Finetti, existe una medida de probabilidad p := %Z?:l ¢, tal que condicionalmente sobre g,
{&,} es una sucesién de v.a.i. con ley u.

Notemos que dada la sucesién {&,} podemos obtener la particién 7 ya que los £/s con el mismo
indice determinan un bloque de .

Sea ¢ la inversa generalizada de p, es decir

q(x) =inf{zr e R: pu(y) > z}.
Definiendo la particién de intervalo ¥V como
V:={z€(0,1):Je> 0 tal que ¢(x) = q(y) cuando |y — x| < €},

se sigue que las longitudes de las componentes de V son las masas de los atomos de p. Ahora
considerando una sucesién {V,,} de v.a.a.i. que siguen una distribucién uniforme en (0, 1), el
Teorema de la Transformada Integral implica que la sucesién {g(V},)} tiene la misma ley que la
sucesion {&, } condicionalmente a . Ademds, i y j pertenecen al mismo bloque de 7 si y solamente
si Vi y V, pertenecen a la misma componente la particién de intervalo V. En consecuencia,
condicionalmente a p, 7 tiene la distribucion de la particiéon “paint-box” generada por V. Por ley
de probabilidad total se tiene (1.2). |

1.2 El coalescente de Kingman

1.2.1 Genealogia de la poblacién

Supongamos que tenemos una poblacién de tamano constante n haploide, es decir, cada individuo
tiene exactamente un padre en la generacién previa. Seguimos las lineas ancestrales de la poblacién
hacia atras suponiendo que el tiempo se mueve en esta direccion, es claro que éstas lineas coalescen
ya que cuando distintos individuos tienen el mismo ancestro en la generacion correspondiente al
tiempo t, ellos necesariamente tienen el mismo ancestro en la generacién asociada al tiempo t’ > t.
(Ver figura 1.1)
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Pasado

Presente

Figura 1.1: Genealogia de una poblacion

Consideremos que 7(t) € P,, asociando con cada uno de sus bloques una sub-familia de la
poblacién se sigue que 7(t + s) puede ser obtenida de m(¢) por la coalescencia de sus bloques.

Para iniciar con el estudio matematico de este fenomeno, consideramos el modelo de Wright-
Fisher, uno de los mas simples de la evoluciéon de la poblacién, introducido alrededor de 1930
y donde se supone que el tiempo es discreto, el tamano de la poblacién es una constante n, las
generaciones no se traslapan y ademas cada individuo de la generacion k + 1 elige su padre de la
generacion k uniformemente e independientemente de los otros individuos.

En particular supongamos que el niimero de hijos de un individuo tipico se distribuye como
una v.a. binomial de pardmetros (n, 1/n). Entonces la probabilidad de que dos individuos de una
generacién tengan el mismo padre en la generacién previa es 1/n. Ademés por la independencia de
las generaciones, la probabilidad de que las lineas ancestrales de estos dos individuos permanezcan
distintas durante al menos k generaciones es (1—1/n)*. En consecuencia, el tiempo de coalescencia
de sus lineas ancestrales, es decir, el tiempo para encontrar el ancestro comiin mas reciente tiene
una distribucién geométrica con media n. En general si seleccionamos [ < n individuos de una
misma generacion estos tienen distintos padres en la generacién anterior si el j-ésimo individuo
elige su padre de un total de n — j 4+ 1 individuos. Entonces la probabilidad de que no exista una
coalescencia en la generacién anterior es (1 —1/n)--- (1 — (I —1)/n). Més atn, la probabilidad de
que no exista una coalescencia de las lineas ancestrales de estos [ individuos antes de la generacion
kes(1—1/n)*---(1—(—1)/n)~

Supongamos ahora que a cada unidad de tiempo le corresponde una generacion. Haciendo que
n — 00, la probabilidad de que las lineas ancestrales correspondientes a [ individuos de la misma
generacién permanezcan distintas al menos hasta el tiempo ¢ (i.e. durante al menos k = |nt|
generaciones) converge cuando n — oo a

e_t(1+...+(l—1)) — exp(—tl(l - 1)/2)

Por lo tanto el tiempo de la primera coalescencia para las lineas ancestrales de [ distintos individuos
converge en distribucién a una variable exponencial con pardmetro [(I — 1)/2, es decir, converge
al minimo de [(l — 1)/2 variables aleatorias exponenciales de pardmetro 1.

Finalmente notemos que existen [(I—1)/2 formas de que las lineas ancestrales correspondientes
a [ distintos individuos se fusionen. Esta observacién fue hecha por Kingman introduciendo un
importante proceso de Markov sobre el espacio de las particiones de N, el cual estudiamos en la
siguiente seccién.
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1.2.2 Construccién del proceso coalescente de Kingman

Sean m y 7’ dos particiones de algtiin conjunto £ C N. Entonces 7’ puede ser obtenida de w por la
coalescencia de (exactamente) dos de sus bloques (no vacios) siempre que existan 1 < i < j tales
que m;,m; # 0, 7l = m; Um;, y para todo n' # 4, exista algin n € N\ {7, j} tal que 7, = 7,.

Consideremos para cada n > 0 fijo, la cadena de Markov a tiempo continuo 1" = (H[”] (t),t >
0) con espacio de estados P, introducida en el apartado anterior y conocida como n-coalescente.
Analizando su dindmica observamos que la particién trivial 1p,) = ([n],0,...) es un estado ab-
sorbente. Mds atn, la tasa de salto de 7 a 7’ es uno cuando 7’ es obtenida de 7 por la coalescencia
de dos de sus bloques y cero en otro caso. En consecuencia, cuando el estado inicial de I es
alguna particién 7 con |r| = k > 2, la cadena permance en m durante un tiempo exponencial
de pardmetro k(k — 1)/2, para luego saltar a una de las k(k — 1)/2 particiones que pueden ser
obtenidas de 7 por la coalescencia de dos de sus bloques seleccionados aleatoria y uniformemente.
Sin pérdida de generalidad suponemos que el estado inicial de II™ es la particién trivial de los
singuletes, pues cualquier particion puede ser reducida a ésta. Equivalentemente describimos la
dindmica de II™ observando que el nimero de bloques no-vacios,

| = ()]t > 0)

es un proceso de puras muertes, es decir, |H["]| es una cadena de Markov a tiempo continuo sobre
N en la cual solamente son permitidas transiciones de k a k — 1, mas precisamente, la tasa de
muerte en el nivel k es k(k —1)/2.

Para cadam = 1, ..., n, sea K["l(m) la particién de [n] con m bloques no-vacios que es obtenida
después de n — m + 1 coalescencias en el proceso II". En particular, K™ (n) es la particién de
los singuletes y K (1) es la particién trivial 1j,). Notando que la sucesién (KM (n), KI"(n —
1),..., KI"(1)) determina los estados visitados por I1" se sigue que K™ es una cadena de Markov
indexada por {n,n — 1, ..., 1}, lo cual implica que

P(KM(E) = |KM(n), ..., KM(k+1)) =P (K"(k) = - |[KM(k+1)).

Ademés, K es independiente del proceso de muertes ‘H[”]‘ y sus probabilidades de transicion
estan dadas por una distribucién uniforme sobre el conjunto de las |7 |(|7| — 1)/2 particiones que
pueden ser obtenidas de m por la coalescencia de dos de sus bloques.

Por definiciéon tenemos que

(1) = K"(I"@)), t=o.

El siguiente resultado nos permite calcular explicitamente la distribucion unidimensional de
K,

Proposicién 1.13. Sean € N y (By, ..., By, 0, ...) una particidn de [n] con By # 0. Entonces,

P(K (k) = (By, .., Bi,0,..)) = ‘nf(i’f(’;)!_ D! [T

Observe que esta formula demuestra que las particiones de K™ (k) son intercambiables.
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Prueba. La prueba es por induccion hacia atras sobre el nimero de bloques k. El caso en el
que k = n corresponde a la particién trivial de los singuletes, asi que obviamente la afirmacion se
cumple.

Por la ley de Probabilidad Total y el hecho de que cada transicién ocurre con probabilidad

_2
k(k—1)

P (k= 1) = 1) = s SUPUKI(k) =) (1.3

donde la suma es sobre el conjuntos de las particiones K [”](k) que por la coalescencia de dos de
sus bloques se obtiene 7.

Sea |n| = (|Bil, .-, | Bk-1],0, ..., 0) la cardinalidad de n. Entonces para algin i = 1,....k — 1y
algin [ =1,...,|B;| — 1

€l = (|B1), -, |Bi1l, 1, | Bi] — 1, ..., | Bx_1], 0, ...0).

Debido a que no estamos interesados en el orden de los elementos que conforman un bloque, para
cada 1 <[ < b existen %(?) formas de dividir un bloque de tamano b en dos bloques de tamanos [
y b— [ . Luego aplicando la hipdtesis de induccién

k—1 |B;|—-1 _ B
P(KM (k- 1) =) = ' Z k(k2_ ¥ (n nif();ki(li)! 1)!
X Bi]!- - |Bia| (1B = 1)1 - -+ | By 1|‘_<|f;|)

k—1|B;|-1

g S

lo cual prueba lo que buscabamos ya que

-
I
—
-
I
—
-
I
—

Enseguida probamos que el n-coalescente es consistente, esto significa que su restriccién a [m]
con 2 < m < n es un m-coalescente. Esta propiedad es importante porque nos permite aplicar el
Teorema de Limites Proyectivos (ver [11]) para garantizar la existencia de un proceso coalescente
definido en P.

Lema 1.14. Para cada n > 2, la restriccion 1M |, 1) del n-coalescente a [n — 1] es un (n — 1)-
coalescente.

Prueba. Consideremos la particion v € P,_; y seleccionemos arbitrariamente una particién
7 € P, tal que v = 7|p,—y). Supongamos que el proceso n-coalescente I inicia en 7 y 7 es el
bloque al que pertenece n.
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Observemos que si 7; no es el singulete n, 11" (t)|jn—1) se obtiene para cada t > 0 eliminando
a n del bloque al que pertenece en la particién I1™ (t). Asi salvo el bloque en el que estd n, los
bloques de la particién H[”H[n_” y T son los mismos para todo ¢t > 0. Entonces una transicién
en I1M" |[n_1] ocurre si y sélo si ocurre una transicién en I, Por lo tanto H[”}|[n_1} es una cadena
de Markov a tiempo continuo con espacio de estados P,,_1 y con tasa de transicion k(k — 1)/2 al
nivel k, es decir, IT"|;,_; es un (n — 1)-coalescente.

Ahora supongamos que 7; = {n}. Sean 7; el tiempo de espera necesario para tener la i-ésima
coalescencia en II". Entonces 7; es una variable exponencial de pardmetro (k —i 4 1)(k —i)/2
donde |7| := k. Sea A; el evento en que {n} no coalesce al tiempo 7; y 7' := I1"l(7y). Cuando 4,
no ocurre, n pertenece a un bloque I (7)) el cual no es un singulete. Entonces por la primera,
parte de la prueba para todo s > 0, II"(s + 7)|j,_1) es un (n — 1)-coalescente que inicia en
7'|(n—1). Observando que II(t)|p,—1) = 7 para 0 <t < 71 + 72 se sigue que H["]\[n_l} es en efecto un
(n — 1)-coalescente.

Condicionalmente a A; los bloques que coalescen al tiempo 74 en 1% |n—1] son elegidos aleatoria
y uniformemente de la particién 7|p,_1, que consta de & — 1 bloques. En consecuencia, 7'|p,_q
tiene una distribucién uniforme sobre el conjunto de las (k — 1)(k — 2)/2 particiones que pueden
ser obtenidas de la coalescencia de dos de los bloques de 7|;,_1j, asi la primera transicién de
IT|,— 1 ocurre del mismo modo que un (n — 1)-coalescente. Ahora en la particién I (), n es
un singulete de modo que procediendo de un modo similar analizamos el evento complemento de
A, concluyendo que I, es un (n — 1)-coalescente. Bajo A, la segunda transicién de II|j,
es la de un (n — 1)-coalescente, continuando asi concluimos que las transiciones de H[”H[n,l] son
exactamente las transiciones de un (n — 1)-coalescente y por lo tanto el proceso que buscabamos.

|

Sea p, la ley del proceso n-coalescente, es decir, u, es una medida de probabilidad sobre
D([0,00),P,), el espacio de las trayectorias cadlag con valores en P,,. Dado que para 1 <m < n
I1"],,, es un proceso coalescente, fin|D([0,00),7,) €5 la ley de un m-coalescente. Esto implica que
la sucesion de medidas pu,, es consistente, luego por el Teorema de Lmites Proyectivos existe una
unica medida de probabilidad pis sobre D([0, 00), Ps) tal que la restriccion de o a D([0, 00), P,),
es [,. El proceso de trayectorias cadlag con valores en P, bajo la ley u. es el llamado proceso
coalescente de Kingman. Para més detalles sobre esta construccion ver [3].

Definicién 1.15. Eziste un tinico proceso (en ley) el cual denotamos por I* = (1% (t),t > 0)
con valores en Pu tal que para cada n € N, el proceso inducido por su restriccion a [n], HK|[n] =
(I (¢),t > 0) es un n-coalescente. El proceso 1% es llamado coalescente de Kingman.

A continuacién presentamos una descripcion de la evolucion del coalescente de Kingman.

Teorema 1.16. i) El proceso coalescente de Kingman regresa desde el infinito, esto significa
que para cada t > 0 el nimero de bloques no vacios de TI¥(t) es finito c.s. Mds precisamente
(JTTIE(t)|,t > 0) es un proceso de puras muertes con tasa de muerte k(k —1)/2 al nivel k.

i) Para cada n € N sea K(n) el estado de TI® cuando |II¥| = n. Entonces la sucesidn de
estados (..., K(n + 1), K(n), ..., K(1)) tiene la propiedad de Markov y es independiente del
proceso de muertes [T
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iii) Condicionalmente sobre K(n + 1), K(n) tiene cdistribucion uniforme sobre el conjunto de
las n(n+1)/2 particiones de N que pueden ser obtenidas de K (n+ 1) por la coalescencia de
dos de sus bloques.

Prueba. Para cada m € P, es claro que

[l = tim |l (1.4)

Sea k € N fijo. Recordando que para cada n € N, |II¥ || es un proceso de muertes con tasa
de muerte j(j — 1)/2 al nivel j, es claro que el evento {|II*|,(¢)] > k} ocurre si y solamente si
hasta el tiempo t han ocurrido a lo mas n — k muertes. Ahora observando que el tiempo entre una
transicién del estado n — j an — j — 1 es exponencial de pardmetro (n — j)(n — j — 1)/2 se sigue

P (|5 (£)] > k) =P (Z j(%l)ej > t> <P (Z j(%_l)ej > t> ,

J=k Jj=k

donde {e;} es una sucesién de v.a.i. con distribucién exponencial de parametro 1. Por la con-
tinuidad de una medida de probabilidad y ya que

o0

2
lim fej = O,
koo e (] — 1)

se tiene la primera afirmacién de (i), haciendo que £k — oo. La segunda se sigue de (1.4) y el
hecho de que la restriccién a [n] de (|JTI%(¢)|,¢ > 0) es un proceso de puras muertes con tasa de
muerte k(k — 1)/2 al nivel k. As{ mismo para cada n € N y cada entero fijo k

KM(G) = K|py(), j=1,..k,

donde K (.) es la sucesion de estados del n-coalescente ITX |- Luego las propiedades de la
sucesion de estados de un n-coalescente son heredadas a la sucesién de estados del coalescente de
Kingman y por lo tanto tenemos (ii) y (iii). |

1.2.3 La representacion intervalo del coalescente de Kingman

El propésito ahora es construir el coalescente de Kingman a partir de la conexién establecida en
el corolario 1.4 entre la familia de distribuciones uniformes sobre el simplejo A, _; y el proceso de
coalescencias.
Sean {U,} y {U},} sucesiones de v.a.i. con distribucién uniforme en (0, 1). Definamos V(1) :=
(0,1) y paran € N
V(n+1)=(0,1)\{U},....U.}.

Dado que V(n) es el resultado de la coalescencia de dos componentes de longitud no cero de la
particién de intervalo V(n + 1) elegidas aleatoria y uniformemente de las n + 1, [V(n)|! tiene una
distribucién uniforme en n(n + 1)/2. Mas ain,

(o P+ DI VW) V)]
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tiene la propiedad de Markov.

Sea K'(n) la particién “paintbox” generada por la particién de intervalo V(n) y la sucesién
{U,}. Luego i y j pertenecen al mismo bloque de K'(n) siy sélo si las variables U; y U; pertenecen a
la misma componente de la particién de intervalo V(n). Por lo tanto (..., K'(n+1), K'(n), ..., K'(1))
es una cadena de Markov con las mismas probabilidades de transicién que la sucesién de estados
del coalescente de Kingman K (-). Asi resta verificar la igualdad en ley de K(n) y K'(n).

Sea (D(t),t > 0) el proceso de muertes asociado a (|II¥(¢)|,¢ > 0). Entonces su tasa de muerte
es k(k—1)/2 cuando D(t) = k, k € N. Definamos II'(t) = K'(D(t)) para cada t > 0 y supongamos
que II'(0) es la particién trivial de los singuletes.

Proposicién 1.17. El proceso (II'(t),t > 0) antes construido es una version del coalescente de
Kingman.

Prueba. Por construccién el proceso (IT'(t),t > 0) tiene la propiedad de Markov y sus probabili-
dades de transicion son exactamente las del coalescente de Kingman, entonces solo resta verificar
que tiene la misma distribucién unidimensional que I1¥.
Para cada n € N sea
T(n)=inf{t >0: D(t) =n}, (1.5)

el primer tiempo de llegada al nivel n del proceso D. Dado que la particiéon formada por un sélo
bloque es un estado absorbente de II¥,

lim T'(n) =0 ec.s.
Definimos para cada t > 0 una variable I'™l(¢) con valores en P, tal que i y j pertenecen al mismo
bloque de la particién T () si y sélo si los bloques K!(n) = II)(T(n)) y Ki(n) = II}(T'(n)) son
parte del mismo bloque de la particién IT'(T(n) + t). Entonces I'™(-) es un proceso n-coalescente
ya que (K’'(n),..., K'(1)) es una cadena de Markov con las mismas probabilidades de transicién
que la sucesién de estados del n-coalescente y {D(T'(n) +t),¢t > 0} es un proceso de muertes que
inicia en n con tasa de muertes j(j — 1)/2 al nivel j € N independiente de de la sucesion K'(-).
Por construccion para cada k < n

T () = T |y (T(n) +t), > 0.

Lo cual implica que IT'|5(T(n) 4+ t) es un k—coalescente ya que por el Lema 1.14, T (¢) lo es.
Haciendo que n — oo se tiene lo que buscamos por (1.5).
|

1.3 A-coalescentes

En esta seccién continuamos con el estudio de la dinamica del arbol genealdgico de una poblacion
de tamano n con las caracteristicas antes consideradas pero permitiendo la coalescencia de mas
de dos individuos, es decir, suponemos que en una generacién k (> 2) individuos pueden tener el
mismo padre. Adicionando esta hipotesis obtenemos una nueva familia de procesos coalescentes,
los llamados A-coalescentes o como su dinamica lo sugiere procesos con coalescencias multiples.
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1.3.1 Definicién y construcciéon

Sea R™*1 una cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados P,,;1 cuyas transi-
ciones ocurren de particiones £ con n bloques a particiones 1 con k bloques tales que £ C 7, a una
tasa A\, k1. Donde & C n significa que 1 es obtenida por la coalescencia de n — k 4 1 bloques
de &.

Supongamos que al tiempo t el proceso R™t1 tiene n bloques. Similarmente que para el
(m + 1)-coalescente con coalescencias binarias tenemos que cuando m + 1 no es un singulete las
transiciones de R[mﬂ}hm] son exactamente las transiciones de RI™*!. Asi el niimero de bloques
que se fusionan en R™*! y en su restriccién a [m] es el mismo, en consecuencia A, = Ant k-

Si m + 1 es uno de los bloques de la particién R™1(t) definimos el evento en que el bloque
m —+ 1 estéd involucrado en la siguiente coalescencia del proceso R+ como A. Observemos que si
Amno ocurre y en RI™ ! se da una coalescencia de k bloques entonces en su restriccion a [m] también
tenemos la coalescencia de k bloques, es decir, A\, = A,41. Por otro lado condicionalmente a
que A ocurra, la coalescencia de k + 1 bloques en R™*! implica la coalescencia de k bloques en
su restriccién a [m]. Entonces A\ = A1 gt1-

Por lo tanto, R[m“]][M es un m-coalescente con coalescencias multiples si y solamente si sus
tasas de transicién satisfacen

Ak = Mgk + Angipt1, 2< k< n (1.6)

Observemos que la recursién anterior ademés de establecer la consistencia de RI™ determina
si en la coalescencia de k bloques en R™! interviene el singulete m + 1.

De nuevo gracias al Teorema de Limites Proyectivos y el Lema 1.7 existe (en ley) un tnico
proceso de Markov (R¢,t > 0) con valores en Py tal que su restriccion a Py, tiene la ley de un
m-coalescente con coalescencias multiples.

Definicién 1.18. El proceso (R;,t > 0) es un A-coalescente o proceso con coalescencias multiples.

Resulta claro el por qué llamar a (R, t > 0), proceso con coalescencias miltiples. El nombrarlo
A-coalescente viene del siguiente resultado debido a Pitman.

Teorema 1.19. Sea R un proceso con coalescencias multiples con tasas de transicion dadas por
(Ank)gcper,- Entonces existe una medida finita A sobre el intervalo [0, 1] tal que

1
Ang = / 2" 21— )" FA(dx), 2<k<n. (1.7)
0

La medida A caracteriza de forma inica la ley de R.

Prueba. Definamos p, := Ayi2,42 ¥ probemos que {i,}nen €s una sucesién completamente
monotona, es decir,
(=)"A"u, >0, n=0,1,2..

donde Ap; = prit1 — i
Por la propiedad de consistencia de R,

)\n,k: = )\nJrl,k + )\n+1,k+1-
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En particular,

/\nfl,nfl = )\n,nfl + >\n,n7 (18)
lo cual implica que A, -1 = —Afy,_3.
Asi mismo,
>\n—1,n—2 = /\n,n—Q + )\n,n—la (19)
)\n72,n72 = )\nfl,an + )\nfl,nfL (110)

Sustituyendo en (1.9) las expresiones de \,—1 -2 ¥ A\nn—1 dadas respectivamente en (1.10) y (1.8),
>\n,n72 = A2,U/nf4-
Continuando con este proceso obtenemos para 2 < k <n

>\n,n7k = (_ 1)kAk/an—(k+2) )

o equivalentemente,
Ao = (=1)"FAF gy, (1.11)

Dado que A, determina la tasa a la cual se fusionan k bloques cuando se tiene un total de n, es
claro que A\, > 0,2 <k <ny o =1

Luego {/in}nen €s una sucesién completamente mondtona y py = 1. Por lo tanto existe una
funcién de distribucién A tal que su k-ésimo momento esta determinado por py. (Ver Apéndice

B)
Ahora,
n—k n—k '
(_1>n—kAn—kle_2 — (_1)n—k ( ] )( 1)n—k—j,uk_2+]’
7=0
n—k n—k
S (e ISV e}

7=0

Entonces por (1.11)

es decir,
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En términos del modelo el Teorema anterior establece que asociando a cada uno de los bloques
de una generacion variables independientes X;, Bernoulli de parametro z, los bloques que coalescen
en la generacion anterior quedan determinados al considerar que a los bloques que les corresponda
un éxito de X; forman un sélo bloque en la generaciéon anterior. Mas ain dado un proceso A-
coalescente R, existe una medida finita con soporte [0, 1],

v(dx) == 27 *A(dx) (1.12)

que determina la tasa a la cual ocurre una coalescencia miiltiple en R, de manera que si R (¢) = 7
con ™ = Usenm; y || = n,

1
Mk =P(X1=1,.., X, =1, X331 =0,..., X, =0) = / 28(1 — )" Fu(de),
0

ya las X/s son intercambiables al ser v.a.i.i.d.

Con esta idea tenemos por cada bloque de una particién 7(¢) un lanzamiento de una moneda
en la que con probabilidad p cae cara. Entonces bajo el supuesto de que A({0}), el proceso
A—coalescente esta determinado por los dtomos de un proceso puntual de Poisson N sobre R, X
[0, 1] con intensidad dt ® v(dz).

Resumiendo, un proceso A-coalescente R = (R;,t > 0) es una cadena de Markov a tiempo
continuo con espacio de estados P, y generador infinitesimal

)\n,n—k—i-la sl f - m,
an = _)\na si 6 =1,
0, e.o0.c.

donde n = [¢], k= |n| ¥ Au = Y02t Ao

Recordemos que para el coalescente de Kingman (HK (t),t > O) el proceso (Dy,t > 0) definido
para cada t como el niimero de bloques no vacios de IT¥(¢) es un proceso de puras muertes, donde
una muerte representa la coalescencia de dos de los n bloques con que cuenta la particién IT5(¢).
La tasa de muerte es n(n — 1)/2 ya que existen (g) particiones 1 € P, que se se obtienen por
la coalescencia de dos bloques de 7 € Py con || = n. Ademds las coalescencias binarias antes
descritas ocurren con tasa 1.

Similarmente definiendo D; := |R;| tenemos que (D;,t > 0) es un proceso de muertes (aunque
no de puras muertes) con espacio de estados N y tasa de muerte al nivel n

n
Ink = < )An,nkJrla (113)

n—k+1

porque en este caso existen (n_z +1) transiciones de £ € P, an € P, tales £ C 1y cada transicién

ocurre una tasa A\, ,_r+1. Entonces el generador infinitesimal de (Dy,t > 0) es

Ink, sil<k<n,
an = —Gn, si k= n,
0, e.o0.c.
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donde n, k € N y para todo n

. ”Z‘lgnk (1.14)
k=1
L
_ /M 1-(-2) - A== (dz). (1.15)

En adelante suponemos que Ry es la particion trivial de los singuletes, es decir, el proceso
A—coalescente inicia totalmente fragmentado y permanece asi durante un tiempo exponencial
de parametro

1
pe = lim g, :/ v 2A(dx).
0

n—oo

Por lo tanto un proceso con coalescencias multiples (R, : t > 0) con estado inicial la particin trivial
de los singuletes es un proceso de Markov con tasas de transicién acotadas si y sélo si ps < 00.
Ahora consideremos para cada n € N el proceso (|0, R;|,t > 0) donde g,, es la restriccion de Py,

a P,. Sea (@,g")) su cadena de saltos, es decir, (@,in)> es una cadena de Markov con
kelNo kENg
espacio de estados [n] que inicia en n con matriz de probabilidades de transiciéon
9/, sil<k<n,
Pu={ 0 I (119

Entonces la probabilidad de que la cadena de saltos este en el primer paso en el estado k con
1<k<nes

P, =P (:o({‘) — k) L 1<k<n. (1.17)

1.3.2 Ejemplos

Ejemplo 1.20. Sea A la medida de Dirac concentrada en el 0:
A (dz) = dp (dx) .

De (1.7), Anx = 0 excepto cuando k = 2, asi en este caso el A-coalescente que es justamente el
coalescente de Kingman.

Ejemplo 1.21. Similarmente que en el ejemplo anterior tenemos que cuando A(dz) = 61, A\ =0
excepto en el caso de que k = n. Asi todos los bloques coalescente en la primera transicién, de
manera que tenemos una sola raiz y una cantidad infinita de hojas conectadas a ésta, de aqui que
este proceso sea conocido coalescente en forma de estrella.
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Ejemplo 1.22. El caso en que A es la medida uniforme en (0, 1), es decir, A (dz) = dz se conoce
como el coalescente de Bolthausen-Sznitman. Las tasas de transicion son

N = E —(5)1(117)!— k) [(b 1 (2:2)}1 N

Esta medida es importante por sus conexiones con el modelo fisico de la evolucién conocido como
spin-glass, asi como con la teoria de arboles aleatorios.

Ejemplo 1.23. Sea 0 < a < 2. Suponga que A (dz) es la distribucién Beta (2 — «, «):

1

A<dx>:F(2—a)F(a)

21— 2)*  da.

El coalescente resultante es llamado simplemente, Beta-coalescente con parametro «. Esta es una
familia especialmente importante tanto por razones practicas como tedricas. Esta relacionado con
la genealogia de poblaciones donde un slo individuo produce una gran cantidad de descendientes
y con arboles aleatorios continuos. (Ver [6], [5])



Capitulo 2

Mutaciones en un A-coalescente

La variacion observada en los individuos de una poblacién se produce por mutaciones en sus
ancestros. Uno de los modelos mas simples para estudiar la variacion debida a mutaciones en un
conjunto de individuos es el llamado “infinidad de lados segregados”. En este modelo se supone
que las mutaciones aparecen sobre cada rama del arbol genealégico de acuerdo a un proceso de
Poisson M = (M(t),t > 0) de tasa r > 0, independientemente de la longitud y el proceso que
determina el arbol genealdgico. Ademas cada mutacion se tiene solamente en aquellos individuos
en los cuales no han ocurrido antes, como consecuencia existen individuos que no son idénticos
llamados “lados segregados”.

El propdsito de este capitulo es analizar el comportamiento asintético de .S,, el nimero de
mutaciones en una poblacién de tamano n cuando éste crece infinitamente. En la seccion 2.1
derivamos una recurrencia para S, misma que nos permite establecer recurrencias para funciones
de S, tales como la transformada de Laplace que caracteriza a una variable aleatoria. En la seccion
2.2 probamos la convergencia de S, /(nr) a una variable aleatoria limite S que estd determinada
univocamente por una ecuacién funcional estocastica. En la demostracion de este resultado uti-
lizamos el Método de Diagonalizaciéon de Cantor, asi como un par de Lemas que demostramos
previamente. Con una suposicion adicional en la medida A, que en términos del modelo significa
que algunos de los bloques de la particion al tiempo t son singuletes, mostramos en la seccion 2.3
que S se puede escribir en ley como un funcional exponencial de un proceso de Lévy.

2.1 Recursiones sobre el nimero total de mutaciones

Sea S,, el nimero de mutaciones a lo largo de un arbol genealégico de una poblaciéon de tamano n.
Entonces siguiendo con la terminologia introducida en el capitulo anterior, S,, estd determinado
por el nimero de mutaciones que ocurren antes de la primera transicién de la cadena de saltos
del proceso (|o,R;|,t > 0), recordemos que ésta ocurre en un tiempo exponencial de pardmetro
gn dado por (1.14). Asi como por el nimero de mutaciones que ocurren después de ésta, es decir,

el nimero de mutaciones que ocurren en una poblacion de tamano @5”). Por lo tanto,

n—1

Su= Yo+ Sgm = Yo + ; 1{9(1”)216} S, N> 2. (2.1)
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donde Y,, es el nimero de mutaciones que se originan durante un tiempo 7, £ exp (gn). Obviamente
Sl = O
Observe que la independencia entre el proceso de mutaciones y el proceso que genera el arbol

geneal6gico implica que para todo k € [n — 1] las variables 1 om_gl Y Sy son independientes.
()

Ademas condicionalmente sobre 7,, Y,, es una variable aleatoria Poisson de parametro nrr, ya
que hasta antes de 7,, tenemos una poblacién de n individuos independientes en los cuales ocurre
una mutacion de acuerdo a un proceso de Poisson de parametro r. Luego,

F(s¥") = F (F (s¥" ) =E —nrrn(1-8)) _ Gn cl0.1
(47) = E(E (5 1)) = E (0 - B e o)
de aqui Y,, tiene distribucion geométrica de pardmetro p = T +m En consecuencia con ¢ = 1 —p,
q o _ 2¢° g
EYn)=- v E(Y))=—F+—. (2.2)
p PP

Gracias a (2.1) es posible determinar recursiones para funciones de S,,. Asi por ejemplo la funcién
generadora de probabilidades paran > 2y s € [0, 1] satisface

Yn = ) — 1 - 2
() =B SR () = i ). s

Recordando que S; = 0 es claro que E (551) =1

Asi mismo
n—1
k=1

n—1

= E(Y,) + ) Pk (Sk)

k=1

nr 1 4
= —+ =Y guE(S), (2.4)

In  9n =y

donde la segunda igualdad se tiene por independencia entre 1 { } y Sk junto con (1.17),

(M=t
mientras que la ultima por (1.16).
También

E(S2) =E(Y,?) +2E(Y, (n— 1 ) +E (ni 1{©§n>,€}513>

= E(Y,?) + 2E (Y,,) [E(S,) — E(Y,)] + ni P.E(S)

n—1

= E(Y?) = 2[E(Y,)]* + 2E (Y,) E(S,) o Zgnk[E (S?)

n—1
nr

1
= 9™ E(s,) +—Zgnk[E (S2),
n n " =2
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en la segunda igualdad hemos usado (2.4) y en la dltima (2.2).
Gracias a la Ley de Probabilidad Total tenemos de (2.1) paran > 2y j € Ny

:SP(@@:k)P(YHSk:j‘@g”):k)
:ZP(Q(" — k) P (Yo + Sk = j)
:ZPnkZ[P P(Yp+ S =3V, =1)
:ankZ[P P (Sk=j—1)
Sy (gnirm)iw =51

n—1

J %
9nk 2 : nr . .
"y In TN (gn—{—m“) (=7 -4)

Aqui hemos aplicado la hipdtesis de independencia entre el proceso de mutaciones y el proceso
que genera el arbol genealégico. Luego (1.17) y (1.16), asi como la ley de probablidad total y
la independencia observada en un principio Finalmente utilizamos el hecho de que Y, es una
variable geométrica de parametro . En el caso en que n = 1 es inmediato que P(S; = 0) = 1.

+

Sea L, la longtud de cada una de las ramas del drbol (g, R;,t > 0). Observemos que antes de
que ocurra la primera transicién tenemos un arbol donde cada una de sus n ramas tiene longitud
Ta. Luego siguiendo los mismos argumentos que para S,, establecemos la recurrencia

n—1

L = n7, + Lg(n nT, + Z 1 33(") k} Lk, (25)
k=1

c
donde n > 2, 7, = exp (g,) vy L1 = 0.
Es claro que el nimero de mutaciones a lo largo de un arbol esta determinado por el ntimero
de mutaciones que ocurran en cada una de sus ramas, en consecuencia

S, £ M(L,).
Mas aun,
E(Sy) =rE(Ly) (2.6)

ya que las mutaciones ocurren en cada individuo e independientemente de los otros de acuerdo a
un proceso de Poisson de parametro r. Asi mismo,

Var(S,) = E(Var(S,|L,)) + Var(E(S,|Ly,))
= E(rL,) + Var(rL,)
= rE(Ly) + r*Var(L,) (2.7)
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y por lo tanto,
E(S?) = rE(L,) + r*E(L?).
Ahora definiendo a,, := E (L,,) se sigue de (2.4) y (2.6) que

n—1
n 1
G Gn i
De hecho por induccion sobre n

Z Pnk, (2.9)

* J—
donde P, ZleN nk En efecto, para n = 2 se tiene la igualdad anterior porque en este caso
<@,(€”)> es la cadena de saltos asociada a un n-coalescente, en consecuencia Pnk = 0 para
kENg

[ € N. Suponiendo que (2.9) también es vilida para cada k < n probemos que se cumple para
k =mn+ 1. Como un primer paso tenemos por hipétesis de induccién

n k .
Z Gnt1,kQk = Z Pk Z E%P Z Z Z Pn+1 k;P

In+1 155 - j=2 7 k2j2l0‘7
o 1+1)
ZZZ anPkJ Zg SRl

j2l0k] =2 97 =0

= Z ] Pn+l,j

donde en la pentltima igualdad hemos usado la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov. Sustituyendo
la igualdad anterior anterior en (2.6) y observando que Pj ., ., = 1 porque PanrLnJrl = 0 para
todo [ € N, se sigue que (2.9) es cierta para k = n + 1 y en consecuencia para n > 2.

2.1.1 Ejemplos

Ejemplo 2.1 (Coalescente de Kingman). En este caso A, = 0 excepto cuando k£ = 2, luego
Gn = Gnn—1 =n(n—1)/2 por (1.13) y (1.14). Asi de (1.17), D" =n—1cs. y por lo tanto (2.5)
se reduce a

L,=n71,+L,_1, n>2,

donde las 7/s son v.a.i. con distribucién exponencial de pardmetro ¢g; = i(i — 1)/2. Recordando
que Ly = 0 obtenemos que L, = Y ,i7; lo cual implica que

n‘ n 9 — 1
:;ZE(Ti):Zi_1:2 a o~ 2logn

=2 k=1

4 1 272
VarE (L Zz2Va7" T; —Z (=1 :4ZE ~ % ~ 2logn.
Z_

1=2
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Entonces de (2.6) y (2.7),
E(S,) =rE(Ly) ~0logn y Var(S,) = rE(L,) +r*Var(L,) ~ logn,

donde 6 := 2r. Andlogamente tenemos que S, = >_;_, Y, donde las Y/s son v.a.i. con distribucién

geométrica de parametro p = kkW Entonces la funcion generadora de S, esta dada por
E(s5) =
(s) H Hk—1+01—s)
k=2
De aqui,
n—1 k1
-1 , -2 0
P(S, = " ) n>2,k>0
0 3—1 j—1 j+0

Ejemplo 2.2 (Coalescente en forma de Estrella). Sabemos que An, = 11—}, entonces utilizando
los mismos argumentos que en el ejemplo anterior tenemos que g, = ¢g,1 = 1 y en consecuencia,

@ﬁ") =1 c.s. Luego para n > 2, L,, = nt,, donde 7, £ exp(1), de aqui
E(L,)=n y Var(L,) =n’

Asi mismo,

E(S,) =nr y Var(S,) =nr(l+nr).

Observe que también podemos obtener esta conclusién utilizando la recurrencia (2.1) pues esta
implica que S, = Y}, una variable aleatoria geométrica de pardmetro 1/(1 + nr) tal y como lo
deducimos al inicio de esta seccion.

2.2 Asintotas sobre el numero total de mutaciones

En adelante estudiamos el comportamiento asintético del nimero de mutaciones S, a lo largo de
un arbol genealdgico de una poblacién de tamano n modelada por un proceso A-coalescente.

Recordemos que v(dz) := x72A(dz) es una medida finita con soporte [0, 1] y p» < oo. Entonces
suponiendo adicionalmente que v({0}) < co tenemos

AQOY) =0 v poi= / v 2A(dx) < oo. (2.10)

(0,1]

= / *o(dz)

bajo la hipdtesis de que v([0,1]) > 0 para excluir el caso trivial en el cual A = 0 y obtener que
my > 0 para todo k € Ng y m; > myq.
Antes de establecer un resultado asintético para .S,, probamos.

Definimos

Lema 2.3. Si la medida A # 0 satisface (2.10), entonces

i) 1— ’Dg”)/n converge en distribucion a una medida de probabilidad vy == v/my.
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1) Bxiste una constante ¢ > 0 (que depende de A pero no de n ni de r) tal que E(S,) < cnr
) que dep P q
para toda n € N y todo r > 0.

iii) La transformada de Laplace 1, de S, /(nr) satisface que —c < ! (X) < 0 para todon € N y
todo A > 0, donde c es la constante en (ii).

Prueba. i) Recordando (1.15) tenemos

B I1—(1—2)"—na(l —x)~ ! .
%—AH A(dz),

22
es decir,

G =m0 — /[0 ’1}(1 — 2)"v(dx) — /{0 } na(l — z)" Lo (dz).

Dado que v es una medida finita, por el Teorema de Convergencia Dominada y el Teorema de
Convergencia Mondtona las integrales del lado derecho de la igualdad anterior convergen a cero
en el limite cuando n — oco. Entonces

lim g, = my. (2.11)

Por otro lado,

< E—1Y n n—k+1 k—1
= 1- T (1 —z)"  v(dr)
n [0,1] n—=k +1

nzl (n_—k“) P (Zu(x) =n —k + 1) v(dx)

2 ( ) P (Zo(z) = i) v(da)

1=

- /[ [E@@m = /m® 2@ = D] o)

La primera igualdad es consecuencia de (1.16) y (1.17), mientras que la segunda de (1.15). En
las siguientes Z,(x) denota una variable aleatoria con distribucién binomial de pardmetros n y x.
Luego por el Teorema de Convergencia Dominada

/[0 . [[E (Zn(x)/n)’—(1/n)l[P(Zn(x):Z)} o(de) — | zlo(dz) = m,

oo Jo)

ya que por propiedades de la funcién generadora de momentos

! nl
:Z(n_

k=1
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Asi
@(n) —1 : my
E{l1-= — (2.12)
n n—oo My
y por lo tanto los momentos de 1 — (@ﬁ”) — 1) /n convergen a los momentos de vy := v/myg. El

(n)

resultado se tiene por el Apéndice A y ya que 1 — 21 =1 eg uniformemente acotada en 0,1], es

(n) _
decir, la distribucién de 1 — 21 est4 concentrada en [0, 1].

n

(n)
ii) Tomando [ = 1 en (2.12) tenemos que para n suficientemente grande [E (1 -2 1) ~ oL

Entonces . .
S kP <Y kP =E (91 ~n (1 - @) |
k=2 k=1 Mo

lo cual implica que existe p € (0,1) que depende de A pero no de n tal que

n—1
Z kP, <np, paratodon € N,
=2

pues ( — m—0> < 1. Mas aun por induccién sobre [,

n—1
Z kaf,)c < np', paratodol,n € N. (2.13)
k=2
En efecto,
n—1 n—1 n-—1 J n—1
TSI 91D DET VD Sich STt I pit PR
k=2 k=2  j=k j=2 k=2 =2

donde la primera igualdad se tiene por la ecuacion de Chapman-Kolmogorov y la tultima por
hipdtesis de induccion.

Por otro lado observemos que {g,} es monétona creciente por (1.15) y g2 = 1 porque este caso
corresponde a la tasa de coalescencia de dos bloques. Entonces para k > 2, 1/g;, < 1. Ahora
utilizando (2.6), (2.9) y (2.13)

E(S,) 1<k 1 & 1< 0
= — —Pr < = kP, = — k P
k=2 =2 k=2 leNg
1 n 1 n—1
_ o _ 0
SN SLEEEIRD o)
leNg k=2 lENg k=2
1 l 1
< - L
1ENg -p

lo cual implica lo que buscabamos probar.
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iii) Sea f, es la funcién generadora de probabilidades de S,,. Entonces f, es no-decreciente
debido a que S, lo es, de aqui f; > 0. Ademads es claro que ¥,(A) = fu.(s(A)) con s(A) =
exp (—=A/(nr)), A > 0. Luego para A > 0,

Un(A) = =1/(nr) exp(=A/(nr)) f;, (s(A)) < 0. (2.14)

Observando que cuando 0 < A\; < Ay

A2

£ (—e_ﬁ(s”ﬂ) + 6_%(5"—1—1)) > 0,
se sigue que ¥, (A1) < 1 (A2), es decir, ¥/ es mondtona creciente en [0,00) y por lo tanto resta
verificar que 1/ (0) > —c. Recordando que f/ (1) = E(S,,) obtenemos de (2.14) que

W(0) = ——E(S,),

nr

de donde se sigue lo que buscabamos por (ii). |

Lema 2.4. Supongamos que —oo < p:= E (log|A|) < 0. Si la ecuacion funcional estocdstica
X£AX+B (2.15)

tiene una solucion, entonces la solucion es unica en distribucion.

Prueba. Sea {X,}, ., una sucesién de variables aleatorias que satisface (2.15), es decir,

Xn é Anflxnfl + BTL*l? nec N;

donde {(A,, B,)}nen, €s una sucesién de vectores aleatorias en R? independientes idénticamente
distribuidos tales que (A, B,,) L (A, B). Iterando en la igualdad anterior

n—1
X, £ Ay A, 1 X, + Z BiH?;iilAj,
1=0

o equivalentemente,

n—1
X £ Ao Ana Xo+ Y BITZhA;.
=0

L
Ya que {(AIm Bk)}keNo = {(An—k—b Bn—k—l)}keNO'

Gracias a la ley fuerte de los grandes ntimeros

IRS
- ZIOglAk‘ — E(log |A]) = p € [-00,0).
k=0

Entonces log [Ag - - - Ay =2, 00, de aqui Ay - A, —2— 0, lo que implica que X es el limite en

ley de S0 BiH;;BAj cuando n — oo. Asi X depende solamente de (A, B) y no de la sucesién
{X,}. Por lo tanto la solucién de (2.15) es unica en ley. |
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Teorema 2.5. Si la medida A # 0 satisface (2.10), entonces S, /(nr) converge en distribucion
a una variable aleatoria limite S. La distribucion de S estd determinada univocamente por la
ecuacion funcional estocdstica

S £ AS + B, (2.16)

donde A y B son variables aleatorias independientes de S tales que 1 — A £ vo y B £ exp (my).
La transformada de Laplace de S, ¢ esta univocamente determinada por la ecuacion funcional

_m0+>\

ey E[/(AN)] $((1 = 2)Nv(dr), A= 0. (2.17)

N mo -+ A [0,1]

Prueba. Consideremos que la tasa de mutacion r > 0 es fija y supongamos que v, es la trans-
formada de Laplace de S, /(nr). Como un primer paso verificamos utilizando el método de diag-
onalizacién de Cantor que existe una subsucesion {ny},, de enteros tal que para cada A > 0 el
limite limy_,o0 0, () existe.

Sea {q1, g2, ...} una representacién de Q;. Dado que la transformada de Laplace es acotada, la
sucesion {9, (q1)},c también lo es. Entonces por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe una
subsucesion {11;} ., tal que el limite ©(q1) = limy oo ¢, (q1) existe.

Similarmente, la sucesion {11; (¢2)},c €5 acotada y por lo tanto existe una subsucesion
{thar }pen tal que el limite 1 (g2) := limg o0 Vny, (g2) existe. Ademds limy_.o U, (1) = ¥ (q1), ya

que {thax }jcp €8 una subsucesion de {11} -
Continuando con este proceso obtenemos

1/111, ¢12, e wlk) Tt converge a 1/1 (Q1)7
Vo1, a2, v Yo, - converge a 1 (Q1) Y (92);

B, Wy o W o converge a g (q),(g) .t (g),

Observemos que salvo por los primeros j — 1 términos, la sucesion {¢y, k € N} es una sub-
sucesion de {1, k € N} la cual converge a 1 (g;). Luego, la sucesién diagonal {¢y, k& € N} con-
verge a ¢ (¢;) para cada j € N. Por lo tanto considerando ny, = kk el limite ¢(g;) = limy_,c ¥n, (¢;)
existe para todo ¢ € Q...

Veamos ahora que v es Liptschitz continua sobre Q.. Por el Teorema del Valor Medio para

p,q € Q existe § =& (ng, p, q) € (p, q) tal que
I %k (p> - Q/}nk (Q)

(08 :
r P—q

Luego,
[(p) = ()| = lim [, (p) = ¥n, ()| = lim [, ()(p —a)| < clp—dl .

donde la desigualdad buscada se tiene por el Lema 2.3 (iii).
Supongamos ahora que {a;},o, ¥ {bi},c, son sucesiones de niimeros racionales tales que a; T A
y b | A, con A > 0 arbritrario. Entonces,

%an (al) > ?ﬂnk(A) > ¢nk (bl)>
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ya que S, es una variable aleatoria no negativa y la transformada de Laplace es mondtona decre-
ciente sobre R,. Haciendo que k — oo

¥ (a;) > lim sup vy, (A) > lim kinf U, (A) > (by).
k—oo —o0
Esto implica que
lim sup ¢, (A) — ¢ (A) = lim kinf U, (A) = (X)) =0,

k—o00

debido a que cuando | — oo, ¥(a;) — ¥ (b;) converge a cero por ser 1 Liptschitz continua sobre
Q*. Asf el limite
P () = Jim g, ()

existe para A > 0 y por lo tanto v es continua sobre R, . Mas atn, v es Lipschitz continua en R
por un procedimiento analogo al realizado para A € Q...
En adelante suponemos

G () = lim ¢y (). (2.18)

Sea F), la funcion de distribucion asociada a v,,. Por el método de diagonalizacién de Cantor,
existe una subsucesion {n;} tal que F,, converge a F,, cuando k — oo, donde F, es una funcién
de distribucién posiblemente no propia. Ahora como A > 0, e~** es una funcién continua que se
anula en el limite cuando |z| — oo el Teorema 4.4.1 de [8] implica que

Yoo (V) = lim t, (3)

donde 1, es la transformada de Laplace de Fi,. En consecuencia ¢, (\) = 9 (\) para A > 0.
Més ain ¥ () = ¥(\) para A = 0 ya que ¥ y 1), son funciones continuas.

Es claro que Fyo(00) = 95(0) = 9(0) = 1, luego Fi, es una funcién de distribucién. Por lo
tanto asociando a S la funcién de distribucion Fl,, concluimos que v es la trasformada de Laplace

de una variable S tal que {%} converge débilmente a S.
kEN

Probemos ahora que la distribucién de S no depende de {ny},.,, para ello primeramente
tomamos s = e~ en la recursion (2.3)

n—1
In —kS), /nkr
n(A) = P,.E k
vn (M) gn-f-nr(l—e_)\/(nr)); b (e )

n—1
In k
= P, 2.
gn+ 17 (1 — e M@ Z O (n )

Ahora de (2.11)

lim g, = myg

n—oo

y por expansion en serie de Taylor lim,, ., nr (1 —e (’")) = \. Entonces

. In mo
! = 2.19
n1—>Hc}o gn—|—n7"<1 _e—)\/(n’r)) m0+)\’ ( )
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asi el limite corresponde a la transformada de Laplace de una variable B, exponencial de parametro
myg. Por otro lado,

n—1 n—1
Z¢k (%A) P = Zlbk (SA) P (@5") = k)
k k=1
=Y e (1-D0 =)
ze{l/n,...,(n—1)/n}

= }iﬂ[n(l—xn (1=2)A) U(dx),

[0,1 Mo

donde la primera igualdad se tiene por (1.17), la segunda de hacer al cambio de variable % =1-z
y la tltima como consecuencia del Lema 2.3 (i). Entonces, por el Teorema de Convergencia
Dominada y la continuidad de v

et
tim 3 (£2) P = [ B e (0 =) o (220
-/ D ((1—2)N) ”f;lo“’). (2.21)
De (2.18), (2.19), y (2.20)
o=l [ v e,
que es justamente (2.17) ya que vo(da) = 242

En el sentido de variables aleatorias la ecuacién funcional anterior es equivalente a que S £
AS + B, donde A y B son variables aleatorias independientes entre si y de .S tales que 1 — A £ Vg
y B £ exp (mg). Dado que la variable aleatoria A toma valores en [0, 1] y vy no es la medida cero,

P(A=1) < 1. Entonces, —oo < E(log A) < 0. Asi por el Lema 2.4, S es tnica en ley y por lo
tanto no depende de la subsucesion, {n}, - |

Corolario 2.6. Supongamos que la medida A # 0 satisface las condiciones (2.10). Entonces, al
menos para 0 < A < my, la transformada de Laplace 1 de S tiene la expansion en serie de Taylor

PN =D A, conegi=1y

1
Ck::f((l—x)i—l)v(dx)’ken\" (2.22)

En particular, S tiene momentos

E(S*) = H @@) = <I)(1)~'-<I>(k;)’ keN, (2.23)

donde (i) := |,

[0,1}[1 — (1 —2)"v(dz), i € N.



2.2 Asintotas sobre el nimero total de mutaciones 34

Prueba. Supongamos que los ¢}s estan dados por (2.22) y probemos que (\) = Y ;7 cpAF
converge. Dado que z € [0, 1] para cada i € N,

1—(1—2)")v(dr 1—(1—2)") v(dz).
Entonces,

o0

k S k - 1
PR _;A H]’M (1—(1—2))o(dr)

- A
= ; <f[071} 1-(1—2) v(da:))

Por lo tanto, la serie Y oo, c\¥ es convergente si y solamente si 0 < \ < my.
La igualdad (2.23) es inmediata pues es bien sabido que

E(S*) = (—1)*p®(07) = (—1)*k!es.

2.2.1 Ejemplos

Ejemplo 2.7. Suponga que A es absolutamene continua con respecto a la medida de Lebesgue
y su funcién de densidad es f(z) = B2?(1 — x)P~! con z € [0,1] y 3 > 0 fijo. Entonces, v
es la distribucién Beta de pardmetros (1,3) y por lo tanto mg = 1. Obviamente la condicién
(2.1) se tiene, luego por el Teorema 2.5 S,,/(nr) converge en ley a una variable aleatoria S, cuya
transformada de Laplace esta determinada por la ecuacién funcional

L+ N0 =4 / (1= 2)A) (1 — 2)* .

Haciendo el cambio de variable z = (1 — )\ en la integral anterior y derivando respecto a A
obtenemos la ecuacion diferencial
1+

"N+ —=9(N) =0 2.24

W)+ TR () =0, (224)

cuya condicién inicial es ¥(0) = 1. Multiplicando (2.24) por el factor (1 + A\)? obtenemos una

ecuacién diferencial exacta con tnica solucién ¥(\) = 1/(1 4+ X)#T1 X > 0. Luego, por unicidad

de la transformada de Laplace, S tiene distribucion Gamma de parametros (5 + 1, 1), es decir, la
funcién de densidad de probabilidad de S es g(z) = xPe™t/T(B + 1), t > 0.

Ahora observemos que cuando 5 = 1, v es la distribucién uniforme en [0, 1]. Entonces de (1.15)

y (1.16) las tasas infinitesimales del proceso (Dy,t > 0) son g, = 1/(n+ 1), 1 < k < n, mientras

que la tasa total es gr = (n —1)/(n + 1), n € N. Por lo tanto, <©,(€")> salta con probabilidad
keN
Pk = guk/gn =1/(n—1) den a k donde 1 < k < n. ’
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Ejemplo 2.8. Sea A = ¢, la medida de Dirac con u € (0,1]. Luego, v también estd concentrada
en algin u € (0,1] y mo = v ([0,1]) = u=2. Asf A satisface las condiciones del Teorema 2.5 y por lo
tanto S, /nr converge en ley a una variable aleatoria no-negativa S. Mds aun, la distribucién de S
y su transformada de Laplace estan determinadas respectivamente, por las ecuaciones funcionales

estocasticas
SE1-w)S+B y (1+uNp(\)=v((1-u))), A>0

donde B £ exp (u™2) es independiente de S.
Gracias al Corolario 2.6 los momentos de S estan dados por

K - k
1

E(S") =TT —2 T ———— ke,

(5%) Hl_(l_u)z u Hl_(l_u)z’ € No

i=1

Luego E(S) =uy Var(S) = u*/(2 — u).

2.3 Algunas extensiones

Sabemos por el Lema (1.16) que c.s. después de cualquier cantidad de tiempo el nimero total de
bloques en el coalescente de Kingman es finito. Debido a que este proceso es un caso particular de
un proceso A-coalescente, resulta natural pensar que la propiedad anterior también la posee ésta
clase mas amplia de procesos coalescentes, sin embargo, en general esto no ocurre. Las condiciones
necesarias y suficientes que hacen que el A-coalescente regrese desde el infinito son especificadas
a continuacion.

Lema 2.9. Un proceso A-coalescente (R, t > 0), tiene frecuencias propias c.s. para cadat > 0 si
y solo si

T ::/ v A(dz) = . (2.25)
(0,1]

Prueba. Por el Teorema de correspondencia de Kingman la particion “paint-box ” es una version
de una particién intercambiable m € P.,. Luego por la proposicién (1.11), 7 tiene frecuencias
asintoticas propias si y sélo si ninguno de sus bloques es un singulete. Mas atin, si y solamente si
{1} no es uno de los bloques, al ser 7 intercambiable. Consideremos el proceso (g, R;,t > 0) bajo
el supuesto de que |0, R:| = n y {1} es uno de estos bloques. Entonces la tasa a la cual £ — 1
bloques coalescen con {1} es

Ay = i <Z - i) Mk — /01 1-d ~ D" Ada), (2.26)

k=2

en la ultima igualdad usamos (1.6). Asi en el limite cuando n crece A, estda acotada por p_.
Ahora observemos que si 7 es el tiempo al cual {1} coalesce con alguno de los otros bloques,
entonces para cada t > 0

P(r >t) <e#

Suponiendo que p_; < oo la igualdad anterior implica que hasta el tiempo ¢, {1} es todavia un
singulete, que es una contradiccién. Por lo tanto p_; = oo.
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Inversamente observemos que si |7| = oo, (2.26) implica que hasta el tiempo ¢, {1} coalesce
con los restantes bloques a una tasa infinita, de modo que R no tiene singuletes y por lo tanto
sus frecuencias son propias. En el caso en que || < oo tenemos que {1} no es uno de los bloques
de R; porque del Teorema de Correspondencia de Kingman y la Proposicién 1.11, una particién
intercambiable de N no tiene singuletes. |

En adelante suponemos que la medida A satisface

A{0}) =0 ¥y /(o ; 7 'A(dr) < . (2.27)

Observemos que las condiciones anteriores son més débiles que las establecidas en (2.10).

Teorema 2.10. Si la medida A # 0 satisface las condiciones (2.27), entonces S, /(nr) converge
en distribucion a una variable aleatoria limite no-negativa S que estd determinada univocamente
por sus momentos. La transformada de Laplace v de S satisface la ecuacion integral

M) = /[ (=2 v ot (2.28)

Prueba. Sin pérdida de generalidad suponemos que mq := v([0,1]) = oo pues de no ser asi este
resultado es equivalente al Teorema 2.5, ya que las igualdades (2.28) y (2.17) lo son.

Definamos vy, (dz) := lgs1/mv(dz) y Ap(dx) = 2?v,(dz). Sea S,(m) el nimero de mu-
taciones en una poblacién de tamano n modelada por un proceso A,,-coalescente. Entonces del
Teorema 2.5 se sigue que bajo la medida A,,, S,(m)/(nr) converge débilmente a una variable
aleatoria limite S(m) cuya distribucién estd univocamente determinada por sus momentos,

E (Sk(m)) = E [(1— (1 —z))v(dr)

1

- H Jeymn (= (1= 2) )o(dz)’

k € No. (2.29)

Observando que el lado derecho de (2.29) converge a (2.23) cuando m — oo se sigue que S(m)
converge en distribucién a una variable aleatoria limite S cuyos momentos estén dados por (2.23).
Por otro lado tenemos que Y3°, T[r, % converge, dado que lim,, . ®(n) = v([0,1]) = co
implica que para toda ¢ existe k tal que t < ®(n) para n > k y de aqui

e} k o

t tk
2 o0 < 2 Tne0

k=n-+1 k=n-+1
< " _—
—_— k_
Nl drk—n(n +1)
00

t
=" — < 0.
Z(I)J(n—i—l) >

Jj=1
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Entonces del Teoremas 2 del Captulo 3 de [17] la funcién generadora de momentos existe y asi
por el Teorema 3 de estd misma referencia, la distribucion de S esta univocamente determinada
por los momentos dados en (2.23). Ahora A, converge débilmente a A cuando m crece y por lo
tanto {S,/(nr) bnen- |

Consideremos la transformacién 7" : [0, 1] — [0, 0]

T(y) == —log(1 —y), (2.30)
con la convencién de que T'(1) = oco.

Proposicién 2.11. Supongamos que la medida A # 0 satisface las condiciones (2.27). Entonces
la distribucion de la variable aleatoria limite la podemos escribir como

Sé/ e Xedt, (2.31)
0

donde (Xy,t > 0) es un subordinador con “drift” cero y medida de Lévy o := vy donde 9 = v-T~ .

Prueba. Es bien sabido que la funcion

B(z) = /[ (1=e)o(d) = [ a-a-yrua) (2.32)

[0,1]

es el exponente de Laplace de un subordinador donde p es la medida de Lévy. Tal y como veremos
en el siguiente capitulo los momentos de Z := fooo e~Xtdt estdn dados por

E(Z*%) = W, keN. (2.33)

Ademés estos determinan univocamente la distribucién de Z, luego por la igualdad entre (2.23) y
(2.32) para cada k se sigue la igualdad en ley buscada. [ |

A continuacion establecemos una relacion entre el subordinador X; que define al funcional
exponencial Z y el modelo.

Proposicién 2.12. Sea S; = 1->"", s; las frecuencias de los singuletes al tiempo t en un proceso
A—coalescente R. Si pn < oo entonces el proceso (—log Sy, t > 0) es un subordinador sin deriva
cuya medida de Lévy es la imagen de v(dx) bajo el mapeo T'. Ademds la distribucion de S; sobre
[0,1] estd determinada por sus momentos los cuales estin dados por

F(S™) = exp {—t/ol(l —(l—2))(dz)|, nen.
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2.3.1 Ejemplos

Ejemplo 2.13. Suponga que A es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue con
funcin de densidad f(z) = z. Entonces,

-1
Ao = (k(Z)) , 2<k<n.

Luego de (1.13), el proceso de muertes (D;,t > 0) tiene tasas infinitesimales

9nk 1§k<n7

T h—k+1

lo cual implica que su tasa total es

gn:i%y 7122;
=2

de modo que ésta es aproximadamente logn en el limite cuando n — co. Ahora observando que
A satisface las condiciones (2.10) se sigue del Teorema 2.5 que S,,/(nr) converge en distribucién
a una variable aleatoria limite S que estd determinada por sus momentos que estan dados de
acuerdo a (2.23) con

o) = /01(1 — (1 - 2))u(dz) = /01 #‘””)id:ﬁ

[ (a3 ()

7j=1

=Zl ieN.
=17

Ademas, S se puede expresar como en (2.31) donde el subordinador X; tiene medida de Lévy

ol b)) = o([L— .1 — &) = / iy (1 ) ) |

—e—a 1 - e_a

Ejemplo 2.14. Sea A una medida absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue con
densidad f(z) = afB2*(1 — x)?7!, a,3 > 0. Entonces por el Teorema de Pitman las tasas de
transicién del proceso de muertes (Dy,t > 0) son

! L(k+1DI(n—k+1)
— k 1 o n—k+p8—1 — 2 < < n.
Ak aﬂ/ox( x) dr = af NCEwEE) , <k<n
Gracias a (1.13)
n n!
nk — >\nn— = YR 1 S k )
Gnk (n—k:—i—l) ket aﬁ(n—kﬂ)! <n
de aqui
n!
gn=0af(n—1)——=, n>2.

(n+p) -
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Asi mismo del Teorema 2.5, S,,/(nr) converge en distribucién a una variable aleatoria S con
momentos dados por (2.23) donde en este caso particular

ak
B+k

Ejemplo 2.15. Supongamos que A es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue
concentrada en (0, 1) con densidad

B(k) /O (1= (1—2)"af(l — 2)°de =

B A 22(1 — z)A+)/B-1
flw) = cFT(1 — \) (1 — (1 — z)V/B)A+L?

v>0, ¢>0, Ae(0,1). (2.34)
Observemos que
1 U (1 — ) AFo)/8-1
/ v A(dr) = A / (1 =) dx
0 cBT(L=A) Jo (1= (1—a)/B)rt

B A /oo (1 _ €—z>e—z(()\+v)/,8—1) —
~ T - ) Jy (1— =By ¢

Y 0 . e?(1-v)/B
~RT(—N) /0 A= ey
CTw+B8+NIA-=N) v+38 Do+
- B+ pB+1) T(1—=N)  ¢pT(v)

< 0. (2.35)

donde para la pentltima igualdad hemos usado los calculos realizados en el Apéndice C. Entonces
de la Proposicién 2.31 en el limite cuando n — oo, S,,/(nr) converge a una variable aleatoria S que
satisface (2.31) donde en este caso X; es un subordinador cuya medida de Lévy o tiene densidad
A er(1-v)/8
g(l') - 2 _ z/B _ 1\ \+1°
cB?T(1 — \) (ex/B — 1)M

Ademas S estd determinada por sus momentos dados por

k!

" = Faat

donde por el apéndice C

o )_F(v+ﬁx+>\)F(1—)\) v+pr Do+
YT T BTt Br+1) T(1-A)  fT(v)

En particular parac=a(l —a) ™, v=0,8=ayA=1—aq,

(1-a)* 2%(1 —x)l/o‘*2

flo) = al(a+1) (1= (1 —xz)l/o)2z-a’

Luego de (2.35) y el hecho de que lim, o+ ﬁ =0yaque'(z+1) = 2I'(2),

! l—«
A(dx) = ————
/Ox <x) F(1+a)<oo
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Asi en este caso X; es un subordinador con medida de Lévy o de densidad

g(x) = %ez/a(ez/“ — 1)
y
E(Z*) =T(az — 1)
ya que

INa(z—1)+1)
['ax —1)

Finalmente observando que si X una v.a. con distribucion exponencial de parametro 1,

O(z) =

E(X°%) = / D=1 gy — Dok + 1)
0

. c
concluimos que Z = X“.
Considerando ahora que v =0, A= 3y ¢ = 3" en (2.34) tenemos que
1 x?

T = r=pa-a-ame

(2.36)

y el funcion exponencial Z esta dado en términos de un subordinador X; con exponente de Laplace

L T(BGE+1))
(i) = W,
de aqui,
- T(B(k+1))

es decir, los momentos de Z son justamente los de una distribuciéon Mittag-Leffler (ver [19]).

Ejemplo 2.16. Consideremos que A se distribuye con una v.a. Gamma de pardmetros (o, [3),
l<a<2y (>0, es decir,

_ INCEEG)

A(dz) Ww“’%l — )7L (2.37)
Luego,
' -1 _ [(a+8) ' a—2 1. ['(a+8) D = DI'(B) _ B
[+t = G5 ) < e = e T e~ A <

Entonces por el Teorema 2.5, S,,/(nr) converge cuando n — oo a una variable aleatoria S deter-
minada por sus momentos, los cuales estan dados por (2.23) con

B(i) = /0 (1= (1 — 2))o(da)

_Tla+pP)Tla-1). . o i
=TT 2—a L@HA+iI=@@E+)-F), PN
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donde para obtener la igualdad anterior hemos utilizado los calculos realizados en el apendice C.
Mads aun, tenemos la igualdad en ley (2.31) con X; un subordinador, de medida de Lévy ¢ con
densidad

()L(B) ev®h

(a+8) (=17

fo) =1



Capitulo 3

Funcionales exponenciales

Iniciamos este capitulo defininendo un proceso de Lévy, luego mostramos que estos son infini-
tamente divisibles porque a partir de su exponente caracteristico, dado por la formula de Levy-
Khintchine, es posible obtener la descomposicion de Lévy-16 que ilustra propiedades de sus trayec-
torias. Consideramos el funcional exponencial I; de un proceso de Lévy, presentado las condiciones
bajo las cuales su valor terminal I, es finito. Finalmente establecemos la forma explicita de los
momentos de un subordinador, una clase especial de procesos de Lévy, con la finalidad de deter-
minar su distribucion.

3.1 Definiciones y resultados basicos

Definicién 3.1. Un proceso X = (X;,t > 0) definido sobre un espacio de probabilidad (2, F,P)
que posee las siguientes propiedades

(i) X tiene trayectorias cadlag P-c.s.
(i) P(Xo=0)=1.
(iii) Para 0 > s >1t, X, — X, es igual en distribucion a X;_g
(iv) Para 0> s >t, Xy — X, es independiente de (X,,u > s).
es llamado proceso de Lévy.

El término “proceso de Lévy” es en honor al matematico francés Paul Lévy cuyas constribu-
ciones jugaron un importante papel en el estudio y caracterizacion de los procesos con incrementos
independientes.

Ejemplos tipicos de procesos de Lévy son el Movimiento Browniano y el proceso de Poisson.
Asi como los procesos Gamma y los procesos estables.

Observando que para cada n € N

Xi = Xym + (Xogm — Xym) + -+ (Xs = Xmtyeyn), 20 (3.1)
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se sigue de los incrementos independientes y estacionarios de X que para cada t > 0, X; es
infinitamente divisible. Denotemos por ¥ su exponente caracteristico, es decir,

U, (0) = —log E(e®*), 0 €R.
Luego de (3.1) con t = m asi como t =1 y n = m se tiene
m¥q(0) = V,,(0) = nV,,/n(0)
lo que implica que para cualquier racional t > 0
U, (0) = tWy(0). (3.2)

Cuando ¢ no es un racional existe una sucesién {t,, : n > 1} C Q tal que ¢,, | t cuando n tiende a
infinito. Entonces del Teorema de Convergencia Dominada y el hecho de que X; tiene trayectorias
continuas por la derecha tenemos que (3.1) es valida para todo ¢ > 0. Asi

[E(eiGXt) _ e—t\IJ(G)
donde ¥(0) := Wy(0) es el exponente caracteristico de X;. Por lo tanto, todo proceso de Lévy
estd determinado por su distribucién de una dimensién y puede ser asociado con una distribucion
infinitamente divisible. Las condiciones necesarias para que dada una distribucién infinitamente
divisible podamos construir un proceso de Lévy X tal que X; tenga ésta distribucién se establecen
a continuacion.

Teorema 3.2 (Férmula de Lévy-Khintchine para un proceso de Lévy). Supongamos que a € R,
o >0y o es una medida concentrada en R\{0} tal que [,(1 A x?)o(dx) < co. Sea

1 .
W(0) = iaf + So°6" +/ (1 — €™ +if21q,<1y) o(dz), 6 €R.
R

Entonces existe un espacio de probabilidad (S, F,P) sobre el cual estd definido un proceso de Lévy
con exponenete caracteristico V.

La prueba de este resultado es complicada y puede se revisada en [18].

Sin duda uno de los resultados fundamentales en la teoria de procesos de Lévy es la descom-
posicion de estos en la suma de tres procesos independientes que a su vez son procesos de Lévy,
formalmente.

Teorema 3.3 (Descomposicion de Lévy 1t6). Sean a € R, 0 > 0 y o una medida concentrada en
R\ {0} tal que

/[R(l A 2?)o(dr) < o0,

existe un espacio de probabilidad sobre el cual estan definidos tres procesos de Lévy independientes
XW X® 4 X Donde XV es un movimiento Browniamo con deriva,

XY =B, —at, t>0,
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X® es un proceso de Poisson compuesto,
Nt
XS G, t>0
i=1

y X®) es una martingala cuadrado integrable con c.s. un nimero contable de saltos de longitud
menor que la unidad sobre cada intervalo de tiempo finito con exponente caracteristico

g = / (1 — €™ 4 i0x)o(dx).
0<|z|<1

Entonces, existe un espacio de probabilidad sobre el cual X = XM 4+ X@ 4 XG) es un proceso de
Lévy con exponente caracteristico

1 .
U(0) = aif + 50292 + /(1 — e + 021y <1y)o(dz), 0 €ER
R

En nuestro estudio resultan importantes los “subordinadores”, procesos de Lévy con trayecto-
rias c.s. no-decrecientes que estan caracterizados segin el Lema 2.14 de [14] porque su coeficiente
Gaussiano o2 es cero y su medida Lévy g no carga (—oc,0), ademés f(opo)(l A z)o(dr) < ooy el
coeficiente de deriva o “drift”

d:=—a-— / zo(dz) > 0.
(0,1)

Ademas su exponente de Laplace esta dado por

—logE (e79%) = ®(q) = dg + /(0 )(1 —e ) o(dx).

Definamos ahora el funcional exponencial

t
j- / oxp (—X.)ds, >0 (3.3)
0

y su valor terminal
I = / exp (—X;)ds, t>0. (3.4)
0

Las condiciones que garantizan que I, < oo se relacionan con la propiedades trayectoriales
de X que como vimos, estan dadas en términos de la distribucion unidimensional de X o de su
exponente caracteristico.

Teorema 3.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
(i) Ino < 00 c.S.
(i) Pl < o0) > 0.

(1ii) X deriva a +00, es decir, lim;_, X; = 400 c.s.

(i) lim;_o t71X; >0 c.s.
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(v) [P(X, <0)t'dt < oo.

(vi) Se tiene que

x|o(dx %) —a x|o(dx 0, c0),
[ e <00y ok [ prlotin) € 0,00

|z|>1

o bien,

tlo(dr) = [ =00 y [ o @d/TH() < oo,
Jo =] =

donde para cada x > 0

La prueba del Teorema anterior puede ser revisada en [4].

3.2 Calculo de momentos enteros

Esta seccion determinamos los momentos enteros de funcionales exponenciales cuando X es un
subordinador y ¢ es un tiempo exponencial independiente del proceso.

Lema 3.5. Sea X un subordinador con exponente de Laplace ® y T una variable aleatoria inde-
pendiente de X con distribucion exponencial de parametro r > 0.

(i) Siqg>0yr+®(q) >0, entonces

E() = g )

(i) Siq>1yPd(q) >0, entonces

E(IL) = = ~E (157,

Prueba. Haciendo un cambio de variables se tiene que
—q/ (I, — 1) 'eXvdv = (I, = 1) — I}, u<t,
0

es decir,
(I, = 1) =TI — q/ (I, — 1) 'erdv, u<t.
0

Tomando u =t en la igualdad anterior

t
Il = /(It—fv)qleX”dv. (3.5)
0
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De nuevo por un cambio de variables

t—v t—v
I, —1,= / eXstrds = eXv / eNstvXv gy,
0 0

Recordando que X tiene incrementos independientes y estacionarios tenemos que (Xg;, — X,, s > 0)
es independiente de (X, s < v) y tiene la misma ley que (X, s > 0), de aqui el término

t—v
/ 6X5+U_X1;d8
0

es igual en ley a I,_, y es independiente e*v, pues lo es de X,,. En consecuencia,
L —1, 250, (3.6)
con eXv independiente de I;_,. Luego aplicando el operador esperanza en (3.5) tenemos
E(I) =q /u doE [(I, — I,) e
0
q /“ dvlE (eqX“If,_Ul)
0
=gq /u doE () E (I12))
0

= q/ dve " *@E (]f:vl) : (3.7)
0

donde para obtener la tltima igualdad hemos usado que @ es el exponente de Laplace de X. Ahora
bien,

E(I7) = [[E(I%IT—tﬂ
dte*”[E(Igf) (3.8)

Il
N

I
<
S

/ dvdte e " POE(1))
0

/ dtdve e *@E(TI))

8

I
<
S

o0

dve”q>(q)/ dte "E(I))

o)

I
<
S

I
@Ng\m

dve_”@(‘n/ dre "@HIE (1971
0

E(777).

O(q) +r

En (3.8) hemos usado que T es una v.a. con distribucién exponencial de pardmetro r e indepen-
diente de X. En las tres siguientes (3.7), el Teorema de Fubini y el cambio de variables x =t — v.
La tltima se tiene por integracién y (3.8).
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Para verificar (3.5) realizamos el cambio de variables ¢ = rt en (3.8) obteniendo que
() = [ e, )i
Entonces por el Teorema de Convergencia Dominada,
lim E(I]) = / dxe™E (hm Ig/r)
10 10

/ dre "E (IL)

=E(7

Finalmente haciendo que r decrezca a cero en (3.5) se tiene (3.5). |

Teorema 3.6. La ley de I, estd determinada por la integral de sus momentos

L=E()=— " peN 3.9
o = E(12) = g g ™ (3.9)
Mas precisamente, si 0 < o < ®(00) entonces

E(e>) < .

Prueba. La igualdad (3.9) se obtiene iterando (3.5). Ahora bien, ®(g) es una funcién positiva
creciente sobre R debido a que es el exponente de Laplace de un subordinador el cual es un
proceso creciente. De aqui se sigue que si @ < ®(00), entonces existe k € N tal que ®(n) > « para
n > k. Entonces

o0 n

o
n%l H] 1 ) n;ﬂ H;‘l:k—f—lq)(k)
a™ k
<a/k Z I
n—k
n= k+1 e (k+ )
Oéj

R
-« Z@j(k+1) <
7=1

y por lo tanto la serie Y " | £2m,, converge para 0 < a < ®(c0) y {m,,} determina univocamente la
distribucién de X, por el Teorema 3 del Capitulo 4 de [17]. Finalmente tenemos (3.6) recordando
que cuando la funcién generadora de momentos M (s) puede ser expresada en forma unica como
una expansion en serie de Taylor donde el coeficiente que acompana al término s"/n! es justamente
My,. [ |



Apéndice A

Convergencia de funciones de
distribucién

Una condicién necesaria y suficiente para que una sucesion de funciones de distribuciéon {F,}
converja a una funcién de distribucién (posiblemente no propia) es que la sucesion {E,(f)} tenga
limite finito para cada f continua que se que anula en el infinito (Capitulo VIII de [10]). Observe-
mos que cuando {F,} estd definida en [0, 1] es sufuciente con que f sea continua en [0, 1]. Ahora
recordando que el Teorema de Aproximacién de Weierstrass establece que existe una sucesion de
polinomios

falz) =Ag+ Atz +---, AT >0, 0<z<1,

tal que f,, — f uniformemente se sigue en este caso particular que la sucesién {F},} converge a un
limite F' si y sélo si para cada k la sucesiéon de momentos {[En (X k)} converge a un numero [i.
Mas aun, uy es el k-ésimo momento de F', una funciéon de distribucion debido a que pg = 1.



Apéndice B
Sucesiones completamente monoétonas

Sea {ay} una sucesién. Definimos el operador diferencia A como Aa; = a;41 — a;. Al aplicar A
por segunda vez se obtiene la sucesién con elementos

2
A%a; = Aajpr — Aa; = a0 — 2041 + a;.

Procediendo de la misma forma se puede definir la r-ésima potencia A" inductivamente por medio
de A" = AA™! de donde resulta que

ATa; = z% C) (1) ay;. (B.1)

Por consistencia se define A° como el operador identidad.
Sean {ay} y {cx} sucesiones arbitrarias. Multiplicando por (:f) ¢, y sumando sobre r = 0,1, ...,v
n (B.1), obtenemos lo que se conoce como férmula general de reciprocidad,

(e SE () (e

"X () cven
-5 (e g (2ot

— Zaw( ) )P TIAV T, (B.2)

donde en la tercera igualdad hemos hecho k = r — j en el coeficiente de a;; ;.

Definicién B.1. Una sucesion {c;} es completamente mondtona si

(=1)’A"c; >0, r=0,1,2..
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Observe que ¢; es una sucesion cuyas diferencias alternan en signo.
Denotamos A, = £ similarmente que en (B.1)

Aju(z) = %Z (T) (=) u(z + jh). (B.3)

=0

Consideremos una funcién de distribucién de probabilidad F' concentrada en [0,1] con ¢ es
k-ésimo momento. Entonces,

r—k
(—]_>T_kAT_kC]€ _ (_1>r—k JZO (7‘ ; k) (_1)r—k;—j[E(Xk+j)

~E _<—1>r-k§§ (7" <—1>f-'f—jxk+j]

— X’“(—1)T—’“§ (r D k) (—1)“’“]‘)(1

Jj=0 J
=E[X*(-1)" -1+ X)"]
=E[X*(1-X)"*] >0, (B.4)

es decir, la sucesiéon de momentos es completamente monotona.
Ahora por el Teorema de Aproximacién de Bernstein sabemos que para una funcién u : [0, 1] —
R continua y cada € > 0, existe n. € N tal que si n > n,, entonces para todo = € [0, 1],

u(z) — Byu(2)] < ¢, (B.5)
donde )

Buu(z) =S u (S) (Z) 21— )"k, (B.6)
Definiendo -

se sigue por (B.4) y (B.6) que

n k .
E(B,.) = kzzou (n) pp.
Notemos que cuando u(x) = 1 en (B.6), B, ,(x) = 1 para cada z. En consecuencia para cada
n, P define una funcién de distribucién F,, que asigna al valor k/n una probabilidad de P,
k=0,1,...,n. Entonces,

lim E,(u) := lim E(B,.) = E(u),

n—oo n—oo

ya que { By, ,(x)}, converge uniformemente a u(x), por el Teorema de Aproximacién de Bernstein.
Observe que la sucesién completamente mondtona {¢} corresponde a la sucesién de momentos
asociada a una funcién de distribucién F' dada. Ahora supongamos que {¢;} cualquier sucesién
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completamente mondtona tal que cp = 1. Sea a; = u(jh), entonces por la férmula general de
reciprocidad con ¢ = 0,

i e (:f) ATu(0) = i u(kh) (Z) (—1)" kA",

r=0 k=0

De (B.1) y (B.3),

nu(0) = hi .T (;)(—1)”u(jh) = %ATU(O).
Luego, ) "~ )
; & (Z) H 2(0) = 3wl (Z) (~1)* A,

Definiendo a P’ como antes,

> (") P ALu(0) = S u(kh) Py,
r=0 " k=0

de modo que tomando u(z) = 1 y h = 1/n en la igualdad anterior tenemos que para cada
n, tenemos una funcién de distribucién F,, que que toma el valor k/n con probabilidad P,

k=0,1,..,n. Asi una sucesiéon completamente monétona {c;} define una funcién de distribucién
F,, concentrada en [0, 1] tal que

E,(u) = i;cr (Z) (%) " u(0).

Ahora con v un polinomio de grado N, de la definicién de derivada y la del operador A} se sigue

por induccién sobre r que
}Lirr(l) Aju(0) = u"(0).

Luego observando que u tiene a lo més N derivadas tenemos que

lim E,(u) = Y “u)(0),
n—oo 0 T.
pues ademas,
. n! 1
lim ——— =1.

n—oo (n —r)lnr
Finalmente eligiendo u(z) = 2",

lim E,(X") = ¢,

n—oo
es decir, el r-ésimo momento de F), converge a c,.

Asi hemos probado que para una sucesién completamente monétona {c} sujeta a la condicién
de que ¢g = 1 existe una sucesiéon {F,} de funciones de distribucién cuyo k-ésimo momento
converge a ¢. Més aun por el Apéndice A, si {¢x} es una sucesiéon completamente mondtona tal
que ¢y = 1 existe una funcién de distribucion F' cuyo k-ésimo momento converge a ¢, ya que las
F!'s estan concentradas en [0, 1].



Apéndice C
Calculos

El exponente de Laplace de un subordinador sin deriva y funcién de densidad dada por (2.34) es

o A ) . Cay ex(l—v)/ﬁ J
W) = Fra - )\)/0 =) e e
A 00 eZ(l—’U)
=2 [ (-t g
cAT(1—N) /0 =) e ®

1 v A (1 At
:m/o x(l—xﬂy)ﬁ(g—l> dx

1 1
v vhA-1 A v+ By / vt A+By—1 -A
— 1— de + ———=7 Y1 - d

AT — ) /0 e e e ) (1 ~a)de

- v v+ N1 =N v+ By T(v+ By + N1 =)
o eBr(1—-N)  T(v+1) cfT(1—-N)  Tw+pBy+1)
T+ By+ NP1 =N v+By T+

B I'(v+py+1) cfr(1—=X)  c¢fl(v)

Hemos hecho respectivamente los cambios de variables z = 2/ y x = e *. En la cuarta igualdad
aplicamos integracién por partes con

1 -
u=2"(1—z%), dv:i (——1> dz,

de aqui

1 .Y
v = <— — 1) o du =2t — (v + By)at L
x

Ademads hemos usado que uv = 0 ya que por la Regla de L’Hopital y el hecho de que A € (0,1)

1 - [:c” /\(1 — :Cﬁy)]/
im ¥ xﬁy = lim =
ilﬂl <1 ) <x 1) ilﬁl )\(1 — w))‘ 1 0-
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