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Caṕıtulo 1
Introducción

En muchos sistemas biológicos, organismos forman grupos de enlace con un com-
portamiento complejo en su adaptación y coordinación constante en su entorno cam-
biante. El comportamiento colectivo en grupos de animales es un fenómeno general-
izado en sistemas biológicos, a diferentes escalas y niveles de complejidad. El com-
portamiento colectivo no sólo se observa en insectos sociales tales como hormigas o
abejas, los cuales están genéticamente diseñados para cooperar con su colonia, sino
también se observa en conjuntos de individuos no relacionados, como aves o peces.
Una de las razones de la cohesividad de los individuos es la persecución mutua entre
ellos [1] y existen diversos ejemplos en la naturaleza como los enjambres de abejas,
manadas de mamı́feros, bancos de peces, etcétera (Figura 1.1).

Figura 1.1: Comportamiento colectivo de organismos en el espacio (izq. cardumen) y
en el plano (der. hormigas).

El problema de persecución es bastante antiguo, fue estudiado por Leonardo da
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Vinci al inicio del siglo dieciséis y ha atraido la atención de varios matemáticos desde
entonces. El cientı́fico francés Pierre Bouguer consideró el siguiente problema: Con-
sidérese un individuoB en el plano que se mueve a lo largo de una curva conocida y sea
A un segundo individuo cuyo movimiento está siempre dirigido hacia B, moviéndose
ambos puntos con rapidez constante [2]. Al problema de determinación de la trayec-
toria de A le denominaremos el de perseguidor-evasor a rapidez constante. Más de
un siglo después, en 1877, Edouard Lucas planteó el problema acerca de las trayecto-
rias que se generan si tres perros, inicialmente situados en los vértices de un triángulo
equilátero, corren uno tras otro. En 1880, Henri Brocard dió respuesta a dicho prob-
lema, respondiendo que cada curva de persecución es una espiral logarı́tmica y que
los perros se alcanzan en un punto en común. A este problema se le denomina el de
persecución simétrica.

De manera general el mecanismo de persecución simétrica consiste en n individuos
situados en los vértices de un polı́gono regular de n lados, cada lado de longitud a,
donde cada individuo sigue a su vecino dado un sentido (ya sea en el sentido de las
manecillas del reloj o al contrario), con rapidez constante. La ruta de cualesquiera
de los n individuos consiste de una espiral logarı́tmica que converge en el centro del
polı́gono y recorre una distancia dada por

a

1− cos( 2π
n )

.

En este trabajo se estudian las propiedades geométricas asintóticas de un sistema de
organismos bajo diversos tipos de persecución cı́clica. Se proponen variados modelos
de persecución generalizados con el fin de clasificar los sistemas conforme al número
de puntos fijos, su comportamiento periódico y sus ciclos lı́mite. Por medio de digrafos
se caracteriza la relación existente entre los n individuos involucrados en el sistema.
Consideramos persecuciones cı́clicas similares a algunos mecanismos propuestos por
varios autores (ver [3, 4 y 5] ) aunque de manera diferente de como se trata en este tra-
bajo. Los modelos presentados son estudiados analı́tica y numéricamente considerando
diferentes tipos de persecución. Cabe aclarar que sólo son considerados modelos con-
tinuos aunque sistemas discretos análogos pueden ser obtenidos y analizados de manera
similar.

Finalmente, en los sistemas se incluyen osciladores de relajación a fin de analizar
diferentes escenarios asintóticos. En particular se acoplan los sistemas cı́clicos con el
oscilador de van der Pol por varias razones: Primero, por ser uno de los sistemas más
simples con un grado de libertad con un ciclo lı́mite y segundo, por su importancia en
diferentes aplicaciones en sistemas mecánicos, electrónicos y biológicos.

Para detallar la organización de esta tesis a continuación se da un resumen del
contenido de cada Capı́tulo.

2. Problemas tı́picos de persecución. En este capı́tulo se presentan los problemas de
perseguidor-evasor a rapidez constante y el de persecución simétrica.

3. Teorı́a de Grafos, Matrices circulantes y de Fourier, Oscilador de van der Pol.
Para analizar y describir los diversos casos de persecución que se presentan en
el desarrollo del trabajo es necesario tener presentes conceptos ya establecidos
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de diversas áreas de las Matemáticas. Con la Teorı́a de Grafos se describen
y cualifican los diferentes patrones de persecución brindándole una estructura
Matemática a las ideas intuitivas que implican las relaciones entre los n individ-
uos involucrados en el sistema. En la persecución cı́clica y en los casos lineales
que generalizan este patrón, los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinar-
ias que los modelan involucran matrices circulantes y de Fourier, que son parte
fundamental para la caracterización del punto o puntos de convergencia de cada
sistema. También se encuentra la ecuación de van der Pol que modela las oscila-
ciones en circuitos de bulbos y se presenta el teorema de Liénard que establece
que el oscilador de van der Pol tiene un único ciclo lı́mite estable.

4. Persecución cı́clica. Se presenta el problema de perseguidor-evasor con rapidez
variable, en el cual se tienen un par de individuos en el plano, el individuo
perseguido tiene una trayectoria dada por una función conocida, el inidividuo
perseguidor tendrá una rapidez que varı́a dependiendo de la cercanı́a que ten-
ga con su objetivo. La solución consiste en la ruta que recorre el individuo
perseguidor. Posteriormente, el problema se extiende para n > 2 individuos
involucrados en el sistema, el problema se denomina persecución cı́clica. Se
analizan las propiedades geométricas asintóticas de diversos escenarios, clasif-
icándolos de acuerdo al punto o puntos de convergencia. Para comprender cómo
es la relación que se da entre los n individuos considerados en el sistema se
asocia un digrafo circular, que por medio de su respectivo diagrama clarifica el
fenómeno de persecución.

5. Patrones de persecución y el oscilador de van der Pol. Caso lineal. En este capı́tulo
se presenta el patrón de persecución en hilera, en el cual están involcrados n
individuos en el plano, el n-ésimo individuo tiene una trayectoria independi-
ente. Dicha trayectoria es la circunferencia unitaria con centro en el origen (esta
trayectoria resulta del retrato fase del oscilador de van der Pol v̈− µ(1− v2)v̇+
v = 0, cuando µ = 0). El enésimo individuo es seguido por el individuo n − 1,
el cual a su vez es seguido por el individuo n − 2 y ası́ sucesivamente. Los
n− 1 individuos perseguidores después de cierto tiempo tendrán una trayectoria
periódica, la cual tiende asintóticamente a una circunferencia con centro en el
origen y radio que depende de la velocidad angular que tiene el individuo lı́der.

6. Patrones de persecución y el oscilador de van der Pol. Caso no lineal. Continuando
con el análisis del patrón de persecución en hilera en este capı́tulo se plantea
el caso en el cual el enésimo individuo, es decir, el inidividuo lı́der que tiene
movimiento independiente, sigue la trayectoria dada por el plano fase del os-
cilador de van der Pol v̈− µ(1− v2)v̇+ v = 0 para µ > 0. El sistema resultante
se soluciona numéricamente y se enuncian caracterı́sticas y propiedades de los
ciclos lı́mite de los n− 1 individuos perseguidores.

7. Conclusiones. Por último se dan las conclusiones del trabajo de tesis.
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Caṕıtulo 2
Problemas t́ıpicos de persecución.

Como motivación, en este capı́tulo se analizan un par de problemas tı́picos ac-
erca de persecución de individuos en el plano. Inicialmente se presenta el problema
de perseguidor-evasor a rapidez constante, propuesto por el cientı́fico francés Pierre
Bouguer, en el cual se considera un individuo B en el plano que tiene una trayectoria
dada por una curva conocida, y se tiene otro individuo A que siempre se dirige hacia
B. Dicho problema consiste en determinar la trayectoria del individuo perseguidor A.
Posteriormente, en la sección 2.2 se analiza la persecución simétrica en el plano a rapi-
dez constante en la cual se tienen involucrados n individuos en el plano, inicialmente
cada uno se encuentra en el vértice de un polı́gono regular de n lados cuya longitud
es igual a. Cada individuo se dirigirá hacia su vecino fijando un sentido con la misma
rapidez.

2.1. Problema perseguidor-evasor a rapidez constante.
En el problema de perseguidor-evasor a rapidez constante se consideran un par

de individuos en el plano, un individuo B que sigue instrucciones especı́ficas, ya sea
quedarse quieto o caminar a lo largo de una curva especı́fica y el otro individuo, A, irá
en persecución del inviduo B, la rapidez de ambos es constante durante el recorrido.

A fin de encontrar las ecuaciones que modelan este problema de persecución hace-
mos referencia a la figura (2.1), donde tenemos dos curvas en el plano xy; denota-
mos por A tanto al individuo perseguidor como a la curva que este sigue, de manera
análoga,B será referido como el individuo perseguido ası́ como a la curva que describe
su movimiento. Tendremos entonces que en cualquier momento en particular el indi-
viduo que persigue se encuentra en un punto P (x, y) y se mueve a lo largo de la ruta A
a una rapidez u. En el mismo momento, el individuo evasor está en un punto Q(m,n)
y se mueve a lo largo de la ruta B con una rapidez v.
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Figura 2.1: Esquema para el problema de persecución.

Si el perseguidor (el individuoA) siempre se dirige directamente hacia el evasor (el
individuo B), y si la ruta del perseguido es una curva dada, se tendrá que la pendiente
de la curva de persecución es

dy

dx
=

n− y
m− x

, (2.1)

si m 6= x y donde dy/dx es la derivada de la curva A. La primera derivada de esta
ecuación resulta

dn

dx
= (m− x)

d2y

dx2
+
dm

dx

dy

dx
. (2.2)

Denotando por u y v las velocidades del perseguidor y evasor, y por u y v las
magnitudes de dichos vectores, tenemos la relación u = kv, donde u y v es la rapidez
del perseguidor y evasor respectivamente; k > 0 es una constante. Dado que u = ds/dt
y v = dσ/dt, donde s y σ son las longitudes de arco a lo largo de las dos curvas,
obtenemos

1 +

(
dy

dx

)2

= k2

{(
dm

dx

)2

+

(
dn

dx

)2
}

(2.3)

donde x = t es el parámetro de la curva. Finalmente, suponemos que la ruta del
perseguido, m = g(n), es una relación conocida. Esta información aunada a las ecua-
ciones (2.2) y (2.3) define una ecuación diferencial para y = y(x), cuya solución nos
brinda la ruta del perseguidor y = f(x), dadas ciertas condiciones iniciales.

Ejemplo 2.1.1 Consideremos por el momento el problema en el cual el individuo B
tiene instrucciones de mantenerse a una rapidez constante v a lo largo de la lı́nea recta
m = a. Inicialmente el individuoA está localizado en el origen (0, 0) y está dirigido en
la dirección del vector velocidad (u, 0). El individuoB, se encuentra en (a, 0) dirigido
en la dirección del vector (0, v), como se muestra en la figura (2.2), donde a = 100. A
partir de t = 0, los individuos comienzan a moverse. Dado que la lı́nea recta m = a
es vertical se tiene dm/dx = 0 y (2.2) se convierte en

dn

dx
= (m− x)

d2y

dx2
, (2.4)
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Figura 2.2: Curva de persecución con u = v(k = 1).

y por (2.3) se tiene √
1 +

(
dy

dx

)2

= k(m− x)
d2y

dx2
. (2.5)

Esta ecuación diferencial es resuelta para encontrar la respuesta que queremos, y =
f(x).

Si ambos individuos se mueven con la misma rapidez, es decir, u = v, de modo que
k = 1, la solución a la ecuación (2.5) es

y =
a

4

{(
1− x

a

)2
− log

(
1− x

a

)2
− 1

}
(2.6)

Esta ecuación describe la ruta de persecución del individuo A, la cual se muestra
en la figura (2.2) con a = 100cm y u = v = 1.0cm/s. No es sorprendente que el
individuo A nunca alcance al individuo B. Sin embargo, notamos que al inicio de la
carrera se encontraban a una distancia de a = 100cm y como el individuo A tomó el
acceso directo indicado, asintóticamente se acercará a 50 centı́metros, pero no más.

Para el caso en el cual los individuos se mueven con cierta rapidez tal que k 6= 1,
se obtiene la siguiente solución de la ecuación (2.5):

y =
ka

k2 − 1
+

ka

2(k2 − 1)

{
(k − 1)

(
1− x

a

)1+1/k

− (k + 1)
(

1− x

a

)1−1/k}
(2.7)

Si k < 1, el individuo A nunca alcanzará al individuo B. Sin embargo, si k > 1, la
captura se dará; esto ocurrirá cuando x = a. En el apéndice A se muestra cómo se
da solución a la ecuación (2.5), para llegar a la ecuación 2.6 cuando k = 1 y a la
ecuación (2.7) para k 6= 1.
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2.2. Persecución simétrica en el plano a rapidez con-
stante.

En el caso anterior se analizó el problema perseguidor- evasor, ahora podemos
plantear otro mecanismo de persecución. Sean dos individuos, A y B, los cuales ini-
cialmente se encuentran en los extremos de una lı́nea recta de longitud a. Cuando
comienza el movimiento, cada individuo se dirige uno a otro, ambos con la misma
rapidez, la cual es constante. A este tipo de persecución le denominaremos persecu-
ción mutua. Intuitivamente, los dos individuos harán colisión en el punto medio de la
lı́nea y cada uno habrá recorrido una distancia de a/2.

En la persecución simétrica en el plano tendremos involucrados n individuos, los
cuales los denotarems por v1, ..., vn, n > 2. Inicialmente cada uno se encuentra en
un vértice de un polı́gono regular de n lados con centroide en el origen y con lado de
longitud a. Cada individuo se dirigirá hacia su vecino fijando un sentido (ya sea en
el sentido de las manecillas del reloj o al contrario), cada uno de ellos se moverá a la
misma rapidez constante.

Las caracterı́sticas mas destacadas del análisis son que los n individuos siempre es-
tarán separados por un ángulo α = 2π/n radianes y en un instante dado se encontrarán
a la misma distancia del origen. Para el análisis utilizamos las posiciones y rutas de dos
individuos vj y vj+1; por simetrı́a, el comportamiento de los n−2 individuos restantes
será análogo.

En cierto instante, el individuo vj se encontrará en el punto P (x, y) y vj+1 en
Q(m,n) (tal como se muestra en la Figura 2.3 para el caso n = 3 individuos) y la
pendiente de la lı́nea tangente a la trayectoria de vj en P estará dada por

dy

dx
=

n− y
m− x

(2.8)

si m 6= x. En coordenadas polares los puntos P y Q estarán dados por (r, θj) y
(r, θj+1) respectivamente. Recordemos que la distancia al origen de ambos puntos es la
misma, es por eso que el valor r es el mismo para P yQ. La relación entre coordenadas
cartesianas y polares de los dos puntos es

x = r cosθj y = r senθj

m = r cosθj+1 n = r senθj+1,

donde definimos α ≡ θj+1 − θj = 2π/n. Expresando las coordenadas (x, y) de
P y (m,n) de Q en términos de los ángulos θj y θj+1 establecemos las relaciones
siguientes

m = r cosθj+1 = r cos(θj+1 − θj + θj) = r cos(α+ θj)

= r[cosα cosθj − senα senθj ] = r
(x
r
cosα− y

r
senα

)
= x cosα− y senα. (2.9)
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Figura 2.3: Esquema del problema de persecución simétrica de tres individuos.

y

n = r senθj+1 = r sen(θj+1 − θj + θj) = r sen(α+ θj)

= r[senα cosθj + cosα senθj ] = r
(x
r
senα− y

r
cosα

)
= x senα− y cosα. (2.10)

Sustituyendo las ecuaciones (2.9) y (2.10) en (2.8) obtenemos la ecuación diferen-
cial

dy

dx
=

x senα+ y(cosα− 1)

−y senα+ x (cosα− 1)
(2.11)

la cual se resuelve realizando la sustitución y = wx. Por lo que dy
dx = w + xdwdx . Por

simplicidad en el proceso de solución asignamos β = senα y γ = cosα−1. Ası́ (2.11)
es equivalente a las ecuaciones

w + x
dw

dx
=
β + γw

γ − βw

γ − βw
β(1 + w2)

dw

dx
=

1

x
(2.12)

Integrando ambos lados de (2.12) respecto a x obtenemos

log(x
√

1 + w2) =
γ

β
arctanw + k

donde k es una constante de integración. Sustituyendo w = y/x en la última ecuación
llegamos a

log
√
x2 + y2 =

γ

β
arctan

y

x
+ k

Esta expresión puede ser escrita en coordenadas polares sustituyendo r =
√
x2 + y2 y

θ = arctan(y/x):

log r =
cosα− 1

senα
θ + k (2.13)
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Para determinar el valor de la constante k, empleamos las condiciones iniciales del
individuo del cual queremos encontrar la trayectoria, en términos generales estarán
dadas por

r(0) =
a

2 senα2
θ(0) = θ0

Ası́ encontramos la respuesta

r =
a

2 senα2
e
cosα−1
senα (θ−θ0) (2.14)

Esta es la ecuación de la espiral logarı́tmica o equiángulo. Para encontrar la distancia
que cada una de los individuos recorre antes de hacer colisión con los demás en el
centroide del polı́gono escribimos la expresión

(dS)2 = (rdθ)2 + (dr)2,

donde S es la longitud de arco a lo largo de la ruta de los individuos. De esta relación
obtenemos la expresión

dS

dθ
=

√
r2 +

(
dr

dθ

)2

(2.15)

Usando (2.14) en (2.15) encontramos

dS

dθ
=

a

senα
e
cosα−1
senα (θ−θ0)

Integrando ambos lados de esta ecuación respecto a θ desde θ0 hasta∞

S =
a

cosα− 1
e
cosα−1
senα (θ−θ0)

∣∣∣∣∞
θ0

.

Dado que n ≥ 2 y α = 2π/n, tendremos 0 < α < π por lo que

cosα− 1

senα
≤ 0

Ası́, encontramos la longitud del recorrido de cada individuo dada por

S =
a

1− cosα
(2.16)

donde a corresponde a la longitud del lado del polı́gono de n lados. Para el caso n = 3
individuos, {v1, v2, v3} que inicialmente se encuentran en los vértices del triángulo
equilátero (ver Figura 2.4) , con longitud de lado a, con centroide en el origen tal como
se muestra en la Figura (2.3), sustituyendo las condiciones iniciales de v3, es decir,
r(0) = a/

√
3, α = 2π/3 y θ3(0) = π/2 en la solución general (2.14) obtenemos

r3 =
a√
3
e
√
3(π/2−θ3)
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Figura 2.4: Rutas en el problema de persecución simétrica tres y cuatro individuos.

Sustituyendo el valor de α = 2π/3 en 2.16, encontramos la longitud de la ruta, S =
(2/3)a. Ası́, cada individuo viaja una distancia igual a dos terceras partes de la longitud
del lado del triángulo. Si a = 1.0m = 100cm y v = 1.0cm/s, los individuos se
encontrarán en el centroide del triángulo en T = S/v = 66.7s.

El siguiente ejemplo a analizar es en el cual tenemos involucrados 4 individuos en
un cuadrado. En este caso, la ruta de cada individuo esta descrita por la ecuación

r =
a√
2
eπ/4−θ (2.17)

y la longitud de la ruta es S = a. El tiempo de colisión es de 100 segundos cuando
a = 1.0m = 100cm y v = 1.0cm/s. Este caso se muestra en la figura 2.4.

Cuando el número de individuos y por lo tanto de lados del polı́gono se incrementa,
el ángulo central , α = 2π/n, decrece. Utilizando las aproximaciones senα = α +
O(α3) y cosα = 1− α2/2 +O(α4), la ecuación (2.14) se convierte en

r =
na

2π
e(π/n)(θ0−θ) +O(α) (2.18)

y (2.16) se reduce a

S =
n2a

2π2
+O(1). (2.19)

Esta ecuación brinda aproximaciones válidas para valores de n mayores a 10. Cuando
se incrementan el número de lados, el polı́gono comienza a verse como un cı́rculo. Ası́,
para valores de nmuy grandes, la cantidad na aproxima la longitud de la circunferencia
de un cı́rculo de radio r0. Es decir, C = na = 2πr0. En este caso, fijando θ0 = 0, ya
que no es de importancia donde comenzamos el cı́rculo, la ecuación (2.18) nos brinda

r = r0e
−πθ/n (2.20)

y de la ecuación (2.19) obtenemos la longitud total de la ruta

S = nr0/π (2.21)

En la Figura 2.5 se muestra un sistema de 16 individuos en persecución simétrica
comparado con un acercamiento de una cabeza de girasol, donde las florecillas del
racimo del girasol están ordenadas con un patrón espiral, las similitudes entre ambas
imágenes son notables.
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Figura 2.5: Un sistema virtual de persecución simétrica comparado con un sistema
natural.



Caṕıtulo 3
Teoŕıa de Grafos, Matrices circulantes

y de Fourier, Oscilador de van der

Pol.

La Teorı́a de Grafos ([6] y [7]) nos será de gran ayuda para describir cómo se
dan los mecanismos de persecución y la relación que hay entre n individuos sin que
la persecución sea fı́sica, es decir, que implique movimiento ya sea en el plano o en el
espacio de los n individuos. Para caracterizar la persecución cı́clica y encontrar el punto
o puntos de convergencia, el cual es el caso lineal, se utilizarán matrices circulantes y
de Fourier(véase [8], es por ello que se presentan en la sección 3.2 de este capı́tulo.
Por último se encuentra el sistema que modela oscilaciones en circuitos de tubos de
vacı́o o bulbos. Dicha ecuación es conocida como el oscilador de van der Pol, la cual
es un caso particular de los sistemas de Liénard, por este motivo se exponen algunos
resultados acerca de ciclos lı́mite relacionados con el sistema, esto se expone al final
del capı́tulo (12).

3.1. Teorı́a de Grafos.

Un grafo G es un par no ordenado (V (G), E(G)) que consiste de un conjunto
V (G) de vértices o nodos y un conjunto E(G) de aristas, ajeno de V (G), juntos con
una función de incidencia ψG que asocia con cada arista de G un par no ordenado de
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vértices deG (no necesariamente distintos). Si e es una arista, u y v son vértices tal que
ψG(e) = {u, v}, entonces se dice que e une u y v, y los vértices u y v son llamados los
extremos de e. Se denotan el número de vértices y aristas en G por v(G) y e(G), estos
dos parámetros son llamados el orden y tamaño de G, respectivamente.

Dos ejemplos de grafos servirán para clarificar la definición. Para simplificar la
notación, escribiremos uv para el par no ordenado {u, v}.

Ejemplo 3.1.1 Sea el grafo G dado por

G = (V (G), E(G))

donde

V (G) = {u, v, w, x, y}
E(G) = {a, b, c, d, e, f, g, h}

son el conjunto de vértices y de aristas respectivamente, la función de incidencia ψG
está definida por

ψG(a) = uv ψG(b) = uu ψG(c) = vw ψG(d) = wx

ψG(e) = vx ψG(f) = wx ψG(g) = ux ψG(h) = xy

Ejemplo 3.1.2 Ahora tendremos el grafo H = (V (H), E(H)) donde, el conjunto de
vértices y aristas están dador por

V (H) = {v0, v1, v2, v3, v4, v5}
E(H) = {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, e10}

y ψH , la función de incidencia, está definida por

ψH(e1) = v1v2 ψH(e2) = v2v3 ψH(e3) = v3v4 ψH(e4) = v4v5 ψH(e5) = v5v1

ψH(e6) = v0v1 ψH(e7) = v0v2 ψH(e8) = v0v3 ψH(e9) = v0v4 ψH(e10) = v0v5

Diagramas de grafos.
Los grafos son llamados ası́ porque pueden ser representados gráficamente, y es

su representación gráfica la cual nos ayuda a comprender muchas de sus propiedades.
Cada vértice es representado por un punto, y cada arista por una lı́nea que une los
puntos que representan sus extremos. Los diagramas de G y H son mostrados en la
Figura 3.1,las aristas de G están representadas por curvas, y las de H por segmentos
de lı́neas rectas. Un diagrama de un grafo sólo muestra la relación de incidencia entre
sus vértices y aristas.

Los extremos de una arista son llamados incidentes a la arista y viceversa. Dos
vértices que son incidentes con una arista en común son adyacentes, ası́ como dos
aristas que son incidentes con un vértice en común, dos vértices adyacentes distintos
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Figura 3.1: Diagramas de los grafos G y H .

son vecinos. El conjunto de vecinos de un vértice v en un grafo G es denotado por
NG(v).

Una arista con extremos idénticos es llamada lazo, y una arista con distintos ex-
tremos un enlace. Dos o más enlaces con el mismo par de extremos son llamadas
aristas paralelas. En el grafo G de la Figura 3.1, la arista b es un lazo, y las demás son
enlaces; las aristas d y f son aristas paralelas.

Un grafo es finito si el conjunto de vértices y aristas son finitos. El grafo sin vértices
(y por lo tanto sin aristas) es el grafo nulo. Cualquier grafo con sólo un vértice es
referido como trivial.

Un grafo es simple si no tiene lazos o aristas paralelas. El grafo H en el Ejemplo
3.1.2 es simple, mientras que G del Ejemplo 3.1.1 no lo es. Un conjunto V , junto con
un conjunto E de subconjuntos de dos elementos de V , define un grafo simple (V,E),
donde los extremos de una arista uv son precisamente los vértices u y v. Es más, en
cualquier grafo simple podemos prescindir de la función de incidencia ψ renombrando
cada arista como el par no ordenado de sus vértices.

3.1.1. Familias especiales de grafos.

Grafos completos y bipartitos.

Un grafo completo es un grafo simple en el cual dos vértices cualesquiera son ady-
acentes, un grafo vacı́o uno en el cuál cualesquiera dos vértices no son adyacentes (es
decir, un grafo en el cual su conjunto de aristas es vacı́o). Un grafo es bipartito si su
conjunto de vértices puede ser partido en dos subconjuntos X y Y tal que cada arista
tiene un extremo en X y un extremo en Y ; tal partición (X,Y ) es llamada una biparti-
ción del grafo, X y Y son sus partes. Denotamos un grafo bipartito G con bipartición
(X,Y ) por G[X,Y ]. Si G[X,Y ] es simple y cada vértice en X es unido a cada vértice
en Y , entonces G es llamado un grafo completo bipartita. Una estrella es un grafo
completo bipartita G[X,Y ] donde la cardinalidad de X o Y es igual a 1. En la Figura
3.2 se muestran diagramas de un grafo completo, un grafo bipartito y una estrella.
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Figura 3.2: (a) Grafo completo. (b) Grafo bipartito. (c) Una estrella.

Rutas y ciclos.

Una ruta es un grafo simple cuyos vértices pueden ser organizados en una secuencia
lineal en tal forma que dos vértices son adyacentes si son consecutivos en la secuencia
y no son adyacentes de lo contrario. Ası́ mismo, un ciclo en tres o más vértices es
un grafo simple cuyos vértices pueden ser organizados en una secuencia cı́clica en tal
forma que dos vértices son adyacentes si son consecutivos en la secuencia, y son no
adyacentes de lo contrario. Un ciclo en un vértice consiste de un solo vértice con un
lazo, y un ciclo en dos vértices consiste de dos vértices unidos por un par de aristas
paralelas. La longitud de una ruta o un ciclo es el número de sus aristas. Una ruta o
ciclo de longitud k es llamada una k-ruta o k-ciclo, respectivamente; la ruta o ciclo
es par o impar dependiendo de la paridad de k. Un 3 − ciclo es también llamado un
triángulo, un 4 − ciclo un cuadrilátero, un 5 − ciclo un pentágono, un 6 − ciclo un
hexágono y ası́ sucesivamente. La Figura 3.3 muestra una 3-ruta y un 5-ciclo.

Figura 3.3: (a) Una ruta de longitud 3. (b) Un ciclo de longitud 5.

Grafos conexos.

Un grafo es conexo si, para cada partición de su conjunto de vértices en dos con-
juntos no vacı́os X y Y , hay una arista con un extremo en X y un extremo en Y ; de lo
contrario el grafo es no conexo. Ejemplos de grafos conexos y no conexos se muestran
en la Figura 3.4.
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Figura 3.4: (a) Un grafo conexo y (b) un grafo no conexo.

Grado de un vértice.

El grado de un vértice v en un grafo G, denotado por dG(v), es el número de
aristas de G incidentes con v, cada lazo cuenta como dos aristas. En particular, si G es
un grafo simple, dG(v) es el número de vecinos de v en G. Un vértice de grado cero es
llamado vértice aislado. Denotamos por δ(G) y ∆(G) el mı́nimo y máximo grados de
los vértices de G, y por d(G) el grado promedio, 1

nΣ(v∈V )d(v).
Un grafo G es k − regular si d(v) = k para todo v ∈ V ; un grafo regular es

k − regular para algún k. Por ejemplo, el grafo completo en n vértices es (n − 1) −
regular, y el grafo completo bipartita con k vértices en cada parte es k−regular. Para
k = 0, 1 y 2, los grafos k− regulares tienen estructuras muy simples y son fáciles de
caracterizar, en contraste los grafos 3− regular pueden ser notablemente complejos.

3.1.2. Isomorfismos.

Dos grafos G y H son isomorfos, G ∼= H , si existen biyecciones θ : V (G) →
V (H) y φ : E(G) → E(H) tal que ψG(e) = uv si y sólo si ψH(φ(e)) = θ(u)θ(v);
dicho par de mapeos es llamado un isomorfismo entre G y H . A fin de demostrar que

Figura 3.5: Grafos isomorfos.

dos grafos son isomorfos, es necesario indicar un isomorfismo entre ellos. El par de
asignaciones (θ, φ) definido por

θ :=

(
a b c d
w z y x

)
φ :=

(
e1 e2 e3 e4 e5 e6
f3 f4 f1 f6 f5 f2

)
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es un isomorfismo entre los grafos G y H de la Figura 3.5.
En el caso de grafos simples, la definición de isomorfismo se puede establecer de

forma mas concisa, porque si (θ, φ) es un isomorfismo entre los grafos simples G y
H , el mapeo ψ está completamente determinado por θ; es más, ψ(e) = θ(u)θ(v) para
cualquier arista e = uv de G. Ası́ podrı́amos definir un isomorfismo entre dos grafos
simples G y H como una biyección θ : V (G)→ V (H) la cual preserva adyacencia.

Considérese, por ejemplo, los grafos G y H en la Figura 3.6.

Figura 3.6: Grafos simples isomorfos.

El mapeo

θ :=

(
1 2 3 4 5 6
b d f c e a

)
es un isomorfismo entre G y H , ası́ como lo es

θ′ :=

(
1 2 3 4 5 6
a c e d f b

)
Los grafos isomorfos tienen el mismo número de vértices y aristas. Por otro lado, la
igualdad de esos parámetros no garantiza isomorfismo. Por ejemplo, los dos grafos
mostrados en la Figura 3.7 tienen ocho vértices y doce aristas, pero no son isomorfos.
Obsérvese que el grafo G tiene cuatro vértices no adyacentes entre sı́, v1, v3, v6 y v8.
Si existiese un isomorfismo θ entre G y H , los vértices θ(v1), θ(v3), θ(v6) y θ(v8) de
H serı́an no adyacentes entre sı́. Pero se puede observar en la representación gráfica de
H que no hay 4 vértices que no sean adyacentes entre sı́. Por lo que se deduce que G
y H no son isomorfos. Es claro de las observaciones anteriores que si dos grafos son
isomorfos, entonces son idénticos o bien difieren solo en los nombres o etiquetas de
sus vértices y aristas, y por lo tanto tienen la misma estructura.

3.1.3. Grafos dirigidos.
Un grafo dirigidoD es un par ordenado (V (D), A(D)) que consiste de un conjunto

V := V (D) de vértices y un conjunto A := A(D), de arcos, ajeno de V (D); junto
con una función de incidencia ψD que asocia a cada arco de D un par ordenado de
vértices de D no necesariamente distintos. Si a es un arco y ψD(a) = (u, v) entonces
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Figura 3.7: Grafos no isomorfos.

se dice que a une u a v; también decimos que u domina a v. El vértice u es el inicial
de a, y el vértice v su final; ambos son los extremos de a. El número de arcos en D es
denotado por a(D). Los vértices que dominan a un vértice v son los vecinos entrantes,
aquellos que son dominados por el vértice son su vecinos salientes. Estos conjuntos
son denotados por N−D (v) y N+

D (v), respectivamente.
Por conveniencia, abreviamos el término ’grafo dirigido’ por digrafo. Un digrafo

estricto es aquel en el cual no hay lazos o arcos paralelos (arcos con el mismo vértice
inicial y el mismo vértice final) .

Con cualquier digrafo D, podemos asociar un grafo G sobre el mismo conjunto de
vértices reemplazando cada arco por una arista con los mismos extremos. Este grafo es
el grafo subyacente de D, denotado por G(D). Inversamente, a un grafo G se le asocia
un digrafo reemplazando cada una de sus aristas por dos arcos orientados en sentido
opuesto con los mismos extremos; este digrafo es el digrafo asociado de G, denotado
por D(G). También podemos obtener un digrafo de un grafo G reemplazando cada
arista por sólo uno de los dos posibles arcos en los mismos extremos. Tal digrafo es
llamado una orientación de G. Usamos ocasionalmente el sı́mbolo G → para especi-
ficar una orientación de G (aunque realmente un grafo generalmente tienen muchas
orientaciones). Una orientación de un grafo simple es referido como un grafo orien-
tado. Particularmente, uno de los ejemplos mas interesantes es una orientación de un
grafo completo. Tal grafo orientado es llamado torneo, porque puede ser visto como la
representación de los resultados de un torneo round-robin, en el cual cada equipo juega
con cada equipo.

Los digrafos, como los grafos, tienen una simple representación gráfica. Un digrafo
es representado por un diagrama de su grafo subyacente junto con flechas en sus aristas,
cada flecha apunta hacia la cabeza del arco correspondiente. Los cuatro torneos no
etiquetados sobre cuatro vértices son mostrados en la Figura 3.8.

Cada concepto válido para grafos es automáticamente aplicable a digrafos. Por
ejemplo, el grado de un vértice v en un digrafo D es simplemente el grado de v en
G(D), el grafo subyacente de D. Asimismo, un digrafo es llamado conexo si su grafo
subyacente es conexo. Pero hay conceptos en los cuales la orientación juegan un rol
esencial. Por ejemplo, el grado entrante d−D(v) de un vértices v en D es el número de
arcos con final en v, y el grado saliente d+D(v) de v es el número de arcos con inicio
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Figura 3.8: Los cuatro torneos no etiquetados en cuatro vértices.

en v. El mı́nimo grado entrante y grado saliente de D son denotados por δ−(D) y
δ+(D), respectivamente, asimismo, el máximo grado entrante y grado saliente de D
son denotados por ∆−(D) y ∆+(D), respectivamente.

3.1.4. Digrafo k-circular.

Un digrafo k-circular, Ci(n, k), donde k ∈ N y k < n, es un digrafo sobre el con-
junto de n vértices V (Ci) = {v0, v1, ..., vn−1} y de arcos A(Ci) = {a0, a1, ..., an−1}
con una arco con inicio en vi y final en vi+k, por lo que su función de inciden-
cia es ψCi = (vi, vi+k) donde los subı́ndices son evaluados módulo n. La repre-
sentación gráfica dada en 3.9, corresponde al digrafo 5-circular Ci(12, 5), donde V =
{v0, v1, ..., v11}. El digrafo Ci(12, 5) es isomorfo al 12-ciclo, sin embargo para el di-

Figura 3.9: Digrafo Ci(12, 5) y Ci(12, 3).

grafo Ci(12, 3) ya no es ası́, como se muestra en la Figura 3.9 b), el digrafo 3-circular
con 12 vértices no es conexo, sus conjuntos de vértices y arcos se puede dividir en 3
subconjuntos, cada subconjunto determina un subgrafo que es isomorfo al 4-ciclo. Para
determinar cuando un digrafo k-circular es conexo o bien se puede dividir en varios di-
grafos isomorfos a un ciclo de determinada longitud, se enuncia el siguiente lema.

Lema 3.1.3 Sea d = MCD(n, r) el máximo común divisor de n y r. Dado un digrafo
r-circular, Ci(n, r), dicho digrafo es isomorfo a d ciclos de longitud n

d .

Demostración: Sea V (Ci) = {v0, v1, ..., vn−1} el conjunto de n vértices del grafo
Ci(n, r), para r ∈ Z+ y r < n, dado que d = MCD(n, r), se tiene

n = ld r = kd
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Para l, k ∈ Z+, además, l y k son coprimos. Sin pérdida de generalidad supongamos
que iniciamos un ciclo en el vértice v0, ası́, el arco con inicio en v0 tendrá final en
vr, después de cierta cantidad de enlaces tendremos un ciclo, notemos que esto ha de
ocurrir, dado que con l enlaces se tiene, lr = lkd = kn el cual evaluado módulo n es
igual a cero, ası́ el lr-ésimo arco incide en v0, como se muestra en el siguiente esquema

v0 → vr → v2r → v3r → ...→ vn−r → v0

Dado que tendremos el ciclo hemos de encontrar la cantidad s de aristas mı́nima para
un ciclo, es decir, encontrar s mı́nimo, tal que, sr = skd evaluado módulo n sea igual
a cero, es decir que sea múltiplo de n = ld, o bien, encontrar s mı́nimo tal que

skd = tld (3.1)

para algún t ∈ Z+, de (3.1) se tiene sk = tl, como MCD(l, k) = 1, k es divisor de
t, sea t = mk, por lo que tendremos s = ml, para m ∈ Z+, dado que s debe ser el
mı́nimo número de aristas, se tienem = 1 por lo que s = l. Ası́, con l aristas se regresa
a v0, por lo que cada ciclo tiene l vértices y el número de ciclos en el grafo Ci(n, r) es
n/l = d �

Ahora consideramos n vértices y un conjunto K = {k1, ..., km}, donde, m < n,
kj ∈ Z+ y kj 6= ki para j 6= i. Definimos el digrafo circular Ci(n,K) como aquel
cuyo conjunto de n vértices está dado por V (Ci) = {v0, v1, ..., vn} y existe una
arista dirigida del vértice vi hacia vi+k si k ∈ K, donde i = 0, 1, ..., n, evaluan-
do los subı́ndices de los vértices módulo n. Por ejemplo, tomemos el digrafo circu-
lar Ci(8,K) donde K = {1, 3}, el conjunto de los vértices está dado por V (Ci) =
{v0, v1, ..., v7}, para realizar su representación gráfica comenzamos dibujando el di-
grafo Ci(8, 1), posteriormente sobre el mismo dibujamos los enlaces correspondientes
al digrafo Ci(8, 3), dicha representación se muestra en la figura 3.10

Figura 3.10: Digrafo Ci(12,K) donde K = {1, 3}.
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3.2. Matrices circulantes y de Fourier.
Consideremos n ∈ Z+ fijo y definimos wn = exp( 2πi

n ) es decir, wn es la raı́z
enésima “primitiva” de la unidad. Entonces las siguientes propiedades se verifican in-
mediatamente

1. wnn = 1, wnwn = 1, wn = w−1n .

2. (wn)k = w−kn = wn−kn ,
∑n
j=1 w

j−1
n = 0.

Definición 3.2.1 La matriz de Fourier de orden n se define como aquella F dada por

F =


1 1 1 · · · 1
1 wn w2

n · · · wn−1n

1 w2
n w4

n · · · w
2(n−1)
n

...
...

...
. . .

...
1 w

(n−1)
n w

2(n−1)
n · · · w

(n−1)(n−1)
n

 .

Donde wn es la raı́z enésima primitiva de la unidad.

La sucesión {wkn}∞k=1 es periódica de periodo n, es decir, wk+nn = wkn para todo
k ∈ Z+; de tal manera que hay solo n elementos diferentes en F . Más aún, para
0 ≤ j ≤ n− 1 se tiene

wj(n−1)n = w(nj−j)
n = w−jn = wn−jn .

De tal manera que la expresión F puede escribirse también como

F =


1 1 1 · · · 1
1 wn w2

n · · · wn−1n
...

...
...

. . .
...

1 w
(n−1)
n wn−2n · · · wn

 .

Sea F ∗ la transpuesta conjugada de F . Algunas propiedades de la matriz de Fourier
F son

1. F y F ∗ son simétricas.

2. La inversa de F está dada por F−1 = 1
nF
∗. En efecto, si (FF ∗)kl es el kl-

elemento del producto (FF ∗) entonces se puede verificar que

(FF ∗)kl =

n−1∑
r=0

(w(l−k)
n )r =

{
n si l = k
0 si l 6= k

3. 1√
n
F es unitaria. Es decir F 1

nF
∗ = 1

nF
∗F = In.

4. Los valores propios de 1√
n
F son ±1, ±i con sus respectivas multiplicidades.

Esto se deduce del hecho que F es una matriz unitaria y todo valor propio λ de
una matriz unitaria satisface |λ| = 1
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Definición 3.2.2 Por matriz de Vandermonde V (z1, z2, ..., zn) entendemos la matriz
de orden n

V (z1, z2, z3, ..., zn) =


1 1 1 · · · 1
z1 z2 z3 · · · zn
z21 z22 z23 · · · z2n

...
. . .

. . .
. . .

...
zn−11 zn−12 zn−13 · · · zn−1n

 (3.2)

Ası́ V (1, wn, w
2
n, ..., w

n−1
n ) = F y V (1, wn, w

2
n, ..., w

n−1
n ) = F ∗. Es posible pro-

bar por inducción que detV (z1, ..., zn) =
∏
k 6=l(zk − zl), luego si zk 6= zl la matriz

de Vandermonde es no singular.

Definición 3.2.3 Dados n ∈ Z+ y (c1, c2, c3, ..., cn), la matriz n× n definida como

circ(c1, c2, c3, ..., cn) =


c1 c2 c3 · · · cn
cn c1 c2 · · · cn−1

...
. . .

. . .
. . .

...
c3 · · · cn c1 c2
c2 · · · cn−1 cn c1

 (3.3)

es llamada matriz circulante de orden n.

Proposición 3.2.4 Si C = cir(c1, c2, ..., cn) entonces detC =
∏n
k=1 h(wk), donde

h(x) =
∑n
j=1 cjx

j−1 y wk (k = 1, ..., n) son las diferentes raı́ces enésimas de la
unidad.

Demostración: Sea

Vn ≡ V (w1, w2, w3, ..., wn) =


1 1 1 · · · 1

w1 w2 w3 · · · wn
w2

1 w2
2 w2

3 · · · w2
n

...
. . . . . . . . .

...
wn−11 wn−12 wn−13 · · · wn−1n

 (3.4)

La matriz de Vandermonde de orden n en las n-raı́ces distintas de la unidad. Primero
notamos que CVn = Vn diag(h(wk))nk=1. Pero entonces

det(CVn) = det(Vn) det( diag(h(wk)nk=1)) (3.5)

y como wk 6= wl si l 6= k, det Vn 6= 0; por tanto detC =
∏n
k=1 h(wk). �

Corolario 3.2.5 Los valores y vectores propios de C = cir(c1, ..., cn) están dados
respectivamente por

λk = h(wk), Vλk = (1, wk, w
2
k..., w

n−1
k )T k = 1, 2, ..., n. (3.6)
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Demostración: Lo que hay que observar es que

C = Vn diag(h(wk))nk=1 V
−1
n . (3.7)

�

Teorema 3.2.6 (Teorema de las circunferencias de Gershgorin.) Cada valor propio
(real o complejo) λ de una matriz A de n× n satisface al menos una de las desigual-
dades

|λ− aii| ≤ ri donde ri =

n∑
j=1

j 6=i

|aij | (i = 1, · · · , n) (3.8)

Es decir, cada valor propio se encuentra en al menos uno de los discos con centro en
aii y radio ri, en el plano complejo. Más aún, si la unión de p de los discos (3.8) es
ajena al resto, entonces hay exactamente p valores propios de A en la unión de los p
discos.

La demostración del teorema de las circunferencias de Gershgorin puede ser consultada
en [9].

3.3. Oscilador de van der Pol
La ecuación van der Pol describe oscilaciones en circuitos de tubos de vacı́o o

bulbos, es un ejemplo fundamental en la teorı́a de oscilaciones no lineales. En la figura
(3.11) se muestra la estructura básica del circuito de una importante clase de osciladores
electrónicos. A fin de encontrar el modelo matemático que gobierna las variables de
estado de dicho circuito, habrá que caracterizar la relación de corriente-voltaje en cada
uno de los elementos, principalmente en el capacitor y el inductor.

Figura 3.11: Circuito oscilador básico.

Capacitores.
Un capacitor es un elemento pasivo diseñado para almacenar energı́a en su campo

eléctrico. Un capacitor está compuesto por dos placas conductoras separadas por un
aislante (o dieléctrico). Cuando una fuente de voltaje v se conecta al capacitor, deposita
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una carga positiva q en una placa y una carga negativa −q en la otra. Se dice que el
capacitor almacena la carga eléctrica. El monto de carga almacenada, representado por
qC , es directamente proporcional al voltaje aplicado v, de modo que

qC = Cv (3.9)

donde C, se conoce como la capacitancia del capacitor. La unidad de capacitancia es
el Faradio (F ). Ası́, la capacitancia es la proporción entre la carga en una placa de un
capacitor y la diferencia de tensión entre las dos placas, medida en Faradios (F ). Cabe
señalar que, de acuerdo con la convención pasiva de los signos, si v > 0 e iC > 0 o si
v < 0 e iC < 0, el capacitor se está cargando, y si v · iC < 0, se está descargando.

Para obtener la relación corriente-voltaje del capacitor, se toma la derivada respecto
al tiempo de (3.9). Puesto que

iC =
dqC
dt

la derivada de (3.9) da como resultado

iC = C
dv

dt
(3.10)

Esta es la relación de corriente-voltaje de un capacitor, suponiendo la convención pa-
siva de los signos. Se dice que son lineales los capacitores que satisfacen la ecuación
(3.10). La relación voltaje-corriente del capacitor puede obtenerse integrando (3.10)
respecto a t. Ası́ se consigue

vC =
1

C

∫ t

−∞
iC dt

o bien

vC =
1

C

∫ t

t0

iC dt+ vC(t0) (3.11)

donde vC(t0) = qC(t0)/C es el voltaje entre el capacitor en el tiempo t0.

Inductores.
Un inductor es un elemento pasivo diseñado para almacenar energı́a en su campo

magnético. Todos los conductores de corriente eléctrica tienen propiedades inductivas
y pueden considerarse inductores. Pero para aumentar el efecto inductivo, un inductor
práctico suele formarse en una bobina cilı́ndrica con muchas vueltas de alambre con-
ductor. Si se permite que pase corriente por un inductor, se descubre que la tensión en
el inductor es directamente proporcional a la velocidad de cambio de la transformación
de la corriente. Mediante la convención pasiva de los signos,

vL = L
diL
dt

(3.12)

donde L es la constante de proporcionalidad, llamada inductancia del inductor. La
unidad de inductancia es el Henrio (H). Ası́, la inductancia es la propiedad por la cual
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un inductor presenta oposición al cambio de la corriente que fluye por él, medida en
Henrios (H). La ecuación (3.12) es la relación de voltaje-corriente de un inductor, a tal
inductor se le conoce como inductor lineal. La relación de corriente-voltaje se obtiene
integrando respecto a t la ecuación (3.12) obteniendo

iL =
1

L

∫ t

−∞
vL(t)dt (3.13)

o bien

iL =
1

L

∫ t

t0

vL(t)dt+ iL(t0) (3.14)

donde iL(t0) es la corriente total para −∞ < t < t0 e iL(t) = 0 cuando t→ −∞.

Ecuación de van der Pol.
El inductor y capacitor se suponen lineales, invariantes en el tiempo y pasivos, es

decir, L > 0 y C > 0. El elemento resistivo es un circuito activo caracterizado por el
voltaje controlado, i−v caracterı́stico i = h(v). La función h satisface las condiciones

h(0) = 0, h′(0) < 0

h(v)→∞ cuando v →∞, y h(v)→ −∞ cuando v → −∞

donde h′(v) es la primera derivada de h(v) con respecto a v. Usando la ley de corrientes
de Kirchhoff, podemos escribir la ecuación

iC + iL + i = 0 (3.15)

Sustituyendo las ecuaciones 3.10 y 3.14 en la ecuación anterior se obtiene

C
dv

dt
+

1

L

∫ t

−∞
v(s)ds+ h(v) = 0

Derivando una vez mas respecto a t y multiplicando por L, obtenemos

CL
d2v

dt2
+ v + Lh′(v)

dv

dt
= 0

Esta ecuación puede ser escrita de forma tal que coincida con alguna ecuación conocida
en la teorı́a de sistemas no lineales. Para hacerlo, cambiemos la variable tiempo t por
τ = t/

√
(CL). Denotando la derivada de v con respecto a τ por v̇, se puede reescribir

la ecuación del circuito como

v̈ + µh′(v)v̇ + v = 0

donde µ =
√
L/C. Esta ecuación es un caso especial de la ecuación de Liénard

v̈ + f(v)v̇ + g(v) = 0 (3.16)
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Cuando
h(v) = −v +

1

3
v3

la ecuación del circuito toma la forma

v̈ − µ(1− v2)v̇ + v = 0 (3.17)

la cual es conocida con la ecuación de Van der Pol. Esta ecuación, para µ > 0, tiene
una solución periódica que atrae todas las soluciones excepto a la trivial que consiste
del único punto de equilibrio v = v̇ = 0. Para escribir el modelo del espacio fase del
circuito, tomamos x = v y y = v̇ para obtener

ẋ = y (3.18)
ẏ = −x+ µ(1− x2)y

3.3.1. Ciclos Lı́mite.
Un ciclo lı́mite es una trayectoria cerrada y aislada. Aislada significa que las trayec-

torias vecinas no son cerradas; son espirales que salen o convergen hacia el ciclo lı́mite.
Si todas las trayectorias vecinas se aproximan al ciclo lı́mite, se dice que el ciclo

lı́mite es estable o atractor. De otra manera el ciclo lı́mite es inestable, o en casos
excepcionales, semi-estable (Figura 3.12).

Figura 3.12: Cı́clos lı́mite a) Estable b) Inestable c) Semi Estable.

Los ciclos lı́mite son fenómenos inherentes a sistemas no lineales, éstos no pueden
ocurrir en sistemas lineales. Un sistema lineal ẋ = Ax puede tener órbitas cerradas,
pero no serán aisladas; si x(t) es una solución periódica, entonces también los es c x(t)
para cualquier constante c 6= 0. Ası́ x(t) está rodeada por una familia uno-paramétrica
de órbitas cerradas (Figura 3.13).

Como consecuencia, la amplitud del conjunto de oscilaciones lineales está com-
pletamente determinado por las condiciones iniciales; cualquier leve perturbación a la
amplitud perdurará. En contraste, las oscilaciones en un ciclo lı́mite son determinadas
por la estructura del sistema mismo.

Sistemas de Liénard.
Muchos de los circuitos osciladores pueden ser modelados por medio de las ecua-

ciones diferenciales de segundo orden de la forma

v̈ + f(v)v̇ + g(v) = 0, (3.19)
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Figura 3.13: Familia de órbitas cerradas alrededor de x(t).

la cual es conocida como la ecuación de Liénard. Esta ecuación es una generalización
del oscilador de van der Pol v̈ − µ(1 − v2)v̇ + v = 0. La ecuación de Liénard es
equivalente al sistema

ẋ = y (3.20)
ẏ = −g(x)− f(x) y.

El siguiente teorema establece que el sistema tiene un único ciclo lı́mite estable para
ciertas hipótesis para las funciones f y g. Para una demostración véase [10] u [11].

Teorema 3.3.1 (Teorema de Liénard) Supongamos que f(x) y g(x) satisfacen las
siguientes condiciones:

1. f(x) y g(x) son continuas y diferenciables para toda x;

2. g(−x) = −g(x) para toda x, es decir, g(x) es una función impar;

3. g(x) > 0 para x > 0;

4. f(−x) = f(x) para toda x, es decir, f(x) es una función par;

5. La función par F (x) =
∫ x
0
f(u) du tiene una raı́z en x = a, es negativa para

0 < x < a, es positiva y no decreciente para x > a, y F (x) → ∞ cuando
x→∞

Entonces el sistema 3.20 tiene un único ciclo lı́mite estable alrededor del origen en el
plano fase.

La ecuación de van der Pol v̈ + µ(v2 − 1)v̇ + v = 0 tiene un único ciclo lı́mite
estable ya que f(−v) = µ((−v)2 − 1) = µ(v2 − 1) = f(v), es decir, f(v) es par y
g(−v) = −v = −g(v) por lo que g(v) es impar, además f(v) y g(v) son diferenciables
por lo que satisfacen las condiciones (1)-(4) del teorema de Liénard. Para verificar la
condición 5), nótese que

F (v) = µ

(
1

3
v3 − v

)
=

1

3
µ v(v2 − 3)
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Figura 3.14: Retratos fase para el oscilador de van der Pol con valores de a)µ = 0.2 y
b)µ = 1.

Ası́, la condición 5) es satisfecha ya que F (v) tiene una raı́z en a =
√

3, es negativa
para 0 < v < a, es positiva y no decreciente para v > a, y F (v)→∞ cuando v →∞.

En las Figuras 3.14 y 3.15 se muestran retratos fases de la ecuación de van der Pol

ẋ = y

ẏ = −x+ µ(1− x2)y

para tres diferentes valores del parámetro µ: un valor pequeño de 0.2, un valor medio
de 1.0 y un valor grande de 5.0. En los tres casos, el retrato fase muestra que existe una
única órbita cerrada que atrae todas las trayectorias que comienzan fuera de la órbita.
Para µ = 0.2, la órbita cerrada es una órbita suave cercana al cı́rculo de radio 2. Esto es
tı́pico para valores pequeños de µ (digamos, µ < 0.3). Para el malor medio, µ = 1.0, la
forma circular de la órbita cerrada es distorsionada como se muestra en la Figura 3.14
b). Para el valor mas grande, µ = 5.0, la órbita cerrada es severamente distorsionada
como se observa en la Figura 3.15 a). En la Figura 3.15 b) se muestra el retrato fase
tı́pico para grandes valores de µ, este caso analiza con mayor detalle en el Capı́tulo 6.

Figura 3.15: Retratos fase para el oscilador de van der Pol a)µ = 5 y b)µ� 1.
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Caṕıtulo 4
Persecución ćıclica.

Este capı́tulo inicia con el análisis del problema perseguidor-evasor a rapidez vari-
able, en el cual se considera un individuo evasor cuya posición en el plano es ue, dicho
individuo sigue una trayectoria dada por una curva conocida; se tiene otro individuo
up (perseguidor) que se dirige hacia ue, la velocidad del individuo perseguidor vari-
ará dependiendo de qué tan cerca o lejos se encuentre de su objetivo, la relación de
cercanı́a que se utiliza es la diferencia entre los vectores del evasor y perseguidor, es
decir, ue−up, entonces, la solución consiste en determinar la trayectoria del individuo
perseguidor up.

Posteriormente se extiende para el caso de más de dos individuos donde sus vari-
ables de estado no necesariamente denotan posiciones, el problema se denomina per-
secución cı́clica, se exponen diversos escenarios y se caracterizan los sistemas que
corresponden a cada mecanismo. Se analizan sus propiedades geométricas asintóticas
que consisten en la convergencia a una cantidad finita de puntos, siendo de principal
importancia aquel sistema que converge a un solo punto, ya que, si un sistema converge
a s > 1 puntos, dicho sistema se puede dividir en s subsistemas entre los cuales no hay
interacción y cada uno de ellos converge a un solo punto. Para comprender cómo es la
relación que se da entre los n individuos se le asocia un digrafo circular que por medio
de su respectivo diagrama clarifica el fenómeno de persecución.

4.1. Problema ”perseguidor-evasor” a rapidez variable.
En la sección 2.1 se analizó el problema perseguidor-evasor a rapidez constante, en

el cual se consideran un par de individuos cuyo movimiento está restringido al plano. El
individuo perseguido tiene una ruta dada por una función conocida. Durante la perse-
cución, tanto el evasor como el perseguidor se mueven a una rapidez constante; donde
u, la velocidad del perseguidor es proporcional a la velocidad del evasor v, es decir, se
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tiene la relación u = kv. Si se da el alcance o no, depende del valor de la constante de
proporcionalidad k, si k > 1 la colisión se dará.

Figura 4.1: Esquema del problema perseguidor-evasor a velocidad variable.

Para el problema perseguidor-evasor a rapidez variable, consideramos un par de
individuos up el perseguidor y ue el evasor, el movimiento que llevarán a cabo estará
restringido al plano. El recorrido que tendrá el individuo perseguido estará dado por
ue(t) = (xe(t), ye(t)) la cual es una función conocida. La velocidad que tendrá el
perseguidor en un instante t > 0 será proporcional al vector comprendido entre up y
ue, L = up − ue, el desplazamiento del perseguidor se dará en la misma dirección de
este vector, es decir, se dirigirá directamente al evasor, tal como se muestra en la figura
4.1. La ecuación que modela dicho movimiento está dada por

dup(t)

dt
= k(ue(t)− up(t)), (4.1)

donde 0 < k ≤ 1. Este tipo de movimiento lo podemos interpretar como aquel en
el cual el objetivo no es dar alcance al individuo perseguido, es decir, si el individ-
uo perseguidor se encuentra a una distancia considerable de aquel que va siguiendo
entonces debe moverse con una rapidez que le permita acercarse más, posteriormente
cuando la distancia que los separa haya disminuido también ha de disminuir la rapidez
de su movimiento. Para comprender este mecanismo de persecución nos referiremos a
un caso en particular, en el cual, la trayectoria del evasor es una lı́nea en el plano de la
forma

ue(t) = (xe(t), ye(t)) = (at+ b, ct+ d) (4.2)

para t ≥ 0, y a, b, c, d ∈ R. De esta ecuación podemos observar que al inicio de la
persecución la posición del evasor es ue(0) = (b, d), la magnitud de la velocidad del
evasor permanecerá constante con valor igual a

√
a2 + c2. Para encontrar la trayectoria

del perseguidor up(t) = (xp(t), yp(t)), usamos la ecuación 4.1, es decir, que el vector
velocidad del individuo up es proporcional al vector ue−up, ası́, tendremos el sistema

dxp(t)

dt
= k(xe(t)− xp(t)) = k(at+ b− xp(t))

dyp(t)

dt
= k(ye(t)− yp(t)) = k(ct+ d− yp(t)),
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el cual es un sistema desacoplado y cada una de las ecuaciones de este sistema son de
la forma

z′(t) + kz(t) = k(αt+ β).

Cuya solución está dada por

z(t) = Ce−kt + α

(
t− 1

k

)
+ β (4.3)

Donde
C = z(0) +

α

k
− β.

Supongamos que el individuo evasor se mueve en la lı́nea recta vertical de modo
que

ue(t) = (xe(t), ye(t)) = (b, t).

Al iniciar el movimiento, el individuo evasor se encuentra en el punto ue(0) =
(b, 0), asignando el origen como el punto en el cual se encuentra el individuo perseguidor
al iniciar el movimiento, la ecuación 4.3 nos brinda la ruta del individuo perseguidor

up(t) = (xp(t), yp(t)) = (b(1− e−kt), 1

k
(e−kt − 1) + t).

En la Figura 4.2 se muestran las trayectorias tanto del individuo evasor ue como la
del individuo perseguidor up, a los 1, 3 y 5 segundos, en este caso la constante de
proporcionalidad k es igual a 0.5, también se muestra el vector ue−up, cuya dimensión
va disminuyendo conforme el perseguidor se acerca a su objetivo.

Figura 4.2: Problema perseguidor evasor k = 0.5. (a) 1s. (b) 3s (c) 5s.

En la siguiente sección se extiende este tipo de persecución para n > 2 individuos.

4.2. Persecución r-cı́clica.
Comenzamos con una configuración en la cual participan n partı́culas o individ-

uos ordenados, u0, u1, ..., un−1, n > 2, cuyas variables de estado en un espacio m-
dimensional en un tiempo dado t, estarán dadas por uj(t) = (u1j(t), ..., umj(t)),
j = 0, 1, ..., n − 1 (nótese que en el problema perseguidor-evasor a rapidez variable
las variables de estado eran sus coordenadas en el plano, en la persecución r-cı́clica
no restringiremos las variables de estado a la posición en el plano o en el espacio, es-
tas se pueden extender a más parámetros cuyos valores puedan ser modelados por la
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persecución). En cualquier momento, la partı́cula uj , se mueve en la dirección del vec-
tor uj+r(t) − uj(t), es decir, se mueve directamente hacia la partı́cula uj+r, donde el
ı́ndice de los individuos son evaluados módulo n.

El vector velocidad o bien, el de la tasa de cambio en las variables de estado del
j-ésimo individuo, uj , es proporcional al vector uj+r(t)−uj(t), por lo cual tendremos

duj
dt

= k(uj+r − uj)

Para que se de la persecución es necesario que k > 0, ya que si k es negativo la
persecución se dará en sentido opuesto, evadiendo al individuo uj+r; en el caso de
k = 0 no habrı́a movimiento y cada partı́cula permanecerá en su posición o condición
inicial.

Cabe resaltar que este fenómeno al que hemos denominado persecución no nece-
sariamente describe movimiento (ya sea en el plano o en el espacio) de los individuos,
sino una interacción entre ellos respecto a sus variables de estado.

Para hacer una descripción cualitativa de la interacción que implica la persecución
r-cı́clica entre n individuos, utilizamos Teorı́a de Grafos. Ası́, a cada sistema de perse-
cución de este tipo le podemos asignar un digrafo, el cual describirá convenientemente
por medio de un diagrama la relación existente entre los n individuos.

4.2.1. Representación por medio de digrafos.
La persecución r-cı́clica es asociada a un digrafo donde el conjunto de vértices o

nodos corresponde a los individuos involucrados en la persecución y existe un arco di-
rigido entre el individuo perseguidor y aquél al cual sigue. Denotemos a dicho digrafo
porD = (V (D), A(D)), donde V (D), el conjunto de vértices como se señaló anterior-
mente, corresponde a los n individuos, V (D) = {u0, u1, ..., un−1}, dado que cada in-
dividuo va en persecución de otro, también tendremos n arcos cuyo conjunto es A(D),
denotaremos aj al arco saliente del vértice uj , resultando A(D) = {a0, a1, ..., an−1},
la función de incidencia ψD que asocia a cada arco el par ordenado perseguidor-
perseguido está definida por ψD(aj) = (uj , uj+r), para j = 0, 1, 2, ..., n−1 donde los
ı́ndices son evaluados módulo n. Este digrafo corresponde a la estructura del digrafo
circulante de n vértices Ci(n, r). Por lo que D(V (D), A(D)) = Ci(n, r).

El digrafoCi es finito y estricto, esto último porque no hay lazos ni arcos paralelos.
Como se vio en la sección 3.1.4, el digrafo Ci(n, r) se descompone en d ciclos de

longitud l = n/d, donde d = MCD(n, r), cada uno de esos ciclos describe a su vez
la persecución 1-cı́clica entre los n/d individuos. Si d = 1, el digrafo Ci es conexo y
es isomorfo a un n-ciclo.

Si d > 1 podemos dividir, tanto el conjunto de vértices V (Ci) como el de arcos
A(Ci), en d subconjuntos, para los vértices cada subconjunto estará dado por

V0(Ci) = {v0, vr, v2r, ..., v(l−1)r}
V1(Ci) = {v1, v1+r, v1+2r)..., v1+(l−1)r}

...
...

Vd−1(Ci) = {vd−1, v(d−1)+r, v(d−1)+2r..., v(d−1)+(l−1)r},
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de manera análoga cada subconjunto de arcos seráAj(Ci) = {aj , aj+r, aj+2r, ..., aj+(l−1)r}
evaluando los subı́ndices módulo n.

Sea j un entero fijo donde 0 ≤ j ≤ d − 1, el digrafo E tal que su conjun-
to de vértices es V (E) = {vj , vj+r, vj+2r, ..., vj+(l−1)r} y el de arcos A(E) =
{aj , aj+r, aj+2r, ..., aj+(l−1)r}, con la función de incidenciaψE(aj+kr) = vj+krvj+(k+1)r,
con k ∈ {0, 1, ..., l− 1}, evaluando los subı́ndices módulo n, es isomorfo al l-ciclo H ,
cuyo conjunto de vértices es V (H) = {u0, u2, ..., ul−1} con arcosA(H) = {e0, e1, ..., el−1}
con función de incidencia ψH(ak) = ukuk+1, donde k = 0, 1, ..., l−1 y los subı́ndices
son evaluados módulo l.

Utilizando las biyecciones θ : V (E) → V (H) dada por θ(vj+kr) = uk y φ :
A(E) → A(H) definida por φ(aj+kr) = ak, evaluando los subı́ndices módulo l, es
un isomorfismo entre E y H . A fin de clarificar lo anteriormente expuesto demos un
ejemplo.

Ejemplo 4.2.1 Sea el digrafo 14-circular, con 35 vértices, Ci(35, 14), cuyo conjunto
de vértices estará dado por

V (Ci) = {v0, v1, ..., v34}

y su conjunto de arcos
A(Ci) = {a0, a1, ..., a34}

con función de indicidencia ψCi = (vj , vj+14) para j = 0, 1, ..., 34 evaluando los
subı́ndices módulo 35. El diagrama del grafo subyacente a este digrafo se muestra en
la Figura 4.3. Dado que d = MCD(35, 14) = 7 tendremos que Ci(35, 14), puede
dividirse en 7 ciclos de longitud l = n/d = 5. Para mostrar uno de los 5-ciclo, fijemos

Figura 4.3: Diagrama del digrafoCi(35, 14), donde se observa el 5−ciclo que comien-
za en v1.

un j ∈ Z, 0 ≤ j ≤ 6, tomemos j = 1, entonces

Ṽ1(Ci) = {v1, v1+r, v1+2r, v1+3r, v1+4r} = {v1, v15, v29, v43, v57}

Evaluando los subı́ndices módulo 35 tendremos

V1(Ci) = {v1, v15, v29, v8, v22}
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respectivamente el conjunto de arcos es

A1(Ci) = {a1, a15, a29, a8, a22}

Para ver que el digrafo E = (V1, A1) es isomorfo al 5-ciclo, H con V (H) =
{u0, u1, ..., u4} yA(H) = {e0, e1, ..., e4} con función de incidenciaψH(ej) = (uj , uj+1),
tomamos las asignaciones (θ, φ) definidas por

θ(vz) = uk φ(az) = ek

donde z ≡ 1 + 14k (modn)

4.2.2. Modelo matemático para la persecución r-cı́clica.
El mecanismo de persecución r-cı́clica está modelado por el siguiente sistema lin-

eal de ecuaciones diferenciales ordinarias:

u̇j(t) = k(−uj(t) + uj+r(t)) j = 0, 1, ...n− 1, (4.4)

donde 0 < k ≤ 1 es una constante y con condiciones iniciales

uj(0) = (u1j(0), u2j(0), ..., umj(0)).

Para realizar el análisis del sistema (4.4) supondremos el valor k = 1. Notemos que
cada coordenada de uj satisface uno de los m sistemas de ecuaciones, a saber

ẋk(t) = An,rxk(t) (4.5)

con condiciones iniciales xk(0) = (x1k(0), x2k(0), ..., xnk(0)) para k = 1, ...,m,
donde xk : R → Rn. An,r ∈ L(Rn), la matriz que representa dicha transformación
lineal es una matriz circulante de orden n, An,r = circ(h), h ∈ Rn, h1 = −1, hr+1 =
1, h = 0 en otro caso. Por ejemplo, en la Figura 4.4 se muestran las trayectorias en el
plano (es decir m = 2) para el caso n = 6, r = 1 con posiciones iniciales aleatorias.
Las ecuaciones que modelan el movimiento de los 6 individuos dadas por (4.4) las
podemos escribir como m = 2 sistemas de la forma (4.5) expresados por

ẋ1(t) = A6,1x1(t) x1(0) = (x1,1(0), x2,1(0), ..., x6,1(0))

ẋ2(t) = A6,1x2(t) x2(0) = (x1,2(0), x2,2(0), ..., x6,2(0)),

donde A6,1 = circ(−1, 1, 0, 0, 0, 0). Para cada una de las ecuaciones anteriores se
encuentra una solución analı́tica; x1 : R→ Rn nos brinda las abcisas de las posiciones
de cada uno de los individuos para t ≥ 0 y x2 : R→ Rn las ordenadas.

El comportamiento asintótico consiste del único punto de equilibrio en el cual con-
vergen los 6 individuos cuando t→∞; esto se concluye de las soluciones

(x(1,j)(t), x(2,j)(t)) para j = 1, 2, ..., 6,

cuya gráfica se muestra en la figura 4.4.
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Figura 4.4: Caso n=6, r=1, único punto de convergencia.

Figura 4.5: Caso n=6, r=2, dos puntos de convergencia.

Ahora consideremos el caso para n = 6, r = 2 y A6,2 = circ(−1, 0, 1, 0, 0, 0);
del cual resulta un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que se resuelve de
manera analı́tica. La gráfica de las soluciones se muestra en la figura 4.5, en la cual
observamos que hay dos puntos de equilibrio. En la siguiente sección se caracterizará
el estado asintótico de los sistemas que describen la persecución r-cı́clica, se verá que
el punto o puntos de convergencia dependen de las condiciones iniciales.

El siguiente resultado muestra que cada sistema r-cı́clico puede ser descompuesto
en d = MCD(n, r) sistemas 1-cı́clico, donde MCD(n, r) denota el máximo común
divisor de n y r y suponemos que uj ∈ R.

Lema 4.2.2 El sistema lineal u′(t) = An,ru(t) se puede desacoplar en d = MCD(n, r)
sistemas 1-cı́clico de n

d variables.

Demostración: Como se vio en la sección anterior un digrafo r − circular de n
vértices, Ci(n, r), es asociado al sistema lineal (4.4) identificando cada variable como
un vértice; donde un arco une un par de vértices si y sólo si hay una ecuación difer-
encial en el sistema lineal que involucra ambas variables. El digrafo Ci(n, r) se puede
descomponer en d = MCD(n, r) ciclos de longitud n

d . �

Por lo tanto, independientemente del número de individuos, n, o del valor de r,
podemos obtener el comportamiento asintótico del sistema estudiando el sistema de
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persecución 1-cı́clico de la forma

ẋ(t) = An,1x(t) =



−1 1 0 0 · · · 0 0
0 −1 1 0 · · · 0 0
0 0 −1 1 · · · 0 0
...

...
...

. . . . . .
...

...
0 0 0 0 · · · −1 1
1 0 0 0 · · · 0 −1


x(t) (4.6)

Vamos ahora a demostrar que cada sistema de persecución 1-cı́clico tiene un único
atractor global dado por un punto de equilibrio, el cual depende de las condiciones
iniciales.

4.3. Caracterización del punto de convergencia para el
sistema 1-cı́clico.

Para el sistema de persecución 1-cı́clico de la forma

u̇j(t) = −uj(t) + uj+1(t) j = 1, 2, ..., n (4.7)

sujeto a las condiciones iniciales uj(0) = (u1j(0), u2j(0), ..., umj(0)), se caracteriza
el punto de convergencia, como se indica a continuación.

Lema 4.3.1 Sea Uj tal que uj(t) → Uj cuando t → ∞. Bajo el patrón de perse-
cución 1-cı́clico modelado por sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (4.7),
tendremos un único punto de convergencia, que esta dado por

Uj =

(∑n
j=1 u1j(0)

n
, ...,

∑n
j=1 umj(0)

n

)

Antes de demostrar este lema, se exponen algunas caracterı́sticas de las carac-
terı́sticas de las matrices circulantes, las cuales definen los sistemas de ecuaciones
diferenciales que modelan la persecución 1-cı́clica. En la sección anterior encontramos
que (4.7) lo podemos escribir como m sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
desacoplados, de la forma:

ẋ(t) = An,1 x(t) j = 1, 2, ..., n

con condición inicial x(0) = (x1(0), x2(0), ..., xn(0)), ası́, con el lema (4.3.1), el
estado asintótico de cada sistema, corresponde a la media aritmética de las condiciones
iniciales. La matriz An,1 = circ(−1, 1, 0, ..., 0) de orden n, cuyos valores propios
(Corolario 3.2.5) están dados por

λk =

(
cos

(
k − 1

n
2π

)
− 1

)
+ i sen

(
k − 1

n
2π

)
k = 1, 2, ..., n (4.8)
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Notemos que λ1 = 0, por lo tantoAn,1 es singular y dim(Ker(An,1)) = 1, asignamos
a

v1 =

 1
...
1


el vector caracterı́stico correspondiente al valor caracterı́stico nulo. De (4.8), observa-
mos para λ2, ..., λn valores caracterı́sticos no nulos de An,1 que Re(λk) < 0 j =
2, ..., n− 1.

Lema 4.3.2 La matriz de vectores propios deAn,1 está dada por F , la matriz de Fouri-
er de orden n.

Demostración: Buscamos vk ∈ Ker(λkI − An,1), k = 1, 2, ..., n vectores propios de
la matriz. Encontrar los elementos del Kernel de la matriz λkI −An,1 es equivalente a
resolver el sistema de ecuaciones lineales

ak −1 0 0 · · · 0 0
0 ak −1 0 · · · 0 0
0 0 ak −1 · · · 0 0
...

...
...

. . . . . .
...

...
0 0 0 0 · · · ak −1
−1 0 0 0 · · · 0 ak


=



vk(1)
vk(2)
vk(3)

...
vk(n− 1)
vk(n)


=



0
0
0
...
0
0


donde

ak = λk + 1 = cos

(
k − 1

n
2π

)
+ i sen

(
k − 1

n
2π

)
= e(k−1)(

2πi
n ) = ω(k−1)

n

donde ωn es la raı́z enésima “primitiva” de la unidad.
Para resolver el sistema asignamos a vk(1) = 1 y resolviendo las ecuaciones suce-

sivas obtenemos

vk =



1

ω
(k−1)
n

ω
2(k−1)
n

...
ω
(n−2)(k−1)
n

ω
(n−1)(k−1)
n


Ası́, la matriz de vectores caracterı́sticos deAn,1 estará dada por la matriz de Fouri-

er de orden n

F =



1 1 1 1 · · · 1
1 ωn ω2

n ω3
n · · · ωn−1n

1 ω2
n ω4

n ω6
n · · · ω

2(n−1)
n

1 ω3
n ω6

n ω9
n · · · ω

3(n−1)
n

...
...

...
... · · ·

...
1 ω

(n−1)
n ω

2(n−1)
n ω

3(n−1)
n · · · ω

(n−1)(n−1)
n
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�
Demostración: del lema 4.3.1 La solución del sistema x′(t) = An,1 x(t), con el

vector de condiciones iniciales x(0) estará dada por

x(t) = FeJt
1

n
F ∗x(0) = c1v1 +

n∑
k=2

cke
λkvk (4.9)

Donde, J es la forma canónica de Jordan correspondiente a An,1. Los valores de las
constantes ck dependen de las condiciones iniciales, para determinar el punto de con-
vergencia es necesario encontrar c1 ya que

ĺım
t→∞

x(t) = c1v1

Esto se debe a que la parte real de los valores caracterı́sticos no nulos es negativa.
Para calcular los valores de las constantes ck tendremos

x(0) = c1v1 + c2v2 + ...+ cnvn

Por lo que es necesario resolver el sistema de ecuaciones lineales

Fc = x(0)

Siendo F la matriz de vectores propios y x(0) el vector de condiciones iniciales, al
conocer la inversa de F el vector de constantes c = (c1, ..., cn) será

c =
1

n
F ∗x(0)

El valor de c1 resulta al multiplicar la primera fila de 1
nF
∗ (dicha primera fila es el

vector cuyas entradas son 1
n ) por x(0) (el vector de condiciones iniciales)

c1 =

∑n
j=1 xj(0)

n

Ası́ encontramos el resultado requerido, es decir, el punto de convergencia corresponde
al valor de c1, la media aritmética de las condiciones iniciales, multiplicado por el
vector caracterı́stico v1 = (1, ..., 1)T . �

Para un sistema 1-cı́clico se concluye que hay un punto atractor único. El atractor
global para un sistema 1-cı́clico esta caracterizado por el baricentro de las condiciones
iniciales en cada configuración.

4.4. Generalización
Con el fin de caracterizar cuándo diferentes sistemas de persecución tienen un único

atractor global, dado por un punto de equilibrio que depende de las condiciones ini-
ciales se presentan los dos siguientes resultados.
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Lema 4.4.1 Sea A una matriz semidefinida negativa con V como matriz de vectores
caracterı́sticos con columnas denotadas por vj , j = 1, ..., n. Sean rj j = 1, ..., n
las filas de V −1. Si suponemos que dim(Ker(A)) = 1 entonces con el valor propio
λ1 = 0 y asignando v1 = (1, ..., 1)T ∈ Rn a su respectivo vector propio, tenemos

r1 =
v⊥1
‖v⊥1 ‖2

(4.10)

donde v⊥1 = v1−vp1 y vp1 es la proyección ortogonal de v1 sobre el subespacio generado
por v2, ..., vn.

Demostración: Sea vp1 la proyección ortogonal de v1 sobre el subespacio generado
por v2, ..., vn. Esta proyección es única, ya que los vectores caracterı́sticos de A son
linealmente independientes. Definiendo v⊥1 = v1 − vp1 y dado que < vj , r1 >= 0 para
j = 2, ..., n tenemos que r1 = κv⊥1 donde κ es una constante por determinar. Como
1 =< v1, r1 > obtenemos, 1 =< v1, κv

⊥
1 >= κ < v⊥1 , v

⊥
1 > lo cual implica que

κ =< v⊥1 , v
⊥
1 >−1. �

Teorema 4.4.2 Consideremos el siguiente sistema lineal

x′(t) = Ax(t) (4.11)

donde A satisface las condiciones del lema previo. Entonces

ĺım
t→∞

x(t) =
< v⊥1 , x(0) >

‖v⊥1 ‖2
v1 (4.12)

Demostración: La solución general de (4.11) está dada por

x(t) = c1v1 +

n∑
k=2

cke
λktvk (4.13)

El vector de constantes c = (c1, c2, ..., cn)T depende de las condiciones iniciales sien-
do de principal importancia el valor de c1, esto porque

ĺım
t→∞

x(t) = c1v1 (4.14)

Para encontrar los valores del vector c es necesario resolver el sistema de ecuaciones

V c = x(0) (4.15)

donde V es la matriz de vectores caracterı́sticos de A y x(0) el vector de condiciones
iniciales. El valor de c1 es obtenido por el lema 4.4.1 multiplicando la primera fila de
V −1 por x(0) esto es

c1 =
< v⊥1 , x(0) >

‖v⊥1 ‖2
(4.16)
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�

Notemos que cada valor de la constante c1 es la misma que la solución de mı́nimos
cuadrados para el problema lineal dado por w(0) = c1v

⊥
1 . Nótese también que cuan-

do v1, v2, ..., vn forman un sistema ortogonal, los coeficientes c1, c2, ..., cn llamados
coeficientes ortogonales, o algunas veces, coeficientes de Fourier, pueden ser calcula-
dos fácilmente, tal como se vio en la sección anterior. Consideremos ahora diferenes
escenarios de persecución.

4.5. Diversos escenarios de persecución cı́clica

Primer escenario.
Consideremos ahora que cada uno de los individuos fija su atención en el movimien-

to de los demás elementos del conjunto, supongamos que esa tendencia a seguir a los
demás tiene cierto peso, donde el individuo uj seguirá al individuo uj+1 con un peso
s1, al individuo uj+2 con un peso s2, cuando j + k sea igual a n, entonces el j-ésimo
individuo seguirá a u1 con un peso de sk+1 y ası́ sucesivamente, donde 0 ≤ sl ≤ 1 y∑n−1
l=1 sl = 1 estos pesos estarán dados por un vector s ∈ Rn−1. Ası́ , cada partı́cula

sigue un punto arbitrario de la envoltura convexa de las posiciones del resto de las
partı́culas. Para caracterizarlo por medio de digrafos, consideremos n nodos, es decir,
los individuos, cuyo conjunto está dado por V (D) = {u0, u1, ...un−1}, el vector de
pesos s = {s1, s2, ..., sn−1} y la función ϕ(uj , uk) la cual definimos de la siguiente
manera

ϕ(uj , uk) =

{
sr si k > j donde r = k − j
sh si k < j donde h = (n− j) + (k + 1)

(4.17)

Ası́, se define el digrafoD que describe este tipo de persecución comoD = (V (D), s, ϕ(uj , uk))
donde j = 0, ..., n − 1, k = 0, 1, ..., n − 1, con j 6= k, uj , uk ∈ V (D), existiendo
una arista dirigida desde uj hacia uk si ϕ(uj , uk) 6= 0. Algunas de las caracterı́sticas a
notar son

n−1∑
k=1

ϕ(u0, uk) = 1 y
n−1∑
k = 0
k 6= j

ϕ(uj , uk) = 1 para j 6= 0

Además, si sj 6= 0 para j = 1, 2, ..., n − 1 el digrafo que corresponde al sistema
es completo. En este caso es necesario que el digrafo sea conexo, si el digrafo no es
conexo y se tiene que para el vector s una de sus componentes es igual a uno y las
de más son cero entonces se trata de un caso de persecución r-cı́clica. Nótese que el
digrafo correspondiente es un digrafo K-circular, es decir, Ci(n,K), donde n es el
número de vértices (en este caso individuos) y el conjunto K = {k1, ..., km}, está
dado por los subı́ndices j tal que sj 6= 0.

Recordemos que cada coordenada de uj satisface uno de los m sistemas lineales
de la forma

x′(t) = Asx(t) (4.18)
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donde As ∈ L(Rn), la matriz que representa dicha transformación lineal es una matriz
circulante de orden n, dada por As = circ(−1, s1, s2, ..., sn−1), o bien

As =



−1 s1 s2 s3 · · · sn−2 sn−1
sn−1 −1 s1 s2 · · · sn−3 sn−2
sn−2 sn−1 −1 s1 · · · sn−4 sn−3

...
...

...
...

. . .
...

...
s2 s3 s4 s5 · · · −1 s1
s1 s2 s3 s4 · · · sn−1 −1


La matriz de vectores caracterı́sticos de As, estará dada por V = F , la matriz de

Fourier.
Además As es una matriz semidefinida negativa, es decir, para λj valor propio de

As se tiene λ1 = 0 y Re(λj) < 0 para j = 2, ..., n, al considerar que solo existe
un valor propio nulo (al cual hemos denotado por λ1) se tiene dim(Ker(As)) = 1,
nótese que se excluye la multiplicidad algebraica para el valor propio igual a cero
al considerar al digrafo que corresponde al sistema como un digrafo conexo. Ası́ As
cumple con las hipótesis del lema 4.4.1 asignamos v1 = (1, 1, ..., 1)T ∈ Rn como el
vector caracterı́stico correspondiente al valor propio λ1 = 0, como se habı́a señalado
los vectores de las columnas de F , la matriz de vectores propios son ortogonales, en
particular< v1, vk >= 0, para k = 2, ..., n, es decir, v⊥1 = v1, entonces por el teorema
4.4.2, para el sistema x′(t) = Asx(t), tendremos

ĺım
t→∞

x(t) =
1

n

n∑
j=1

xj(0)(1, 1, ..., 1)T

Ası́, para el patrón de persecución para n individuos u0, u1, ..., un en un espacio m
dimensional, el punto de equilibrio será(∑n

j=1 u0j(0)

n
, ...,

∑n
j=1 umj(0)

n

)
A continuación se exponen un par de ejemplos, uno en el cual no es posible aplicar

este caso dado que el digrafo que corresponde al sistema no es conexo y otro en el cual
se aplica el procedimiento anterior.

Ejemplo 4.5.1 Consideremos un conjunto de 18 individuos V (D) = {u0, u1, ..., u17},
el vector de pesos está dado por s ∈ R17 donde s3 = 0.3 y s6 = 0.7. El digrafo cir-
cular correspondiente es Ci(18,K) donde K = {3, 6}, en la Figura 4.6 a) se muestra
la representación gráfica del grafo subyacente, se puede observar que no es conexo
y se resalta una de las tres partes conexas. Recordemos que el digrafo es una repre-
sentación de cómo se lleva a cabo el fenómeno denominado persecución esto no im-
plica que necesariamente se encuentren en el plano, aunque en este caso para ilustrar
el comportamiento de cada uno de los individuos supondremos que es ası́, es decir,
uj = (xj(t), yj(t)) para j = 0, 1, ..., 17, por lo que tendremos un par de sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias

x′(t) = Asx(t) y′(t) = Asy(t)
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Figura 4.6: a) Grafo subyacente aCi(18,K) b) Puntos de convergencia para el sistema.

Donde x(t), y(t) ∈ R18, As = circ(s), sujeto a las respectivas condiciones iniciales
x(0) y y(0). Como se puede observar en la Figura 4.6 b), cuando t→∞ hay tres pun-
tos de convergencia, cada punto corresponde a la media aritmética de las condiciones
iniciales de los 6 individuos cuyos vértices son subgrafos conexos. En este caso el
número de digrafos conexos corresponde a d = MCD(n,K) = MCD(18, 3, 6) = 3,
y la cantidad de individuos en cada sistema correspondiente a cada digrafo conexo es
n/d = 6.

Ejemplo 4.5.2 Ahora considérense 25 individuos, el conjunto de vértices corrrespon-
diente es V (D) = {u0, u1, ..., u24}, en esta ocasión el vector de pesos s ∈ R25 es
aquel cuyas componentes tienen los valores s2 = 0.8, s5 = 0.1, s8 = 0.1 y las demás
igual a cero. El grafo subyacente al grafo circulante Ci(25,K) donde K = {2, 5, 8},
se muestra en la Figura 4.7 a), se observa que es un grafo conexo, esto porque d =
MCD(n.K) = 1, por lo tanto cumple con las condiciones especı́ficas para este ca-
so. Con fines ilustrativos suponemos que los individuos están en el plano, una vez

Figura 4.7: a) Grafo subyacente a Ci(25,K) b) Único punto de convergencia para el
sistema.

más tendremos un par de sistemas, uno para las abscisas y otro para las ordenadas,
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x′(t) = Asx(t) y y′(t) = Asy(t), donde x(t), y(t) ∈ R25 y As es la matriz circ(s).
En la Figura 4.7 se muestra que hay un solo punto de convergencia dado por

Uj =

(
24∑
i=0

xi(0),

24∑
i=0

yi(0)

)
para j = 0, 1, 2, ..., 24

donde uj(t)→∞ cuando t→∞. Es decir el punto de convergencia corresponde a la
media aritmética de las condiciones iniciales.

Segundo escenario.
Para analizar en qué tipo de escenarios el punto de convergencia corresponderá a

la media aritmética de las condiciones iniciales, es necesario plantear un caso análogo
al anterior. Cada individuo sigue un punto arbitrario de la envoltura convexa de las posi-
ciones del resto. Digamos que el j-ésimo individuo tiene un vector aj = (a

(1)
1 , a

(j)
2 , ..., ajn−1)

el cual brinda la combinación convexa de las posiciones de los n − 1 individuos
restantes. Esto significa que el individuo u0, en un instante de tiempo dado se dirigirá
al punto

q0(t) = a
(0)
1 u1(t) + a

(0)
2 u2(t) + ...+ a

(0)
n−1un−1(t)

y para los demás individuos uj , j = 1, 2, ..., n− 1 tenemos

qj(t) = a
(j)
1 uj+1(t) + a

(j)
2 uj+2(t) + ...+ a

(j)
n−1uj+n−1(t)

Dado que los a(j)k son los coeficientes de una combinación convexa de n−1 individuos
tenemos

n−1∑
k=1

a
(j)
k = 1 0 ≤ a(j)k ≤ 1 j = 0, 1, ..., n− 1

Ası́, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que modela el sistema es

u′j(t) = −uj(t) + qj(t) j = 0, 1, ..., n− 1.

Entonces para cada uno de los m sistemas de la forma x′(t) = Aax(t), la matriz
Aa que define dicho sistema estará dada por

A =



−1 a
(1)
1 a

(1)
2 a

(1)
3 · · · a

(1)
n−2 a

(1)
n−1

a
(2)
n−1 −1 a

(2)
1 a

(2)
2 · · · a

(2)
n−3 a

(2)
n−2

a
(3)
n−2 a

(3)
n−1 −1 a

(3)
1 · · · a

(3)
n−4 a

(3)
n−3

...
...

...
. . . . . .

...
...

a
(n−1)
2 a

(n−1)
3 a

(n−1)
4 a

(n−1)
5 · · · −1 a

(n−1)
1

a
(n)
1 a

(n)
2 a

(n)
3 a

(n)
4 · · · a

(n)
n−1 −1


con las siguientes caracterı́sticas

La suma de cada fila y de cada columna de Aa es igual a cero.
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A es semidefinida negativa, dim(Ker(Aa)) = 1, siendo λ1 = 0 y v1 = (1, ..., 1),
es decir v1 ∈ Ker(Aa), además, también v1 ∈ Ker(AT ).

Para v1, v2, ..., vn vectores caracterı́sticos de A tenemos < v1, vk >= 0 para
k = 2, ..., n. Sean λk y vk los k-ésimos valor y vector caracterı́sticos de A,
k 6= 1, entonces

λ̄k < v1, vk >=< v1, λkvk >=< v1, Avk >=< AT v1, vk >= 0. (4.19)

Ya que λk 6= 0 para k = 2, ..., n, se tiene que < v1, vk >= 0.

Como v1 es ortogonal a los demás vectores caracterśticos deAa, tenemos que v⊥1 =
v1, ası́, por el lema 4.4.1 encontramos la primer fila de V −1, r1 = v1‖v1‖−2 y con ello

ĺım
t→∞

xj(t) =
< v1, x(0) >

‖v1‖
(4.20)

Al digrafo que le corresponde a este caso le denominaremosKj-circular,Ci(n,Kj),
donde n es el número de vértices indexados desde 0 hasta n−1 y a cada vértice le corre-
sponde un conjunto Kj = k1, k2, ..., km, donde ki ∈ Z+,m < n y kl 6= ki para l 6= i.
El conjunto Kj nos indica los enlaces dirigidos que tienen como origen el vértice uj ,
ası́, si Kj = k1, k2, ..., km las aristas dirigidas con inicio en uj tendrán como vértices
finales aquellos de la forma uj+ki , evaluando j + ki módulo n. En este caso también
es necesario que el digrafo sea conexo para que haya un solo punto de convergencia .
El conjunto Kj está dado por los subı́ndices j tales que a(k)j 6= 0.

Tercer escenario.

En los dos casos anteriores se han impuesto las condiciones necesarias para que
el punto de convergencia de los n individuos involucrados en el mecanismo de per-
secución sea la media aritmética de las condiciones iniciales. Ahora veremos algunas
caracterı́sticas para que el punto de equilibrio corresponda a un punto de la envoltura
convexa, el cual no corresponda a la media aritmética de las condiciones iniciales. Para
ello consideramos la matriz Aa expresada en 4.5, pero en este caso v1 6∈ Ker(ATb ) por
lo que < v1, vk >6= 0 al menos para algún k = 2, ..., n, es decir, v⊥1 6= v1. Con estas
caracterı́sticas para el sistema de ecuaciones diferenciales ẋ(t) = Aax(t) con condi-
ciones iniciales x(0) = (x1(0), x2(0), ..., xn(0)), el punto de convergencia, es dado
por

X =

n∑
j=1

cjxj(0)

donde x(t) → X cuando t → ∞ y el vector c = (c1, c2, ..., cn), está dado por c =
v⊥1
‖v⊥1 ‖2

además
n∑
j=1

cj = 1 (4.21)
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Por lo que el punto en el cual convergen los individuos es una combinación con-
vexa de las condiciones iniciales. En la figura se muestra el caso para n = 20, con
condiciones iniciales aleatorias donde el punto de equilibrio no corresponde a la media
aritmética de las condiciones iniciales.

Figura 4.8: Caso n=20, donde el punto de convergencia es combinación convexa de las
condiciones iniciales.
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Caṕıtulo 5
Patrones de persecución y el oscilador

de Van der Pol. Caso lineal.

En este capı́tulo se expondrá el patrón de persecución que se da entre n partı́culas
o individuos ordenados en el plano, u1, u2, ..., un, n > 1, donde el individuo uj sigue
al organismo uj+1 para j = 1, ..., n − 1, el organismo un tiene una trayectoria dada.
El n-ésimo organismo tendrá movimiento independiente, es decir, no dependerá del
movimiento de los demás individuos, en este caso un(t) = (xn(t), yn(t)), donde xn(t)
y yn(t) son soluciones de la ecuación de van der Pol. El modelo que describe este
mecanismo de persecución está dado por

u̇j = −uj + uj+1 para j = 1, ..., n− 1 (5.1)

u̇n =

(
ẋn
ẏn

)
=

(
yn

−xn + µyn(1− x2n)

)
Se analizará el caso lineal, es decir, cuando en la ecuación anterior µ = 0, ini-

cialmente se caracterizará el digrafo que corresponde al sistema, posteriormente se
describirá el movimiento de los individuos para valores grandes del tiempo.

5.1. Caso µ = 0, n individuos.
El patrón de persecución que se da entre n individuos, u1, ..., un, tal que el enésimo

individuo tiene una trayectoria dada y es seguido por el individuo un−1, el cual a su vez
es seguido por un−2 y ası́ sucesivamente, es análogo a una formación militar, la cual
es denominada hilera, en la cual los soldados se sitúan uno detrás de otro, formando un
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frente y cola de un solo soldado. Ası́. si la distancia entre perseguido y perseguidor es
la misma para los n individuos y la velocidad de cada uno es igual, al cabo de cierto
tiempo la trayectoria que recorrerán los n − 1 individuos que no son el frente será
la misma que la del individuo lı́der que tiene movimiento independiente. El escenario
puede tener muchas variantes, por ejemplo, que al inicio del movimiento cada individuo
tenga una posición aleatoria en el plano y por ende la distancia entre individuos no
será la misma, o que el movimiento se lleve a cabo con velocidad variable o que el
enésimo individuo tenga una trayectoria cerrada y periódica. En muchos de los casos
los individuos perseguidores no recorrerán la misma trayectoria del individuo lı́der, sin
embargo, por analogı́a denominaremos a este fenómeno como patrón de persecución
en hilera.

5.1.1. Representación por medio de digrafos.

Para el digrafo que corresponde al patrón de persecución en hilera, tomamos como
el conjunto de nodos o vértices al conjunto de individuos involucrados en el sistema, es
decir V (D) = {u1, u2, ..., un}, dado que los vértices pueden ser organizados en una
secuencia lineal en tal forma que dos vértices son adyacentes si son consecutivos en
la secuencia y no son adyacentes de los contrario, el digrafo que corresponde es una
n − 1-ruta dirigida. Por ejemplo, para n = 10 la representación gráfica de la 9-ruta
dirigida es tal como en la Figura 5.1

Figura 5.1: Representación gráfica de la 9-ruta dirigida.

5.1.2. Análisis y caracterización.

Para el patrón de persecución en hilera donde el enésimo individuo, aquel de movimien-
to independiente en el plano, tiene la trayectoria un = (x(t), y(t)) solución de la
ecuación de van der Pol

u̇n =

(
ẋn
ẏn

)
=

(
yn

−xn + µyn(1− x2n)

)
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el caso lineal se da para el valor de µ = 0, con este valor la ecuación anterior es un
caso particular del siguiente sistema

u̇n =

(
ẋn
ẏn

)
=

(
−ωnyn(t)
ωnxn(t)

)
=

(
0 −ωn
ωn 0

)(
xn(t)
yn(t)

)
(5.2)

Con (x(0), y(0)) como condiciones iniciales, o en este caso posición del individuo un
para el tiempo t = 0. Esta ecuación diferencial tiene por solución

un(t) =

(
xn(t)
yn(t)

)
=

(
xn(0) cos(ωnt)− yn(0) sen(ωnt)
xn(0) sen(ωnt) + yn(0) cos(ωnt)

)
Entonces el organismo un se mueve en la circunferencia con centro en el origen

y radio rn con una frecuencia angular ωn. El radio rn depende de la posición inicial
un(0) = (xn(0), yn(0)), por lo que

rn =
√
xn(t)2 + yn(t)2

=
√
xn(0)2 + yn(0)2.

La magnitud de la velocidad tangencial es constante dada por

vt =
√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2 = ωn rn

Ahora, para el movimiento de los n − 1 organismos tenemos el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias que lo modela

u̇j = −uj + uj+1 para j = 1, ..., n− 1 (5.3)

u̇n =

(
ẋn
ẏn

)
=

(
−ωnyn
ωnxn

)
En la Figura 5.2 observamos un par de casos en los cuales el número de individuos es
n = 200, un(0) = (xn(0), yn(0)) ∈ S2, por lo que el n-ésimo organismo se moverá
en dicha circunferencia ∀t > 0, con una frecuencia angular ωn. Las demás partı́culas
cuya posición inicial es el origen, tienden asintóticamente a trayectorias circulares, con
centro en el origen pero de menor radio, en el inciso a) la velocidad angular del enésimo
individuo es ωn = 0.8 en el inciso b) es ωn = 0.2. Se observa que a mayor frecuencia
angular del n-ésimo individuo menores serán los radios de las circunferencias a las
cuales tiende el movimiento de cada uno de los individuos restantes. En el Lema 5.1.1
que se presenta a continuación se caracteriza el radio de la circunferencia a la cual
tienden los n − 1 organismos que no tienen movimiento independiente, suponemos
que el n-ésimo organismo se mueve en la circunferencia unitaria.

Teorema 5.1.1 Considerando el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (5.3)
con condiciones iniciales uj(0) = (xj(0), yj(0)) aleatorias para j = 1, ..., n − 1 y
un ∈ S2; los primeros n − 1 individuos tienden asintóticamente a trayectorias circu-
lares con centro en el origen y radio

rj =
1

(1 + ω2
n)(n−j)/2

j = 1, 2, ..., n− 1
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Figura 5.2: Caso n = 200 individuos, a) ωn = 0.8, b)ωn = 0.2.

Demostración: Dado que el individuo un−1 va en persecución del un, su trayectoria
no dependerá de los n − 2 individuos restantes, ası́ podemos considerar solo las dos
últimas ecuaciones del sistema, a saber

u̇n−1 =

(
ẋn−1
ẏn−1

)
=

(
−xn−1 + xn
−yn−1 + yn

)
u̇n =

(
ẋn
ẏn

)
=

(
−ωnyn
ωnxn

)
O bien, expresarlo de la forma u̇ = Au donde A está dada por

A =


−1 0 1 0

0 −1 0 1
0 0 0 −ωn
0 0 ωn 0

 (5.4)

La solución de este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, está dado por

u(t) = ΛeJtΛ−1u(0) (5.5)

donde Λ es la matriz de vectores caracterı́sticos y J es la forma canónica de Jordan
correspondiente a A. Los valores propios de A son λ1 = λ2 = −1, λ3 = ωni y su
conjugado λ4 = −ωni.

Λ la matriz de vectores propios y su respectiva inversa están dadas por

Λ =


1 0 b a
0 1 −a b
0 0 1 0
0 0 0 1

 Λ−1 =


1 0 −b −a
0 1 a −b
0 0 1 0
0 0 0 1


donde

a =
ωn

1 + ω2
n

b =
1

1 + ω2
n
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Y la matriz eJt es

eJt =


e−t 0 0 0

0 e−t 0 0
0 0 cos(ωnt) −sen(ωnt)
0 0 sen(ωnt) cos(ωnt)


Sustituyendo las matrices anteriores en 5.5, encontramos la solución del sistema u(t).
Fijamos un tiempo τ lo suficientemente grande tal que e−τ ≈ 0, entonces con u(t) y
con esta aproximación, definimos la función U(t) para t ∈ [τ,+∞), dada por

xn(0) [a sen(ωnt) + b cos(ωnt)] + yn(0) [a cos(ωnt)− b sen(ωnt)]
xn(0) [−a cos(ωnt) + b sen(ωnt)] + yn(0) [a sen(ωnt) + b cos(ωnt)]

xn(0) [cos(ωnt)] + yn(0) [−sen(ωnt)]
xn(0) [sen(ωnt)] + yn(0) [cos(ωnt)] .


Esta función nos brinda la trayectoria circular a la cual tiende asintóticamente el indi-
viduo denotado por un−1, dicha circunferencia tendrá por radio

rn−1 =
√
xn−1(t)2 + yn−1(t)2 =

√
a2 + b2 =

√
ω2
n + 1

1 + ω2
n

=
1√

1 + ω2
n

Ahora encontraremos la velocidad tangencial y frecuencia angular correspondientes
a la trayectoria a la cual tiende asintóticamente el individuo un−1. Consideramos la
función Un−1(t) = (xn−1(t), yn−1(t)) para t ∈ [τ,∞), es decir, cuando la trayectoria
es circular. Bajo estas consideraciones la velocidad tangencial del individuo un−1 es

vt =
√
x2n−1 + y2n−1

=
√

(−xn−1 + xn)2 + (−yn−1 + yn)2

= rn
√

(1− b)2 + a2

= rn

√
ωn

1 + ω2
n

= rn
ωn√

1 + ω2
n

= rnωnrn−1 = ωnrn−1

Entonces el valor de la frecuencia angular de un−1, es igual a la frecuencia angular
del enésimo individuo, es decir, ωn−1 = ωn, ası́ tendremos el siguiente sistema para
U̇n−1(t)

U̇n−1(t) =

(
−xn−1(t) + xn(t)
−yn−1(t) + yn(t)

)
=

(
−ωnyn−1(t)
ωnxn−1(t)

)
Por lo que también se llega a un sistema similar para encontrar el radio de la circunfer-
encia a la cual tiende asintóticamente el individuo un−2

u̇n−2 =

(
ẋn−2
ẏn−2

)
=

(
−xn−2 + xn−1
−yn−2 + yn−1

)
U̇n−1 =

(
ẋn−1
ẏn−1

)
=

(
−ωnyn−1
ωnxn−1

)
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Al realizar el mismo procedimiento se calcula el radio de la circunferencia a la cual
tiende el individuo un−2

rn−2 =
√
xn−2(t)2 + yn−2(t)2 =

1

(1 + ω2
n)

para t ∈ [τ,∞). Llevando a cabo el mismo procedimiento de manera sucesiva encon-
tramos rj para j = 1, 2, ...n− 1

rj =
√
xj(t)2 + yj(t)2 =

1

(1 + ω2
n)(n−j)/2

.

�



Caṕıtulo 6
Patrones de persecución y el oscilador

de Van der Pol. Caso no lineal.

En el capı́tulo anterior se analizó el sistema en la cual n individuos o partı́culas,
u1, u2, ..., un, n > 1, ordenados en el plano están bajo el patrón de persecución en
hilera, en el cual el individuo uj persigue al organismo uj+1 para j = 1, ..., n − 1,
el organismo un sigue una trayectoria dada. El movimiento del enésimo individuo no
dependerá del movimiento de los n−1 individuos restantes involucrados en el sistema.
La función del movimiento en el plano del individuo un estará dado por la función
un = (xn(t), yn(t)), donde xn y yn son soluciones del siguiente sistema

ẋn = yn

ẏn = −xn + µ yn(1− x2n)

el cual recibe el nombre de ecuación u oscilador de van der Pol. En el presente capı́tulo
se analizará el caso no lineal, es decir, el caso en el cual µ > 0.

6.1. Caso no lineal, µ 6= 0.

El digrafo que caracteriza la persecución en el plano se expuso en el capı́tulo ante-
rior, para n individuos involucrados corresponderá una n − 1 ruta dirigida. El sistema
que modela el patrón de persecución descrito en la sección anterior está dado por

u̇j = −uj + uj+1 para j = 1, ..., n− 1 (6.1)

u̇n =

(
ẋn
ẏn

)
=

(
yn

−xn + µyn(1− x2n)

)



60 Patrones de persecución y el oscilador de Van der Pol. Caso no lineal.

Consideremos ahora el caso no lineal, es decir, en el sistema no lineal 6.1 el valor de

Figura 6.1: Caso n = 40 individuos, a)µ = 0.5 , b)µ = 1.

µ será diferente de cero. Para esta situación habrá que recurrir a métodos numéricos
para resolver dicho sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. El comportamiento
asintótico de la ruta del enésimo individuo consiste en una órbita cerrada, tal como
se analizó en la sección 3.3.1. Para el comportamiento asintótico de la ruta del resto
de los individuos se muestra en la Figura 6.1 que para pequeños valores de µ, todas
las órbitas están contenidas en el interior del ciclo lı́mite del oscilador de van der Pol.
Para grandes valores de µ (Figura 6.2) observamos que las órbitas de los seguidores no
están completamente contenidas en el ciclo perseguido. Las zonas donde si están con-
tenidas dentro del ciclo lı́mite del oscilador de van der Pol son, esencialmente, donde
el oscilador tiene un cambio de estado suave y lento. Incrementando los valores de µ se
producen órbitas muy alargadas para los seguidores. Para describir a qué nos referimos
con cambios de estado suaves y el porqué se suscita este fenómeno realizaremos un
análisis del diagrama de fases del oscilador de van der Pol. Parte de este análisis se
basa en 12 y 13.

Figura 6.2: Caso n = 40 individuos, a) µ = 3, b)µ = 8.

Para hacer el análisis del diagrama de fases de la ecuación de van der Pol ẍ+µ(x2+
1)ẋ + x = 0 para µ � 1 es conveniente introducir diferentes variables a las usuales,
”ẋ = y, ẏ = ...”. Para motivar las nuevas variables, nótese que

ẍ+ µẋ(x2 − 1) =
d

dt

(
ẋ+ µ[

1

3
x3 − x]

)
.
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Ası́ si hacemos
F (x) =

1

3
x3 − x, w = ẋ+ µF (x), (6.2)

la ecuación de van der Pol implica

ẇ = ẍ+ µẋ(x2 − 1) = −x. (6.3)

Por lo tanto la ecuación de van der Pol es equivalente a 6.2 y 6.3, y puede escribirse
como

ẋ = w − µF (x)

ẇ = −x (6.4)

Un nuevo cambio de variables es útil. Si hacemos

y =
w

µ

entonces, por 6.4, tenemos

ẋ = µ[y − F (x)] (6.5)

ẏ = − 1

µ
x

Figura 6.3: a) Gráfica del ciclo lı́mite del sistema 6.5, con µ = 6 b) Plano dividido en
4 partes por las curvas donde ẋ = 0 y ẏ = 0.

Resolviendo esta ecuación numéricamente obtenemos la gráfica mostrada en la
Figura6.3 a). Las curvas sobre las cuales ẋ y ẏ son iguales a cero estarán dadas por

y =
1

3
x3 − x (6.6)

x = 0

Dividimos cada una de estas curvas en dos partes resultando

v+ = {(x, y)|y > 0, x = 0}
v− = {(x, y)|y < 0, x = 0}

g+ = {(x, y)|x > 0, y =
1

3
x3 − x}

g− = {(x, y)|x < 0, y =
1

3
x3 − x}.
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Estas curvas son disjuntas; con el origen forman las fronteras de cuatro regiones (con-
juntos abiertos) A,B,C y D, tal como se muestra en la Figura 6.3 b). Veamos como
se comporta el campo vectorial (ẋ, ẏ) de 6.5 sobre las curvas frontera. Tendremos que
ẏ = 0 en el origen y sobre v+∪v− y no se anula en ningún otro punto; para ẋ, se anula
en el origen y en g+∪g−. El vector (ẋ, ẏ) es horizontal sobre v+∪v−, apuntando hacia
la derecha sobre v+ y hacia la izquierda sobre v−; (ẋ, ẏ) será vertical sobre g+ ∪ g−,
apuntando hacia abajo sobre g+ y hacia arriba sobre g−, tal como se muestra en 6.3
b). En cada región los signos de ẋ y de ẏ son constantes. Para dar una descripción
de la oscilación del sistema 6.5 identificamos 6 puntos del ciclo lı́mite, 4 de ellos son
las intersecciones de la solución (x(t), y(t)) de 6.5 con las curvas 6.6, denotados de la
siguiente manera s0 = (x(t), y(t))∩v+, s1 = (x(t), y(t))∩g+, s3 = (x(t), y(t))∩v−,
s4 = (x(t), y(t)) ∩ g1, y un par de puntos s2 y s5 que pertenecen a (x(t), y(t)) y a
las regiones B y D respectivamente, tal como se muestran en la Figura 6.4. También
ubicamos un par de puntos donde F ′(x) = 0 estos puntos son denotados por m0 y m1.

Figura 6.4: Gráfica donde se muestran las intersecciones del ciclo lı́mite de 6.5 y las
curvas donde ẋ = 0 y ẏ = 0.

Supongamos que la condición inicial s5 no es cercana a la curva F (x), es decir,
supongamos que y−F (x) ∼ O(1) (denotando f(k)O(k) si f(k)/k es acotada cuando
k → ∞). Entonces, por 6.5 tenemos |ẋ| ∼ O(µ) � 1 mientras |ẏ| ∼ O(µ−1) � 1;
por lo tanto, la velocidad horizontal es enorme y en dirección vertical muy pequeña,
ası́ la trayectoria entre el punto s5 y s0 es practicamente horizontal, de igual manera
el movimiento entre s0 y s1. Si la condición inicial está por encima de F (x), entonces
y − F (x) > 0 y por lo tanto ẋ > 0; entonces la trayectoria se mueve lateralmente
hacia la curva F (x). Sin embargo , una vez que la trayectoria se acerca tanto que
y−F (x) ∼ O(µ−2), entonces ẋ y ẏ son comparables, siendo ambasO(µ−1). Entonces
la trayectoria cruza a F (x) verticalmente moviéndose lentamente a lo largo de la rama,
con velocidad de tamaño O(µ−1), es decir, entre los puntos s1 y s2, una vez que llega
a s2 se da el fenómeno anteriormente descrito por simetrı́a de la curva cúbica.

Debido a que los cambios de variable realizados preservan el comportamiento de
cada uno de los sistemas diferenciales, el análisis realizado y la descripción obtenida
para 6.5, es válida para el sistema original. Lo anterior nos permite concluir que los
cambios de estado presentes en el sistema 6.5 también se presentarán en el sistema
inicial.



Caṕıtulo 7
Conclusiones.

En este trabajo se proporcionaron diferentes mecanismos de persecución, teniendo
cada uno diferentes comportamientos asintóticos. Los múltiples escenarios de la per-
secución cı́clica se caracterizaron por la existencia de puntos atractores, los cuales son
encontrados dependiendo de las caracterı́sticas del sistema que modela la persecución.
Para la persecución en hilera en la cual el individuo lı́der tiene movimiento indepen-
diente se analizaron principalmente un par de casos, uno en el cual el comportamiento
asintótico de cada individuo corresponde a una órbita periódica, dicha órbita es una
circunferencia con centro en el origen y radio que depende de la frecuencia angular
que tiene el individuo perseguido; el otro caso en el cual se involucra un oscilador de
relajación dado por la ecuación de van der Pol, el comportamiento asintótico de cada
individuo consiste en un ciclo lı́mite cuya forma depende del plano fase del oscilador.



64 Conclusiones.



Apéndice A
Solución de ecuaciones del problema

perseguidor-evasor a velocidad

constante.

En el problema de perseguidor-evasor a rapidez constante del capı́tulo 2 sección
2.1, a fin de encontrar la trayectoria que sigue el individuo perseguidor se llega a la
siguiente ecuación diferencial ordinaria (Ecuación (2.5)√

1 +

(
dy

dx

)2

= k(m− x)
d2y

dx2
(A.1)

con condiciones iniciales y′(0) = 0 y y(0) = 0. Si el individuo evasor y el perseguidor
se mueven con la misma rapidez, resulta que el valor de k es igual a 1, se considera
también que el individuo evasor se mueve en la lı́nea vertical, tal que m = a, con estas
suposiciones de la ecuación (A.1) resulta√

1 +

(
dy

dx

)2

= (a− x)
d2y

dx2
(A.2)

Para reducir de orden esta ecuación diferencial realizamos el cambio de variable v = y′

por lo que (A.2) se rescribe como√
1 + v2 = (a− x)v′ (A.3)
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Elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecuación y separando variables se tiene

v′√
1 + v2

=
1

a− x
,

en la cual se integran respecto a x ambos miembros de la ecuación, resultando

log[C(v +
√

1 + v2)] = −log(a− x)

donde C es una constante de integración. Se lleva a cabo el cambio de variable v = y′

para obtener
log[C(y′ +

√
1 + (y′)2)] = −log(a− x) (A.4)

considerando la condición inicial y′(0) = 0 se encuentra el valor deC = 1
a , sustituyen-

do este valor en (A.4) se llega a la siguiente ecuación diferencial ordinaria de primer
orden

y′ +
√

1 + (y′)2 =
a

a− x
. (A.5)

La cual, elevando al cuadrado y separando variables resulta

2ay′ =
a2

(a− x)
− a+ x

Integrando ambos miembros de esta ecuación respecto a x se encuentra

2ay + C = −a2 log (a− x)− ax+
x2

2

donde C es una constante de integración. Para encontrar el valor de dicha constante se
sustituye la condición inicial y(0) = 0 obteniéndose

C = −a2log a

Con esto, la solución de la ecuación A.2 es

y =
a

4

{(
1− x

a

)2
− log

(
1− x

a

)2
− 1

}
. (A.6)

Ahora, en el caso en el cual la rapidez de ambos individuos es diferente, se tiene
la relación u = kv para k > 0 y k 6= 1, donde u es la rapidez del perseguidor y v la
rapidez del evasor, por lo que la trayectoria del individuo perseguidor está dada por la
ecuación diferencial (A.1)√

1 +

(
dy

dx

)2

= k(m− x)
d2y

dx2

con condiciones iniciales y′(0) = 0 y y(0) = 0 y donde m = g(n) es una función
conocida que brinda la trayectoria del individuo evasor. Suponiendo que el movimiento
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del individuo perseguido es una lı́nea vertical dada por m = a la ecuación (A.1) toma
la forma √

1 + (y′2) = k(a− x)y′′ (A.7)

Para reducir de orden esta ecuación hacemos el cambio de variable w = y′, ası́ la
ecuación anterior se escribe como√

1 + w2 = k(a− x)w′

la cual, separando variables se expresa como

kw′√
1 + w2

=
1

a− x

Integrando ambos miembros de esta ecuación respecto a x se tiene

k log[C(v +
√

1 = v2)] = −log (a− x) (A.8)

donde C es una constante de integración. Realizando el cambio de variable w = y′

y sustituyendo la condición inicial y′(0) = 0 se encuentra el valor de C = a1/k,
obteniendo la siguiente ecuación diferencial

y′ +
√

1 + (y′)2 =

(
a

a− x

) 1
k

(A.9)

Elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecuación y separando variables, se en-
cuentra

2y′ =

(
a

a− x

)1/k

−
(
a− x
a

)1/k

.

Integrando ambos miembros respecto a x tendremos

2y + C =
a1/k(a− x)1−1/k

1− 1/k
− a− x

a
,

donde C es una constante de integración cuyo valor

C =
ka

k − 1
− ka

k + 1
=

2ka

k2 − 1
(A.10)

se encuentra al sustituir la condición inicial y(0) = 0 en la ecuación (A.10). Con este
valor de C encontramos la solución de la ecuación (A.1)para k > 0 y k 6= 1 dada por

y =
ka

k2 − 1
+

ka

2(k2 − 1)

{
(k − 1)

(
1− x

a

)1+1/k

− (k + 1)
(

1− x

a

)1−1/k}
(A.11)
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