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Introduccion

Consideremos un yacimiento petrolero alrededor del pozo. El yacimiento se
modela como un medio poroso, la ecuacién diferencial parcial fundamental que
modela el flujo en este medio en simetria radial es la ecuacién de difusion:

pucedp  0*p | 10p
o Al Wt 1
k Ot Or? + ror (1)

El medio poroso esta contenido en la region entre el radio de la abertura del
pozo la cual es finita, y el radio del yacimiento el cual se puede considerar finito
o infinito. La ecuacién se deriva de las siguientes hipétesis:

= El flujo através del medio poroso es estrictamente radial con efectos de
gravedad despreciables.

= El medio poroso es homogéneo e isotrépico, con profundidad constante h,
¢ es la porosidad, y k£ la permeabilidad.

» La viscosidad del fluido, pu, es constante y la comprensibilidad total, ¢;, del
fluido y el medio poroso es constante y pequeno en magnitud.

» El fluido es ligeramente compresible.

= Los gradientes de presion son pequenos en todas partes de tal forma que
los términos cuadraticos de gradiente pueden ser despreciados.

La ecuacién diferencial parcial es en configuraciéon de pozo. Siguiendo
Everdingen y Hurst [VH49], se obtiene la integral de convolucién,
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Ap = Py — plt) :/0 at —T)g(r)dr 0<t<T 2)

donde T es el tiempo de duracién de la prueba, F, es la presion inicial del
yacimiento, p(t) es la presién como funcién del tiempo, ¢(t) es la tasa de pro-
duccién. p(t), ¢(t) en la pared del pozo. Aqui

o(t) = dpu(t)
dt

A pu(t) se le conoce como la funcién de respuesta. Se supone que tanto g como g

valen 0 para t < 0.

En la préactica solo se tiene un conjunto discreto de datos, p;, ¢; aproximaciones
de p(t;), q(t;) respectivamente.

En un yacimiento petrolero, el objetivo de las pruebas de pozo es determinar
las propiedades geoldgicas del yacimiento a partir de mediciones de la presion y
la tasa de produccion, a lo largo del tiempo. Para esto, es necesario estimar la
funcion de respuesta del yacimiento. En la literatura se conoce como un problema
de deconvolucion.

Es bien sabido que la deconvolucién requiere resolver un problema mal condi-
cionado y por tanto cambios pequenos en los datos pueden resultar en grandes
cambios en la solucion. La naturaleza mal condicionada del problema unida a los
errores inherentes a las mediciones de presion y gasto, hacen que la aplicacién de
la deconvolucion sea dificil. También lo es el desarrollo de métodos robustos que
puedan tolerar margenes razonables de error. El problema es de gran interés y
se han propuesto varios métodos de soluciéon. Una resena del estado del arte se
presenta en [CIO06].

En general, los métodos requieren un soporte teérico mas solido. En este tra-
bajo de tesis presentamos un método alternativo para resolver numéricamente el
problema de deconvolucion dado por . Trabajamos con ntcleos ¢ como las que
aparecen en las pruebas de pozo. Entonces dados Ap y g obtenemos la aproxi-
macién a ¢ la cual es la derivada de la funcién de respuesta. Queda como trabajo
futuro obtener la funcién de respuesta p,(t). Para sustentar el método desarro-
llamos un analisis de aproximacién.



Capitulo0. Introduccion IX

El trabajo esta dividido en 4 capitulos de la siguiente forma:

= En el primer capitulo obtenemos la ecuacion integral de convolucion la cual
nos interesa resolver numéricamente.

Primeramente introducimos unas terminologias necesarias para entender el
comportamiento de un yacimiento petrolero que son principalmente propie-
dades de las rocas y de los fluidos en el yacimiento como por ejemplo: poros,
porosidad, permeabilidad, densidad, compresibiladad entre otros. Después
obtenemos la ecuacién diferencial parcial que modela un flujo monofasico
en simetria radial, en base a la ecuacion de conservacién de masa, la ley de
Darcy y de la ecuacién que relaciona la presion del fluido con su densidad
llamada ecuacién de estado.

= En el capitulo 2 resolvemos numéricamente la ecuacién integral , primera-
mente discretizando para llevarlo a un sistema de ecuaciones lineales, des-
pués de resolver el sistema se detecta que es mal condicionado por lo que se
prosigue implementar el método de regularizacién de Tikhonov junto con el
principio de discrepancia para seleccionar adecuadamente el parametro de
regularizacion.

= En el tercer capitulo proponemos un método numérico para resolver la
ecuacion integral , éste método esta inspirado del trabajo de French
y Groetsch ([FG09]). Primeramente empezamos dando una motivacién del
método; luego analizamos tedricamente la ecuaciéon integral desde el punto
de vista del analisis funcional, para después dar un método numeérico.

= En el tltimo capitulo hacemos una comparacién entre el método de Tikhonov
y el propuesto.






Capitulo 1

Integral de convolucion asociada
a pruebas de pozo

En este capitulo obtenemos la integral de convolucion asociada a pruebas de
pozo que nos interesa resolver numéricamente en esta tesis. Empezamos descri-
biendo las ecuaciones fundamentales que modelan un flujo monofasico através de
un yacimiento (véase [Che(7]). Las cuales incluyen la ecuacién de conservacién de
masa, la ley de Darcy y una ecuacion de estado que relaciona la presion del fluido
con su densidad. En este caso consideraremos un fluido ligeramente compresible
para finalmente obtener la ecuacion diferencial parcial fundamental que modela
el flujo en un medio poroso en simetria radial.

1.1. Un glosario de términos usados en yacimien-
tos petroleros

Un yacimiento petrolero es un medio poroso que contiene hidrocarburos. La
meta principal de la simulacién de un yacimiento es predecir el rendimiento fu-
turo del mismo para encontrar técnicas y medios de optimizacion para recuperar
algunos de los hidrocarburos bajo varias condiciones de operacién ([Che07], I).
En la simulaciéon de yacimientos es necesario entender las propiedades de roca,
fluido y su interaccion.
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1.1.1. Propiedades de roca en un yacimiento

A continuacion se describen los conceptos de poros, porosidad, y permeabili-
dad.

Poros. Poros son los delgados caminos conectados que existen en una roca
permeable, tipicamente de tamano 1 a 200 um y facilmente visible en escaneo de
microscopio electronico.

Porosidad. Porosidad es la fraccion de una roca con espacio de poros. Hay
dos tipos de porosidades: la total y la efectiva. La porosidad total incluye tanto
espacio de poros interconectados y aislados, mientras que la porosidad efectiva
solo incluye el primero. Dado que solamente los poros interconectados almacenan
y transmiten fluidos, uno esté interesado principalmente con la porosidad efectiva.
Asi, el término porosidad significara porosidad efectiva. En este sentido mide la
capacidad del yacimiento para almecenar fluidos que se producen en sus poros.
Porosidad es comunmente denotado por ¢ (fraccién) y varia de 0.25 para una
roca de alta permeabilidad y debajo de 0.1 para una roca de baja permeabilidad.
Si una propiedad es independiente de la localizacién del yacimiento, las rocas del
yacimiento se denominan homogéneos con respecto a ésta propiedad. Si varia con
la localizacién, entonces se le denomina heterogéneo. La porosidad depende sobre
la presién debido a la compresisbilidad de la roca.

Permeabilidad. Permeabilidad es la capacidad de una roca para conducir
fluidos através de sus poros interconectados. Cominmente se denota por k, con
dimensiones de drea y unidades de darcy (d) o mili-darcy (md). La permeabilidad
frecuentemente varia con la localizacion y, aiin para la misma localizacion, podria
depender de la direccion del flujo. En muchas situaciones précticas, es posible
suponer que k es una matriz diagonal:

k = diag(kn, koo, k33)-

Si k11 = koo = k33, el medio poroso se dice isdtropo; en otro caso, es antisétropo.

1.1.2. Propiedades del fluido en un yacimiento

Se introducen las definiciones de densidad del fluido, viscosidad y compresibi-
lidad.

Fase. Fuse refiere a una region quimicamente homogéneo del fluido que esta se-
parado de otra fase por un interfase; se considera la fase aceite, agua y gas.
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Tipos de fluido en el yacimiento. En general, agua, aceite y gas pueden
existir simultaneamente en un yacimiento de hidrocarburos. Esos fluidos pueden
ser clasificados como incompresibles, ligeramente compresibles, o compresibles,
dependiendo como reaccionan a la presion. Un fluido incompresible tiene compre-
sibilidad cero; su densidad es independiente de la presién. Un fluido ligeramente
compresible tiene una compresibilidad pequena pero constante que tipicamente
varfa de 107 a 107® psi~!. Un fluido compresible tiene una compresibilidad que
tipicamente varfa de 1072 a 10™* psi~!; su densidad se incrementa cuando se
incrementa la presién pero tiende a estabilizarse para presiones altas.

Compresibilidad. La compresibilidad de un fluido puede ser definida en
términos del cambio de volumen (V') o densidad (p) con respecto a la presién:

1oV

=LV _10p
F= V Op

T_;ap

T

para una temperatura 7 fija.
Densidad de un fluido. La densidad de una fase simple (agua, aceite, o gas)
se define por:
psVs
Vip,T)

donde el subindice s significa estandar.

Viscosidad de un fluido. Es una medida de la energia friccional disipada
cuando esta en movimiento resistiendo a una fuerza de deformacion aplicada,
con dimensiones de fuerza/éarea.tiempo y unidades de Pa.s(métrico) o poise. La
unidad més comun en el campo petrolero es ¢p (centipoise).

1.2. Ecuacién Diferencial Parcial en Configuracion
de Pozo

1.2.1. Modelo del flujo monofasico

Ecuacion de Conservacion de Masa

Derivaremos la ecuacién diferencial que gobierna el flujo y transporte de un
fluido en un medio poroso.
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Ax3
—
Entrada — ™ ® Salida de
de flup — ™ (x1,x2,x3) — > flujo

Ax

2

Figura 1.1: Un volumen diferencial

Empecemos introduciendo las terminologias y la notacién que se usara, las
variables espacial y temporal seran representadas por x = (x1, T3, x3) v t respec-
tivamente. Denotemos por ¢ la porosidad del medio poroso, por p la densidad
del fluido por unidad de volumen, por u = (uy, ug, u3) la velocidad superficial de
Darcy, y por w fuentes y sumideros externos. Consideremos un cubo rectangular
tal que sus caras son paralelos a los ejes coordenados (Fig. . El centroide de
este cubo se denota por (z1,zs,x3), y sus longitudes en la direccién z; es Awx;,
i =1,2,3. La componente z; del flujo de masa (flujo de masa por unidad de area
por unidad de tiempo) del fluido es pu;.

Conforme a la figura (Fig. , el flujo de masa entrante através de la superficie
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A:m

por x1 — por unidad de tiempo es

)

(pul)xr%@ 2y AT2AT5.

y el flujo de masa saliente por x; + % es
<'0u1)-731+%7-73271'3 AIQA]J;}

Anélogamente en las direcciones de las coordenadas x5 y x3, la masa del flujo
entrante y la masa del flujo que sale através de las superficies son, respectiva-
mente,

(,OUQ)$17$2_A;2 23 AxlAI3, <pu2>x1,w2+A;2 3 A$1A$3,

(p 3)1,‘1 \T2,T3— A"‘”3 Axle27 (puf}) A:r3 AIlAlQ

T1,22,L3+—75=
La acumulacion de masa debido a la compresibilidad por unidad de tiempo es

9 (¢p)
ot

y la salida de masa del cubo, es decir, el decremento de masa debido a un sumidero
de concentracién w (masa por unidad de volumen por unidad de tiempo), es

A$1A$2AZE37

—wAr1AzoAxs.

La diferencia entre la masa entrante y saliente es igual a la suma de la acumu-
lacién de masas en este volumen:

[<pu1)zl—%@2@3 (pul)ler Awy mg] AxoAxs+

|:<'0u2)z1,z2—%,x3 o (pu2)$1,$2+¥,$3:| Axle?’_'_

[(p 3)a:1,a:2,a:3—A7 (p 3>x1 To,x34 223 AxlAJIQ = <M - 'U)) A$1A$2A$3.

Multiplicando ambos lados por tenemos,

1
Ax1AzoAxs
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<’0u1)z1+%,w2,w3 - (pul)xl—%,wz,m (puz)th_’_%’m - (pu2)$17$2—%,$3

Az Axy

(pu3>xl7x2,x3+% - (pu3)$1,x2,x3—Az3 _ a (¢p> _

2

Tomando Ax; — 0,7 = 1,2, 3, obtenemos
d (¢p
200 _ G- (pu) 4w (1)

la cual se llama ecuacion de conservacion de masa.
El factor de formacién de volumen B del fluido es

_Ps
B )
donde p, es la densidad del fluido para condiciones estandar.
Sustituyendo p en ((1.1)), tenemos

% (%) - - <%u> +% (1.2)

Las ecuaciones (1.1)) y ([1.2)) son equivalentes, son la forma mdas general de la
ecuacion de flujo monofasico.

Ley de Darcy

Laley de Darcy (Darcy, 1856) fue originalmente una ley para el flujo monofasico
que relaciona la tasa del flujo volumétrico total de un fluido através de un medio
poroso con el gradiente de presién y las propiedades del fluido (viscosidad, u) y
el medio (permeabilidad, k, y el drea de la seccién transversal A).

Puede ser usado para definir la permeabilidad en una de las direcciones del
flujo, por ejemplo, en la direccion del eje xq:

kA Op
w =———-

pw ory



Capitulol. Integral de convolucién asociada a pruebas de pozo 7

La velocidad de Darcy es calculada por v = %, asi

k Op

Para un sistema de flujo en 3D con la fuerza gravitacional, la forma diferencial
de la ley de Darcy es

1
u= —;K (Vp — pGVz) (1.4)

donde K es la matriz de permeabilidad del medio poroso, G es la magnitud de la
aceleracion gravitacional, z es la profundidad, y V es el operador gradiente:

Vp:(ap i @)

dxy’ Dy’ Dy

La coordenada z3 en la ecuacion ((1.4) es la direccién vertical, positiva hacia abajo.

Ecuacion de Estado

Sustituyendo ([1.4]) en (1.1]) tenemos

% —V. (5[( (Vp — ,OGVZ)) +w (1.5)

Una ecuacion de estado se expresa en términos de la compresibilidad del fluido
C fi
10V 10p
Cf g = —_-—
Voplp pOp

(1.6)

para una temperatura fija 7', donde V' es el volumen ocupado por el fluido en las
condiciones del depdsito.

Combinando las ecuaciones (|1.5) y (1.6) se obtiene un sistema cerrado para
las incégnitas principales p y p.
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1.2.2. Flujo ligeramente compresible, homogéneo e isotrépi-
co
Flujo incompresible

Cuando la roca y el fluido son incompresibles, la densidad p y porosidad ¢ se
consideran constantes. En este caso, la ecuacién (1.5)) se reduce a

v (gKVCD) +w =0, (1.7)

donde ® = p — pGz. La ecuacién (1.7) es de tipo eliptico en ®.
Para el flujo de un fluido incompresible en un medio homogéneo e isotropico
con viscosidad constante, la ecuacién (1.7)) viene a ser

I
AP = ——
pK

donde el operador Laplaciano A esta definido por

9 PO 92

=52 2 2"
Ox{ Ox;  0x3

Ad

Flujo ligeramente compresible

Algunas veces es posible considerar que el fluido compresible ¢; es constante
sobre un cierto rango de presiones. Entonces, después de integrar, escribimos a

(1.6) como
p = poecf<p_p0) (18)

donde p° es la densidad para la presién de referencia p°.
Usando una expansion en series de Taylor, vemos que

1
p:po{l—l—cf (p—1") +ic(j (p—p0)2+...},
asi una aproximacién a primer orden es
pp" (1+cs(p—1")) (1.9)

La compresibilidad de la roca esta definida por:



Capitulol. Integral de convolucién asociada a pruebas de pozo 9

CRp = éfl—ﬁ (1.10)
Después de integrar, obtenemos,
¢ = ¢OeCR(P_pO)
donde ¢° es la porosidad para p°. Similarmente, ¢ es aproximado como
¢~ ¢ (1+cr(p—1")).
Entonces se considera que
(;—ﬁ = ¢%p (1.11)

Después de realizar la derivada con respecto al tiempo en el lado izquierdo de

la ecuacién (|1.5)), resulta

op do\ Op p
<¢8_p + pd_p> Fri V- (;K (Vp — pGVz)) +w (1.12)

Sustituyendo (1.6) y (1.11)) en (1.12)) da

op

p (¢pcs + ¢ cr) i V- (/%K (Vp — pGVz)) + w.

Definiendo la compresibilidad total como

0
Ct = Cf + —CRr

¢

vemos que

qbpct% =V (gK (Vp — pGVz)) +w (1.13)

la cual es una ecuacidn parabdlica en p, con p dado por ([1.8)).
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1.2.3. Ecuacion Diferencial Parcial en simetria radial

Sea 2 un medio isotropico, entonces K = kI, donde I es la matriz identidad.
En coordenada cilindrica (r, 6, x3), la ecuacién (1.13) toma la forma

op _ 10 |rpk (Op 0z
PG = Tar [7 (5 p%ﬂ (1.14)

1 0 [pk (0O 0z
r200 | u \ 00 00
0 k (0 0z
Oxz | p \ Oxs 0x3
Considerando un depdsito €2 con una extension infinita en la direccion horizon-
tal. Supongamos que hay un pozo de produccién aislada (localizado en (0,0, z3))
en el yacimiento, todas sus propiedades son simétricas con respecto a los ejes
del pozo, y el yacimiento es homogéneo en la direccién vertical. Ademads, si el
efecto de gravedad y el cambio de densidad son despreciables, la ecuacién ([1.14))
se reduce a 18 o 18
~9p_ 9P, 19 (1.15)
xot or?2  ror

donde
k

N pucy
Asi la presiéon p es una funcién de r y t solamente. Esto es, el flujo es 1D en la
direccion radial.

X

1.3. La integral de convolucién

1.3.1. La ecuacion adimensional

Si hacemos el cambio de variable a la ecuacién EDP ([1.15) de la siguiente
manera:

T
rp = —
Tw
th = 1t
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pi — p(r,t)

pp(rp,tp) =
Pi — Puwf

donde:
» ¢l sub-indice D significa adimensionalizado.
= 1, denota el radio del pozo.
= p; es la presion inicial.
= Dy €s la presion en la base del pozo.

llegamos a la siguiente ecuacién adimensional:

dpp _ Ppp 1 dpp

— = — 1.16
otp ory  rpdrp ( )
Definimos la tasa del flujo total como
t
Qrut) = [ alrum)
0
Si denotamos por h la altura del pozo entonces por la Ley de Darcy
q= 2whrwﬁ@.
[ or
Asi,
A
Qp(tp) = qut = / qp(Tp)dTp
0
dpucer? 2mhk /tD Ipp (Tp)
dTD,
k woJo orp
De aqui, )
Qp(tp) = 2rhgcriQp(tp) (1.17)
donde

Onltn) :/DapD—(TD)dTD
0

87“D
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1.3.La integral de convolucion

En el estudio de yacimientos petroleros se consideran dos casos de referencia,
llamémosle, el caso de presion constante y el caso de tasa constante. Para el caso
de presién constante tenemos la siguiente EDP con condicién inicial y de frontera:

Opp _ Ppp | 10pp
Otp or?,  rpdrp
pD(TDvo)

Si conocemos la solucién explicita para este caso, entonces podemos reproducir
cualquier historia de la presién variable (véase [VH49)]).

Para el caso de tasa constante tenemos la siguiente EDP con condicion inicial
y de frontera:

dpp _ Opp 1 Opp
8tD 87"2D TD87’D
pp(rp,0) = 0
0
——pp(l,tp) = -1

87“,3

1.3.2. Caso de Presion Constante

Para el caso de presién constante, de la ecuacién (1.17) tenemos:

Q(t) = 2mhee,r2 Ap(t)Q(t)

Ahora bien, considerando la caida de presiéon para cada t; tenemos

QI (t) = 2mhocr? Ap(t;)Q(t —t;_1), j=1,2,...n.

Por superposicion de todos los efectos de caida de presién obtenemos;

Q(t) = 2mhoc,r?, Z Ap(t)Q(t —t; 1)
j=1
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De la expresion

=B 06—, 1~ 1,)
J -1

QUt) = 2mhoe?, 3 22U
j=1

Llegamos a la integral de convolucion:

Q(t) = 2mhoc,r?, /t %@Q (t —s)ds.

0 S

1.3.3. Caso de Tasa Constante

Considerando variable las tasas de produccion del fluido y reproduciendo estas
tasas como una serie de tasas constantes por partes, entonces la caida de presion
en la pared del pozo en el tiempo ¢, para la tasa inicial gy es Apy = qop(t). Para
el tiempo t; la diferencia de los incrementos para la tasa constante es expresado
como q; — qp, y el efecto de este incremento de tasa sobre el correspondiente
incremento de caida de presién es Ap; = (¢1 — qo)p(t — t1). Por superposicién de
todos los efectos, la determinacion para la caida de presién acumulativa esta dada
por

Ap = q(0)p(t) + i[Q(ti) —q(ti1)|p(t — t).

Si los incrementos son infinitesimales y ¢(0) = 0, llegamos a la siguiente integral
de convolucion

Ap:/o q(t —s)g(s)ds (1.18)
donde o (1
g(t) = p;; )

A la funcién p,(t) se le conoce como funcién de respuesta. Si logramos aproxi-

mar la funcién de respuesta, podemos determinar las propiedades geoldgicas del

yacimiento. Por esta razén la necesidad de resolver la ecuacion integral.
Durante el resto del trabajo, trabajaremos con la ecuacién integral .



14

1.3.La integral de convolucion




Capitulo 2
Métodos de Regularizacion para
la ecuacién integral

Consideramos el caso de tasa constante y procederemos a resolver numérica-
mente la ecuacion integral , para esto discretizamos la ecuacién para lle-
varlo a un sistema lineal de ecuaciones, se resuelve dicho sistema, pero debido al
mal condicionamiento implementamos el método de regularizacion de Tikhonov
(véase [Vog02]) y para seleccionar el pardmetro adecuado utilizamos el principio
de discrepancia de Morozov.

2.1. Discretizacion de la ecuacion integral

En la seccién 1.3 obtuvimos una ecuacién integral de la siguiente forma:

plt) = / o(t — 5)g(s)ds (2.1)

La ecuacién (2.1)) se le conoce como ecuacién de Volterra de primer tipo la cual
se puede escribir como:

p(t) = /OT k(t,s)g(s)ds, 0<t<T (2.2)

donde k(t,s) = q(t—s)H(t—s) y H(t—s) es la funcién de Heaviside. La ecuacién
se conoce como ecuacion de Fredholm de primer tipo.

Considerando la ecuacién ([2.2), p(t) es una funcién conocida, tipicamente re-
presenta datos observados. La funcién k(t,s) prescribe y codifica la fisica que

15
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relaciona la situacién fisica del modelo desconocido g(s) con lo observado p(t).
La funcién p(t) en teorfa deberfa ser conocido en un intervalo pero en préctica
sélamente tenemos mediciones de p(t) para un conjunto finito de puntos.

Nuestra meta es resolver la ecuacién integral para la funcién incognita
g(s). Para obtener soluciones numéricas ttiles para (2.2)), normalmente buscamos
discretizarlo para llevarlo a una forma que sea tratable solucionarlo usando méto-
dos de algebra lineal. Primero supongamos que p(t) es conocido para un nimero
finito de puntos ty,ts, ..., t,,. Para un nimero finito de datos podemos escribir el
problema inverso como

pi =p(t;) = /0 k(t;,s)g(s)ds, i=1,2,...m (2.3)

En la técnica de cuadratura para discretizar la ecuacion integral , usamos
una regla de cuadratura o un esquema de integraciéon numérica para aproximar
numéricamente . La regla de cuadratura que usaremos sera la regla del punto
medio, donde dividimos el intervalo [0,7] en n subintervalos y escogemos los
puntos si, So, ..., S, en la mitad de cada subintervalo. Los puntos estan dados por

h .
j=1,2, ..

donde

T
h=—.
n

Asi la integral ([2.3)) se aproxima por
T n
Di :/ k(ti, s)g(s)ds ~ Y k(ti, s;)g(sj)h, i=1,2,...,m. (2.4)
0 =

Si definimos
Kz‘,j = k?(tz, Sj)h

95 = 9(s)

llegamos a un sistema lineal de ecuaciones Kg = p.
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Como en la préactica no se conoce p exactamente sino una aproximacion de
ella, esto debido a los errores inherentes en las mediciones.
Entonces consideramos el modelo:

p= Kgreal + 1, (25)

Jreas Tepresenta la fuente real discretizada y n representa el ruido en los datos.

Nota 2.1 El error en los datos de entrada para todos los ejemplos de esta seccion
y de la seccién 3.2 es del 5 por ciento.

Nota 2.2 Para ilustrar la metodologia consideraremos un problema sintético.
Utilizaremos la funcion

_
q(t) = e
como nucleo en la convolucién. Esta funcion tiene el comportamiento tipico en

pruebas de pozo.

En lo que sigue mostraremos que el método de cuadratura da lugar a problemas
lineales mal condicionados. Notamos que al resolver el sistema triangular inferior
se obtienen soluciones oscilatorias.

Consideremos primero la funcién

p(t) =2(1— ™), (2.6)

del articulo de Mendes et al. ([PUC89]); donde se presenta un método alternativo
de solucién para la ecuacion integral.
En este caso queremos recuperar la funcién constante:

g(s) =2.
la cual llamamos g;eq;-

Los datos de entrada son:

Valor de T' | Valor de n
3 100
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10r

)

o

T
e e sol.aprox.
— sol.real

et T “ ML M I “MAA“H
T

_15 ;
130 0.5

i i
1.0 15

i
2.0

3.0

Figura 2.1: Aproximacién sin regularizar, donde sol.aprox. es la solucién apro-
ximada y sol.real es la soluciéon real. El eje vertical representa los valores de g,eq

para cada uno de los valores de s del eje horizontal.

Después de realizar la corrida computacional llegamos a la figura (2.1)); donde
el eje de las abcisas representa los valores de s y el eje de las ordenadas a g(s), y
los resultados de la siguiente tabla:

Numero de condiciéon de K

Determinte de K

Error relativo

527.531

1.14x1071%3

0.851

Notese de la tabla que el determinante es muy pequeno; lo cual significa que
la matriz de coeficientes es casi singular.
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Aparte de realizar la prueba con las funciones de ([PUC89]), también hemos

probado con otras funciones para p(t), por ejemplo:

Para p(t) = 2.5(—1 + ¢ + e*), en este caso queremos recuperar la funcién

lineal:

Los datos de entrada son:

Valor de T' | Valor de n
3 100

30

g(s) = 2.5s.

25F

T
e e sol.aprox.
— sol.real

_15 ;
130 0.5

i i
1.0 15

i
2.0

i
25

3.0

Figura 2.2: Aproximacién sin regularizar para la funcion lineal, donde sol.aprox.
es la solucion aproximada y sol.real es la solucion real.

Datos de salida:

Numero de condiciéon de K

Determinte de K

Error relativo

527.531

1.14x1071%3

0.825
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Para p(t) = —3.5t + 2t* + 4.5(1 — e™'), en este caso queremos recuperar la
funcién cuadratica:
g(s) = 25> +0.55 + 1.

Los datos de entrada son:

Valor de T' | Valor de n
3 100

e e sol.aprox.
— sol.real

Figura 2.3: Aproximacion sin regularizar para la funcién cuadratica, donde
sol.aprox. es la solucion aproximada y sol.real es la solucién real.

Datos de salida:

Numero de condicion de K | Determinte de K | Error relativo

527.531 1.14x1071%3 0.693
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Para p(t) = 6t —3t*+1>—6(1—e "), en este caso queremos recuperar la funcién
ctbica:
g(s) = s°.
Los datos de entrada son:

Valor de T' | Valor de n
3 100

60

T
e e sol.aprox.
— sol.real

501
40t
30t
20t

10r

- i i i i i
28.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 2.4: Aproximacién sin regularizar para la funcién cibica, donde sol.aprox.
es la solucion aproximada y sol.real es la solucion real.

Datos de salida:

Numero de condicion de K | Determinte de K | Error relativo
527.531 1.14x1071°3 0.696

De las graficas que hemos mostrado, las aproximaciones son altamente oscila-
torias, y los resultados de las tablas indican que la matriz K es practicamente
singular a precisién de maquina.
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2.2. Método de regularizacién de Tikhonov

Como vimos en la secciéon anterior, si la matriz K es no singular, entonces
podemos calcular la aproximacién discreta K ~'p a g. Para obtener una exactitud
de la aproximacion de la cuadratura, n deberia ser relativamente grande. Desafor-
tunadamente, la matriz K viene a incrementar el mal condicionamiento cuando
n llega ser grande, asi los errores en p podrian ser enormemente amplificados.
Como consecuencia esta técnica de solucién directa es probable que falle.

A pesar del mal condicionamiento, podemos extraer alguna informacion 1til
del sistema lineal discreto Kg = p.

Para simplificar la presentacién, consideramos un modelo de dato discreto

b= Kgreal +n (27>

con
d=|n|>0. (2.8)
En este caso || || denota la norma euclidéana, g,., representa la fuente real dis-

cretizada y n representa el ruido en los datos. El parametro ¢ se llama nivel de
ruido. La matriz K se puede descomponer en valores singulares (SVD),

K = Udiag(s;)V"

con valores singulares decrecientes y esctrictamente positivos. Los vectores colum-
na v; de V, los cuales son llamados vectores singulares derechos, y los vectores
columna wu; de U, los cuales son los vectores singulares izquierdos, que satisfacen

uj uj = 05, v; v = Oy, (2.9)

KUZ‘ = S;Uy;, KTUi = S;V;, (210)
Aqui 6;; denota la delta de Kronecker, Up = U=ty VT =V 1

Usando las propiedades (2.9)) y (2.10)),

Kilp = deag(‘g;l)UTp = Greal T Z 5;1(uzT77)/Uz (211>

i=1

Los valores singulares de la matriz K aproximan los valores singulares del
operador integral asociado. Es bien sabido que este operador es compacto con
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valores singulares acumulandose en cero. De esta manera, mientras méas grande
sea el sistema, peor sera el condicionamiento.

En el sistema la inestabilidad surge debido a la divisién por pequenos
valores singulares. Una forma de evitar esta inestabilidad es modificar los s; ' en
(2.11)), es decir, multiplicaindolos por una funcién de regularizacién filtro we(s?)
para el cual el producto w,(s?)s™! — 0 cuando s — 0. Estos filtros son compo-
nentes singulares de K ~!p correspondiente a pequeiios valores singulares y nos

lleva a una aproximacion a ¢,., con una representacion
G = Vdiag(wa(s])s U p =" wa(s])s™" (u] p)us. (2.12)
i=1

Para obtener algin grado de precision, necesitamos conservar los componentes
singulares correspondientes a valores singulares grandes. Esto se logra tomando
we(s?) & 1 para valores grandes de s?. Un ejemplo de funcién filtro es

1 sis?>a
wa(s?) = o,
0 siss<a.
Con esta funcion la aproximacién (2.12)) toma la forma
~1., T
9o = Z s; (u; p)v;
s?>a

y es conocida como la solucién SVD truncado a Kg = p.
Otro ejemplo es la funcién filtro Tikhonov:

2

wa(s) = (2.13)

s2+a
La correspondiente aproximacion regularizada (2.12)) puede ser expresada como

n

Si(UiTp) -
Jo=) LU= (KTK + ol) K. (2.14)
=1 g

Esto nos lleva a una técnica conocida como regularizaciéon de Tikhonov.
El « en la definicién de la funcién filtro se conoce como parametro de regula-
rizacion. Cuando o es muy pequeno, la filtracion del ruido es inadecuado y g,
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es altamente oscilatorio. Por otro lado, cuando « es grande, los componentes de
ruido son filtrados (véase [Vog02]). Desafortunadamente, varios componentes de
la solucién son también filtrados y ¢, es demasiado suave. El lado derecho de
define un operador de regularizacién lineal, lo cual denotamos por R,.
Aqui g, = R.p. De , el error de solucién regularizada esta dado por

€a = Jo — Greal = 6Zuncado + eguid()’ (215>
donde
eZuncado = RaKgreal — Greal
- Z(wa(sg) - 1)(Uz'Tgreal>Ui
=1
y

6ruzdo — Ran

«

= > wa(s?)s; ()
i=1

Llamamos e/run¢ad ¢] error de la solucién truncada debido a la regularizacién.

Cuantifica la pérdida de informacién debido a la regularizacion del filtro. El térmi-
no e7%4° se llama el error de la amplificacién del ruido.
Un método de regularizacién junto con una regla de seleccién de parametro se

llama convergente si
eq — 0

cuando
0—0

se cumple.

Se puede demostrar que para la funcién filtro Tikhonov (véase [Vog02]), el
parametro de regularizacién o puede ser seleccionado de tal manera que garantice
que converja a cero cuando el nivel de ruido converge a cero.

Un método de regularizacion junto con una regla de elecciéon de parametro
para el cual || e ||= O(V6) cuando 6 — 0 se llama de orden éptimo dada la
informacién greq € Rango(K7T).
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2.2.1. El Principio de Discrepancia de Morozov

Una regla de eleccién de parametro se llama a posteriori si la seleccién del
parametro de regularizaciéon depende sobre los datos pero no sobre informacion
a priori acerca de la solucién. En la literatura hay varias reglas, en este trabajo
utilizaremos el principio de discrepancia de Morozov para la regularizacion de
Tikhonov. Para esta regla seleccionamos el valor méas grande del parametro de
regularizacion « para el cual

| Kgo —p [|< 0.

Se puede mostrar que la regularizacién de Tikhonov con la regla del principio de
discrepancia para la seleccion del parametro son convergentes y suponiendo la
condicién fuente

Greal = KTZ) ze R"

es de orden 6ptimo (véase [Kir96]).
Para simplificar la notacién, definamos el funcional de la discrepancia de los
datos
D(a) =|| Kga =1 | -

De la representacién (2.14) y del SVD ([2.9)-(2.10)),

2
S
SEPP. (210

D*a) =|| (I = K(K"K +al) "' K )p [P= (1~

i=1

Asi D(«) es continuo y estrictamente creciente con D(0) =0y D(a) = p ||
cuando o — oo. Por lo tanto D(«) = § tiene una unica solucién siempre que el
nivel de ruido de los datos sea menor que la norma de los datos,

o<[[p|-

La solucion de esta ecuacion no lineal nos da el pardmetro de regularizacion.

Método de Newton para resolver una ecuacién con una
incégnita

Usaremos el método de Newton para encontrar el parametro de estabilizacién.
Recordemos las propiedades:
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Suponga que f € C?a, b]E| Sea T € [a, b] una aproximacion a la raiz real z, tal
que f'(z) # 0. Consideremos el polinomio de Taylor de f(x) alrededor de Z,

(z - 2)°

fz) = f@) + (z =) f'(@) + —;

" (€(x)),
donde &(x) estd entre z y z. Para x = x,, ésta ecuacién resulta

(zs — ZE)Q

0= f(z,) + (z; — 2) ['(2) + =

/" (§(xs))-

Ahora supongamos que |z, — T| es pequeno, entonces llegamos a la siguiente
expresion:
@)

Ty =T — ——.
f'(@)
El método de Newton empieza con una aproximacion inicial zy y genera la suce-

sién {x,}>2 ), por

Tpy1 = Tp — 55—, n=0.
Si el punto inicial z es buena, entonces el método de Newton converge cuadratica-
mente a la raiz de una ecuacion no lineal con una incognita. El teorema que afirma
tal resultado es la siguiente:

Teorema 2.1 Sea f: D — R, para un intervalo abierto D, y sea [’ una funcion
continua Lipschitz en D. Suponga que para algin M >0, |f'(z)| > M para todo
x € D. Si f(x) =0 tiene una solucion x, € D, entonces existe algin ¢ > 0 tal
que: si |rog — .| <<, entonces la sucesion {x,} generada por

Tnyl = Tn — 5 ) =0,1,2,..
existe y converge a x,. Ademds, paran =0,1, ...,
_ < _ 7 |?
|In+1 1‘*| = |xn L

2M

donde P es la constante Lipschitz.

'Es el conjunto de las funciones que tienen segundas derivadas continuas en el intervalo [a, b].
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La prueba se puede consultar en ([DS96]). Este teorema garantiza la convergencia
del método de Newton, sélamente para un buen punto inicial zq, por lo que hay
casos en lo que el método no podria converger. Tal es el caso de hallar la raiz de
. Asi el método de Newton es 1til por su convergencia local rapida, pero
necesitamos incorporarlo dentro de un método més robusto que converja para
cualquier punto inicial.

Un ejemplo de algoritmo hibrido es , la cual combina la convergencia
global y la convergencia local rapida, primero probando con Newton para cada
iteracion, pero siempre insistiendo que la iteracion vaya aproximando de alguna
medida a la solucion.

~ f(zo)
f'(o)

mientras |f(xzy)| > |f(x0)| hacer

T4 = Zo

P “Tm (2.17)

Resolvimos el sistema lineal (2.5 para las funciones prueba ({2.6]), utilizando
regularizacion tikhonov. Para hallar el parametro « en la ecuacién ([2.16)), usamos
el algoritmo hibrido (2.17)) para asegurar la convergencia.

Los datos de entrada son:

Valor de T' | Valor de n
3 100
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3.0

o

L] solaprox
— sol real

[ ATT| MW

1.5F

1.0r

LRIy \\

0'%.0 0‘.5

Figura 2.5: Aproximacion con regularizacién de Tikhonov, donde sol.aprox. es la

i i
1.0 15

solucion aproximada y sol.real es la solucién real.

Después de realizar la corrida computacional llegamos a la figura (2.5), y los
resultados de la siguiente tabla:

i
2.0

Numero de condiciéon de K

Determinte de K

Error relativo

527.531

1.14x1071%3

0.164

3.0

Observemos que el error relativo que obtuvimos con regularizacion de Tikhonov,

es mucho més pequeno a comparacion con el que se obtuvo sin regularizar la cual

fue de 0.851.
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También probamos para las funciones:

Funcién dada p(t)

Funcién a recuperar g(s)

2.5(—1+t+e7?) 2.5s
—3.5t + 2t* +4.5(1 —e™) 25 +0.55 + 1
6t — 32+ 12— 6(1 —e™) s3

Los datos de entrada para las funciones son:

Valor de T' | Valor de n

3 100

Los datos de salida para cada una de las aproximaciones se muestran en la
figura (2.6|) y las principales caracteristicas en la siguiente tabla:

Tipo de funcién ¢(s) | Error relativo
Lineal 0.192
Cuadratica 0.235
Cubica 0.269

En la siguiente tabla se hace una comparacién del error relativo para cada una

de las funciones,

Tipo de funcién g(s) | Error relativo sin regularizar | Error relativo Tikhonov
Lineal 0.825 0.192
Cuadrética 0.693 0.235
Cubica 0.696 0.269

Notemos que hay una gran diferencia entre los errores.
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(A)

. /Mﬁ\v\

‘ \

(B)

e e sol.aprox.
— sol.real
) N S
v
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

e e sol.aprox.
— sol.real

!

| i
vl
Lo

1 o !

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 2.6: Aproximacién con regularizacién de Tikhonov en (A) se muestra la
aproximacién lineal, (B) la aproximacién cuadratica y (C) la cibica.



Capitulo 3
Analisis y aproximacion de la
ecuacion integral

En este capitulo presentamos un método numérico para resolver la ecuacion in-
tegral (3.9)), el cual estd inspirado en el método presentado en el articulo ([FG09]).
Primeramente damos las bases tedricas donde se sustenta el método, para luego
dar un anélisis del mismo y la implementaciéon numérica.

3.1. Preliminares del analisis funcional

En esta seccion se definen conceptos y se enuncia un teorema; los cuales son
necesarios para obtener los resultados de este capitulo (véase ([Smi70])).

Definicién 3.1 Una funcién z(t) pertenece a la clase de las funciones cuadrado
integrables si es medible en el intervalo (a,b) y

b
/ |z(t)|*dt < oo,

donde la integral es en el sentido de Lebesgue.

El espacio de las funciones cuadrado integrables se denota por L?(a,b).
Decimos que u € L}, () donde loc significa localmente si

loc
/ lu] < oo
w

31

para W C €2 compacto.
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Definicién 3.2 El espacio de Sobolev es el conjunto de las funciones u € L;,.(Q)

tal que u,u’ € L*(Q) y se denota por H((Q).

Ahora consideremos la ecuacién integral lineal de segundo tipo

x(t) = y(t) + )\/ k(t,s)z(s)ds (a<t<b,) (3.1)

donde k(t, s) es un kernel en L? y y(¢) es una funcién en L?. En notacién abreviada

(3.1) toma la forma
r=y+ AKzx. (3.2)

Si introducimos el simbolo I para el operador identidad, es decir el operador que
satisface Ix = x para cualquier funcién z(t) en L? podemos también escribir

(3.2) en la forma
(I = \K)z =y. (3.3)

Si (3.3) tiene una solucién z en L?, es natural preguntar si siempre x se puede
escribir como

r= I+ H)y=y+ \Hy,

donde H(t,s) = H\(t,s) es un kernel en L? dependiendo, desde luego, sobre el
parametro A. Si tal x satisface (3.3)), entonces

(I = AK)(I +AH)y =y = Iy;
esto sugiere que H deberia satisfacer la ecuacién operador

I - MK +)H — N°KH =1,
para el cual, si A # 0, obtenemos

H - K =)MKH. (3.4)
Por el otro lado, si x = (I + AH)y es la tinica solucién en L? de , entonces
r={I+ H)y=U+H)(I — \K)zx,

lo cual sugiere que H deberia también satisfacer la ecuacién

H- K = \HK. (3.5)
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Definicién 3.3 Para un valor A dado, si existe un kernel H,(f,s) en L? que
satisface (3.4) y (3.5)), es decir tal que

Hy(t,s) — k(t,s) = /\/k(u, s)H\(t,u)du = )\/HA(u,S)K(t,u)du,

entonces H,(t,s) es un kernel resolvente o resolvente del kernel k(t,s) para el
valor A, y A es un valor regular del kernel k(t, s).

Teorema 3.1 Sea A\ un valor reqular del nicleo k en L? y sea H el correspondi-
ente resolvente del micleo. Siy es una funcién L? dada, la ecuacion

r=y+ Kz (3.6)
tiene una tUnica solucion x funcion L? dada por

r=y+ \Hy. (3.7)

Definicién 3.4 Una ecuacion integral de Volterra de seqgundo tipo es una ecuacion
de la forma

x(t) = y(t) + A /t k(t,s)z(s)ds (a <t <b), (3.8)

el limite superior de integracién es la variable t.

Si extendemos el dominio de definicién de k(t,s) tomando su valor como cero
cuando a <t < s < b, (3.8) se puede escribir como

b
x(t) = y(t) + /\/ k(t,s)z(s)ds (a <t <b).

Para nuestro propésito k(t, s) esta definido en el cuadrado a <t < b, a < s < b,
se anula cuando a < t < s < b, es un nticleo L? y que y(t) es una funcién L? en
a <t <b. Un nicleo de este tipo se le conoce como nicleo Volterra.

Si el nucleo es Volterra la ecuacién integral (3.8)) tiene solucién tnica z(t) en
L? para cualquier funcién y(t) en L? y cualquier nimero complejo .
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3.2. Un método de niicleo truncado para la ecuacién
integral

En esta seccién proponemos un método numérico para resolver la ecuacién
integral:

p(t) = /OT k(t,s)g(s)ds, 0<t<T (3.9)

donde p es una funcién suave decreciente con p(0) = 0, 7" es una constante positiva
y el nicleo k(t, s) tiene las siguientes propiedades:

1. k(t,s) — 0 cuando t — oo.
2. Existe una constante positiva M tal que k(s™,s) > M para todo s.

3. k(t,s) es acotado en [0,7] x [0,T], positivo para t > sy k(t,s) € C! en
t>s.

4. 01k < 0 < 02k (donde 0; indica la derivada parcial con respecto a la j-ésima
variable)

5. k(t,s) es un nucleo Volterra.

Observemos que

k(. s) et §it>s
78 = .
0 sit<s

satisface todas las propiedades mencionadas.

3.2.1. Nicleo truncado y Ecuacién Integral asociada

Para definir el nticleo truncado de interés, mostraremos primero algunas propiedades
del nicleo k.

Lema 3.1 Sea 0 < € < k(0,0). Entonces existe un unico 7(e) > 0 tal que
k(7(e),0) =e.

Ademds T(€) es una funcion decreciente y T(€) — T cuando € — 0.
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Demostracion.
Como k(0,0) > €y k(-,0) es estrictamente decreciente, la existencia de un
tinico 7(€) de clase C! tal que

k(T(€),0) = ¢

se sigue del teorema de la funcion implicita.
Para probar la monotocidad de 7(+), sea 0 < € < €5 < k(0,0), entonces

0 <e—e =k(r(e2),0) — k(7(€1),0)

= 01k(0,0)(7(e2) — 7(€1))
para algin 0 entre 7(¢;) y 7(€2). Por la propiedad (3) del nicleo se sigue que
T(€9) < T(€1)-

Ahora bien, supongamos que 7(€) — o < T para alguna sucesién €, — 0, entonces

por continuidad
k<7—(€n)7 0) - k(Oé, 0)7

por otro lado, k(7(€,),0) = €, y como k es decreciente en la primera variable,
tenemos que

k(T,0) < k(a,0) = 0,

lo cual es una contradiccion. n
Lema 3.2 Sea 0 < e < min{M, k(0,0)}. Entonces,
(a) Parat > 7(€) existe un unico s.(t) que satisface
k(t,s.(t)) =e.

Ademds, para cada € > 0, s.(-) es una funcion creciente y s.(t) — 0 cuando
e — 0.

(b) Parat < 7(e) se cumple
k(t,s) > €

para todo s > 0.
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Demostracion.
(a) Si 7(€) < t entonces por el hecho de que k(t, s) es decreciente en ¢ tenemos

k(t,0) < k(7(€),0) = e.

Por otro lado, se tiene que k(s™,s) > M > e. Como k(t,-) es continuo y estricta-
mente creciente entonces la existencia de un tinico s.(t) de clase C! tal que

k(t,se(t)) = e

se sigue del teorema de la funcién implicita. Ahora, sea 7(€) < t; < to, entonces
para algin 6 y v positivos,

0= k(tl, Se(tl)) - k(t2756<t2)) = Vk'(e,"tb)(tl - tQ, Se(tl) - Se(tQ))

= 01k(0,¥)(t1 — t2) + O:k(0, V) (se(t1) — se(t2)),
y por la propiedad 4 del kernel, se sigue que

Se(t1) < s(ta).
Supongamos que s.(t) — so > 0 para alguna sucesion ¢, — 0. Por continuidad,
k(t, s, (t)) — k(t, so).
Pero k(t, s, (t)) = €, y k(t,s0) > k(t,0), de aqui que
k(t,0) <0,

lo cual es una contradiccién.
(b) Sea t < 7(€), entonces por ser k(t,s) decreciente en la variable ¢,

k(7(€),0) < k(t,0),

por otro lado,
k(t,0) < k(t,s) para todo s> 0.

Luego por el lema 3.1
€ < k(t,s).
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El método numérico se basa en truncar el nicleo de la siguiente manera.
Para 0 <t < T con T = r7(€) y r un entero positivo, definimos la funcién k.
como:

it s) = k(t,s) sike(t,s)>c¢
o si ke(t,s) <e

Y la funcion g, de la siguiente forma:

o) = [ Kt s)ants)ds = (Koo (3.10)

Probaremos que g. aproxima a g.

3.2.2. Analisis de error
Note que (3.10) puede ser escrito como
T
p(t) = / k(t,s)ge(s)ds, 0<t<T. (3.11)
se(t)

Como K es un operador compacto en L? se puede asegurar la existencia de la
solucién a (3.10)). Para asegurar la unicidad de la solucién de dicha ecuacion se
enuncian los siguientes teoremas.

Teorema 3.2 Sea g. € L*(0,T) solucién de la ecuacion de Fredholm de primer
tipo yp e HY(0,T) entonces g. es una solucion de la ecuacion integral

1 d e, t
(1) = Sy P+ oL Dae(sc(0) — / s, (312
donde, .
zwzmm)yk@@:%ﬁﬂm)
Demostracion.

Por la definicién de k. y por la propiedad 5 de k, de la ecuacién (3.10]) tenemos

p@z/@MMM@%.
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Derivando con respecto a t obtenemos

G0 = [ ka5 K0, D00) kit 5 0)a. s D))
Pero k(t,s.(t)) = €, entonces

t

k(t,t)g.(t) = %p(t) + €ge(sc(t))sL(t) — / o O1k(t, $)ge(s)ds.

De aqui se sigue el aserto del teorema. [

La ecuacién integral de volterra de segundo tipo

~

1 d !
t) = —=—p() — k(t d d
(t) = ) = [ an(s)ds (313)
tiene solucién tnica go(t).

Teorema 3.3 Sea gg solucion de entonces existe €y tal que para todo € < €
se satisface la siguiente desigualdad

C
| ge — g0 |I< M=) | g0 || (3.14)

donde g. es la solucion de y C' constante positiva.

Demostracién.

Haciendo la diferencia entre (3.12)) y (3.13) resulta

t

~

9e(t) = go(t) = —=sc(t)ge(sc(t)) — / k(t,5)(ge(s) = go(s))ds.

z(t) se(t)
Sea h(t) = g(t) — go(t), entonces del teorema 3.1 la ecuacién integral

h(t) = sl (s(1) - / (s

tiene solucion unica de la forma,



Capitulo3. Andalisis y aproximacion de la ecuacion integral 39

donde H es el resolvente correspondiente al nicleo k.
Como z(-) > M y por la definicién de s.(t) se satisface

$() _ max{s(-)}

Ademas H es un operador acotado, entonces

I ge = g0 1< €C | e I,

con C' constante positivo. Por la desigualdad

I'9e = g0 =111 g [ = 1 9o I

tenemos
(1—=€C) [l ge 1<l 9o II -

Sea €y > 0 tal que 1 — ¢,C' > 0. Entonces para cualquier ¢ < ¢, se satisface la
desigualdad

o |
IS 7/~
e

la cual implica ((3.14]). [

La solucién unica de (3.10)) se sigue del siguiente corolario; cuya afirmacion es
una implicacién inmediata de la desigualdad ([3.14)).

Corolario 3.4 N(K,) = {0}.
Teorema 3.5 El rango de K. es un subespacio denso propio de L*0,T].

Demostracion.

Como k. es compacto y no degenerado, es decir no tiene rango finito, entonces
R(K.) es subconjunto propio de L?[0,T].

Por la definicion de k. y s., tenemos

—1

T s(s)
(K2 p)(s) = / olt, s)p(t)dt = / K(t, 5)p(t)dt.
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De aqui, si p € N(K}), entonces

—1

SE (s)
/ k(t,s)p(t)dt = 0.

Derivando con respecto a s, obtenemos

—1

se (s)
0= / 0ok (t, s)p(t)dt + k(s " (s), 5)p(s. " () (s (5)) = k(s 5)p(s).

Como k(s_!, s) = € entonces

- sel(s)
pls) = L) (g / Rt $)o(t)dt.

donde Buk(t. 5)
f(s) = k’(S,S) y k(tv S) = f(—S’

Haciendo analogia con la demostracion del teorema 3.3, obtenemos la desigualdad

| = po [|< eD||poll

donde D es una constante positiva y pg es la solucién de la ecuacion de volterra
de segundo tipo

-1

wis) = [ He ey (315)
Pero tiene la solucién trivial. Asi,
p=0.
Luego, N(K}) = R(K.)* = {0}. Se sigue que R(K_) es denso. "
En el siguiente teorema damos una estimacion para el residuo,

p_ng:Kg_ng-
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Teorema 3.6 Si g. € L*[0,T] y {|| g |l2}e>0 €s acotado, entonces

| / k(t, $)(g(s) — g.(s))ds |= O(e).

Demostracién.
Tenemos que

0= /OTk(t, s)g(s)ds — /OT kc(t,s)ge(s)ds

= /OT k(t, s)g(s)ds—/s k(t, s)ge(s)ds.

(®)
Asi

T se(t)
| / k() (g(s) — g.(s))ds |=| / k(. $)g.(s)ds |

se(t)
g/ | k(t,s) || ge(s) | ds
0

y de aqui, por el hecho que k(t,s) < € para s < s.(t),

| / k() (g(s) — g.(s))ds |< ¢ / | g.(s) | ds

<eVT g2

Ahora daremos un resultado acerca de la convergencia débil de g, solucién de

(3.10) a g solucién de (3.9)).

Teorema 3.7 Si N(K) = {0} y {|| ge ll2}es0 es acotado, entonces g — g (con-

vergencia débil) cuando € — 0.

Demostracién.

Como N(K) = {0} se tiene que R(K™*) es denso. Para ¢ € R(K™), digamos

¢ = K*1), tenemos (donde el producto interno y la norma son en L?):

(9 = 9,0) = (9e — 9, K*) = (K(ge — 9), 7).
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Si definimos,

entonces

|M@ZA|mwﬁﬁzl|ék@$W@—wmew

T
< [ eTla =T ol
Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos
(K (ge = g), ) = [(h @), (D] <l A (Il ¥ 1],
de esta desigualdad, resulta

(ge =g, 0) < el [ ge [l ¥ |

Como v fue tomado arbitrario pero fijo, se sigue que

(ger ) = {9, ¥)-

Ademas {g.} es acotado y converge para ¢ en un conjunto denso, se sigue del
teorema de Banach-Steinhaus que

gGe — 9.

3.2.3. Discretizacion e implementaciéon computacional del
método

El método numérico estd basado por una aproximacién constante por partes
y colocacién dada por la ecuacién (3.10)). Definimos una sucesién de puntos

sj = s(t;) donde k(i;,s(t;)) = e
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La existencia de los s;’s lo asegura el lema 3. 2. Sea

= Zg;lx[%sjﬂ)(s) (3.16)
j=1

donde x4 denota la funcion caracteristica del conjunto A.
Entonces las ecuaciones colocacién vienen dadas por:

T
p(tn+1—i) = / ke(tn—i-l—i? S)gd<8) dS, 1= ]-7 ey T (317>
0

Teorema 3.8 Las ecuaciones tienen una unica solucion de la forma .

Demostracién.

Procederemos a realizar la demostracion por induccion sobre .
Para i =1, (3.17)) se convierte en

Zgg / e(tn, S)X[Shsﬁl)(s)ds

por la definicién de k(-,-),

T
p(t,) = gZ/ k(t,,s)ds,

de aqui,

Para 7 > 1,

T
P(tni1-i) _/0 ke(tnt1-i, s Z%X[sj,s]+1)( )ds

Si+1
:gzd/ k( nt+l—is S d8+ Z g]/ bnyi—is S [33751+1)(8)ds

Jj=t+1 S

lo cual determina de forma tnica a g¢:

d Si4+1 1
g; = n+1 z Z g]/ tny1-i, S X[sj,sJ.H)( )dS)(/ k(tn-i-l—ivs)ds)_

j=i+1 S
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n Sj41 Si+1
= (Pltns1i) = Y 9}1/ k(tn+1_i,s)ds)(/ k(tns1-i,s)ds) ™.
j=it1 8 si
]
La proposicién (3) determina de forma unica los gjl por un procedimiento
explicito.
De esta manera podemos definir una ecuacién matricial H g% = F donde

I [ k(t;,s)ds  parai < j
P — J
’ 0 en otro caso

y F; = p(t;).



Capitulo 4
Resultados numéricos

En este capitulo procederemos a realizar una comparacion entre el método de
Tikhonov, y el que se ha propuesto en este trabajo de tesis.

4.1. Comparacion de los métodos con datos sin
ruido
En esta seccién vamos a considerar los datos de entrada p(t;) libres de ruido.

Empecemos considerando las funciones prueba (2.6 del articulo ([PUCR9]), la
respuesta tedrica de deconvolucion en este caso es:

los métodos son entonces usados para desarrollar aproximaciones a ¢ycq;-

En la figura (4.1), mostramos las aproximaciones de ambos métodos y en la
siguiente tabla presentamos la comparacion de sus caracteristicas, con nimero de
particion n = 10:

Método Parametro | Determinte de K | Error relativo | Tiempo T
TIKHONOV a=0.15 0.042 0.008 23.026
TRUNCACION | € = 1.0x107° 0.656 6.92x107° 23.026

Notemos de la tabla que el método del nicleo truncado mejora el determinante
de la matriz K y el error relativo es mucho mas pequeno.

45
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(A) +1.998 (B)

e o sol.aprox. — real

— sol.real e e truncando
2.01 \

2. / 0.00

20 ©)

e Aprox.Tikhonov
— Sol.real
e Aprox.truncando

Figura 4.1: Aproximacién del método de Tikhonov (A) y el método del niicleo
truncado (B), donde real es g. En (C) representamos las dos aproximaciones junto
con la solucién real. En (A) usamos el valor del pardmetro a = 0. 15 y para (B)
tomamos € = 1.0x107°.

Aparte de la funcién constante g(s) = 2, probamos con las siguientes funciones:

Funcién dada p(t) Funcién a recuperar g(s) | Tipo de funcién g(s)

2h(—1+tte?) 2 5s LINEAL
—3.5t + 2t +4.5(1 — ™) 252 +0.55 + 1 CUADRATICA
6t — 3t + 1> —6(1 —e™t) 53 CUBICA
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(A)
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Figura 4.2: Aproximacién para g lineal con regularizacién de Tikhonov en (A) y
del niicleo truncado en (B). En (C) representamos las dos aproximaciones junto
con la solucién real, la linea azul con los puntos rojos representan la aproxi-
macién con Tikhonov y la linea magenta con los puntos negros representan la
aproximacién con el método propuesto.

En la figura (4.2)) presentamos la aproximacion de ambos métodos a la funcién

lineal g y las principales caracteristicas con n = 10, en la siguiente tabla:

Método Parametro | Determinte de K | Error relativo | Tiempo T
TIKHONOV a=0.15 0.26x107° 0.335 57.565
TRUNCACION | € = 1.0x107° 0.994 0.028 57.565
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Observemos de la tabla que el método del ntcleo truncado obtiene un error
relativo mucho més pequeno.

« e soaprox — real
— solreal = = truncandol

(C)
9000, T

e o Aprox.Tikhonov
— Sol.real

8000 e e Aprox.truncando

7000

6000

50001

40001

3000

20001

10001

60

Figura 4.3: Aproximacién para g(s) cuadrética con regularizaciéon de Tikhonov
en (A) y del método del nicleo truncado en (B). En (C) representamos las dos
aproximaciones junto con la solucion real, la linea azul con los puntos rojos rep-
resentan la aproximaciéon con Tikhonov y la linea magenta con los puntos negros
representan la aproximacién con el método propuesto.

En la figura (4.3) presentamos la aproximacion de ambos métodos a la funcién
cuadratica g y las principales caracteristicas con n = 10, en la siguiente tabla:
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Método Parametro | Determinte de K | Error relativo | Tiempo T
TIKHONOV a=0.15 0.26x107° 0.379 57.565
TRUNCACION | € = 1.0x107° 0.994 0.042 57.565

Observemos de la tabla que el método del nicleo truncado funciona muy bien
para la funcion cuadratica; ya que el error relativo es mas pequeno.

(A)

e @ sol.aprox.
— sol.real

/

15000

/

AN

Figura 4.4: Aproximacién para g cubica con regularizacién de Tikhonov en (A) y
del nicleo truncado en (B). En (C) representamos las dos aproximaciones junto
con la solucién real, la linea azul con los puntos rojos representan la aproxi-
macién con Tikhonov y la linea magenta con los puntos negros representan la
aproximacién con el método propuesto.

En la figura (4.4) presentamos la aproximacion de ambos métodos a la funcién
cubica g y las principales caracteristicas con n = 10, en la siguiente tabla:
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Método Parametro | Determinte de K | Error relativo | Tiempo T
TIKHONOV a=0.15 0.26x107° 0.425 57.565
TRUNCACION | € = 1.0x107° 0.994 0.0566 57.565

La tabla muestra que también para la funcién cibica, el error relativo dada
para el método del nicleo truncado es més pequeno.

Otra funcién que nos hizo interesante probar con los métodos es recuperar la
funcién periddica:

S

gls) = sen(5-),

aunque para nuestro problema no interviene este tipo de funciones, pero es un
buen ejemplo para comparar los métodos.

En la figura (4.5)) presentamos la aproximacion de ambos métodos a la funcién
priddica g y las principales caracteristicas con n = 20, en la siguiente tabla:

Método Parametro | Error relativo | Tiempo T
TIKHONOV a=0.15 0.179 69.078
TRUNCACION | € = 1.0x1073 0.149 69.078

De la tabla observamos que el método propuesto también funciona bastante
bien para recuperar funciones periddicas.

En general las tablas y las gréficas muestran que el método del niicleo truncado
da mejores resultados que la regularizacién de Tikhonov.
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©)

a & Aprox.Tikhonov
— Sol.real
« « Aprox.truncando

" /4 N\
TN/ \
T\ N

Figura 4.5: Aproximacion para g periddica con regularizacién de Tikhonov en
(A) y del niicleo truncado en (B). En (C) representamos las dos aproximaciones
junto con la solucion real, la linea azul con los puntos rojos representan la aprox-
imacién con Tikhonov y la linea magenta con los puntos negros representan la
aproximacién con el método propuesto.
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4.2. Comparacion de los métodos con datos per-
turbados

Siguiendo con las comparaciones de los métodos de Tikhonov y el propuesto
en el capitulo 3, ahora procederemos a considerar los datos de entrada p(t;),
contaminados de ruido del 5 por ciento.

Asi como en la seccién anterior, primeramente comparamos los métodos para

g(s) = 2.

2
@ o —
« o sol.aprox|

N . Pl

Figura 4.6: Aproximacién del método de Tikhonov (A) y el método del nicleo
truncado (B), donde real es el g,¢q. En (C) representamos las dos aproximaciones
junto con la solucion real, la linea azul con los puntos rojos representan apro-
ximacién con Tikhonov y la linea magenta con los puntos negros representan la
aproximacion con el método propuesto.

En la figura (4.6) mostramos las aproximaciones de ambos métodos y en la
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siguiente tabla presentamos la comparacion de sus caracteristicas, con n = 10:

Método Parametro | Determinte de K | Error relativo | Tiempo T
TIKHONOV a=0.037 0.042 0.149 23.026
TRUNCACION | € = 1.0x107° 0.656 0.030 23.026

Noétese de la tabla que aun para datos de entrada con ruido, el método del
nicleo truncado funciona bastante bien, de la figura (4.6)) en (C) es muy notable

la diferencia.

Ahora, hagamos las comparaciones para g¢(s), LINEAL, CUADRATICA Y

CUBICA.

En la figura (4.7) presentamos ambas aproximaciones a la funcién lineal g y
las principales caracteristicas con n = 10, en la siguiente tabla:

Método Parametro | Determinte de K | Error relativo | Tiempo T
TIKHONOV a =0.0091 0.26x107° 0.658 57.565
TRUNCACION | € = 1.0x107° 0.994 0.064 57.565

Observemos de la tabla que para datos de entrada con ruido para la funcién
lineal, el método del nicleo truncado obtiene mejor aproximacion, de la figura
(4.7) en (C) se aprecia mejor.

En la figura (4.8) presentamos ambas aproximaciones a la funcién cuadrética
g v las principales caracteristicas con n = 10, en la siguiente tabla:

Método Parametro | Determinte de K | Error relativo | Tiempo T
TIKHONOV a = 0.0057 0.26x107° 0.690 57.565
TRUNCACION | € = 1.0x107° 0.994 0.048 57.565

De la tabla notamos que para datos de entrada con ruido para la funcién
cuadratica, el método del ntcleo truncado obtiene aproximacién mucho mejor
que la regularizaciéon de Tikhonov, de la figura (4.8)) en (C) se nota la gran la

diferencia.
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Figura 4.7: Aproximacién para ¢ lineal con regularizacién de Tikhonov en (A) y
del método del niicleo truncado en (B). En (C) representamos las dos aproxima-
ciones junto con la solucién real, la linea azul con los puntos rojos representan
aproximacién con Tikhonov y la linea magenta con los puntos negros representan
la aproximacion con el método propuesto.
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Figura 4.8: Aproximacién para la cuadrética g con regularizacion de Tikhonov en
(A) y del niicleo truncado en (B). En (C) representamos las dos aproximaciones
junto con la solucion real, la linea azul con los puntos rojos representan apro-
ximacién con Tikhonov y la linea magenta con los puntos negros representan la
aproximacién con el método propuesto.

En la figura (4.9)), presentamos las aproximaciones a la funcién cibica g y las
principales caracteristicas con n = 10, en la siguiente tabla:

Método Parametro | Determinte de K | Error relativo | Tiempo T
TIKHONOV a =0.005 0.26x107° 0.694 57.565
TRUNCACION | € = 1.0x107° 0.994 0.049 57.565

La tabla nos muestra que para datos con ruido para la funcién cubica, el
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Figura 4.9: Aproximacién para la cibica g con regularizaciéon de Tikhonov en (A)
y truncando kernel en (B). En (C) representamos las dos aproximaciones junto con
la solucién real, la linea azul con los puntos rojos representan aproximacién con
Tikhonov y la linea magenta con los puntos negros representan la aproximacion
con el método propuesto.

método del nticleo truncado obtiene una mejor aproximacion que la regularizacion
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de Tikhonov, de la figura (4.9)) en (C) se muestra mejor esta diferencia.
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Figura 4.10: Aproximacion para la funcién periddica g con regularizacién de
Tikhonov en (A) y el método del niicleo truncado en (B). En (C) representa-
mos las dos aproximaciones junto con la solucién real, la linea azul con los puntos
rojos representan aproximacién con Tikhonov y la linea magenta con los puntos
negros representan la aproximacién con el método propuesto.

En la figura (4.10]), presentamos las aproximaciones a la funcién periddica g y
las principales caracteristicas con n = 20, en la siguiente tabla:

Método Parametro | Error relativo | Tiempo T
TIKHONOV a=0.019 0.352 69.078
TRUNCACION | € = 1.0x1073 0.1829 69.078
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De la tabla se observa que para datos de entrada con ruido para la funcién
periddica, el método del nicleo truncado obtiene aproximacion mucho mejor que
la regularizacién de Tikhonov, de la figura (4.10) en (C) se nota dicha diferencia.

En resumen, el método del nicleo truncado da una mejor aproximacion en
comparacion con el método de regularizacion de Tikhonov; esto para las diferentes
funciones que hemos probado y para datos de entrada con ruido.



Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo de tesis, se propuso un método numérico para resolver la
ecuacion integral de convolucion . Para tener una base sélida del método,
durante todo el capitulo 3 salvo en los preliminares, nos ocupamos de realizar el
analisis de aproximacion. Lo cual distingue fuertemente este método con respecto
a los presentados por ejemplo en el articulo de Cinar et al. ([CIO06]). En el
capitulo 4, mostramos la diferencia del método con respecto al método clasico de
regularizacion de Tikhonov. Notamos que el método del nticleo truncado reduce en
gran medida la singularidad del sistema lineal, la aproximacién a la solucién real es
mucho mas precisa. Ademas el método propuesto es muy sencillo de implementar
computacionalmente a comparacion de los métodos presentados en ([CIO06] ).

Cabe mencionar que el método que se propuso en esta tesis no es un método de
regularizacion en la forma como lo es el método de Tikhonov, ya que una solucion
es garantizada a existir sélamente para p en un subespacio denso de L? como lo
afirma el Teorema 3.5, sin embargo hay funciones p € L? para el cual el método
no se aplica.

A pesar de esta condicién, varias funciones que se presentan en las aplicaciones
como en yacimientos petroleros satisfacen dicha condicién, como es el caso de
las funciones continuas en el intervalo de integracion. Por tal motivo el método
del niucleo truncado presenta una gran ventaja como un método alternativo de
regularizacion, para implementarlo a otros tipos de problema de deconvolucion.

En este trabajo obtuvimos aproximaciones a ¢(t;); como uno de los trabajos a
futuro seria implementar un algoritmo para hallar la aproximacion a la funcion
de respuesta p,(t). Por otro lado para validar el método hemos probado con
ejemplos sintéticos, estaria bien hacer la validacion con datos de campo. Ademas
implementar un método de ajuste a los datos discretos que se obtuvo con el nticleo
truncado para lograr una aproximacion mucho mejor.
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