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Matemáticas Aplicadas

P R E S E N T A:

Rafael Iván Ayala Figueroa

DIRECTOR DE TESIS:

Dr. Jesús Jerónimo Castro

CO-DIRECTOR DE TESIS:

Dr. Francisco Sánchez Sánchez

Enero 19 de 2011 Guanajuato, Gto. México
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Rn espacio euclidiano n-dimensional

Sn esfera unitaria n-dimensional

Bn(c, r) bola n-dimensional con centro en c y radio r

JK elipsoide de John asociado al cuerpo convexo K

PX(K) penumbra del cuerpo K respecto al punto X

‖.‖ norma euclidiana

d(x, y) distancia euclidiana entre x e y

conv(K) envolvente convexa de K

intK el interior de K

relintK el interior relativo de K

bdK la frontera de K; i.e., clK \ intK
voln(K) volumen n dimensional de K

O el origen en Rn

|X| cardinalidad del conjunto X
−→
ab el rayo con origen en a que pasa por b

[a, b] el segmento de vértices a y b

‖ab‖ longitud del segmento [a, b]

ab longitud del segmento [a, b]



Introducción

En las artes las sombras obsequian contraste y énfasis, para la poeśıa las sombras

denotan presencia de maldad y en la psicoloǵıa tienen un impacto que se refleja en

la depresión. Pueden causar depresión en personas que sufren desorden depresivo

estacional, miedo en personas que padecen nictofobia y confort en ligófilos.

La sombra que produce un objeto es de gran interés en algunos campos, tales como

la tomograf́ıa geométrica y la computación. La sombra de un objeto sobre una región

resulta del hecho de que el mismo objeto obstaculiza los rayos de luz provenientes

de alguna fuente. Se pueden formular algunas preguntas relacionadas a las sombras

tales como: ¿cúal es su forma? ¿qué longitud tiene su peŕımetro? ¿qué cantidad de

área encierra?, entre otras. Claro está que muchas de las caracteŕısticas que poseen

las sombras están en función de la forma del objeto y de la localización de la fuente

de luz.

En este sentido podemos permitirnos pensar en la fuente de luz como un transmisor

de datos, los cuales deben llegar a un receptor ubicado en alguna región; sin embargo

la trayectoria que deben seguir los datos tiene un inconveniente, en la trayectoria
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existe un objeto fijo que dificulta la transmisión de datos desde la fuente hasta dicha

región. Entonces la pregunta obligada es ¿dónde colocar el transmisor para que el

objeto interfiera la transmisión lo menos posible?

En el presente trabajo buscamos condiciones para optimizar algunos aspectos ge-

ométricos, en primera instancia minimizar áreas de sombras y posteriormente ata-

camos problemas laterales a la optimización de sombras.

En general, los problemas que estudiamos están intimamente ligados a la proyección

central de un cuerpo, la cual es una clase de proyección que se encuentra en pocas

ocasiones en la literatura, a diferencia de otro tipo de proyecciones tales como la

proyección ortogonal o la estereográfica.

En el caṕıtulo 1 presentamos las herramientas y conceptos básicos que son necesarios

definir desde el incio. Primero enunciamos los conceptos de convexidad, ya que estos

son primordiales debido a que los objetos de nuestro interés son en su mayoŕıa convex-

os. Enseguida definimos y mencionamos propiedades de las Transformaciones afines,

las cuales sirven como una herramienta de mucha utilidad para simplificar la búsque-

da de extremos. Seguimos con el Teorema de John, el cual nos será de gran utilidad al

final del caṕıtulo 2 y por último mencionamos un par de construcciones interesantes

El cuerpo de flotación y una variante del mismo, el cuerpo de iluminación.

En el caṕıtulo 2, Sombras de Área Mı́nima, en principio se define el problema central

de la tesis y se desarrolla de tal manera que se van resolviendo casos análogos al

problema central, que si bien presentan algunas restricciones extras o variantes, no

podŕıamos decir que su solución es trivial. Los casos que se resuelven por śı mismos

pueden ser de utilidad en algunas aplicaciones y soluciones de casos más dif́ıciles.

Finalmente, en Algunos Mı́nimos Geométricos, discutimos la generalización de un

problema clásico de optimización geométrica, para posteriormente ver una serie de

problemas en los que se hace énfasis en su relación con el problema de optimización
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de sombras.

Esperamos que la presente tesis contenga alguna aportación que sirva de referencia

para futuros trabajos de quienes estén interesados en el tema.



8 CONTENIDO



Caṕıtulo 1

Conceptos y Herramientas Básicas

Iniciamos nuestro trabajo recordando algunos de los conceptos básicos en convexidad

que se mencionarán frecuentemente. Estos conceptos nos serán útiles para familiar-

izarnos con la notación y más adelante poder definir formalmente nuestro problema.

Aśı mismo, enseguida a la definición de conceptos desarollamos una serie de her-

ramientas que serán aplicadas en los caṕıtulos subsecuentes. En el caṕıtulo no son

dadas las demostraciones de los teoremas tratados ya que el objetivo es la aplicación

y no el estudio de los mismos.
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1.1. Conceptos Básicos

Definición 1.1.1. Sea K un conjunto en Rn. Decimos que K es un conjunto con-

vexo si para cualesquiera dos puntos x, y ∈ K, el segmento [x, y] también está con-

tenido en K. Es decir, K es convexo, si

(1− λ)x + λy ∈ K ∀ x, y ∈ K, 0 ≤ λ ≤ 1.

Además, K es extrictamente convexo, si es cerrado y

(1− λ)x + λy ∈ intK ∀ x, y ∈ K, x 6= y, 0 < λ < 1.

Conjuntos convexos Conjunto no convexo

Figura 1.1.

Algunos ejemplos de conjuntos convexos son: poĺıgonos regulares, la esfera sólida y

los elipsoides. A la definición de conjunto convexo se le puede agregar un par de

propiedades y definir ahora lo que es un cuerpo convexo de la siguiente forma.

Definición 1.1.2. Decimos que un conjunto convexo K ⊂ Rn es un cuerpo convexo

si es compacto y con interior no vaćıo.

Es importante prestar atención a la condición de interior no vaćıo, por ejemplo un

segmento no es un cuerpo convexo en R
2, es cerrado, acotado pero de interior vaćıo,

en cambio en R es de interior no vaćıo y por tanto un segmento śı es un cuerpo convexo

en R. Los conjuntos y cuerpos convexos son los objetos de estudio mas importantes

dentro de la geometŕıa convexa. Para el análisis de estos mismos vamos a enunciar
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algunas de las definiciones clásicas relativas a ellos.

Definición 1.1.3. La envolvente af́ın de un conjunto K ⊂ R
n, aff(K), es el con-

junto de todas las combinaciones af́ınes de puntos de K, esto es,

aff(K) = { ∑r
i=i αixi : xi ∈ K, αi ∈ R,

∑r
i=1 αi = 1, r = 1,2,...}

En otras palabras, la envolvente af́ın de un conjunto K es el trasladado de un sube-

spacio lineal. Además, la dimensión de K, dimK, es la dimensión de tal subespacio.

Definición 1.1.4. Sea K un conjunto en Rn. La envolvente convexa de K,

conv(K), es la intersección de todos los conjuntos convexos en Rn los cuales con-

tienen a K.

Entendido de una manera sencilla podemos pensar a la envolvente convexa de un

conjunto dado como el convexo más pequeño que contiene al conjunto. Ahora bien

dos conjuntos importantes ligados entre śı son el hiperplano soporte y la ĺınea soporte.

Definición 1.1.5. Un hiperplano H es soporte del conjunto convexo K si H ∩ K

6= ∅ y K está contenido en uno de los semiespacios cerrados delimitados por H.

Definición 1.1.6. Sea K ⊂ Rn un conjunto convexo. L es ĺınea soporte de K si

L ∩ K 6= ∅ y L ⊂ H un hiperplano soporte de K. Nos referimos a L ∩ K como

conjunto de soporte.

Definición 1.1.7. Sea K ∈ Rn un conjunto compacto. Decimos que un punto p en

la frontera de K es regular si por p pasa un único hiperplano soporte.

Una clase particular de conjuntos extensamente estudiados son los conjuntos central-

mente simétricos, los cuales se definen como sigue.

Definición 1.1.8. Diremos que K es centralmente simétrico si existe p ∈ Rn,

tal que

x ∈ K ⇔ 2p− x ∈ K, ∀x ∈ K
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y llamaremos a p centro de simetŕıa.

bc

bc

bc

bc
p

bc

bc

bc

bcx

bc
2p− x

Figura 1.2 Conjunto centralmente simétrico

Definición 1.1.9. Dado un conjunto A ∈ R
n y λ ∈ R, diremos que un punto p ∈ R

n

pertenece al conjunto λA si existe x ∈ A tal que p = λx.

1.2. Simetrización de Steiner

En esta sección definiremos una transformación la cual, a través de la historia, ha re-

sultado ser muy útil en la demostración de muchos problemas de Geometŕıa. Hablamos

de la Simetrización de Steiner. También enunciaremos algunas de sus propiedades que

más tarde serán de utilidad.

Sea K un conjunto convexo compacto en el plano y L una ĺınea. La Simetrización de

Steiner de K con respecto a L, StL(K), se define (de manera informal) como sigue:

Para cada punto p ∈ K sea ℓp la ĺınea perpendicular a L la cual pasa por p. Traslade-

mos la cuerda ℓp ∩K sobre la ĺınea ℓp hasta que su punto medio quede sobre L. La

unión de todas las cuerdas trasladadas es la Simetrización de Steiner de K (StL(K))

con respecto a L.
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K

StL(K)

L

Figura 1.3 Simetrización de Steiner.

Algunas propiedades de la Simetrización de Steiner de un conjunto convexo K, con

respecto a una ĺınea L son:

(a) La Simetrización de Steiner de un conjunto compacto convexo K, StL(K), es

un conjunto convexo.

(b) El área de StL(K) es igual al área de K.

1.3. Transformaciones Afines

Definición 1.4.1. Una transformación af́ın T, entre dos espacios consiste de una

transformación lineal no singular seguida de una traslación, i.e., x 7−→ Ax + b,

det(A) 6= 0.

Algunas de las propiedades de transformaciones afines son las siguientes:

(a) Si A ⊂ B entonces T (A) ⊂ T (B). Se preserva la contención.

(b) El conjunto H es un plano si y sólo si T (H) es un plano.
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(c) Los planos H y H ′ son paralelos si y sólo si T (H) y T (H ′) son paralelos.

(d) K y K ′ son conjuntos homotéticos con razón de homotecia r si y sólo si T (K)

y T (K ′) son homotéticos con razón de homotecia r. Transformaciones afines

preservan razones de homotecia.

(e) Si P y Q son conjuntos n-dimensionales, entonces

voln(P )/voln(Q) = voln(T (P ))/voln(T (Q)),

i.e., transformaciones afines preservan razones entre volumen n-dimensional.

(f) Si P es un conjunto n-dimensional y A la matriz asociada a la transformación

af́ın T , entonces voln(T (P )) = det(A)voln(P ).

Un objeto frecuentemente estudiado en la geometŕıa convexa es el Elipsoide. Mu-

chos problemas de extremos de naturaleza af́ın tienen a los elipsoides como cuerpos

extremos y esto ha motivado ĺıneas de investigación. Su relación con las transforma-

ciones afines es que el elipsoide es la imagen de la bola unitaria cerrada mediante una

transformación af́ın.

Sn−1 E = xTT TTx

T
=⇒

Figura 1.4

1.4. Teorema de John

El elipsoide de John tiene un gran número de aplicaciones en análisis de datos,

diseño estad́ıstico, geometŕıa, problemas duales, optimización y en muchas mas áreas.
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Aqúı veremos como se define y más adelante le daremos una aplicación.

El elipsoide de volumen máximo contenido en un cuerpo convexo K, es conocido como

el elipsoide de John en honor al matemático Fritz John.

Teorema 1.5.1. (John) Sea K ⊂ Rn un cuerpo convexo. Entonces existe un único

elipsoide JK (el cual es llamado elipsoide de John) tal que si c es el centro de JK se

cumple la siguiente inclusión

JK ⊆ K ⊆ c+ n(JK − c).

Cuando K es simétrico respecto al origen el factor de dilatación en el teorema de

John puede ser mejorado, además los dos elipsoides son concéntricos.

Teorema 1.5.2. Sea K ⊂ Rn un cuerpo convexo centralmente simétrico respecto al

origen. Entonces existe un único elipsoide JK también centralmente simétrico respecto

al origen tal que,

JK ⊆ K ⊆
√
nJK .

1.5. Cuerpo de Flotación y Cuerpo de Iluminación

A continuación definimos dos conjuntos importantes en el estudio de la geometŕıa

convexa, el análisis convexo y otras áreas: el cuerpo de flotación y el cuerpo de ilu-

minación. El primero de estos definido a partir del problema 19 del célebre Libro

Escocés.

Sea K un cuerpo convexo en R
n. El cuerpo de flotación Kδ de K es la intersección de

todos los semiespacios quienes están definidos por hiperplanos que cortan un conjunto

de volumen δ del conjunto K. Sea A el conjunto de todos los (ξ, t), ξ ∈ Rn, t ∈ R, tal

que voln{X ∈ K : 〈X, ξ〉 ≥ t} = δ. Entonces tenemos que
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Kδ =
⋂

(ξ,t)∈A

{X ∈ R
n : 〈X, ξ〉 ≤ t}

K

δ

Kδ

Figura 1.5 Cuerpo de flotación.

Tenemos por ejemplo, que dado un disco K y un número δ menor que la mitad del

área de K, el cuerpo Kδ es de nuevo un disco.

A partir del cuerpo de flotación, en abstracto, se definió el cuerpo de iluminación. Sea

K un cuerpo convexo en Rn y δ un número real positivo dado. Entonces el cuerpo de

iluminación se define como

Kδ = {X ∈ Rn\K : voln(conv(X ∪K))− voln(K) ≤ δ}

pK δ

Kδ

b

b

b

Figura 1.6 Cuerpo de iluminación
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El cuerpo de iluminación y de flotación se pueden interpretar como que uno es dual del

otro, no precisamente bajo la definición de dualidad si no más bien como que el área

del cuerpo de flotacion es producto de la intersección de un conjunto de semiespecios y

el área del cuerpo de iluminación es la unión de un conjunto de envolventes convexas.

Como ejemplo, consideremos un cuadrado de lado 1 y δ =
√
2
4
. Es fácil ver que en este

caso el cuerpo de iluminación Kδ es un octágono regular de lado igual a 1.

K

Kδ

δ

Figura 1.7 Cuerpo de iluminación de un cuadrado.

Una variante en el plano para el cuerpo de iluminación es la curva obtenida mediante

La Construcción del Jardinero. Dado el conjunto convexo cerrado K ⊂ R2, denotemos

por P (K) al peŕımetro de K, entonces para un t ∈ R+ fijo, definimos el conjunto

CJ(K, t) = {X ∈ R2 : P (conv(K ∪X)) = t}.

El conjunto CJ(K, t) se puede ver como una función continua de t (ver [14]), F (t), la

cual al variar su parámetro resulta en curvas de nivel. Se puede demostrar que F (t)

es una función convexa y por tanto CJ(K, t) es una curva convexa.

En matemáticas, un billar consiste de un dominio (en el plano, una mesa de billar), y

un punto contenido en la masa (una bola de billar) que se mueve dentro del dominio

libremente. Esto significa que se mueve a lo largo de ĺıneas rectas con velocidad con-

stante y golpea la frontera. La refexión en la frontera cumple la conocida propiedad:

el ángulo de incidencia es igual al ángulo de reflexión.
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α

b

β

α

β

Figura 1.8 Billar convexo.

En relación a un billar, una cáustica es una curva contenida en una mesa de billar tal

que si un segmento de una trayectoria del billar es tangente a dicha curva, entonces

también lo es el segmento reflejado.

Resulta interesante señalar que dado un conjunto convexo cerrado K en el plano y

un número real positivo t fijo, entonces conv(CJ(K, t)) es una mesa de billar y bdK

es una cáustica de ésta.



Caṕıtulo 2

Sombras de Área Mı́nima

En este caṕıtulo definiremos formalmente el problema central de esta tesis y pos-

teriormente solucionaremos algunos casos especiales de éste. La manera en que se

desarolla el caṕıtulo es a través de problemas análogos y más sencillos al problema

general hasta llegar a ejemplos más complicados.

2.1. Definición del Problema

Supongamos que tenemos una habitación en la cual se encuentra un objeto suspendido

entre el piso y el techo. Queremos colocar un foco en el techo pero de manera que la

región iluminada en el piso sea la mayor posible. ¿Dónde debemos colocar el foco?

La manera de abordar el problema es agregando algunas condiciones adicionales sobre
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la forma de los objetos de los cuales deseamos minimizar su sombra.

Definición 2.1.1. Dados un plano H, un punto X y un cuerpo K ⊂ R
3, definimos

la sombra de K sobre el plano H respecto al punto X, SX(K,H), como

SX(K,H) = { Z∈H: [Z,X ] ∩ K 6= ∅ }

Con la definición anterior podemos enunciar nuestro problema.

Problema 1. Dado un cuerpo convexo K, contenido en la región delimitada por dos

planos paralelos H y H ′, encontrar los puntos X ∈ H ′ para los cuales se minimiza el

área de SX(K,H).

2.2. Problema Análogo en el Plano

Para iniciar pensemos en el mismo problema en una dimensión menor. Están dadas

dos rectas paralelas l1, l2 y un cuerpo convexo K contenido en la región delimitada

por ellas. Caracterizar los puntos X ∈ l1 que minimizan la proyección central de K

sobre l2 con centro en X . La solución está dada por el siguiente lema.

b
X

b

P

K

b

Q

b
B

b
A

b
Y

b
A′

b
B′

b

b

bc
l

bcb
Q′

b
P ′

bcbc
l2

bcbc
l1

Figura 2.1
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Lema 2.2.1. Sea K ⊂ R2 un cuerpo convexo, X ∈ l1 y P,Q los puntos de contacto

de las ĺıneas soporte de K a través de X los cuales están más cercanos a X. Si el

segmento PQ es paralelo a l1, entonces la proyección de K sobre l2, con centro en X,

es de longitud mı́nima.

Demostración. Sea X ∈ l1 un punto tal que los puntos de contacto de las ĺıneas

soporte de K a través de X , más cercanos a X , pertenecen a un segmento paralelo

a l1. Por un argumento estándar de continuidad, se puede demostrar que este punto

siempre existe. Sean A y B los puntos de intersección de las prolongaciones de [X,P ]

y [X,Q] con l2, respectivamente. Consideremos un punto Y ∈ l1, distinto de X . Las

ĺıneas soporte de K por Y intersectan a la prolongación de [P,Q] en P ′ y Q′, y a l2

en A′ y B′, respectivamente. De la convexidad de K se cumple que [P,Q] ⊂ [P ′, Q′].

Haciendo uso de geometŕıa elemental podemos ver que

PQ

P ′Q′
=

AB

A′B′
,

y como PQ ≤ P ′Q′ se sigue que AB ≤ A′B′. �

2.3. Problema Restringido a Objetos Planos

Supongamos que el objeto considerado en el Problema 1 es un objeto plano. Es fácil

ver que la solución a este problema es trivial. Consideremos los siguientes casos.

(a) Supongamos que aff(K) no es paralela a H ′. Sea X ∈ H ′ ∩ aff(K). Dado

que la proyección de K sobre H ′ es un segmento, tenemos que el mı́nimo es

vol2(SX(K,H)) = 0.

(b) Supongamos que aff(K) es paralela a H ′. Sean X y Y puntos arbitrarios en H ′.

Tenemos que SX(K,H) y SY (K,H) son figuras homotéticas a K con la misma
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razón de homotecia; por tanto vol2(SX(K,H)) = vol2(SY (K,H)). De aqúı se

sigue que vol2(SX(K,H)) es constante ∀X ∈ H ′.

Sin embargo, podŕıa suceder que en nuestro problema real la ĺınea aff(K) ∩ H ′

esté fuera de nuestro alcance. Tal seŕıa el caso si tuviésemos un objeto plano sus-

pendido en una habitación y cuya posición está muy cerca de ser paralela al piso y

al techo, y de manera que la región donde se puede colocar el foco es una región muy

reducida del techo. Sabemos que para obtener la sombra mı́nima sobre el piso, el foco

debeŕıa ser colocado fuera de la habitación. De manera natural tenemos entonces una

restricción a una región del techo. Es por esto que formulamos el siguiente problema.

Problema 2. Sea R ⊂ H ′ una región conexa tal que R ∩ aff(K) = ∅. Determinar

él o los puntos X ∈ R para los cuales se obtiene un mı́nimo del área de SX(K,H),

restringidos a R.

Para resolver este problema necesitaremos probar antes los siguientes lemas.

Lema 2.3.1 Sean l1 y l2 dos rectas paralelas en el plano, [A,B] un segmento no par-

alelo a l1 suspendido entre ellas y sea P = aff(A,B) ∩ l1. Sean X, Y ∈ l1, dos puntos

distintos de P . Las rectas XA y XB intersectan a l2 en AX y BX , respectivamente,

y las rectas Y A y Y B intersectan a l2 en AY y BY , respectivamente. Si PX ≤ PY

entonces AXBX ≤ AYBY

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que la distancia de B a l1 es

menor que la distancia de A a l1. Tenemos que

BXBY

XY
=
BBY

Y B
,

AXAY

XY
=
AAY

Y A
.

Además,
AAY

Y A
≤ BBY

Y B
,

lo cual implica que

AXAY ≤ BXBY .
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Se sigue que

AXBX = AXAY + AYBX ≤ BXBY + AYBX = AYBY .

�

b
A

b B

b Y

b
AY

bPbX

b
BY

b
AX

b
BX

bc bc

l1

bc bc

l2
Figura 2.2

Observación 1. De lo anterior también tenemos que si [A,B] es paralelo a l1 entonces

la longitud de la proyección es constante para todos los puntos de l1.

Lema 2.3.2 Sean K un conjunto convexo de dimensión 2 suspendido entre los planos

H y H ′, y l′ = aff(K) ∩H ′. Sea l una ĺınea paralela a l′, entonces se cumple que el

área de SX(K,H) es constante para toda X ∈ l.

Demostración. Consideremos el conjunto C, el cual consiste de todas las cuerdas de

K paralelas a l′. Sea [A,B] ∈ C una cuerda arbitraria y sea π el plano a través de

[A,B] y l. Sabemos que π intersecta a H en una tercera recta paralela a [A,B] y a

l. Sean X, Y ∈ l dos puntos distintos. De acuerdo a la Observación 1 tenemos que la

longitud de SX([A,B], H) es igual a la longitud de SY ([A,B], H). Lo mismo sucede

para todas las cuerdas de K paralelas a l′, se sigue entonces que StL(SX(K,H)) =

StL(SY (K,H)), donde L ⊂ H es una ĺınea ortogonal a l′. Por la propiedad (b) de

la Simetrización de Steiner se sigue que vol2(SX(K,H)) = vol2(SY (K,H)), es decir,

vol2(SZ(K,H)) es constante para toda Z ∈ l. �
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b
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bc
H

bc

bc

bc

b
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b
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b

b

Sx(AB,H)

Figura 2.3

Con estos dos lemas podemos dar respuesta al Problema 2.

Teorema 2.3.1 Sean H y H ′ dos planos paralelos en R3, y sea K un conjunto convexo

2-dimensional contenido en el interior de la región acotada por H y H ′. Supongamos

que aff(K) no es paralela a H y denotemos por l′ la intersección de H ′ y aff(K).

Sea R ⊂ H una región cerrada conexa y l la ĺınea soporte de conv(R) paralela a l′,

la cual separa a R de l′. Entonces los puntos que minimizan el área de la sombra,

restringidos a R, están en l.

bc
H ′

bc b

bc

K
b

b
l′

b

b

bc
H

bc

bc

bc

l

b
X

R

SX(K,H)

Figura 2.4
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Demostración. Sean l1 y l2 dos rectas paralelas a l
′. Supongamos que la distancia de l2

a l′ es mayor que la distancia de l1 a l
′. Probaremos que si X1 ∈ l1 y X2 ∈ l2, entonces

vol2(SX1(K,H)) < vol2(SX2(K,H)). De esto se sigue la conclusión del teorema.

Sea Cxi
, i = 1, 2, el conjunto de cuerdas de SXi

(K,H) paralelas al segmento [X1, X2].

Sea [A,B] ⊂ K una cuerda paralela a [X1, X2]. Del Lema 2.3.1 tenemos que la

longitud de SX1([A,B], H) es menor que la longitud de SX2([A,B], H). Aśı, a cada

cuerda [A,B] ⊂ K le asociamos cuerdas SXi
([A,B], H) ∈ Cxi

tales que la longi-

tud de SX1([A,B], H) es menor que la longitud de SX2([A,B], H). De nuevo apli-

camos la transformación de Steiner con respecto a una recta L ⊂ H ortogonal

al segmento [X1, X2] y obtenemos que StL(SX1(K,H)) ⊂ StL(SX2(K,H)), lo que

implica que vol2(StL(SX1(K,H))) < vol2(StL(SX2(K,H))). De aqúı se sigue que

vol2(SX1(K,H)) < vol2(SX2(K,H)).

Finalmente, si nos restringimos a la región R tenemos que los puntos que generan la

sombra de menor área son los que están sobre la ĺınea l, soporte de conv(R), la cual

es paralela a l′ y la cual separa a R de l′. �

Observación 2. Como resultado del teorema anterior, podemos decir aún más. Los

puntos en R que maximizan el área de la sombra de K son aquéllos que están en la

ĺınea soporte a R paralela a l′, tal que R está contenida en la banda paralela acotada

por l y l′.

2.4. Solución del Problema para Elipsoides

Ya habiendo resuelto el problema para objetos planos, ahora seguimos a la solución

del problema para un cuerpo convexo muy conocido, el elipsoide.

Problema 1’. Dado el elipside E, contenido en la región delimitada por dos planos

paralelos H y H ′, encontrar los puntos X ∈ H ′ para los cuales se minimiza el área de
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SX(E,H).

Algunos de los resultados en el plano se pueden extender al espacio Euclideo tridi-

mensional. Con este fin tenemos la siguiente definición.

Definición 2.4.1 Definimos la Penumbra de K respecto al punto X, PX(K), como

la unión de los conjuntos de contacto de todas las ĺıneas soporte de K que pasan por

X .

Definiendo PX(K) de manera natural se extiende el Lema 2.2.1 a R3 como sigue.

Lema 2.4.1 Sea K ⊂ R3 un cuerpo convexo con frontera suave, si para algún X ∈
H ′, PX(K) está contenida en un plano paralelo a H ′, entonces el área de SX(K,H)

es mı́nima.

K

bc
H ′

bc b

bc

bc
H

bc

bc

bc

π1π

b
X b

Y

π2

SX(K,H)

SY (K,H)

Figura 2.5

Demostración. Supongamos que existe un puntoX ∈ H ′ tal que PX(K) está contenida

en un plano π paralelo a H ′. Sea π1 la región en el plano π que tiene como frontera

a PX(K). Sea Y ∈ H ′ un punto distinto de X . Las ĺıneas soporte de K a través Y

intersecta a π en una curva cerrada que encierra la región π2. Dada la convexidad deK

tenemos que π1 ⊆ π2. Por otro lado, π es un plano paralelo a H , entonces tenemos que

SY (K,H) es una figura homotética a π2, y SX(K,H) homotética a π1, ambas con la
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misma razón de homotecia. Entonces se sigue que vol2(SX(K,H)) < vol2(SY (K,H)).

�

Observación 3. El lema 2.4.1 nos proporciona una condición geométrica suficiente

para encontrar el mı́nimo valor para el área de la sombra. Sin embargo no siempre

podemos asegurar que para todo cuerpo K existe X ∈ H ′ que tenga asociada una

penumbra contenida en un plano paralelo a H ′.

De la simetŕıa que poseen los sólidos de revolución convexos con eje perpendicular a

H ′ no es dif́ıcil ver que poseen una penumbra plana y paralela a los planos cuando

X es elejido como la intersección de H ′ y el eje de simetŕıa. En particular la esfera

tiene una sombra de área mı́nima cuando se elije X como el punto de intersección del

plano H ′ con la ĺınea perpendicular a H ′ que pasa por el centro de la esfera.

Entonces la solucion al Problema 1′ viene dada en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1. Sean E ⊂ R
3 un elipsoide contenido en la región delimitada por los

planos H y H ′, T la transformación af́ın tal que T (E) = S
2, L la recta ortogonal a

T (H ′) que pasa por el centro de S2 y Z = T (H ′) ∩ L. Entonces tenemos que W =

T−1(Z) es el punto para el cual el área de SW (E,H) es mı́nima.

Demostración. Tenemos que Z es el punto en T (H ′) para el cual se minimiza el área

de la sombra de S2. La penumbra asociada a Z está contenida en un plano π paralelo a

T (H ′). Ahora bien, la penumbra asociada a T−1(Z) esta contenida en T−1(π). Como

resultado de la propiedad c) en la sección 1.2 tenemos que H ′ y T−1(π) también

son planos paralelos. El lema 2.4.1 implica que la sombra SW (E,H) alcanza su área

mı́nima en W = T−1(Z). �

Para ser precisos, dados H ′ y la transformación T−1 es posible calcular T−1(Z) de la

siguiente manera.

Sin pérdida de generalidad supongamos que E tiene su centro en el origen, entonces
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existe una matriz A tal que T (x) = Ax.

Supongamos que H ′ tiene la forma w0x
′ + w1y

′ + w2z
′ + w3 = 0; que

A−1 =




a0 b0 c0

a1 b1 c1

a2 b2 c2


 y que




x′

y′

z′


 = A−1




x

y

z




sustituimos (x′, y′, z′) por (x, y, z)

⇒ T (H ′) = (
∑2

i=0wiai)x+ (
∑2

i=0wibi)y + (
∑2

i=0wici)z + w3 = 0

El vector normal aH ′ que pasa por el centro de S2 esN = (
∑2

i=0wiai,
∑2

i=0wibi,
∑2

i=0wici)

⇒ ∃λ ∈ R+ tal que Z = λN ∈ H

⇒ λ = −w3 / [(
∑2

i=0wiai)
2 + (

∑2
i=0wibi)

2 + (
∑2

i=0wici)
2]

⇒ W = λ




a0
∑2

i=0wiai + b0
∑2

i=0wibi + c0
∑2

i=0wici

a1
∑2

i=0wiai + b1
∑2

i=0wibi + c1
∑2

i=0wici

a2
∑2

i=0wiai + b2
∑2

i=0wibi + c2
∑2

i=0wici
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2.5. Aproximación al Punto Óptimo

Es un tanto más complicado ofrecer una solución explicita al problema general. Debido

a ello, mediante el Teorema de John, acotaremos una región en el plano H ′ donde

están localizados los puntos que minimizan la sombra bajo la restricción de que el

cuerpo convexo K en cuestión sea centralmente simétrico.

Para lograr acotar la región de nuestro interés primero estudiaremos cuál es la natu-

raleza de la sombra que genera la esfera.

Sea S2 la esfera unitaria contenida en la región delimitada por los planos paralelos H

y H ′. Y sea Z la intersección de la ĺınea perpendicular a H ′ que pasa por el centro de

la esfera. Es fácil ver que para todo punto X ∈ H ′, la sombra SX(S
2, H) es la intersec-

ción de un cono circular con vértice en X y el plano H . Por otro lado, para el caso que

manejamos es bien sabido que dicha intersección es una elipse. Entonces, una pregunta

que nos interesa responder es: ¿cómo se comporta el área de la elipse SX(S
2, H) a me-

dida que X se aleja del punto Z? Para responder a esto antes probaremos lo siguiente.

bc
H ′

bc bc

bc

bc
H

bc bc

bc

bc
Z

bc
X

SX(S
2, H)

Figura 2.6

Lema 2.5.1. Sean H y H ′ planos paralelos tales que la esfera unitaria está contenida

en la región delimitada por ellos. Sean Z la intersección de la ĺınea perpendicular a
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H ′ que pasa por el centro de la esfera, y X un punto en H ′. Entonces la longitud del

eje mayor de SX(S
2, H) se puede calcular como K1

√
ZX

2 −K2, donde K1, K2 son

dos números reales fijos.

Demostración. Sea Ht el plano paralelo a H y tangente a S2 tal que la esfera está con-

tenida en la región entre H ′ y Ht. Denotamos por A,B a los extremos del eje mayor de

la elipse SX(S
2, Ht). El área del triángulo △AXB se puede calcular de las siguientes

dos maneras,

|△AXB| = AB · h
2

=
(AB + d)

2

donde h es la distancia entre H ′ y Ht, y d es la longitud de la tangente a S
2 desde X

=⇒ AB =
2d

h− 2

Además tenemos que d =

√
ZX

2
+ (h− 1)2 − 1

=⇒ AB =
2

√
ZX

2
+ (h− 1)2 − 1

h− 2

Dado que Ht y H son planos paralelos tenemos que SX(S
2, Ht) y SX(S

2, H) son

homotéticas en alguna razón r. Entonces el eje mayor de SX(S
2, H) se calcula como

2r

√
ZX

2
+ (h− 1)2 − 1

h− 2
. �
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b
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Figura 2.7

Con el último resultado podemos dar respuesta a la pregunta planteada al inicio en

el siguiente lema.

Lema 2.5.2. Sean H y H ′ planos paralelos tales que la región delimitada por ellos

contiene a S2, Z la intersección de la ĺınea perpendicular a H ′ que pasa por el centro

de la esfera, X un punto en H ′ y s = d(Z,X) . Entonces el área de SX(S
2, H) depende

continuamente de s. Más aún, el área de SX(S
2, H) crece a medida que s lo hace.

Demostración. Sea Ht un plano paralelo a H y tangente a S2 en Z ′. Ht cumple que S2

está contenida entre los planos H ′ y Ht. Sea X ∈ H ′ un punto arbitrario. Denotamos

por l a la ĺınea que pasa por X y Z. Consideremos a las dos ĺıneas tangentes a S2 que

pasan por X y que están contenidas en el plano que definen los segmentos [Z,Z ′] y

[Z,X ]. Supongamos que una ĺınea tangente intersecta a la esfera en A y al plano Ht

en C y la otra intersecta a la esfera en B y al plano Ht en D. Claramente [C,D] es el

eje mayor de SX(S
2, Ht). Es posible calcular el área de SX(S

2, Ht) en función de AC

y BD de la siguiente manera.
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El plano definido por los segmentos [Z,Z ′] y [Z,X ] intersecta a la esfera en un ćırculo

máximo. Es fácil ver que los segmentos [C,A] y [C,Z ′] son tangentes al ćırculo. Lo que

implica que CA = CZ ′. Análogamente DB = DZ ′. Entonces, CD = AC + BD. Por

otro lado es conocido que los semiejes de la elipse están relacionados como a2+c2 = b2,

donde a es el semieje menor, b el semiejes mayor y c es la distancia del centro a uno de

los focos. Se puede demostrar que uno de los focos de SX(S
2, Ht) es Z

′ [2]. Entonces

tenemos que

c = 1
2
(AC +BD)− BD = 1

2
(AC − BD)

b = 1
2
(AC +BD)

⇒ a =
√
AC · BD.

Se sigue que vol2(SX(S
2, Ht)) =

π
2
(AC +BD)

√
AC · BD.

Dado que H y Ht son paralelos, SX(S
2, Ht) y SX(S

2, H) son homotéticas con alguna

razón de homotecia r, entonces

vol2(SX(S
2, H)) = r2π

2
(AC +BD)

√
AC ·BD.

Consideremos los dos planos soportes a S2 que pasan por l. Los planos intersectan a

Ht en un par de ĺıneas paralelas l1 y l2. De la simetŕıa tenemos que la distancia entre

dichas ĺıneas paralelas es constante para toda ĺınea l ∈ H ′ que pase por Z. Además,
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para todo punto X ∈ l, se cumple que el semieje menor de SX(S
2, Ht) es igual a la

distancia entre estas dos ĺıneas paralelas. De tal modo que
√
AC · BD es constante.

b

bc bc

bcbc
H ′

b
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bc

bcbc

Ht

bc

b b
l

b

b

b

b

l2

l1

b
X

b

b

b

b

Figura 2.9

De aqúı, la ecuación que calcula el área de SX(S
2, H) unicamente depende de (AC +

BD) es decir, sólo depende de la longitud del eje mayor. Del lema 2.5.1 se sigue que

el área de SX(S
2, H) depende continuamente de s y crece a medida que s lo hace. �

Recordemos el planteamiento del problema:

Dado un cuerpo convexo K, contenido en la región delimitada por los planos paralelos

H y H ′, encontrar los puntos X ∈ H ′ para los cuales se minimiza el área de SX(K,H).

Con el auxilio de los dos lemas anteriores tenemos la posibilidad de acotar la región en

H ′ donde están contenidos los puntos de nuestro interés. Haciendo uso del Teorema

de John obtenemos un panorama general como siguiente.

Dado un cuerpo K ⊂ R3 existe el elipsoide JK tal que JK ⊆ K ⊆ c + ρ(JK − c),

ρ ∈ [1, 3]. Sin perdida de generalidad supongamos que JK está centrado en el origen. Si

a lo planteado en el problema aplicamos la transformación af́ın T tal que T (JK) = S2,
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de las propiedades de transformaciones afines tenemos las siguientes afirmaciones,

(i) S
2 ⊆ T (K) ⊆ T (c) + ρ(S2 − T (c)) (Propiedad a)).

(ii) S2, T (K) y T (c) + ρ(S2 − T (c)) son conjuntos contenidos en la región delimitada

por los planos T (H) y T (H ′) (Propiedad a), b) y c)).

(iii) Si A es la matriz asociada a T, entonces el área de SX(T (K), T (H ′)) es igual al

área de SX(K,H
′) multiplicada por det(A) (Propiedad f)).

(iv) SX(S
2, T (H ′) ⊆ SX(T (K), T (H ′) ⊆ SX(T (c) + ρ(S2 − T (c)), T (H ′) (Propiedad

a) y d)).

b
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bc bc
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bc bc
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bc bc
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bcbc
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T (H)
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SX (S2, T (H′))

SX (T (K), T (H′))

SX (ρT (JK), T (H′))

Figura 2.10

Para la aproximación definiremos algunos parámetros.

Definición 2.5.1. Definimos a h como la distancia entre los planos paralelos T (H)

y T (H ′), y a hs como la distancia de T (H ′) a ρT (JK).
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Definición 2.5.2. Sea K ⊂ R3 un cuerpo convexo, si T es la transformación af́ın tal

que T (JK) = S2 y Z es la intersección de la ĺınea que pasa por el centro de T (JK)

y perpendicualar a T (H ′), definimos C[r] como el ćırculo contenido en T (H ′) con

centro en Z y radio r.

Aśı podemos enunciar el teorema aproximación para cuerpos convexos centralmente

simétricos como sigue.

Teorema 2.5.3. Sea K ⊂ R3 un cuerpo convexo centralmente simétrico, contenido

en la región delimitada por los planos paralelos H y H ′, ρ ∈ [1,
√
3] el número mı́nimo

tomado de tal forma que JK ⊆ K ⊆ ρJK y T la transformación af́ın tal que T (JK)

= S
2, entonces los puntos que minimizan el área de SX(K,H

′) pertenecen a la región

T−1(C
[

(ρh)2

hs

]
).

Demostración. Sea X ∈ H ′, y sea A la matriz asociada a la transformación af́ın

T . Tenemos que vol2(SX(T (K), T (H ′))) = det(A)vol2(SX(K,H
′)). Entonces basta

probar que todos los puntos que minimizan vol2(SX(T (K), T (H ′))) están en C
[

(ρh)2

hs

]
.

Sea Z ∈ T (H ′) el punto tal que [Z,O] es perpendicular a T (H ′). Del lema 2.5.1 ten-

emos que vol2(SX(T (JK), T (H
′))) es una función continua y creciente de s = d(Z,X).

Entonces existe X0 suficientemente alejado de Z tal que

vol2(SX0(T (JK), T (H
′))) = vol2(SZ(ρT (JK), T (H

′))).

Además ∀X ∈ T (H ′) tal que d(Z,X) ≤ d(Z,X0) se tiene que

vol2(SX(T (JK), T (H
′))) ≤ vol2(SX0(T (JK), T (H

′))).

Se verifica que

SX(T (JK), T (H
′)) ⊂ SX(T (K), T (H ′) ∀X ∈ T (H ′).
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Lo cual implica que

vol2(SX0(T (K), T (H ′))) ≥ vol2(SZ(ρT (JK), T (H
′))).

Entonces tenemos que todos los puntos que minimizan a vol2(SX(T (K), T (H ′)) pertenecen

a C[d(Z,X0)].

Con geometŕıa elemental se pueden calcular las áreas de las sombras SX(T (JK), T (H
′))

y SZ(ρT (JK), T (H
′)) en función de s, h y hs.

vol2(SZ(ρT (JK), T (H
′))) =

(ρh)2π

hs
2 + 2ρhs

vol2(SX(T (JK), T (H
′))) =

h2π

(hs + ρ+ 1)(h− 2)

√
s2 + h2 − 2h

(hs + ρ)2 − 1

Si X = X0 entonces vol2(SZ(ρT (JK), T (H
′))) = vol2(SX(T (JK), T (H

′))) lo cual im-

plica que

s =

√
((hs + ρ)2 − 1)

(
ρ(hs + ρ+ 1)(h− 2)

h2s + 2ρhs

)2

+ 2h− h2.

La distancia s está acotada superiormente por (ρh)2

hs
. Por tanto todos los puntos que

minimizan el área de SX(T (K), T (H ′)) están en C
[

(ρh)2

hs

]
. Aśı los puntos que mini-

mizan a vol2(SX(K,H
′)) pertenecen a la región T−1(C

[
(ρh)2

hs

]
). �

Observación 4. A simple vista el resultado anterior pudiera extenderse de manera

sencilla al caso no centralmente simétrico sin embargo, hay que notar que en dicho

caso las elipsoides que se mencionan en el Teorema de John no son necesariamente

concéntricas. De ah́ı que no se puede reproducir la prueba de manera directa.

Cabe mencionar que en una aplicación la distancia hs puede ser muy grande o que
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en general todas las distancias lo sean, tal es el caso de una aplicación donde se

involucran distancias entre objetos en el espacio exterior, en tal caso h
hs

∼ 1 entonces

dicha cota se pude conciderar como ρh.
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Caṕıtulo 3

Algunos Mı́nimos Geométricos

Para concluir dejaremos un poco el problema de optimización de sombras para ocu-

parnos de otros problemas de optimización. En este caṕıtulo formulamos problemas

relacionados a la optimización del peŕımetro o volumen de la envolvete convexa de

un punto y un cuerpo convexo bajo ciertas restricciones, aśı mismo vemos la estrecha

relación que tienen con la elipse, la construcción del jardinero y el cuerpo de ilumi-

nación con la optimización.

3.1. Optimizaciones sobre la Envolvente Convexa

Un problema clásico de optimización es el siguiente:

Dada una recta L en el plano y dos puntos P1, P2 en el mismo semiplano definido por
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L, encontrar el punto P ∈ L tal que la suma de distancias PP1 + PP2 sea mı́nima

La solución a este problema viene dada de la siguiente manera. Denotemos por P ∗
2 al

punto reflejado de P2 respecto a L, para todo Q ∈ L se cumple que,

QP2 = QP ∗
2 ,

entonces

QP1 +QP2 = QP1 +QP ∗
2 ,

consideremos al punto P = L ∩ P1P
∗
2 , de la desigualdad del triángulo tenemos que

QP1 +QP ∗
2 ≥ PP1 + PP ∗

2

aśı obtenemos que

QP1 +QP2 = QP1 +QP ∗
2 ≥ PP1 + PP ∗

2 = PP1 + PP2

De donde podemos observar que por ser P ∗
2 el reflejado de P2, el punto P que minimiza

la suma de distancias va a cumplir que el ángulo entre PP1 y L es el mismo que el

que se tiene entre PP2 y L.

bc
L

bc

α

b

P1

b

P2

b

P ∗
2

α
bc

P
b

Q α

Figura 3.1
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El problema anterior es equivalente a tener una ĺınea L fija, un segmento con vértices

P1, P2 contenido en uno de los semiplanos definidos por L y preguntarnos por el punto

P ∈ L tal que el peŕımetro de conv(P1P2 ∪ P ) sea mı́nimo. La solución es inmediata.

Un problema más general es: Dado un cuerpo convexo K en el plano y una ĺınea L

fija que no intersecta a K, encontrar caracteŕısticas geométricas o anaĺıticas de los

puntos P ∈ L que cumplan que el peŕımetro de conv(K ∪ P ) sea mı́nimo.

Un primer intento de solución es considerar la reflexión K∗ deK respecto a L, aqúı ob-

servamos que las dos ĺıneas soporte comunes a ambos cuerpos que dejan a K y K∗

en distintos semiplanos se intersectan en un punto P ∈ L, aśı tenemos que las dos

ĺıneas soporte a K que pasan por P forman un mismo ángulo α con L. A partir de

lo enterior no es posible asegurar que P es el punto que minimiza.

b

K

bc bc

K∗b

αbc
P

b

b

α

Figura 3.2

Si agregamos la condición de suavidad en la frontera de K podemos decir que en

efecto, P minimiza el peŕımetro de la envolvente convexa y lo establecemos en el

siguiente lema.

Lema 3.1.1. Sea K ⊂ R2 un cuerpo convexo con frontera suave y L una ĺınea recta
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que no intersecta a K. Sea X ∈ L y Y, Z ∈ bdK tal que XY y XZ son ĺıneas soporte

de K, ψ,ϕ los ángulos que forma L con los segmentos Y X y XZ respectivamente y

P = ‖Y X‖+ ‖Ŷ Z‖+ ‖XZ‖. Entonces el mı́nimo de P se alcanza si ψ = ϕ.

Demostración. Consideremos a la longitud P como una función de t, i.e., P = P (t),

siguiendo el método convencional de cálculo diferencial calcularemos la derivada de

P respecto a t e igualaremos a cero, aśı encontramos una condición necesaria para el

extremo de P (t).

bc

ψ
bc

L

K

ϕ
b

X(t)

b
Z(t)

b

Y (t)

t

Figura 3.3

Es fácil ver que

d

dt
(Ŷ Z) =

∥∥∥∥
dZ(t)

dt

∥∥∥∥−
∥∥∥∥
dY (t)

dt

∥∥∥∥

Además si X(t) = (x1(t), x2(t)), Y (t) = (y1(t), y2(t)) entonces

d

dt
(‖XY ‖) = d

dt
(
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2) =

1

‖Y X‖ [(y1 − x1)(y
′
1 − x′1) + (y2 − x2)(y

′
2 − x′2)] =

1

‖Y X‖ [〈
~Y − ~X, ~Y ′〉 − 〈~Y − ~X, ~X ′〉] =
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〈
~Y − ~X

‖Y X‖ ,
~Y ′

〉
−
〈
~Y − ~X

‖Y X‖ ,
~X ′

〉
=

∥∥∥∥
dY (t)

dt

∥∥∥∥−
∥∥∥∥
dX(t)

dt

∥∥∥∥Cosϕ

Análogamente
d

dt
(‖XZ‖) =

∥∥∥∥
dX(t)

dt

∥∥∥∥Cosψ −
∥∥∥∥
dZ(t)

dt

∥∥∥∥

Entonces

dP (t)

dt
=

∥∥∥∥
dX(t)

dt

∥∥∥∥ (Cosψ − Cosϕ)

La condición es dP (t)
dt

= 0, aśı se debe cumplir que Cosψ = Cosϕ. Dado que ψ + ϕ ≤
180o entonces la condición necesaria para el extremo de P es ψ = ϕ, vemos que éste

no es un máximo ya que podemos tomar a X(t) como cualquier punto sobre L y

aśı P (t) hacerlo arbitrariamente grande. Luego ψ = ϕ es una condición necesaria

para el mı́nimo de P . �

Otra manera de localizar al punto P ∈ L para el caso en que K es un segmento con

vértices P1, P2 es la siguiente:

Dado un número real t fijo, la elipse con focos P1, P2 y parámetro t la definimos como

el conjunto E(P1, P2, t) = {X ∈ R2 : XP1 +XP2 = t}. Consideremos a t0, el mı́nimo

número real tal que:

(i) L ∩ int(E(P1, P2, t)) = ∅ para todo t < t0.

(ii) L ∩ int(E(P1, P2, t)) 6= ∅ para todo t > t0.

Aśı para minimizar la suma PP1+PP2, tomamos P = E(P1, P2, t0)∩L, de la estricta

convexidad de la elipse vemos que el punto P es único.

Para el caso general hemos visto que se puede localizar dicho punto mediante la

reflexión de K respecto a L, pero también es posible hacerlo con la construcción del
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jardinero CJ(K, t = t0), donde al igual que en el caso anterior, t0 es el mı́nimo número

real tal que:

(i) L ∩ int(CJ(K, t)) = ∅ para todo t < t0.

(ii) L ∩ int(CJ(K, t)) 6= ∅ para todo t > t0.

De donde concluimos que el peŕımetro de conv(K∪P ) es mı́nimo si P = L∩CJ(K, t0).

K

bc
L

bcbc
P

CJ(K, t0)

bcbc
L

b
P1

b
P1

bc
P

E(P1, P2, t0)

b

b

α α

Figura 3.4

Entonces ahora resulta natural señalar que si K tiene frontera suave la curva que

se obtiene mediante la construcción del jardinero es una mesa de billar ya que si

una trayectoria golpea la frontera entonces su ángulo de incidencia y reflexión son el

mismo, además, de la forma en que se obtiene la contrucción, bdK es una cáustica.

Notemos que para la demostración del lema 3.1.1 no fue necesario que L fuese una

recta, es decir, podemos substituir a L por una curva γ suave y preguntarnos por la

caracterización de los puntos X ∈ γ que minimicen el peŕımetro de conv(X ∪ K),

siguiendo la demostración del lema 3.1.1 se prueba que la condición necesaria es

ψ = ϕ, donde ahora ψ, ϕ son los ángulos que forma la tangente a γ en X con los

segmentos XY,XZ respectivamente.
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ϕ

K

ψ

b

X(t)

γ

b
Z(t)

b
Y (t)

Figura 3.5

Habiendo ya resuelto el problema de minimizar el peŕımetro podemos ahora formu-

larnos el siguiente problema: Dados en el plano un cuerpo convexo K y una recta L

que no intersecta a K, encuentra o caracteriza los puntos X ∈ L tal que el área de

conv(X ∪K) sea mı́nima. Para esto necesitamos demostrar el siguiente lema.

Lema 3.1.2. Sea K ⊂ R2 un cuerpo convexo, L una ĺınea recta que no intersecta

a K. Consideremos los puntos Z,Z ′ ∈ L y a las ĺıneas l1, l2 (l′1, l
′
2) soporte a K a

través del punto Z (Z ′). Denotamos por X, Y (X ′, Y ′) a los puntos de contacto más

cercanos a Z (Z ′) tal que X ∈ l1 y Y ∈ l2 (X ′ ∈ l′1 y Y ′ ∈ l′2). Supongamos que XY

es un segmento paralelo a L. Entonces vol2(conv(Z ∪K)) ≤ vol2(conv(Z
′ ∪K)), con

la igualdad si y sólo si X ′ = X y Y ′ = Y .

Demostración. Consideremos los segmentos Z ′X y Z ′Y y denotemos por t a la diferen-

cia vol2(conv(Z ∪K))−vol2(∆ZXY ). Vemos que Z ′X,Z ′Y ⊂ conv(Z ′∪K) entonces

vol2(conv(Z
′ ∪ K)) ≥ t + vol2(∆Z

′XY ), ahora bien, dado que el segmento XY es

paralelo a L tenemos que vol2(∆Z
′XY ) = vol2(∆ZXY ) entonces

vol2(conv(Z
′ ∪K)) ≥ t+ vol2(∆Z

′XY ) = t+ vol2(∆ZXY ) = vol2(conv(Z ∪K))

Los segmentos Z ′X y Z ′Y no necesariamente intersectan al interior de conv(Z ′ ∪K),

de aqúı observamos que vol2(conv(Z ∪K)) = vol2(conv(Z
′ ∪K)) si y sólo si Z ′X y
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Z ′Y son ĺıneas soporte, es decir, vol2(conv(Z ∪K)) = vol2(conv(Z
′ ∪K)) si y sólo si

X ′ = X y Y = Y ′.

bc bcL

K

bZ

bX
b

Y

bZ
′

b
X ′

b Y ′
t

Figura 3.6

Observación 1. La demostración anterior nos lleva a la solución del problema, ya

que también nos dice que el área mı́nima se alcanza cuando los puntos de contacto

X, Y pertenecen a una ĺınea paralela a L.

Del plano directamente podemos obtener una condición suficiente para el problema

tridimensional.

Teorema 3.1.3. Sea K ⊂ R
3 un cuerpo estrictamente convexo y H un plano que no

intersecta a K, dadoX ∈ H entonces si la penumbra de K respecto a X está contenida

en un plano paralelo a H, entonces el volumen de conv(X ∪K) es mı́nimo.

Demostración. Se sigue de la misma forma que en el lema 3.1.2.

La condición para alcanzar el volumen mı́nimo de conv(X ∪K) es suficiente más no

necesaria, tal como sucede con la condición del Lema 2.4.1. También es importante

mencionar que se puede demostrar que los puntos que minimizan el área de SX(K,H)

en todos los casos descritos en el caṕıtulo anterior también minimizan el volumen de

conv(X∪K), incluso la aproximación del Teorema 2.5.3 aplica directamente, es decir,

dado K ⊂ R3 un cuerpo convexo y H un plano que no intersecta a K, se cumple que
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todos los puntos X ∈ H que minimizan el volumen de conv(X ∪K) están contenidos

en la región T−1(C
[

(ρh)2

hs

]
).

3.2. Cuerpo de Iluminación y Volumen Mı́nimo

En esta sección veremos que el cuerpo de iluminación definido en el caṕıtulo I está in-

timamente ligado a la optimización del volumen de la envolvente convexa.

Sea K ∈ Rn un cuerpo convexo y H un hiperplano que no intersecta a K, entonces

consideramos a δ0 como el mı́nimo número real tal que:

(i) H ∩ int(Kδ) = ∅ para todo δ < δ0

(ii) H ∩ int(Kδ) 6= ∅ para todo δ > δ0

Claramente H es hiperplano soporte de Kδ0 .

Restringiendose al plano, consideramos a K un cuerpo convexo y L una ĺınea que no

intersecta a K, como L es ĺınea soporte a Kδ0 tenemos que si Z está en el conjunto

de contacto entre L y Kδ0 entonces vol2(conv(Z,K))− vol2(K) = δ0, del lema 3.1.2

concluimos lo siguiente.

(i) Si Z ∈ L∩Kδ0 entonces vol2(K)+ δ0 es el valor mı́nimo de vol2(conv(X,K)) para

todo X ∈ L.

(ii) Si Z ∈ L ∩Kδ0 y l1, l2 son las ĺıneas soporte a K a través de Z. Denotamos por

X1, X2 a los puntos de contacto más cercanos a Z tal que X1 ∈ l1 y X2 ∈ l2. Entonces

X1X2 es un segmento paralelo a L.

Lo que nos lleva a enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Sea K un cuerpo convexo en el plano, δ0 ∈ R+ y L una ĺınea soporte

de Kδ0 en Z. Denotamos por l1, l2 a las ĺıneas soporte a K a través de Z. Entonces
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exiten dos puntos X1 ∈ l1 ∩K, X2 ∈ l2 ∩K tal que X1X2 es un segmento paralelo a

L.

L

Z

K

δ0

Kδ0

b

b

b

Figura 3.7

Enseguida veremos una aplicación del Teorema anterior, donde presentamos una car-

acterización para la elipse.

Teorema 3.2.2. Sea K ⊂ R2 un cuerpo convexo con frontera regular i.e., todos los

puntos de la frontera son regulares, tal que para todo δ > 0 se cumple que Kδ es

homotético a K con respecto a un punto X ∈ intK. Entonces K es una elipse.

Demostración. Sin perdida de generalidad supongamos que X = O.

Afirmación (*). K es centralmente simétrico con centro de simetŕıa en O.

Sea u ∈ S1 una dirección dada y sea AB una cuerda de K paralela a u. Supongamos

que las ĺıneas soporte de K en los puntos A y B se intersectan en P . Dado que

P ∈ bdKδ para alguna δ ∈ R+, por el Teorema 3.2.1 tenemos que la ĺınea soporte de

Kδ por P es paralela a AB.
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K
b
O

Kδ

u

b
A

b B

bc

bc

b

Pbc

bc

b
Q

Figura 3.7

Sea Q el punto donde el rayo
−→
OP intersecta a bdK. Dado queK yKδ son homotéticos

con centro de homotécia en O, tenemos que la ĺınea soporte de K a atraveś de Q es

paralela a AB. Ahora, sea CD la cuerda de K con longitud máxima en la dirección u.

Como fue demostrado por Hammer en [8], sabemos que existen ĺıneas soporte de K,

paralelas, a través de C y D. Sea v ∈ S1 una dirección paralela a estas ĺıneas soporte

y ∞(v) el punto al infinito en la dirección v.

Sea {ln} una suceción de cuerdas paralelas a AB, las cuales convergen a CD y están

contenidas en el semiplano superior delimitado por CD. Dado n ∈ N, sea Pn el punto

donde las ĺıneas soporte de K por los extremos de ln se intersectan. Por un lado

sabemos que ∀n los puntos O, Q y Pn están alineados; por otro lado tenemos que

Pn → ∞(v) cuando n→ ∞. Se sigue que el rayo
−→
OQ es paralelo a v. Ahora, sea T el

punto donde la otra ĺınea soporte a K paralela a u intersecta a bdK. Análogamente,

podemos demostrar que
−→
OT es paralelo a v. Obtenemos que Q, O y T son colineales;

como por los puntos Q y T existen ĺıneas soporte paralelas, tenemos que QT es un

diámetro af́ın de K el cual pasa por O. Como u es una dirección arbitraria, tenemos
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que todos los diámetros afines de K concurren en O. Hammer en [7] demuestra que

bajo estas hipótesis tenemos que K es centralmente simétrico con centro de simetŕıa

en O.

Afirmación (**). Sea K ⊂ R2 un cuerpo convexo con frontera suave, L un ĺınea que

intersecta intK con la siguiente propiedad: para cualquier punto p ∈ {L\K}, la ĺınea

que une los dos puntos de contacto ap, bp de las tangentes de K trazadas por p es

paralela a una dirección fija u e intersecta a L en xp. Entonces la razón apxp : bpxp es

constante para todo p ∈ L.

Tenemos que para todo punto p ∈ L, la cuerda apbp tiene una dirección constante.

Aplicamos una transformación af́ın T en el plano tal que L y apbp sean ortogo-

nales. Supongamos que L′ = T (L) coincide con el eje x, y definamos a′p = T (ap),

y b′p = T (bp). Sean γ1, γ2 las dos curvas en las cuales bdT (K) es dividido por L′,

tal que γ1 y γ2 están contenidas en el semiplano superior e inferior acotado por L′.

Si {c, d} = L′ ∩ bdT (K) podemos suponer que γ1 y γ2 coinciden con las funciones

diferenciables f y g en el intervalo [c, d], esto es posible ya que T (K) también es

un cuerpo convexo suave. Debido a que tangencialidad y concurrencia se preservan

bajo transformaciones afines tenemos que las ĺıneas tangentes en a′p = (x0, f(x0)) y

b′p = (x0, g(x0)) concurren en el punto T (p) sobre L′. Con un cálculo sencillo obten-

emos que

f ′(x0)

f(x0)
=
g′(x0)

g(x0)
.

De aqúı se sigue que f ′(x0) · g(x0)− g′(x0) · f(x0) = 0, dado que g(x0) 6= 0

f ′(x0) · g(x0)− g′(x0) · f(x0)
[g(x0)]2

= 0

Entonces
d

dx

(
f(x0)

g(x0)

)
= 0
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Denotamos x′p = T (xp), del hecho de que las transformaciones afines preservan razones

de longitud de segmentos tenemos que apxp

bpxp
=

a′px
′

p

b′px
′

p
= f(x0)

g(x0)
= k, para algun k ∈ R.

Consideremos una dirección arbitraria u ∈ S1. Sean l1, l2 las dos ĺıneas soporte de K

en dirección u y sean {S} = l1 ∩ bdK y {T} = l2 ∩ bdK.

Por la Afirmación (*), tenemos que dada una cuerda paralela a la dirección u, las

ĺıneas soporte en los extremos de ésta cuerda se intersectan sobre la ĺınea ST . Por la

Afirmación (**) tenemos que toda cuerda paralela a u se divide por el segmento ST

en una razón constante. Como ST pasa por O, concluimos que la razón es 1 : 1.

Hemos probado que dada una dirección u ∈ S1, los puntos medios de las cuerdas

paralelas a u están alineados. Por el Teorema de Brunn [3] concluimos que K es una

elipse. �
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Conclusión

Durante la presente tesis, hemos visto que mediante problemas análogos o laterales

podemos resolver un problema que en principio puede ser complicado. Con la solución

de estos problemas tenemos toda una construcción de resultados hilados de tal manera

que damos pie a que siguiendo este mismo orden de ideas se pueda plantear más

preguntas que tendran respuesta en trabajos futuros.

Como hemos visto en el segundo caṕıtulo recopilamos todos los resultados directa-

mente ligados al problema central de nuestra tesis, desde la solución plana hasta el

teorema que nos acota la región donde se encuentran todos los puntos que proyectan

la sombra de área mı́nima. En el tercer caṕıtulo revisamos una serie de resultados que

si bien tratan la optimización, a primera vista no tienen una relación con minimizar

sombras conforme avanzamos nos damos cuenta que están intimamente ligados.

La relación entre el segundo y tercer caṕıtulo comienza a clarificarse proponiendo el

siguiente problema. Encontrar condiciones geométricas o anaĺıticas de los puntos X ∈
H tal que conv(X,K) tenga superficie mı́nima. Este problema nos lleva a analizar una

variante del cuerpo de flotación. Dado un cuerpo convexo K ∈ R3 y t ∈ R+, considerar
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el conjunto de puntos X tal que la superficie conv(X,K) sea t. De aqúı mismo se

sigue que es posible analizar construcciones análogas al cuerpo de iluminación y sus

problemas de optimización correspondientes.

Por otro lado, del estudio de las diversas variantes surge la siguiente conjetura: Los

puntos que minimizan el área de la sombra y el volumen de la envolvente convexa son

los mismos. De lo anterior vemos que el cuerpo de iluminación cobra importancia,

debido a que si la conjetura resulta ser cierta, entonces tendremos lo siguiente.

Dado un cuerpo convexo K ∈ R3 contenido en la región delimitada por los planos

paralelos H y H ′; consideremos a δ0 el menor número real positivo tal que H ′ es plano

soporte de Kδ0 . Si X ∈ Kδ0 ∩H ′ entonces SX(K,H) es de área mı́nima.
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