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Resumen

Muchos problemas cientificos modernos implican resultados complejos, objetos de dimension
infinita como las curvas y ciertas distribuciones. Con frecuencia la metodologia estadistica
no es satisfactoria para la inferencia en este tipo de problemas. La investigacion reciente en
los métodos no paramétricos bayesianos se centra en la ampliacion de los modelos existentes

para dar cabida a las inferencias simultaneas para multiples distribuciones dependientes.

Este trabajo de tesis se centra en el problema de la estimaciéon de la densidad de datos
tanto univariados como multivariados utilizando un modelo de mezcla infinita y contable
de distribuciones gaussianas. Este modelo de mezcla infinita se desarrolla en el contexto
de los metodos bayesianos no paramétricos de aprendizaje no supervisado. Dichos métodos
no requieren en general llevar a cabo el proceso de seleccion de modelo (determinacion del
namero de componentes de la mezcla) lo que los hace atractivos en algunas aplicaciones
practicas, ya que una parte fundamental es evitar el dificil problema de encontrar el niimero
correcto de componentes. La inferencia de este nimero de componentes se hace de manera
implicita usando cadenas de Markov y el muestreo Gibbs . En este trabajo se hace una
revision general de los métodos de estimacion de mezcla infinita que utilizan una proceso

de Dirichlet como modelo generativo a priori.
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Capitulo 1

Introduccion

Los métodos paramétricos son procedimientos de inferencia estadistica, en los que se
asume que los datos disponibles son generados a partir de una distribucién de probabili-
dad que pertenecen a una familia de distribuciones especifica. La utilidad de los métodos
paramétricos se basa en su sencillez, y una serie de supuestos razonables sobre las familias
paramétricas implicadas, definiendo distribuciones a priori y/o obteniendo distribuciones
a posteriori que son relativamente sencillas, incluso para modelos complicados y muy es-
tructurados. Por otro lado, los métodos no paramétricos evitan suposiciones acerca de la
distribuciéon de probabilidad que genera los datos, para establecer métodos que pueden uti-
lizarse en entornos donde los supuestos regulares paramétricos no funcionan. Aunque se
aplique de manera mas general, los modelos no paramétricos pueden requerir técnicas atin

en el caso de modelos simples.

En la estadistica bayesiana, los modelos no paramétricos se construyen estableciendo
distribuciones a priori a partir de familias de distribuciones de probabilidad. Por lo tanto el
término modelo bayesiano no paramétrico realmente es un nombre inapropiado. Los modelos
bayesianos no paramétricos contienen un niimero infinito de parametros. Raiffa and Schlaifer
[1961] y Ferguson [1973] en su trabajo sobre modelos bayesianos no paramétricos, menciona
algunas caracteristicas que debe tenerse en cuenta al construir los priors en espacios de

distribuciones que se utilizan en el contexto no paramétrico:

= La clase debe ser analiticamente tratable, por lo tanto la distribucién a posteriori

debe ser facil de calcular, ya se analiticamente o por medio de la simulacion.
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= La clase debe tener un soporte suficientemente grande, es decir el conjunto de datos

no debe ser pequeno.

= La definicion de los hiperparametros a priori deben ser facil de interpretar.

Aunque no siempre es posible satisfacer por completo todos los requisitos, se menciond
anteriormente que en esta tesis se hara incapie en la importancia de estas caracteristicas
cuando se presenten los modelos de mezclas finitas e infinitas, que son el punto central
de este trabajo. Estos modelos han sido desarrollados en los tiltimos anos en una serie de
trabajos seminales. Una de los mayores ventajas de la metodologia bayesiana es que no esta
sujeta al problema del sobreajuste, por lo tanto la tarea dificil, es hacer que la complejidad
del modelo se desvanezca. Los métodos bayesianos no paramétricos ofrecieron sus primeros
frutos y se popularizaron en el area de las ciencias de la computacién cuando los trabajos
de Neal [1996] (enfocados a redes neuronales) condujeron al desarrollo de los procesos gau-
ssianos Williams and Rasmussen [1996]. En esta tesis se presenta la implementacion de un
modelo de mezclas tanto finita como infinita utilizando hiperparametros que esta basado en
una cadena de Markov Monte Carlo. Modelos similares son conocidos en estadistica como
el proceso de Dirichlet (Ferguson [1973], Ferguson [1974]; Blackwell and MacQueen [1973];
Sethuraman [1994]; Antoniak [1974]).

El objetivo es encontrar los parametros de la mezcla de gaussianas que para el caso
parametrico, se reduce en optimizar una funcion logaritmo de verosimilitud como puede

verse en el apéndice B.

Esta tesis se centra en los modelos de mezclas pertenecientes a las técnicas no para-
metricas que modelan la densidad de probabilidad asociada a un conjunto de datos como
una superposicion lineal de funciones denominados niicleos. A los modelos de mezclas que
emplean como funciones ntucleo funciones normales o gaussianas, se les conoce habitual-
mente como modelos de mezclas de gaussianas. Los modelos de mezclas de gaussianas que
estudiaremos son el modelo de mezcla finita e infinita de gaussianas, donde estudiaremos
que a partir del modelo de mezclas finita de gaussianas deduciremos el modelo de mezcla
infinita de gaussianas, es por eso que es muy importante desarrollar el caso finito ya que de
alli se deriva el modelo como el caso limite es decir al hacer que el nimero de componentes

tienda al infinito, y convierte el modelo de mezcla finita de gaussianas en el modelo de
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mezcla infinita de gaussianas, todo esto con el fin de que en el modelo infinito no se conozca
el nimero de componentes y sea encontrado de manera implicita, esa es la gran diferen-
cia que inclusive es la mayor aportacion de este modelo. Los métodos bayesianos para las
mezclas con un nimero desconocido (pero finito) de componentes ya han sido explorados
por Richardson and Green [1997a] cuyos métodos no se extienden facilmente para datos
multivariados. También en el estado del arte se encuentra el proceso de Dirichlet que es la
base para la comprension de hacer la tendencia al infinito y encontrar el nimero indicado
de componentes, para probar la existencia de este proceso existen varios métodos el cual

detallaremos méas adelante, pero en especial estudiaremos el proceso del restaurante chino.

La importancia de estudiar este tipo de modelos finitos es precisamente las ventajas que

nos ofrecen, estos son

= No importa la inicializacion ya que con la cadena de Markov se va encontrando la

distribucioén estacionaria para muestrear de la verdadera distribucion.

= Puede caer en maximos locales pero también puede salir de ellos ya que la cadena se
va incrementando hacia un cierto niimero de iteraciones y hace hace que pueda salir

de ellos y dirigirse al maximo global.
Las desventajas para el modelo finito son
= [gual que el EM no estima el orden del modelo

= El nimero adecuado de iteraciones para la convergencia no es facil de encontrar ya
que puede ser que atn la cadena no haya convergido, se tendria que realizar un estudio

para la convergencia de la cadena y eso es costoso computacionalmente.

» Algo menos grave pero importante es que en los modelos no paramétricos se tienen

que encontrar ciertos valores a priori adecuados, y esto es mediante ensayo y error.

Las ventajas para el caso infinito son las mismas que el caso finito pero se agrega la es-
timacion del orden del modelo por lo que no es necesario probar con distintos nimero de
componentes ya que el proceso lo calcula de manera implicita. Las principales desventajas
son las mismas que el caso finito e inclusive determinar la convergencia para la cadena de

Markov se complica un poco mas por el proceso del restaurante chino ya que el ntimero de
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componentes es muy variable y se toman las frecuencias de el.

El principal objetivo de esta tesis es estudiar bien estos métodos no paramétricos y
realizar una aplicacion a la segmentacion de imagenes cerebrales por lo que esta tesis esta
organizada de la siguiente manera: se divide en 8 capitulos donde en la primera parte
comprende los capitulos 2, 3 y 4, que contiene el marco teérico importante como es el
modelado gréfico, las técnicas de muestreo en especial la cadena de Markov Monte Carlo
necesario para la aplicacion de encontrar las densidades de un conjunto de datos, asi como
el muestreo Gibbs, y el paradigma bayesiano que es la esencia en este tipo de problemas
de estadistica no-paramétrica. La segunda parte comprende los capitulos 5 y 6, que son la
parte fundamental ya que comprende las mezclas de gaussianas tanto finitas como infinitas,
alli se encuentra toda la parte matemética estadistica que demuestra como se hayan las
distribuciones y la inferencia de los parametros a estimar para encontrar las densidades
apropiadas. Y la tltima parte que comprende los capitulos de 7 y 8, en el cudl se encuentran
todas las aplicaciones realizadas con el método con experimentos sintéticos y la aplicacion a
la pre-segmentacion de imagenes cerebrales, asi como las conclusiones y el trabajo a futuro.
También este trabajo cuenta con un manual de usuario del software implementado para

esta tesis.



Capitulo 2

Modelos Graficos

2.1. Introduccién

La probabilidad juega un papel importante en el reconocimiento de patrones. La teoria
de la probabilidad puede ser expresada en términos de 2 simples ecuaciones que correspon-
den a la regla de la suma y del producto. Nosotros procederemos a formular y resolver
modelos probabilisticos complicados de una manera puramente algebraica. Encontraremos
una gran ventaja al realizar analisis usando diagramas que representan distribuciones de

probabilidad, estos son llamados modelos graficos probabilisticos.

Estos modelos nos ofrecen ttiles propiedades como:

1. Una manera simple para visualizar la estructura del modelo probabilistico asi como

para disenar y motivar nuevos modelos.

2. Analizar las propiedades del modelo, incluyendo las propiedades de independencia

condicional que es obtenida con solo inspeccionar el grafo.

3. Permite realizar calculos complejos, necesarios para realizar la inferencia y el apren-
dizaje en sofisticados modelos, se puede expresar en términos de manipulaciones gra-

ficas, en el cual las expresiones mateméticas son tomados de manera implicita.

Un grafo contiene nodos (también llamados vértices) conectados por medio de aristas (tam-
bién llamados ejes). En un modelo grafico probabilistico cada nodo representa un variable

aleatoria (o grupo de variables aleatorias) y las aristas expresan relaciones entre dichas

5
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variables. El grafo por lo tanto captura la manera en la cual la distribuciéon conjunta sobre
todas las variables puede ser descompuesta en un producto de factores en donde cada una

depende solamente de un subconjunto de variables.

Empezaremos discutiendo los modelos graficos dirigidos también conocidos como redes
bayesianas, en el cual las aristas de los grafos tiene una direccionalidad particular indicada
por flechas. La otra clase de modelos graficos son conocidos como modelos graficos dirigidos
o campos aleatorios de Markov, en el cual las aristas no contienen flechas y por lo tanto
no tienen una direcciéon significante. Los grafos dirigidos son ttiles para expresar relacion
causal entre variables aleatorias, mientras que los grafos no dirigidos se adaptan mejor a
expresiones de restricciones simples entre las variables aleatorias. Para resolver problemas
de inferencia es conveniente convertir de grafos dirigidos a grafos no dirigidos a diferentes

representaciones llamados gréaficas de factores.

Los modelos graficos resultan una parte fundamental en el desarrollo de esta tesis porque
trabaajaremos con probabilidades en donde es necesario conocer con solo inspeccionar el
grafo, qué variables son independientes para poder eliminarlo de la probabilidad a calcular,
tambien es importante estudiar la cobija de Markov porque cuando se requiera calcular
la probabilidad condicional a posteriori de una variable, esta debe depender de las otras
variables pertenecientes a la cobija de Markov, esta es la razén por lo cudl es importate

estudiar los modelos probabilisticos.

2.2. Redes Bayesianas

Para motivar el uso de grafos dirigidos describiremos distribuciones de probabilidad,
considerando primero una distribucién conjunta arbitraria p(a,b,c) sobre tres variables
a, by c. Note que no es necesario especificar nada mas acerca de estas variables, como por
ejemplo si son discretas o continuas. De hecho, uno de los poderosos aspectos de los modelos
graficos es que un grafico especifico puede hacer enunciados probabilisticos para una amplia
clase de distribuciones. Aplicando la regla del producto, podemos escribir la distribuciéon

conjunta de la siguiente forma
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h 0

Figura 2.1: Modelo grafico que representa la descomposicion de la probabilidad conjunta
sobre tres variables a, by ¢

p(a,b, C) :p(C‘a,b)p(a, b) (2'1)

Una segunda aplicacion de la regla del producto seria

pla, b, ¢) = p(cla, b)p(bla)p(a) (2.2)

Note que esta descomposicion es valida para cualquier eleccion de distribuciones conjun-
tas. Ahora representemos la ecuacion (2.2) en términos de un modelo grafico de la siguiente

manera

Primero introduciremos un nodo para cada variable aleatoria a, b, y ¢ y asociemos cada
nodo con la correspondiente distribucion condicional, entonces para cada distribucién condi-
cional anadimos flechas dirigidas a la grafica de los nodos correspondientes a las variables
de la distribucion condicionada, como muestra la figura (2.1).

Ahora extenderemos la representacion de la ecuacion (2.2) cuando tenemos K variables
dadas por p(z1, ...z k), repitiendo la aplicacion de la regla del producto para la probabilidad

de una distribucién conjunta obtenemos

p(r1, ..., vx) = p(TE|T1, ..., Th1)...0(22| 1) D(21) (2.3)

Para una determinada eleccion de K, podemos volver a representar como un grafo di-
rigido con K nodos, uno para cada distribucién condicional en la parte derecha de (2.3),
con cada nodo que tenga como entrada una arista de todos los nodos numerados descenden-
temente. Decimos que un grafo esta totalmente conectado porque hay una relacion entre

cada par de nodos.
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Ahora podemos decir que la distribucion conjunta definida por un grafo esta dado por
el producto sobre todos los nodos del grafo, de una distribuciéon condicional por cada nodo
condicionado a las variables correspondientes de los padres de los nodos del grafo. Por lo

tanto para un grafo con K nodos la distribucién conjunta esta dado por

K

p(x) = | [ p(xelpax) (2.4)

k=1

donde pay denota el conjunto de padres de zy, y © = {x1, ...xx }.

La ecuacion (2.4) expresa la propiedad de factorizacion de una distribucion conjunta

para los modelos gréaficos dirigidos.

Una consideracion importante es que los grafos dirigidos que estamos trabajando no
deben tener ciclos, en otras palabras no hay caminos cerrados dentro de la grafica de manera
que podamos pasar de un nodo a otro a lo largo de los enlaces con la direcciéon de las flechas

y terminar en el nodo de inicio. Estos grafos son llamados grafos aciclicos dirigidos 0 DAGS.

2.3. Independencia Condicional

Un importante concepto para las distribuciones de probabilidad sobre multiples variables
es la independencia condicional(Dawid [1980]). Consideremos tres variables a, b, y ¢y
supongamos que la distribucion condicional de a dado b y ¢ es tal que no depende de la

variable b esto es

plalb, ¢) = p(alc) (2.5)

decimos que a es condicionalmente independiente de b y c. Esto puede ser expresado de
una manera diferente si consideramos la distribucion conjunta de a y b condicionado a ¢, el

cual se puede escribir como

p(a,ble) = p(alb,c)p(blc)
= pl(alc)p(blc)

(2.6)

Hemos usado la regla del producto de la probabilidad junto con la ecuacién (2.5) para
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Figura 2.2: Modelo grafico llamado cola-a-cola sin nodos observados

obtener ecuacion (2.6). Entonces vemos que condicionado sobre ¢, la distribucion conjunta
de a y b factoriza en el producto de las distribuciones marginales de a y de la distribuciéon
marginal de b (ambos sobre c¢). Esto dice que las variables a y b son estadisticamente
independientes dado c. Note que nuestra definicién de independencia condicional requiere
que (2.5) o el equivalente (2.6) debe ser valido para todos los valores posibles de ¢ y no solo
para algunos valores. La notacion abreviada para denotar independencia condicional(Dawid

[1979]) es como sigue

a 1L blc (2.7)

denota que a es condicionalmente independiente de b dado ¢ y es equivalente a (2.5).

Las propiedades de la independencia condicional es desempenar un papel importante en
el uso de modelos probabilistico para el reconocimiento de patrones mediante la simplifi-
caciéon tanto de la estructura de un modelo, asi como de los célculos necesarios para realizar

la inferencia y aprendizaje en este modelo.

2.3.1. Distintos Casos de Independencia Condicional

Ejemplificaremos las propiedades de independencia condicional considerando tres sim-

ples casos que involucran grafos con tres nodos.

El primer grafo se muestra en la figura (2.2) y la distribuciéon conjunta correspondiente

al grafo es facil de escribir usando la ecuacion (2.4) como sigue

pla, b, ¢) = p(ale)p(ble)p(c) (2.8)
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si ninguna de las variables son observadas, entonces podemos investigar si a y b son

independientes marginalizando con respecto a ¢ de la ecuacion (2.8) , esto es

pla,b) = plale)p(ble)p(c) (2.9)

En general, esto no factoriza en el producto p(a)p(b) y por lo tanto

a b|( (2.10)

Donde ) denota el conjunto vacio y el simbolo I significa que no cumple la propiedad

de independencia condicional.

Ahora condicionemos la variable ¢ como se muestra en la figura (2.3) y podemos escribirlo

facillmente como la distribucién condicional de a y b dado ¢ como sigue

a,b,c
plable) = Hebd

plalo)p(ble)p(c)
0 (2.1 1)

= plale)p(ble)

y por lo tanto obtenemos la propiedad de independencia condicional.

a 1l blc (2.12)

Podemos realizar una simple interpretacion grafica del resultado, considerando el camino
del nodo a al nodo b via c. Se dice que el nodo ¢ esta de la forma cola-a-cola con respecto a
ese camino porque el nodo esta conectado a las colas de las dos flechas y la presencia de un
camino que conecta a los nodos a y b hace que estos nodos sean dependientes. Sin embargo
cuando condicionamos sobre el nodo ¢ como vemos en la figura (2.3), el nodo condicionado

bloquea el camino de a a b y esto causa que a y b sean condicionalmente independientes.

Podemos similarmente considerar el grafo de la figura (2.4), la distribucion conjunta que

corresponde a este grafo es nuevamente obtenida de la formula general (2.4) para obtener

pla,b,¢) = pla)p(cla)p(blc) (2.13)
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Figura 2.3: Modelo grafico llamado cola-a-cola que esta condicionado sobre la variable ¢

Figura 2.4: Modelo grafico llamado cabeza-a-cola sin nodos observados

Primero supongamos que ninguna variable es observada, de nuevo podemos probar que

si a y b son independientes y marginalizando sobre ¢ obtenemos

pla,b) = p(a)) _ p(cla)p(ble) = p(a)p(bla) (2.14)

el cudl no factoriza en p(a)p(b) y por lo tanto

a 1Lb|() (2.15)
Ahora supongamos que condicionamos u observamos el nodo ¢ como muestra la figura
(2.5), usando el teorema de bayes junto con la ecuacion (2.13) obtenemos

a,b,c

_ p(@)p(cla)p(ble)
ple) (2.16)

_ <p(a>p<b|c>) <p<a\c>p<c>)
p(c) p(a)
= p(alc)p(blc)

por lo que obtenemos la propiedad de independencia condicional

a 1L blc (2.17)

Figura 2.5: Modelo grafico llamado cabeza-a-cola con el nodo ¢ observado
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Figura 2.6: Modelo grafico llamado cabeza-a-cabeza sin nodos observados

por lo que podemos interpretar graficamente los resultados como sigue: se dice que el
nodo ¢ es cabeza-a-cola con respecto al camino que hay entre el nodo a y el nodo b. Este
camino conecta los nodos a y b y los hace dependientes, si observamos ahora ¢ como en la
figura (2.5) esta observacion bloquea el camino de a a b obteniendo independencia condi-

cional sobre c.

Por ultimo veamos el grafo de la figura (2.6), como vemos este tiene un comportamiento

mas sutil que los anteriores, la distribucion conjunta para este grafo es la siguiente

pla,b,¢) = p(a)p(b)p(cla, b) (2.18)

[gualmente que los anteriores consideremos el caso en donde ninguna de las variables

son observadas, por lo que marginalizando nuevamente sobre ¢ obtenemos

p(a,b) = p(a)p(b) (2.19)

y por lo tanto a y b son independientes con ninguna variable observada, en contraste

con los dos ejemplos anteriores. Por lo que podemos escribir el resultado como

a 1L b[) (2.20)

Ahora condicionemos sobre el nodo ¢ como indica la figura (2.7), la distribucién condi-

cional de a y b estda dada por

plable) =  Hobel
_ ()(b() p(cla,b)

&

(2.21)

&

el cual en general no factoriza como el producto p(a)p(b) y a ILb|c.
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Figura 2.7: Modelo grafico llamado cabeza-a-cabeza que observa el nodo ¢

Por lo tanto este caso tiene el comportamiento opuesto a los dos primeros. Graficamente
decimos que c es cabeza-a-cabeza con respecto al camino de a a b porque conecta a las
cabezas de las flechas. Cuando el nodo ¢ no es observado se dice que bloquea el camino y
las variables a y b son independientes, sin embargo condicionado en el nodo ¢ desbloquea

el camino de a a b y los hace dependientes.

2.3.2. Separacién D

Demos ahora un estado general a la propiedad d-separacion (Pearl [1997]) para grafos
dirigidos. Considere un grafo dirigido en general en la que A, B, y C son conjuntos de nodos
arbitrarios. Queremos saber si A 1l B|C' es condicionalmente independiente, teniendo en
cuenta que es una grafo aciclico. Para saberlo consideremos todos los posibles caminos que
hay en algtin nodo de A a algin nodo de B, cualquiera de esas rutas de acceso se dice que

esta bloqueado si incluye un nodo de tal manera que sea

= Cuando las flechas del nodo tienen la forma de cabeza-a-cola o cola-a-cola y el nodo

estd en el conjunto C.

= Cuando las flechas del nodo tienen la forma de cabeza-a-cabeza y ni el nodo ni sus

descendientes estan en el conjunto C.

Si todos los caminos estan bloqueados, entonces A se dice que esta d-separado de B por C,

y la distribucion conjunta en todas las variables en el grafico satisfacen que A 1L B|C.

El concepto d-separacion se ilustra en la Figura (2.8). En el primer grafo el camino de

a a b no es bloqueado por el nodo d, ya que tiene un nodo cola-a-cola en este camino y no



2.3. Independencia Condicional 14

Figura 2.8: Modelos graficos que ilustran la d-separacion

se observa, ni es bloqueado por el nodo f, ya que, aunque este ultimo es un nodo cabeza-
a-cabeza, tiene un nodo ¢ descendiente, debido a que estéd en el conjunto condicionado. Por
lo que podemos decir que a es condicionalmente independiente de b dado c¢. En el segundo
grafo el camino de a a b es bloqueado por el nodo d porque se trata de un nodo cola-a-cola
que se observa, por lo que la propiedad de independencia condicional (a L b|d) seran sa-
tisfechas por cualquier distribucion que se factoriza de acuerdo a este grafico. Note que este
camino también es bloqueado por el nodo ¢ porque es un nodo cabeza-a-cabeza y ni él ni
sus descendientes estdn en el conjunto condicionado. Una prueba formal puede encontrarlo

en (Lauritzen [1996])

Hemos visto que un grafo dirigido representa una descomposicion de una distribuciéon
de probabilidad conjunta en un producto de probabilidades condicionales. El grafo tam-
bién expresa un conjunto de declaraciones de independencia condicional obtenidas a través
del criterio d-separacion y el teorema de la d-separacion es en realidad una expresion de
equivalencia de estas dos propiedades. Para aclarar este punto se puede pensar en un grafo
como un filtro. Supongamos que consideramos una probabilidad conjunta, en particular una
distribucion p(x) sobre las variables x que corresponde a los nodos no observados del grafo.
El filtro permitira a esta distribucion de pasar si y solo si se puede expresar en términos
de la autorizacion (2.4) que implica el grafo. Si se presenta el filtro como el conjunto de
todas las posibles distribuciones p(z) en el conjunto de variables x, entonces el subconjunto
de las distribuciones que pasan por el filtro lo denominaremos DF, como se ilustra en la
figura (2.9), también usamos el grafo como otro tipo de filtro es decir listando todas las

propiedades de independencia condicional obteniendo el criterio de d-separacién y permi-
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Figura 2.9: En esta figura podemos ver un modelo grafico como un filtro, en el cual la
distribucion de probabilidad p(z) pasa a través de un filtro si y solo si satisface la propiedad
de factorizacion (2.4).

tiendo pasar solamente a los que cumplan estos criterios.

Cabe destacar que las propiedades de independencia condicional obtenida de la d-
separacion se aplican a cualquier modelo probabilistico que describe un grafo dirigido, es
decir si las variables son discretas o continuas o una combinaciéon de ellas, el grafo estara

describiendo toda una familia de distribuciones de probabilidad.

Para finalizar este capitulo, terminaremos con las propiedades de independencia condi-
cional mediante la exploracion del concepto de la cobija de Markov. Consideremos una
probabilidad conjunta p(zi,...xp) que representa un grafo dirigido con los nodos D y con-
sidere la distribucién condicional de un nodo en particular con las variables x; condicionado
a todas las variables restantes z,;. Usando la propiedad de la factorizacion (2.4) se expresa

de la siguiente forma

p(z1,...2p)

p(ilrgey) =
/1_[;C p(z1..xp)dz;

T otenlon (2.22)

k
[ M ptacdpais,

el cudl la integral es reemplazada por una suma en caso de ser variables discretas.

Ahora considerando que cualquier factor de p(xg|pax) no tienen ningtn tipo de de-

pendencia funcional en x;, se puede tomar fuera de la integral sobre x; y por lo tanto se
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Figura 2.10: Cobija de Markov del nodo x; que contiene a los padres, los hijos y los co-padres
de los hijos

cancela entre el numerador y el denominador. Los tnicos elementos que quedan serén las
distribuciones condicionales p(z;|pa;) para el nodo z;, asi mismo junto con las distribu-
ciones condicionales para algin nodo en z; tal que el nodo zy es el conjunto condicionado
de p(zg|pay), en otras palabras para el cuél z; es padre de x. La condicional p(xy|pa;)
dependera de los padres del nodo x; mientras que las condicionales p(xy|pay) dependera de
los hijos de x; y de los co-padres de los hijos. El conjunto de nodos que incluye a los padres,
los hijos y los co-padres de los hijos se le llama cobija de Markov y se ilustra en la figura

(2.10).

Resumen

En este capitulo estudiamos el modelado gréfico para tener un conocimiento mas amplio
de como identificar a las variables dependientes o independientes con solo inspeccionar el
grafo, también ya sabemos que las variables involucradas en el calculo de las probabi-
lidades condicionales a posteriori de una determinada variable son los hijos, los padres y
los co-padres, todo esto sera de mucha ayuda al momento de deducir las ecuaciones de las
probabilidades a posteriori involucradas en la mezcla finita e infinita de gaussianas, como

veremos mas adelante en el capitulo cinco.



Capitulo 3

Métodos de Muestreo

3.1. Introduccion

Para la mayoria de modelos probabilisticos de interés practico, la inferencia exacta es
intratable y tenemos que recurrir a alguna forma de aproximacion. Consideraremos métodos
aproximados de inferencia basado en muestreo numérico, también conocido como técnicas

Monte Carlo.

Formalmente una cadena de Markov es un proceso aleatorio discreto con la propiedad
de Markov. Un proceso aleatorio discreto, es un sistema que puede tener varios estados y
el cuél los cambios son aleatorios con pasos discretos, aunque estrictamente hablando el
“paso" puede no tener nada que ver con el tiempo. Los estados de la propiedad de Markov
de una distribucion de probabilidad para el sistema en el siguiente paso solamente depende
del estado actual del sistema y no de los estados restantes del sistema en pasos previos.
Porque el sistema cambia aleatoriamente, es generalmente imposible predecir con exactitud
el estado del sistema en el futuro. Sin embargo las propiedades estadisticas del sistema en un
gran nimero de medidas en el futuro a menudo se puede describir. En muchas aplicaciones
son estas propiedades estadisticas las mas importantes. Los cambios de estado del sistema
se denominan transacciones y las probabilidades asociadas a diversos cambios de estado se

llaman probabilidades de transicion.

Los métodos Markov chain Monte Carlo (MCMC) son una clase de algoritmos para el

muestreo de distribuciones de probabilidad basados en construcciones de cadenas de Markov

17
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que tienen la deseada distribucién como su distribuciéon de equilibrio. El estado de la cadena
después de un gran nimero de pasos es usado para muestrear la distribucion deseada. La
calidad de la muestras mejora en funcion del nimero de pasos. Por lo general, no es dificil
construir una cadena de Markov con las propiedades deseadas. El problema mas dificil es
determinar cuantos pasos son necesarios para converger a la distribuciéon estacionaria con

un error aceptable.

En esta tesis es importante estudiar algunos algoritmos de muestreo debido a esta-
mos trabajando con métodos estadisticos no paramétricos por lo que la inferencia en los
parametros de la mezcla de gaussianas se realiza mediante cadenas de Markov Monte Car-
lo para obtener muestras de la verdadera distribucién estacionaria, también estudiamos el
muestreo Gibss para obtener muestras de las etiquetas para los datos en la mezcla, también
en ocasiones no se puede determinar que distribucién sigue una determinada variable pero
si se tiene caracteristicas como son la log-concavidad y derivables en todo su dominio, estas
caracteristicas son las necesarias para tomar muestras por medio de algoritmo de rechazo

adaptable, razon por la cual estudiaremos a continuacion.

3.2. Algoritmos de Muestreo

En esta seccion, se consideran algunas estrategias simples para generar muestras aleato-

rias de una distribucion dada.

3.2.1. Muestreo de Rechazo Adaptable (ARS)

El muestreo de rechazo adaptable reduce el nimero de evaluaciones de una funcion g(x)

de dos maneras:

Primero asumimos la log-concavidad de f(z), evitamos la necesidad de localizar el 6p-
timo de g(z) en D. Segundo, después de cada rechazo, la probabilidad de necesitar evaluar
g(x) se reduce aun més actualizando las funciones de compresion y envolvente para incor-
porar la mas reciente informacioén adquirida sobre g(x). Ahora describamos nuestro método
con mas detalle. Asumimos que D esta conectado, que g(z) es continua y diferenciable en

todo Dy que h(xz) = Ing(x) es concava en todo D (por ejemplo h'(x) = %(;) decrementa
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*1 X3 3

Figura 3.1: Funcion log-concava que muestra las lineas de interseccion de las tangentes y de

las lineas que se encuentran por debajo de la funcion, donde x; , zo y 3 son las abscisas.

monétonamente cuando incrementa x en D) . La curva continua de la figura 3.1 ejemplifica

una funcion h(x) concava y diferenciable en todo su dominio D.

Supongamos que h(z) y h'(x) han sido evaluados en k abscisas en D: 27 < 9 < ... < xy.
Sea Ty = {z; : i = 1, ..., k}. Definimos el rechazo sobre T}, como ug(x) donde ux(z) es una
linea por partes formada de tangentes de h(z) en las abscisas de T}, de manera en que la

parte superior donde las tangentes se intersectan se tiene que

for j =1,...,k — 1 las tangentes en z; se intersectan en

h@ji1) — hlz)) — 2 (3541) + 250/ (25)

— 1
E W(x;) — W (i) (3.)

entonces para r € [z;_1, z;] v j = 1, ..., k definimos
ug(v) = h(x;) + (v — 2;)h (x;) (32)

donde zy es el limite inferior en D(o —oo si D no esta acotada por abajo) y z si el

limite superior en D (0 +o00 si D no esta acotada por arriba). También definimos

exp ug(x)

)= /Dea:puk(:lr’)dm/

finalmente, definimos la funcién de compresion sobre T, como exp (I(x)), donde [ (z) es

(3.3)

una linea por partes que estd formado por debajo de la funcién en las abscisas de T} de
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manera que

(wj41 — @)h(x)) + (# — x)h(7j11)

donde x € [z, x;41], para j =1,....k — 1, < 21 0 = > x;, definimos [;(x) = —oc.

Por lo tanto las funciones de rechazo envolvente y de compresion son funciones expo-
nenciales y la concavidad de h(z) asegura que [x(z) < h(x) < ug(x) para toda x en D.
Para muestrear n puntos independientes de f(z) por el método de muestreo de rechazo

adaptable se tienen los siguientes pasos.

Paso de inicializacion

Inicializa la abscisa en T. Si D esta acotado por la izquierda entonces elegimos x; tal
que h'(x1) > 0. Si D estd acotado por la derecha entonces elegimos xy tal que h'(x) < 0.
Teniendo definida k abscisas iniciales, calculando las funciones uy(x), sg(z) y lx(x) de las

ecuaciones (3.1), (3.3) y (3.4) respectivamente.

Paso de muestreo

Se muestrea un valor de z* de sg(z) y también de w independientemente de una dis-
tribucion uniforme (0, 1). Sea la siguiente prueba de compresion.

si

w < exp{lp(z*) — up(x™)} (3.5)
entonces aceptamos x*, de lo contrario evaluamos h(x*) y h'(x*) para realizar la siguiente
prueba de rechazo.
s
w < exp{h(z*) — ug(z")} (3.6)

entonces acepta x*, de otra manera rechaza x*.
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Paso de actualizacion

si h(z) y h'(z) fueron evaluados en el paso de muestreo, incluye x* en T, para formar T,
y se reetiqueta los elementos de T} ; en orden ascendente, luego se construyen las funciones
de ugt1(z), spr1(x) v g1 (z) de las ecuaciones (3.1), (3.3) v (3.4) respectivamente sobre las
bases de Tj,1, posteriormente se incrementa k y se regresa al paso de muestreo, asi hasta
terminar con los n puntos deseados. La prueba de este método se encuentra en (Gilks and

Wwild [1992])

3.2.2. Cadena de Markov Monte Carlo

En la seccion anterior, discutimos de la importancia de las estrategias del muestreo de
rechazo para evaluar las expectativas de las funciones y notamos que sufren de severas li-

mitaciones sobre todo en espacios de alta dimensionalidad.

En esta seccion discutiremos sobre la cadena de Markov Monte Carlo que permite tomar
muestras de una clase de distribuciones y realiza una buena escala con la dimensionalidad
del espacio muestral. Las cadenas de Markov con los métodos Monte Carlo tiene sus ori-
genes en la fisica y solo hacia el final de la década de los ochenta comenzo6 a tener un gran
impacto en el ambito de la estadistica. Al igual que el método de muestreo de rechazo, este
método toma muestras de una distribucion propuesta, solo que esta vez se mantiene un

registro del estado actual 27 y la distribucion propuesta g(z|z™) depende del estado actual

por lo que la secuencia de muestras 2™, 2?)| ... forma una cadena de Markov. Si se escribe
p(z) = B Z), asumirfamos que p(z) puede ser facilmente evaluado para cualquier valor da-

do de Z a pesar de que el valor de Z, puede ser desconocido. La distribucién propuesta
en si es elegido para ser suficientemente simple para tomar muestras de él directamente,
en cada ciclo del algoritmo, se genera una muestra z* como candidato que se toma de la
distribucién propuesta y entonces se acepta la muestra de acuerdo a un criterio apropiado.
Ahora nos preguntamos bajo qué circunstancias la cadena de Markov converge a la distribu-
cion deseada. Como primera instancia una cadena de Markov se define como una serie de
variables aleatorias 21, ..., 2™ de tal manera que la siguiente propiedad de independencia

condicional es valida para m € {1,..., M — 1}



3.2. Algoritmos de Muestreo 22

Figura 3.2: Modelo gréafico en forma de cadena

P00, 20w — p(mt)|m) (3.7)

Esto por supuesto puede ser representado como un grafo en forma de cadena, como
en la figura 3.2. Ahora podemos especificar una cadena de Markov teniendo la distribu-
cion de probabilidad para la variable inicial p(z(o)) junto con las probabilidades condi-
cionales de las variables subsecuentes en forma de una probabilidad de transiciéon esto es
T (2™ 2+ = p(2(m+D|2m). Una cadena de Markov es llamada homogénea si la tran-

siciéon de las probabilidades son la misma para todo m.

La probabilidad marginal para una variable en particular puede ser expresada en tér-

minos de la probabilidad marginal para los variables previas en la cadena de la forma

p<z(m+1)> - Zp@(mﬂ)’z(m))p(z(m)) (3.8)

2(m)
Una distribucion se dice que es invariante o estacionaria con respecto a una cadena de
Markov, si en cada paso de la cadena la distribucién es invariante. Entonces para una ca-
dena de Markov homogénea con probabilidades de transicion T'(2/, z), la distribucion p*(z)

es invariante si

p'(z) =) T, 2)p"(+) (3.9)

Una cadena de Markov puede tener mas de una distribucién invariante, por ejemplo
si las probabilidades de la transicién estan dadas por una transformaciéon de la identidad,

entonces alguna distribuciéon sera invariante.

Una sufiente pero no necesaria condiciéon para asegurar que la distribucion requerida
p(z) es invariante, es elegir una probabilidad de transicion para satisfacer la propiedad de

“balance detallado” definido por
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p*(2)T(z,2") =p* (T (7, 2) (3.10)

para una particular distribucion p*(z). Es facil ver que una probabilidad de transicion
satisface el “balance detallado” con respecto a la distribucién particular que saldra de una

distribucién invariante, porque

D (T 2) =) p T 2) = p'(2) ) p(F|2) = p7(2) (3.11)

Una cadena de Markov que cumple con la propiedad de “balance detallado” se dice tam-

bién que es reversible.

El objetivo de usar cadenas de Markov es muestrear de una distribucion dada, ahora
también se puede lograr si creamos una cadena de Markov tal que la distribucion elegida sea
invariante. Sin embargo también debemos exigir que para m — oo, la distribucion p(z™)
converge a la distribucion invariante requerida px* (z), independientemente de la eleccion de
la distribucion inicial p(z(®). Esta propiedad se llama “ergodicidad” y la distribucién inva-
riante es llamado distribucion de “equilibrio”. Claramente una cadena de Markov ergodica
solo puede tener una distribucion de equilibrio. Se puede demostrar que una cadena de
Markov homogénea sera ergoddica, sujeto a las restricciones débiles de la distribucion inva-

riante y de las probabilidades de transicion (Neal [1993]).

En la préactica con frecuencia construimos probabilidades de transicion de un conjunto
de transiciones By, ..., By. Esto puede ser obtenido a través de una mezcla de distribuciones

de la forma

Tz, 2)= Z aBi(7, 2) (3.12)
k=1

para algin conjunto de mezcla de coeficientes aq, ...a i satisface que ap, > 0y Z ap =1,

k
ahora las transiciones base pueden ser combinados a través de aplicaciones sucesivas tal que

T2, 2)= Z Z By(Z',21)..Bx_1(2K—2, 2k -1) B (251, 2) (3.13)

z1 Zn—1

si una distribucién es invariante con respecto a cada una de las transiciones base, en-
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>
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Figura 3.3: Muestra del algoritmo de Gibbs en dos dimensiones, comenzando en un punto
inicial y completando en n iteraciones

tonces obviamente también serd invariante con respecto a T'(z',z) dado por la ecuacion
(3.12) o (3.13). Para el caso de la mezcla (3.12) si cada una de las transiciones base satis-
facen el “balance detallado”, entonces la mezcla de transicion 7' también satisface el “balance
detallado”. Uno de los algoritmos mas conocidos para realizar el muestreo en una cadena

de Markov usando técnicas de Monte Carlo es el conocido como gibbs sampling.

3.2.2.1. Muestreo Gibbs

El muestreo Gibbs (Geman and Geman [1984]) es un simple algoritmo altamente apli-
cable al MCMC y puede ser visto como un caso especial del algoritmo llamado “Metrépolis

Hasting” (Hastings [1970]).

Considere la distribucion p(z) = p(z1, ...zp) del cudl queremos la muestra, y supongamos
que hemos elegido un estado inicial de la cadena de Markov. Cada paso del procedimiento
del muestreo Gibbs consiste en reemplazar el valor de una de las variables por un valor
establecido de la distribucion de esa variable condicionado a los valores restantes. Asi susti-
tuimos z; por un valor establecido de la distribucion p(z;|z_;), donde z; denota el i -ésimo
componente de z y z_; denota zq, ..., zj; pero con z; omitido. Este procedimiento se repite
en ciclos a través de las variables en un orden en particular o eligiendo la variable que se

actualiza en cada paso de una distribucién aleatoria.

Por ejemplo, supongamos que tenemos una distribucion p(z1, 22, z3) de tres variables y

] del algori lecci ] (M) ) ) Pri ]
sea T e paso el a gorltmo, selecclonamaos valores para 21 ,2’2 yZ3 . rrimero reemp aAZaInNos

T) (r

+1 : o .
z% por el nuevo valor z; ) obteniendo el muestreo de una distribucion condicional como
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) 13

Figura 3.4: El método del muestreo Gibbs requiere de muestrear para las distribuciones
condicionales de las variables condicionales restantes, en los modelos gréaficos esta distribu-
cion es una funcion solamente de los estados de la cobija de Markov.

sigue
T+1 T T
Pl 157, A7) (3:14)
luego reemplazamos zéT) por el valor zéTH) obteniéndose de igual forma que el anterior
como sigue
T+1 T+1
pla ™, A7) (3.15)

y posteriormente actualizamos el nuevo valor para z3 esto es

p(z5 VY 4 (3.16)

y asi sucesivamente se realizan los ciclos a través de las tres variables, como se puede

ver en el algoritmo (3.1).

Para demostrar todo esto, primero notemos que la distribuciéon p(z) es invariante a cada
uno de los pasos del muestreo Gibbs y por lo tanto en toda la cadena de Markov. Esto se
deriva del hecho de que cuando se muestrea a partir de p(z;|z_;), la distribuciéon marginal
p(z_;) es claramente invariante porque el valor de z_; no se modifica. También en cada
paso se define las muestras de la correcta distribucion condicional p(z;|z_;). Porque estas
distribuciones tanto condicionales como marginales especifican la distribuciéon conjunta y

por lo tanto vemos que esta distribucién es invariante en si misma.

El segundo requisito que debe cumplir para que el procedimiento del muestreo Gibbs
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Algoritmo 3.1 Muestreo Gibbs
1.- Inicializa {z; :i=1,.... M}
2-Forr=1,..T

“Muestrea 2™ ~ p(z|27, 27, 2.
“Muestrea 2™ ~ p(z|2\7 24020,

(

-Muestrea z; TR AT M 2.

T+1

§T+1) Z(T+1) Z(T-i—l))‘

' 1
-Muestrea z](\f Vo p(ang| AT Y Vo1

sea correcto es que sea ergddica. Una condicion suficiente de ergodicidad es que ninguna
de las distribuciones condicionales sea cero. Si este es el caso entonces cualquier punto en
el espacio z se puede llegar desde cualquier otro punto en un nimero finito que implican
una actualizacion de cada una de las variables, si este no cumple este requisito, por lo
que algunas de las distribuciones condicionales tienen ceros, si se aplica la ergodicidad
debe ser probado en forma explicita. La distribuciéon del estado inicial también se debe
especificar para inicializar el algoritmo, a pesar de que las muestras tomadas después de
muchas iteraciones seran independientes de esta distribuciéon. Por supuesto, las muestras
sucesivas de la cadena de Markov seran muy correlacionadas, por lo que para obtener

muestras que sean casi independientes sera necesario submuestrear la secuencia.

La aplicacion practica del Muestreo Gibbs depende de la facilidad con la que las muestras
pueden ser extraidas de la distribucion condicional p(z|z_x). En el caso de distribuciones
de probabilidad especificadas usando modelos graficos, las distribuciones condicionales para
los nodos individuales dependen solamente de las variables que corresponden a la cobija de
Markov, como se ilustra en la figura 3.4. Para grafos dirigidos existe una amplia seleccion
de distribuciones condicionales de los nodos individuales condicionado a sus padres que se

puede muestrear por Gibbs.

Resumen

Todo lo anterior visto en este capitulo es la base para encontrar los parametros de la
mezcla tanto finita como infinita de gaussianas ya que son estos algoritmos de muestreo los
que nos proporcionan la inferencia en dichos parametros, el muestreo de rechazo adaptable

es un algoritmo de muestreo que encaja muy bien para tomar muestras que tienen funciones
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son log-concavas y ademés son derivables en todo su dominio, por eso se optd por muestrear

con ese algoritmo, como veremos més adelante en el capitulo cinco.



Capitulo 4

El Paradigma Bayesiano

4.1. Introduccion

La estadistica matematica utiliza dos grandes paradigmas, estas son la frecuentista y
la bayesiana. La estadistica que estamos acostumbrados a utilizar es la estadistica frecuen-
tista, que es la que se desarrolla a partir de los conceptos de probabilidad y que se centra
en el calculo de probabilidades y los contrastes de hipdtesis. De alguna forma, la estadis-
tica frecuentista tiene como objetivo determinar una conclusién, sea en base al significado
estadistico o aceptacion y rechazo de hipotesis, siempre dentro del marco del estudio que
se esté realizando. En el andlisis estadistico que pretende comparar la eficacia de un nue-
vo tratamiento frente a otro conocido, se utiliza tinicamente la informacién obtenida en
el ensayo. No existen subjetividades referentes a pardmetros, puesto que se han fijado los

criterios de decision a priori y estos permanecen estaticos durante todo el estudio.

Como enfoque alternativo a la estadistica frecuentista, aparece cada vez méas en escena
la estadistica bayesiana, basada como su nombre lo indica en el teorema de Bayes, y que
se diferencia de la estadistica frecuentista bésicamente en la incorporaciéon de informacion
externa al estudio que se esté realizando, de manera que, tal como se ha explicado en la
formulacion del teorema de Bayes, si conocemos la probabilidad de que ocurra un suceso,
su valor serd modificado cuando dispongamos de esa informacion. Asi pues, las fuentes de
informacion “a priori” se ven trasformadas en probabilidad “a posteriori” y se utilizan pos-

teriormente para realizar la inferencia.

28
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Los métodos bayesianos ofrecen un paradigma completo, tanto para la inferencia es-
tadistica como para la toma de decisiones en condiciones de incertidumbre. Los métodos
bayesianos pueden derivarse de un sistema axiomatico, y por lo tanto proporcionar una
metodologia general y coherente. Los métodos bayesianos contienen como casos particu-
lares muchos de los procedimientos frecuentistas que utilizan con mayor frecuencia y re-
suelve muchas de las dificultades que enfrentan los convencionales métodos estadisticos. En
particular los métodos bayesianos hacen posible la incorporacion del hipotesis cientifica en
el andlisis y se puede aplicar a los problemas cuya estructura es demasiado compleja para
los métodos convencionales que no son capaz de manejar. El paradigma bayesiano se basa
en una interpretaciéon de la probabilidad como una medida condicional de incertidumbre
que se acerca al sentido de la palabra probabilidad en el lenguaje ordinario. La inferencia es-
tadistica sobre una cantidad de interés se describe como la modificacion de la incertidumbre
acerca de su valor en funcion de las pruebas, y precisamente el teorema de bayes especifica

como debe hacerse.

El enfoque bayesiano es la parte medular para la comprension del calculo de probabi-
lidades a posteriori de los distintos parametros de la mezcla de gaussianas, es decir todas
la probabilidades condicionales, la deduccion de las ecuaciones o la manera de como se
distribuyen ciertas variables siguen el teorema de bayes para calcular las probabilidades a
posteriori y poder realizar la inferencia, también es muy importante conocer la manera en
que se selecciona el modelo ya que en el caso de nuestras mezclas finita de gaussianas sera
necesario elegir de un conjunto de valores de componentes, cudl es el adecuado, por lo que

es importante conocer varias técnicas de seleccion de modelo.

4.2. Modelo Bayesiano

El analisis estadistico de algunos datos observados D tipicamente comienza con una
evaluacion informal descriptiva, el cual es usado como sugerencia tentativa, el modelo de
probabilidad formal {p(D|w), w € Q} asume representar para algin (desconocido) valor de
w, el mecanismo de probabilidad cual ha generado los datos observados D. Esto establece
una necesidad loégica de distribuciones de probabilidad a priori sobre los pardmetros del

espacio €2, describiendo el conocimiento disponible de K sobre el valor del prior de w de los
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datos que estan siendo observados. Esto sigue de la teoria de la probabilidad que menciona
que si el modelo de probabilidad es correcto toda la informaciéon disponible sobre el valor
de w (después de que los datos D han sido observados) esta contenido en la correspondiente
distribucion a posteriori cuya densidad de probabilidad, p(w|D, K) es obtenido del teorema

de bayes

p(D|w, A, K)p(w|A, K)

p(w|D, A K) =
/p(D]w,A,K)p(w[A,K)dw
Q

(4.1)
donde A son las supuestos hechos en el modelo de probabilidad.

Otra forma de escribir esta probabilidad es como sigue:
Sea p(D|6) , donde 6 € {04, ...,0,,} que toman un nimero finito de valores, y D son los
datos observados entonces usando el teorema de bayes obtenemos
p(D|0;)p(0;
p(0p) = PP (4:2)
> p(D16;)p(8;)

j=1

para alguna distribucion a priori de p(0) = {p(61),...,p(0n))} -

4.3. Proceso de Aprendizaje o Inferencia Bayesiana

En el paradigma bayesiano el proceso de aprendizaje de los datos es sisteméaticamente im-
plementado por el uso del teorema de bayes para combinar la informacién previa disponible
con la informacién proporcionada por los datos para producir la distribucién a posteriori.

El calculo de las densidades a posteriori suele verse facilitado por la siguiente expresion

p(w|D) o p(D|w)p(w) (4.3)

La informacion proporcionada por los datos p(D]w) es llamada funcion de verosimilitud

(o likelihood), p(w|D) es la distribucion a posteriori y p(w) es la informacion a priori.
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4.3.1. Funciéon de Verosimilitud

Las inferencias por verosimilitud se basan solamente en los datos s y el modelo {Fp :
0 € Q}, es decir, un conjunto de posibles medidas de probabilidad para el sistema que es
objeto de estudio. Con estos elementos obtenemos la entidad fundamental de la inferencia

basada en la verosimilitud, denominada la funcién de verosimilitud.

Para fundamentar la definicion de la funcion de verosimilitud suponga que tenemos un
modelo estadistico en el que cada Py es discreta y viene dada por una funciéon de proba-
bilidad fp. Una vez se ha observado s, considere la funcion L(-|s) definida en el espacio de
pardmetros € y con valores de R', dada por L(f|s) = fy(s). Nos referiremos a la funcion
L(-|s) determinada por el modelo y los datos como la funciéon de verosimilitud, y al valor
de L(f|s) lo denominaremos verosimilitud de 6. Observe que para la funcién de verosimi-
litud fijamos los datos y variamos el valor del parametro. Vemos que fy(s) no es mas que
la probabilidad de obtener los datos s cuando el valor verdadero del parametro es 6. Es-
to implica establecer un orden de preferencia o confianza en (), es decir, creemos que 6,
es el valor verdadero de 6, por encima de 0y, siempre que fy (s) > fp,(s). Ello se debe
a que la desigualdad indica que los datos son mas probables si se considera 6; que si se
considera 6,. Por el contrario, si fp, = fg, permanecemos indiferentes respecto a ¢, y 6. La
inferencia de 6 por verosimilitud estd basada en esta ordenacion. Es importante recordar
la interpretacion correcta de L(0|s). El valor de L(f|s) es la probabilidad de s dado que
0 es el valor verdadero, y no la probabilidad de § dado que hemos observado s. También
puede ocurrir que el valor de L(f|s) sea muy pequeinio para cada valor de . Sin embargo, no
es el valor concreto de la verosimilitud el que nos informa de la confianza para cada valor

de 0, sino el valor relativo de la verosimilitud de los diferentes valores posibles del parametro.

EJEMPLO: Suponga que lanzamos una moneda n=10 veces y que obtenemos s = 4
caras. Sin ningin conocimiento sobre la probabilidad de obtener cara en un lanzamiento,
el modelo estadistico adecuado para la situacion es el modelo binomial(10, 8) con § € Q =

[0,1]. La funcion de verosimilitud viene dada por

10
L(0|4) = 0*(1 —0)° (4.4)
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Figura 4.1: Funcion de verosimilitud del modelo binomial(10,0) cuando s = 4.
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representada en la figura (4.1).

4.3.1.1. Funcién de Verosimilitud para Distribuciones Continuas

En los casos anteriores, los eventos considerados tenfan una probabilidad p estrictamente
mayor que cero. Pero cuando la nocién de verosimilitud se extiende a variables aleatorias
con una funcion de densidad f sobre, por ejemplo, el eje real, la probabilidad de un evento
cualquiera es nula. Por ejemplo, supongase el caso de tener una variable aleatoria real de
distribuciéon desconocida X de la que se extrae una muestra z, ..., x,, de observaciones inde-
pendientes. Supéngase también que se dispone de una familia parametrizada de funciones
de densidad fy(x) (es decir, que existe una funcion de densidad fp(z) para cada valor del
parametro 0(x)). En este caso, 6(z) juega el papel de parametro desconocido y es razonable

definir la funcion de verosimilitud L(6) de la siguiente manera

L) = L(O)2y, ..., ) = er(xi) (4.5)

Discusiones similares pueden aplicarse a los casos en que la variable aleatoria X tenga

una distribucion que sea un hibrido entre una variable continua y discreta.

4.3.2. Coémo Cuantificar la Informacion a Priori

En la cuantificacion de la distribucion de probabilidad a priori radica el principal punto
de controversia de los métodos bayesianos ya que implica una, al menos aparente, pérdida
de objetividad. Sin embargo esta claro que, sobre todo en la toma de decisiones, los juicios
sobre una técnica terapéutica, un nuevo farmaco, la posibilidad de aparicion de efectos
adversos etc.., nunca se fundamentan tnicamente en los resultados de un solo estudio con-

creto. Hay que tener presente que el término a priori no implica necesariamente una relacion
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temporal en el sentido de que corresponda a una informacion obtenida con anterioridad a
nuestro estudio, sino que se refiere, en un sentido mas amplio, a la informacién externa a

nuestro estudio.

Existen diferentes procedimientos para formalizar la distribucién de probabilidad a prio-
ri y algunos autores recomiendan no limitarse a un s6lo método para cuantificarla, sino uti-
lizar varios de ellos con el fin de evaluar como se modifican la conclusiones en cada caso.

Es lo que se conoce como anélisis de sensibilidad.

Desde el punto de vista probabilistico o matematico en cuestiéon existen tres métodos

fundamentales para establecer la distribucion de probabilidad a priori:

= Distribucién no informativa o de referencia, que corresponde a una ausencia de opinion
o de conocimiento clinico a priori y por lo tanto no aporta informacion a lo que se

observa en los datos.

= Distribucién a priori escéptica, que considera que la probabilidad de que la hipotesis

alternativa sea cierta (existe diferencia entre los grupos) es muy pequena.

= Y distribucién a priori entusiasta, que tiene razones fundadas para encontrar diferen-
cias, por lo que determina que la probabilidad de que éstas sean 0 o peor en el grupo

de interés tiene una probabilidad muy baja.

El problema radica en que la especificacion y cuantificacion de la distribucion a priori no
es una tarea sencilla, especialmente cuando se trata de modelos con mas de un parametro,
como pueden ser los modelos de regresion. Por otro lado existe un cierta reticencia por parte
de los investigadores a incorporar una distribucién a priori con suficiente informacién, por

temor a la posibilidad de que se les acuse de subjetividad.

4.4. Seleccion de Modelo

La seleccion de modelo(Burnham et al. [2002]) consiste en el problema de distinguir
qué modelo es adecuado y se ajuste bien a los datos con diferentes parametros. En la li-
teratura existen dos grupos distintos, los basados en la teoria de la informaciéon como es el

criterio de informacion Akaike (AIC)(Akaike [2003]) y los de la inferencia bayesiana como
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son las pruebas bayesianas y el criterio de informacion bayesiano (BIC)(Liddle [2008]) ,
existe también un modelo que combina las dos anteriores este es llamado criterio de in-
formacion de desviacion (DIC)(Liddle [2008]) y es calculado del muestreo a posteriori de
una MCMC(Gilks and Richardson [1995]). En general, un modelo es una eleccion de los
parametros (que varfan) y una distribuciéon de probabilidad a priori de los parametros. El
objetivo de la seleccion de modelo es equilibrar la calidad de ajuste de los datos observa-
dos contra la complejidad o el diagnostico de lograr que el modelo se ajuste. Esto se logra

a través de estadisticas en general el mejor modelo que se ajuste se utiliza para la inferencia.

Las técnicas de seleccion de modelo puede considerarse como estimadores de alguna
cantidad fisica. El sesgo y la varianza son medidas importantes de la calidad de un esti-
mador, asi como la eficiencia asintotica. La complejidad se mide generalmente contando
el nimero de parametros en el modelo. Un ejemplo comiin de seleccion de modelo es el
ajuste de una curva, donde dado un conjunto de puntos y los conocimientos basicos de otro
tipo (por ejemplo los puntos son el resultado de las muestras independientes, idénticamente

distribuidas), debemos seleccionar un funcion que describe la mejor curva.

4.4.1. Ciriterios de Seleccion de Modelo
4.4.1.1. Criterio de Informacién Akaike (AIC)

El AIC (Akaike [2003]) esta definido como

AIC = —2In (Lonas) + 2k (4.6)

donde L, es la maxima verosimilitud obtenida del modelo y k£ el nimero de parame-

tros del modelo, el mejor modelo es aquel que tiene el valor minimo de AIC.

El AIC es derivado de una aproximacion a la minimizacién de la informaciéon de la
entropia Kullback-Leibler que mide la diferencia entre la verdadera distribucion de los
datos y la distribucién del modelo. El AIC no es una prueba del modelo en el sentido de las
pruebas de hipotesis, sino que es una prueba entre los modelos (una herramienta para la
seleccion del modelo). Dado un conjunto de datos, varios modelos de la competencia puede

ser clasificados de acuerdo con su AIC, la que present6 el menor valor de AIC sera el mejor.
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A partir del valor de AIC se puede inferir que por ejemplo, los tres primeros modelos estan
en un empate y el resto son peores, pero seria arbitrario para asignar un valor por encima

del cual un determinado modelo es “rechazado”.

4.4.1.2. Modelo de Comparacién Bayesiano

Factor Bayes

Es una alternativa para la clasica prueba de hipoétesis, este método se basa principal-
mente en el teorema de bayes, es decir dado un problema de seleccién de modelo en el que
tenemos que elegir entre dos modelos se prosigue a parametrizar el modelo y encontrar la
verosimilitud marginal y con eso realizar un cociente. Si el cociente es mayor a uno entonces

el modelo del numerador es el adecuado de lo contrario es el del denominador.

Sea Myy M, dos diferentes modelos y sean #; y 65 los vectores de los parametros del

modelo entonces el factor de bayes estd dado por

p(D|M,) /p<91|M1)p(D|61,M1>d91

K = =
p(D|M2) /p(92|M2)p(D|(927M2)d92

(4.7)
donde D son los datos y p(D|M;) es llamado la verosimilitud marginal del modelo 7.
Por lo tanto la comparacion del modelo bayesiano no depende de los parametros usados

por cada modelo sino mas bien considera la probabilidad del modelo considerando todos

los posibles valores de los parametros.
Criterio de Informacién Bayesiano (BIC)

El BIC fue introducido por (Schwarz [1978]) y esta definido como

BIC = —2in (Lya) + kin(N) (4.8)

donde N es el numero de datos usados para el ajuste, £,,., es la maxima verosimilitud

obtenida del modelo y k el nimero de de parametros del modelo.
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Proviene de la aproximacion de los coeficientes de pruebas de modelos, conocido como
el factor bayes. El BIC asume que los datos son independientes e idénticamente distribui-
dos que puede o no, ser valido en funciéon del conjunto de datos que se examinan. Cuando
estimamos los pardmetros del modelo usamos la estimacion de la méaxima verosimilitud, es
posible incrementar la verosimilitud agregando parametros al modelo, el cual puede resultar
un sobreajuste. El BIC resuelve este problema introduciendo un término de penalidad para
el nimero de parametros en el modelo. El modelo con menor valor de BIC es considerado

el adecuado.

Criterio de Informacién de Desviaciéon (DIC)

Es un modelo jerarquico que generaliza el BIC y el AIC y es ttil en problemas donde
distribuciones a posteriori del modelo han sido obtenidas por una cadena de Markov Monte
Carlo(MCMC), esto es debido a que por cada cadena o iteracion se toman las esperanzas
de los parametros para obtener la verosimilitud y luego se toman el conjunto de todos para
obtener de igual manera la verosimilitud y con eso se realizan medidas. Es similar a realizar
el diagnostico para la convergencia de la cadena de Markov(Gilks and Richardson [1995]).

El valor con menor DIC es el adecuado.

4.4.1.3. Descripcion de Longitud Minima(MDL)

El principio de longitud de descripcion minima (minimum descripcion length (MDL))

(Informatica) puede ser resumido como “elegir la explicacion mas corta a los datos obser-

vados”. Incorporando conceptos basicos de teoria de la informacion tenemos

H = argmaz {p(D|h)p(h)} (4.9)

donde D son los datos y h son los pardmetros, de forma equivalente, expresando esta

ecuacion en términos de la maximizacion de log

H = argmazx {logap(D|h) + logap(h)} (4.10)
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o0, alternativamente, minimizando el negativo de esta cantidad

H = argmax {—logap(D|h) — logap(h)} (4.11)

Esta tltima ecuacién puede ser interpretada como que se prefieren hipoétesis cortas.
Cada uno de estos términos se puede entender como la longitud de descripcion de las
distribuciones bajo una codificacién 6ptima. No vamos a comentar los términos de teoria
de informacion debido a que no es el objetivo de la tesis. El principio MDL recomienda
la eleccion de las hipotesis que minimizan estas dos longitudes de descripcion. Asi, este

principio se puede definir como elegir la hipotesis Hy,p;, dada

Hypr = argmazx {L61p(D|h) + chp(h)} <4-12>

siendo L¢; la longitud de descripcion del mensaje ¢ con respecto a C, que es el nimero

de bits requeridos para codificar el mensaje ¢ utilizando el cédigo C.

4.4.1.4. Validacion Cruzada

Se refiere a una técnica para evaluar como los resultados de un anélisis estadistico se
generaliza a un conjunto de datos independientes. Lo que se hace es formar un subgrupo
y llamarlo conjunto de entrenamiento y validarlo con otro subgrupo llamado conjunto de
pruebas, y esto se realiza utilizando particiones diferentes y los resultados deben ser seme-

jantes. El principal objetivo es la prediccion.

4.4.1.5. Boostrap

Es un método de remuestreo y se utiliza principalmente para aproximar la distribuciéon
en el muestreo para un estadistico. Se usa frecuentemente para aproximar el sesgo o la
varianza de un estadistico, asi como construir intervalos de confianza o realizar pruebas de
hipétesis. Un problema es que es costoso computacionalmente. Para mas informacion puede

consultar (Efron [1979]).
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Resumen

El célculo de la probabilidades a posteriori se realiza obteniendo la verosimilitud y la
probabilidad a priori, en este capitulo comprendimos mejor qué es la funciéon verosimilitud
y como cuantificar los datos a priori que son estos las partes importantes para realizar la
probabilidad a posteriori utilizando el teorema de bayes, la aplicaciéon de lo mencionado
previamente se vera mas adelante cuando se realizen las deducciones de los pardmetros a
posteriori para realizar la inferencia de los parametros mediante la cadena de Markov en el
capitulo 5, también se revisaron y se comprendieron los distintos modelos de seleccion y se
encontrd que los mas importantes para nuestro modelo son el BIC, AIC y el MDL, debido
a que para ellos es muy importante la verosimilitud y para nosotros es facil de obtener,
ademas que evitan el sobreajuste, por lo que fueron los que se implementaron en el software

realizado (Ver apéndice A).



Capitulo 5

Modelo de Mezcla Finita de Gaussianas

5.1. Introduccién
La mezcla finita de gaussianas puede ser escrita como una superposicion lineal de gau-
ssianas de la forma
K

p(x) = mN (x|, Tk) (5.1)

k=1

donde 7, es llamado la proporcion o peso de la mezcla y debe satisface que

0<m <1 (5.2)

Ahora para una representacion grafica de un modelo de mezclas de gaussianas, en el
cual la distribucion conjunta esta expresada de la forma p(x, z) = p(2)p(x|z) como se puede

ver en la figura 1, la variable z se puede expresar de la siguiente manera

p(z) =[] = (5.4)

el cual es una representaciéon 1 de k , es decir solamente se enciende cuando 2z, = 1. Por

lo tanto para la distribucién condicional de x dado el valor de z tenemos que

p(e|ze = 1) = N(2|um, 3) (5.5)
39
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Figura 5.1: Modelo grafico donde la distribucion conjunta es p(z, z) = p(z)p(z|z)

que puede ser escrito de la forma

pxlz) = [ [ N (lw, S0)* (5.6)

k=1
la distribucion conjunta estd dada por p(z)p(z|z) y la distribucion marginal de z, es

obtenida sumando la distribucién conjunta sobre todos los posibles estados de z es decir

p(x) =Y p(2)p(elz) = > meN (2, L) (5.7)

El modelo de mezcla finita gaussiana con K componentes del cual trabajaremos se

escribe como

K
Pyl sk i) = > miN (g, 55" (5.8)

j=1
donde:

y={y1, 92, -y}

p; = j — ésimamedia

s; = precision (inversa de las varianzas)

7 = j — ésima proporcion de la mezcla (Debe ser positiva y sumar a uno)

La precision de un estimador depende de su varianza; si la varianza es grande el valor
del estimador puede tener grandes variaciones y por lo tanto en ocasiones su valor puede
alejarse mucho del pardmetro que se desea estimar; por el contrario, si la varianza de un
estimador es pequena la probabilidad de obtener valores del estimador alejados de valor del

parametro que se desea estimar es pequena, es por eso que utilizamos la precision.
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Tradicionalmente, las técnicas para la estimacion de la densidad de probabilidad aso-
ciada a un conjunto de observaciones se han clasificado en técnicas paramétricas y no
paramétricas. Cada una de ellas tiene sus propias ventajas e inconvenientes que describire-

mos a continuacion.

= Las técnicas paramétricas asumen que la densidad de probabilidad asociada a los datos
sigue una forma especifica, que puede diferir bastante de la densidad real. Sin embargo
este planteamiento permite que la funcién densidad sea evaluada rapidamente cada

vez que surge una nueva observacion.

= Los métodos no-paramétricos, por el contrario, permiten que la forma de la funcion
densidad sea mucho mas general, es decir no se puede asumir que los datos se ajusten a
una distribucién conocida, pero sufre el inconveniente de que el ntimero de parametros

del modelo crece proporcionalmente al niimero de observaciones.

El modelo de mezcla de gaussianas son ampliamente utilizados en mineria de datos, re-
conocimiento de patrones, maquinas de aprendizaje y analisis estadistico. En muchas apli-
caciones, sus parametros son determinados por la méxima verosimilitud usando el algoritmo
de expectation-maximitation. Sin embargo existen ciertas limitaciones en este método por
lo que utilizaremos un enfoque bayesiano en el que se emplea MCMC para estimar los

parametros de la mezcla.

El objetivo principal de la tesis es encontrar precisamente esos parametros que hacen
que la funcién se ajuste muy bien a los datos, es decir se pretende encontrar la densidad
de los datos, pero la manera en que se realizara sera por medio de técnicas bayesianas con
la cadena de Markov Monte Carlo tutil para encontrar los parametros deseados solo que
en nuestro modelo agregaremos hiperparametros para estimar los parametros de la mezcla,
también cabe mencionar que el modelo es finito dado que es necesario proporcionar el valor
del ntimero de componentes, a continuacion detallaremos la representacion de las mezclas
finitas con hiperparametros y detallaremos todas las ecuaciones implicadas para realizar la

inferencia, incluyendo el muestreo Gibbs, necesario para obtener las etiquetas de los dato.
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Figura 5.2: Modelo Gréfico propuesto para las mezclas finitas con hiperparametros
5.2. Modelado de Mezcla Finita con Hiperparametros

Las ecuaciones siguientes fueron propuestas por (Rasmussen [2000]) y el modelo grafico
propuesto es el que aparece en la figura (5.2). Donde p;, s; y 7 son los parametros de la
mezcla de gaussianas, r, A, 8, w y « son los hiperpardametros, y son los datos de la poblacion
y la variable ¢ son indicadores estocésticos uno por cada observacion, su principal labor
es de tener las clases que han generado la observacion, estos indicadores toman valores de

1Ky py, 0;2 yaj son los datos a priori de la poblacion.
Los componentes de las medias ;; estan dadas por la gaussiana a priori:

plpil A ) ~ N(A,r) (5.9)

donde:

La media A y la precisién r son hiperparametros comunes a todos los componentes.

Los parametros por si mismos estdn distribuidos de forma normal y gamma a priori

CcOomo:

p(A) ~ N(py, ay) (5.10)
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—ro?
p(r) ~ g(l,ay_2) o r Y 2exp ( 5 y) (5.11)

donde:

My Y 02 son la media y la varianza de las observaciones.

Para calcular la probabilidad condicional p(f;|c, y, s;, A, ) a posteriori utilizamos el teo-

rema de bayes como sigue

p(jle,y, s5, A1) o< p(ylig, ¢, s5, A, m)p(p] 85, ¢, A7)

pero por la independencia en el modelo grafico obtenemos

p(ILL]|C, Y, Sj, )\7 T) X p(y|lu’]7 C, 8])p<lu’]’)‘7 T)

Ahora como podemos ver en la figura (5.1) haciendo z = ¢ obtenemos una ecuacion

similar a la ecuacion (5.6) como sigue

K
p(ylpss e s5) = 1] Nylugo 55 (5.12)

Jj=1
pero como solo vamos a considerar cuando la variable ¢,; esta activa (su valor es uno y
todos los demés son ceros) entonces el producto desaparece, es decir queda de la siguiente

manera

(Y|, e, 55) = N(ylp;s;) (5.13)

Ahora encontremos la probabilidad a posteriori, para ello multiplicaremos la verosimi-

litud de la ecuacion (5.13) por la ecuacion (5.9) como sigue

p(/lj|07 Y, Sj, )‘a 7”) X p(y“l], C, Sj)p(ﬂjp‘) T)

Aqui es muy importante mencionar un término que es de vital importancia para cono-
cer las distribuciones a posteriori, cuando se tiene la distribucion de la verosimilitud y la

distribuciéon del dato a priori, es posible obtener una distribuciéon conjugada a priori que
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detallaremos en la siguiente capitulo y se define de la siguiente manera

Definicion 1.- Dada una clase de funciones de verosimilitud p(z|f), una clase de dis-
tribuciones de probabilidad a priori p(6) se dice que sera conjugado de la clase de funciones
de verosimilitud p(z|0) si el resultado de la distribucion a posteriori p(6|z) son de la misma

familia que p(0).

Por lo que el conjugado a priori de una gaussiana es otra gaussiana por lo que busque-

mos la media y varianza como sigue

plusle,y s A1) o [T (1/32eam (<31 — m3)%s3)) ) (v eww (=1 — A1)

n=1

p(:uj|C> Y,Sj, )‘7 7“) X

(@)nexp (—% [83' é(ﬁyn - Mj)Ql) (Vazexp (=35 [(n; — A)?r]))

N
pllesy s hr) o (V) Ve <_% [(Mj = AP s (= uj)2])
n=1

Ahora apliquemos el logaritmo a esta expresion

lng(M]|C, Y, Sj7 /\7 T) X

N
2 [log s; — log 2m] + 3[logr — log 27] — % [(,uj — A%+ st(yn - Nj)z]

n=1
Podemos desarrollar la expresion del exponente y acompletar los cuadrados para encon-
trar la media y la varianza a posteriori pero es complicado, existe una manera mas facil
de encontrarlo de acuerdo a (Thrun et al. [2005]) que dice que la media del producto de
dos gaussianas es el primer momento y la inversa de la varianza es el segundo, por lo que
derivemos para encontrar el primer momento con respecto a p;, y luego despejamos con

respecto a la misma variable para encontrar la media, esto es

—3 <2T(uj —N) +25> (yn — Mj)(—1)> =0



5.2. Modelado de Mezcla Finita con Hiperparametros 45

i (r+mns;) = A+, yn

Ahora como solo estamos suponiendo para un cierto conjunto de valores de ¢ entonces
N

Zyn se transforma en Z y; por lo tanto

n=1 iici=jJ

rA+s; E Yi

iic;=J

Hj = r+n;s;

Ahora para encontrar la varianza debemos encontrar el segundo momento o segunda
derivada que de acuerdo con (Thrun et al. [2005]), que dice que al encontrar el segundo

momento lo que resulte al derivar por segunda vez es la varianza inversa, esto es

r+sn; =0

1
r+s;n;

varianza =

Por lo tanto

7‘)\+5ij¢

ici=jJ 1
)
r+ n;S; T+ Sin;

p(luj|cay75j7)\vr) ~ N (514)

donde:

n; = j-ésimo niimero de observacion que pertenece a la clase j.

Ahora hacemos lo mismo para encontrar como se distribuye p(\|ug, r), de igual manera

el conjugado a priori de una gaussiana es otra gaussiana y lo encontramos como sigue

p()‘“/“kv 7”) X p(:uk|/\v T)p(/\‘r)
P(Apw; ) o< ppag] A, 7)p(A)

sustituyendo la verosimilitud de (5.9) y la probabilidad de (5.10) tenemos que

P, 1) ocf[ a=exp (=3 [(1; — A)*r])) (\/;exp< 2 [%D)
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PNk, ) o ( i)Kexp(

K
o) (V)" e (4|3 v+ 0

Aplicando el logaritmo obtenemos

log p(Al g, 7) o

K (logr — log2m) 4+ 3(log 1 — log 2mo,) —

N[
| ——— |
=
[~
—~
=
.
|
>
—
[\
>
ald
e =
<
e
| E—

Aplicamos el primer momento con respecto a A e igualamos a cero para encontrar la

media

Y

K
25 1y — A (1) + 20 g
=1
K
—U;TZ(MJ' —A)+A—pu,=0
=1

K
—asfrz fj 4+ opr AK + X — p, =0
j=1
K

A(o2rK 4+1) = p, + O'ZTZ 14

K
#y+air§ I
_ Jj=1

7j=1
N\ =

oZrK+1

Encontramos el segundo momento (segunda derivada) para encontrar la varianza

USTK +1=wvar?

: _ 1
varianza = —UZTK—H

Por lo tanto tenemos que
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K
oy + O'STZ Hj
j=1 1

ang—l— 1 ’ang—i— 1

p(Alpg, ) ~ N (5.15)

De manera similar encontremos como se distribuye p(r|ux, A)

p(rlpn, A) o< p(pel A, 7)p(r|A)
p(r|pn, A) o< p(u| A, 7)p(r)

sustituyendo la verosimilitud de (5.9) y la probabilidad de (5.11) , aqui podemos ver

que tenemos el producto de una normal por una gamma, pero al desarrollar el producto

tenemos que

p(rline. N o< TT (/Zerm (=5 [s, = X2r1) (7 eap (<5 [rof]))
p(rlp, N) o< (/o) exp (—% [rZ(Mj — )\)2]) (r='2exp (-1 [ro?]))

p(rls N) o< (r) T eap (—%7’ [Z(uj — A+,

Ahora podemos ver que al parecer este producto es el conjugado a priori de una gamma,

ajustemos las variables para obtener los parametros de una distribucion gamma.

)

K
K41
p(rlpe, A) o ()72 "L exp (—%T [Z(Nj —A)? + o}

J=1

(K+D)r
(K+1)

K
E (1j=N)2+0F
J=1

g
—~
=3
=
T
=
K
=
N
&
S
|
N

por lo tanto tenemos que
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K+1
p(ripe A) ~ g | K+1,— (5.16)
> (= AP+
j=1
Las componentes de las precisiones s; estan distribuidas a priori como
1 B_1q 1
p(sjl B w) ~ g(B,w™") o< (s5)2 " eap | —5s5wh (5.17)

donde:

By w! son hiperpardmetros que tienen a su vez distribuciones a priori como sigue

I™) ~ 9(1,1) = p(3) x 5o (- ) (.19
p(w) ~ g(1,07) w1 exp (%) (5.19)

Ahora encontremos como se distribuye p(s;|c, y, pt;, 8, w), esto es

p(sj’Q Y, /vbju 67 U)) X p(y|5jcv :uju 67 U))p(Sj‘C, Iuja 67 U))
p(sjle,y, i, B, w) o< p(ylu;, sj, ¢)p(s;]|5, w) ...por independencia condicional

sustituyendo la verosimilitud de (5.8) y la probabilidad de (5.17) tenemos

Al igual que el anterior tenemos el producto de una distribuciéon normal y una distribu-
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cion gamma por lo que veamos si es posible encontrar la distribuciéon a posteriori como sigue

)

N
nih
p(Sjycaya/Ljaﬁaw) (8 (Sj) 2 lexp <_%Sj [Z(yn - ,Uj)2 +w5

n=1

sj(nj+B)
(n;+8)

N
g (yn—pj)2+wp

de igual manera que lo anterior como solo estamos tomando una clase de ¢ entonces
N

Z(yn — py)? = Z (y; — )%, por lo que vemos que si encontramos la distribucion a

N |=

n; B_
p(‘%’@@ﬁﬂjuﬁuw) (08 (Sj) i/2 (Sj)Q 161’]) —

n=1 e =]
posteriori el cual es una distribuciéon gamma y queda de la siguiente manera

T%-Fﬁ

p(sjle, y, py, B,w) ~ g | nj + B, (5.20)
J J J Z(yi—ﬂﬂz"’wﬁ

iic;=J

Ahora encontremos p(w|sy, ) como sigue

p(wlsk, B) o< p(sk|B, w)p(Blw)
p(wsk, B) o< p(sk|B, w)p(w)

Sustituimos la verosimilitud de (5.17) y la probabilidad de (5.19), y ademas como nues-

tra variable es con respecto a w entonces

5y 1
$:)2 “exp(—=PBsiw B B _
p(si|B,w) = L _CPERPaw) o (44,8)5 (5;)5 L eap(— 1L Bsw)

r(9) ()2

(Sj)g_lel‘p(—%ﬁsjw)
r(5)(Z)

por lo tanto utilizando esta tltima ecuacion (5.21) tenemos lo siguiente

e (<o) ) (e (- 3)
<wﬁ>mz) ap (4095 ) (e ()

(Vg
[N

p(sul,w) = o (wh) () eap(—3psw)  (21)

Q
w\m

K
p(w|sg, B) (H wp)z(

p(w]sk, ) (

T:]Nn
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, K
K 1
p(wl|s, 5) ((sjw)Tw_§> exp (—%w [BZ 55+ 0%3
j=1

)
)

de igual manera encontremos la distribucion a posteriori que al parecer es nuevamente

plulsk, B) o ((w)*) eap (—%w [ﬁi 5+ 0y”

J=1

una distribucion gamma y queda de la siguiente manera

BE+1 "
p(wlsg, B) o ((w) 2 1) exp | -4 | 24—
BZ Sj+oy?
j=1
BK+1 w
plols ) o ()55 ey | =3 | Skt
K
BZ Sj+cr;2
| J=1 ]
por lo tanto
BK +1
BZ S —l—(T;Z
j=1

Encontremos ahora p(f|sg, w) , de igual manera que el anterior tenemos que

p(Blsk, w) o< p(s;] B, w)p(Blw)
p(6|3k7 w) X p(8j|57 w)p(ﬁ)

como el parametro que estamos buscando es [ entonces serd necesario tomar la verosimi-

litud de la igualdad de la ecuacion (5.21) y el dato a priori de (5.18), esto es

wB\?, s, 1
HBlon) ﬁ(7> v F;j”’(f”ﬁ) (5tean ()

28
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P(Blst, w) ox (F (g)Kﬁ (42)* (5)% " eap (—%sjwm) (5-4eap (~25))
p(Blsk, w) o (F (g) - (%B)BTK (‘%’)gf1 5_%Hexp (_%Sjwﬁ)> (exp (—%»

p(Bsk, w) o<

(F (g)‘ixp (—%) (2)% (2)% () ()7 B4 Jeap (—%Sjwﬁ))

BK—-3 K

1) ()

Como podemos ver encontrar su respectivo conjugado a priori no es posible y pode-

mos concluir que no son conjugados a priori, ahora debemos encontrar esta probabilidad
a posteriori, como tenemos que p(log(F)|sk, w) es log-concavo, podemos generar muestras
independientes usando el muestreo de rechazo adaptable(ARS) (Gilks and Wild [1992]) y

obtener valores de (.

La mezcla de proporcion 7; estda dada por una distribucion de Dirichlet (también cono-

cida como multivariada beta) a priori con parametro «/k, como sigue

p(mi|a) ~ Dirichlet(a/K, ...,a/K) = %H W?/K_l (5.24)

pero las 7; tienen un nimero de ocupacion n; que se distribuye multinomial y su dis-

tribucién conjunta es

p(cn|my) = Hﬂ';-Lj (5.25)
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Ahora calculemos la p(c,|a), de la siguiente manera
p(enlme, a)p(meler) = ple, mi|a)
Ahora marginalizando sobre 7, sustituyendo (5.25) y (5.24), tenemos que

plenla) = / cn\m, a)p(m|a)dmy,

plenla) = ( > dr;

K
K— 1

j=1
Por las propiedades de la integral de Dirichlet (Ferguson [1973]), tenemos que debemos

encontrar una constante de normalizacién para hacer que la integral sea igual a uno por lo

que
K
[T +a/K)
S N (<)) I'(n+a) j=1 nj+a/K—1
p(cn|oz) = r(a/K)K/F(n+a) JK Hﬂ-j dﬂj
[T, +a/K)"™
j=1
K
@] [T +a/K)) K
. =1 I'(n+a) nj+a/K-1
plenla) = ]I‘(a/K)Kr‘(nJra) / K Hﬂj dm;
[T, +a/K))7="
j=1

como sabemos que la parte de la integral es igual a uno, entonces tenemos que

K

I'(n; + a/K)
n 5.26
plenle) = n—i—a jljl I'a/K) ( )

Ahora con esta tltima ecuacion (5.26) tenemos que

plci=jc—ila) _ plenle)

p(ci = j|c—i7 Oé) plc_i]a) ple—i]a)
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Q) ®

) 1
A | ’“@-\

G).

AN

Figure 5.3: Modelo grafico resultante cuando se integra o marginaliza sobre el parametro =

K
I'(a) F(”]""O‘/K)
I'(n+a) I'(a/K)

. =1
p(Ci = ]|C—ia> = ’ K

Z I'(a) T(nj+a/K)
I'(n+a) I'(a/K)
Ci=j 7j=1
I'(a) P'(nj+a/K)
ple; = jle_a) = EEZ)M) F?ff;/ffﬁ/m, esto es debido a que se considera a una j en
I(n—14a) TI'(a/K)K

especifico.

. _ I'(n—1+a)(nj+a/K)
p(ci = jlea) = F(n+a)r(nj—J1+a/K)

ahora para eliminar la funcién gamma utilizaremos una de sus propiedades

. F(n—14o)I'(n;j+a/K+1-1)
plei = jle—ia) F(n+a+1—1)rj(nj—1+a/K)

. _ IP(n—14a)(nj+a/K-1)'(n;+a/K-1)
plei = jleia) = (nFa—1)(nta—T)T(n, ~1+a/K)
. ni+a/K—1
p(ci = jlea) = st ZnJra/fl) )

Ahora tenemos que n; — 1 es equivalente a n_; ; y sustituyendo tenemos

n_;; -+ Oé/K

(5.27)

donde:
—i = indica todos los indices excepto el i-ésimo

n_, ; = indica el nimero de observaciones, excluyendo a y; asociado al componente j.
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Las distribuciones a priori para a y p(ng|a) estan dadas como

pla™!) ~g(1,1) = p(a) o a*?exp (—%) (5.28)
ploele) = £ (5.20)

Ahora para obtener p(a|K,n) , tenemos que

plalK;n) o< p(nfa, K)P(a|K)
pla|K,n) « p(n|a, K)P(a)

Sustituyendo (5.29) y (5.28) tenemos que

plalK.n) o (5a ) (o 2erp (~55))

X3 2exp (—35) T(w)
I'(n+ )

plalK,n) o« (5.30)

Note que las condicionales a posteriori para «, dependen solamente de las observaciones
n y del nimero de componentes k, y no de como las observaciones estan distribuidas entre

los componentes.
La distribucion p(log(a)|K,n) es log-concavo y podemos generar muestras independi-
entes de dicha distribucién mediante el muestreo de rechazo adaptable (ARS). Ahora para

calcular los indicadores ¢ obtenemos las variables de la cobija de Markov de acuerdo a la

figura (5.3) , por lo tanto obtenemos

p(C = j‘cfia iy Sj7 a, yz) 08 p(yzlca i, Sj7 Oé)p(Ci = j‘cfia ,ujv Sj> O‘)

por independecia condicional obtenemos

plc = jle—i, pj, 85, a, yi) o< p(yile, py, s5)plci = jles, a)
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sustituyendo las ecuaciones (5.27) y (5.13) tenemos que

[N

n—14+«

pc = jle—i, pj, sj, @, y;) o< <M> ((Sj) erp (-M)) (5.31)

y para este caso se ajusta bien el muestreo Gibbs para obtener las etiquetas (c¢) que son
necesarias para saber del conjunto de datos cuales pertenecen a una determinada gaussiana.
Todas las ecuaciones deducidas previamente ttiliza una cadena de Markov Monte Carlo para
obtener las propabilidades a posteriori y encontrar los valores adecuados cuando la cadena
haya llegado a su distribucion estacionaria. El algoritmo en pseudocodigo se encuentra en

(5.1).

Resumen

Se deducieron todas las probabilidades para realizar la inferencia en los parametros
mediante el uso de la mezcla finita de gaussianas agregando hiperpametros, todo esto de-
sarrollado se obtiene a partir del valor del niimero de componentes proporcionado a priori,
sin embargo el objetivo final de esta tesis es no proporcionar el ntimero de componentes
sino que el propio método lo calcule y para esto lo que se realizara en el siguiente capitulo
es hacer que el valor del nimero de componentes(K') sea reemplazarla por infinito es decir
hacer que tienda al infinito y con esto poder decir que el modelo es un modelo de mezcla
de gausssinas infinitas, no es trivial comprender que significa tender al infinito pero esto se

vera con mas detalle en el siguiente capitulo.

Resumen de las ecuaciones a priori

K

L. p(y’/*l’]w Skaﬂ'k) = ZWJN(/L],S;l)
j=1

2. p(pglA,r) ~ N(A,r71)

3. p(A) ~ N(Nyvai)

2

4. p(r) ~ g(l,af) o r~Y2exp (%)
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Algoritmo 5.1 Pseudocodigo principal para la mezcla finita de gaussianas

Entradas: Y, k, eitera, donde Y son los datos de la poblacién, k£ es el nimero de componentes e itera es el nimero de
iteraciones.

Salidas: u!, st y 7t son los pardmetros de una distribucién normal con vectores para la media, inversa de la varianza y pesos
respectivamente.

function [ut, st wt]=kfinito(Y, k, itera)

//Datos a priori de la poblacion
py = media(Y)
2

o, = varianza(Y')

0;2 = inversa(varianza(Y'))

//Inicializa las variables a priori

p(X) ~ N(uy,0°)

p(r) ~ G(L,0)

p(8) ~ aam

p(w) ~ G(1,07)

p(o) ~ Gay

forj=1tok
p(sj]B,w) ~ G(B,w™ 1)
p(l"j I/\v T) ~ N(>V 7‘71)

end

//Inicializa los valores de ¢ todos iguales a 1
cl.mn=1

Encuentra las frecuencias de las clases n;;

//Realiza la cadena de Markov
for t =2 to t < itera
//Encuentra las probabilidades a posteriori
forj=1tok
p(phle, Y, 3271, At—1 7t=1) de acuerdo a la ecuacién (5.14)
p(stle, Y, ,uzfl,ﬁtfl,wtfl) de acuerdo a la ecuacién (5.20)
end )
p(\|p =", rt=1) de acuerdo a la ecuacién (5.15)
p(rt|ut™", At=1) de acuerdo a la ecuacién (5.16)

p(wt|si™", Bt~1) de acuerdo a la ecuacion (5.22)

//Muestrea por medio del muestreo de rechazo adaptable las variables ay 3
p(ﬁﬂs?l,wt‘l) de acuerdo a la ecuacion (5.23)
p(at|k,n) de acuerdo a la ecuacion (5.30)

//Utiliza el muestreo gibbs
forj=1tok

Obtiene p(ct = j\ct:il,u;.*l

1

,sjf ,at~1) de acuerdo a la ecuacion (5.31)

end

//Encuentra los valores de ¢ de acuerdo al muestreo de una distribucion multinomial
j/

1 th > X | donde X ~ Uniforme(0,1)
h=1

Encuentra las nuevas frecuencias de las clases n;;

N4
Encuentran los pesos nt = -
E Nij
k=1

Actualizar todas las variables a la siguiente iteracion t =t + 1

k
.

j=arg minJ

end
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5. p(871) ~ g(1,1) = p(8) o< B/ 2eap (~35)
6. p(w) ~ g(l,ag) x wY2exp (%)
n,i,j—i-oz/K

7. p(cl = j|C_iCY) = n—1l+a«

8. pla™) ~ g(1,1) = p(a) ox a3 2exp (—%)

Ecuaciones a posteriori

K
putodr
j=1 1

L. p<>\|ﬂk,r) ~N o2rK+1 P oZrK+1

TA+5; E Yi

;=] 1
T+n;8; ? r+sing

2. p(ujle,y, s, A, 1) ~ N

3. p(r|pg, A) ~g | K+1, %

Z(M;‘—/\)2+G§

J=1

anrB

(yi—pj)2+wp

4. p(Sj‘C,y,[Lj,ﬁ,UJ)Ng nj+ﬂa Z

¢, =]

ot (1 (5) e () 0 L5 e

oaK’?’/Qe:L‘p(—%)F(a)

7. p(a|K,n) x Tt

. . 1 8 (yi—pi)2
8. plc = jle—i, pj, 55,0, y;) <T—|—a> <(3j)2€$p <—w



Capitulo 6

Modelo de Mezcla Infinita de

(zausslanas

6.1. Introduccion

Hasta ahora hemos considerado el nimero de componentes como una cantidad fini-
ta, en esta seccion detallaremos todo lo que respecta a la parte infinita es decir cuando
k — oo y haremos las derivaciones finales con respecto a las condicionales a posteriori de
los indicadores c. Para todas las variables del modelo finito excepto los indicadores, las
condicionales a posteriori de las ecuaciones del capitulo anterior, se obtienen sustituyendo
para el valor de k, el valor de k., que se vaya encontrando de acuerdo al nimero de clases

obtenidas por la cadena de Markov.

Una forma de explicar cuando £ es infinito es mediante el uso del proceso de Dirichlet
que es semejante a tomar el limite £ — oco. Modelar una distribuciéon como una mezcla
de distribuciones es ttil para estimar la densidad no paramétrica o para una manera de
identificar clases latentes que pueden explicar las dependencias observadas entre las varia-
bles. La mezcla con un contable niimero de componentes infinitos es manejado como un
marco bayesiano, empleando una distribucién a priori para las proporciones de la mezcla
tal como un proceso de Dirichlet. Usar la mezcla infinita tiene como finalidad determinar
el nimero correcto de componentes a diferencia de la mezcla finita que esos componentes

son a priori y siempre se tienen dificultades para encontrar el adecuado.

28
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Utilizar el proceso de Dirichlet es computacionalmente factible con el desarrollo de méto-
dos de las cadenas de Markov para muestrear la distribucién a posteriori de los parametros
de los componentes y la asociacion de la mezcla de los componentes con las observaciones.
El método muestreo Gibbs puede facilmente ser implementado para modelos basados en
distribuciones conjugadas a priori, pero cuando no son conjugados a priori son apropiados
en muchos contextos, frecuentemente el muestreo Gibbs requiere de una integral numéri-
ca dificil de tratar. West et al. [1994] usa aproximaciones Monte Carlo para esta integral.
Maceachern and MAEller [1998] han ideado una manera para el manejo de prioris no

conjugados que utiliza un conjunto de pardmetros auxiliares.

6.2. Familia Exponencial

La distribucion de probabilidad que hemos estudiado en los capitulos anteriores son
ejemplos especificos de una amplia clase de distribuciones llamado la “familia exponencial”
(Duda and Hart [1973]; Bernardo and Smith [1994]). Los miembros de la familia exponencial
tienen muchas importantes propiedades en comiin y es apropiado discutir estas propiedades
con cierta generalidad. En este capitulo es importante estudiar la familia exponencial ya que
juega un papel importante debido a que es la base para comprender qué es un conjugado a

priori y de donde proviene.

La familia exponencial de distribuciones en x dado los pardmetros 7, se define como el

conjunto de las distribuciones de la forma

p(z|n) = h(z)g(n)exp{n" u(x)} (6.1)

donde x puede ser un escalar o un vector, y puede ser discreto o continuo. La variable
n es llamado el parametro natural de la distribucién y u(x) es alguna funciéon de z. La
funcion g(n) puede ser interpretada como el coeficiente que asegura que la distribucion es

normalizada y por lo tanto satisface

4(n) / h(e)eap{nTu(z) }dz = 1 (6.2)

donde la integral es reemplazada por sumatoria si x es una variable discreta.
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Para aclarar més las ideas realizemos el siguiente ejemplo.
Ejemplo.- Consideremos primero la distribucién de Bernoulli
p(x|p) = Bern(z|p) = p*(1 — p)'=* (6.3)
Expresando el lado derecho como el logaritmo del exponencial tenemos
plalu) = exp(elnp+(1—2)in(1 - p))
1
= (1—- In|{—— 6.4
(= wpeap {in () ] (6.4
ahora comparando las ecuaciones (6.1) y (6.4) identificamos lo siguiente
1
n=In (—) 6.5
- (6.5)
el cual podemos resolver la ecuacion p = o(n) donde
()= (6.6
on)=—— .
g 1+ exp(—n)

es llamado la funcién “logistica sigmoide”. Entonces podemos escribir la distribucién de

Bernoulli usando la representacion estandar (6.1) por lo tanto tenemos que

u(z) = =«
h(z) = 1
g(n) = o(=n)

6.2.1. Conjugados a Priori

Creamos una distribucion a priori p(f) y estamos interesados en la distribucion a pos-

teriori p(f|z). Sera deseable si p(f|x) es de la misma familia exponencial de p(#), porque

nos permitird encadenar las observaciones X = {x;}!' | y actualizar la posteriori p(6|z)

sucesivamente. Esta relacion entre p(z|f) y p(6) es llamado el conjugado a priori el cuél
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| Verosimilitud \ Priori \ Posteriori |
Multinomial(6y, ..., 8;) | Dirichlet(ay, ..., ) Dirichlet(a + 1, ..., oy + x%)
Binomial(p) Beta(q, 3) Beta <a + Z i, B+ Z N; — Z xz)
i=1 i=1 i=1

Normal(u, o*conocida)

Normal(pg, 07)

m
>
i=1
2

o

Normal W’ (%g N %>—1

Normal(u, T conocida)

Normal(p, 7o)

Normal

Normal(pu, T conocida)

gammala, )

gamma, a+%,6+":1+

gamma(« conocida, [3)

gamma(ayg, o)

gamma (ao + na, By + Z xz>

=1

Cuadro 6.1: Distribuciones conjugadas mas comunes, donde 7 es la precision y 5 es la

inversa de la escala

esta definido de la siguiente manera:

Definicion 1 (Conjugado a priori).- Dada una clase de funciones de verosimilitud
p(z]0), una clase de distribuciones de probabilidad a priori p(f) se dice que es conjugado a
la clase de funciones de verosimilitud p(z|f) si el resultado de las distribuciones a posteriori

p(f]z) pertenecen a la misma familia que p(6).

6.3. Distribuciéon de Dirichlet

La distribucion de Dirichlet de orden n esta definido sobre el espacio simplex n-dimensional

(6.10)

An:{xER”: Zmizl,xiZO}
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La distribucion esta parametrizada para n valores positivos {a};_, (a; > 0)

Definicion 2 (Distribucion de Dirichlet).- Una variable aleatoria x € A, se dice
que tiene una distribucién de Dirichlet si su funcion de densidad de probabilidad con res-

pecto a la medida de Lebesgue esta dado por

IO ),
p(T1, ey ) = T/;fo"fl (6.11)

[[T(e) =

=1

y es denotado como = ~ Dir(ay, ..., ;) o simplemente x ~ Dir(«).

6.4. Proceso de Dirichlet

El proceso de Dirichlet(DP) (Ferguson [1973],Ferguson [1974]; Blackwell and MacQueen
[1973]; Sethuraman [1994]) es la base de los modelos no paramétricos ampliamente usados
para distribuciones aleatorias en estadistica bayesiana, debido principalmente a la disponi-
bilidad de eficientes técnicas computacionales. Algunas aplicaciones recientes del proceso
de Dirichlet incluye las finanzas (Kacperczyk et al. [2005]), epidemiologia (Dunson [2005]),
genética (Medvedovic and Sivaganesan [2002]) y medicina (Bigelow and Dunson [2007]).

Definicion 3 (Proceso de Dirichlet).- Sea H una distribucién sobre © y « un
numero real positivo. Entonces para alguna medida de particion finita Aq,...., A, de O, el
vector (G(A1),...G(A,)) es aleatorio debido a que G es aleatorio. Decimos que G es un
proceso de Dirichlet distribuido con la distribucion base H y pardmetro de concentracion

a, y se escribe como G ~ DP(a, H) si

(G(A)), .., G(A,)) ~ Dir(aH(A,), ..., aH(A,)) (6.12)

para cada medida de particion finita A, ...., A, de ©.

Para alguna medida del conjunto A tenemos que

BE(G(A)) = H(A) (6.13)
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Figura 6.1: Muestras del proceso de Dirichlet centrada en una distribucién gaussiana estan-
dar con diferentes parametros de precision.

H(A)(1— H(A))
a+1

Var(G(A)) = (6.14)

La prueba se puede encontrar en (Xinhua [2008]).

6.4.1. Distribucién a Posteriori

Debido a que G es una distribucién aleatoria procedente de un proceso de Dirichlet y
no es observable, podemos hacer mejores estimaciones de G tomando muestras de GG. Esta
es la idea de las distribuciones a posteriori.

Supongamos que hemos observado valores 64, ...,0,. Sea Ay, ..., A, una medida de parti-
cion finita de © y sea ny = #{i : 6; € Ay} el nimero de valores observados en Ay. Utilizando
la ecuacion (6.12) como dato a priori entonces el modelo de la verosimilitud es multinomial
porque ha particionado el espacio completo © en un conjunto fijo de subconjuntos y r < oc.

Por conjugacion de las distribuciones Dirichlet y multinomial, tenemos

(G(AL), oo, G(ANO1, .., 6 ~ Dir(aH(AL) + 1, ..oy H(A,) +1,)) (6.15)

Debido a que ecuacion (6.15) es verdadera para todo medida de particion finita, podemos
predecir que la distribucion a posteriori sobre GG es también un proceso de Dirichlet. Note
n

que los pardmetros tienen una suma constante Z aH(A,) + n, = a+ n donde este tltimo
i=1
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termino es constante y no depende de la particion. Si podemos encontrar una distribucion H’
y un nimero real positivo o’ tal que para todas las particiones, aH (A;)+n; = o' H'(A;) para
toda i = 1,...r entonces G|b, ..., 0, debera ser un proceso de Dirichlet. Afortunadamente es
facil ver que el posteriori de un proceso de Dirichlet tierile un parametro de concentracion
aH+Z o,
i=1

actualizado o/ = a + n y la distribucion base H = e

, donde Jp,es un punto masa
localizado en el atomo 0; es decir es la probabilidad de Dirac concentrado en 6;. En otras

palabras

>

« n n—1 "=
a+n—1 a+n—1n-—1

G|91,...,9n_1 ~DP|la+n— ]_, (616)

Ahora estudiamos la distribucién predictiva 6,, después de observar 64, ..., #,_1 y margina-

lizando sobre G

p6) = [ 90 Glor 80 6.17)

Podemos ver que 6,, 1L 601, ...,6,,_1|G es decir 6,, es condicionalmente independiente de

01, ceey Qn—l dado G.

Para todo el conjunto de medidas A tenemos

p(0n€A|01,...,9n_1) = E[G(A)|917...,9n_1]

n—1
aH(A)+Z do, (6.18)
i=1
a+n—1
donde la primera igualdad es por definicion y la segunda igualdad viene de la distribu-

cion base a posteriori de G.

Debido a que en la ecuacion (6.18) tiene una A arbitraria, tenemos que

n—1
aH + Z 591‘
=1

0,101,...0,_ 1 ~———
|1 ! a+n-—1

(6.19)
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Figura 6.2: Modelo gréfico del proceso de Dirichlet

Ahora vemos que la distribucion base a posteriori dado 64, ...,60,_; es también la dis-

tribucion predictiva de 6,,.

Ahora surgen dos preguntas fundamentales:
1. ;Es la definicién 3 razonable?
2. (Existe tal manera que se ajuste a la definicién?

Hay dos maneras de probarlo, una es mostrando la intercambiabilidad de los procedimientos
y luego recurrir al teorema de Finneti, y el otro es mas directo que consiste en construir
un proceso de manera explicita y demostrar que cumple las condiciones de la definicion 3.
El modelo grafico lo podemos ver en la figura (6.2). Estudiaremos el primer enfoque en las

siguientes secciones.

6.5. Esquema de la Urna de Pélya

La ecuacién (6.19) provee una conveniente manera de tomar muestras de G, tomando

en cuenta que G no es obhservable por si mismo.

Suponga que cada valor en © es un tnico color, y tomar 6 ~ G, que son pelotas con
el valor (siendo el color de la pelota) tomado. Ademas tenemos una urna conteniendo las
pelotas previamente vistas. En el inicio no hay pelotas en la urna, y tomamos un color de

H por ejemplo tomar #; ~ H una pelota pintada con ese color, y colocarlo en la urna. En

«
a+n—1

subsecuentementes n pasos, con probabilidad toma un nuevo color (tomar 6, ~ H),
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n
a+n—1

pintar la pelota con ese color y colocarlo en la urna, o con probabilidad tomar una
pelota aleatoriamente de la urna, registrar su color ¢, y pintar una nueva pelota con ese

color y depositar las dos pelotas en la urna.

Es importante interpretar el mecanismo de probabilidad de las pelotas tomadas. Porque
las valores de los colores de las pelotas {0} son repetidas, sea 67, ...,6% _, los tnicos va-

lores entre 64, ...0,,_1 y ny son los nimeros de repeticiones de ¢; . Entonces la distribucién

predictiva de la ecuacion (6.19) puede ser equivalente escrita como sigue

m—1
1
971’91, cery 97171 ~ m (OéH + ; nk59;> (620)

Note que el valor de 60 serd repetido 6,, con probabilidad proporcional a ng, que es
el nimero de veces que ya ha sido observado. Mientras mas grande es n; mayor es la
probabilidad de que creceré. Esto es un fen6meno donde grandes grupos(un conjunto de 6s
con idénticos valores 67) se hacen cada vez mas grandes. Esto es bueno y malo, por el lado
bueno esto nos lleva al hecho de tomar G' de DP(«, H) con probabilidad uno. El ntimero de
nuevos colores puede mostrarse que crece logaritmica mente en el nimero de muestras. Sin
embargo por el otro lado puede limitarse a la capacidad del modelo. Finalmente note que
este fendomeno no tiene nada que ver con la medida base H el cudl se asume que es suave

(continuo) en la mayoria de los casos.

6.5.1. Aplicacién del Teorema de Finetti

El esquema de la urna de Pélya ha sido usado para mostrar la existencia del proceso
de Dirichlet (Blackwell and MacQueen [1973]). La herramienta bésica para eso es teorema
de Finneti, quien garantiza un modelo de mezcla que dice que las observaciones son inter-
cambiables, cudl es claramente satisfecha por el esquema de la urna de Polya, el modelo de

mezcla es exactamente el proceso de Dirichlet, y se justifica en la siguiente definicion

Definicion 4 (Intercambiabilidad de secuencias aleatorias).- Un proceso aleato-
rio (01,65, ...) es llamado intercambiabilidad infinita si para algin n € N y alguna per-
mutacion o de 1,...n, la probabilidad de generar (64, ...,6,) es igual a la probabilidad de

tomarlos en diferente orden (6,1, ..., Os(n))
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P(617"'a0n :p(ea(l)a---aea(n)>) (621)

Teorema 1(Teorema de Finneti).- Suponga un proceso aleatorio (6q, 6, ...) es infini-
tamente intercambiable, entonces la probabilidad conjunta p(6;,6s, ..., 0y) tiene una repre-

sentacién como una mezcla

p(01,92,...,0N):/(HG(@)) dP(G) (6.22)

para alguna variable aleatoria G.

Segin la definicion del esquema de la urna de Polya especialmente la ecuacion (6.19)
, construimos una distribucién sobre secuencias 6., 0s, ... iterativamente tomamos cada 6;
dado 0y, ...,60,,_1. Note que la probabilidad condicional de la ecuacion (6.19) esta siempre
bien definida independientemente si existe un DP.

Para n > 1 sea

n

01, ....0,) = [ [ p(6:l61. ... 6:-1) (6.23)

i=1

la distribucion conjunta sobre las primeros n observaciones donde p(6;|01, ...,0;_1) esta
dado por la ecuacion (6.19). Es sencillo verificar que esta secuencia aleatoria es infinitamente
intercambiable, en efecto si son C' colores (por ejemplo la accion de tomar un nuevo color
0, ~ H ocurre C veces) y n. pelotas son tomadas por cada color 65, entonces el estadistico
{n.}. no cambia con la permutacién (6, ...,0,_1) . Por otra parte p(6,...,0,) depende

solamente de {n.}. en

C
aCT] H(8:)(ne — 1)

P61, s 0n) = (« +n7— Da+n—2)..« (6:24)

c
donde n = E Ne.
i=1

Ahora los estados del teorema de Finetti que existen a priori sobre las distribuciones
aleatorias p(G) es exactamente el proceso de Dirichlet DP(a, H) por lo tanto se establece

la existencia.
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Figura 6.3: Proceso del restaurante chino
6.6. Proceso del Restaurante Chino

También es bien conocido que el proceso de Dirichlet puede ser representado como el

proceso del restaurante chino (CRP).

Suponga que se tiene un restaurante chino con un nimero infinito de mesas, donde
en cada mesa se pueden sentar un infinito nimero de clientes. El primer cliente entra al
restaurante y se sienta en la primera mesa, el segundo cliente entra y decide sentarse ya
sea con el primer cliente o el solo en una nueva mesa. En general el (n + 1)-ésimo cliente

si se sienta en una mesa k ya ocupada previamente, la probabilidad al nimero de clientes

sentados alli es y si decide sentarse solo en una nueva mesa la probabilidad es

+ —1 e

Identificando los clientes con enteros 1,2, ..., las mesas como clusters, y los n clientes que se
sentaron en las mesas definen una particiéon de n con la distribucién sobre las particiones
siendo la misma que la de la Pélya urn scheme como lo muestra la figura (6.3). El hecho de
que la mayoria de los restaurantes chinos tienen mesas redondas es un aspecto importante
en el CRP, esto se debe a que no se limita a definir una lista de las particiones de n, sino
también define una distribucién sobre las particiones de n, donde cada mesa corresponde a

un ciclo de la permutacion.

Es facil establecer una correspondencia entre el esquema de la urna de Polya y el proceso
del restaurante chino. Por ejemplo, abrir una nueva mesa corresponde a tomar un nuevo
color de la pelota y las probabilidades relevantes son claramente las mismas. La tnica dife-
rencia superficial es que los colores de la Polya urn scheme son tomados aleatoriamente de
H y abrir una nueva mesa parece ser mas una acciéon determinista. En ocasiones se usa el

proceso del restaurante chino como metafora cuando la gente asocia un platillo ; en cada
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T

Figura 6.4: Construccion de la varilla quebrada

mesa k y que el platillo es tomado independiente e idénticamente distribuido de H.

Es interesante considerar el nimero esperado de mesas(cluster) entre los n clientes (ob-

servaciones). Entonces el nimero promedio de m mesas es

n

E[m|n] = Z ﬁ € O(alogn) (6.25)

donde 7 es la cantidad de datos u observaciones.

También es importante considerar que el nimero de clusters solo crece logaritmicamente
con el nimero de observaciones, este lento crecimiento tiene sentido por el fenémeno que
ocurre en el esquema de la urna de Pélya, que implica que mientras mas grande sea « méas

grande sera el nimero de cluster a priori.

6.7. Construccion de la Varilla Quebrada

Es intuitivo pensar que tomar muestras en este proceso de Dirichlet esta compuesto de la
suma de pesos de los puntos de masa. Sethuraman [1994] hizo esta precision al proporcionar
una definicién constructiva del proceso de Dirichlet llamado la construcciéon de la varilla
quebrada. Esta construccion es significativamente mas facil y general que previas pruebas

de la existencia del proceso de Dirichet. Esta formada de la siguiente manera

B ~  Beta(l, ) o; ~ H

k—1 ©0 6.26
m = B[ - Be) G = > mdy (620
=1 k=1

Entonces G ~ Dir(a, H). La construcciéon de m puede ser comprendida metaforica-

mente como sigue: Comenzando con una varilla de longitud uno, rompemos la varilla en ;
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asignando 7 la longitud de la varilla que acabamos de romper, ahora rompemos recursi-
vamente la varilla en otras proporciones para obtener m, w3 v asi sucesivamente, como lo
muestra la figura(6.4). La varilla quebrada se distribuye sobre 7 y es escrito de esta manera
m ~ GEM («) donde las letras son las iniciales de Giffiths, Engen y McCloskey. Debido a su
simplicidad, la construccion de la varilla quebrada ha llevado a una variedad de extensiones,

asf como de nuevas técnicas de inferencia para el proceso de Dirichlet.

Esto definitivamente no es trivial para superar las representaciones precedentes a las
otras definiciones del proceso de Dirichlet presentadas en las secciones anteriores. Tratamos
de hacerlo en una direccion, derivando la construccion de la varilla quebrada directamente

de la definicion 2, esta prueba o derivacion puede verse en (Xinhua [2008]).

6.8. Modelo de Mezcla Infinita

La aplicacion méas comun del proceso de Dirichlet es el modelo de mezcla infinita, aqui
la naturaleza no-paramétrica se traduce en modelo de mezcla con un nimero infinito de
componentes. Modelamos el conjunto de observaciones {zy, ..., x,} usando un conjunto de
parametros latentes {6y, ...,0,}, cada 6; es tomada independientemente e idénticamente

distribuido de G, mientras cada z; tiene una distribucion F'(6;) parametrizado por 6;

0, ~ G (6.27)
Glay,H ~ DP(a,H)

porque G es discreto, miiltiples #; pueden tomar el mismo valor simultaneamente y el
modelo de arriba puede ser visto como un modelo de mezcla, donde las z; con el mismo
valor de 0; pertenece a el mismo cluster. La perspectiva de esta mezcla puede estar méas
de acuerdo con la representacion usual representado en los modelos que utilizan la varilla
quebrada como muestra la ecuacion (6.26). Sea z; un cluster asignado a una variable, el cuél
toma el valor de k con probabilidad 7. Entonces la ecuacion (6.27) puede ser expresado

equivalentemente como sigue

mla ~ GEM(«a) 0f|JH ~ H
zilm ~ Multi(a) zilzi, {05 ~ F(0.,)

(6.28)
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La terminologia del modelo de mezcla es el siguiente

k=1
7 es la proporciéon de la mezcla.
0y son los parametros del cluster k.

F(05) es la distribucion sobre los datos del cluster k.

y H son los datos a priori sobre los parametros de los cluster.

Aunque el modelo del proceso de Dirichlet puede ser visto como un modelo de mezcla
infinito, sin embargo porque las 7, decresen exponencialmente, solo un nimero pequeno de
clusters seran usados para el modelo de los datos a priori (en efecto como vimos previamente
ecuacion (6.25), la esperanza del nimero de componentes usados a priori es logaritmico en
el nimero de observaciones). Esto es diferente cuando el modelo de mezcla es finito, ya que
usa un nimero fijo de clusters en el modelo de los datos, en el modelo de mezcla del proceso
de Dirichlet, el nimero actual de clusters usados para el modelo no es fijo y puede inferirse

automaticamente de los datos usando inferencia bayesiana a posteriori.

6.8.1. Mezcla Infinita de Gaussianas con Hiperparametros

Todo lo visto anteriormente con el proceso de Dirichlet fueron la base para saber que
significa que hagamos que el valor de k£ — oo ya que ahora dadas las ecuaciones analizadas
en la seccion anterior donde se encontraba las posteriores de los valores de ¢ haremos que el
valor de k tienda al infinito para encontrar equivalencias con el proceso de Dirichlet. Ahora
siguiendo con las ecuaciones deducidas en el capitulo anterior, tenemos que

Sea la ecuacién

n_ij+alk

i = Jlc—i, ) = 6.29
plei = flesa) = 0L (629
Ahora haciendo k£ — oo tenemos que

pci = jle—i, o) = i (6.30)

n—14+«
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con n_;; > 0.
Ahora cuando n_; ; = 0 que es el caso cuando se va a agregar una nueva clase se tiene,

se busca el complemento de la siguiente manera

k

P i U )/ ) —q :1—L 1
(i # ey Vi #i|e_y,a) —ita (6.31)

n—1+a—-—n+1

P 1% iV '/7é ) —i, ) = 6.32
(C C 1 Z|C ) n 1 a ( 3 )
’ g v n — ]_ + « '

esto es debido a que cuando se sumen todos los componentes la nueva clase solamente
tendra el valor de a y esto hard que la suma sea igual a uno lo cual se considera la propor-

cion de la nueva clase.

La ecuaciones (6.30) son las clases condicionales a priori para componentes que estan
asociadas con observaciones que son proporcionales al nimero de tales observaciones, para
la ecuacion (6.33) de todas las deméas clases dependen unicamente de o'y de n.

Ahora para encontrar las condicionales a posteriori hagamos lo siguiente

p(Ci - j|C_i,O.’,yn,/Lj,5j) O<p<yn|cnva/7ﬂjvsj)p(ci = j’C—ia&muj’Sj)
plci = jle—i, &, Yn, 1y, 55) < P(YnlCns g, 55)p(ci = jle—i, ) Por independencia condi-

cional.

Ahora como sabemos por la deduccién en el capitulo anterior que

—s (1 — 11:)2
P(Unlen, 1y, 55) o< 5 2eap (M) (6.34)
y de la ecuacion (6.30) sustituyendo tenemos
D6 = flems oy i) o — =012y (5= ) (6.35)
i —iy &y Yny Uy S5 n—1+a’ 5 .

de la misma manera encontramos para
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ple; # ca Vi #idle_y, a, A\, r, B,w)
p(ynycnv )‘7 T?Bawv Oé)p(Ci 7& Gy VZ/ 7é Z-‘C,i, «, )\7717 ﬁa ’LU)

p<ci # Gyt VZ/ ;é Z'|C—i7 «, )\7 r, 57 w) X p(yn‘CTu /\7T7 67 w, Oé)p(CZ‘ # & VZ/ # i|c—i7 Oé) (636)

Ahora analizando tnicamente p(y,|c,, A, r, B, w, &) tenemos que

p(yn’Cm)\a7n76>w704) = /p(ynauj73j|cna)\ar>ﬁ>waa)d“jd8j
p(yn|cn7A7T7ﬁaw7a) = /p(yn|,ua Sj)p(:ujaSj|cn7A7T7ﬁaw)d,udej

P(Ynlcn, A, 1, B, w, ) = /p(yn],u,sj)p(,uj,3j|/\,r,ﬁ,w)d,ujdsj por independencia condi-

cional

p(ynlcna )\7 r, ﬁa w, Oé) = /p<yn‘,ua Sj)p<:uj’)‘> T)p(sj’67 w)d:u’jdsj

por lo tanto tenemos que

p(ynlcn, A1, Byw, @) = /p(ynlu, 55)p(pi| X, m)p(s5] 8, w)dp;ds; (6.37)

Ahora sustituyendo de las ecuaciones (6.33 y 6.37 ) en la ecuacion (6.36) tenemos

plei # co Vi’ #ile_i,a, A1, B,w) o ﬁ/ﬁ(ynlua si)p(ks A, T)p(s;|8, w)dp;ds;
(6.38)
Esta dltima ecuacion es llamada clase “no representada” y los valores para los pardmetros
son tomados aleatoriamente de los pardmetros a priori de las cuales se distribuyen gaussiano

para [t y gamma para s;.

Ahora vemos que la integral que tenemos no es una integral tratable, una manera de

resolverlo es de acuerdo a (Neal [2000]) quien sugiere muestrear de los prioris (en este caso
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es una gaussiana y una gamma) para generar una estimacion Monte Carlo de la probabili-
dad de generar una nueva clase. Note que este enfoque genera parametros (muestreando de
los prioris) para las clases no representadas porque la estimacion Monte Carlo es imparcial,
el resultado de la cadena va a muestrear exactamente la distribucién deseada, sin importar
cuantas muestras son usadas para aproximar la integral, se ha encontrado que usando una

sola muestra trabajan muy bien en muchas aplicaciones.

Existen tres posibilidades cuando el calculo de las probabilidades condicionales a pos-

teriori dependen del niimero de observaciones asociadas a la clase.

» Sin_;; > 0 hay observaciones asociadas con la clase j y la clase a posteriori esta dada

por la ecuacion (6.35).

» Si n_;; = 0 no hay observaciones asociadas a la clase j y la clase a posteriori esté

dada por la ecuacion (6.38)

= Si ¢; = j la observacién y; es actualmente la tinica observacion asociada con la clase
7, esta es una peculiar situacién porque no hay otras observaciones asociadas con
esa clase, pero como la clase tiene parametros, resulta que esta situacion puede ser

manejada como una clase no representada.

Cuando una clase no representada es elegida, una nueva clase es introducida en el modelo

y las clases son borradas si llegan a ser vacios.

Ahora dadas las ecuaciones (6.35) y (6.38) vemos que obtenemos el proceso del restau-

rante chino esto es

| nﬁlfasgmexp (M) sijesrep
plci = jle—i, by, 85, 0) = a -
n—1ta /p(’!/n’/% s7)p(ps| A, m)p(s;] 8, w)dpsds;  sijnoesrep

(6.39)
por lo que podemos deducir que (6.39) es un proceso de Dirichlet. El algoritmo en

pseudocodigo se encuentra en (6.1)
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Algoritmo 6.1 Pseudocodigo principal para la mezcla infinita de gaussianas

Entradas: Y eitera, donde Y son los datos de la poblacién e itera es el nimero de iteraciones.
Salidas: u!, st y 7wt son los parametros de una distribucién normal con vectores para la media, inversa de la varianza y pesos
respectivamente.

function [u?, s* wt]=kfinito(Y, k, itera)

//Datos a priori de la poblacion
ty = media(Y)
o2 = varianza(Y)

oy 2 = inversa(varianza(Y'))

//Inicializa las variables a priori
P(A) ~ N(py,0?)
p(r) ~ G(1,07)
p(B) ~ aomy
p(w) ~ G(1,07)
p(a) ~ oy
kt=1
for j =1 to kt
p(s;|B,w) ~ G(B,w™ 1)
p(ujlx,m) ~ N(A, 7~
end

//Inicializa los valores a priori de ¢ igual a 1
cl.m=1

Encuentra las frecuencias de las clases n;;

//Realiza la cadena de Markov
for t =2 to t < itera
//Encuentra las probabilidades a posteriori
for j =1 to kt
p(utle, Y, sﬁfl, A1 rt=1) de acuerdo a la ecuacién (5.14)
p(s§|c, Y, u§71,ﬁt*1,wt*1) de acuerdo a la ecuacion (5.20)
end
p(A\Fuit, rt=1) de acuerdo a la ecuacion (5.15)

p(rt|ut= ! At=1) de acuerdo a la ecuacion (5.16)

p(wt|si~!, Bt=1) de acuerdo a la ecuacion (5.22)

//Muestrea por medio del muestreo de rechazo adaptable las variables oy 3
p(Bt]st™ !, wt=1) de acuerdo a la ecuacion (5.23)
p(at|k,n) de acuerdo a la ecuacion (5.30)

//Utiliza el muestreo gibbs y de acuerdo al restaurante chino obtiene
plei =jlei,o) = 7259 sin_i; >0

t—1
p(ci # ¢y paratodoi’ # ilc_;,a) = —S——7=7 en otro caso

//Encuentra los valores a posteriori de acuerdo a lo siguiente
for j =1 to kt
Obtiene p(ct = j|ct:il7u§7
para resolver la integral
end

v 55_*17 a?t~1) de acuerdo a la ecuacién (6.39) y utiliza el algoritmo de (Neal [2000])

//Encuentra los valores de ¢ de acuerdo al muestreo de una distribucion multinomial
j/

L[ D pn > X | donde X ~ Uniforme(0,1)
h=1

Encuentra las nuevas frecuencias de las clases n;;

Encuentra los pesos 7t = ——
—1

k=
Actualizar todas las variables a la siguiente iteracion ¢t =t + 1

k
.

j=arg minJ

end
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Resumen

En este capitulo deducimos la manera en transladar la parte finita a la parte infinita
comprendiendo bien la tendencia al infinito que nos proporciona el proceso de Dirichlet en
especial el proceso del restaurante chino, con este esquema ya no es necesario tener a priori
el valor del niimero de componentes ya que de eso se encarga este modelo de mezcla infinita

de gaussianas.



Capitulo 7

Experimentos y Resultados

7.1. Introducciéon

El objetivo del modelo de mezcla infinita de gaussianas es calcular la densidad de un
conjunto de datos, una parte importante es que el modelo nos proporciona de manera
implicita el nimero adecuado de componentes, en este capitulo mostraremos las distintas
pruebas que se realizaron, las comparaciones con los metodos de mezcla finita e infinita de
gaussianas y la maximizacion de la esperanza (EM), la aplicacion en el cuél se centra este
trabajo es encontrar una pre-segmentacion de imagenes cerebrales y encontrar su densidad

por medio de la mezcla de gaussianas.

La parte fundamental de este capitulo de la tesis, se encuentra en analizar datos uni-
variados, sin embargo también se realizaron experimentos con datos multivariados, en la
primera parte mostraremos el analisis de datos univariados estos son: analisis de datos sin-
téticos, andlisis de imagenes en blanco y negro de tamano 256x256 y el analisis de imagenes
cerebrales. En la segunda parte mostraremos el anélisis de datos bivariados y el anélisis de
datos en tres dimensiones y en la tltima parte se haran las discusiones sobre los resultados

obtenidos.
Las pruebas para el caso finito se realizaron 5,000 iteraciones de las cuales se tomo 2000

para desecharlas y 10 de desfase y para la maximizacion de la esperanza (EM) el niamero

maximo de iteraciones es de 5,000 con 1le~% de tolerancia.

77
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Después de desechar las 5,000 iteraciones se toma la frecuencia del valor de k£ de todas
las muestras obtenidas, y esa nos indica el valor de k£ adecuado, sin embargo este valor
de k, se compone de dos clases que son llamadas las clases representadas y las clases no
representadas, las clases representadas son aquellas que su distribuciéon a posteriori fueron
tomados con los parametros estimados por la cadena de Markov porque el valor de j(nimero
de componentes) es representado, en términos del restaurante chino se dirfa que son las
mesas que ya tienen a los clientes y hay un ntimero considerado de clientes por mesa que
pueden representar una gaussiana, por lo contrario los componentes no representados son
aquellos en donde el valor de j (ntimero de componentes) no es conocido y el valor a
posteriori se calcula a partir de los parametros a priori, en términos del restaurante chino
seria las nuevas mesas que se abrieron y que no hay un ntmero considerable de clientes
sentados en ellos en ocasiones en esas mesas solo hay 5, 7, 10 o 15, y no se consideran que
puedan formar una gaussiana.

El porcentaje de masa se calcula por la formula

Niotal de datos
pm = (7.1)
Niotal de datos + «

y la autocovarianza se calcula de la siguiente manera

AC(desfase) =F KXZ - /JJ> (Xieresfase - M)] (72)

donde

E: es el valor esperado.

X, : representa un proceso estacionario.
w: es la media.

desfase : es el desplazamiento.

7.2. Experimentos con Datos Sintéticos

Para estos experimentos lo que se pretendio es saber si nuestro algoritmo realiza una
buena aproximacion a los pardmetros y a la densidad por lo que se generaron datos sintéticos

y se compararon con algoritmos: Infinito, finito y EM
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Figura 7.1: (a) Gaussianas encontradas con el modelo de mezclas infinitas (b) Ajuste de la
densidad encontrada por el modelo de mezclas infinitas con el histrograma de los datos, los
coloreados en negro son todas las muestras de las densidades obtenidas y el coloreado en
rojo es la media de ellas, ambos para el primer experimento sintético.

7.2.1. Primer Experimento

Se genero el primer experimento con 5,000 datos con 6 gaussianas con medias [—3, 0, 3,
6,9,12], varianzas [1,1,1,1,1,1] y componentes [%, %, %, %, %}, y se dejo correr el algoritmo
con 10,000 iteraciones, los cuales las primeras 5,000 iteraciones se desechan para luego tomar
las muestras en intervalos de 10 iteraciones de desfase.

Se tomaron 500 muestras despues de desechar las primeras 5,000 iteraciones en interva-
los de 10 iteraciones de desfase y se tomo el nimero de componentes mas frecuente que fue
el 6, la grafica de componentes después de desechar las primeras 5,000 iteraciones puede

verse en la figura (7.3)(a), donde puede verse que hay una fuerte tendencia al valor de 6.

Los 6 componentes representan el 99.9% de la masa de los datos con o = 0.3860 como
puede versen en la figura (7.2)(b), por lo que las mesas esperadas para el restaurante chino
es de 5.1282.

Podemos ver en la tabla (7.1) y en la figura (7.3)(b) que los procesos que involucran la

cadena de Markov ajustaron mejor la densidad que el EM quien no hizo un buen ajuste.

7.2.1.1. Segundo Experimento

Se generaron 10,000 datos con 5 gaussianas con medias [—3,0, 3,5, 7|, varianzas [1,2, 1,

2,1] y componentes [%, %, %, %, %}, y se dejo correr el algoritmo con 10,000 iteraciones, los

cuales se desecharon las primeras 5,000 iteraciones para luego tomar muestras en intervalos
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Figura 7.2: (a) Grafica de la autocovarianza de los hiperparametros (b) Histograma del
hiperparametro «, ambos para el primer experimento sintético.
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Figura 7.3: (a) Grafica del nimero de componentes despues de desechar las primeras 5,000
iteraciones, (b) Comparacion de la densidad encontrada con los tres métodos, ambos para
el primer experimento sintético.
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| Pardmetros | Infinito | Finito | EM
[ —3.2699 ] | [ —3.1987 ] | [ —3.3598 ]
0.0284 —0.197 —0.5269
Medias 3.1590 3.1102 3.4387
5.9010 5.9172 6.3770
8.9657 8.9620 9.7503
12.0179 12.0385 12.2854
[ 0.8234 ] [ 0.8980 | [ 0.7206 |
2.5985 1.8928 3.0211
Varianzas 0.6098 0.8229 6.3804
0.9063 0.8149 6.8318
1.1330 1.2258 2.8456
| 0.8964 | | 0.8701 | | 0.5671 |
[ 0.1275 | [ 0.1416 | [ 0.1065 |
0.2411 0.2072 0.1911
Pesos 0.1155 0.1410 0.2133
0.1696 0.1601 0.2196
0.1827 0.1894 0.1679
| 0.1636 | 0.1606 | | 0.1016 |

Cuadro 7.1: Comparacion de los pardmetros obtenidos con los métodos infinito, finito y
EM, todos para el primer experimento sintético.

de 10 iteraciones de desfase, dando un total de 500 muestras tomadas, los resultados fueron
El ntiimero de componente mas frecuente fue el 5 como se puede apreciar en la grafica
(7.6)(a), después de desechar las primeras 5,000 iteraciones se puede ver una gran tendencia
al valor de 5.
Los 5 componentes representan el 99.9 % de la masa de los datos con o = 0.3325 como
puede versen en la figura (7.5)(b), por lo que las mesas esperadas para el restaurante chino
es de 4.89.

Podemos ver en la tabla (7.2), y la figura (7.6)(b) que los tres procesos nos dan una

buena aproximacion a la densidad.

7.2.2. Imagenes Sintéticas con Ruido

En estos experimentos se utilizaron imagenes sintéticas de 128x128 con 5 componentes
con medias [1,2,3,4,5] y varianzas iguales a 0.5, pero proporcionandole ruido gaussiano,
estas pruebas se realizaron con la finalidad de probar que tan bien funciona nuestro método

ya que nuestra aplicacion final tiene que ver con imégenes.
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Figura 7.4: (a) Gaussianas encontradas con el modelo de mezclas infinitas (b) Ajuste de la
densidad encontrada por el modelo de mezclas infinitas con el histrograma de los datos, los
coloreados en negro son todas las muestras de las densidades obtenidas y el coloreado en
rojo es la media de ellas, ambos para el segundo experimento sintético.
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Figura 7.5: (a) Grafica de la autocovarianza de los hiperparametros, (b) Histograma del
hiperparametro «, ambos para el segundo experimento sintético.
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Figura 7.6: (a) Grafica del nimero de componentes despues de desechar las primeras 5,000
iteraciones (b) Comparacion de la densidad encontrada con los tres métodos, ambos para
el segundo experimento sintético
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| Pardmetros | Infinito | Finito | EM
[ —2.9525 | | [ —2.9876 | | | —3.0558 |
0.0253 0.3284 —0.4451
Medias 2.9907 2.9585 2.4575
3.9157 4.3011 3.5090
6.9527 6.9278 6.8170
1.0389 1.0019 0.487
1.9339 2.9161 2.2287
Varianzas 0.4870 0.5519 4.8092
2.6078 1.7084 1.4280
| 0.9421 | | 0.9709 | | 1.0506 |
0.2055 0.1930 0.1818
0.1805 0.2460 0.1511
Pesos 0.0685 0.0974 0.1685
0.3192 0.2238 0.2343
0.2263 0.2398 0.2643

Cuadro 7.2: Comparacion de los parametros obtenidos por los metodos infinito, finito y
EM, todos para el segundo experimento sintetico.

7.2.2.1. Primer Experimento Agregandole Ruido Gaussiano

Se corrieron 10,000 iteraciones, desechando las primeras 5,000 iteraciones y obteniendo
muestras en intervalos de 10 iteraciones de desfase, los resultados son los siguientes

En la figura (7.7)(a) se puede ver que encontro 4 gaussianas, como puede verse en la
figura (7.9)(a) que el nimero de componentes para este experimento es de 4, el nimero
correcto de componentes es 5, pero el quinto componente no lo encuentra, esto es debido
a que el color gris del quinto componente es parecido a los tonos de grises restantes por lo
que nuestro algoritmo lo modela como si perteneciera a ellos, esto puede verse en la figura
(7.10) donde esta la pre-segmentacion y la imagen original, alli puede verse el parecido de
los tonos de grises.

También puede verse en la figura (7.8)(b) que el alfa mas frecuente se encuentra en
0.3353 por lo que el nimero de mesas esperadas es de 4.0164 y el porcentaje de masa es del
99.9 %.

En la figura (7.9)(b) se pueden ver las comparaciones realizadas y se puede ver que el
algoritmo del EM no se ajusta bien a los datos pero los demés tanto finito e infinito no
tiene problemas para realizar un buen ajuste.

También se puede ver en la figura (7.10) que nuestro algoritmo modela el ruido y por

eso la imagen resultante queda tambien ruidosa, lo que se puede ver es que si encuentra
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Figura 7.7: (a) Gaussianas encontradas con el modelo de mezclas infinitas (b) Ajuste de la
densidad encontrada por el modelo de mezclas infinitas con el histrograma de los datos, los
coloreados en negro son todas las muestras de las densidades obtenidas y el coloreado en
rojo es la media de ellas, ambos para la primera imagen sintética.

1.2 18- .
—k
a 161
1 —w H
A 1al - -
0.8- ’
B 126
9 . ,
& 06- 10k
3
g
2 04 8
2
6L
0.2
4l
0 s ‘ﬂa:ym alsihebiinen ‘\:, ™ nhﬂhl“lnmb i —
] e T e o
Mw# HV%« L W{' w\w T 2t H H H H HHH H
02 ‘ ol AT

. . . . )
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4
Iteraciones despues del burnin

(a) (b)

Figura 7.8: (a) Grafica de la autocovarianza de los hiperparametros (b) Histograma del
hiperparametro «, ambos para la primera imagen sintética.
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Figura 7.9: (a) Grafica de los componentes despues de desechar las primeras 5,000 iteraciones
(b) Comparacion de los tres métodos, ambos para la primera imagen sintética.
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| Parametros | Infinito | Finito | EM |

0.9730 0.9730 1.1634

Medias 2.3659 2.2770 2.9299
3.9197 3.8913 3.4727

5.0585 5.0701 4.8516

0.2295 0.2316 0.3215

Varianzas 0.5810 0.5274 0.9454
0.5179 0.6158 0.8008

0.2368 0.2252 0.3283

0.1212 0.1225 0.1668

Pesos 0.2945 0.2572 0.2695
0.3949 0.4505 0.2881

0.1894 0.1698 0.2755

Cuadro 7.3: Comparacion de los parametros obtenidos por los metodos infinito, finito y
EM, todos para la primera imagen sintética.

Figura 7.10: (a) Imagen Segmentada (b) Imagen Original, ambos para la primera imagen
sintética.
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Figura 7.11: (a) Gaussianas encontradas con el modelo de mezclas infinitas (b) Ajuste de
la densidad encontrada por el modelo de mezclas infinitas con el histrograma de los datos,
los coloreados en negro son todas las muestras de las densidades obtenidas y el coloreado
en rojo es la media de ellas, ambos para la segunda imagen sintética.

bien los tonos de gris que mas sobresalen e incluso uni6é un tono de gris que se parecen
a los restantes y eso es bueno debido a que con menos componentes esta realizando una
buena estimacion de la densidad. Ahora la segmentacion puede mejorar quitandole el ruido
encontrado, es decir nuestro algoritmo puede servir como entrada para otros algoritmos que
quitan ruido y la imagen quedaria mejor segmentada. En pocas palabras nuestro algoritmo
no toma en cuenta la correlacion espacial.

En la tabla (7.3) se puede ver que los valores del infinito y del finito realizaron una
buena aproximacion, pero en el caso del EM no encontré una buena aproximacion de la

varianza y de los pesos por lo que el ajuste es malo.

7.2.2.2. Segundo Experimento Agregando Ruido Gaussiano pero con un Arillo

Diferenciable.

Se corrieron 10,000 iteraciones, desechando las primeras 5,000 iteraciones y obteniendo
muestras en intervalos de 10 iteraciones de desfase, los resultados son los siguientes

En este experimento lo que se intentd probar es que si el arillo de la imagen no se
pareciera a los tonos de grises restantes deberia encontrar sin problemas el ntimero adecuado
de componentes, se realizo la prueba y se vi6 que efectivamente el algoritmo encontré sin
ningun problema el quinto componente y los resultados estuvieron muy bien, como puede
verse en la aproximacion de la densidad en la figura (7.11)(b).

Para el valor de « se puede ver en la figura (7.12)(b) que el valor méas frecuente de
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Figura 7.12: (a) Grafica de la autocovarianza de los hiperpardmetros (b) Histograma del
hiperparametro «, ambos para la segunda imagen sintética.
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Figura 7.13: (a) Grafica de los componentes despues de desechar las primeras 5,000 itera-
ciones (b) Comparacion de los tres métodos, ambos para la segunda imagen sintética.

.

a = 0.4351 por lo que el porcentaje de masa es del 99.9% y las mesas esperadas del
restaurante chino es de 4.38.

La comparacion de los tres métodos se puede ver en la figura (7.13)(b) donde se puede
apreciar que los tres métodos realizan una buena aproximacion a la densidad, en este caso el
método EM realiz6 una mejor estimacion que el anterior como puede verse en la tabla(7.4)

Para el caso de la pre-segmentacion al igual que el anterior siempre detecta el ruido,
incluyendo el ruido que contiene el arillo negro, porque nuestro algoritmo no modela la

correlacion espacial.

7.3. Experimentos con Imagenes en Blanco y Negro

En estos experimentos lo que se pretende es saber si nuestro algoritmo puede encontrar

la densidad de una imagen sin ruido, pero sobre todo conocer cual es la pre-segmentacion
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| Pardmetros | Infinito | Finito | EM |
—0.2456 —0.0808 —0.1798
0.5336 1.0313 0.6086
Medias 1.8560 2.0911 1.4983
4.0211 3.9068 1.8239
5.0279 4.9424 4.4866
[ 0.1886 | [ 0.2398 | [ 0.2070 |
0.3587 0.5098 0.2462
Varianzas 0.3513 0.2133 0.2861
0.2517 0.2569 0.6667
| 0.2388 | | 0.2830 | | 0.5280 |
0.1003 0.1690 0.1451
0.2232 0.2473 0.1471
Pesos 0.1813 0.0856 0.0765
0.2575 0.2211 0.1313
0.2377 0.2771 0.4999

Cuadro 7.4: Comparacion de los pardmetros obtenidos por los metodos infinito, finito y
EM, todos para el segundo experimento sintético.

(a) (b)

Figura 7.14: a) Imagen Segmentada b) Imagen Original, ambos para la segunda imagen
sintética.
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Algoritmo 7.1 Algoritmo de pre-segmentacion a imagenes en blanco y negro

1: Procesar la imagen con el algoritmo de mezcla infinita de gaussianas.

2: Encontrar los parametros(medias, varianzas y pesos) y las etiquetas de los pixeles de
cada muestra, proporcionadas por el modelo de mezcla infinita de gaussianas.

3: Ordenar las medias de menor a mayor y hacer coincidir las varianzas y pesos de acuerdo
al ordenamieto de ellas.

4: Hallar las medias de los parametros encontrados.

5: Hallar las etiquetas de los pixeles, obteniendo el adecuado al tomar el mas frecuente de
cada pixel de todas las muestras.

6: Visualizar la imagen de cada componente con su respectiva etiqueta.

7: Visualizar la imagen segmentada tomando el tono de gris de acuerdo a sus respectivas
medias.
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Figura 7.15: (a) Gaussianas encontradas con el modelo de mezclas infinitas (b) Ajuste de
la densidad encontrada por el modelo de mezclas infinitas con el histrograma de los datos,
los coloreados en negro son todas las muestras de las densidades obtenidas y el coloreado
en rojo es la media de ellas, ambos para la imagen de Lena.

que nos proporciona el algoritmo y cuales serian los detalles cuando esto sucede, el algoritmo

de segmentacion se puede ver en (7.1).

7.3.1. Imagen de la Modelo Lena

Se corrieron 10,000 iteraciones, desechando las primeras 5,000 iteraciones y obteniendo
muestras en intervalos de 10 iteraciones de desfase, obteniendo 500 muestras, los resultados
son los siguientes

La figura (7.15)(b) tiene ciertos picos que produce que al momento en que nuestro
algoritmo realize la busqueda del nimero de gaussianas tome en cuenta estos picos y los
modele de una buena manera, estos tipos de histogramas con tanto detalle hace que nuestro

algoritmo aproxime muy bien la densidad con el nimero adecuado de componentes tomando
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Figura 7.16: (a) Grafica de la autocovarianza de los hiperparametros, b) Histograma del
hiperparametro «, ambos para la imagen de Lena.
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Figura 7.17: (a) Grafica de los componentes encontrados despues de desechar las primeras
5,000 iteraciones, (b) Comparacion de las densidades con los tres métodos, ambos para la
imagen de Lena.

en cuenta los detalles como picos o ciertas monticulos dado que el histograma no es suave,
y por eso podemos deducir que nuestro algoritmo estima bien la densidad.

Para el valor de « se puede ver en la figura (7.16)(b) que existen dos valores mas
frecuentes, se toma el mas grande ya que este es el que puede afectar los resultados del
porcentaje de masa y del nimero de mesas, ya que mientras mas grande es el valor de «
el valor del porcentaje de masa es menor, por lo que a = 0.90, por lo que el porcentaje de
masa es del 99.8 % y el nimero de mesas esperadas del restaurante chino es de 10.66.

El nimero de componentes encontrados es de 11 como puede verse en la figura (7.17)(a),
como puede verse en las primeras 100 muestras despues de desechar las primeras 5,000

iteraciones el valor oscila entre 10 y 11 sin embargo despues de las 100 muestras el valor de
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Figura 7.18: Visualizaciéon de los primeros 9 componentes de la imagen Lena.

k se estabiliza en 11 y de alli ya no se mueve por lo que nos indica una convergencia.

Ahora comparando las densidades encontradas con otros métodos se puede ver que el
infinito ajusta muy bien la densidad, el caso finito nos proporciona una buena aproximacion
pero el caso del EM la estimacion a la densidad es mala.

Ahora veamos como realiza la pre-segmentacion de la imagen, podemos ver en las figuras
(7.18) y (7.19) los 11 componentes encontrados y como habiamos mencionado este método
calcula muy bien los detalles por lo que podemos ver en las diferentes imagenes de los
componentes algunas tienen cierto parecido que en la imagen original se puede apreciar que
tiene otro tono de gris y por lo tanto es otro componente.

La pre-segmentacion final para la imagen de Lena puede verse en la figura (7.20) y la
original en la misma, alli se puede ver que la pre-segmentacion aparece bastante bien y es

muy parecida a la original, y como habiamos dicho antes contiene todos los detalles o los
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Figura 7.19: Visualizacion de los dltimos 2 componentes de la imagen Lena.

Figura 7.20: (a) Imagen Segmentada (b) Imagen Original, ambos de la imagen de Lena.
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Figura 7.21: (a) Gaussianas encontradas con el modelo de mezclas infinitas (b) Ajuste de
la densidad encontrada por el modelo de mezclas infinitas con el histrograma de los datos,
los coloreados en negro son todas las muestras de las densidades obtenidas y el coloreado
en rojo es la media de ellas, ambos para la imagen del puente.

0.2

distintos tonos de grises que aparecen en la original.

Para concluir podemos decir que nuestro algoritmo es muy bueno para ver los distintos
detalles contenidos en el histograma y lo modela con la cantidad necesaria de componentes
con el fin de acaparar todos los tonos de grises posibles, por lo contrario si en lo que se
requiere hacer no es necesario tanto detalle porque quieres una densidad mas suave por
ejemplo, nuestro algoritmo seréd inapropiado, porque puede encontrar muchos componentes

que a lo mejor no sirva.

7.3.2. Imagen de un Puente

Se corrieron 20,000 iteraciones, desechando las primeras 10,000 iteraciones y obteniendo
muestras en intervalos de 20 iteraciones de desfase, obteniendo 500 muestras, los resultados
son los siguientes

En esta prueba se encontraron 9 componentes para la imagen y se puede notar en la
figura(7.22)(a) que en todas las muestras este fue el niimero indicado para crear 9 gaussianas
que se muestran en la figura (7.21)(a) y todas las muestras fueron muy parecidas ya que
muchas inclusive estuvieron encimadas.

En el calculo de la densidad los tres métodos nos proporcionan una buena aproximaciéon
en el caso del infinito y del finito se ve que ajusta bien los detalles como son pequenas
montanas o picos esto puede verse en la figura (7.22)(a) y el método EM su ajuste es mas

suave.
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Figura 7.22: (a) Grafica de los componentes después de desechar las primeras 10,000 itera-
ciones (b) Comparacion de las densidades con los tres métodos, ambos para la imagen del
puente.
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Figura 7.23: (a) Grafica de la autocovarianza de los hiperparametros, (b) Histograma del
hiperparametro «, ambos para la imagen del puente.
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Figura 7.24: Visualizaciéon de los componentes de la imagen del Puente

El valor de o = 0.575 , por lo que el porcentaje de masa es del 99.8 % y el numero
promedio de mesas del restaurante chino es de 7.3169.

Las imagenes mostradas en la figura (7.24) son las distintos matizes de la imagen original,
cada componente simboliza un determinado tono de gris o blanco o negro y como habiamos
mencionado encuentra muy bien los tonos suaves o bajos que es lo que ocasiona las montanas
en el histograma.

Al final se presenta la pre-segmentacion y la imagen original (figura (7.25)) el cuéal
comparamos y se ve bastante bien la agrupacion de los distintos matizes de la imagen
original a escala de gris.

Con respecto a la pre-segmentacion puede existir un componentes que este vacio esto
se debe a que al momento de encontrar todas las muestras, cada una tiene las etiquetas

respectivas de la imagen sin embargo al realizar en este caso las 500 muestras entonces se
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Figura 7.25: (a) Imagen Segmentada (b) Imagen Original, ambos de la imagen del puente

tienen 500 etiquetas por cada pixel por lo que se opta es tomar de todas ellas la mas fre-
cuente, sin embargo suele ocurrir que se pierda componentes ya que existen puntos o pixeles
que no tienen bien definido que etiqueta le pertenece dicho en otras palabras son los pixeles
que se comparten gaussianas y que en ciertas muestran pertenecen a una determinada pero
en otra muestra pertenece a otra gaussiana y al final como se toma la frecuencia, resulta
que se inclina mas por una y la otra etiqueta se pierde por lo que el algoritmo nos esta
indicando que del nimero encontrado se puede segmentar con uno menos en este caso, esto
puede verse graficamente ya que el componente que hace falta es la gaussiana méas pequena

en la figura (7.21) y podemos considerar a esta como un dato espurio.

7.4. Experimentos con Imagenes Cerebrales

Esta es la aplicaciéon més importante que queriamos realizar desde el inicio de esta tesis,
ya que la segmentacion en imégenes del tipo MRI (Magnetic Resonance Imaging) no son
faciles de realizar, y queriamos realizar un algoritmo para la pre-segmentacion de este tipo
de imégenes, para eso utilizamos tres cortes de cerebro que son imagenes del tipo T1, que
la imagen original de todos ellos son de 881x881 o sea muy grandes y como ya habiamos
visto sus histogramas tienen mucho detalle por lo que nuestro algoritmo encontrard mas
componentes de los 3 componentes que deben ser ya que en el cerebro solo se encuentran 3
componentes que son: materia blanca, materia gris y liquido encefaloraquidio.

Ahora como habiamos mencionado previamente lo que queremos es encontrar estos
elementos contenidos en el cerebro por lo que no necesitamos detalle en el histograma,

entonces para quitar este detalle vamos a reducir la imagen en una imagen pequena y que
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Algoritmo 7.2 Algoritmo de pre-segmentacion de imagenes cerebrales MRI del tipo T1.
1: Reducir el tamano de la imagen original en una méas pequena de tal manera que el
histograma pierda detalle, pero sin perder los limites de los valores de la imagen original.
2: Procesar la imagen con el algoritmo de mezcla infinita de gaussianas.

3: Realizar la pre-segmentacion de acuerdo al algoritmo(7.1).

3: Encontrar los umbrales de las gaussianas encontradas que seran las intersecciones de las
gaussianas que se encuentran juntas.

4: Con estos umbrales segmentar imagenes méas grandes, tomando cada umbral como re-
ferencia para etiquetar los pixeles.
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Figura 7.26: (a) Gaussianas encontradas con el modelo de mezclas infinitas (b) Ajuste de
la densidad encontrada por el modelo de mezclas infinitas con el histograma de los datos,
los coloreados en negro son todas las muestras de las densidades obtenidas y el coloreado
en rojo es la media de ellas, ambos para la segunda imagen sintética.

el histograma quede mas suave, con esa imagen la procesaremos y encontraremos ciertos
umbrales que nos indicaran cuales serdan los intervalos que perteneceran a los distintos
componentes, el algoritmo para la pre-segmentacion puede verse en (7.2).

De acuerdo al algoritmo se redujo la imagen original de 881x881 a una imagen de
100x100, se proceso con el algoritmo, se obtuvieron los umbrales (que son la interseccion
de las gaussianas) y posteriormente segmentamos de acuerdo a dichos umbrales imagenes
del doble y del original.

Todas las pruebas ser realizaron con 5000 iteraciones, desechando las primeras 1,000
iteraciones y tomando muestras en intervalos de 8 iteraciones de desfase para obtener 500

muestras.
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Figura 7.27: (a) Grafica de la autocovarianza de los hiperpardmetros (b) Histograma del
hiperparametro «, ambos para la segunda imagen sintética.
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Figura 7.28: (a) Grafica de los componentes después de desechar las primeras 1,000 itera-
ciones (b) Comparacion de las densidades con los tres métodos, ambos para el primer corte
cerebral.

7.4.0.1. Primer Corte del Cerebro.

Para este primer corte podemos ver que en la figura (7.26)(a) que encuentra muy bien
tres gaussianas esto es que encontré 3 componentes como puede verse en la figura(7.28)(a),
donde el valor de k oscila entre 3, 4 y 5 pero el mas frecuente resulté ser el valor de 3, las
muestras que se tomaron ajustaron muy bien la densidad y la media de ellas se puede ver
en la figura (7.26)(b) que es la que tomamos como resultado final.

Para el valor mas frecuente de o = 0.3 por lo que el porcentaje de masa es del 99.9% y
el nimero de mesas esperadas es de 4.66.

Las comparaciones con los otros métodos se puede ver en la figura(7.28)(b) donde se

puede ver que los tres métodos ajustan bien y estan casi encimados por lo que la densidad



7.4. Experimentos con Imagenes Cerebrales 99

Imagenes de 100x100 Iméagenes de 200x200 Iméagenes de 881x881

Figura 7.29: Visualizacion de los componentes para el primer corte cerebral con los distintos
tamanos, en la parte de arriba se encuentra el liquido encefaloraquidio, en la parte de
enmedio se encuentra la materia gris y en la parte de abajo esta la materia blanca.

encontrada no tiene ningin problema.
Después de procesar la imagen de 100x100 con la misma escala que la original se encon-

traron los siguientes umbrales:
» Para el componente 1: [0, 0.34)
» Para el componente 2: [0.34, 0.3809)
» Para el componente 3: [0.3809, 0.5]

Los componentes encontrados pueden verse en la figura (7.28). Posteriormente se procedid

a realizar la pre-segmentacion con el doble de tamano y con la original, esto se realizo
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Imagenes de 100x100 Iméagenes de 200x200 Iméagenes de 881x881

[0

Figura 7.30: En la parte de arriba se encuentran las imagenes segmentadas del corte 1 y en
la parte de abajo se encuentran las imagenes originales del mismo corte cerebral.

etiquetando dichas iméagenes en los pixeles que pertenezcan a los umbrales mencionados
previamente, es decir en las imagenes més grandes todos lo valores de los pixeles que estan
entre [0,0.34) se le dio la etiqueta 1, a los pixeles que tienen valores entre [0.34 y 0.3809) se
le dio la etiqueta 2 y asi sucesivamente, y por lo tanto los resultados pueden verse en las
figuras (7.29) y la pre-segmentacion resultante puede verse en la figura (7.30).

Ahora como puede notar la pre-segmentacion realizada a la imagen pequeiia se hizo muy
bien, que al pasar a la imagen que la duplica el resultado es muy similar pero al tratar de
segmentar la imagen original de 881x881 se pierde cierto detalle, esto es debido a que al
minimizar la imagen los pequenos detalles de los puntos cercanos a los umbrales no serian
los mismos para la imagen agrandado es alli donde no se puede tener un control cuando

intentamos tener los mismos umbrales para imégenes mas grandes.

7.4.0.2. Segundo Corte del Cerebro.

Para el segundo corte de cerebro el valor del nimero de componentes oscila entre 4 y 5
pero el mas frecuente resulto ser el 4 como puede verse en la figura (7.33)(a) por lo que se

encontraron 4 gaussianas que aparecen en la figura (7.31)(a) y los muestras tomadas y la
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Figura 7.31: (a) Gaussianas encontradas con el modelo de mezclas infinitas (b) Ajuste de
la densidad encontrada por el modelo de mezclas infinitas con el histograma de los datos,
los coloreados en negro son todas las muestras de las densidades obtenidas y el coloreado
en rojo es la media de ellas, ambos para el segundo corte cerebral.
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Figura 7.32: (a) Grafica de la autocovarianza de los hiperparametros (b) Histograma del
hiperparametro «, ambos para la segunda imagen cerebral.

media de ellas aparece en la misma figura, como se puede observar la densidad se encuentra
muy bien estimada con estos 4 componentes y la comparacion de ellos se puede ver en la
figura (7.33)(b) donde se aprecia que los tres métodos ajustan bien la densidad sin embargo
el nuestro es el que se encarga de saber cuantos son necesarios.

Para el valor de alfa mas frecuente resulta ser en este caso el mayor de los frecuentes
este es a = 0.49 como puede verse en la figura (7.32) y el porcentaje de masa es del 99.9 %
y el nimero de mesas esperadas es 5.33 por lo que al encontrar 4 no esta tan mal de la
media calculada.

Después de procesar la imagen de 100x100 con la misma escala que la original se encon-

traron los siguientes umbrales:
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Figura 7.33: (a) Grafica de los componentes después de desechar las primeras 1,000 itera-
ciones (b) Comparacion de las densidades con los tres métodos, ambos para el segundo
corte cerebral.

Para el componente 1: [0, 0.178)

Para el componente 2: [0.178 0.3073)

Para el componente 3: [0.3073, 0.391)

Para el componente 4: | 0.391,0.5]

Los componentes de las imégenes cerebrales se pueden ver en la figura (7.34) alli se
pueden apreciar los 3 componentes del cerebro que son la materia blanca, la materia gris, el
liquido encefaloraquidio y un componente més que es considerado como la mezcla que existe
entre ellos y que lo consideraremos como espurio. Al igual que el corte anterior se puede
ver que la pre-segmentaciéon para la imagen de 200x200 es muy buena y para la imagen
original no lo esta tanto ya que se pierde en los bordes de los umbrales encontrados como
habiamos mencionado antes, lo que podemos observar es que este corte es similar al corte
anterior con la diferencia que contiene més materia gris en la parte del centro que era lo
que pretendiamos saber si lo encuentra y lo realizé muy bien.

La pre-segmentacion final puede verse en la figura (7.35).

Esta aplicacion se realizo con la finalidad de encontrar una pre-segmentacion de imagenes
cerebrales (MRI) del tipo T1 que pueda servir a otros algoritmos de segmentacion como
punto inicial o usarlo directamente, la desventaja que tiene este método es que se tiene que
reducir la imagen original y al segmentar dicha imagen puede perder informacion por la

reduccion.
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Imégenes de 100x100 Imégenes de 200x200 Imégenes de 881x881

Figura 7.34: Visualizacién de los componentes para el segundo corte cerebral con los distin-
tos tamanos, en la parte de arriba se encuentra el tejido mezclado, posteriormente el liquido
encefaloraquidio, luego la materia gris y por tltimo en la parte de abajo la materia blanca.
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Imagenes de 100x100 Iméagenes de 200x200 Iméagenes de 881x881

Figura 7.35: En la parte de arriba se encuentran las imagenes segmentadas del segundo
corte cerebral y en la parte de abajo se encuentran las imagenes originales del mismo corte
cerebral.

7.4.1. Experimento con Datos en dos Dimensiones

Figura 7.36: En la grafica de la izquierda se muestra la figura de la clasificacion indicando
en colores y encerrando con elipses los datos que pertenecen a una determinada gaussiana y
en la grafica de la derecha se muestra la figura original de los datos totalmente mezclados.

Se puede ver de la figura(7.36) de la parte derecha, que este conjunto de datos es un
conjunto bastante complicado para los algoritmos, ya que los datos de las gaussianas se

encuentran bastante mezclados y basicamente a mano seria muy dificil clasificarlos. El pun-
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’ Infinito Multivariado

Finito Multivariado

0.2729 —0.1964 —0.0034 —0.1937 0.1681 —0.0717
a=| 09957 1.1189 f= 1.0196  1.0504 p=1 09822 1.1188
1.0642 —0.8968 1.1393 —0.8164 1.0288 —0.9384
il( 0.8551 —0.2520> 21( 0.7146 —0.2636) 5, = ( 0.8037 —0.1810)
—0.2520  0.8052 —0.2636  0.8224 —0.1810 0.7712
22:( 0.2026 0.1286) 22:( 0.2234 —0.1032 ( 0.1975 0.1215)
—0.1286  0.9371 —0.1032  0.8529 —0.1215 0.9118
. _ ( 01871 0.1508 . _ ( 0.2387 0.1306 . _ (02074 0.1521
3 0.1508 0.5024 3 0.1306 0.3864 3 0.1521  0.4997
0.3225 0.4760 0.2996
= 0.4500 =1 0.2500 = 0.4348
0.2275 0.2740 0.2656

Cuadro 7.5: Comparaciéon del algoritmo infinito y finito con el algoritmo EM

to azul indica donde se encuentra la media y la elipse indica donde se encuentra la mayor

parte de los datos de acuerdo a su matriz de covarianza.

Los datos fueron creados con los siguientes parametro

0 —0.1

p=11 1

1 -1
. 0.625 —0.2165 0.2241 —0.1368 0.2375 0.1516
—0.2165  0.875 —0.1368  0.9759 0.1516 0.4125

0.5 0.25 0.25

Ejecutamos los algoritmos que para el caso del nuestro infinito lo corrimos con 10,000
iteraciones, obtenemos los siguientes resultados

Lo que podemos observar de este conjunto de datos es que el pardmetro mas dificil de
estimar es el [0, —0.1] ya que sus varianzas son muy grandes (0.625 y 0.875) en comparacion
de las medias, esto genera un error muy grande en el calculo de las medias y posteriormente
en el de las matrices de covarianzas. Para los otros parametros los algoritmos fueron maés

certeros y no tuvieron problemas al encontrar una buena estimacion.

Para el calculo de las matrices de covarianzas vemos que hay ciertos errores esto es debido
a que los datos estan bastante mezclados y ocasiona que se generen errores numéricos al

intentar encontrar las matrices de covarianza y como podemos observar en los datos, nuestra
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aproximacion es muy buena e inclusive en varias ocasiones mejora la precision del EM y

nuestro algoritmo es mejor porque no tiene el problema del punto inicial que tiene el EM.

7.4.2. Experimento con Datos en Forma de Espiral

Se generaron datos aleatorios para formar una espiral en 3 dimensiones con 6 compo-

nentes y el resultado fue el siguiente

Figura 7.37: En la gréafica de la izquierda se muestra la figura de la espiral indicando en
colores los datos que pertenecen a una determinada gaussiana y en la grafica de la derecha
se muestra la figura original de los datos en 3 dimensiones.

En este tipo de datos no es facil obtener el nimero indicado de componentes por lo
que nuestro algoritmo nos puede dar una idea de cuantos componentes seria adecuado para
realizar una clasificacién o por lo menos nos otorga una cota superior del nimero de com-

ponentes.

En la grafica (7.37) el proceso encuentra 6 componentes con 10,000 iteraciones para la
espiral y se puede deducir que es apropiado tomando en cuenta como clasificd los puntos al
ver que forman una determinada gaussiana los puntos cercanos y no puntos muy distantes
como puede ser los puntos de la punta de la espiral con los puntos de abajo, y esto nos da
un buen indicador de que el ajuste es correcto. Encontrar los componentes en 3 dimensiones

no es nada trivial.



Discusion de los Resultados

En la graficas de la autocovarianza lo que se pretende visualizar es la tendencia a cero
que nos indican que las muestras de los hiperparametros sean muestras independientes e
identicamente distribuidas(i.i.d.), la literatura menciona que la tendencia a cero indica una
buena independencia y si se encuentra entre el intervalo -0.2 y 0.2 se puede considerar buena
en otros caso no. En muchas graficas se pudo notar que el hiperparametro k varia u oscila
al inicio en dicho intervalo esto es porque este valor es muy cambiante en el modelo, pero

logra encontrar la estabilidad posteriormente.

Como se pudo observar la pre-segmentacion realizada para las distintas imagenes sean
cerebrales o no, se comporta muy bien y nos proporciona una buena aproximacion, deci-
mos que es buena porque este algoritmo no es un algoritmo de segmentaciéon sin embargo
nos proporciona una buena aproximacion en donde talvez otros algoritmos les pueda servir
como dato inicial, sin embargo el método encuentra muy bien la densidad de los datos y

realiza un buen ajuste por encima del EM que es un algoritmo bastante clasico.

Como se vio, para realizar una pre-segmentacion cerebral en donde la imagen es grande
y contiene mucho detalle es necesario suavizarla para realizar una buena aproximacioén a la
segmentacion, esto se puede aplicar a cualquier imagen, sin embargo no es recomendable
ya que si la imagen es grande y se disminuye mucho, la pre-segmentacion tiende a perderse
en la imagen original ya que esos detalles que se perdieron al minimizar la imagen no se

veran reflejado y la pre-segmentacion tiende a fallar.

Las imagenes cerebrales (MRI) del tipo T2 se sometieron a pruebas con este algoritmo
pero el resultado no fue bueno ya que este tipo de imégenes tienes otros tonos de grises y

por lo tanto no resultaron tutiles para la pre-segmentacion.
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Podemos concluir que nuestro algoritmo funciona bien para encontrar las densidades de
un conjunto de datos sea imagen o no, y es posible hacerlo para datos univariados como
para datos multivariados, no era la intension abarcar demasiado la parte multivariada sino
simplemente se realiz6 la implementacion y se hicieron ciertas pruebas sencillas para saber

si se comporta de buena manera.

Uno de los inconvenientes para la parte multivariada es que en lugar de trabajar con la
distribucién gamma, se trabaja con la distribuciéon wishart debido a que es la generalizacion
de la gamma cuando los grados de libertad no necesariamente son enteros, y como nosotros
trabajamos con datos reales entonces esta distribucién resulta bastante bien pero la matriz
que recibe debe ser positiva definida por lo que en ocasiones esto no sucede y se tiene que
realizar calculos numeéricos para hacer que una matriz sea positiva definida y eso hace mas
tardado el proceso y en ocasiones la verdadera matriz se va perdiendo y no nos proporciona

una buena estimacion.

La mayoria de los experimentos se realizaron con 10,000 iteraciones para encontrar los
parametros dentro de la cadena de Markov, esto fue porque se encontré que con ese nimero
de iteraciones resulté bastante adecuado, ya que se probd con mas iteraciones pero el re-
sultado fue muy similar encontrando siempre el mismo nimero de componentes por lo que
deducimos que la cadena ya habia convergido, las pruebas se hicieron con 20,000 y 30 000
del cual observamos que en muchos casos con 10,000 era suficiente para asegurar una posible

convergencia.

También se realizaron pruebas con imégenes homogéneas pero los resultados no fueron
satisfactorios porque la misma homogeneidad en los datos hacia que la pre-segmentacion
produzca mucho ruido debido a que encuentra muchos componentes con varianza iguales a
cero y por lo tanto la densidad sufria altibajos, por lo que deducimos que nuestro proceso

no es adecuado para este tipo de imégenes.

Para las iméagenes con ruido el algoritmo encuentra el ruido contenido en la imagen esto

es que dependiendo lo que se requiera hacer al final se puede decir si es adecuado o no,



7.4. Experimentos con Imagenes Cerebrales 109

ya que si la intension es realizar una pre-segmentacion entonces no eliminara los puntos
ruidosos pero si lo encontrara y lo clasificard de acuerdo a una determinada gaussiana, esto
puede ser benéfico para algunos pero puede ser perjudicial para otros, es por eso que se lo
dejamos al lector que tan conveniente es procesar imagenes con el proceso de mezcla finita

con imagenes con ruido.

También no es muy adecuado a iméagenes que solo tienen ntimero enteros o son cons-
tantes como etiquetas, ya que nuestro algoritmo es continuo y le cuesta trabajo aproximar

valores enteros.

También se not6 que en la pre-segmentacion de imagenes para los tonos muy parecidos
al blanco o al negro no tiene problemas en agruparlos como blanco o negro pero si le cuesta
mas trabajo clasificar a los distintos tonos de gris, es por eso que tiende a confundir ciertos
datos en los distintos tonos de gris ya que cada tono de gris la diferencia con otro es muy
pequena y los datos en ocasiones se encuentra enmedio de esos valores por lo que confunde
en realidad a cudl tono pertenece y es cuando se puede confundir del verdadero tono que

le pertenece a cierto dato.

La principal desventaja de este algoritmo es el nimero adecuado de iteraciones que se
tienen que hacer para saber que la cadena de Markov haya llegado a su distribucién esta-
cionaria, lo que se hizo en este caso fue realizar varias corridas y ver que tan parecido son los
resultados se realizaron pruebas de 5,000, 10,000 y 20,000 iteraciones y se notd en ocasiones
que cuando no habia una cierta convergencia la densidad hallada no ajustaba bien los datos

por lo que se proseguia a incrementar el nimero de iteraciones.

Nuestro algoritmo es en general un algoritmo de estimaciéon de densidad y los resultados
obtenidos fueron bastante buenos, encontrando en el proceso el nimero de componentes
adecuados que es lo en otros algoritmos se tiene que hacer un estudio aparte o una seleccion
de modelo y eso lleva tiempo computacionalmente, el principal objetivo de este proceso y de
la tesis fue hallar ese niimero que pueda servir como base en estudios posteriores. En general
el proceso de mezcla infinita de gaussianas nos proporciona una cota superior del niimero

de componentes adecuados para los datos, por lo que puede ser que con otros procesos o
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técnicas se mejore este numero de componentes, como es el caso de la segmentacion que
existen diversas técnicas para poder quitar el ruido u otras técnicas de post-proceso para

mejorar el resultado.



Capitulo 8

Conclusiones y Trabajo a Futuro

El principal objetivo de esta tesis fue aprender todo lo relacionado con el modelo de
merzcla finita e infinita con hiperparametros, comprender bien como se derivan todas las
ecuaciones y como se produce el proceso de Dirichlet entre ellas el proceso del restaurante
chino. Posteriormente se realiz6 la aplicacién con imagenes cerebrales y con datos multidi-

mensionales.

El modelo de mezcla bayesiano infinito ha sido mostrado con un buen rendimiento
(evitando el sobreajuste) y puede ser logrado también con datos multidimensionales. Un
algoritmo eficiente y practico como es el MCMC ha sido mostrado en este método, el méto-
do es automatico sin necesidad de especificar los parametros sino inicamente proporcionar
el nimero de iteraciones, que tal vez pueda decirse que es su punto débil pero en otros

algoritmos ademas de el namero de iteraciones tienes que ajustarle otros parametros.

Muchas pruebas en la variedad de problemas revelan que la mezcla infinita produce

densidades cuya generalizacion es muy competitiva con otros métodos comunes.

El trabajo actual se llevo a cabo para explorar el rendimiento en problemas de bisque-
da de las densidades en imégenes que por el mismo hecho de ser imégenes se cuenta con

informacion pesada por lo que probamos la eficiencia computacional y la generalizacion.

El modelo de mezcla infinita tiene varias ventajas con su contraparte el modelo de

mezcla finita:
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= En muchas aplicaciones, puede ser méas apropiado no limitar el ntmero de clases.
= El niimero de clases se determina automaticamente

= El uso del MCMC evita eficazmente minimos locales que muchos otros algoritmos
se quedan atorados en ello o dependen de su inicializacion como por ejemplo el

EM(Nakano et al. 1999).

= Es mucho mas sencillo de manejar el limite infinito que trabajar con modelos finitos
con tamanos desconocidos como en (Richardson and Green 1997b) o los enfoques

tradicionales sobre la base de la validacién cruzada.

El modelo de mezcla infinito bayesiano resuelve de manera simultanea varios problemas de

grandes cantidades de datos y de la estimacion o inferencia de la densidad.

Se realizaron varios experimentos para validar la implentacion del modelo, entre ellos
se implemento el algoritmo de pre-segmentacion como base para futuros algoritmos de seg-
mentacion de imagenes que tomen en cuenta la correlacion espacial y le sirva como punto

de partida.

Mi contribucién es haber aplicado el modelo de mezcla infinita de gaussianas para seg-
mentar imagenes medicas y naturales. Los resultados obtenidos son razonables pero las

limitaciones de tiempo no nos permitieron realizar un estudio mas exhaustivo del algoritmo.

Finalmente se desaroll6 una herramienta de procesamiento y visualizacién de los resul-
tados obtenidos por el proceso de mezcla finita e infinita de gaussianas el cual el usuario
puede configurar sobre como quiere hacer el procesamiento y cuél sea su visualizacion, el

cual su manual de usuario se encuentra en el apéndice A.

8.1. Trabajo a Futuro

El trabajo a futuro inmediato serfa encontrar una manera de como encontrar conver-
gencia en la cadena de Markov para que no se pierda tiempo y calculo computacional y se

tengan los resultados més precisos, no es una tarea sencilla debido a la forma del proceso
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de restaurante chino, pero seria de mucha utilidad contar con eso.

Una de las cuestiones importates es realizar pruebas exhaustivas del modelo que com-
binen la pre-segmentacion para realizar una mejor validacion al modelo, encontrar un algo-
ritmo que tome en cuenta la correlacion espacial en las imagenes y crear un modelo en el
que se combine el uso de la correlaciéon espacial y la estimacion no parametrica del nimero

de componentes.

También el trabajo a futuro de esta tesis seria proponer otros métodos como puede ser
un modelo bayesiano jerarquico que puede ser el proceso de Dirichlet jerarquico(Teh et al.
[2006]) que pueda servir para otras aplicaciones y también proponer en lugar del restaurante
chino otros métodos como el proceso de la franquisia del restaurante chino (CRF) o el
proceso del buffet indio (IBP)(Teh et al. [2007]) entre otros, es decir hacer una extension de
este tipo de modelos, a modelos mas complicados donde involucran mas variables latentes

0 mas variables observadas y explotar toda la gama de procesos jerarquicos.



Apéndice A

Manual de Usuario para el Software
Desarrollado sobre el Proceso de Mezcla

Finita e Infinita de Gaussianas

En este apéndice se indica la manera de de utilizar las interfaces del software desarrollado

en este trabajo de tesis, de tal manera que se lleve a cabo el proceso deseado.

A.1. Plataforma del Software

Se desarroll6 la herramienta para el proceso y visualizacion de las mezclas finitas e
infinitas con la opcion de que el usuario pueda configurar tanto la manera del proceso como
el de la visualizacion.

El software fue realizado bajo la plataforma de Matlab version R2009a de 32 bits, con-
teniendo el toolbox de estadistica, fue desarrollado bajo el ambiente windows sin embargo
puede correr en cualquier maquina que tenga linux o mac siempre y cuando este instalado
el Matlab con el respectivo toolbox.

Para hacer correr con mas rapidez este software se recomienda tener como minimo
= Memoria ram de 2 GB
= Disco duro de 1 GB

s Procesador de 2 nicleos.
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Figura A.1: Menu Principal

A.2. Interfaz del Software de la Mezcla Infinita de Gaus-

sianas

A.2.1. Modo de Cargar Datos al Programa

El software de mezclas infinitas tiene las siguientes caracteristicas principales:
Contiene un ment que se utiliza para cargar los datos que se van a procesar, como puede
verse en la figura (A.1), tal mend contiene las distintas formas que se pueden cargar los

datos como son:

» Desde archivo: Significa que puedes cargar datos en formato de texto(.txt) o en el

formato de Matlab(.mat).

» Previamente procesados: Significa que puedes cargar los datos que antes ya hayas
procesado y esto hace que ya no proceses los datos sino que solo te muestre los resul-
tados y puedes configurar con las opciones de la izquierda para obtener los resultados
que desees. Es importante mencionar que la manera de hacer esto es mediante la elec-
cion del archivo que desees cargar como se puede ver en la figura (A.2) y ese archivo es
obtenido cuando procesas los datos y el programa automaticamente lo guarda en un
archivo .mat con el mismo nombre que tiene con la diferencia de anteponerle una letra

“Y” ejemplo si el archivo se llamaba “cimat.txt” al guardarlo se llamara “Ycimat.mat”

= El submenu imagen tiene las siguientes formas de cargar una imagen:
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Figura A.2: Ventana para seleccionar un archivo

» Normales: Significa que puedes cargar cualquier tipo de imagen en los formatos .jpg,

tiff, .bmp, .gif entre otros.

s Cerebrales: Significa que puedes cargar cualquier imagen cerebral que tenga los

mismo formatos que el de normales.

» IBSR: Significa que puedes cargar imagenes obtenidas de la pagina web IBSR ya
que tienen un formato especial de 512x512 y que ademas no se considera la parte del

fondo por lo que el software lo hace de manera automaética.

» Brainweb: Significa que puedes cargar imagenes obtenidas de la pagina web “brain-
web” ya que también tiene un formato especial de imagenes de 256x256 y de igual

manera no se considera el fondo ademas que se realiza una normalizacion de los datos.

A.2.2. Modo de Configuracién del Proceso

Una vez que ya se hayan cargado los datos se procede a configurar el proceso, esto
consiste en llenar los campos de la parte izquierda como aparece en la figura (A.3), estos

Somn:

s Tteraciones: Indica el nimero de iteraciones para la cadena de Markov el cual nos

indicaré los resultados y es por default el valor de 50,000.

s Burnin: Indica el nimero desde el cuél se van a considerar las muestras, es decir a
partir del burnin se estaria considerando una convergencia y se tomarian muestras a

partir de ese nimero y todo lo anteriro se considera desechado. Por default es 30,000.
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Figura A.3: Visualizacién de datos univariados

= Lag: Indica el intervalo por el cudl se toman las muestras, esto quiere decir que a
partir del burnin se toman muestras en intervalos (lag) hasta llegar al ntimero de

iteraciones. Por default este valor es 100.

» Grdfico: Significa que para los datos bivariados es posible poder visualizarlo de ma-
nera que mientras se esta corriendo el programa tu puedas ver como va avanzando y
como se va realizando la clasificacién que es indicada por colores, cabe mencionar que

esto solo se puede realizar para los datos bivariados.

» Grdfica componentes: Pertenece a la parte de pre-segmentacion que consiste en
mostrar en pantalla con ventanas emergentes las graficas de los distintos componentes
encontrados, en el caso de las iméagenes cerebrales muestra las distintas zonas donde

se encontr6 una determinada gaussiana.

= Tolerancia: Pertenece a la parte de pre-segmentacion y se utiliza para indicar que la
varianza es considerada como cero, es decir si la varianza de un componente es 107°
entonces podemos decir que este valor es cero si le ponemos en este caso el valor de
0.05, o sea a partir de el valor de la tolerancia o menos se considerara como varianza

Cero.

Posteriormente se procede hacer click al botéon de aceptar y en ese momento comienza el

proceso de la mezcla infinita de gaussianas.
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Figura A.4: Ventana Emergente que visualiza las muestras tomadas y la media de ellas.
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Figura A.5: Ventana Emergente que muestra las gaussianas encontradas.

A.2.2.1.

Guardado de Datos

Ahora después de que realize el proceso, automaticamente guarda el archivo en un for-

mato .mat con el nombre anteponiendole una “Y” como habia mencionado y también guarda

los pardametros obtenidos como son la media, la varianza y los pesos en un formato .txt lla-

mado “Output.txt” pero la forma de guardarlo es mediante un historial es decir si corres dos

veces el proceso te guardara los parametros de esas dos corridas en ese mismo archivo. Para

el caso de las imagenes también guarda un archivo binario llamado “prueba” de 256x256.

Nota: Todo lo guardado en el archivo .txt es posible verlo desde la consola de Matlab.
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Figura A.6: Visualizacion de datos Bivariados

A.2.3. Visualizacion de los Resultados

La visualizacion de los resultados se caracteriza por mostrar en el apartado “resultados”
(que se encuentra en la parte derecha de la ventana principal), lo obtenido por el proceso
(como puede verse en la figura (A.3)) .

Primeramente se muestra el nimero de componentes denominado “k” que encontro el

proceso, posteriormente se muestra lo siguiente:

= Para los datos univariados se visualiza en la parte izquierda las graficas de las
gaussianas encontradas por el método estas son graficadas una por una y en la parte
derecha se muestra el histograma normalizado con la estimacién de la densidad que

genera la mezcla de las gaussianas, como se muestra en la figura (A.3).

s Para los datos bivariados se visualizan en la parte izquierda los puntos con la
clasificacion hecha de acuerdo a las gaussianas encontradas y lo pinta de un cierto color
para indicar que puntos pertenecen a una determinada gaussiana, también muestra
con un punto azul la media y con una elipse los puntos encerrados por su determinada
covarianza y en la parte derecha se muestran los puntos originales, como se muestra

en la figura (A.6).

» Para los datos en 3 dimensiones se visualiza en la parte izquierda los datos en 2
dimensiones y en la parte derecha los datos en 3 dimensiones, y de igual manera indi-
cando con colores los que pertenecen a una determinada gaussiana, como se muestra

en la figura (A.7).
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Figura A.7: Visualizacion de datos en 3 dimensiones, en donde la parte izquierda se muestran
los datos en dos dimensiones y en la parte derecha se muestran los datos en 3 dimensiones.
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Figura A.8: Visualizacion de los cerebros, en la parte izquierda se muestra el cerebro seg-
mentado y en la parte derecha el original
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Figura A.9: Ventana Emergente que muestra la comparaciéon de las densidades de los méto-
dos finito, infinito y el EM.

s Para las imdgenes tanto cerebrales como normales la visualizacion se realiza
de la siguiente manera: En la ventana principal en la parte izquierda se muestra la
imagen segmentada y en la parte derecha se muestra la imagen original, como puede
verse en la figura (A.8), pero ademés de esto se muestran en ventanas emergentes
(como en la figuras(A.4) y (A.5)) el histograma original de los datos asi como el his-
tograma normalizado, y la estimaciéon de la densidad con la mezcla de gaussianas,
estas ventanas emergentes contiene las mismas graficas de la estimacion de las densi-
dades que las anteriores por lo que omiti agregar mas imagenes sobre lo mismo, como

lo muestra la figura (A.8).

Nota importante: Para el caso univariado cuando se termina el proceso aparecen ventanas
de visualizacion de los histogramas de los hiperparametros a y k, asi como también la grafica
de autocovarianza, de las gaussianas encontradas, la densidad encontrada de todas las
muestras y la media de ellas y por dltimo la comparacion de las densidades con los métodos

finito, infinito y el EM como aparece en la figura (A.9).

A.3. Interfaz del Software de la Mezcla Finita de Gaus-
sianas

El software de mezcla finita contiene basicamente lo mismo en el modo de cargar los

datos, en guardar los datos y en la visualizacién de los resultados, en donde hay una gran
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Figura A.10: Visualizacion y configuracion del proceso de los datos para el caso finito

diferencia es en la configuraciéon para correr el proceso, que detallaré a continuacion.

El apartado para convergencia se utiliza para realizar la convergencia en la cadena
de Markov ya que es posible determinar cuando la cadena estd convergiendo y eso nos
ahorrara tener que adivinar cudl es el niimero de iteraciones adecuado, esto es diferente en
el caso infinito ya que por la manera de la implementacion donde se considera el proceso

del restaurante chino no es posible hacer esto, por lo tanto tenemos que:

» Niumero de cadenas: Indica cuantas cadenas de Markov se utilizaran para hacer
converger, en la literatura se recomienda 10 por lo que en el programa este nimero

estd por default.

» Radio: Para saber que una cadena converge es necesario que al realizar este proceso
los parametros que se requieren que converjan tienden a ser 1 pero con no siempre es
exacto por lo que hay un margen de error que en la literatura consideran entre 1.2 y

1.3 v es por ello que lo dejo abierto a su consideracion.

= Convergencia Inicial: Indica el inicio del ntumero de iteraciones para probar la
convergencia en caso que no se logre se va duplicando hasta alcanzar la convergencia

final y si aun asi no converge se dird que no existe convergencia en los parametros.

s Convergencia final: Como ya indique previamente es el nimero de iteraciones limite

para saber si hubo convergencia en los parametros.
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= k-wneczal: Indica el niimero de k inicial, esto es posible si al ver los datos tienes alguna

intuicion de més o menos entre que intervalo se encontraré la k adecuada.

= k-final: Indica el niimero de k limite y de igual manera que el anterior se utiliza para
encerrar en un cierto intervalo la k que se considera adecuada, aqui es importante
mencionar que si se considera una k muy grande, el programa al detectar que no esta
habiendo convergencia después de analizar 3 nimero de k, inmediatamente genera un
resultado, esto es porque el proceso de mezcla finita restringe a encontrar componentes

nulos y esto haré restriccion al niimero de k adecuado.

= Criterio de seleccion: Posteriormente después de tener los resultados de que la
cadena de Markov ya ha convergido en los distintos nimero de k adecuados, se procede
a realizar el criterio de seleccion que nos indicara de todas la k encontradas cudl es el
valor correcto, esto lo realiza de manera automética de acuerdo a 3 posibles criterios
que se le indicara por el usuario, los posibles criterios son el BIC, AIC y MDL que ya

hemos hablado de ellos.

Como podran darse cuenta aqui no existe la opcion para segmentar porque no se desarrollo
especialmente para ello, otra diferencia es que ademés de mostrar el valor de k adecuado,
también muestra las iteraciones adecuadas que se obtuvieron mediante el proceso. Todo lo

mencionado puede verse en la figura (A.10).

Para el caso de tomar muestras, lo hace de manera automatica, a partir del total de
iteraciones va tomando en intervalos (lag) de 10 hasta obtener 300 muestras y de alli saca

el promedio de ellas.



Apéndice B

Funcion Verosimilitud de la Mezcla de

(zausslanas

La funcién verosimilitud de la mezcla de gaussianas esta dado por

(Y, ) = log p(Y|p, X) ZZOQZW Vel tti, Si) (B.0.1)
n=1

donde
Y ={v1,...,yn} es el conjunto de observaciones.

por lo que la funcién a optimizar es
Oy = argmazx{l(u,X)} (B.0.2)
S

donde
O3, son los parametros optimizados por maxima verosimilitud.
Es importante destacar que la maximizacion de la funcién B.0.2 no es trivial por varias

razones

= Existen valores del conjunto de parametros para los que la verosimilitud es infinita.
Esto ocurre cuando la media coincide con el dato y la matriz de covarianza o la

varianza es nula o muy cercana a Cero.

= La presencia de grupos de observaciones muy proximas unas de otras puede provocar
un méximo local de la funcién. Como consecuencia, se obtendria una pobre repre-
sentacion de la densidad de probabilidad real.

124
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A
: A /N

-

Figura B.1: Si el ntimero de componentes del modelo no es establecido correctamente,
los datos pueden describirse erroneamente. Dos distribuciones gaussianas con media p; =
[0,0] v po = [3,2] (izquierda) son modeladas con un tinico componente con media p =
[1.5, 1] (derecha).

Por lo tanto, es necesario la utilizacion de algiin método que aproxime muy bien el conjunto
optimo de parametros, un algoritmo iterativo muy conocido es la maximizacion de la espe-
ranza (EM)(Bishop [2007]), el cual permite encontrar soluciones de maxima verosimilitud a
problemas en los que existen variables ocultas, el algoritmo consta de dos pasos principales
que son el paso E que es donde realiza una estimacion del valor esperado de las variables
ocultas del problema a partir de los datos observados y la estimacion actual de los parame-
tros del modelo. Ahora a partir del paso E realiza el paso M que una vez que se tenga el
valor esperado, el nuevo conjunto de pardmetros se maximiza de cierta manera ya definida,
para una descripcién mas detallada del algoritmo puede consultar (Bishop [2007] y Redner

and Walker [1984]).

La mayor parte de los algoritmos existentes para ajustar los parametros de una mezcla
con un nimero desconocido de componentes a priori utilizan el algoritmo del EM. Aunque
el funcionamiento del algoritmo es satistactorio, presenta algunos inconvenientes que se

detallan a continuacion

= Inicializacion: El éxito del algoritmo EM depende en gran medida de los valores
iniciales del conjunto de parametros. En general se utiliza una clusterizacion previa

por medio de un algoritmo llamado k-medias.

» Convergencia hacia un mdzrimo local: Cuando se ajustan los pardmetros de un
modelo de mezcla de gaussiana sin ningtn tipo de restricciones sobre las matrices de
covarianza de los componentes, alguno de los pesos (m;) podria aproximarse a cero

y por consiguiente, el componente podria estar proximo a la singularidad. Cuando
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el nimero de componentes es superior al 6ptimo esto puede ocurrir con relativa fre-
cuencia, convirtiéndose por lo tanto en un serio problema para métodos que requieren

estimaciones de los pardmetros de la muestra para varios valores de los componentes

(F)-

= No se estima el orden del modelo: Como se ha descrito anteriormente, el algo-
ritmo por si mismo no permite la estimacién del namero de componentes del modelo,
por lo que es necesario realizar una selecciéon de modelo que detallaremos en capitulos

posteriores. Esto es necesario ya que pueden ocurrir errores como aparece en la figura

(B.1).
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